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Introducción

La noción de inteligencia artificial se podŕıa considerar que surgió en 1950, momento en que el ma-
temático Alan Turing se planteó la pregunta “¿las máquinas pueden pensar?” [75]. Además, en esta
publicación propuso un test que actualmente se conoce como test de Turing para determinar si una
máquina debe considerarse inteligente o no. Consiste en que un interrogador evalúa dos conversaciones,
provenientes de una persona y de una computadora, pero sin saber cuál es cuál. Si no logra identificar
qué diálogo es el que ha tenido con la computadora, entonces se considera que exhibe un comportamiento
inteligente similar al de un ser humano o indistinguible de este.

Cualquiera podŕıa adelantar que la posibilidad de que una máquina supere este test a d́ıa de hoy
es realmente dif́ıcil que tenga lugar, pues todos hemos experimentado lo que es hablar con un asistente
automático. Sin embargo, en otras tareas los ordenadores han logrado superar la capacidad humana.
Es el caso de la visión computacional [70], que será el que trataremos en el presente trabajo por haber
destacado las Redes Generativas Adversariales (GANs) en este ámbito.

Los algoritmos de aprendizaje automático (machine learning) proporcionan buenos resultados a la
hora de reconocer patrones en los datos de entrada y utilizarlos para tareas de clasificación y regresión.
Sin embargo, en lo que a la generación de nuevos datos se refiere, plantean numerosos problemas [44].
Lo mismo ocurre en aprendizaje profundo (deep learning), donde dichas tareas se llevan a cabo de for-
ma, esencialmente similar, mediante una estructura caracteŕıstica denominada red neuronal. Es decir,
un algoritmo es capaz de vencer en una partida de ajedrez a un ajedrecista experto, pero mantener una
conversación fluida con Alexa o Siri, los asistentes de Amazon y Apple, respectivamente, es un sinsentido.

Hasta hace 10 años se pod́ıa afirmar que los métodos de aprendizaje basados en una aproximación
discriminativa hab́ıan conseguido un nivel de éxito por encima de las capacidades humanas. No se pod́ıa
decir lo mismo de problemas que teńıan que abordarse con una aproximación generativa. No obstante,
este panorama está cambiando desde 2014, cuando Ian Goodfellow, en aquel momento un estudiante de
doctorado en la Universidad de Montreal, introdujo en [31] el concepto de las GANs . Son una clase de
algoritmos de aprendizaje consistente en entrenar dos redes neuronales simultáneamente: un generador,
cuya función es generar datos falsos, y un discriminador, que tratará de distinguir los falsos de los reales
y clasificarlos convenientemente.

La palabra redes se refiere a la clase de algoritmos de aprendizaje que se utilizan habitualmente para
representar el generador y el discriminador: redes neuronales. Dependiendo de la complejidad de la im-
plementación de la GAN, estas pueden ser redes neuronales prealimentadas (FFNNs) o redes neuronales
convolucionales (CNNs), tal y como veremos.

En cuanto a la palabra generativas, esta indica su propósito: generar nuevos datos artificiales que
parezcan naturales. Puede tratarse de voz, texto, imágenes, etc. Según el tipo de dato que se desee gene-
rar se deberá elegir un conjunto de entrenamiento u otro. Por ejemplo, si se trata de rostros, tal y como
veremos e implementaremos finalmente, el objetivo será entrenar la GAN utilizando un conjunto de datos
de multitud de distintas caras, de manera que se logre producir imágenes de caras que se asemejen todo
lo posible a las reales.

Por último, el término adversarial hace referencia a la “competición” que tiene lugar entre el ge-
nerador y el discriminador para lograr sus respectivos objetivos, que están continuamente tratando de
superarse entre śı. Para intuir esto, en [31] se utiliza la siguiente metáfora: el criminal (el generador)
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trata de falsificar moneda y el detective (el discriminador) pretende cazarlo. Cuanto más auténticas pa-
rezcan las monedas falsificadas, mejor estará rindiendo el detective en su tarea de detectarlas, y viceversa.

A pesar de no ser la primera técnica que permite generar datos, ha marcado la diferencia con respecto
a cualquier otra gracias a la calidad de los resultados, especialmente, en la generación de imágenes [39].
Desde su invención, las GANs han atráıdo enormemente la atención tanto del público general como de
académicos y de expertos en la industria, quienes han llegado a catalogarlas como “la mejor idea en
el aprendizaje profundo en los últimos 20 años” (Yann LeCun, director de investigación en inteligencia
artificial de Facebook, en [19]).

Como prueba de ello, destaquemos el ejemplo de la śıntesis de rostros humanos, pues lo implementa-
remos en la parte final del manuscrito. Hasta la aparición de las GANs en 2014, lo mejor que se hab́ıa
conseguido generar mediante una máquina eran semblantes borrosos, lo cual se celebró como un gran
éxito. Ya en 2017, como consecuencia de los avances de las GANs, se consiguió mejorar enormemente
hasta el punto de resultar indistinguible, tal y como puede observarse en la figura 1 [8].

Figura 1: Evolución en la generación de caras. Fuente: [8].

El contexto en que nacieron, el de los ataques adversariales, también merece la pena mencionarlo
por su estrecha relación con las GANs. Dichos ataques consisten en crear nuevas muestras que hagan
fallar y cambiar las predicciones del algoritmo concreto que lleve a cabo una determinada red neuronal.
Esto puede hacerse con un fin académico, de forma que se pongan en evidencia, para ser estudiados, los
errores que las redes neuronales tienden a cometer; pero también, con un objetivo malicioso por parte de
atacantes, lo cual podŕıa suponer problemas en sistemas de reconocimiento facial, por ejemplo.

En el primero de los escenarios, se comprobó allá por los años 90 que el rendimiento de las redes neu-
ronales es muy sensible a ligeras modificaciones, como consecuencia de la ingente cantidad de parámetros
que intervienen, lo cual, ya de paso, nos puede concienciar de la dificultad de entrenar una GAN [67].
Por tanto, investigar en ataques adversariales es una de las mejores formas de entender cómo garantizar
la precisión de las predicciones realizadas por las redes neuronales.

Los ejemplos adversariales, por tanto, nos proporcionan otra interpretación útil para entender las
GANs: en vez de como una técnica cuyo objetivo es generar ejemplos realistas, como una técnica que
trata de generar falsos ejemplos con los que engañar a un clasificador. Además, se ha demostrado que la
utilización de GANs puede proveer de clasificadores que no sean tan sensibles a modificaciones [37], lo
que brinda otro motivo para estudiarlas.

Respecto a los fundamentos matemáticos en que se sustentan el entrenamiento y las garant́ıas de
buen funcionamiento de las GANs, adelentaremos que son complejos, lo cual justifica principalmente el
desarrollo del trabajo.

En general, los modelos generativos derivan de la bien conocida estimación de máxima verosimilitud
(EMV), puesto que para conseguir crear ejemplos realistas se debe conocer la densidad de probabilidad
del conjunto de datos de entrada, y este método permite estimarla. Es el caso de los Autoencoders Va-
riacionales (VAEs) [42].

Sin embargo, no ocurre lo mismo con todos los métodos generativos. El motivo es que para aplicar
EMV debe existir un modelo paramétrico de densidades, lo cual probablemente, debido a la complejidad
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de los datos con que se trabaja, no ocurra. Además, en caso contrario, su evaluación seŕıa muy costosa. Por
tanto, de manera alternativa, otros métodos generan ejemplos artificiales en sustitución de dicha densidad.

Tal y como trataremos de explicar en este trabajo, este es el caso de las GANs y lo que lleva a for-
mular el problema que plantean de la siguiente manera: para cada parámetro fijo, por un lado, se trata
de discriminar entre observaciones verdaderas y falsas con la mayor exactitud posible, de forma que esta
máxima capacidad de discriminación sirva de medida de proximidad entre los datos. Por otro lado, se
busca a la vez que dicha capacidad sea mı́nima con el fin de generar ejemplos artificiales indistinguibles
de los reales. Es decir, se plantea este “doble juego” que constituye un problema minimax.

Con el objetivo de estudiar desde el punto de vista matemático las GANs, aśı como sus propiedades
que garanticen un buen funcionamiento, nos gustaŕıa, por tanto, tener una forma rigurosa de hacerlo. Las
divergencias y métricas estad́ısticas juegan un papel fundamental en este aspecto, por lo que dedicaremos
toda una sección a la exposición de algunas de las más importantes. En particular, concederemos especial
importancia a la distancia de Jensen-Shannon, que proviene de la simetrización de la divergencia de
Kullback, y en cuya minimización se basa, idealmente, el problema planteado por las GANs, tal y como se
demuestra en [5]. Asimismo, cabe mencionar que se sigue investigando al respecto, habiéndose planteado
recientemente la métrica de Wasserstein (definida en [76]) con el mismo objetivo [1].

Para una correcta comprensión y consecución de nuestro objetivo, por tanto, es imprescindible for-
mular matemáticamente el problema que tratan de solventar las GANs. Veremos con más detalle que se
tiene una función objetivo a optimizar que cuantificará la bondad en la predicción; el generador tratará
de minimizarla y el discriminador, de maximizarla, de ah́ı la metáfora de la competición y el término
“adversarial”.

Asimismo, es de vital importancia la exposición de ciertos resultados fundamentales, por lo que,
teniendo todo en cuenta, la organización del presente trabajo es la siguiente:

En primer lugar, se estudian en el Caṕıtulo 1 los conceptos previos generales que serán útiles
posteriormente, como son las divergencias y métricas, y los fundamentos de aprendizaje automático
desde el punto de vista de las Matemáticas.

Al hilo de esto último, resulta fundamental explicar en el Caṕıtulo 2 el problema que llevan a cabo
las redes neuronales en su tarea de aprendizaje. Lo haremos para el caso más sencillo, las redes
neuronales prealimentadas y pasaremos, después, a las redes neuronales convolucionales que son
especialmente útiles en el tratamiento de imágenes.

Tras este fundamento teórico, en el Caṕıtulo 3 estaremos ya en condiciones de analizar las GANs,
su relación con la divergencia de Jensen-Shannon y las buenas propiedades estad́ısticas que poseen.

Finalmente, dedicamos el Caṕıtulo 4 al estudio de algunas aplicaciones prácticas y aspectos compu-
tacionales de las GANs. En particular, a modo de ejemplo, nos propondremos generar d́ıgitos
numéricos y rostros humanos.
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Caṕıtulo 1

Resultados previos

Comencemos tratando cuestiones generales en Matemáticas que serán útiles a la hora de estudiar y
entender los fundamentos de las GANs, aśı como obtener garant́ıas teóricas sobre su buen funcionamiento.

Las divergencias y métricas en Estad́ıstica Matemática son de vital importancia en problemas clásicos
de inferencia, ya que proporcionan una forma de medir la similitud entre dos distribuciones de proba-
bilidad. Pero, además, han ganado importancia recientemente debido a que son la clave para analizar
las garant́ıas estad́ısticas de los métodos aprendizaje automático (machine learning) [10, 47], los cuales
proporcionan reglas basadas en el análisis de una gran variedad de datos, cuya distribución resulta des-
conocida, con el fin de realizar predicciones precisas.

En particular, para modelos generativos (como son las GANs), se requiere medir la similitud entre la
distribución de los datos generados y los datos reales de forma que se puedan optimizar los parámetros
de dicho modelo. No obstante, debemos notar que una divergencia no es necesariamente una distancia,
aunque es posible definir a partir de ellas otras que śı que lo cumplen, como la ráız de la divergencia de
Jensen-Shannon, que nos resulta de especial interés en el desarrollo de los objetivos de este manuscrito.
Se deriva de la simetrización de la divergencia de Kullback-Leibler la cual, a su vez, está ı́ntimamente
relacionada con el clásico método de estimación de máxima verosimilitud (EMV).

En definitiva, en este caṕıtulo, mediante dos extensas secciones, demostraremos cómo la teoŕıa es-
tad́ıstica clásica sienta las bases de los algoritmos más novedosos y útiles actualmente de aprendizaje
automático, basado esencialmente, en minimizar una determinada función a partir de ciertas observa-
ciones emṕıricas. Su buen rendimiento se asegura mediante un correcto ajuste de los parámetros que
facilita una buena comprensión teórica, pues en muchos casos se trata de realizar prueba y error. Para
ello también serán importantes estrategias de optimización como el algoritmo general de Descenso de
Gradiente. Además, explicaremos con más detalle uno de los métodos que aprendizaje que existen por su
similitud con el problema planteado en las GANs: la regresión loǵıstica.

Como principales referencias se empleará [74] para exponer, primeramente, los resultados relativos a
divergencias y métricas, y [30, 35, 68] con el fin de detallar la teoŕıa en que se fundamenta el aprendizaje
automático.

1.1. Divergencias y métricas en Estad́ıstica Matemática

En primer lugar, nos centraremos en el estudio de algunas divergencias y métricas de especial impor-
tancia con el fin medir la similitud estad́ıstica entre ciertas distribuciones; esto es lo que se conoce como
el problema estad́ıstico de discriminación [7, 79]. Es importante aclarar que, en Estad́ıstica, dos distri-
buciones difieren más o menos según la dificultad que conlleve discriminar entre ellas con el mejor test [50].

Este hecho es de especial importancia en el presente trabajo porque las GANs plantean un cierto
tipo de juego basado en discriminar distribuciones de probabilidad. La solución que estas redes plantean
no puede entenderse a partir de métodos de estimación clásicos, como máxima verosimilitud. Con este
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método estaŕıamos, asintóticamente, minimizando la divergencia de Kullback. Por el contrario, tal y como
veremos en el Caṕıtulo 3, las GANs minimizan, en esencia, la distancia de Jensen-Shannon. No obstante,
todo ello está, en cierto modo, relacionado y es lo que trataremos también de explicar en esta sección.

La organización de la sección es la siguiente:

Definición de la divergencia de Kullback-Leibler tal y como se enuncia en [74], añadiendo para
facilitar su compresión, tanto su justificación a partir del Teorema de Radon-Nykodim A.1, como la
ı́ntima relación con el método de estimación de máxima verosimilitud. Se sentarán aśı las bases de
la definición de la divergencia de Jensen-Shannon, motivada por el hecho de que la divergencia de
Kullback no es una distancia.

Definición de otras métricas importantes como: por un lado, las clásicas de Hellinger y variación
total y, por otro, la distancia de Jensen-Shannon, que ha ganado importancia recientemente debido a
su papel fundamental en el funcionamiento de las GANs y que se trata de la ráız de la divergencia de
Jensen-Shannon, obtenida a partir de la simetrización de la divergencia de Kullback. Dado que nos
resulta especialmente interesante en este trabajo, añadiremos la demostración de que, efectivamente,
es una métrica generalizando los argumentos de [23]. Para un análisis más profundo al respecto de
dichos conceptos recomendamos al lector [74].

1.1.1. Divergencia de Kullback-Leibler

En primer lugar, por tanto, se dará la definición de la divergencia de Kullback-Leibler, lo cual sentará
las bases de la definición de la divergencia de Jensen-Shannon, que está motivada por el hecho de que
la divergencia de Kullback no sea una distancia. Además, se estudiará la relación que guarda con la
estimación de máxima verosimilitud.

La divergencia de Kullback-Leibler fue originalmente definida en 1951 [66] como una medida de la
información basada en la diferencia existente entre distribuciones de probabilidad. Es, por tanto, un con-
cepto central en Teoŕıa de la Información y en Estad́ıstica, y juega un papel importante en el contexto
del aprendizaje automático. Entre sus aplicaciones, cabe mencionar las que tiene en la clasificación de
textos [46] o archivos multimedia [49].

En lo que sigue, trabajaremos en el espacio medible (Ω, σ) y tomaremos P y Q como dos medidas de
probabilidad en dicho espacio. Para poder definir la divergencia de Kullback, puesto que esta se funda-
menta en el Teorema de Radon-Nikdoym A.1, es necesario introducir ciertos conceptos cuya definición se
pospone al apéndice A. Denotaremos por P � Q a la condición de que P es absolutamente continua con
respecto a Q, lo cual debe cumplirse para que exista la derivada de Radon-Nikodym de P con respecto a
Q, que se denota por dP

dQ y se deducirá en (1.9). Aśı, estamos ya en condiciones de enunciar la definición:

Definición 1.1. Sea (Ω, σ) un espacio medible. La divergencia de Kullback-Leibler se define como:

DKL(P‖Q) =

{ ∫
Ω
dP
dQ log

(
dP
dQ

)
dQ si P � Q

+∞ resto.
(1.1)

Por tanto, es obvio que la divergencia de Kullback está bien definida en todo el espacio. En general, por
simplicidad en la notación, usaremos

DKL(P‖Q) =

∫
Ω

log

(
dP

dQ

)
dP. (1.2)

Esta divergencia admite una formación alternativa, y equivalente, que mostraremos a continuación y será
la que empleemos en el estudio del funcionamiento de las GANs. Es posible gracias a que siempre podemos
encontrar una medida σ-finita, µ, en (Ω, σ) respecto de la cual P y Q sean absolutamente continuas. Por
ejemplo, podemos elegir

µ =
P +Q

2
, (1.3)

que permite garantizar la existencia de las derivadas de Radon-Nikodym:
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p =
dP

dµ
y q =

dQ

dµ
. (1.4)

Entonces, puesto que P � µ, por el Teorema de Radon-Nikodym A.1, se tiene que

P (A) =

∫
A

dP

dµ
dµ =

∫
A

pdµ, para todo A ∈ σ. (1.5)

De la misma forma,

Q(A) =

∫
A

dQ

dµ
dµ =

∫
A

qdµ, para todo A ∈ σ. (1.6)

Si, además, P � Q, entonces q = 0 implica p = 0, con lo que se reescribe (1.5):

P (A) =

∫
A

p

q
qdµ =

∫
A

p

q
dQ, para todo A ∈ σ. (1.7)

Finalmente, utilizando las expresiones (1.4), se tiene que:

P (A) =

∫
A

dP

dQ
dQ, para todo A ∈ σ. (1.8)

Por comparación de (1.7) y (1.8), deducimos que la derivada de Radon-Nikodym de P con respecto a Q
es:

dP

dQ
=
p

q
. (1.9)

Entonces, podemos escribir la divergencia de Kullback y denotarla como se muestra a continuación:

DKL(p‖q) =

∫
Ω

p log
p

q
dµ. (1.10)

En el caso particular de que P y Q tengan funciones de densidad f y g, respectivamente, con respecto a
la medida de Lebesgue ([64], Caṕıtulo 2 ), se puede probar la siguiente igualdad:

DKL(P‖Q) =

∫
Rk
f(x) log

(
f(x)

g(x)

)
dx, (1.11)

con una expresión similar si P y Q son discretas (cambiando integración por suma y densidad por función
de masa de probabilidad).

Por último, demostremos algunas propiedades importantes. Puesto que a partir de ahora hablaremos
de funciones convexas, seguiremos en todo el trabajo la definición de [64] (Definición 3.1).

Teorema 1.1. Propiedades de la divergencia de Kullback-Leibler:

1. DKL(P‖Q) ≥ 0.

2. DKL(P‖Q) = 0 ⇐⇒ P = Q.

3. DKL(P‖Q) es convexa en P .

4. No depende de la elección de la medida µ.

5. No es una distancia.

Demostración.

1. El caso infinito es trivial. Usemos la expresión de la divergencia (1.1). Consideremos la función
ϕ : R → R definida por ϕ(x) = x log(x). Es una función estrictamente convexa, pues ϕ′′(x) = 1

x .

Además, puesto que dP
dQ ≥ 0 por ser una densidad y, en caso de ser ser cero, lo es en un conjunto

de medida nula, se puede tomar ϕ( dPdQ ) y aplicar la desigualdad de Jensen ([64], Teorema 3.3):

DKL(P‖Q) =

∫
Ω

ϕ

(
dP

dQ

)
dQ ≥ ϕ

(∫
Ω

dP

dQ
dQ

)
= ϕ(1) = 0. (1.12)

6



CAPÍTULO 1. RESULTADOS PREVIOS

2. Para lograr la igualdad en (1.12), como la función ϕ es estrictamente convexa, debe ocurrir que
dP
dQ = 1. De acuerdo con (1.9) esto ocurre si, y solo si, p

c.s.
= q, lo cual es equivalente a que P = Q.

3. Sean P1 6= P2 dos probabilidades diferentes. La combinación lineal αP1 + (1−α)P2, α ∈ [0, 1] sigue
siendo una probabilidad. Veamos que:

DKL(αP1 + (1− α)P2‖Q) ≤ αDKL(P1‖Q) + (1− α)DKL(P2‖Q).

Trabajemos con la expresión de la divergencia de Kullback (1.1). Sea ϕ definida como en la demostra-
ción de la anterior propiedad 1. Se tiene que ϕ es convexa, luego: ϕ(tx+(1−t)y) ≤ tϕ(x)+(1−t)ϕ(y),
t ∈ [0, 1]. Puesto que DKL(P‖Q) =

∫
Ω
ϕ( dPdQ )dQ, podemos utilizar esto junto con la convexidad de

ϕ y escribir:

DKL(αP1 + (1− α)P2‖Q) =
∫

Ω
ϕ
(
d
dQ (αP1 + (1− α)P2)

)
dQ

≤
∫

Ω

[
αϕ
(
dP1

dQ

)
+ (1− α)ϕ

(
dP2

dQ

)]
dQ

= αDKL(P1‖Q) + (1− α)DKL(P2‖Q),

donde la última igualdad es consecuencia de la linealidad de la derivada y de la integral.

4. Consideremos P � λ y Q� λ. A partir de la expresión (1.10), veamos que∫
Ω

p log
p

q
dµ =

∫
Ω

p log
p

q
dλ.

La estrategia consiste en escribir ambas integrales con respecto a la medida λ + µ. Puesto que
µ � λ + µ, el Teorema de Radon-Nikodym A.1 implica la existencia de una función no negativa
dµ/d(λ+ µ) tal que ∫

Ω

p log
p

q
dµ

=

∫
Ω

p log
p

q

dµ

d(λ+ µ)
d(λ+ µ)

=

∫
Ω

dP

dµ
log

p

q

dµ

d(λ+ µ)
d(λ+ µ)

=

∫
Ω

dP

d(λ+ µ)
log

p

q
d(λ+ µ).

La última igualdad se tiene λ+ µ-casi siempre y es consecuencia de la regla de la cadena.

5. Veamos un contraejemplo. Consideremos el espacio discreto Ω = {0, 1} en el que definimos las
probabilidades P,Q,R tales que sus funciones de masa de probabilidad p, q, r cumplen que:
p(0) = 1/2, p(1) = 1/2; q(0) = 1/7, q(1) = 6/7; r(0) = 1/4, r(1) = 3/4; con lo cual es
obvio que P,Q,R son probabilidades.
Entonces, utilizando la expresión de la divergencia de Kullback (1.11) en el caso discreto, tenemos
que:

DKL(p‖q) =
1

2
log

7

2
+

1

2
log

7

12
≈ 0.3569,

DKL(p‖r) =
1

2
log 2 +

1

2
log

2

3
≈ 0.1438,

DKL(r‖q) =
1

4
log

7

4
+

3

4
log

7

8
≈ 0.0398,

con lo cual es evidente que

DKL(p‖q) > DKL(p‖r) +DKL(r‖q),

7



CAPÍTULO 1. RESULTADOS PREVIOS

incumpliendo la desigualdad triangular. Además, si calculamos

DKL(q‖p) =
1

7
log

2

7
+

6

7
log

12

7
≈ 0.2830,

observamos que tampoco hay simetŕıa. �

La divergencia de Kullback es, por tanto, una medida de la discrepancia entre P y Q, nula si P = Q
y positiva en cualquier otro caso. Veamos ahora que, asintóticamente, el clásico método de máxima
verosimilitud busca minimizar esta discrepancia. De hecho, esta es la razón fundamental detrás del buen
funcionamiento del estimador máximo verośımil.

1.1.1.1. Relación con el método de máxima verosimilitud

Se ha comenzado exponiendo la Definición 1.1 de la divergencia de Kullback. No obstante, cabe des-
tacar que el método más clásico de estimación, máxima verosimilitud (ver, por ejemplo, [78], Caṕıtulo
9 ), también contribuye a sentar las bases de esta definición. Expongámoslo a continuación de forma que,
a la vez, encontremos la relación entre la divergencia de Kullback y la estimación de máxima verosimilitud.

Sean X1, . . . , Xn vectores aleatorios independientes e igualmente distribuidas con ley desconocida P ,
donde P es un elemento de la familia paramétrica {Pθ : θ ∈ Θ}. Es decir, P = Pθ0 para algún θ0 ∈ Θ,
donde Θ ⊂ Rk. El objetivo es encontrar un estimador de θ0 mediante el método de máxima verosimilitud.

Comencemos suponiendo que la función de densidad de P es f . Por su parte, la de Pθ será f(·|θ) y
centrémonos en una parte de la muestra. La función de log-verosimilitud es, entonces:

Kn(θ) =
−1

n

n∑
i=1

log f(xi|θ). (1.13)

En este caso, el estimador máximo verośımil es:

EMV = argmin
θ∈Θ

Kn(θ). (1.14)

Sabemos por la Ley Fuerte de los Grandes Números que

Kn(θ)
c.s.−→ −EP log f(x|θ). (1.15)

Sumamos el siguiente término a nuestra función de log-verosimilitud (1.13):

Kn(θ) +
−1

n

n∑
i=1

log f(xi). (1.16)

Aplicando ahora la Ley Fuerte de los Grandes Números a (1.16) se tendrá el término que dará lugar a la
definición de la divergencia de Kullback-Leibler.

Kn(θ) +
−1

n

n∑
i=1

log f(xi)
c.s.−→ −EP log f(x|θ) + EP log f(x). (1.17)

Nótese que el segundo término de (1.17) se corresponde con la divergencia de Kullback en el caso particular
de Rk que hemos visto en (1.11), puesto que:

DKL(P‖Pθ) = EP log

(
f(x)

f(x|θ)

)
=

∫
Rk
f(x) log

(
f(x)

f(x|θ)

)
dx, (1.18)

con una expresión similar si P y Q son discretas (cambiando integración por suma y densidad por función
de masa de probabilidad).

Con esta discusión informal se puede entender que el método de máxima verosimilitud tiende
a minimizar la divergencia de Kullback respecto a un modelo dado. Esta es la razón por la cual el
método de máxima verosimilitud tiende a aproximar de manera precisa la función de densidad en ciertos

8
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modelos paramétricos.

Sin embargo, la estimación clásica de máxima verosimilitud no es útil para estimar los parámetros en
problemas tan complejos como los que tienen lugar en las redes neuronales. Además, la divergencia de
Kullback plantea el problema de no ser una distancia. Estas dos razones motivan la exposición
de métricas probabiĺısticas en la siguiente sección.

1.1.2. Métricas

El estudio de las discrepancias entre variables aleatorias requiere, en ciertas ocasiones, la utilización de
distancias entre las mismas. Recordemos que una distancia o métrica es una aplicación d : X ×X −→ R,
donde X es un espacio topológico y tal que d(x, y) ≥ 0 (la igualdad se da si, y solo si, x = y), es simétrica
y cumple la desigualdad triangular.

Como hemos visto anteriormente, una divergencia estad́ıstica no es necesariamente una métrica. En
particular, la divergencia de Kullback no satisface la desigualdad triangular, sin embargo su simetrización
da lugar a la divergencia de Jensen-Shannon, cuya ráız śı que lo es, lo cual resulta de gran utilidad a la
hora de resolver el problema de discriminación estad́ıstica que mencionábamos al inicio. Motivados por
esta necesidad de comparar distribuciones, dedicaremos esta sección a la exposición de algunas métricas
probabiĺısticas.

Más concretamente, describiremos la antes mencionada divergencia de Jensen-Shannon, la distancia
de Hellinger y la de variación total. Seguidamente veremos que estas pueden ser controladas por la di-
vergencia de Kullback a través de la famosa desigualdad de Pinsker. Haremos una mayor incidencia en
la divergencia de Jensen-Shannon ya que para los objetivos del manuscrito (estudiar los beneficios y
propiedades de las GANs) esta es la que posee un mayor interés.

1.1.2.1. Distancia de Hellinger y distancia de variación total

Recordemos que siempre que se tienen dos probabilidades P y Q en el espacio medible (Ω, σ), existe
una medida σ-finita µ que domina a las dos como, por ejemplo (1.3), y tal que podemos definir al igual
que hicimos en (1.4):

p =
dP

dµ
y q =

dQ

dµ
.

Teniendo esto en cuenta, es posible escribir las definiciones de la distancia de Hellinger y de variación
total. Comencemos por la primera:

Definición 1.2. La distancia de Hellinger entre P y Q se define como:

dH(P,Q) =

(
1

2

∫
Ω

(
√
p−√q)2dµ

)1/2

. (1.19)

En la bibliograf́ıa (por ejemplo, [74]) se puede encontrar definida también sin el factor 1/2, en cuyo caso
se modifican trivialmente las propiedades que se exponen a continuación:

Teorema 1.2. Propiedades de la distancia de Hellinger:

1. dH(P,Q) es una distancia.

2. La distancia de Hellinger no depende de la elección de la medida µ.

3. 0 ≤ dH(P,Q) ≤ 1.

4. d2
H(P,Q) = 1−

∫
Ω

√
pq dµ.

Demostración.

1. Dado que estamos tomando la distancia L2 entre
√
p y
√
q e identificando las probabilidades con

su densidad respecto de µ, es evidente que es una métrica.

9
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2. Consideremos P � λ y Q� λ. Veamos que

∫
Ω

∣∣∣∣∣
(
dP

dλ

)1/2

−
(
dQ

dλ

)1/2
∣∣∣∣∣
2

dλ =

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
(
dP

dµ

)1/2

−
(
dQ

dµ

)1/2
∣∣∣∣∣
2

dµ.

La estrategia consiste en escribir ambas integrales con respecto a la medida λ + µ. Puesto que
µ � λ + µ, el Teorema de Radon-Nikodym A.1 implica la existencia de una función no negativa
dµ/d(λ+ µ) tal que

∫
Ω

∣∣∣∣∣
(
dP

dµ

)1/2

−
(
dQ

dµ

)1/2
∣∣∣∣∣
2

dµ

=

∫
Ω

∣∣∣∣∣
(
dP

dµ

)1/2

−
(
dQ

dµ

)1/2
∣∣∣∣∣
2

dµ

d(λ+ µ)
d(λ+ µ)

=

∫
Ω

∣∣∣∣∣
(
dP

dµ

dµ

d(λ+ µ)

)1/2

−
(
dQ

dµ

dµ

d(λ+ µ)

)1/2
∣∣∣∣∣
2

d(λ+ µ)

=

∫
Ω

∣∣∣∣∣
(

dP

d(λ+ µ)

)1/2

−
(

dQ

d(λ+ µ)

)1/2
∣∣∣∣∣
2

d(λ+ µ).

La última igualdad se tiene λ+ µ-casi siempre y es consecuencia de la regla de la cadena.

3. La primera desigualdad es trivial. Veamos la segunda:

d2
H(P,Q) =

1

2

∫
Ω

(
√
p−√q)2dµ =

1

2

∫
Ω

(p+ q − 2
√
pq)dµ = 1−

∫
Ω

√
pq dµ ≤ 1.

Es obvio que dH(P,Q) = 0 si, y solo si, P = Q y dH(P,Q) = 1 si, y solo si, existe A ∈ σ tal que
P (A) = 1 y Q(A) = 0.

4. Se ha deducido en la prueba anterior. �

A continuación, pasemos a definir la distancia de variación total:

Definición 1.3. La distancia de variación total entre P y Q se define como:

dTV (P,Q) =
1

2

∫
Ω

|p− q|dµ. (1.20)

Algunas propiedades de la distancia de variación total son:

Teorema 1.3. Propiedades de la distancia de variación total:

1. dTV (P,Q) es una distancia.

2. dTV (P,Q) no depende de la elección de la medida µ. De hecho,

dTV = sup
A∈σ
|P (A)−Q(A)|. (1.21)

3. 0 ≤ dTV (P,Q) ≤ 1.

Demostración.

1. Dado que estamos tomando la distancia L1 entre p y q e identificando las probabilidades con su
densidad (a partir de µ), es evidente que es una métrica.

10
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2. Puesto que p = dP
dµ y q = dQ

dµ son funciones medibles, se tiene que B0 = {p ≥ q} ∈ Ω. Entonces,

P (A)−Q(A) =

∫
A

(p− q)dµ =

∫
A∩B0

(p− q)dµ+

∫
A∩Bc0

(p− q)dµ.

Buscamos acotar esta diferencia por arriba y por abajo:

P (A)−Q(A) ≤
∫
A∩B0

(p− q)dµ ≤
∫
B0

(p− q)dµ.

P (A)−Q(A) ≥
∫
A∩Bc0

(p− q)dµ ≥
∫
Bc0

(p− q)dµ.

Pero, además: ∫
Bc0

(p− q)dµ = −
∫
B0

(p− q)dµ,

puesto que

0 =

∫
Ω

|p− q|dµ =

∫
B0

(p− q)dµ+

∫
Bc0

(p− q)dµ.

Aśı, sea cual sea el conjunto A, llegamos a que:

|P (A)−Q(A)| ≤
∫
B0

(p− q)dµ = P (B0)−Q(B0),

con lo que:

sup
A∈σ
|P (A)−Q(A)| = P (B0)−Q(B0), ∀A ∈ σ.

Veamos, para acabar, que este superior coincide con la distancia de variación total. Usando lo que
hemos deducido, tenemos que: ∫

Ω

|p− q|dµ = 2

∫
B0

(p− q)dµ.

Luego,

P (B0)−Q(B0) =
1

2

∫
Ω

|p− q|dµ.

3. Se deduce de (1.21), dTV = supA∈σ |P (A)−Q(A)|. �

De hecho, dTV = 0 si, y solo si, P = Q y dTV = 1 si, y solo si, existe A ∈ σ tal que P (A) = 1 y
Q(A) = 0.

1.1.2.2. Distancia de Jensen-Shannon

La distancia de Jensen-Shannon ha ganado importancia últimamente por su importancia en la expli-
cación teórica de las GANs. Se obtiene a partir de la ráız de la divergencia de Jensen-Shannon que, a su
vez, proviene de la simetrización de la divergencia de Kullback, tal y como veremos a continuación.

Definición 1.4. La divergencia de Jensen-Shannon entre P y Q se define como

DJS(P,Q) =
1

2
DKL

(
P
∥∥∥P +Q

2

)
+

1

2
DKL

(
Q
∥∥∥P +Q

2

)
. (1.22)

11
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Esta forma de simetrizar la divergencia de Kullback es especialmente importante porque, como hemos
adelantado, su ráız es una distancia. Antes de pasar a demostrarlo veamos algunas propiedades, recor-
dando primeramente que siempre que se tienen dos probabilidades P y Q en el espacio medible (Ω, σ),
existe una medida σ−finita µ que domina a las dos como, por ejemplo (1.3), y tal que podemos definir
al igual que hicimos en (1.4):

p =
dP

dµ
y q =

dQ

dµ
.

Teorema 1.4. Propiedades de la divergencia de Jensen-Shannon:

1. 0 ≤ DJS(P,Q) ≤ log 2.

2. δ =
√
DJS(P,Q) es una métrica y se conoce como distancia de Jensen-Shannon.

Demostración.

1. La primera desigualdad es trivial a partir de la definición, puesto que ya sabemos que la divergencia
de Kullback es mayor o igual que 0. Veamos la segunda, que se deduce inmediatamente a partir de
lo siguiente:

DKL

(
p,
p+ q

2

)
=

∫
Ω

p log
2p

p+ q
dµ ≤

∫
Ω

p log
2p

p
dµ = log 2.

2. Remarquemos, de nuevo, que esta propiedad es la razón por la que introducimos esta nueva nueva
divergencia. Probemos que, efectivamente, la ráız de DJS(P,Q) es una métrica, para lo cual adap-
taremos la demostración dada en [23]. Observemos que, en nuestro caso, es válida para cualquier
tipo de probabilidad y no está limitada para soporte finito, como ocurre en [23].

En lo que sigue, R+ incluye al cero. Sea P el conjunto de las distribuciones de probabilidad en Ω.
Consideraremos la función DJS : P × P → R+ definida por

DJS(p, q) =

∫
Ω

(
p log

2p

p+ q
+ q log

2q

p+ q

)
dµ, (1.23)

que representa la divergencia de Jensen-Shannon teniendo en cuenta que la divergencia de Kullback
se puede expresar como en (1.10). Esta definición no depende de la elección de la medida µ tal y
como se demostró en el Teorema 1.1 y es, por tanto, correcta.

Ya sabemos que DKL(P‖Q) = 0 si, y solo si, P = Q y estrictamente positiva en otro caso. Además,
DJS(P,Q) es simétrica en P y Q y, por tanto, también lo es

√
DJS(P,Q). Entonces, solo falta

probar la desigualdad triangular, para lo cual se introducen los siguientes resultados previos:

Sea la función L(p, q) : R+ × R+ → R+ definida por

L(p, q) = p log
2p

p+ q
+ q log

2q

p+ q
. (1.24)

Esta función se puede tomar como el integrando de (1.23). Veamos que L(p, q) ≥ 0 y que la igualdad
se da solo para p = q, para lo cual, conviene escribirla como

L(p, q) = log
2

1 + q
p

+
q

p
log

2

1 + 1
q/p

, (1.25)

y tomar la función

h(x) = log
2

1 + x
+ x log

2

1 + 1
x

, x =
q

p
. (1.26)

Está claro que h(1) = 0, es decir, se anula cuando p = q. Ademas, derivando obtenemos que

h′(x) = log
2x

1 + x
= log(2)− log

1

1 + 1
x

. (1.27)
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Por tanto, deducimos que h′(x) > 0 ⇐⇒ x > 1 y h′(x) < 0 ⇐⇒ x < 1, y la igualdad se da para
x = 1. Con lo cual, la función presenta un mı́nimo en este punto cuya imagen es h(1) = 0 y, por
tanto, se deduce lo que queŕıamos probar.

Nos interesa ahora ver que
√
L(p, q) cumple al desigualdad triangular. Puesto que vamos a necesitar

algunas propiedades de la derivada parcial de L(p, q), introducimos la función g : R+ \ {1} → R+

definida por

g(x) =
log 2

x+1√
L(x, 1)

. (1.28)

Figura 1.1: Función g definida en (1.28).

Lema 1.1. Sea g definida como en (1.28). Entonces

a) ĺımx→∓1 g(x) = ±1, es decir, g presenta un salto finito de +1 a −1 en x = 1.

b) dg
dx > 0, ∀x ∈ R+ \ {1}.

Como consecuencia de este lema, |g(x)| ≤ 1 y la igualdad se da en x = 1. Además, es fácil ver que
|g| es continua, pero no g.

Demostración.

Nótese en primer lugar que g cambia de signo en x = 1. Una aplicación directa del teorema de
L’Hôpital (tras derivar dos veces) nos da ĺımx→1 g

2(x) = 1. Derivando, se obtiene que dg
dx es positi-

vo si, y solo si, f < 0 donde f viene dada por

f(x) = log 2
1+x + log 2x

1+x .

De nuevo, evaluando y derivando, obtenemos que f(1) = f ′(1) = 0 y

f ′′(x) = −1
x2(1+x)

(
log 2

1+x + x2 log 2x
1+x

)
.

Usando la desigualdad log a ≥ 1− 1
a , deducimos que f ′′ < 0, luego f es cóncava. Esto, combinado

con lo anterior, nos lleva a que f < 0 para x 6= 1. �

Lema 1.2. Sean p, q, r ∈ R+. Entonces
√
L(p, q) ≤

√
L(p, r) +

√
L(r, q).

Demostración.

El caso en que p, q, r son cero es trivial. Supongamos ahora que p ≤ q y denotemos
h(r) =

√
L(p, r) +

√
L(r, q). Veamos que h(r) tiene dos mı́nimos, uno en r = p y otro en r = q, y

un solo máximo entre p y q.

13
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Derivando,

∂h(r)

∂r
=

log 2r
p+r

2
√
L(p, r)

+
log 2r

q+r

2
√
L(q, r)

.

Tomando g como en el Lema 1.1 y x = p
r y βx = q

r (β > 1), deducimos que

2
√
r
∂h(r)

∂r
= g(x) + g(βx).

El hecho de que |g(x)| ≤ 1 y la igualdad se de solo en x = 1, junto con el hecho de que g da un
salto finito de +1 a −1 en x = 1 (por lo demostrado en el Lema 1.1), implican que la derivada
∂h(r)
∂r presente un cambio de signo en r = p porque, en ese caso, x = 1 y |g(x)| > |g(βx)|. Lo mismo

sucede si r = q. Estos extremos son mı́nimos porque r es el rećıproco de x.

Además, dg(x)
dx ≥ 0. Por tanto, entre x = 1

β y x = 1, se tiene que g(x)+g(βx) es monótona creciente
y, en consecuencia, a lo sumo, presenta un cambio de signo. �

Estamos ya en condiciones de terminar de probar que la ráız de la divergencia de Jensen-Shannon
es una métrica: aplicando la desigualdad de Minkowski a la ráız cuadrada de expresión (1.23), por
el Lema 1.2, se tiene que se satisface la desigualdad triangular y podemos concluir. �

1.1.2.3. Desigualdades

Notemos que hemos acotado la distancia de Jensen-Shannon, la de Hellinger y la variación total, lo
cual es importante, pues nos da una idea de cómo miden estas distancias. Además, a partir de la definición,
es fácil observar que la dTV tiene una interpretación más simple, seguida de la dH . Aqúı exploraremos
algunas relaciones entre métricas, lo que nos permite valorar mejor el conocimiento, por ejemplo, de que
la divergencia de Kullback entre P y Q esté por debajo de un determinado umbral.

Lema 1.3. Sean P y Q dos medidas de probabilidad en el espacio medible (Ω, σ). Entonces, se cumple
que:

dH(P,Q) ≤
√
DKL(P‖Q)

2
. (1.29)

Demostración.

El caso DKL(P‖Q) =∞ es trivial. Supongamos que DKL(P‖Q) <∞ y, por tanto, según (1.1), P � Q.
Puesto que − log(x+ 1) ≥ −x si x > −1, tenemos

DKL(P‖Q) =

∫
Ω

p

(
log

p

q

)
= 2

∫
Ω

p

(
log

√
p

q

)
= −2

∫
Ω

p log

([√
q

p
− 1

]
+ 1

)
≥ −2

∫
Ω

p

[√
q

p
− 1

]
= −2

(∫
Ω

√
pq − 1

)
= 2d2

H(P,Q).

�

Lema 1.4. (Desigualdad de Pinsker) Sean P y Q dos medidas de probabilidad en el espacio medible
(Ω, σ). Entonces, se cumple que:

dTV (P,Q) ≤
√
DKL(P‖Q)

2
. (1.30)
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Demostración.

Consideremos la función
ϕ(x) = x log x− x+ 1, x ≥ 0,

considerando 0 log 0 = 0. Por tanto, notemos que ϕ(0) = 1, ϕ(1) = 0, ϕ′(1) = 0, ϕ′′(x) = 1/x ≥ 0, y
ϕ(x) ≥ 0, ∀x ≥ 0. Además, (

4

3
+

2

3
x

)
ϕ(x) ≥ (x− 1)2, x ≥ 0. (1.31)

Esta desigualdad está clara para x = 0. Si x > 0, la función

g(x) = (x− 1)2 −
(

4

3
+

2

3
x

)
ϕ(x)

satisface

g(1) = 0, g′(1) = 0, g′′(x) = −4ϕ(x)

3x
≤ 0.

Por tanto, para ξ cumpliendo que |ξ − 1| < |x− 1|, tenemos

g(x) = g(1) + g′(1)(x− 1) +
g′′(ξ)

2
(x− 1)2 = −4ϕ(ξ)

6ξ
(x− 1)2 ≤ 0,

lo cual demuestra (1.31). Utilizando esta desigualdad obtenemos que, si P � Q:

dTV (P,Q) =
1

2

∫
Ω

|p− q|dµ =
1

2

∫
Ω

∣∣∣∣pq − 1

∣∣∣∣ qdµ
≤ 1

2

∫
Ω

q

√(
4

3
+

2p

3q

)
ϕ

(
p

q

)
dµ

≤ 1

2

√∫
Ω

(
4q

3
+

2p

3

)
dµ

√∫
Ω

qϕ

(
p

q

)
dµ

=

√
1

2

∫
Ω

p log
p

q
dµ =

√
DKL(P‖Q)

2
.

De esta forma, obtenemos la desigualdad buscada. �

Lema 1.5. Sean P y Q dos medidas de probabilidad en el espacio medible (Ω, σ). Entonces, se cumple
que:

dTV (P,Q) ≤
√

2δ, (1.32)

donde δ es la distancia de Jensen-Shannon.

Demostración.

Por la desigualdad de Pinsker (1.30) se cumple que:

DKL

(
P
∥∥∥P+Q

2

)
2

≥ d2
TV

(
P,
P +Q

2

)
=
d2
TV (P,Q)

4
,

y

DKL

(
Q
∥∥∥P+Q

2

)
2

≥ d2
TV

(
Q,

P +Q

2

)
=
d2
TV (P,Q)

4
.

En ambos casos, la última igualdad se deduce a partir de de la expresión (1.21) para la distancia de
variación total:
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dTV

(
P,
P +Q

2

)
= sup
A∈σ

∣∣∣∣P (A)− P (A) +Q(A)

2

∣∣∣∣
=

1

2
sup
A∈σ
|P (A)−Q(A)|

=
1

2
dTV (P,Q).

A partir de las expresiones anteriores, por la definición de la divergencia de Jensen-Shannon, tenemos
que

DJS(P,Q) ≥ d2
TV

2
(P,Q), (1.33)

y recordando que δ =
√
DJS(P,Q), concluimos que

dTV (P,Q) ≤
√

2δ.

�

1.2. Aprendizaje supervisado

El aprendizaje automático (machine learning) se enmarca en el contexto de la teoŕıa del aprendizaje
estad́ıstico y tiene como objetivo extraer patrones de un conjunto de datos de entrada sin procesar con el
fin de encontrar un modelo que realice predicciones con precisión. La mayoŕıa de los problemas se pueden
clasificar en dos categoŕıas: aprendizaje supervisado y aprendizaje no supervisado.

En el problema de aprendizaje supervisado se utiliza un conjunto de entrenamiento en el que los datos
se organizan en parejas: cada atributo lleva asociada su correspondiente etiqueta. El objetivo es encontrar
una regla que en futuras observaciones permita predecir la etiqueta observando únicamente el atributo.
Dependiendo de si la variable respuesta es discreta o continua, se distingue además entre problemas de
clasificación y de regresión, respectivamente. Entre las numerosas técnicas que existen para dar solución
a los problemas de aprendizaje supervisado cabe destacar el Análisis Discriminante (LDA), Vecinos Más
Próximos (KNN), Máquinas de Vectores de Soporte (SVM), árboles de decisión, bosques aleatorios o la
regresión loǵıstica.

En cambio, en los problemas de aprendizaje no supervisado no hay etiquetas preasignadas. Algunos
métodos para resolver la gran variedad de problemas que existe de este tipo son el Análisis Clúster, el
Análisis de Componentes Principales (PCA) o el Análisis de Correspondencias (AC). Para mayor infor-
mación se puede consultar [35].

No obstante, la ĺınea que distingue ambos problemas de aprendizaje es, a menudo, difusa. De hecho,
existen algunas técnicas de aprendizaje automático que se pueden utilizar para llevar a cabo ambas ta-
reas. En nuestro caso, puesto que tenemos por objetivo estudiar las Redes Generativas Adversariales, nos
centraremos en explicar los conceptos básicos del aprendizaje supervisado, ya que las GANs funcionan
con conjuntos de datos con etiquetas ya asignadas (en particular, como veremos posteriormente:“imagen
real” o “imagen generada”).

La organización de la sección es la siguiente:

Se exponen los fundamentos del aprendizaje supervisado, explicándolo desde el punto de vista es-
tad́ıstico y numérico, pues permite entender los algoritmos de aprendizaje automático que llevan
a cabo las redes neuronales, en particular, las que componen las GANs. Se aborda la descripción
de conceptos básicos como la función de pérdida que cuantifica la bondad de la predicción, para
lo cual son imprescindibles los clasificadores, especialmente los lineales si se componen con una
función de pérdida convexa. La razón de esto reside en que la convexidad facilita la resolución de
la minimización del riesgo emṕırico (ERM), cuya similitud con el método de máxima verosimilitud
también mencionaremos.
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ERM se trata de un problema de optimización y, como tal, se puede abordar mediante el algoritmo de
Descenso de Gradiente. De esta forma veremos que se pueden ajustar correctamente los parámetros
del modelo, pero haciendo frente a una serie de inconvenientes habituales como el sobreajuste e
infrajuste, similares al tradicional problema estad́ıstico de “sesgo-varianza” y para cuya resolución
se ha ideado la división del conjunto de datos en conjuntos de entrenamiento y test, aśı como
técnicas de regularización como la interrupción anticipada. Además, en la práctica, se utilizan
ciertos subconjuntos, minilotes, que se extraen aleatoriamente del conjunto de entrenamiento con
el fin de reducir los exigentes requerimientos de almacenamiento computacionales.

Se abordará también una descripción de los tipos de problemas de aprendizaje supervisado: clasi-
ficación y regresión, mencionando algunos de los algoritmos más importantes que se utilizan para
resolverlos. En particular, se detallará la regresión loǵıstica para tareas de clasificación binaria, por
su analoǵıa con el problema planteado en las GANs que podremos ver en el Caṕıtulo 3.

1.2.1. Marco estad́ıstico

En primer lugar, formulemos matemáticamente el problema, lo cual resulta fundamental para enten-
derlo y generalizarlo después al caso de las GANs. Como referencia emplearemos [68] (Caṕıtulos 2, 3 y 9 ).

Supongamos que los datos de entrada son x = (x1, . . . , xp)
> ∈ X , donde X = Rp, p ≥ 1, es el domi-

nio, es decir, el conjunto al que pertenecen los datos que queremos estudiar (también se conocen como
atributos). Sea Y un espacio medible. Este es el conjunto de posibles etiquetas o clases a las que pueden
pertenecer los datos de entrada.

El objetivo es predecir, a partir de x ∈ X , la etiqueta correspondiente y ∈ Y. Para ello, los datos
de salida a partir de los de entrada vienen dados por una cierta función predictora h : X → Y, con
h ∈ H, el espacio de clasificadores o predictores (también conocido como clase de hipótesis). El éxito de
la predicción, es decir, lo que esta se diferencia del valor real, se medie mediante la función de pérdida
` : (X × Y)×H → R+.

Sea D una distribución desconocida y perteneciente al conjunto de todas las posibles distribuciones
de probabilidad de X × Y, es decir, D ∈ P(X × Y). Con el fin de encontrar el predictor que optimice la
pérdida, se define el riesgo (asociado a la regla de clasificación) como sigue, y se busca que sea lo más
bajo posible:

ˆ̀
D(h) = E(x,y)∼D[`((x, y), h)]. (1.34)

Puesto que (1.34) depende de D, que lo desconocemos, se realiza la siguiente aproximación: Minimiza-
ción del Riesgo Emṕırico (ERM), que describimos a continuación.

El algoritmo de aprendizaje recibe como datos de entrada un conjunto de entrenamiento con n ejem-
plos, S = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)}, donde (xi, yi) ∼ D. Por tanto, se estima (1.34) mediante el
riesgo emṕırico:

ˆ̀
S(h) =

1

n

n∑
i=1

`((xi, yi), h). (1.35)

Entonces, ERM consiste en buscar ĥ ∈ H tal que

ĥ = argmin
h∈H

ˆ̀
S(h). (1.36)

1.2.2. Optimización: Descenso de Gradiente

Tal y como se acaba de exponer, el objetivo de cualquier algoritmo de aprendizaje es resolver (1.36).
Se trata de un problema de optimización que se suele solventar mediante los métodos iterativos de des-
censo de gradiente que se mostrarán a continuación, empleando como referencia la información expuesta
al respecto en [30] (Caṕıtulo 8 ) y [68] (Caṕıtulo 14 ).
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En primer lugar, expongamos el algoritmo de Descenso de Gradiente en su versión general, tratando
de explicarlo y justificarlo con el fin de obtener finalmente una particularización a nuestro caso concreto.

Algoritmo 1: Algoritmo de Descenso de Gradiente: el objetivo es lograr la convergencia
hacia el valor mı́nimo de cualquier función diferenciable y convexa. Consiste en mejorar la solución
en cada iteración avanzando en la dirección contraria al gradiente de dicha función en el punto
en que nos encontremos. El ratio de aprendizaje η controla cuánto se avanza. La salida también
podŕıa ser el último vector x(T ), o el que tenga mejor rendimiento, argmint∈[T ] f

(
x(t)

)
, pero

tomar el vector promedio suele resultar lo más útil.

Resultado: x = 1
T

∑T
t=1 x(t);

f : Rd → R diferenciable y convexa;

Se inicializa x(1), por ejemplo a 0;
Se inicializa el ratio de aprendizaje η, preferiblemente en el intervalo (0, 1);
Número de iteraciones T > 0;
para t = 0, . . . , T hacer

x(t+1) = x(t) − η∇xf
(
x(t)

)
);

fin

El algoritmo de Descenso de Gradiente sirve, por tanto, para minimizar una función y consiste en mejorar
la solución de forma iterativa avanzando en dirección contraria al gradiente en el punto en que nos
encontremos, y que esperamos que esté cerca del mı́nimo absoluto. La justificación de esta dirección de
avance se obtiene a partir del desarrollo de Taylor:

f(x + hu) ≈ f(x) + hu∇f(x), ‖u‖ = 1, (1.37)

de donde se deduce que la dirección de máximo decrecimiento es:

u =
−∇f(x)

‖∇f(x)‖
. (1.38)

Respecto a la convergencia del algoritmo, existen resultados teóricos (ver [9]) que la garantizan si
la función objetivo es convexa y satisface algunas condiciones de regularidad. En ese caso, el ratio de
aprendizaje η se puede elegir bien. Sin embargo, si la función no es convexa, la situación es mucho más
complicada. Por ejemplo, no se sabe cómo escoger η y, a veces, hay que probar por ensayo y error. Además,
evaluar el gradiente puede ser enormemente costoso a nivel computacional, por lo que se plantea la al-
ternativa de recurrir a evaluar promedios sobre un subconjunto de muestras aleatorias independientes e
igualmente distribuidas extráıdas del conjunto de entrenamiento conocido como minilote (o minibatch).
Otra razón que motiva esta práctica es que es posible tener numerosas muestras en el conjunto de en-
trenamiento cuyas contribuciones al gradiente de la función de pérdida sean muy similares, de forma
utilizando un minilote nos ahorraremos computarlas de forma repetida.

Los algoritmos que no utilizan el conjunto de entrenamiento en su totalidad, sino uno o varios minilo-
tes se suelen identificar con el término estocásticos; en particular, detallaremos el Algoritmo de Descenso
de Gradiente Estocástico (SGD) con el fin de resolver ERM (1.36), que es el caso que nos ocupa.

Notemos que un aspecto clave para la utilización de minilotes es que la función de pérdida se des-
compone en una suma sobre las muestras de entrenamiento, tal y como se hace al trabajar con el riesgo
emṕırico (1.35). También debemos tener en cuenta que el clasificador elegido h ∈ H depende de ciertos
parámetros θ caracteŕısticos (como detallaremos posteriormente en la sección 1.2.4) que se pueden confi-
gurar a partir de los datos de entrada. En consecuencia, SGD tratará de encontrar aquellos que minimicen
el riesgo emṕırico (1.35).

Respecto a esto, cabe mencionar además que ahora en la práctica cada vez serán menores los cambios
en dichos parámetros, pudiendo ser ajustados con mayor precisión. La razón es que se reduce gradualmente
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el ratio de aprendizaje debido a que el estimador de SGD introduce ruido al extraer aleatoriamente los
minilotes, que ni siquiera desvanece cuando se alcanza el mı́nimo.

Algoritmo 2: Algoritmo de Descenso de Gradiente Estocástico: actualización progresiva
de los parámetros de la función de pérdida con el fin de minimizarla. Se trata de una particu-
larización del algoritmo de Descenso de Gradiente que utiliza en cada iteración un minilote y
mejora la velocidad de convergencia.

Inicialización de los parámetros de la función de pérdida θ;
Inicialización del ratio de aprendizaje, preferiblemente η0 ∈ (0, 1);
Reducción gradual ηt;
Número de iteraciones T > 0;
para t = 0, . . . , T hacer

Extacción de un minilote {x1, . . . ,xm};
Etiquetas correspondientes al minilote {y1, . . . , ym};
para i = 0, . . . ,m hacer

Estimación del gradiente: ĝ ← 1
m∇θ

∑
i `((xi, yi), hθ);

Actualización parámetros: θ ← θ − ηtĝ;

fin

fin

Existen técnicas que tratan de mejorar la convergencia del algoritmo SGD como son: SGD con mo-
mento, SGD con momento de Nesterov o algoritmos con ratios de aprendizaje adaptables como AdaGrad,
RMSProp o Adam. Sin embargo, en la actualidad no hay consenso sobre qué algoritmo de optimización ele-
gir y debe seleccionarse mediante prueba y error. Para obtener una explicación más detallada al respecto
se puede consultar [30] (Caṕıtulo 8 ). En la práctica el que más se utiliza, sobre todo cuando el tamaño del
conjunto de datos es grande, es Adam, por lo que indicaremos como referencia el papel original [41], pues
una descripción detallada se escapa de los objetivos del trabajo. Basta conocer que se trata de una mejora
del algoritmo SGD que emplearemos en el caṕıtulo final de implementación para optimizar los resultados.

Observemos que al resolver el problema de la optimización de la función objetivo han aparecido
parámetros configurables, pero que no dependen del conjunto de datos de entrada, motivo por el cual se
les conoce como hiperparámetros. El más importante es el ratio de aprendizaje η, que controla cuánto
cambian en cada iteración los parámetros θ a la hora de buscar el mı́nimo del riesgo emṕırico. En otras
palabras, controla la velocidad a la que el algoritmo es capaz de resolver ERM, por lo que es de vital
importancia. Como sabemos, en ocasiones, especialmente si la función no es convexa y no tiene ciertas
condiciones de regularidad, se debe elegir mediante prueba y error, por ejemplo mediante las curvas de
aprendizaje que expondremos en la sección 1.2.3. No obstante, se recomienda que se encuentre en el
intervalo (0, 1) [3]. El número de iteraciones T es también un hiperparámetro y se puede seleccionar de
manera óptima también mediante las técnicas descritas posteriormente.

Otro hiperparámetro es el tamaño de los minilotes, que se elige teniendo en cuenta los siguientes
criterios prácticos que nos serán de utilidad y deberemos recordar a la hora de llevar a cabo en el presente
trabajo la implementación final de una GAN:

Los procesadores multinúcleo de los ordenadores actuales no se aprovechan completamente con lotes
demasiados pequeños, por lo que suele establecerse un mı́nimo en su tamaño.

Si todas muestras del lote se van a procesar paralelamente (como suele ser habitual), entonces la
cantidad de memoria necesaria es proporcional al tamaño del lote. Para muchas configuraciones de
hardware este es el factor limitante.

Algunos tipos de hardware logran mejores resultados en el tiempo de cómputo con arrays de di-
mensiones espećıficas. En particular, cuando se utilizan GPUs (Unidad de Procesamiento Gráfico)
es común que los tamaños de los lotes que sean potencias de 2 ofrezcan mejor rendimiento.

En definitiva, es evidente que la optimización es, generalmente, una tarea compleja. Por este motivo,
estos algoritmos que se acaban de exponer presentan algunos problemas a la hora de ser implementados
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en la práctica. Por ejemplo, que las funciones de pérdida no sean diferenciables, en cuyo caso, se emplean
funciones sustitutas. Incluso cuando estas funciones son convexas, aparecen algunos problemas como gra-
dientes que desvanecen o que explotan, o que son inexactos. Puesto que existen varias posibilidades de
elección de la función de pérdida dependiendo del problema al que nos estemos enfrentando y la técnica
elegida para resolverlo, haremos alusión a estos inconvenientes y cómo solventarlos más adelante, concre-
tamente en la sección dedicada a las técnicas de aprendizaje 1.2.4.

1.2.3. Sobreajuste e infrajuste

El desaf́ıo central en aprendizaje automático es que el algoritmo realice predicciones correctamente
cuando se empleen nuevos datos de entrada distintos a las que hayan sido empleadas para entrenarlo, lo
cual se conoce como generalización.

Acabamos de ver que para llevar a cabo el entrenamiento de un algoritmo de aprendizaje automático
se tiene acceso a un conjunto de entrenamiento S = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)}, (xi, yi) ∼ D, D es

desconocida y D ∈ P(X × Y); el riesgo emṕırico ˆ̀
S (1.35) representa lo que se conoce como error de

entrenamiento y tratamos de minimizarlo mediante ERM.

Sin embargo, lo que nos interesa es determinar el error de generalización, también conocido como
error de test, que nos interesa igualmente minimizarlo. Se define como el valor esperado del error cuando
se utilizan nuevos datos de entrada, calculándose esta esperanza a partir de todas las posibles entradas
cuya distribución sea la que se espera encontrar en la práctica. Es decir, el error de generalización es
lo que hab́ıamos definido como riesgo real ˆ̀

D(ĥ) (1.34). Puesto que D es desconocida, normalmente se
estima esta cantidad midiendo el rendimiento del algoritmo en un conjunto de test seleccionado a partir
de ejemplos distintos de los que componen el de entrenamiento.

Entonces, los factores que determinan la capacidad de aprendizaje de un algoritmo son la minimización
tanto del error de entrenamiento como de la diferencia entre este y el error de test. Ambos problemas se
corresponden con los desaf́ıos centrales del aprendizaje automático: sobreajuste (u overfitting) e infrajuste

(o underfitting). El sobreajuste ocurre cuando dicha diferencia es demasiado grande ˆ̀
D(ĥ) � ˆ̀

S(ĥ), es
decir, el modelo comienza a memorizar las predicciones para el conjunto de entrenamiento y a no ser
capaz de realizarlas correctamente para otros datos de entrada nuevos. La razón de esta alta variabilidad
suele residir en la complejidad del modelo (demasiadas variables). Por su parte, el infrajuste tiene lugar
cuando el modelo no es capaz de obtener un error de entrenamiento suficientemente bajo debido a que
es más simple de lo necesario (pocas variables). Por tanto, podemos pensar que estos dos problemas
representan el tradicional conflicto sesgo-varianza en Estad́ıstica. Veámoslo formalmente con el fin
de entenderlo y tratar de controlarlo en lo posible posteriormente.

Sea zi = (xi, yi), zi ∼ D. El objetivo es resolver ERM (2.4), es decir, buscamos ĥ tal que ˆ̀
S(ĥ) ≤ ˆ̀

S(h),

para todo h ∈ H, donde ˆ̀
S(h) es el riesgo emṕırico (1.35), que representa el error de entrenamiento. Nos

interesa asimismo controlar el error de generalización, que se corresponde con el riesgo real ˆ̀
D(ĥ) (1.34).

Por un lado, tenemos una regla óptima que proviene de la regla de Bayes (ver [35], Caṕıtulo 2 ):

hB tal que ˆ̀
D(ĥ) ≤ ˆ̀

D(h), ∀h ∈ H∞, (1.39)

donde H∞ denota la clase de todos los clasificadores posibles.

Por otro lado, existe una regla óptima en H

h̄ tal que ˆ̀
D(h̄) ≤ ˆ̀

D(h), ∀h ∈ H. (1.40)

Además, en cualquier procedimiento de aprendizaje estad́ıstico, al analizar la regla obtenida, se obtiene
lo que se conoce como exceso de riesgo de la regla:

ED(h) = ˆ̀
D(h)− ˆ̀

D(hB). (1.41)
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En particular, lo que nos interesa es controlar el exceso de riesgo de ERM:

ED(h) = ˆ̀
D(ĥ)− ˆ̀

D(hB). (1.42)

Veamos, entonces, cómo acotarlo. Teniendo en cuenta la definición de ĥ (1.36) y las dos reglas óptimas
(1.39) y (1.40), se tiene que

ED(h) = ˆ̀
D(ĥ)− ˆ̀

S(ĥ) + ˆ̀
S(ĥ)− ˆ̀

D(h̄) + ˆ̀
D(h̄)− ˆ̀

D(hB).

≤ 2 sup
h∈H
|ˆ̀S(h)− ˆ̀

D(h)|+ ˆ̀
D(h̄)− ˆ̀

D(hB).
(1.43)

El término
2 sup
h∈H
|ˆ̀S(h)− ˆ̀

D(h)| (1.44)

es el error de estimación; por su parte,

ˆ̀
D(h̄)− ˆ̀

D(hB) = mı́n
h∈H

ˆ̀
D(h)− mı́n

h∈H∞
ˆ̀
D(h) (1.45)

es el error de aproximación.

Notemos que, al aumentar el tamaño del modelo, es decir, cuanto mayor sea H, mayor será el error de
estimación, mientras que sucederá lo contrario con el error de aproximación, de ah́ı el término “conflicto”
acuñado para hacer referencia a este problema. En otras palabras, al aumentar H, estamos reduciendo
solamente el error de aproximación, de forma que habrá un mejor rendimiento en el error de entrena-
miento; pero esto no implica que se reduzca el exceso de riesgo ED, que es lo que realmente nos interesa
para lograr un buen aprendizaje, minimizando aśı el error de generalización.

En base a lo que acabamos de exponer para la explicación del problema, pasemos a analizar cómo
resolverlo. Para ello existen lo que se conocen como técnicas de regularización, que son especialmente útiles
a la hora de ajustar los hiperparámetros, como el ratio de aprendizaje o el tamaño de los minilotes. Una
de las más importantes y en la que nos centraremos consiste en estudiar la relación entre el sobreajuste
y el infrajuste analizando las curvas de aprendizaje que se muestran a continuación.

Figura 1.2: Curvas de aprendizaje. Fuente: [58].

Es evidente a partir de la figura 1.2 que el error de entrenamiento y el error de test se comportan de
manera diferente. Al comienzo de las iteraciones ambos son altos: esta es la zona de infrajuste. Según se
va avanzando el error de entrenamiento disminuye, pero la diferencia entre ambos aumenta a un ritmo
que acaba superando el ritmo de decrecimiento del error de entrenamiento, momento en el que se entra
en la zona de sobreajuste. La situación de rendimiento óptimo se obtiene llevando a cabo la técnica de
interrupción anticipada (o early stopping), consistente en parar el algoritmo en el momento en que el
error de test es mı́nimo, tal y como se indica en la gráfica.
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Se puede considerar la interrupción anticipada como un parámetro más que se debe ajustar, ya que
se trata de realizar varias pruebas en las que se irán guardando los valores de los parámetros del modelo
para elegir aquellos con los que se obtengan los mejores resultados. La idea general es que si vemos que el
error de generalización está empezando a decrecer, entonces algunas soluciones razonables son: aumentar
el conjunto de datos o disminuir la complejidad de la clase de hipótesis H. Por otra parte, si vemos que el
error de test se estanca en torno a 1/2, no tendremos evidencia de que hayamos elegido correctamente H.
En definitiva, aumentar el conjunto de datos es una solución óptima pero, en términos de costo compu-
tacional, lo recomendable es probar primeramente a reducir la complejidad de la clase de hipótesis.

Veremos en el próximo caṕıtulo que esta técnica resulta de especial utilidad en el entrenamiento de
las redes neuronales, ya que en ese caso buscar el óptimo es aún más complicado por la gran cantidad
de parámetros que interviene. Mediante la interrupción anticipada, por tanto, basta que se lleven a cabo
unas pocas iteraciones del Descenso de Gradiente hasta el punto en que se observe un aumento del error
de generalización.

Por último, cabe mencionar que existe la posibilidad de obtener una tercera división de nuestro con-
junto de datos de entrada, independiente del resto y conocida como conjunto de validación. Se tratará
entonces de entrenar diferentes algoritmos (o el mismo algoritmo con diferentes parámetros) en el conjunto
de entrenamiento y aplicar ERM en el conjunto de validación. Las curvas de aprendizaje representando,
en este caso, el error de entrenamiento y el error de validación, nos indicarán qué modelo es el adecua-
do. Una vez elegido el modelo con sus hiperparámetros adecuados, se comprueba su rendimiento en el
conjunto test, de manera que se obtendrá una estimación óptima del error de generalización. Además, el
proceso de validación se puede llevar a cabo particionando el conjunto tal y como hacen las técnicas de
validación cruzada o Leave-One-Out (para mayor información consultar [68], Caṕıtulo 12 ).

1.2.4. Tipos de algoritmos de aprendizaje supervisado

El problema de aprendizaje supervisado se resuelve mediante distintos tipos de algoritmos que men-
cionaremos en esta sección, centrándonos principalmente en la regresión loǵıstica. Para ello, veremos qué
posibilidades de elección hay tanto de la función de pérdida como de los clasificadores, pues determinan
el método a emplear como solución. Analizaremos, además, algunos de ellos según confieran buenos re-
sultados o no en base a las condiciones anteriormente expuestas relativas a optimización, sobreajuste, etc.

En primer lugar, para poder elegir convenientemente el modelo, podemos distinguir dos tipos de
problemas de aprendizaje supervisado:

Clasificación: consiste en encontrar una función que logre categorizar el conjunto de datos en clases
en función de los diferentes parámetros. La variable de salida debe ser un valor discreto, por ejemplo
“masculino” o “femenino”; “verdadero” o “falso”, etc., lo cual determina el conjunto Y. El objetivo
es encontrar el ĺımite de decisión que permita dividir el conjunto de datos en clases. Existen dos
tipos de clasificación: binaria y multiclase. Como ejemplos de aplicaciones podemos mencionar la
identificación de spam [53], el reconocimiento por voz [51] o la detección de células canceŕıgenas
[57].

Regresión: consiste en encontrar las correlaciones entre variables dependientes e independientes. La
variable de salida debe ser una variable continua o un valor real, por ejemplo el precio, el salario
o la edad, lo cual determina el conjunto Y. El objetivo es encontrar la mejor recta de ajuste que
permita realizar predicciones con precisión. Existen dos tipos de regresión: lineal y no lineal. Entre
sus aplicaciones nos encontramos, por ejemplo, la predicción meteorológica [56] o la predicción de
los precios de la vivienda [84].

Existen varios algoritmos que sirven para solventar ambas tareas como SVM, los árboles de decisión,
bosques aleatorios, etc., aśı como las redes neuronales. Sin embargo, también existen otros que son es-
pećıficos como por ejemplo mı́nimos cuadrados para la regresión lineal; o LDA y regresión loǵıstica, ambos
métodos lineales de clasificación. Para mayor información al respecto se puede consultar [35].
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Resulta de especial interés en este trabajo el problema de clasificación binaria abordado mediante
regresión loǵıstica ya que, como veremos, en las GANs será necesario discriminar si una imagen es “ge-
nerada” o “falsa” y para tal fin se utiliza una función objetivo muy similar a la función de pérdida que
emplea dicho método.

Pasemos ahora a enumerar varias posibilidades de elección del clasificador y de la función de pérdida
que permitirán decidir el método empleado como solución.

En cuanto a cómo elegir la clase de hipótesis H, notemos la importancia en la expresión que plantea
el problema de ERM (1.36) de hacerlo adecuadamente para lograr un buen rendimiento del algoritmo
evitando el sobreajuste o el infrajuste. De hecho, ya hemos visto que esta elección conlleva la existencia
de ciertos parámetros que hemos englobado en θ y que determinan el problema de optimización. Veamos,
por tanto, un par de ejemplos importantes:

Vecino más cercano: ocasiona problemas relativos a una alta varianza.

hS(x) = yi tal que i = argmin
j

d(x,xj). (1.46)

Clasificador lineal : es el que presenta mejores propiedades y es de los más utilizados. Además,
demostraremos en la Proposición 1.1 la existencia de útiles variantes que resultan de composiciones
con funciones no lineales, pero śı convexas, para introducir no linealidad cuando sea necesario.

hw,b(x) = 〈w,x〉+ b w ∈ Rp, b ∈ R. (1.47)

Como hemos visto, la elección del clasificador determina los parámetros de la función de pérdida y, por
tanto, cómo optimizarla. Centrémonos ahora en cómo elegir de manera adecuada la función de pérdida,
lo cual se hace en base al tipo de problema al que nos enfrentemos que, a su vez, determina el conjunto
de etiquetas Y.

Se buscará en todo momento, si es posible, relacionarlas con los clasificadores lineales de manera que
se comprenda la importancia y utilidad de estos. En ese caso, esto implica que los parámetros que las
determinan serán w y b, los cuales veremos más adelante que se corresponden con los pesos y los sesgos
en las redes neuronales. Veamos algunos ejemplos a continuación en los cuales, por simplicidad en la
notación y en la exposición, supondremos b = 0 por el momento:

Clasificación binaria: tiene lugar cuando solamente hay dos posibles clases en las que incluir los
datos de salida y se toma Y = {0, 1} ó Y = {−1, 1}. En cada caso, se pueden utilizar las siguientes
funciones de pérdida, respectivamente:

• Pérdida 0-1 :
`((x, y), h)=1[y 6=h(x)], y ∈ {0, 1}. (1.48)

`((x, y), hw) = 1[y 6=sign(〈w,x〉)] = 1[y〈w,x〉 ≤0], y ∈ {−1, 1}. (1.49)

• Hinge:
`(x, y), hw)= máx{0, 1− y〈w,x〉}, w ∈ Rp, y ∈ {−1, 1}. (1.50)

• Entroṕıa cruzada binaria (binary cross-entropy) o pérdida loǵıstica: útil en tareas de regresión
loǵıstica, que se utiliza para clasificación binaria.

` ((x, y), hw) = log(1 + exp(−y〈w,x〉)), w ∈ Rp, y ∈ {−1, 1}. (1.51)

La pérdida 0-1 surge de manera natural, y se emplea también en problemas de clasificación multi-
clase. Sin embargo, lleva a problemas ERM no tratables. Para solucionarlos, se proponen convexi-
ficaciones como son hinge o la pérdida loǵıstica, tal y como veremos posteriormente en esta misma
sección (figura 1.3).
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Clasificación multiclase: tiene lugar cuando hay más de dos clases posibles. Se elige Y = {0, 1, . . . , k}
y como funciones de pérdida se pueden tomar, entre otras:

• Divergencia de Kullback : supongamos que la distribución de probabilidad real de los datos es
P y que el modelo la aproxima por Pθ. Lo que difieren ambas distribuciones es lo que mide la
divergencia de Kullback, tal y como vimos en la sección 1.1.1.

DKL(P‖Pθ) =
∑
x

P (x) log
P (x)

Pθ(x)
. (1.52)

• Entroṕıa cruzada (cross-entropy): se define de manera similar a la anterior.

H(P‖Pθ) = −
∑
x

P (x) logPθ(x). (1.53)

Regresión: en este caso, se trata de encontrar una relación funcional entre los componentes de X e
Y. Se toma Y = R. Algunos ejemplos de funciones de pérdida que se pueden escoger son:

• Pérdida cuadrática: útil cuando se emplea el método de mı́nimos cuadrados.

`((x, y), hw) = (hw(x)− y)2 = (〈w,x〉 − y)2. (1.54)

• Pérdida en valor absoluto:
`((x, y), h) = |h(x)− y|. (1.55)

La deducción de las expresiones (1.49), (1.50), (1.51) y (1.54) con el fin de buscar la relación con los
clasificadores lineales, o sus variantes provenientes de composiciones con funciones convexas, se puede
consultar en [68] (págs. 167, 126-127 y 163-164). En particular, la de (1.51) se hará en la subsección
1.2.4.2.

Tal y como hab́ıamos adelantado, con lo que se acaba de exponer y como consecuencia de la utilización
de clasificadores lineales, se observa que las funciones de pérdida están parametrizadas por un vector
w ∈ Rp y por una constante b (que hab́ıamos supuesto nula), con lo que se redefine la minimización del
riesgo emṕırico como:

ĥ = argmin
w∈H

ˆ̀
S(w). (1.56)

Esta reinterpretación nos será útil para establecer condiciones sobre las funciones de pérdida y para des-
cribir el funcionamiento de las redes neuronales posteriormente, donde los pesos asociados a cada capa
jugarán el papel de w.

Cabe destacar, ya que se expuso anteriormente la estimación de máxima verosimilitud, que esta juega
un papel importante en este marco teórico, pues es similar a la minimización del riesgo emṕırico en el
sentido de que muchas funciones de pérdida se pueden deducir a partir de dicho estimador. Por ejemplo,
se puede demostrar que es aśı para el error cuadrático medio (el riesgo emṕırico asociado a la función
de pérdida cuadrática (1.54)) (consultar en [30], Caṕıtulo 5, págs. 131-132) y la entroṕıa cruzada (1.53)
(consultar en [68], pág. 345).

1.2.4.1. Problemas de aprendizaje convexos

Ahora que ya conocemos las posibilidades de elección tanto de la clase de hipótesis como de la función
de pérdida, pasemos a analizar bajo qué condiciones se puede resolver ERM (1.56). Nos centraremos en
explicar, en ĺıneas generales, los problemas de aprendizaje relacionados con la convexidad que pueden
consultarse en mayor profundidad en [68] (Caṕıtulo 12 ). Esto nos resulta de interés porque sabemos que
la optimización de una función convexa es factible y alcanza el extremo absoluto, lo cual garantiza el
buen funcionamiento de los Algoritmos 1 y 2.
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En primer lugar, se dice que un problema de aprendizaje es convexo si el conjunto H es convexo y la
función de pérdida `(w, z) es convexa en w para todo z = (x, y) ∈ X × Y. En ese caso, el problema de
ERM (1.56) se puede considerar un problema convexo de optimización que, por tanto, puede resolverse
eficientemente al ser posible garantizar que un extremo local es realmente un extremo global y, por tanto,
la solución óptima del problema.

No obstante, no todos los problema convexos pueden ser aprendidos por un algoritmo (ver contra-
ejemplo en [68], págs. 164-165). Son necesarias más restricciones: además de convexas y diferenciables,
las funciones de pérdida deben ser acotadas, de Lipschitz o suaves.

Si no lo cumplen, como ocurre de manera habitual, se pueden implementar, en su lugar, las funciones
convexas denominadas funciones de pérdida sustitutas. Por ejemplo, la función de pérdida 0-1 (1.48) no
es convexa. Pero, si Y = {−1, 1}, se puede considerar la función hinge (1.50) o la pérdida loǵıstica (1.51)
que son convexas, como sustitutas, tal y como podemos ver en la figura 1.3.

Cabe destacar, además, que la función de pérdida cuadrática (1.54) también es convexa. Justificaremos
todo ello de forma que demostraremos lo que ya se anunció previamente acerca de la importancia y
utilidad de los clasificadores lineales, a veces compuestos con determinadas funciones convexas en la
siguiente Proposición 1.1.

Figura 1.3: Función de pérdida 0-1. Hinge y loǵıstica como sustitutas.

Proposición 1.1. Sea f : Rp → R tal que f(w) = g(〈w,x〉+y), para cierto x ∈ Rp, y ∈ R, y g : R→ R.
Entonces, la convexidad de g implica la convexidad de f .

Demostración.
Sean w1,w2 ∈ Rp y α ∈ [0, 1]. Tenemos que:

f (αw1 + (1− α)w2) = g (〈αw1 + (1− α)w2,x〉+ y)

= g (α 〈w1,x〉+ (1− α) 〈w2,x〉+ y)

= g (α (〈w1,x〉+ y) + (1− α) (〈w2,x〉+ y))

≤ αg (〈w1,x〉+ y) + (1− α)g (〈w2,x〉+ y) ,

donde de la última desigualdad se deduce la convexidad de g. �
Es decir, hemos demostrado que la composición de una función convexa con una función lineal es convexa.
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Por su parte, la entroṕıa cruzada (1.53) también es convexa puesto que se puede escribir como:

H(P‖Pθ) = H(P ) +DKL(P‖Pθ).
Dado que H(P ) es fijo, la convexidad se deduce de la convexidad de la divergencia de Kullback, que ya
se demostró anteriormente en el Teorema 1.1.

1.2.4.2. Regresión loǵıstica

Centrémonos finalmente en la regresión loǵıstica como método lineal de clasificación, en particular,
binaria, pues ya hemos mencionado que por analoǵıa nos será de utilidad a la hora de comprender el
funcionamiento a nivel estad́ıstico de las GANs. Este particular tipo de red neuronal veremos que trata
de discriminar entre imágenes “generadas” o “reales” mediante una función objetivo (3.8) que recuerda a
la de la regresión loǵıstica, relación que detallaremos en el correspondiente Caṕıtulo 3. Como referencia
principal emplearemos [35] (Caṕıtulo 4 ).

Supongamos que nuestro predictor h ∈ H toma valores discretos en Y y que hay K clases eti-
quetadas mediante 1, 2, . . . ,K. El ajuste lineal para el indicador de la variable respuesta k−ésima es
f̂k(x) = ŵk0 + ŵT

k x = ŵk0 + 〈ŵk,x〉. El ĺımite de decisión entre la clase k y la clase l es el conjun-

to de puntos tales que f̂k(x) = f̂l(x), es decir, el conjunto:
{

x : (ŵk0 − ŵl0) + (ŵk − ŵl)
T

x = 0
}

, un

conjunto af́ın de hiperplanos. Puesto que esto mismo ocurre para cualquier par de clases, el conjunto de
datos de entrada se divide en regiones de clasificación constantes con hiperplanos como ĺımites de decisión.

Existen dos formas de determinarlas: mediante modelos que emplean funciones discriminantes δk(x)
para cada clase y clasifican cada x según la clase cuya función de como resultado un mayor valor, como es
el caso de LDA; y modelos que emplean las probabilidades a posteriori P(h = K|X = x), como es el caso
de la regresión loǵıstica. Si, o bien δk(x), o bien P (h = K|X = x) son lineales en x, entonces el ĺımite de
decisión será también lineal. Por ejemplo, si hay solamente dos clases, K = 2, un popular modelo para
los probabilidades a posteriori es

P(h = 1 | X = x) =
exp

(
w0 + wTx

)
1 + exp (w0 + wTx)

,

P(h = 2 | X = x) =
1

1 + exp (w0 + wTx)
.

(1.57)

Llevando a cabo la transformación logit [17] llegamos a que

log
P(h = 1 | X = x)

P(h = 2 | X = x)
= w0 + wTx. (1.58)

Entonces, el ĺımite de decisión en este caso de clasificación binaria es el hiperplano
{
x | w0 + wTx = 0

}
.

En este contexto surge el modelo de regresión loǵıstica con el objetivo de modelar las probabilidades a
posteriori de las K clases por medio de funciones lineales en x asegurando, al mismo tiempo, que suman
1 y que permanecen en el intervalo [0, 1]. El modelo tiene la forma:

P(h = k | X = x) =
exp

(
wk0 + wT

k x
)

1 +
∑K−1
l=1 exp

(
wl0 + wT

l x
) , k = 1, . . . ,K − 1.

P(h = K | X = x) =
1

1 +
∑K−1
l=1 exp

(
wl0 + wT

l x
) . (1.59)

En este caso el conjunto completo de parámetros es θ =
{
w10,w

T
1 , . . . , w(K−1)0,w

T
K−1

}
. Para enfatizar

esta dependencia denotaremos las probabilidades P(h = k | X = x) = pk(x;θ).

Los modelos de regresión loǵıstica se ajustan normalmente mediante el método de máxima verosimili-
tud utilizando la probabilidad condicionada P(h | X). Entonces, la log-verosimilitud para n observaciones
es

`(θ)) =

n∑
i=1

log pgi (xi;θ)) , (1.60)
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donde pk(xi;θ) = P(h = k | X = xi;θ).

En el caso de que haya solamente dos clases, K = 2, el algoritmo se simplifica notablemente. De
hecho, es conveniente codificar las dos clases hi por medio de la variable respuesta yi, donde yi = 1
cuando hi = 1, e yi = 0 cuando hi = 2. Sean, además, p1(x;θ) = p(x;θ), y p2(x;θ) = 1 − p(x;θ). Por
tanto, la log-verosimilitud se puede escribir como

`(w) =

n∑
i=1

{yi log p (xi; w) + (1− yi) log (1− p (xi; w))}

=

n∑
i=1

{
yiw

Txi − log
(

1 + ew
Txi
)}

,

(1.61)

donde w = {w10,w1} (asumiendo que el vector de entrada xi incluye el término constante 1) y
p (xi; w) = ŷi es la etiqueta que se predice para la entrada xi.

Lo que nos resultará especialmente interesante en el desarrollo posterior del Caṕıtulo 3 es que para
ajustar el modelo correctamente se debe maximizar la log-verosimilitud (1.61), lo cual es equivalente a
minimizar la función de pérdida loǵıstica (1.51) cuando y ∈ {−1, 1} y para todo n. Esto se intuye si nos
fijamos en (1.57) y tenemos en cuenta cómo hemos codificado las clases cuando hay solamente dos. Nos
gustaŕıa que P(h = 1 | X = xi) fuera grande si yi = 1, y que 1− P(h = 1 | X = xi) = P(h = 2 | X = xi)
fuera grande si yi = −1. Entonces, cualquier función de pérdida crecerá con 1

1+exp{y(w0+wTx)} , o equi-

valentemente con 1 + exp{−y
(
w0 + wTx

)
}. Por tanto, el modelo debe penalizarlo y, en particular, la

pérdida loǵıstica (1.51) penaliza el logaritmo de este término (puesto que el logaritmo es una función
creciente), es decir, habrá que minimizarla para ajustar el modelo.

Hemos justificado aśı la expresión (1.51) y, en particular, notemos que se corresponde con (1.61) cuan-
do n = 1 e y ∈ {−1, 1}. Su convexidad ya se demostró mediante la Proposición 1.1.

Finalmente, destaquemos que métodos lineales de clasificación cuyos ĺımites de decisión son hiperpla-
nos se generalizan en el caso en que las clases no sean separables mediante las técnicas de Máquinas de
Vectores de Soporte (SVM) [35] (Caṕıtulo 12 ).
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Caṕıtulo 2

Redes neuronales

Históricamente se han buscado reglas lineales con las que resolver problemas de aprendizaje automáti-
co, pero en general son complicadas y muestran tendencia al sobreajuste. El motivo habitual es que los
conjuntos de datos no están bien separados linealmente, al menos en el espacio original de los atributos.
Por tanto, es conveniente buscar una transformación que mejore la separación lineal. En este contexto
se sitúa la aparición del aprendizaje profundo, capaz de deducir la correcta representación a partir de los
datos de entrada. Esta tarea es facilitada por el hecho de añadir más capas al modelo de aprendizaje,
confiriendo la profundidad que da nombre a este procedimiento, cuyo origen se sitúa en 1940.

El nombre de red neuronal viene por analoǵıa con la estructura de conexiones entre las células neu-
ronales, pero más allá de esta interpretación, constituyen un campo especialmente relacionado con la
Matemática Aplicada (Álgebra Lineal, Probabilidad, Teoŕıa de la Información y Optimización Numéri-
ca). Además, su popularidad y utilidad han crecido en gran medida gracias, principalmente, a la mejora
en la potencia de los ordenadores actuales, el aumento de los conjuntos de datos y la investigación en
técnicas para entrenar redes aún más profundas. En el futuro, por tanto, se esperan nuevos desaf́ıos y
oportunidades para seguir mejorando.

El objetivo de este caṕıtulo es introducir el concepto de red neuronal, el elemento básico del aprendizaje
profundo, de forma que se sentarán definitivamente las bases para el posterior estudio de las Redes
Generativas Adversariales que dan t́ıtulo al trabajo. La organización es la siguiente:

Descripción de las redes neuronales profundas pre-alimentadas, también conocidas como perceptrón
multicapa (MLP) o feedforward neural network (FFNN): se trata de la arquitectura más simple. Se
estudia su estructura por capas, que están totalmente interconectadas (capas densas) y se introduce
el concepto de función de activación como herramienta para tratar problemas no lineales.
Además, se relaciona su funcionamiento con el problema expuesto al estudiar el aprendizaje supervi-
sado, lo cual lleva, en este caso de mayor complejidad en el que se pierde la convexidad, a plantear el
algoritmo de back-propagation para computar eficientemente los gradientes. Se trata de un método
iterativo general basado en aplicar la regla de la cadena de forma ordenada que particularizaremos
al caso de las redes neuronales, concienciando de su tendencia al sobreajuste y de la existencia de
técnicas de regularización y optimización concretas.

Existen otros tipos de redes en los cuales no todas las capas son densas, lo cual aumenta la eficiencia
a nivel computacional, que se emplean para tareas espećıficas. Motivados por el hecho de que nuestro
interés es implementar una GAN que genere imágenes falsas, nos centraremos en estudio de las redes
neuronales convolucionales (CNNs), que son de especial utilidad en tareas de visión computacional.
Detallaremos el funcionamiento de las caracteŕısticas capas convolucionales mediante variantes de
la operación matemática de convolución y, en ĺıneas generales, cómo se lleva a cabo en estas la
computación de los gradientes mediante el ya descrito algoritmo de back-propagation.

Como referencias principales se emplean [68] y [30], seleccionando la información necesaria y tratando
de exponerla convenientemente para poder utilizarla después a la hora de estudiar las GANs. Aparte, con
este mismo objetivo, añadiremos explicaciones relevantes que pueden encontrarse en [35, 52, 69, 72].
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CAPÍTULO 2. REDES NEURONALES

2.1. Redes neuronales prealimentadas (FFNNs)

El aprendizaje profundo se trata de aprendizaje automático con redes neuronales profundas, las cuales
están teniendo una gran y exitosa aplicación en la actualidad. En esencia, una red neuronal es una clase
de funciones que se obtienen componiendo transformaciones no lineales sobre combinaciones lineales de
atributos en la capa anterior.

El objetivo de esta sección, utilizando principalmente como referencia [30] (Caṕıtulo 6 ), es explicar
cómo funcionan, en particular, las redes neuronales prealimentadas. De este tipo son todas aquellas redes
que se basan en realizar predicciones a partir de los atributos, sin ningún tipo de conexión retroalimenta-
da (o “hacia atrás”) entre capas, como śı que ocurre, en cambio, en las redes neuronales recurrentes [30]
(Caṕıtulo 10 ), que dejaremos fuera de nuestro estudio.

El método de aprendizaje que llevan a cabo se puede entender bien a partir del grafo que se muestra en
la figura 2.1. Además, daremos una descripción formal a nivel matemático con el fin de exponer el proceso
de aprendizaje supervisado explicado en el caṕıtulo anterior, concretando al caso en que se empleen redes
neuronales para llevarlo a cabo. La principal diferencia es que tendremos que usar el algoritmo de back-
propagation, que puede considerarse una particularización del Descenso de Gradiente basada en aplicar
ordenadamente la regla de la cadena. El resto del desarrollo es, en esencia, muy similar y trataremos de
mostrarlo.

2.1.1. Arquitectura

En primer lugar analizaremos su arquitectura, es decir, su estructura a nivel de capas que permitirá
comprender correctamente la formulación matemática que expondremos a continuación.

Figura 2.1: Red neuronal prealimentada. Fuente [63].

Tal y como podemos observar en la figura 2.1, están constituidas por L capas, a su vez formadas por
A nodos. El número de nodos por capa se denomina anchura, A. Por su parte, si L = 1 se dice que se
trata de una red neuronal no profunda, mientras que si L > 1 se denomina red neuronal profunda. En este
último caso, existen capas intermedias que se denominan capas ocultas. La profundidad es importante
para lograr buenas predicciones ya que, si tuviéramos una conexión directa entre los datos de entrada
y los de salida, la contribución de cada entrada al valor de salida seŕıa independiente de la del resto de
entradas. Sin embargo, en la realidad, las variables de entrada tienden a ser altamente interdependientes
y afectan a la salida de forma combinada y compleja. Las capas ocultas nos ayudan a capturar estas
interacciones, pues permiten que la red neuronal se capaz de aprender sobre varios niveles de abstracción
de los datos.

Cada capa está completamente conectada a la siguiente, es decir, sus nodos están conectados entre
śı; por este motivo por se denominan capas densas. En esta conexión, para determinar la cantidad de
información de cada nodo que se transmite a los nodos de la siguiente, se multiplica por unas cantidades
seleccionadas denominadas pesos, w. Es decir, el flujo de información va de la primera capa o capa de

29
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entrada (los atributos, x) a la última, capa de salida (la predicción, y), pasando por todas las capas
ocultas. En las redes neuronales prealimentadas (feedforward neural network), como su propio nombre
indica, el flujo de información va siempre en esta dirección, es decir, avanza hacia delante.

Además de los pesos, existe una un parámetro adicional modificable denominado sesgo o bias, b, que
se utiliza para ajustar la salida, la cual se se calcula multiplicando los datos de entrada por los pesos
correspondientes y sumando este término. Esto es lo que ocurre en un modelo simple lineal, pero la
mayoŕıa aplica en las capas ocultas una función no lineal llamada función de activación, σ, que permite
a la red neuronal aprender relaciones no lineales entre los datos de entrada y los de salida, aumentando
su capacidad y flexibilidad. Además, puesto que son diferenciables en general, permiten que el entrena-
miento de la red neuronal se pueda realizar exitosamente mediante el algoritmo de back-propagation que
se presentará posteriormente.

Una vez entendida la estructura de la red neuronal, pasemos a formularla matemáticamente. Denote-
mos a los j nodos de la capa i por oi,j , , con j = 1, ..., A(i), donde A(i) es el número de nodos que hay en
la capa i, i = 1, ..., L − 1. Estos valores se engloban en el vector columna oi = (oi1, oi2, . . . , oij)

> ∈ Rj .
Para i = 0 tenemos los datos de entrada, o0 = x ∈ Rp (entonces, A(0) = p) y para i = L, el de salida (la
predicción de la etiqueta), oL = ŷ ∈ R (en este caso, A(L) = 1). Cabe mencionar que la salida no tiene
por qué estar compuesta por un solo nodo. No obstante, sin pérdida de generalidad, trataremos este caso
por simplicidad.

Cada nodo j de la capa i está conectado al nodo k de la capa siguiente i+ 1 (con k = 1, . . . , A(i+1))
mediante un valor conocido como peso, que podemos denotar como wi,i+1

j,k y, por simplicidad, wj,k. Es

decir, podemos englobar en el vector fila wk = (w1k, w2k, . . . , wjk) ∈ Rk los pesos que conectan el nodo k
con todos los nodos de la capa anterior. Ahora es fácil construir la matriz de pesos W(i,i+1) ∈Mk×j(R)
tomando como filas dichos vectores:

W(i,i+1) =


w11 w21 · · · wj1
w12 w22 · · · wj2

...
...

. . .
...

w1k w2k · · · wjk

 . (2.1)

En cuanto al sesgo, existe un valor bk ∈ Rk para todo k en cada paso de la capa i a la capa i+1; todos ellos
se engloban en el vector columna b(i,i+1) = (b1, . . . , bk)>. Respecto a la función de activación, se elige
normalmente la misma en todas las capas ocultas y, puede ser, que en la L− 1 se emplee otra diferente
en función del tipo de predicción que haga el problema al que nos estamos enfrentando. No obstante,
supondremos, sin pérdida de generalidad y para simplificar la notación, que se utiliza la misma, σ.

Teniendo esto en cuenta, la operación matemática que una red neuronal prealimentada lleva a cabo
para calcular los nodos de cada capa a partir de los anteriores es:

oi+1,k = σ(wk · oi + bk), i = 0, . . . , L− 1. (2.2)

Y, en notación vectorial, el vector que contiene los nodos de la capa siguiente es:

oi+1 = σ(W(i,i+1)oi + b(i,i+1)) i = 0, . . . , L− 1. (2.3)

(Se trata de aplicar la función de activación σ componente a componente al vector resultante)

Entonces, para ver más clara la analoǵıa con lo expuesto en la sección 1.2, de acuerdo con (2.3),
podemos considerar que a partir de unos datos de entrada x ∈ X = Rp se obtiene ŷ, que trata de predecir
la etiqueta real que le corresponde y ∈ Y. Para ello, se utilizan predictores de la siguiente forma:

h(x,W(i,i+1),b(i,i+1)) ∈ HNN (L,A, σ), i = 0, . . . , L− 1,

donde HNN (L,A, σ) denota la clase de predictores de la red neuronal, es decir, las funciones de la red
neuronal; es, por tanto, su propia arquitectura la que determina la clase de hipótesis. Esta depende de
la profundidad y de la anchura, ya que cada h lo hace de los pesos y los sesgos existentes en cada paso
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de una capa a la siguiente. Por la misma razón, depende de la función de activación que se elija, con lo
cual, los hiperparámetros en el caso de modelos de aprendizaje implementados mediante redes neurona-
les son L, A y σ, y los parámetros que deben actualizarse para minimizar el riesgo emṕırico θ, son W y b.

El problema de minimización del riesgo emṕırico enunciado en (1.56), cuando consideramos un con-
junto de entrenamiento S = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)}, donde (xi, yi) ∼ D, D ∈ P(X × Y), como
hicimos en ese momento, se escribe ahora aśı:

ĥ = argmin
w,b∈HNN

1

n

n∑
j=0

`
(

(xj , yj), h(xj ,W
(i,i+1),b(i,i+1))

)
, i = 0, . . . , L− 1. (2.4)

Como sabemos, se debe elegir la función de pérdida ` convenientemente. No obstante, las redes neuronales
a causa de los pesos y las funciones de activación asignadas a cada capa estropean la convexidad de (2.4)
en la mayoŕıa de los casos, haciéndolo dif́ıcil de resolver. Por tanto, en aprendizaje profundo no se resuelve
ERM como hab́ıamos visto. En ese caso, la idea seŕıa aplicar SGD (Algoritmo 2) para (2.4) y se paraŕıa
sin llegar al final, porque no se conoce el mı́nimo.

En definitiva, en aprendizaje profundo no se deja iterar SGD hasta la convergencia por varias razones:
computacionalmente es muy costoso, no hay garant́ıas de alcanzar el mı́nimo global y probablemente
habŕıa sobreajuste. Alternativamente, se busca reducir suficientemente el valor de la función de pérdida
para obtener un error de generalización aceptable. Para llevarlo a cabo, los gradientes que hay que cal-
cular son muy complejos y con el fin de computarlos se emplea el algoritmo de propagación inversa o
back-propagation.

En aprendizaje profundo, también cabe señalar que la función de pérdida se denomina de forma más
general función objetivo, ya que en algunos problemas se busca maximizarlas, como veremos que ocurre
en las GANs para el caso de los discriminadores. En la literatura se puede encontrar que estos términos
se diferencian (junto con el de función de coste), pero en este trabajo los consideraremos sinónimos, tal
y como se hace en [30] (Caṕıtulo 4, sección 4.3 ).

Finalmente, expongamos con algo más de detalle los tipos funciones de activación σ que hay, pues
como se ha explicado, juegan un papel fundamental en el aprendizaje de la red neuronal permitiéndole
hacer frente a problemas no lineales. Las más utilizadas son, tal y como se muestra en [72]:

Función sigmoide o loǵıstica: la principal razón por la que se utiliza es porque su imagen está entre
0 y 1. Por tanto, es especialmente útil para predecir probabilidades. Es diferenciable y monótona,
pero su derivada no es monótona. Se emplea en tareas de regresión loǵıstica binaria, nótese su
similitud con las expresiones (1.57).

σ(x) =
1

1 + e−x
. (2.5)

Función softmax : es una generalización de la anterior a múltiples dimensiones, es decir, se emplea
en tareas de clasificación multiclase mediante regresión loǵıstica. Por este motivo, se aprecia la
similitud con las expresiones (1.59).

σ : RK → [0, 1]K

σ(x)j = exj∑K
k=1 e

xk
para j = 1, . . . ,K. (2.6)

Función tangente hiperbólica o tanh: es similar a la función sigmoide pero funciona mejor. Su imagen
va de −1 a 1, es diferenciable y monótona; su derivada no es monótona. La ventaja que presenta
es que las entradas negativas tienen imágenes negativas y la nulas, muy cercanas al cero. Se utiliza
principalmente en clasificación binaria.

σ(x) =
ex − e−x

ex + e−x
. (2.7)

Unidad Lineal Rectificada o ReLu: su imagen va de 0 a infinito. Tanto la función como su derivada
son monótonas. El problema que plantea es que todas las entradas negativas tienen imagen nula,
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lo que hace que estas entradas no se representen adecuadamente.

σ(x) =

{
0 si x < 0
x si x ≥ 0.

(2.8)

Existen algunas alternativas para solucionar ese problema y son las que se muestran a continuación:

Leaky ReLu (si α = 0.01) o ReLu paramétrica (si α 6= 0.01):

σ(α, x) =

{
αx, si x < 0
x, si x ≥ 0.

(2.9)

Figura 2.2: Función sigmoide y tangente hiperbólica.

Figura 2.3: Función ReLu y ReLu paramétrica.

2.1.2. Back-propagation

El objetivo del algoritmo de propagación inversa es encontrar un conjunto de pesos y sesgos óptimo,
es decir, que minimice en lo posible la función de pérdida. Fue propuesto originalmente por Rumelhart
en 1986 [65]. Cabe mencionar que, aunque principalmente se emplee para la función de pérdida de las
redes neuronales prealimentadas, este algoritmo sirve para computar gradientes de cualquier función, ya
que se fundamenta básicamente en la regla de la cadena. A continuación lo veremos formalmente y, para
ello, nos basaremos en la referencia [30] (Caṕıtulo 6, págs. 200-217).
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Para describirlo y entenderlo correctamente es útil representar las redes neuronales como grafos compu-
tacionales, un forma de representar una función matemática en el lenguaje de la teoŕıa de grafos [61].
Cada nodo del grafo está conectado al siguiente mediante ejes que representan una determinada función.
De esta forma, cada nodo se calcula a partir de los que estén conectados a él mediante dicha función.
Veamos el siguiente sencillo ejemplo en la figura 2.4: se trata de usar la misma función f : R → R de
forma que x = f(w), y = f(x), z = f(y).

Figura 2.4: Ejemplo de grafo computacional. Fuente: [30] (Caṕıtulo 6, pág. 205).

Para computar ∂z
∂w se aplica la regla de la cadena y se llega a que:

∂z

∂w

=
∂z

∂y

∂y

∂x

∂x

∂w

=f ′(y)f ′(x)f ′(w)

=f ′(f(f(w)))f ′(f(w))f ′(w).

La última igualdad nos da una implementación válida del algoritmo de back-propagation. No obstan-
te, la segunda igualdad también sirve si la memoria que ocupan los valores de esas expresiones es baja y,
de hecho, es preferible porque el tiempo de cómputo es menor.

Nótese que lo que se hace es computar las derivadas en orden inverso al grafo. Si hubiera más no-
dos “padres”, habŕıa que sumar los resultados obtenidos al aplicar la función correspondiente y esto
se reflejaŕıa trivialmente en el cálculo de la derivada, teniendo en cuenta que la derivada de una suma
es la suma de las derivadas. Veremos este caso a continuación, pues vamos a estudiar un grafo más general.

Consideremos un grafo computacional que describe cómo computar un escalar u(n) (podŕıa ser la
función de pérdida de un determinado conjunto de entrenamiento). Queremos obtener el gradiente de
este escalar, con respecto a los ni nodos u(1) a u(ni) (que podŕıan ser los parámetros del modelo). En

otras palabras, queremos computar ∂u(n)

∂u(i) para todo i ∈ {1, 2, ..., ni}.

Cada nodo u(i) está asociado con una operación f (i) (puede suponerse la función de activación) y se
computa evaluando la función en A(i), el conjunto de todos los nodos “padres”de u(i) (es decir, de los
que proviene y están por debajo en el grafo), que se denota por Pa

(
u(i)
)
:

u(i) = f
(
A(i)

)
. (2.10)

Representemos la propagación hacia delante mediante un grafo G y, hacia atrás, mediante otro grafo B,
con un nodo por cada nodo de G. La computación en B va en orden contrario al de la computación en

G, y cada nodo de B computa la derivada ∂u(n)

∂u(i) asociada con el nodo u(i) ∈ G . Esto se hace aplicando la

regla de la cadena con respecto al escalar de salida u(n) tal que aśı:
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∂u(n)

∂u(j)
=

∑
i:j∈Pa(u(i))

∂u(n)

∂u(i)

∂u(i)

∂u(j)
. (2.11)

B contiene exactamente un eje por cada eje del nodo u(j) al nodo u(i) de G. El eje de u(j) a u(i) está

asociado con la computación de ∂u(i)

∂u(j) . Además, en cada nodo se lleva a cabo un producto escalar, entre

el gradiente ya computado con respecto a los nodos u(i) que son hijos de u(j) y el vector que contiene las

derivadas parciales ∂u(i)

∂u(j) para los mismos nodos hijos u(i).

Tras esta previa introducción para entender que el algoritmo de back-propagation se fundamenta en
aplicar de manera ordenada la regla de la cadena, pasemos ahora a exponer cómo se aplica en el caso de
una red neuronal prealimentada, pudiendo considerarse una particularización del algoritmo de Descenso
de Gradiente.

En primer lugar, la red lleva a cabo lo que se conoce como propagación “hacia delante”: tal y como se
ha explicado anteriormente, los datos de entrada x se propagan a través de las capas ocultas hasta pro-
ducir finalmente ŷ. Una vez se llega a este punto, se calcula la función de pérdida ` según los parámetros
correspondientes, en nuestro caso, pesos y sesgos de cada capa.

Por otro lado, en la propagación “hacia atrás” (o back-propagation) la información fluye en sentido
contrario con el objetivo de computar el gradiente. Suponiendo que la red es un grafo, se procede tal y
como se pudo ver en los ejemplos iniciales.

Veamos ambos algoritmos. Se empleará, por simplicidad, solo un ejemplo de entrenamiento. En la
práctica, como ya sabemos del caṕıtulo anterior, se suele emplear un minilote en cada iteración. No
obstante, sin pérdida de generalidad a la hora de comprender los algoritmos y por simplicidad en la
notación y en la exposición, lo omitiremos en lo que sigue.

Algoritmo 3: Propagación “hacia delante”: se avanza hacia delante a través de todas las
capas de la red neuronal tal y como se indica en (2.3). El objetivo es predecir la etiqueta real
y ∈ Y correspondiente a los datos de entrada x ∈ X = Rp. La predicción obtenida es ŷ; una vez
computada, se puede calcular la función de pérdida `((x, y), ŷ).

Resultado: ŷ = o(L);
` = `((x, y), ŷ);

L la profundidad de la red neuronal prealimentada.;

W(i,i+1), i ∈ {0, . . . , L− 1} las matrices de pesos;

b(i,i+1), i ∈ {0, . . . , L− 1} los sesgos;
x los datos de entrada;
y la etiqueta real;
para k = 1, . . . , L hacer

a(k) = W (k−1,k)o(k−1) + b(k−1,k);

o(k) = σ
(
a(k)

)
;

fin

Antes de exponer el algoritmo de propagación “hacia atrás”, es necesario hacer un inciso de notación,
ya que mediante � representaremos el producto de Hadamard. Se trata de una operación binaria que toma
dos matrices de las mismas dimensiones y produce otra matriz de la misma dimensión, donde cada elemen-
to i, j es el producto de los elementos i, j de las dos matrices originales. Es decir, (A�B)ij = (A)ij(B)ij .
Utilizaremos esto para computar los gradientes tal y como se muestra a continuación.
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Algoritmo 4: Propagación “hacia atrás” o back-propagation: se computan los gradientes
comenzando por la capa de salida y avanzando hacia atrás por las capas ocultas hasta la de
entrada. Los gradientes respecto a los pesos y sesgos se pueden interpretar como una indicación
de cómo la salida de cada capa debe variar para reducir el error. La actualización de estos
parámetros se hará posteriormente mediante el algoritmo de Descenso de Gradiente Estocástico
(SGD).

Tras la computación hacia delante, se calcula el gradiente en la capa de salida:

g ← ∇ŷ` = ∇ŷ`((x, y), ŷ)

para k = L,L− 1, . . . , 1 hacer
Se convierte este gradiente en otro previo a que actúe la función de activación;

g ← ∇a(k)` = g � σ′
(
a(k)

)
;

o(k) = σ
(
a(k)

)
;

Se computan los gradientes respecto de los pesos y los sesgos;
∇b(k−1,k)` = g;

∇W (k−1,k)` = go(k−1)>;
Se propagan los gradientes con respecto a la siguiente capa inferior:;

g ← ∇o(k−1)` = W (k−1,k)>g;

fin

Una vez se tienen los gradientes computados a partir del algoritmo de back-propagation, estos deben
utilizarse para actualizar los pesos y sesgos en cada capa de forma que se minimice en lo posible la función
de pérdida. Esto se lleva a cabo mediante el algoritmo SGD (Algoritmo 2), teniendo en cuenta que en
este caso el conjunto total de parámetros θ está compuesto por las matrices de pesos W y los sesgos b.
En este caso, por tanto, son los parámetros que hay que buscar de manera que se optimice el error, en
analoǵıa con lo expuesto en el caṕıtulo anterior.

Precisamente por lo expuesto en el caṕıtulo anterior, sabemos que la optimización es una tarea compli-
cada y aún más en el caso de las redes neuronales, donde interviene una cantidad ingente de parámetros y
de hiperparámetros que provoca la habitual tendencia al sobreajuste. Puesto que actualmente no existen
resultados teóricos que garanticen el buen funcionamiento de un determinado algoritmo de optimización
y este debe elegirse mediante prueba y error, se han propuesto ciertas mejoras del algoritmo SGD ya
mencionadas en su momento, aśı como otras técnicas de optimización y regularización, aparte de la in-
terrupción anticipada, también expuesta con anterioridad. Como ejemplo mencionaremos las siguientes,
pues nos serán de utilidad a la hora de llevar a cabo la implementación práctica de una GAN como parte
final del trabajo:

Añadir un parámetro de penalización de la norma que dependa de los pesos y los sesgos a la función
de pérdida: ` = ` + αΩ, donde α ∈ [0,∞) es un parámetro que debe ajustarse convenientemente
para seleccionar el grado de regularización. Se puede tomar Ω(w) = 1

2‖w‖
2
2 o Ω(w) = ‖w‖1.

Abandono o (dropout) [71]: la idea clave es omitir aleatoriamente capas de la red neuronal durante
el proceso de entrenamiento, lo que evita que acaben memorizando las predicciones.

Normalización de los datos de entrada [20], de manera que se tengan en el rango [0, 1] o [−1, 1],
según convenga. Esto es muy común en tareas de visión computacional, porque los ṕıxeles vaŕıan
en un amplio rango. Como resultado, se evitan los gradientes que explotan y se mejora la velocidad
de convergencia.

En la ĺınea de la idea anterior, se introdujo la normalización en lotes [36], consistente en normalizar
los minilotes en cada iteración.

Más información sobre estrategias de regularización y optimización en el caso de redes neuronales se
puede consultar en [30] (Caṕıtulo 7 y Caṕıtulo 8, respectivamente), aśı como [3].
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Finalmente, aclaremos que la descripción del algoritmo de back-propagation que hemos dado es más
simple que las que las implementaciones prácticas llevan a cabo. Por ejemplo, no hemos descrito cómo
controlar el consumo de memoria ni tampoco cómo lograr que detecte cuándo un gradiente no está
bien definido. Estos y otros inconvenientes que se deben de tener en cuenta en la práctica se escapan
de los objetivos de este trabajo, pero se pueden consultar en [2]. Nos resulta suficiente ser conscientes
de ellos y centrarnos en su comprensión teórica. A la hora de utilizarlo en la correspondiente parte de
implementación, utilizaremos programas que ya lo incorporan.

2.2. Redes neuronales convolucionales (CNNs)

Muchas arquitecturas de redes neuronales han sido desarrolladas para llevar a cabo tareas espećıfi-
cas. Por ejemplo, las redes neuronales convolucionales (CNN), introducidas por primera vez por Yann
LeCun en 1989 [18], están especializadas en visión computacional. Por su parte, las redes prealimentadas
que acabamos de describir se pueden generalizar, como ya comentamos, a redes neuronales recurrentes
(RNN), basadas en el trabajo de Rumelhart en 1986 [65], cuya principal aplicación es la de procesar
datos secuenciales con una relación temporal, como es el reconocimiento de voz [32], el procesamiento de
lenguaje natural [73] o la composición de música [22], entre muchos otros. No obstante, nos centraremos
solamente en las redes neuronales convolucionales puesto que son las que ofrecen mejores resultados en la
implementación práctica de las GANs a la hora de generar y discriminar imágenes, tal y como veremos
finalmente.

De manera análoga al estudio de las redes neuronales prealimentadas, expondremos en primer lugar la
arquitectura de las CNNs y la formularemos matemáticamente. El término “convolucional” proviene de
la operación convolución. Recordaremos cómo se define dicha operación y veremos cómo la aplican estas
redes en particular, ya que no se corresponde exactamente con la definición formal. Finalmente, veremos
en ĺıneas generales cómo se lleva a cabo el algoritmo de back-propagation en estas capas convolucionales.
Emplearemos como referencia [30] (Caṕıtulo 9 ).

2.2.1. Arquitectura

Hasta ahora hemos descrito las redes neuronales como cadenas de capas densas, es decir, totalmente
conectadas, y hemos tenido en consideración la profundidad de la red y la anchura de cada capa. Sin em-
bargo, las redes convolucionales establecen menos conexiones, es decir, sus capas no son densas sino que
están conectadas entre śı solamente en pequeñas unidades. Esto tiene como consecuencia que se reduce
notablemente el número de parámetros y, por tanto, el costo computacional.

Figura 2.5: Red neuronal convolucional. Fuente [59].

En definitiva, se caracterizan por la escasez de interacciones en comparación con las redes tradicio-
nales, lo cual se logra eligiendo núcleos de menores dimensiones que la entrada. Por ejemplo, al procesar
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una imagen, como dato de entrada puede que tenga miles o millones de ṕıxeles, pero se pueden detectar
pequeños (aunque significantes) atributos que ocupan solamente decenas o cientos de ṕıxeles. Por tanto,
se reducen notablemente tanto el número de operaciones necesarias para computar la salida como el
requerimiento de memoria.

Por otra parte, otra mejora que presentan estas nuevas redes es que comparten parámetros, es decir,
utilizan el mismo parámetro para más de una función en un modelo. En cambio, en una red tradicional,
cada elemento de la matriz de pesos se utiliza solamente una vez. En las redes convolucionales, cada ele-
mento del núcleo se emplea en cada posición de la entrada (excepto quizá algunos ṕıxeles de los bordes).
En consecuencia, se ajusta en lugar de un conjunto de parámetros para cada paso de una capa a otra, un
solo conjunto para toda la red. Esto no afecta al tiempo de cómputo de la propagación “hacia delante”,
pero śı reduce enormemente el almacenamiento requerido.

Una CNN t́ıpica está compuesta por tres tipos de capas, tal y como podemos ver en la figura 2.5:
capas convolucionales, capas de reducción (o pooling) y capas densas. Los datos de entrada serán, en el
caso de imágenes, los ṕıxeles de esta, de los que pasarán a la capa convolucional aquellos que se encuen-
tren la región que esté conectada. En este momento se suele aplicar también la función de activación,
normalmente ReLu (2.8). A continuación, se encuentran las capas de reducción que llevan a cabo, como
su propio nombre indica, la reducción de las dimensiones espaciales de la entrada. Tras estas operaciones
se extraen los principales atributos y, finalmente, en las capas densas, siguiendo las operaciones ya expli-
cadas en la sección anterior, se realizan las predicciones y las consecuentes clasificaciones.

En definitiva, las CNNs son capaces de transformar las entradas, generalmente imágenes, capa a capa
utilizando convoluciones y técnicas de reducción para llevar a cabo predicciones que serán útiles en tareas
de clasificación o de regresión.

2.2.2. Operación convolución

Estudiemos ahora con detalle las operaciones que se llevan a cabo en las caracteŕısticas capas de
convolución, lo cual también nos permitirá entender mejor el funcionamiento de las capas de reducción.

Supongamos que x y w son funciones medibles en Rp. Su producto de convolución en un punto t ∈ Rp,
denotado por s(t) = (x ? w)(t), es:

s(t) =

∫
x(a)w(t− a)da. (2.12)

En el contexto de las CNNs, x seŕıan los datos de entrada, w el núcleo (o kernel), también conocido como
filtro, y s(t) la salida.

No obstante, esto no es realista. En la mayoŕıa de las aplicaciones el conjunto de datos de entrada
es un tensor (también conocido como array multidimensional en computación) y el núcleo, otro repleto
de parámetros que deben ajustarse convenientemente, lo cual es el objetivo de las redes convolucionales.
Por ejemplo, si llevamos a cabo una convolución en 2 dimensiones, tal y como será nuestro caso usando
imágenes como datos de entrada, la salida se puede escribir como:

S(i, j) = (K ∗ I)(i, j) =
∑
m

∑
n

I(i−m, j − n)K(m,n), (2.13)

donde hemos utilizado la conmutatividad de la convolución y S denota la salida, K el núcleo e I la
entrada. El papel del núcleo se puede apreciar claramente en la figura 2.6: se trata habitualmente de una
matriz cuadrada m × m que, desplazándose por toda la matriz de entrada, extrae elementos de dicho
tamaño y los multiplica por un valor determinado. La magnitud de este desplazamiento se controla, como
veremos en lo que sigue, mediante un parámetro conocido como paso (o stride).

Nótese que la propiedad conmutativa que hemos aplicado en (2.13) proviene de invertir el núcleo con
respecto a los datos de entrada, en el sentido de que si m aumenta, los ı́ndices de la entrada también,
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pero los del núcleo, no. En lugar de realizar esto, muchas implementaciones llevan a cabo la operación
convolución conocida como correlación cruzada:

S(i, j) = (K ∗ I)(i, j) =
∑
m

∑
n

I(i+m, j + n)K(m,n). (2.14)

Distinguiremos (2.13) de (2.14) haciendo referencia a si el núcleo se ha invertido o no.

Figura 2.6: Operación convolución en 2D (2.13). Fuente [12].

En la práctica, las funciones empleadas por estas redes difieren ligeramente de la operación convolu-
ción tal y como se define formalmente. En primer lugar, cuando nos referimos a dicha operación en este
contexto, hacemos referencia a la aplicación de varias convoluciones de forma paralela.

Además, los datos de entrada no son solamente un array de valores sino que, por ejemplo, una imagen
a color alberga en cada ṕıxel información sobre la intensidad de rojo, verde y azul. Esto se conoce como
canales y el número de canales, como profundidad (una imagen a color tendrá 3 canales y en blanco y
negro, 1). Por tanto, cuando se trabaja con imágenes, se suelen representar en tensores tridimensionales:
una dimensión para los canales y las otras dos, espaciales. De hecho, puesto que en la práctica lo más
eficiente es trabajar con minilotes, las implementaciones trabajan con tensores en cuatro dimensiones, tal
y como veremos cuando llevemos a cabo nuestras particulares simulaciones. En esta cuarta dimensión, por
simplicidad en la exposición del desarrollo teórico, la omitiremos, pero notemos que sirve para guardar
las muestras del correspondiente minilote.

Supongamos que tenemos un tensor de cuatro dimensiones como núcleo, K, cuyos elementos son
Ki,j,k,l que conecta una determinada unidad de salida en el canal j con una determinada unidad de
entrada en el canal i de salida, con una diferencia de k filas y l columnas menos entre la salida y la
entrada (la operación convolución aśı descrita reduce las dimensiones). Supongamos también que los
datos de entrada son V con elementos Vi,j,k referidos al valor de la unidad de entrada en el canal i en
la fila j y la columna k. Análogamente, la salida la denotaremos por Z, que será producida mediante la
convolución de K y V, sin invertir el núcleo:

Zi,j,k =
∑
l,m,n

Vl,j+m−1,k+n−1Ki,l,m,n, (2.15)

donde los ı́ndices del sumatorio hacen referencia a aquellos valores de los tensores para los que la suma
es posible.

Si queremos omitir ciertas posiciones del núcleo para reducir el costo computacional (en detrimento
de la obtención de mejores atributos), es posible reducir la salida de forma que el núcleo se desplace s
ṕıxeles antes de realizar cada convolución.

Zi,j,k = c(K,V, s)i,j,k =
∑
l,m,n

[
Vl,(j−1)×s+m,(k−1)×s+nKi,l,m,n

]
, (2.16)
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donde c denota la operación convolución correspondiente. Además, denominaremos a s el paso (o stride),
siendo también posible definir uno para cada dirección.

Figura 2.7: Paso o stride. Fuente [12].

Otra operación que llevan a cabo las redes neuronales convolucionales es el relleno (o padding), que se
denota por p: se trata de rellenar los bordes del tensor de datos de entrada V habitualmente con ceros,
con el fin de controlar la dimensión del núcleo y de la salida de forma independiente. Si no se lleva a cabo
esta técnica, el núcleo solo es capaz de desplazarse ciertas posiciones en la imagen, en concreto, aquellas
posiciones en las que esté por completo contenido en el interior de dicha imagen.

Figura 2.8: Relleno o padding, p = 1. Fuente [12].

Si tratamos con imágenes en dos dimensiones Win × Hin (anchura y altura), entonces teniendo en
cuenta las dimensiones del núcleo k × k, el paso s y el relleno p, las dimensiones de la salida serán:

Wout =
Win − k + 2p

s
+ 1

Hout =
Hin − k + 2p

s
+ 1.

(2.17)

Estamos ya en condiciones, por tanto, de comprender cómo funcionan las capas convolucionales. No
obstante, también se ha explicado que son caracteŕısticas las capas de reducción, que podemos entender
ahora que sabemos lo que son los núcleos y los pasos. El tipo más común de reducción es el max-pooling,
consistente en retener el valor máximo en cada desplazamiento en los datos de entrada de un núcleo de
determinadas dimensiones, tal y como se observa en la figura 2.9.

Figura 2.9: Max-pool, con núcleo 2× 2 y s = 2. Fuente [26].
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Tal y como acabamos de ver, la operación convolución que llevan a cabo las redes neuronales convo-
lucionales se puede representar como un producto de matrices dispersas si transformamos el tensor de
entrada en un vector mediante aplanamiento (o flattening), es decir, eliminando todas las dimensiones
excepto una, como puede verse en la figura 2.10. Esta reinterpretación nos permite definir otra importante
operación: la convolución traspuesta, consistente en multiplicar por la matriz traspuesta de la convolución.
Como resultado de esta operación, al contrario que al realizar la convolución, se aumenta la dimensión
de la salida. Esto veremos que será de especial importancia en las GANs a la hora de generar imágenes.

Figura 2.10: Aplanamiento o flattening. Fuente [12].

2.2.3. Back-propagation en CNNs

En al sección 2.1.2 se dio la descripción del algoritmo de back-propagation en general y, además, en
particular para las capas densas. En el caso de las redes convolucionales la deducción de las ecuaciones
se complica debido a que, además de las operaciones matriciales que se llevan a cabo en las capas densas,
se introducen variantes de la operación convolución de expresión más complicada (2.16) en las capas
caracteŕısiticas de estas redes. Un desarrollo detallado al respecto se puede consultar en [29]; con el fin
de tener una idea general de cómo funciona dicho estudio, veámoslo para el caso de dos dimensiones y
para una sola muestra de entrada, tal y como se hace en [30] (Caṕıtulo 9 ).

Supongamos que queremos entrenar una red neuronal convolucional de núcleo K aplicado a una
imagen V con paso s. Entonces, en la propagación “hacia delante” en las capas convolucionales se aplica
la ecuación (2.16) para determinar la salida Z y se computa la función de pérdida `(V,K). A continuación,
al comenzar la propagación “hacia atrás”, se calcula el tensor G cuyas componentes son

Gi,j,k =
∂

∂Zi,j,k
J(V,K). (2.18)

Como sabemos, para entrenar la red debemos computar las derivadas con respecto a los núcleos, para lo
cual se utiliza la función

g(G,V, s)i,j,k,l =
∂

∂Ki,j,k,l
J(V,K) =

∑
m,n

Gi,m,nVj,(m−1)×s+k,(n−1)×s+l, (2.19)

y, además, para propagar el gradiente será necesario computar el gradiente con respecto a V, para lo cual
se utiliza la función

h(K,G, s)i,j,k =
∂

∂Vi,j,k
J(V,K)

=
∑
l,m

∑
n,p

∑
q

Kq,i,m,pGq,l,n,
(2.20)

con l,m tales que (l − 1)× s+m = j y n, p tales que (n− 1)× s+ p = k.
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Notemos que el procedimiento es análogo al descrito en los Algoritmos 3 y 4, con la única diferencia
de la mayor complejidad que las convoluciones introducen en las expresiones correspondientes.
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Caṕıtulo 3

Redes Generativas Adversariales
(GANs)

Los procedimientos de aprendizaje automático, tal y como se remarcó anteriormente, son de gran im-
portancia en la actualidad y se realiza una importante labor investigadora sobre ellos. Como es ya sabido,
las redes neuronales son un grupo de reglas de aprendizaje de los más utilizados, pues han conseguido un
éxito enorme en tareas de clasificación (reconocimiento de d́ıgitos manuscritos, detección de spam...). Sin
embargo, en los años 90 se comenzó a ver su fragilidad frente a ataques consistentes en ligeras modifica-
ciones que derivaban en completos cambios en las predicciones. En el contexto de estudiar y diseñar estos
ataques adversariales, surgen las Redes Generativas Adversariales (GANs), propuestas originalmente por
Ian Goodfellow en 2014 [31].

Las GANs son una clase de algoritmos generativos. Su fin es generar observaciones falsas cuya distri-
bución sea lo más aproximada posible a una distribución objetivo P ? de la que solo disponemos de una
muestra verdadera.

Los datos involucrados en el proceso son, en general, muy complejos y no es posible determinar con
precisión P ? mediante un modelo paramétrico clásico, como es la estimación de máxima verosimilitud.
Además, la dimensión de las muestras es muy grande, por lo que también hay que descartar técnicas de
estimación no paramétrica, como vecinos más próximos.

El proceso se lleva a cabo mediante un cierto tipo de juego en el que participan una familia de genera-
dores y una familia de discriminadores: los primeros tratan de crear muestras que sigan en la medida de lo
posible la distribución P ?, mientras que los segundos tienen como objetivo distinguir dichas observaciones
generadas de las reales provenientes de P ?. Ambos son implementados mediante redes neuronales que son
entrenadas para optimizar una función objetivo tratando de conseguir que las muestras generadas sean
lo más indistinguibles posibles de las originales.

Para comprender esto mejor, de manera más intuitiva, podemos pensar en el śımil que se emplea en el
papel original [31]: el generador se puede considerar análogo a un equipo de falsificadores que tratan de
falsificar moneda y utilizarla sin ser detectados. Por su parte, el discriminador se puede interpretar como
la polićıa, tratando de detectar la moneda falsa. La competición en este juego lleva a ambos equipos a
mejorar sus métodos hasta que las falsificaciones son indistinguibles de los art́ıculos genuinos.

Este caṕıtulo se organiza tal y como se muestra a continuación, de forma que se aprovechan los
conceptos anteriormente expuestos pudiendo, por fin, ver su relación con el objetivo del presente trabajo:

Formulación matemática del problema: se seguirá el planteamiento expuesto en [31] y [5], buscando
en esta sección una exposición lo más clara posible con el fin de ver la analoǵıa con lo expuesto
formalmente sobre el aprendizaje automático y las redes neuronales en el Caṕıtulo 2. Por tanto,
se explica el problema a resolver por las GANs y cómo implementarlo en las redes neuronales que
conforman el generador y el discriminador, respectivamente.
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Relación con la divergencia de Jensen-Shannon: remarcamos en esta sección la importancia de
resolver con la métrica adecuada el problema de discriminación estad́ıstico, lo que nos hab́ıa llevado
a desarrollar la sección 1.1. Veremos, siguiendo los argumentos de [5], que las GANs, en el caso
particular de poder trabajar con todos los discriminadores posibles, resuelven el problema expuesto
anteriormente minimizando la divergencia de Jensen-Shannon. Para demostrarlo, se requiere el
hecho de que su ráız sea una distancia. Además, finalmente, se reflexiona sobre la similitud con un
problema de estimación clásico de máxima verosimilitud.

Buenas propiedades estad́ısticas de las GANs: el caso particular que acabamos de mencionar de
no restringir la familia de discriminadores es una mera idealización, pues en la práctica no sucede
aśı. No obstante, demostraremos, tal y como se hace en [5], que las GANs presentan una serie de
propiedades que garantizan su buen funcionamiento aún en el caso real en términos del error de
Jensen-Shannon.

3.1. Formulación matemática del problema

Tras la descripción introductoria que acabamos de hacer de las GANs, nos encontramos ya en condicio-
nes de describirlas formalmente teniendo en cuenta que los caṕıtulos anteriores nos sirven de fundamento.

El propósito de las GANs, como ya sabemos, es generar ejemplos artificiales lo más parecidos posibles
a los reales que se utilizan como entrada. Este concepto de similitud, impreciso aśı descrito, es el que se
trataremos ahora de desarrollar y formular matemáticamente, basándonos en el papel original [31] y en [5].

Supondremos que estamos trabajando en E ⊆ Rd, con d suficientemente grande y, además, que todas
las medidas de probabilidad consideradas en esta sección son absolutamente continuas con respecto a
una cierta medida µ. Consideraremos que nuestro modelo de datos disponibles (por ejemplo, imágenes)
lo constituye una muestra de vectores aleatorios independientes e igualmente distribuidos X1, . . . , Xn

con ley desconocida P ? en E, cuya función de densidad (respecto a µ) denotaremos por p? y ya hemos
demostrado que existe en estas condiciones anteriormente.

Se asume que es posible generar variables aleatorias Z ∈ Rd′ , d′ � d, conocidas como variables ruido;
y se considera una familia paramétrica de generadores G = {Gθ}θ∈Θ ,Θ ⊂ Rp, con p suficientemente

grande y Gθ : Rd′ → E, que se aplican a dichas variables aleatorias Z.

El objetivo es usar Gθ(Z), con una elección adecuada de θ, como observación “falsa”, es decir, con
distribución parecida a la original P ?. Identificamos para ello las leyes de Gθ(Z) con la densidad (res-
pecto a µ), que denotamos por pθ. De esta forma, la familia de densidades asociada a los generadores es

P = {pθ}θ∈Θ, es decir, tenemos que Gθ(Z)
L
= pθdµ, donde para cada θ, pθ es un candidato a representar

la densidad p?. Es importante destacar que p? no tiene por qué pertenecer a P. De hecho, en general
p? /∈ P por la complejidad de los datos con los que trabajan las GANs.

En definitiva, se busca estimar θ tal que las observaciones procedentes de pθ sean dif́ıciles de distin-
guir de las de p?. Para conseguirlo se parte de X1, . . . , Xn y de una muestra “falsa” representada por

Gθ(Z1), . . . , Gθ(Zn), con Z1, . . . , Zn i.i.d.
L
= Z; y se trata de distinguirlas, lo que conlleva entrenar un

discriminador D ∈ D, para cierta clase D, con D : E → [0, 1]. D(x) se puede interpretar como la pro-
babilidad de que la observación x provenga de la distribución original P ?: cuanto más alto sea el valor,
mayor es dicha probabilidad.

Con el objetivo que se acaba de describir, podŕıamos minimizar el riesgo emṕırico asociado a la pérdida
loǵıstica. Veámoslo, teniendo presente lo visto en la Sección 1.2.4.2.

Codificando las dos clases por medio de la variable respuesta yi ∈ Y = {−1, 1}, sabemos que se tiene
la pérdida loǵıstica (1.51) para n = 1. Es decir, en nuestro caso, con n observaciones, tenemos que resolver

mı́n
w0,w

n∑
i=1

log
(

1 + e−yif(xi;w0,w)
)
, f(xi;w0,w) = w0 + w>xi, yi ∈ Y. (3.1)
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Una interpretación equivalente es, tal y como hicimos en (1.57), utilizando la transformación logit [17]:

P(y = 1 | X = xi) =
1

1 + e−f(xi;w0,w)
,

P(y = −1 | X = xi) =
e−f(xi;w0,w)

1 + e−f(xi;w0,w)
=

1

1 + ef(xi;w0,w)
.

(3.2)

Las probabilidades las podemos denotar P(y = yi | X = xi) = p(xi, yi;w0,w). Por tanto, f(xi, w0,w) ≥ 0
se clasifica como yi = +1 y esto ocurre si, y solo si, p(xi, yi;w0,w) ≥ 1

2 ; y al contrario con el caso
f(xi, w0,w) < 0.

El problema (3.1) ya sabemos que es equivalente a minimizar

−
N∑
i=1

log p(xi, yi;w0,w),

es decir, a maximizar la log-verosimilitud.

En concreto, en el caso que nos ocupa, X1, . . . , Xn frente a Gθ(Z1), . . . , Gθ(Zn), se trata de maximizar

n∑
i=1

log p(Xi, yi;w0,w) +
n∑
i=1

log (1− p (Gθ(Zi), yi;w0,w)) , (3.3)

o, equivalentemente,
n∏
i=1

p(Xi, yi;w0,w)×
n∏
i=1

(1− p (Gθ(Zi), yi;w0,w)) . (3.4)

Notemos que podemos tomar otra función D(xi) ∈ [0, 1], que no tiene por qué ser necesariamente
p(xi, yi;w0,w). Es decir, un discriminador D de cierta clase D y maximizar

n∏
i=1

D(Xi)×
n∏
i=1

(1−D ◦Gθ (Zi)) .

Entonces,

máx
D∈D

n∏
i=1

D (Xi)×
n∏
i=1

(1−D ◦Gθ (Zi)) (3.5)

es la verosimilitud maximizada; es una medida de la capacidad de la clase D (el modelo D) de discriminar
observaciones verdaderas de observaciones “falsas”. La idea de las GANs es, como dijimos, buscar el valor
de θ que hace más dif́ıcil discriminar entre las observaciones auténticas y las generadas en el sentido
anterior, lo que motiva considerar el problema minimax

ı́nf
θ∈Θ

sup
D∈D

[
n∏
i=1

D (Xi)×
n∏
i=1

(1−D ◦Gθ (Zi))

]
, (3.6)

o, equivalentemente, encontrar θ̂ ∈ Θ tal que

sup
D∈D

ˆ̀(θ̂, D) ≤ sup
D∈D

ˆ̀(θ,D) ∀θ ∈ Θ, (3.7)

donde se define función objetivo a optimizar como

ˆ̀(θ,D) =
1

n

n∑
i=1

logD (Xi) +
1

n

n∑
i=1

log (1−D ◦Gθ (Zi)) . (3.8)

Se trata de la versión emṕırica de:

`(θ,D) =

∫
log(D)p?dµ+

∫
log(1−D)pθdµ. (3.9)
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Estamos ya en condiciones de apreciar la clara y previamente anunciada analoǵıa existente entre la fun-
ción objetivo a optimizar en el caso de las GANs (3.8) y en el caso de la regresión loǵıstica (1.61).

Continuando con nuestro desarrollo, a partir de (3.9), se puede reescribir el problema minimax como

mı́n
θ

máx
D

`(θ,D) = EX∼P? [logD(X)] + EZ∼Pθ [log(1−D ◦ (Gθ(Z))]. (3.10)

Interpretemos estas expresiones. El juego con el que comenzábamos describiendo las GANs viene repre-
sentado tanto por (3.6) como por (3.10): se trata de que la distribución de Gθ(Zi) (es decir, pθ) sea lo
más indistinguible posible de la distribución de Xi (es decir, P ?). Sabemos que la capacidad de distinción
la tienen los discriminadores. Por tanto, D se determina de tal forma que sea máximo en Xi y mı́nimo
en Gθ(Zi).

En otras palabras, D se entrena para maximizar la probabilidad de asignar las etiquetas correctas
tanto a las muestras del conjunto de entrenamiento como a las generadas; por su parte, G se entrena para
minimizar log(1−D ◦ (Gθ(Z)), es decir, para minimizar la capacidad de discriminación.

Equivalentemente, en (3.7) se muestra que la situación más favorable será aquella en que se anule

supD∈D
ˆ̀(θ,D) o, lo que es lo mismo, cuanto más grande sea esta cantidad, más distintas serán las mues-

tras.

En resumen, Gθ debe ser tal que minimice supD∈D
ˆ̀(θ,D) con el objetivo de encontrar θ̂ tal que

Gθ̂ (Z1) , . . . , Gθ̂ (Zn) tengan una distribución lo más aproximada posible a la desconocida P ?. Es decir,
que las muestras generadas sean lo más indistinguibles posibles de las originales. Por su parte, D debe ser
tal que maximice supD∈D

ˆ̀(θ,D) y, por tanto, maximice la probabilidad de asignar la etiqueta correcta
tanto a las muestras del conjunto de entrenamiento como a las que han sido generadas.

Notemos que la familia de generadores G es paramétrica, por lo que en la práctica son funciones dife-
renciables con parámetro θ que se trata de estimar mediante una red neuronal. Asimismo, la familia de
discriminadores D también se tendrá que considerar paramétrica en la práctica D = {Dα}α∈Λ, Λ ⊂ Rq,
con q suficientemente grande, e implementarse mediante otra red neuronal.

Ambas redes neuronales se entrenarán simultáneamente, teniendo en cuenta cuál es su objetivo a la
hora de computar el algoritmo de Descenso de Gradiente Estocástico (Algoritmo 2). En primer lugar, en
este caso los parámetros que se deben actualizar son θ para los generadores y α para los discriminadores.
El otro cambio se debe a que, en el caso de los generadores, puesto que buscan minimizar la función
objetivo, tendrá que hacerse tal y como se expuso en el Algoritmo 2; mientras que, en el caso de los dis-
criminadores, la actualización de los parámetros deberá ir a favor del gradiente en cada iteración, puesto
que se trata de maximizar la función objetivo.

3.2. Relación con la divergencia de Jensen-Shannon

Una vez formulado el problema en analoǵıa a lo expuesto en caṕıtulos anteriores sobre la teoŕıa es-
tad́ıstica de aprendizaje y las redes neuronales, nos centraremos en buscar la relación con la divergencia
de Jensen-Shannon que ya hab́ıamos adelantado. En concreto, veremos a partir de los resultados de [5]
que, bajo la condición de no restringir la familia de discriminadores, las GANs plantean un problema de
minimización de la citada divergencia.

Supongamos, por tanto, una situación idealizada en la que la familia D no está restringida, es decir,
equivale al conjunto de todas las funciones de Borel de E en [0, 1] y que denotamos por D∞.

Teniendo en cuenta la expresión (3.9) y que el espacio de llegada de los discriminadores es el [0, 1],
podemos realizar la siguiente acotación:

0 ≥ sup
D∈D∞

`(θ,D) ≥ − log 2

(∫
p?dµ+

∫
pθdµ

)
= − log 4, (3.11)
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que implica que

ı́nf
θ∈Θ

sup
D∈D∞

`(θ,D) ∈ [− log 4, 0]. (3.12)

En consecuencia,

ı́nf
θ∈Θ

sup
D∈D∞

`(θ,D) = ı́nf
θ∈Θ

sup
D∈D∞:`(θ,D)>−∞

`(θ,D), (3.13)

lo cual nos permite definir los discriminadores θ−admisibles como aquellos tales que `(θ,D) > −∞. En
lo que sigue, consideraremos solamente los de este tipo.

Trabajando en D∞ podemos escribir el supD∈D∞ `(θ,D) tal y como sigue, lo cual nos dará la relación
buscada con la divergencia de Jensen-Shannon:

sup
D∈D∞

`(θ,D) = sup
D∈D∞

∫
[log(D)p? + log(1−D)pθ] dµ

≤
∫
D∈D∞

sup [log(D)p? + log(1−D)pθ] dµ

= ` (θ,D?
θ) ,

(3.14)

donde,

D?
θ =

p?

p? + pθ
(3.15)

es el discriminador óptimo, es decir, el que se corresponde con la regla de Bayes. (Por convenio, 0/0 = 0
y ∞× 0 = 0).

Operando y utilizando propiedades de los logaritmos, se tiene que

`(θ,D?
θ) = 2DJS(p, pθ)− log 4, ∀θ ∈ Θ. (3.16)

A partir de (3.14) y (3.16), llegamos finalmente a la igualdad

sup
D∈D∞

`(θ,D) = ` (θ,D?
θ) = 2DJS (p?, pθ)− log 4, ∀θ ∈ Θ. (3.17)

Esta expresión (3.17) resume lo que hemos deducido: D?
θ es el supremo óptimo de `(θ,D) en D∞, el cual

está relacionado con la divergencia de Jensen-Shannon entre p? y p.

Respecto a la unicidad de D?
θ , no es cierta en general. Veremos en lo que sigue que śı que se tiene en

determinadas condiciones. En concreto, cumplirse que µ ({p? = pθ = 0}) = 0.

Teorema 3.1. Sean θ ∈ Θ y D ∈ D∞ tales que `(θ,D) = `(θ,D?
θ). Entonces, D = D?

θ µ − c.s. en el
complementario del conjunto {p? = pθ = 0}.

En particular, si este conjunto es de medida nula, µ ({p? = pθ = 0}) = 0, entonces la función D?
θ es

el único discriminador que tal que
{D?

θ} = argmax
D∈D∞

`(θ,D). (3.18)

Demostración.

Sea D ∈ D∞ un discriminador tal que `(θ,D) = `(θ,D?
θ). En particular, supongamos que D es θ −

admisible, es decir, `(θ,D) > −∞. Sea A = {p? = pθ = 0} y fα = p? log(α) + pθ log(1 − α), α ∈ [0, 1].
Aśı, tenemos que, de acuerdo con (3.9)

`(θ,D) =

∫
fDdµ,
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y

`(θ,D?
θ) =

∫
fD?θdµ.

Por tanto, ∫
Ac

(
fD − fD?θ

)
dµ = 0.

Además, por (3.17) se tiene que

sup
D∈D∞

`(θ,D) = `(θ,D?
θ), ∀θ ∈ Θ,

con lo cual:

fD ≤ f?Dθ = sup
α∈[0,1]

fα ∀D ∈ D∞.

Deducimos que fDθ = fD?θ µ− c.s. en Ac. Por unicidad del máximo de α 7→ fα en Ac, podemos concluir
ya que D = D?

θ µ− c.s. en Ac.

Veamos ahora con un contraejemplo que la condición µ(A) = 0 es necesaria para garantizar la unicidad
de D?

θ buscada. Supongamos que pθ = p?. En este caso, ∀D̄ ∈ D∞, el discriminador D?
θ1{pθ>0}+D̄1{pθ=0}

satisface

`
(
θ,D?

θ1{pθ>0} + D̄1{pθ=0}
)

= ` (θ,D?
θ) ,

lo cual implica que, si µ(A) 6= 0, entonces D?
θ no es único. �

A partir de la expresión (3.17) tiene sentido definir ahora el parámetro θ? ∈ Θ como aquel que cumple

` (θ?, D?
θ∗) ≤ ` (θ,D?

θ) ∀θ ∈ Θ, si D = D∞, (3.19)

o, equivalentemente,

DJS (p?, pθ∗) ≤ DJS (p?, pθ) ∀θ ∈ Θ, si D = D∞. (3.20)

Por tanto, si trabajamos con D∞, podemos interpretar θ? como el mejor parámetro en Θ para estimar
la densidad desconocida p? en términos de la divergencia de Jensen-Shannon. Es decir, el generador
Gθ? es el generador óptimo y la densidad pθ? es la que nos gustaŕıa usar para generar las muestras
falsas. Nótese que si p? ∈ P, entonces p? = pθ? y DJS (p?, pθ∗) = 0, que cuadra con la idea de que, en es-
te caso, las GANs tratan de minimizar esta divergencia. No obstante, recordemos que, en general, p? /∈ P.

Veamos a continuación bajo qué condiciones θ? existe y es único: sean P y Q probabilidades en E y
trabajemos con la distancia de Jensen-Shannon definida en la sección 1.1.2.2 como δ =

√
DJS(P,Q). Ya

dedujimos del Teorema de Radon-Nikodym A.1, en (1.4), que podemos considerar p? = dP?

dµ y pθ = dPθ
dµ .

Es necesario, en primer lugar, que P = {Pθ}θ∈Θ sea compacto para dicha métrica. Para garantizarlo,
demostremos el siguiente lema.

Lema 3.1. Supongamos que Θ es compacto, P es convexo y:

1. ∀x ∈ E, la función θ 7→ pθ(x) es continua en Θ.

2. sup(θ,θ′)∈Θ2 |pθ log pθ′ | ∈ L1(µ).

Entonces, P es compacto para la métrica δ.
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Demostración.

Puesto que Θ es compacto, por la caracterización secuencial de la compacidad, es suficiente probar que,
dada la sucesión (θn)n ⊂ Θ, si converge a θ ∈ Θ, entonces DJS(pθ, pθn)→ 0, donde, por definición

DJS (pθ, pθn) =

∫ [
pθ log

(
2pθ

pθ + pθn

)
+ pθn log

(
2pθn

pθ + pθn

)]
dµ.

Podemos concluir que converge hacia 0 aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada de Le-
besgue ([64], Teorema 1.34), puesto que P es convexo por hipótesis y estamos suponiendo 1 y 2. �

La primera parte del siguiente teorema, interpretada en términos de distribuciones en lugar de paráme-
tros, garantiza la existencia y la unicidad de θ?.

Teorema 3.2. Supongamos que el modelo P = {Pθ}θ∈Θ es convexo y compacto para la métrica δ. Si
p? > 0 µ− c.s., entonces existe una única densidad p̄ ∈ P tal que

{p̄} = arg mı́n
p∈P

DJS (p?, p) . (3.21)

En particular, si el modelo P es identificable, entonces

{θ?} = arg mı́n
θ∈Θ

L (θ,D?
θ) , (3.22)

o, equivalentemente,

{θ?} = arg mı́n
θ∈Θ

DJS (p?, pθ) . (3.23)

Nótese que la condición de ser un modelo paramétrico identificable expresada en la segunda parte del
teorema es muy dif́ıcil de satisfacer a causa de la dimensión tan alta con la que trabajan las GANs.

Demostración.

La segunda parte se deduce inmediatamente de la anterior a partir de la expresión (3.17). Por tanto,
basta probar que existe una única densidad p̄ de P tal que

{p̄} = arg mı́n
p∈P

DJS (p?, p) .

Existencia: puesto que P es compacto para δ, basta ver que la función

P → R+
P 7→ DJS (P ?, P )

es continua. Esto es claro, pues, para todo P1, P2 ∈ P,

|δ (P ?, P1)− δ (P ?, P2)| ≤ δ (P1, P2) ,

por la desigualdad triangular. Por tanto arg mı́np∈PDJS (p?, p) 6= ∅.

Unicidad : para a ≥ 0, consideremos la función Fa definida por

Fa(x) = a log

(
2a

a+ x

)
+ x log

(
2x

a+ x

)
, x ≥ 0.

(Por convenio, 0 log 0 = 0). Puesto que

F ′′a (x) =
a

x(a+ x)
,

Fa es estrictamente convexa siempre que a > 0.
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Probemos ahora que p 7→ DJS(p?, p), p ∈ P ⊂ L1(µ) es también estrictamente convexa. Sea λ ∈ (0, 1)
y p1, p2 ∈ P con p1 6= p2, es decir, µ({p1 6= p2}) > 0. Entonces

DJS (p?, λp1 + (1− λ)p2)

=
∫
Fp? (λp1 + (1− λ)p2) dµ

=
∫
{p1=p2} Fp

? (p1) dµ+
∫
{p1 6=p2} Fp

? (λp1 + (1− λ)p2) dµ.

Puesto que Fp? es estrictamente convexa en {p? > 0}, tenemos

DJS (p?, λp1 + (1− λ)p2)

<
∫
{p1=p2} Fp

∗ (p1) dµ+ λ
∫
{p1 6=p2} Fp

∗ (p1) dµ

+(1− λ)
∫
{p1 6=p2} Fp

∗ (p2) dµ,

lo cual implica

DJS (p?, λp1 + (1− λ)p2) < λDJS (p?, p1) + (1− λ)DJS (p?, p2) .

Por tanto, la función p 7→ DJS(p?, p), p ∈ P ⊂ L1(µ) es estrictamente convexa y, en consecuencia su
arg mı́n en el conjunto convexo P es, o bien el vaćıo, o bien un conjunto unipuntual. �

En conclusión, la divergencia de Jensen-Shannon es la que está realmente implicada en el problema que
resuelven las GANs: en el caso idealizado en que no restringimos la familia de discriminadores
D = D∞ puede formularse, asintóticamente, como un problema de minimización de la divergencia
de Jensen-Shannon según (1.22). Es decir, más concretamente, trabajando con D∞ puede interpre-
tarse como la búsqueda del estimador óptimo de ı́nfθ∈ΘDJS (p?, pθ), frente a la estimación de máxima
verosimilitud, que tiene como objetivo, también asintóticamente, minimizar la divergencia de Kullback.

Sin embargo, suponer que podemos trabajar con D∞ es una mera idealización. En la práctica, como ya
hemos comentado, no todos los discriminadores están disponibles y se trabaja con una familia paramétrica
D = {Dα}α∈Λ, Λ ∈ Rq.

3.3. Garant́ıas estad́ısticas para GANs

Hasta ahora hemos tratado el caso ideal en el que la familia de discriminadores no está restringida,
aunque hemos hecho mención en varias ocasiones a que esta interpretación no es realista, por lo que nos
gustaŕıa asegurar que no se ha perdido generalidad en el desarrollo anterior a la hora de garantizar el
correcto rendimiento en la práctica.

Pasemos, por tanto, a demostrar que considerando la formulación matemática anteriormente expuesta
del problema, las GANs presentan ciertas propiedades estad́ısticas expuestas en [5] que ofrecen garant́ıas
sobre su buen funcionamiento.

Trabajaremos ahora en el caso real en que la clase de discriminadores está restringida a D = {Dα}α∈Λ,

Λ ∈ Rq. Por tanto, el estimador en la práctica es θ̂ ∈ Θ y es el que se utiliza para crear muestras falsas
mediante el generador Gθ̂. Para evitar confusiones con un discriminador dado, D = Dα, usaremos la

notación ˆ̀(θ, α) (resp. `(θ, α)) en lugar de ˆ̀(θ,D) (resp. `(θ,D)).

Además, puesto que lo utilizaremos en el posterior desarrollo, recordemos que denotábamos D?
θ (3.15)

al discriminador óptimo (regla de Bayes) y θ? (3.19) al mejor parámetro en Θ para estimar la densidad
desconocida p? cuando se trabaja en D∞.

Comencemos estudiando las propiedades de la distribución pθ̂ en términos del error de Jensen-
Shannon, DJS

(
p?, pθ̂

)
−DJS (p?, pθ?).
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Supondremos en lo que sigue que Θ y Λ son subconjuntos compactos de Rp y Rq, respectivamenteme.
Además, asumiremos que µ(E) <∞, en cuyo caso todos los discriminadores son Lp(µ) para todo p ≥ 1

El siguiente teorema nos garantiza el buen funcionamiento de las GANs en el caso prácti-
co, pues asegura que, asintóticamente, la diferencia DJS

(
p?, pθ̂

)
− DJS (p?, pθ?) no es mayor que un

término proporcional a ε2. A pesar de las limitaciones que tiene debido a la serie de hipótesis que se
requiere, que podŕıa considerarse en cierto modo restrictiva, es el primer resultado interesante so-
bre la teoŕıa estad́ıstica de las GANs que aporta garant́ıas teóricas sobre su buen funcionamiento. Su
demostración se ha publicado en [5] y esta será la versión que utilicemos para probarlo a continuación.

Teorema 3.3. Supongamos que, para cierto M > 0, p? ≤ M para todo θ ∈ Θ y hagamos las siguientes
suposiciones de regularidad:

1. Existe κ ∈ (0, 1/2) tal que, para todo α ∈ Λ, κ ≤ Dα ≤ 1− κ. Además, la función (x, α) 7→ Dα(x)
es de clase C1 y su diferencial está uniformemente acotada.

2. Para todo z ∈ Rd, la función θ 7→ Gθ(z) es de clase C1, uniformemente acotada y su diferencial
también está uniformemente acotada.

3. Para todo x ∈ E, la función θ 7→ pθ(x) es de clase C1, uniformemente acotada y su diferencial
también está uniformemente acotada.

4. Existe ε > 0 y m ∈ (0, 1/2) tales que, para todo θ ∈ Θ, existe D ∈ D acotado tal que m ≤ D ≤ 1−m
y ‖D −D?

θ‖2 ≤ ε.

Tomando ε < 1/(2M), se tiene que:

EDJS

(
p?, pθ̂

)
−DJS (p?, pθ?) = O

(
ε2 +

1√
n

)
. (3.24)

Comencemos notando que, bajo las tres primeras suposiciones, se tiene que ˆ̀(θ, α) y `(θ, α) son con-
tinuas. Además, gracias a que asumimos 1, todos los discriminadores de D = Dα son θ− admisible para
todo θ. Recordemos que también supońıamos la compacidad de Θ. Por tanto, garantizamos la existencia
de θ̂; la de θ?, por su parte, sabemos que está asegurada por el Teorema 3.2. En segundo lugar, cabe
destacar que la expresión (3.24) representa el exceso de riesgo medido en la distancia de Jensen-Shannon δ.

Pasemos a demostrar el teorema, para lo cual se recomienda consultar el apéndice B si se quiere
obtener una mayor explicación sobre los conceptos que se van a emplear.

Demostración.

Fijemos ε ∈ (0, 1/(2M)). Como estamos suponiendo 4, podemos elegir D̂ ∈ D tal que m ≤ D̂ ≤ 1−m y
‖D̂−D?

θ‖2 ≤ ε. Se puede demostrar (ver en [5], theorem 4.1, pág. 1548) que existe una constante c1 > 0
tal que

2DJS

(
p?, pθ̂

)
≤ c1ε2 + `(θ̂, D̂) + log 4 ≤ c1ε2 + sup

α∈Λ
`(θ̂, α) + log 4.

Por tanto,

2DJS

(
p?, pθ̂

)
≤ c1ε2 + sup

θ∈Θ,α∈Λ
|ˆ̀(θ, α)− `(θ, α)|+ sup

α∈Λ

ˆ̀(θ̂, α) + log 4

= c1ε
2 + sup

θ∈Θ,α∈Λ
|ˆ̀(θ, α)− `(θ, α)|+ ı́nf

θ∈Θ
sup
α∈Λ

ˆ̀(θ, α) + log 4

≤ c1ε2 + 2 sup
θ∈Θ,α∈Λ

|ˆ̀(θ, α)− `(θ, α)|+ ı́nf
θ∈Θ

sup
α∈Λ

`(θ, α) + log 4,

donde en la primera igualdad se ha aplicado la definición de θ̂ (3.7). Recordemos que, por (3.7), θ̂ es el

minimizador en Θ de supα∈Λ
ˆ̀(θ̂, α).

Entonces, puesto que Λ ⊂ D∞, podemos seguir desarrollando la desigualdad tal que aśı:
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2DJS

(
p?, pθ̂

)
≤ c1ε2 + 2 sup

θ∈Θ,α∈Λ
|ˆ̀(θ, α)− `(θ, α)|+ ı́nf

θ∈Θ
sup

D∈Q∞

`(θ,D) + log 4

= c1ε
2 + 2 sup

θ∈Θ,α∈Λ
|ˆ̀(θ, α)− `(θ, α)|+ ` (θ?, D?

θ?) + log 4

= c1ε
2 + 2DJS (p?, pθ?) + 2 sup

θ∈Θ,α∈Λ
|ˆ̀(θ, α)− `(θ, α)|,

(3.25)

donde, de nuevo, en la primera igualdad se ha aplicado la definición de θ̂ (3.7).

Finalmente, tomando c2 = c1/2, tenemos que:

DJS

(
p?, pθ̂

)
−DJS (p?, pθ?) ≤ c2ε2 + sup

θ∈Θ,α∈Λ
|ˆ̀(θ, α)− `(θ, α)|. (3.26)

Puesto que estamos suponiendo 1, 2 y 3, (ˆ̀(θ, α)− `(θ, α))θ∈Θ,α∈Λ es un proceso sub-gaussiano separable
para la distancia d = S‖ · ‖/

√
n (Definiciones B.2 y B.3), donde ‖ · ‖ es la distancia Eucĺıdea en Rp ×Rq

y S > 0 depende solamente de las cotas tomadas al realizar las suposiciones 1 y 2.

Sea N(Θ × Λ, ‖ · ‖, u) el u-número de cubrimiento de Θ × Λ para la distancia ‖ · ‖ (Definición B.1).
Entonces, a partir de la cota de entroṕıa de Dudley (Corolario B.1.1), se tiene que:

E sup
θ∈Θ,α∈Λ

|L̂(θ, α)− L(θ, α)| ≤ 12S√
n

∫ ∞
0

√
log(N(Θ× Λ, ‖ · ‖, u))du. (3.27)

Puesto que Θ y Λ están acotados, existe r > 0 tal que N(Θ × Λ, ‖ · ‖, u) = 1 para todo u ≥ r, lo cual
permite que integrar de 0 a r en (3.27), y tal que

N(Θ× Λ, ‖ · ‖, u) = O

((√
p+ q

u

)p+q)
, u < r, (3.28)

que se justifica a partir del hecho de que, para todo ε > 0, el u-número de cubrimiento en un compacto
de dimensión d en Rd es de orden 1/εd (ver [33], Lema 5.13).

Por tanto, puesto que la integral de (3.27) es convergente, combinando esto con (3.26) y (3.28),
llegamos finalmente a que:

EDJS

(
p?, pθ̂

)
−DJS (p?, pθ?) ≤ c3

(
ε2 +

1√
n

)
,

para cierta constante positiva que escala como p+ q.

Se concluye la demostración observando que, por (3.20) se cumple que

DJS (p?, pθ∗) ≤ DJS

(
p?, pθ̂

)
∀θ ∈ Θ.

�
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Caṕıtulo 4

Implementación

Una vez expuesto el fundamento teórico de las GANs, nos proponemos llevar a cabo la parte práctica
del trabajo, consistente en utilizar principalmente Keras, una biblioteca desarrollada por François Chollet
que puede emplearse tanto en R como en Python y que ha sido diseñada para aplicaciones espećıficas
de aprendizaje profundo. En este caṕıtulo daremos más detalles al respecto con el fin de comprender el
código necesario para implementar una GAN en busca de lograr el objetivo de generar nuestras propias
imágenes a partir de ciertos conjuntos de datos ya etiquetados que se encuentran disponibles en internet.
Asimismo, nos centraremos principalmente en relacionar toda la teoŕıa anteriormente expuesta con los
pasos a seguir, de manera que restaremos importancia a las ĺıneas de código y su correspondiente sintaxiss.

La implementación de las técnicas de aprendizaje profundo estudiadas merece nuestro atención porque
está suponiendo una revolución tecnológica en la actualidad y se está llevando a cabo una importante
labor investigadora al respecto; en particular en el ámbito de las redes neuronales se pueden citar como
ejemplo [4, 11, 38, 54, 81]. Por este motivo, los cambios se están sucediendo de forma muy rápida, además
de otros factores como el desarrollo y disponibilidad de potente hardware, especialmente GPUs (Unidades
de Procesamiento Gráfico) aśı como de software espećıfico [25] como Keras o Tensorflow. Además, cabe
destacar la existencia de grandes cantidades de datos a partir de los cuales cualquier usuario de internet
puede crear conjuntos de datos etiquetados que resultan necesarios para entrenar los modelos.

Para tratar todo ello, la organización del caṕıtulo es la siguiente:

Exposición a modo introductorio del panorama actual de las GANs. Se mencionan algunos de los
tipos de GANs en que se investiga, aśı como sus aplicaciones prácticas, incidiendo especialmente en
la generación de imágenes para motivar la aplicación que llevaremos a cabo.

Descripción de algunos aspectos computacionales que se requiere entender para desarrollar la imple-
mentación final como son el tratamiento de imágenes, la importancia de la GPU y cómo construir
modelos de aprendizaje profundo con Keras en R y/o Python.

Desarrollo definitivo de la parte práctica del trabajo. Se generan imágenes de d́ıgitos numéricos y
de rostros humanos a partir de los conjuntos de datos MNIST [48] y CelebA [13]. Expondremos
las explicaciones del código de forma descriptiva con el fin de restarle importancia a la sintaxis y
centrarnos en comprender la relación con todo lo estudiado en este manuscrito.

Como referencias principales utilizaremos las contribuciones a la puesta en marcha de las técnicas de
aprendizaje profundo mediante R y Python de François Chollet [15, 16], además de [43]. No obstante,
remarquemos que para una comprensión correcta habrá que tener en todo momento presente la teoŕıa
anteriormente expuesta en el trabajo acerca de redes neuronales y GANs.

Además, la documentación de Keras para la sintaxis espećıfica en R y en Python está disponible
en [40, 60], respectivamente, aunque es muy similar. No la detallaremos pero, cualquier para cualquier
respecto al código necesario al que hagamos referencia en lo que sigue, se puede recurrir a ella.
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4.1. Introducción: aplicaciones de las GANs

Respecto a la implementación de las GANs, tres su reciente aparición en 2014 [31], cabe destacar
que han logrado grandes éxitos en la generación de imágenes con varias arquitecturas que emplean redes
neuronales convolucionales a partir de la exitosa aplicación de las Deep Convolutional GAN (DCGAN)
[62]; por este motivo, las CNNs fueron explicadas en la sección 2.2. Por ejemplo, StyleGan [39] ha creado
imágenes de rostros falsos indistinguibles de los reales. A partir de dicho modelo se ha creado el software
This person does not exist [77] que muestra una cara generada nueva en cada recarga de la página, lo
cual resulta curioso de probar. Otros éxitos en este contexto de generación de imágenes que podemos
citar son [6, 80].

Además, como cabe esperar, para mejorar los defectos que se van encontrando se sigue investigando
en el desarrollo de otras variantes, como Wasserstein Gan [1], AutoGAN [28] o CycleGAN [83].

Por tanto, cada vez se encuentran mejores resultados en tareas de visión computacional y generación
o restauración de imágenes. Por ejemplo, se han propuesto algunas aplicaciones prácticas de utilidad
recientemente como:

Su utilización en medicina para generar imágenes a partir de resonancia magnética como las que
se obtienen mediante tomograf́ıa computarizada, que se aprecian mejor, sin recurrir a esta última
técnica ya que expone a los pacientes a mayores dosis de radiación [55].

Restauración de fotograf́ıas tomadas bajo el mar de calidad aceptable [82] en las que se puedan
realizar apreciaciones correctamente, lo que hasta ahora resulta una tarea complicada en el campo
de la marina militar, ingenieŕıa o investigación marina.

Construcción de mejores imágenes en Radares de Apertura Sintética (SAR) [27], que son un tipo
de radar que permite obtener imágenes de alta resolución a larga distancia, por ejemplo, desde el
espacio.

Por último, aunque nos centraremos en la generación de imágenes, cabe mencionar que también se
está investigando en el empleo de las GANs para generar audio [21, 24].

En definitiva, las GANs representan un nuevo concepo dentro del aprendizaje profundo que está ga-
nando importancia a un ritmo muy rápido. El principal inconveniente que presentan es que aún requieren
un alto costo computacional y son muy sensibles a ligeros cambios en los parámetros, lo cual aún no
está controlado por completo desde el punto de vista teórico. Por tanto, el hecho de que se trate de una
tecnoloǵıa tan puntera y novedosa nos limitará a la hora de poder llevar a cabo la implementación de un
código con el que mostrar algunos ejemplos propios.

Tras esta introducción en la que hemos podido mostrar algunas de las aplicaciones de las GANs,
pasemos por fin a llevar a cabo algunas concretas con el fin de generar imágenes falsas.

4.2. Aspectos computacionales

En secciones anteriores ya hemos descrito algunos aspectos computacionales relativos a cómo se vec-
torizan las imágenes, a la importancia de determinadas elecciones de parámetros y técnicas con el fin de
sacar el máximo partido de la GPU, etc. Ahora, detallaremos mejor su importancia y nos centraremos
en la descripción de Keras y las ideas y herramientas principales en la construcción de modelos que lle-
varemos a cabo finalmente.

Keras es una biblioteca de código abierto creada por François Chollet y perteneciente actualmente
a la plataforma de aprendizaje automático TensorFlow, desarrollada por Google. Puede utilizarse tanto
en R como en Python y proporciona una forma útil y eficaz de definir y entrenar casi cualquier tipo de
modelo de aprendizaje profundo.
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Otras plataformas con el mismo objetivo que TensorFlow son CNTK desarrollada por Microsoft o
Theano desarrollada por MILA. Para mayor información se puede consultar [25].

Inicialmente, las redes neuronales se entrenaban usando la CPU (Unidad Central de Procesamiento)
de una sola máquina, es decir, lo que puede considerarse el procesador de la computadora. Actualmente,
esto es insuficiente y se usa principalmente la GPU, que es un coprocesador dedicado al procesamiento
de gráficos, altamente recomendable especialmente para el procesamiento de imágenes y CNNs, pues la
velocidad de ejecución seŕıa muy lenta en caso contrario.

Keras, via TensorFlow, permite ejecutar sin problemas tanto en CPUs como en GPUs. No obstante,
las ventajas que ofrece la ejecución en GPUs solo es posible si el ordenador dispone de tarjetas gráficas, a
lo cual no hemos tenido acceso en la realización del trabajo. Por tanto, se ha recurrido a utilizar Google
Colaboratory, que permite ejecutar y programar en Python en el navegador con las ventajas de que no
requiere configuración alguna adicional, da acceso gratuito a GPUs y permite compartir contenido fácil-
mente.

Pasemos ahora a explicar, en ĺıneas generales, cómo se define un modelo de aprendizaje profundo con
Keras, para lo cual utilizaremos una función concreta que permite añadir capas sucesivamente para crear
las redes neuronales cuando tenemos solamente una entrada y una salida.

Recordemos que la estructura fundamental de las redes neuronales son las capas y la elección de estas
se debe hacer en base al tipo de datos que estemos utilizando. Por ejemplo, si los datos son tensores
dos-dimensionales de la forma (muestras, etiquetas), se suelen utilizar capas densas. En cambio, las
imágenes, tal y como vimos en la sección 2.2, se almacenan en tensores de cuatro dimensiones
(muestras, altura, anchura, canales) y se procesan mediante capas convolucionales. En ese caso,
hay que seleccionar convenientemente los núcleos, el paso, el relleno y la reducción, ya expuestos. Además,
los valores de los ṕıxeles vaŕıan en el rango [0, 255] y conviene normalizarlos, bien al intervalo [−1, 1],
bien al intervalo [0, 1], según convenga.

La idea es, en resumen, utilizar las capas adecuadas en función del tipo y de las dimensiones de los
datos de entrada y de salida para conseguir las transformaciones deseadas.

Una vez que hemos definido la estructura por capas, debemos entrenar el modelo mediante la función
correspondiente de la libreŕıa Keras. Esta permite elegir la función de pérdida que se debe optimizar y
cómo aplicar el algoritmo SGD, seleccionando convenientemente el ratio de aprendizaje y la versión que
deseemos aplicar (como sabemos, existen SGD con momento, SGD con momento de Nesterov o algorit-
mos con ratios de aprendizaje adaptables como AdaGrad, RMSProp o Adam). También hay que elegir
el tamaño de los minilotes como potencias de dos, tal y como ya indicamos, aśı como el número de ite-
raciones. Para llevar a cabo las elecciones correctas conviene emplear algunas técnicas de regularización
ya descritas, como la interrupción anticipada o el abandono.

Para la evaluación del modelo se pueden calcular ciertas métricas, en particular, utilizaremos la
exactitud (o accuracy), que mide el porcentaje de predicciones realizadas correctamente.

4.3. Generación de imágenes

Pasemos, por fin, a implementar el código que requiere una GAN con el fin de generar imágenes, por un
lado de d́ıgitos y, por otro, de rostros humanos. Para entrenar el modelo utilizaremos, respectivamente, los
conjuntos de datos disponibles en TensorFlow, MNIST [48] y CelebA (CelebFaces Attributes Dataset) [13].

Nos centraremos en hacer un tratamiento descriptivo de manera que se entienda el código en relación
con toda la teoŕıa anteriormente expuesta, distinguiendo dos alternativas:

Generador y discriminador se implementan utilizando solamente redes neuronales prelimentadas.

Se añaden, además, tanto en generador como en discrimindaor, redes neuronales convolucionales.
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Veremos, como cabe esperar a estas alturas del trabajo, que la segunda proporciona mejores resultados
al tratar con imágenes. En particular, compararemos ambas alternativas para el caso de la generación de
d́ıgitos y utilizaremos para los rostros humanos solamente la segunda, por motivos obvios.

Los pasos a seguir para construir un modelo de aprendizaje profundo en Keras son los que ya hemos
descrito en la sección anterior y la mayoŕıa de las decisiones se toman mediante prueba y error, aunque
siempre podemos apoyarnos en los conocimientos teóricos de que disponemos. Igualmente, recordemos
que la sintaxis concreta se puede consultar en la documentación [60] y [40].

Comencemos explicando cómo se debe crear la GAN, pues es común a los modelos que utilicemos.
Sabemos que la idea es entrenar dos redes neuronales simultáneamente: el generador (que recibe un vec-
tor aleatorio y lo utiliza para sintetizar una imagen) y el discriminador (que recibe una imagen real o
generada y trata de predecir de qué caso se trata).

El generador inicialmente solo generará ruido, por lo para entrenarlo con el fin de conseguir imágenes
realistas, se utiliza el discriminador y se conectan ambos modelos mediante otro que constuitirá la GAN
propiamente dicha.

Mientras que el generador se entrena v́ıa el modelo GAN, es fundamental antes de llevar esta opera-
ción a cabo que el discriminador ya haya sido pre-entrenado mediante la combinación de imágenes reales
y falsas (que se comienzan creando mediante ṕıxeles seleccionados al azar), para lo cual se requiere otra
función.

A la hora de entrenar la GAN se conectarán ambos modelos: generador y discriminador. En este
proceso, los parámetros anteriormente obtenidos en el pre-entrenamiento del discriminador no deben ac-
tualizarse. De esta forma, será más propenso a predecir que la imagen es real cuando no lo es, ya que el
generador śı que se estará entrenando mediante el modelo de la GAN a partir de vectores aleatorios con
etiquetas indicando que todas las imágenes son reales (lo cual es, obviamente, falso). En resumen, podŕıa
decirse que el generador se entrena para “engañar” al discriminador.

Puesto que la GAN se enfrenta a un problema de clasificación binaria, la función de pérdida que se
seleccionará es entroṕıa cruzada binaria (1.51), pues se determina que es la que da lugar a los mejores
resultados mediante prueba y error. Además, para mejorar la tarea de optimización se utiliza el algoritmo
Adam [41], que sabemos que mejora la convergencia del SGD y es el más utilizado a la hora de llevar a
cabo este tipo de aplicaciones, sobre todo si los conjuntos de datos son de gran tamaño.

Además, durante el entrenamiento de la GAN se puede observar en cada iteración la función de pérdi-
da del discriminador y del generador; nos interesa que la segunda no aumenta demasiado mientras la
primera tienda a cero. Una vez logrado, el generador habrá dejado de producir ruido y habrá creado
imágenes prácticamente indistinguibles de las reales. También para evaluar el rendimiento del discrimi-
nador se pueden calcular ciertas métricas, como la exactitud (accuracy) en la predicción de imágenes,
que mide el porcentaje de aciertos.

Pasemos ahora a describir en cada caso particular cómo construir los modelos del generador y del
discriminador según convenga para la consecución del objetivo propuesto.

4.3.1. Dı́gitos numéricos

El objetivo es implementar una GAN con la que logremos generar d́ıgitos manuscritos artificiales.
Para entrenar el modelo utilizaremos el conjuntos de datos disponibles en TensorFlow, MNIST [48], que
se trata de 70000 d́ıgitos escritos a mano. Son imágenes de tamaño 28× 28 en blanco y negro, por lo que
solo habrá un canal: (28, 28, 1).

En primer lugar, implementaremos el generador y el discriminador como redes neuronales prealimen-
tadas utilizando como referencia el código [43] (Chapter 3 ). Es importante recalcar que muchos de los
pasos que iremos dando a partir de este primer ejemplo se deberán repetir en el resto, por lo que llegado
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CAPÍTULO 4. IMPLEMENTACIÓN

el momento, detallaremos principalmente las diferencias que existan.

Por simplicidad, bastará utilizar como generador una red neuronal con una sola capa oculta que tome
como entrada vectores aleatorios y produzca una imagen 28×28×1. Se utilizará la función de activación
Leaky ReLU (2.9) que, al contrario que en ReLU (2.8), no todas las entradas negativas tienen imagen
nula, con lo que se consiguen gradientes positivos bajos y se evita aśı su desvanecimiento. En la capa
de salida se seleccionará la función de activación tangente hiperbólica (2.7) puesto que su utilización,
mediante prueba y error, se determina que produce imágenes con mayor nitidez.

Por su parte, el discriminador tendrá una estructura muy similar, aunque en casos más complejos
esto no suele ocurrir. Las principales diferencias son que como entrada tomará una imagen 28× 28× 1 y,
como salida, dará una probabilidad, luego la función de activación debe ser la sigmoide (2.5), ya que su
imagen está en el intervalo [0, 1].

Respecto al entrenamiento de la GAN, las ideas son las anteriormente expuestas, pero hemos de notar
que, debido a que hemos utilizado la función tangente hiperbólica (2.7) en la salida del generador y su
imagen estará en el intervalo [−1, 1], habrá que normalizar todos los ṕıxeles de forma que se encuentren
entre esos valores.

Además, habrá que elegir convenientemente los hiperpárametros que aparecen: el ratio de aprendizaje,
el número de iteraciones y el tamaño de los minilotes, para lo cual ya hemos estudiado distintas técnicas.

Veamos los resultados obtenidos:

Figura 4.1: Ejemplos de d́ıgitos generados a medida que avanzan las iteraciones, utilizando FFNNs.

Notemos que, al inicio, el generador solamente produce ruido y la calidad de las imágenes va mejorando
progresivamente, a pesar de la simplicidad del modelo. Sin embargo, si comparamos con un ejemplo real
de los utilizados para el entrenamiento, como el de la figura 4.2, vemos que los d́ıgitos generados distan
de ser perfectos.

Figura 4.2: Ejemplo real.
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A continuación, empleando capas convolucionales demostraremos que los resultados son mejores, idea
que proviene del éxitoso desarrollo de las DCGANs (Deep Convolutional GAN ) [62].

Ya sabemos cómo operan estas capas pero, además, vimos que para generar imágenes era fundamental
la convolución traspuesta. Por tanto, en este caso, el generador recibirá como entrada un vector aleatorio
que será convertido a un vector tridimensional mediante una capa densa y posteriormente redimensionado
de forma progresiva mediante dicha operación hasta alcanzar el tamaño de las imágenes que se quieren
generar, 28× 28× 1. Igual que en el caso anterior, se emplea la función de activación Leaky ReLU (2.9)
y en la capa de salida, la tangente hiperbólica (2.7).

Por su parte, en lugar de convoluciones traspuestas, el discriminador realizará la operación convolu-
ción tal y como la describimos en su momento. Como entrada recibirá una imagen 28 × 28 × 1 y, como
salida, dará una probabilidad, por lo que la última capa será densa y con función de activación sigmoide
(2.5); el resto, utilizarán la función Leaky ReLU (2.9).

Además, es importante destacar que en ambos casos las operaciones llevadas a cabo por las capas
convolucionales se ajustan convenientemente seleccionando los núcleos y los pasos dependiendo de las
dimensiones deseadas. Por su parte, el relleno lo ajustaremos mediante same en todos los casos, lo cual
implica que se añaden ceros para que la salida tenga el mismo tamaño que la entrada.

Asimismo, como novedad, se aplica normalización por lotes [36]. En cuanto al entrenamiento de la
GAN no hay cambios con respecto a lo anteriormente expuesto. A modo de curiosidad y para intuir mejor
cómo las CNNs procesan los d́ıgitos, se puede probar a ejecutar la animación [34].

Finalmente, comparando la figura 4.3 con las figuras 4.1 y 4.2, concluimos que los ejemplos generados
ahora śı que son muchos de ellos prácticamente indistinguibles.

Figura 4.3: Ejemplos de d́ıgitos generados utilizando CNNs.

4.3.2. Rostros humanos

El propósito de esta sección es conseguir entrenar una GAN que genere rostros lo más indistingui-
bles posibles de los reales. Para ello, sacando partido de las ventajas ya conocidas en tareas de visión
computacional de las CNNs y de que acabamos de probar que utilizándolas tanto en el generador como
en el discriminador de las GANs se obtienen mejores resultados, pasemos a aplicarlo al conjunto de datos
CelebA [13], que se trata de más de 200000 imágenes de rostros de celebridades, a color y de tamaño
218× 178. Nos inspiraremos en el código de Chollet [14] y también en [45].

Se trata de fotograf́ıas a gran escala, por lo que el costo computacional seŕıa enorme si no las re-
dujéramos, y no tenemos medios para afrontarlo eficientemente. Por tanto, las redimensionaremos a un
tamaño 64× 64× 3, que ya supone una diferencia notable con respecto al caso de los d́ıgitos numéricos
y lo veremos reflejado en un importante aumento del tiempo de cómputo, que evidencia una vez más
nuestras limitaciones a la hora de llevar a cabo la parte práctica del trabajo.
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Con respecto a la estructura del generador y del discriminador, es muy similar a la descrita en el
caso anterior cuando se han incluido CNNs. La diferencia reside en especificar el tamaño de las nuevas
entradas y en que en el discriminador ahora se recomienda utilizar, como técnica de regularización, el
abandono (dropout) que ya describimos. Entonces, a la hora de evaluar el rendimiento de la GAN en este
caso, si viéramos que la pérdida del discriminador comenzara a tender a cero mientras se dispara la del
generador, debeŕıamos probar a aumentar el ratio de abandono del discriminador, aśı como a reducir su
ratio de aprendizaje.

Los resultados obtenidos pueden verse en las figuras 4.4 y 4.7. Es evidente que distan de ser tan
realistas como los rostros que se pueden obtener con el software This person does not exist [77], pero tal
calidad queda fuera de nuestro alcance tanto por limitaciones técnicas como por la dificultad intŕınseca
que supone el hecho de que entrenar una GAN sea un proceso dinámico, en lugar de solamente un pro-
blema de minimización de una determinada función de perdida. Esto involucra una ingente cantidad de
parámetros e hiperparámetros que se deben ajustar la mayoŕıa de las ocasiones mediante astutos trucos
que se adquieren con la práctica, para lo cual hemos consultado las referencias citadas. En cualquier caso,
nos sirve como ejemplo de aplicación de las GANs en la generación de imágenes y para poner en práctica
todo lo anteriormente expuesto.

Figura 4.4: Ejemplos de caras generadas utilizando el código de referencia [45].
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Figura 4.7: Ejemplos de caras generadas utilizando el codigo de referencia [14].
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Conclusiones

Las Redes Generativas Adversariales han supuesto un hito en la historia del aprendizaje profundo
y se está llevando a cabo una interesante labor investigadora al respecto, conscientes de las potentes
aplicaciones que pueden llegar a tener.

Para sacarles el máximo partido es de vital importancia lograr entenderlas desde el punto de vista
teórico de manera rigurosa, pues, como hemos visto, su implementación es de enorme dificultad y la falta
de garant́ıas conlleva delegar demasiadas responsabilidades en trucos que se adquieren mediante prueba
y error.

En esta tarea, es evidente que las Matemáticas juegan un papel fundamental, pues la adaptación de
resultados clásicos hemos visto cómo ha evolucionado hasta llegar a proporcionar explicaciones precisas
sobre estas tecnoloǵıas punteras; también a nivel práctico, pues las ĺıneas de código necesarias no han
supuesto más que una forma de escribir lo que ya hab́ıamos formulado.

A este respecto, hemos visto cómo el clásico problema estad́ıstico de discriminación está presente en las
GANs de forma más compleja y requiere la utilización de ciertas divergencias y métricas. En particular, la
minimización de la distancia de Jensen-Shannon, que proviene de una simetrización de la divergencia de
Kullback, ı́ntimamente relacionada con el también clásico método de estimación de máxima verosimilitud.
Pero esto solo ocurre como tal en el caso ideal de que las clase de discriminadores no esté restringida;
en la práctica, no es aśı, pero se demuestra que gracias a ciertas propiedades, el buen rendimiento está
garantizado.

En cuanto a la tarea de aprendizaje, formulado en términos estad́ısticos, se trata de la minimización
del riesgo emṕırico, es decir, de optimizar la función que cuantifica el error en las predicciones a partir de
los datos disponibles. Dicho problema de optimización se resuelve actualizando los parámetros del riesgo
emṕırico mediante el algoritmo de Descenso de Gradiente, pero esto no es tarea fácil cuando interviene
una gran cantidad de parámetros, tal y como ocurre en el caso de las redes neuronales que, en consecuen-
cia, deben implementar el algoritmo de back-propagation para computar los gradientes. En particular,
se ha demostrado que a la hora de llevar a cabo la tarea de aprendizaje, las GANs utilizan una función
objetivo muy similar a la de la regresión loǵıstica.

Para formular el funcionamiento del generador y del discriminador en las GANs en el citado problema
de aprendizaje, son fundamentales las redes neuronales. Más concretamente, hemos comprobado en la
parte de implementación práctica que a la hora de tratar con imágenes, es conveniente emplear CNNs en
lugar de FFNNs. Aśı, se han generado imágenes de d́ıgitos numéricos y de rostros humanos, en la medida
de nuestras posibilidades, debido tanto a las dificultades intŕınsecas en el entrenamiento de las GANs
como a limitaciones técnicas.

En definitiva, se espera haber proporcionado en este trabajo los conocimientos necesarios para com-
prender el funcionamiento de las GANs y de las variantes en que se está investigando, además de haber
despertado el interés al respecto como una puntera aplicación de las Matemáticas.
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Apéndice A

Teorema de Radon-Nikodym

Definición A.1. Sea (Ω, σ) un espacio medible. Se dice que una medida µ es absolutamente continua
con respecto a otra medida ν y se denota µ� ν cuando ν(A) = 0⇒ µ(A) = 0, para todo A ∈ σ.

Teorema A.1. (Teorema de Radon-Nikodym)
Sea (Ω, σ, ν) un espacio de medida σ-finito, µ una medida compleja definida en el espacio medible

(Ω, σ) y absolutamente continua respecto de ν. Existe una función integrable f ∈ L1(ν,C) que cumple:

µ(A) =
∫
A
fdν, para todo A ∈ σ.

Se dice que f es la derivada de Radon-Nikodym de µ respecto de ν. Cualquier otra derivada es igual
en casi todo Ω a esta y se le denota por dµ

dν .

Demostración.

Se puede consultar en [64] (pág. 138, Teorema 6.10-b). �

Este teorema también es aplicable, en particular, a probabilidades, ya que estas son medidas σ-finitas
tales que su integral en todo el espacio es 1. Esta aplicación concreta es la que interesa en el desarrollo
teórico del presente trabajo.
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Apéndice B

Procesos sub-gaussianos

Definición B.1. Sea (T, d) un espacio métrico. El número de cubrimiento se denota por N(T, d, ε)
y representa el menor número de bolas de radio ε necesarias para cubrir por completo T .

Por tanto, podemos interpretar N(T, d, ε) como una medida del grado de compacidad de (T, d).

Nótese que siempre tenemos que N(T, d, ε) = 1 cuando ε > diam(T ).

Definición B.2. Un proceso aleatorio {Xt}t∈T en el espacio métrico (T, d) se denomina proceso sub-
gaussiano si E[Xt] = 0 y

E
[
eλ{Xt−Xx}

]
≤ eλ

2d(t,s)2/2 ∀t, s ∈ T, λ ≥ 0

Definición B.3. Un proceso aleatorio {Xt}t∈T se conoce como proceso separable si existe un conjunto
numerablee T0 ⊂ T tal que

Xt ∈ ĺım
s→t0
s∈T0

Xs ∀t ∈ Tc.s.,

donde x ∈ ĺıms→t xs significa que hay una sucesión sn → t tal que xsn → x.

La suposición de separabilidad es meramente técnica y se satisface trivialmente casi siempre. Por
ejemplo, si t 7→ Xt es continua c.s., podemos tomar T0 como cualquiera subconjunto contable denso en
T .

Teorema B.1. Sea {Xt}t∈T un proceso aleatorio sub-gaussiano separable en el espacio métrico (T, d).
Entonces, tenemos:

E
[
sup
t∈T

Xt

]
≤ 6

∑
k∈Z

2−k
√

logN (T, d, 2−k).

Demostración.

Se puede consultar en [33] (pág. 133, Teorema 5.24). �

Corolario B.1.1. (Cota de entroṕıa de Dudley) Sea {Xt}t∈T un proceso aleatorio sub-gaussiano
separable en el espacio métrico (T, d). Entonces, tenemos:

E
[
sup
t∈T

Xt

]
≤ 12

∫ ∞
0

√
logN(T, d, ε)dε.

Demostración.

Se puede consultar en [33] (pág. 134, corolario 5.25). �
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