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Resumen

La Geometŕıa Tropical toma como base el semianillo tropical R∪{∞}, donde la suma
se reemplaza por el mı́nimo y el producto, por la suma. De este modo, los polinomios se
convierten en funciones lineales a trozos y sus “conjuntos de ceros” en complejos poliedra-
les.

En este trabajo se estudian las variedades tropicales, y se enuncian y demuestran el
Teorema Fundamental y el Teorema de Estructura de la Geometŕıa Algebraica Tropical.
El primero establece una relación con la Geometŕıa Algebraica Clásica, mientras que el
segundo ofrece una descripción de las variedades tropicales en términos de la Geometŕıa
Poliedral.
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1.3. Geometŕıa Algebraica Clásica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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2.2. Bases de Gröbner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Introducción

La Geometŕıa Tropical apareció como una nueva rama de las Matemáticas en 2002. No
obstante, los primeros trabajos que se pueden enmarcar dentro de la Geometŕıa Tropical
se publicaron en los años 90 del siglo pasado. Uno de los precursores de la Geometŕıa Tro-
pical es Bergman, que estudió los ĺımites de conjuntos logaŕıtmicos ([Ber71]). El término
“tropical” fue acuñado por matemáticos franceses, en honor al informático brasileño I.
Simon, que escribió art́ıculos en el tema.

Posteriormente, la Geometŕıa Tropical fue tomando forma y se fueron abriendo cada
vez más ĺıneas de investigación. En cierto modo, el libro “Introduction to Tropical Geo-
metry” que publicaron D. Maclagan y B. Sturmfels en 2015 ([MS15]) es una culminación
de gran parte del trabajo anterior en este tema.

Desde el punto de vista actual, la Geometŕıa Tropical es un área de las Matemáticas
que se enmarca entre la Geometŕıa Algebraica y la Combinatoria y tiene conexiones con
muchas otras áreas como, por ejemplo, la Geometŕıa Simpléctica y la F́ısica Estad́ıstica.
Su estudio se centra en el semianillo tropical, (R ∪ {∞},⊕,⊙). La suma tropical, ⊕, se
define como el mı́nimo de números reales y el producto tropical, ⊙, se define como la
suma de números reales. Las operaciones tropicales heredan las propiedades del mı́nimo y
la suma de números reales, la única diferencia es que no existe la “resta tropical”, por lo
que (R ∪ {∞},⊕) es un semigrupo y la terna (R ∪ {∞},⊕,⊙) constituye un semianillo
(conmutativo y unitario), que se denomina semianillo tropical.

Al reemplazar la suma por el mı́nimo y el producto por la suma, los polinomios se
convierten en funciones lineales a trozos, y se reemplazan las variedades algebraicas por
objetos de la Geometŕıa Poliedral, que se pueden considerar como una “sombra combina-
toria” de las variedades clásicas. En esta Geometŕıa, tienen un papel clave las valoraciones.
Nosotros nos restringiremos a valoraciones reales, pero existe una teoŕıa más general de
anillos valorados.

Aunque a priori no se observe ninguna ventaja de la Geometŕıa Tropical sobre la Geo-
metŕıa Algebraica clásica, en realidad son dos disciplinas que se benefician mutuamente.
Por ejemplo, la Geometŕıa Tropical permite calcular los invariantes de Gromov-Witten y
los de Welschinger. Otra aplicación de la Geometŕıa Tropical en la Geometŕıa Algebraica
aparece en la implicitación de variedades.

1



2 INTRODUCCIÓN

La Geometŕıa Tropical también tiene sorprendentes aplicaciones en otras áreas, como
en aprendizaje automático (“machine learning”). Por ejemplo, en [ZNL18] se muestra la
equivalencia de una cierta clase de redes neuronales con la familia de aplicaciones tropi-
cales racionales.

El objetivo de este trabajo de fin de grado es establecer las bases de la Geometŕıa
Algebraica Tropical, comenzando por las definiciones más sencillas hasta llegar al Teorema
Fundamental y Teorema de Estructura. El presente trabajo se estructura como sigue:

En los dos primeros caṕıtulos se presentan una serie de resultados que son necesarios
para entender los caṕıtulos posteriores. El caṕıtulo 1 comienza con las valoraciones,
después se introducen resultados de Geometŕıa Poliedral y se termina con una breve
introducción a la Geometŕıa Algebraica clásica. En el caṕıtulo 2 se desarrolla una
teoŕıa de bases de Gröbner para ideales homogéneos del anillo de polinomios sobre
un cuerpo valorado. Después, se construye el complejo de Gröbner de un ideal ho-
mogéneo, y se cierra el caṕıtulo con las bases tropicales, un concepto análogo al de
bases de Gröbner para ideales en el anillo de polinomios de Laurent.

En el caṕıtulo 3 comienza el estudio de la Geometŕıa Tropical propiamente dicha, con
la definición del semianillo tropical y las hipersuperficies tropicales. En este caṕıtulo
se abordan versiones del Teorema Fundamental y el Teorema de Estructura para
hipersuperficies.

El objetivo del caṕıtulo 4 es enunciar y demostrar el Teorema Fundamental. Para
ello, se definirá el concepto de variedad tropical y serán necesarios varios resultados
previos antes de poder demostrar el teorema.

Por último, en el caṕıtulo 5 se enuncia el Teorema de Estructura y se demuestran
las partes que son asequibles a este nivel.

La referencia principal seguida en todo el trabajo es [MS15]. Para la sección de Geo-
metŕıa Poliedral, se ha seguido en parte [Zie95]. También se han utilizado otras referencias
para algunos resultados particulares, en los que se indica expĺıcitamente de dónde se han
extráıdo.

Todas las figuras que aparecen en este trabajo son de elaboración propia, y se han
realizado utilizando el paquete “TikZ” de LATEX. Para los cálculos y el dibujo de curvas
tropicales, se ha utilizado la libreŕıa “tropical lib” de SINGULAR, en particular, se han
utilizado las funciones “tropicalCurve” y “drawTropicalCurve”.



Caṕıtulo 1

Conceptos y resultados
fundamentales

La Geometŕıa Tropical conecta la Geometŕıa Algebraica con la Geometŕıa Poliedral.
Para poder estudiar esta conexión, en este caṕıtulo introducimos los conceptos y resulta-
dos necesarios correspondientes al Álgebra (valoraciones, sección 1.1), Geometŕıa Poliedral
(sección 1.2), y a la Geometŕıa Algebraica (sección 1.3).

Lo que hace la Geometŕıa Tropical es “tropicalizar” las variedades clásicas. Esto hace
que sea necesario introducir algunos conceptos básicos de Geometŕıa Algebraica. Además,
independientemente del cuerpo en el que estemos trabajando, mediante la valoración pa-
saremos a trabajar en Rn, donde será importante manejar con soltura algunos conceptos
clave de Geometŕıa Poliedral.

En este caṕıtulo haremos algunas demostraciones, pero en otras nos limitaremos a
indicar una referencia, pues su inclusión alargaŕıa en exceso el trabajo.

La referencia principal que se ha seguido en este caṕıtulo es [MS15, Cap. 2, §2.1−§2.3].

1.1. Valoraciones

Sean K un cuerpo y K∗ = K \ {0} su grupo de unidades. La definición de valoración
sobre K que usaremos en este trabajo no es del todo general, pues nos limitaremos a
grupos de valores contenidos en R.

Definición 1.1.1. Una valoración sobre K es una aplicación val : K → R ∪ {∞} que
satisface las siguientes propiedades:

(1) val(a) =∞ si, y solo si, a = 0.

(2) val(ab) = val(a) + val(b) para cada a, b ∈ K.

(3) val(a+ b) ≥ mı́n (val(a), val(b)), para cada a, b ∈ K.
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4 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS Y RESULTADOS FUNDAMENTALES

Observación 1.1.2. Si K es un cuerpo y val es una valoración sobre K, denotaremos al
cuerpo junto con la valoración mediante el par (K, val), y diremos que K es un cuerpo
valorado.

Según la primera propiedad que debe cumplir una valoración, val(a) = ∞ ⇔ a = 0.
Por lo tanto, normalmente identificaremos una valoración con su restricción K∗ → R.

Proposición 1.1.3. La imagen de la aplicación val es un subgrupo aditivo Γval de R
denominado grupo de valores de (K, val).

Demostración. Sean w, z ∈ Γval. Por la definición de Γval, existen a, b ∈ K tales que
w = val(a) y z = val(b). Usando la propiedad (2) de la definición, w+z = val(a)+val(b) =
val(ab) ∈ Γval. Además, como 12 = 1, entonces val(1) = val(12) = val(1)+val(1), de donde
se concluye que val(1) = 0, es decir, 0 ∈ Γval. Por último, para cada a ∈ K∗ se tiene que
0 = val(1) = val(a · a−1) = val(a) + val(a−1), es decir, val(a−1) = −val(a), aśı que para
cada a ∈ K∗, −val(a) = val(a−1) ∈ Γval.
Como Γval es un subconjunto de R que es estable para la suma, contiene al elemento
neutro y al opuesto de cada elemento val(a) ∈ Γval, entonces Γval es un subgrupo aditivo
de R.

Observación 1.1.4. Todo cuerpo admite una valoración trivial, definiendo val(a) = 0
para cada a ∈ K∗. Siempre que tengamos una valoración no trivial val sobre K, podemos
asumir que 1 ∈ Γval. Esto no supone ninguna restricción, ya que (λ · val) : K → R∪ {∞}
es también una valoración para cada λ ∈ R+.

Proposición 1.1.5. Sean a, b ∈ K tales que val(a) ̸= val(b). Entonces se da la igualdad
en la condición (3) de la definición 1.1.1, es decir, val(a+ b) = mı́n (val(a), val(b)).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer val(b) > val(a).
Ya sabemos que val(1) = 0 y como (−1)2 = 1, se cumple val(1) = 2 · val(−1) = 0, luego
val(−1) = 0. En conclusión, val(−c) = val(−1) + val(c) = val(c) para cada c ∈ K.
La propiedad (3) de la definición implica que

val(a) ≥ mı́n (val(a+ b), val(−b)) = mı́n (val(a+ b), val(b)) .

Pero, por otra parte, val(a + b) ≥ mı́n (val(a), val(b)) = val(a) y, en consecuencia, se
obtiene el resultado esperado: val(a+ b) = val(a).

Consideramos ahora el conjunto de todos los elementos de K cuya valoración sea no
negativa: R = {c ∈ K : val(c) ≥ 0}. Entonces el conjunto R verifica lo siguiente:

Proposición 1.1.6. R = {c ∈ K : val(c) ≥ 0} es un anillo (conmutativo y unitario)
local. De hecho, el único ideal maximal del anillo R es mK = {c ∈ K : val(c) > 0}.

Demostración. Primero tenemos que probar que (R,+, ·) es un anillo, lo que se verifica
de forma casi trivial.
R es un anillo local si, y solo si, R \ U(R) es un ideal de R, donde U(R) denota el grupo
de unidades de R. Veamos primero que mK = {c ∈ K : val(c) > 0} es un ideal de R:
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0 ∈ R \ U(R) porque val(0) =∞.

Sean a, b ∈ mK , entonces val(a+ b) ≥ mı́n (val(a), val(b)) > 0, aśı que a+ b ∈ mK .

Sean a ∈ mK y λ ∈ R, entonces val(λa) = val(λ) + val(a) > 0, aśı que λa ∈ mK .

Veamos ahora que c ∈ R es unidad si, y solo si, c /∈ mK . Supongamos que c ∈ R es
una unidad, entonces c−1 ∈ R, aśı que 0 = val(c · c−1) = val(c)︸ ︷︷ ︸

≥0

+val(c−1)︸ ︷︷ ︸
≥0

. Por lo tanto,

val(c) = 0, aśı que c /∈ mK . Rećıprocamente, sea c /∈ mK , entonces val(c) = 0. En
particular, c ̸= 0, aśı que tiene inverso en K y val(c−1) = −val(c) = 0, es decir, c−1 ∈ R.
Esto prueba que R \ U(R) es un ideal de R, aśı que R es un anillo local cuyo único ideal
maximal es mK = {c ∈ K : val(c) > 0}.

Definición 1.1.7. El anillo R se llama anillo de valoración de la valoración val, y el
cuerpo k = R/mK se llama cuerpo residual de (K, val).

Para cada a ∈ R, denotaremos por ā a su clase módulo el ideal maximal mK .

Lema 1.1.8. Sea (K, val) un cuerpo valorado. Entonces el anillo de valoración R es
ı́ntegramente cerrado.

Demostración. Veamos que la clausura integral de R en su cuerpo de fracciones (K) es
el propio anillo R. Consideramos elementos a0, . . . , an ∈ R, y sea x ∈ K una ráız de la
ecuación xn+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0 = 0. Supongamos que x /∈ R, entonces val(x) < 0,
luego val(x−1) > 0, es decir, x−1 ∈ mK ⊂ R. Multiplicando la ecuación por x−n obtenemos

an−1x
−1 + · · ·+ a1x

−n+1 + a0x
−n︸ ︷︷ ︸

∈mK

= −1.

De aqúı deducimos que −1 ∈ mK , lo que es absurdo. Por lo tanto, x ∈ R. Esto demuestra
que R es ı́ntegramente cerrado.

Proposición 1.1.9. Sea (K, val) un cuerpo valorado. Si K es algebraicamente cerrado,
entonces el cuerpo residual k = R/mK es algebraicamente cerrado.

Demostración. Sea f(x) =
∑r

i=0 aix
i ∈ k[x] para unos ciertos ai ∈ k. Para cada i,

1 ≤ i ≤ r, existe ai ∈ R tal que ai es la clase de ai en R/mK . Además, podemos suponer
que f es mónico, es decir, an = 1. Como K es algebraicamente cerrado, existe una ráız
c ∈ K del polinomio mónico g(x) =

∑r
i=0 aix

i ∈ K[x]. Por el lema 1.1.8, c ∈ R y se
verifica

f(c) =
r∑
i=0

aici =
r∑
i=0

aici = 0.

Es decir, k es algebraicamente cerrado.

Veamos ahora un par de ejemplos de valoraciones (no triviales):
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Ejemplo 1.1.10 (Valoración p-ádica). Una de las motivaciones iniciales para el estudio
de las valoraciones es la valoración p-ádica en el cuerpo K = Q de los números racionales.
Aqúı p es un número primo y la valoración val : Q→ R viene dada por valp(q) = k, si q
se escribe de la forma q = pka/b, donde a, b ∈ Z y p ∤ a, p ∤ b (donde el śımbolo ∤ significa
“no divide a”).
Por ejemplo, val2(4/7) = val2

(
22 · 1

7

)
= 2 y val3(5/81) = val3

(
3−4 · 5

1

)
= −4.

En este caso, el anillo local R es la localización del anillo de los enteros Z por el ideal
primo ⟨p⟩:

R = Z⟨p⟩ = {
a

b
∈ Q : mcd(a, b) = 1 y p ∤ b}.

El ideal maximal mK es

mK = {a
b
∈ Q : mcd(a, b) = 1, p | a y p ∤ b} = ⟨p⟩ · Z⟨p⟩,

y el cuerpo residual k es isomorfo al cuerpo finito con p elementos, Fp = Z/⟨p⟩.

Ejemplo 1.1.11 (Series de Puiseux). Sea K el cuerpo de las series de Puiseux con coe-
ficientes en el cuerpo de los números complejos C, que denotaremos por C{{t}}. Los
elementos de este cuerpo son series de potencias formales c(t) = c1t

a1 + c2t
a2 + c3t

a3 + . . . ,
donde ci ∈ C∗ para cada i y a1 < a2 < a3 < . . . son números racionales con denominador
común. Podemos escribir este cuerpo como

C{{t}} = ∪n≥1C((t1/n)),

donde C((t1/n)) es el cuerpo de series de Laurent en la variable t1/n.
Este cuerpo tiene una valoración no trivial val : C{{t}}∗ → R dada por

val (c(t)) = val (c1t
a1 + c2t

a2 + . . . ) = a1 si c1 ̸= 0 (y a1 < a2 < . . . ).

La restricción de esta valoración al cuerpo de funciones racionales C(t) tiene una inter-
pretación geométrica interesante, ya que cada función racional en la variable t, c(t), tiene
una única expresión como serie de Laurent en t. La valoración de una función racional
c(t) es un entero positivo si c(t) tiene un cero en t = 0 y es un entero negativo si c(t) tiene
un polo en t = 0. De hecho, val(c(t)) indica el orden del cero o del polo.

c(t) =
4t2 − 7t3 + 9t5

6 + 11t4
=

2

3
t2 − 7

6
t3 +

3

2
t5 + · · · ⇒ val(c(t)) = 2.

c̃(t) =
14t+ 3t2

7t4 + 3t7 + 8t8
= 2t−3 +

3

7
t−2 + · · · ⇒ val(c̃(t)) = −3.

Observación 1.1.12. En el ejemplo anterior, podemos sustituir el cuerpo de los números
complejos C por otro cuerpo cualquiera k y construir el cuerpo de series de Puiseux sobre
k, k{{t}}. Si k es algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero, también lo es k{{t}}.
Sin embargo, si k es algebraicamente cerrado de caracteŕıstica p > 0, entonces k{{t}} no
es algebraicamente cerrado. De hecho, si la caracteŕıstica del cuerpo es char(k) = p > 0,
entonces se puede probar que el polinomio de Artin-Schreier xp−x− t−1 no tiene ninguna
ráız en k{{t}} ([Che79, Cap. 4, §6]).
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Teorema 1.1.13. Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero, en-
tonces el cuerpo K = k{{t}} de series de Puiseux es algebraicamente cerrado.

Demostración. La prueba se realiza utilizando el algoritmo de Newton-Puiseux, y se puede
encontrar en [CA00, Cap. 1].

El hecho de que el cuerpo de series de Puiseux no es algebraicamente cerrado cuando
la caracteŕıstica del cuerpo es positiva motiva la construcción del cuerpo de series de
potencias generalizadas, que haremos a continuación. Para ello, primero recordamos un
concepto utilizado en teoŕıa de grupos:

Definición 1.1.14. Sea (G, ·) un grupo, se dice que G es divisible si para cada g ∈ G y
para cada entero n ≥ 1 existe un elemento g′ ∈ G tal que ng′ = g.

Definición 1.1.15. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y G ⊂ R un grupo divi-
sible. El anillo de Mal’cev-Neumann de series de potencias generalizadas, denotado por
K = k ((G)), es el conjunto de las sumas formales α =

∑
g∈G αgt

g, en la variable t, con
la propiedad de que supp(α) := {g ∈ G : αg ̸= 0} está bien ordenado. Si β =

∑
g∈G βgt

g,
entonces definimos la suma y el producto de series como α + β :=

∑
g∈G(αg + βg)t

g y

αβ :=
∑

h∈G

(∑
g+g′=h αgβg′

)
th.

Observación 1.1.16. Sean α, β ∈ k ((G)), entonces el conjunto supp(α+β) ⊆ supp(α)∪
supp(β) está bien ordenado, luego la suma está bien definida. Por otra parte, supp(α) +
supp(β) = {g + g′ : g ∈ supp(α), g′ ∈ supp(β)} está bien ordenado y, por tanto, {(g, g′) :
g + g′ = h, g ∈ supp(α), g′ ∈ supp(β)} es finito para todo h ∈ G, aśı que el producto
de series está bien definido. Lo mismo sucede con la división, luego K es un cuerpo. Los
detalles se pueden encontrar en [Pas77, Cap. 13, Th. 2.11].

Proposición 1.1.17. El anillo de series generalizadas de potencias de Mal’cev-Neumann
k ((G)) es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Demostración. Una prueba (no constructiva) de que el cuerpo k ((G)) es algebraicamente
cerrado se puede encontrar en [Poo93, Cor. 4].

Observación 1.1.18. La restricción que hemos hecho sobre el soporte de las series de
k ((t)) es necesaria. Sin esta restricción, el conjunto {g + g′ : g ∈ supp(α), g′ ∈ supp(β)}
que aparece en la definición del producto de dos series podŕıa ser infinito y esta operación
no estaŕıa bien definida.

En k ((G)) consideramos la siguiente valoración: dada una serie de potencias gene-
ralizadas α =

∑
g∈G αgt

g, el soporte de α es un conjunto bien ordenado, luego tiene un
mı́nimo g0 ∈ G. Definimos la valoración de α como

val(α) = val

(∑
g∈G

αgt
g

)
= g0.
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De las propiedades del producto y la suma de series se deduce fácilmente que la aplicación
aśı definida es realmente una valoración.

El cuerpo de series generalizadas de potencias es uno de los cuerpos valorados más
generales que necesitamos considerar en el siguiente sentido:

Teorema 1.1.19. Sean G un grupo divisible yK un cuerpo valorado cuyo cuerpo residual
k es algebraicamente cerrado, y de modo que su grupo de valores Γval = G. Si la valoración
es trivial en el cuerpo primo (Fp o Q) de K, entonces (K, val) es isomorfo a un subcuerpo
de k ((G)) con la valoración inducida.

Demostración. La prueba de este resultado se puede encontrar en [Poo93, Cor. 5].

Con esto terminamos el estudio de los cuerpos valorados que vamos a utilizar en los
siguientes caṕıtulos y retomamos los resultados generales sobre las valoraciones.

Proposición 1.1.20. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado con una valoración no
trivial. Entonces el grupo Γval es un subgrupo divisible de R, que es denso en R.

Demostración. Dados val(a) ∈ Γval y n ≥ 1, puesto que existe un elemento a1/n ∈ K, se
tiene n · val(a1/n) = val(a), luego Γval = val(K∗) es divisible.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 1 ∈ Γval (observación 1.1.4). Como Γval

es divisible, entonces para cada n ≥ 1 se tiene 1
n
∈ Γval y, por tanto,

m
n
∈ Γval para cada

m ∈ Z (todo grupo aditivo es un Z-módulo).
Por último, como Q es denso en R, entonces Γval es denso en R.

Nos encontraremos frecuentemente en el caso de que la aplicación sobreyectiva K∗ ↠
Γval escinde. Esto quiere decir que existe un homomorfismo de grupos ψ : Γval → K∗

tal que val(ψ(w)) = w para cada w ∈ Γval. Veamos una situación en la que existe esta
escisión:

Ejemplo 1.1.21. Si consideramos K = C{{t}} el cuerpo de series de Puiseux en la
variable t con la valoración descrita en el ejemplo 1.1.11, entonces una posible escisión es
la escisión canónica ψ : Γval → K∗ dada por ψ(w) = tw para cada w ∈ Γval = Q.

En este ejemplo es sencillo probar la existencia de la escisión. No obstante, en muchos
otros casos existe una escisión de la valoración. En particular, si el cuerpo K es un cuerpo
valorado y algebraicamente cerrado, entonces la valoración en K siempre escinde:

Proposición 1.1.22. Sea (K, val) un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces la sobre-
yección K∗ ↠ Γval escinde, es decir, existe un homomorfismo de grupos ψ : (Γval,+) →
(K∗, ·) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Γval K∗

Γval

ψ

id
val
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Demostración. Como Γval es divisible y libre de torsión (por ser un subgrupo aditivo de
R), entonces para cada m ≥ 1 y para cada g ∈ Γval existe un único g′ ∈ Γval tal que
mg′ = g (si existieran dos distintos g′ y g′′, entonces mg′ = mg′′ ⇒ m(g′ − g′′) = 0, en
contradicción con Γval libre de torsión). Por lo tanto, para cada n,m ∈ Z, el elemento n

m
g

está bien definido y esta operación dota a Γval de una estructura de Q-espacio vectorial.
Sea B = {wi : i ∈ I} una base de dicho espacio vectorial y consideramos para cada i ∈ I
un elemento ai ∈ K∗ tal que val(ai) = wi. Además, para cada i ∈ I y para cada n ≥ 1,

fijamos una ráız n-ésima de ai, a
1/n
i .

Si w ∈ Γval, entonces existe un subconjunto finito I0 ⊂ I y enteros ni ≥ 1 y mi, para cada
i ∈ I0 tales que w =

∑
i∈I0

mi

ni
· wi, siendo esta expresión única. Definimos ψ : Γval → K∗

por

ψ

(∑
i∈I0

mi

ni
· wi

)
=
∏
i∈I0

a
mi/ni

i .

Como la expresión de w como combinación lineal de los wi es única, entonces ψ está
bien definida. Veamos que val ◦ ψ es la identidad en Γval. Para ello, consideramos w =∑

i∈I0
mi

ni
· wi ∈ Γval. Entonces

val (ψ(w)) = val

(∏
i∈I0

a
mi/ni

i

)
=
∑
i∈I0

mi

ni
· val(ai) =

∑
i∈I0

mi

ni
· wi = w.

Además es un homomorfismo de grupos, puesto que

ψ

(∑
i∈I0

mi

ni
· wi +

∑
j∈J0

m′
j

n′
j

· wj

)
=

∏
i∈I0\J0

a
mi/ni

i ·
∏

j∈J0\I0

a
m′

j/n
′
j

j ·
∏

k∈I0∩J0

a
mk/nk+m

′
k/n

′
k

k

=
∏
i∈I0

a
mi/ni

i ·
∏
j∈J0

a
m′

j/n
′
j

j = ψ

(∑
i∈I0

mi

ni
· wi

)
· ψ

(∑
j∈J0

m′
j

n′
j

· wj

)

para cada I0, J0 ⊂ I finitos, mi,m
′
j ∈ Z y ni, n

′
j ∈ Z≥1. Es decir, ψ(u+ v) = ψ(u) + ψ(v)

para cada u, v ∈ Γval.

Observación 1.1.23. Debido al ejemplo 1.1.21, habitualmente denotaremos por tw al
elemento ψ(w) para cada w ∈ Γval.

Hasta ahora hemos establecido resultados para cuerpos algebraicamente cerrados, ya
que este es el caso en el que se enuncia el Teorema Fundamental de la Geometŕıa Algebrai-
ca Tropical (caṕıtulo 4). Sin embargo, en Geometŕıa Tropical, también es posible trabajar
con cuerpos que no sean algebraicamente cerrados, pasando a su clausura algebraica u
otra extensión de cuerpos adecuada en cada caso, como veremos en dicho caṕıtulo (teo-
rema 4.2.3).

Comencemos por definir sobre qué entendemos por una extensión de cuerpos valorada:
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Definición 1.1.24. Sea K un cuerpo provisto de una valoración valK : K → R ∪ {∞},
y sea L/K una extensión de cuerpos. Diremos que la extensión L/K es una extensión
valorada si el cuerpo L está provisto de una valoración valL : L → R ∪ {∞} tal que su
restricción a K es valL

∣∣
K
= valK .

Ejemplo 1.1.25. Un ejemplo interesante es la extensión C{{t}}/C, considerando en C
la valoración trivial y en C{{t}} la valoración usual en el cuerpo de series de Puiseux del
ejemplo 1.1.11.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el resultado anunciado previamente, que
garantiza que cualquier extensión de cuerpos algebraica es valorada.

Teorema 1.1.26. Sea K un cuerpo provisto de una valoración val, y sea L/K una exten-
sión algebraica de K. Entonces val admite una extensión val a L, es decir, la extensión
L/K es valorada.

Demostración. La prueba de este resultado se puede encontrar en [Rib99, Cap. 4, Th.
1].

Observación 1.1.27. (1) El resultado anterior se aplica para cualquier extensión alge-
braica de K, en particular para la clausura algebraica K de K.

(2) En [Rib99, Cap. 4] aparecen dos demostraciones. La primera es la que hemos puesto
como referencia y se trata de una demostración existencial, que no da ninguna pista
sobre cómo construir la extensión. Si queremos construir de forma expĺıcita la ex-
tensión, tenemos que acudir a la prueba del teorema dada por Ostrowski en [Ost35].
Ambas demostraciones necesitan más preliminares de los que es razonable incluir en
este caṕıtulo.

1.2. Geometŕıa Poliedral

En esta sección presentamos los conceptos y resultados básicos de Geometŕıa Poliedral
necesarios para comprender la Geometŕıa Tropical. Por su extensión, hemos incluido la
mayoŕıa de resultados sin demostraciones, que se pueden encontrar en los libros de Geo-
metŕıa Poliedral (por ejemplo, en [Zie95]). Sin embargo, las demostraciones sobre las sub-
divisiones regulares son de especial importancia en el desarrollo de los siguientes caṕıtulos,
y por eso hemos optado por incluirlas en este trabajo.

Recordemos que un conjunto X ⊂ Rn es convexo si para cada u,v ∈ X y para todo
λ, 0 ≤ λ ≤ 1, se tiene λu+ (1− λ)v ∈ X. La envolvente convexa de un conjunto U ⊂ Rn

es el conjunto convexo más pequeño que contiene a U , es decir, la intersección de todos
los conjuntos convexos que contienen a U . Si U = {u1, . . . ,ur} es finito, entonces su en-
volvente convexa es conv(U) := {

∑r
i=1 λiui : 0 ≤ λi ≤ 1,

∑r
i=1 λi = 1}.
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Definición 1.2.1 (Poliedro). (1) Un poliedro P ⊂ Rn es la intersección de un número
finito de semi-espacios cerrados:

P = P (A,b) = {x ∈ Rn : Ax ≤ b},

donde A ∈Md×n(R) es una matriz de tamaño d× n con coeficientes reales y b ∈ Rd

es un vector d-dimensional.

(2) Las caras de un poliedro P son subconjuntos de P determinados por formas lineales
w ∈ (Rn)∨ a través de la expresión

facew(P ) = {x ∈ P : w · x ≤ w · y, ∀y ∈ P}.

(3) Una cara de un poliedro que no está contenida en ninguna otra cara más grande se
denomina cara maximal (en inglés se utiliza el término “facet”).

(4) Un politopo es un poliedro que es acotado (para la métrica eucĺıdea en Rn).

En la definición anterior, la expresión Ax ≤ b es la notación habitual para denotar el
sistema de inecuaciones dado por a1 ·x ≤ b1, . . . , ad ·x ≤ bd, donde a1, . . . , ad son las filas
de la matriz A.

Observación 1.2.2. (1) En la definición anterior, estamos identificando (impĺıcitamen-
te) el espacio vectorial dual (Rn)∨ con Rn v́ıa el producto escalar usual, y esta será
la forma habitual de trabajar. Es decir, identificaremos w ∈ Rn con la forma lineal
w : Rn → R dada por x 7→ w(x) = w · x.

(2) Sean A ∈ Md×n(R), b ∈ Rd y P = P (A,b). Entonces se puede demostrar que un
subconjunto F ⊂ P es cara de P si, y solo si, existen filas i1, . . . , it ⊂ {1, . . . , d} de la
matriz A tales que

F =

{
x :

aij · x = bij , j = 1, . . . , t
ah · x ≤ bh, h ̸= i1, . . . , it

}
.

De hecho, la definición de cara de un poliedro en [Zie95] es esta.

Teorema 1.2.3 (Teorema fundamental para politopos). Un subconjunto P ⊂ Rn es la
envolvente convexa de un conjunto finito de puntos P = conv(V ) para un cierto conjunto
V = {v1, . . . ,vr} si, y solo si, P es un politopo.

Demostración. [Zie95, Cap. 1, Th. 1.1]

Ejemplo 1.2.4. Consideramos el siguiente subconjunto de R2:

X = {(1, 0), (0, 1), (1, 1), (2, 0), (0, 2), (2, 1), (2, 2)}.

Entonces su envolvente convexa es el poĺıgono de 5 lados (figura 1.2.1a)

P = conv(X) = conv ({(1, 0), (0, 1), (2, 0), (0, 2), (2, 2)}) .
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Alternativamente, si consideramos la matriz A ∈M5×2(R) y el vector b ∈ R5 dados por

A =


−1 0
1 0
0 −1
0 1
−1 −1

 , b =


0
2
0
2
−1

 ,

entonces los politopos P (A,b) (figura 1.2.1b) y P coinciden, y esto es general según el

teorema 1.2.3.

x

y

(a)

y = 0

y = 2

x = 2x = 0

x+ y = 1

(b)

Figura 1.2.1: Dos formas alternativas de describir un politopo.

La importancia de este teorema radica en que proporciona dos caracterizaciones dis-
tintas para los politopos, y cada una será más o menos conveniente que la otra en función
del problema que estemos analizando. Por ejemplo, para demostrar que la intersección de
un politopo con una subvariedad af́ın de Rn es un politopo o que la intersección de un
politopo con un poliedro es un politopo, será más cómoda la representación P = P (A,b).
Sin embargo, para probar que la proyección de un politopo sobre un determinado subes-
pacio es un politopo es mucho más fácil utilizar la caracterización de un politopo como
envolvente convexa de un conjunto finito de puntos.

Además, el teorema 1.2.3 nos proporciona otra forma de describir las caras de un
politopo, como la envolvente convexa de un subconjunto finito de puntos {vi1 , . . . ,vil} de
{v1, . . . ,vr}.

Proposición 1.2.5. Sean V = {v1, . . . ,vr} ⊂ Rn un subconjunto finito, P = conv (V )
el politopo engendrado por el conjunto V , y F = facew(P ) una cara de P , para un cierto
w ∈ (Rn)∨. Denotamos λ = mı́n{w·vi : 1 ≤ i ≤ r}, y sea J = {i ∈ {1, . . . , r} : w·vi = λ}.
Entonces F = FJ , donde FJ = conv ({vi : i ∈ J}).

Demostración. Sea x ∈ P = conv(V ). Existen µi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ r, tales que
∑r

i=1 µi = 1 y
x =

∑r
i=1 µivi. Entonces

w · x =
∑
j∈J

µj · λ+
∑
j /∈J

µj (w · vj) ≥

(
r∑
j=1

µj

)
· λ = λ. (1.2.1)
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Y la desigualdad es estricta si µj ̸= 0 para algún j /∈ J . De aqúı se deduce que dado
x ∈ P , w ·x = λ si, y solo si, x ∈ FJ . Por otra parte, como F es el conjunto de los puntos
tales que w · x es mı́nimo, entonces x ∈ F si, y solo si, w · x = λ. En conclusión, hemos
probado que F = FJ .

Observación 1.2.6. En la proposición anterior hemos visto que para cada cara F de un
politopo P ⊂ Rn existe un subconjunto J ⊆ {1, . . . , r} tal que F = FJ . Sin embargo, el
rećıproco no es necesariamente cierto. Por ejemplo, consideremos los puntos Q1 = (0, 0),
Q2 = (2, 0), Q3 = (0, 2) y Q4 = (2, 2) en R2, y sea P = conv ({Q1, Q2, Q3, Q4}). Entonces
F{1,2,3} no es una cara del politopo P (figura 1.2.2). Si lo fuera, existiŕıa un vector w =
(w1, w2) ∈ R2 tal que F{1,2,3} = facew(P ). Pero por la proposición 1.2.5, el mı́nimo se
debe alcanzar en los vértices, luego w · (0, 0) = w · (2, 0) = w · (0, 2) = 0, es decir, debe
ser w = (0, 0), y en este caso facew(P ) = P ⊋ F{1,2,3}.

(0, 0) (2, 0)

(2, 2)(0, 2)

Figura 1.2.2: Un subconjunto convexo de un politopo que no es una cara.

Proposición 1.2.7. Sean A ∈ Md×n(R), b ∈ Rd, y consideramos el poliedro P =
P (A,b). Si f : Rn → Rm es una aplicación lineal, entonces f(P ) es un poliedro.

Demostración. Sea B ∈Mm×n(R) la matriz de f en la base canónica, entonces

f(P ) = {y ∈ Rm : existe x ∈ P con Bx = y}.

Es decir, f(P ) es el conjunto de los puntos y ∈ Rm para los que existe x ∈ Rn tal que
Bx − y ≤ 0, y − Bx ≤ 0, Ax ≤ b, que forman un poliedro en Rn+m, Q. Entonces
f(P ) = π(Q), donde π : Rn+m → Rm es la proyección sobre las últimas m coordenadas.
Y está claro que la proyección de un poliedro es un poliedro.

Definición 1.2.8 (Complejo poliedral). (1) Un complejo poliedral es una colección finita
de poliedros Σ que cumplen las dos condiciones siguientes:

Si P es un poliedro que pertenece a Σ, es decir, P ∈ Σ, entonces cada cara de P
pertenece a Σ.

Si P,Q ∈ Σ entonces P ∩ Q es o bien vaćıo, o bien una cara común de los
poliedros P y Q.

(2) Los poliedros que forman un complejo poliedral Σ se denominan celdas.
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(3) Las celdas de Σ que no son caras de ninguna celda más grande se denominan celdas
maximales del complejo.

(4) El soporte de un complejo poliedral Σ es |Σ| = {x ∈ Rn : x ∈ P para algún P ∈ Σ}.

Figura 1.2.3: Un complejo poliedral.

Una clase particular de poliedros son los conos poliedrales, que definimos a continua-
ción:

Definición 1.2.9 (Cono poliedral). (1) Un cono poliedral (o simplemente cono) C es la
envolvente positiva de un subconjunto finito de Rn:

C = pos(v1, . . . ,vr) := {
r∑
i=1

λivi : λi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , r}.

(2) Una cara de un cono C es un subconjunto de C determinado por una forma lineal
w ∈ (Rn)∨ a través de la expresión

facew(C) = {x ∈ C : w · x ≤ w · y, ∀y ∈ C}.

Al igual que en el caso de los politopos, existe una descripción alternativa para los
conos:

Teorema 1.2.10 (Teorema fundamental para conos). Un subconjunto C ⊂ Rn es un
cono poliedral si, y solo si, C se puede escribir como intersección finita de semi-espacios
cerrados

C = P (A,0), para una cierta matriz A ∈Mr×n(R).

Demostración. [Zie95, Cap. 1, Th. 1.3]

La unión de varios poliedros que cumplen unas ciertas condiciones (definición 1.2.8)
se denomina complejo poliedral. Con los conos sucede algo parecido, la unión de conos
con unas ciertas propiedades da lugar a los abanicos (poliedrales).
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Definición 1.2.11 (Abanico poliedral). Un abanico poliedral (también llamado abanico)
es una colección finita de conos poliedrales que cumplen las dos condiciones siguientes:

Si C es un cono de los que constituyen el abanico, entonces cada cara de C pertenece
al abanico.

La intersección de dos conos en el abanico es una cara común a cada uno de ellos.

(a) (b)

Figura 1.2.4: Abanicos poliedrales.

Figura 1.2.5: Colección de conos que no forman un abanico poliedral.

Ejemplo 1.2.12. En la figura 1.2.4 se pueden observar dos ejemplos de abanicos polie-
drales, mientras que los conos de la figura 1.2.5 no constituyen un abanico poliedral.

(1) Consideramos los siguientes vectores de R2: v1 = (−1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (1, 1),
v4 = (2,−1), v5 = (1,−2), v6 = (−1,−2). Sea F1 el conjunto formado por los 13
conos:

pos ({vi,vi+1}) para 1 ≤ i ≤ 5 y pos ({v6,v1}).
pos({vi}), 1 ≤ i ≤ 6.

pos({0}).

Entonces F1 es un abanico poliedral formado por seis conos de dimensión 2, seis conos
de dimensión 1 y un cono de dimensión 0. Este abanico es el de la figura 1.2.4a.
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(2) Consideramos los siguientes vectores de R2: v1 = (−1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (1, 1),
v4 = (1,−2), v5 = (−1,−1). Sea F2 el conjunto formado por los 11 conos:

pos ({vi,vi+1}) para 1 ≤ i ≤ 4 y pos ({v5,v1}).
pos({vi}), 1 ≤ i ≤ 5.

pos({0}).

Entonces F2 es un abanico poliedral formado por cinco conos de dimensión 2, cinco
conos de dimensión 1 y un cono de dimensión 0. Este abanico es el de la figura 1.2.4b

(3) Consideramos los siguientes vectores de R2: v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (−1, 0). Sea
F3 el conjunto formado por los 4 conos:

C1 = pos ({v1,v2}), C2 = pos ({v2,v3}), C3 = pos ({v3,v1}).
C4 = pos({v2}).

En este caso, F3 no es un abanico poliedral, pues los conos C1 ∩ C3 = pos({v1}) y
C2 ∩ C3 = pos({v3}) no pertenecen a F3. Si los añadimos a F3, entonces śı que seŕıa
un abanico poliedral. En la figura 1.2.5 se ha representado F3.

Ahora introducimos unos conceptos relacionados con los poliedros y complejos polie-
drales y la estructura de espacio vectorial y espacio af́ın de Rn:

Definición 1.2.13. (1) El espacio de linealidad de un poliedro P es el mayor subespacio
lineal V ⊂ Rn con la siguiente propiedad: si x ∈ P y v ∈ V , entonces x+ v ∈ P .

(2) El espacio de linealidad de un complejo poliedral Σ es la intersección de todos los
espacios de linealidad de los poliedros en el complejo.

(3) El espacio af́ın de un poliedro P , aff(P), es el subespacio af́ın más pequeño de Rn

que contiene a P . Este subespacio es la traslación de un subespacio lineal de Rn, que
llamaremos el espacio lineal paralelo a P , y denotaremos por lin(P ).

(4) La dimensión de un poliedro P es la dimensión del espacio lineal paralelo a P , es
decir, dim(P ) = dim (lin(P )).

Observación 1.2.14. (1) Si P = P (A,b) es un poliedro (para ciertos A ∈ Md×n(R)
y b ∈ Rd), entonces es sencillo comprobar que el espacio de linealidad de P es el
subespacio lineal de Rn dado por el núcleo de la matriz A.

(2) Dado un poliedro P ⊂ Rn, no se debe confundir su espacio de linealidad L ⊂ Rn con
el espacio lineal paralelo a P , lin(P ) ⊂ Rn. Por ejemplo, si consideramos el politopo
de la figura 1.2.1, entonces lin(P ) = R2, mientras que L = {0}.

Definición 1.2.15. Sea P un poliedro en Rn, y sea x ∈ P :

(1) Diremos que x es un punto interior a P si x no está contenido en ninguna cara de
P de dimensión menor que n, y denotaremos por int(P ) al conjunto de los puntos
interiores a P , que llamaremos interior de P .



1.2. GEOMETRÍA POLIEDRAL 17

(2) El interior relativo de P , que denotaremos por relint(P ), es el interior de P
respecto a su espacio af́ın, aff(P), en el que P es de dimensión máxima.

Observación 1.2.16. (1) El interior de un poliedro, que acabamos de definir, coincide
con su interior topológico.

(2) Si P se escribe de la forma P = {x ∈ Rn : Ax = b, A′x ≤ b′}, donde cada una de las
desigualdades A′x ≤ b′ es estricta para algún x ∈ P , entonces se puede comprobar
([Zie95, Cap. 2, Lema 2.8]) que

relint(P ) = {x ∈ Rn : Ax = b, A′x < b}.

Definición 1.2.17 (Abanico normal). Sea P ⊂ Rn un poliedro. El abanico normal a P
es el abanico poliedral NP formado por los conos

NP (F ) = cl ({w ∈ (Rn)∨ : facew(P ) = F}) ,

cuando F vaŕıa en el conjunto de las caras del poliedro P .

Observación 1.2.18. (1) Si F y F ′ son caras de un poliedro P , entonces F ′ es una
cara de F si, y solo si, NP (F ) es una cara de NP (F ′). Por lo tanto, la colección de
los conos normales NP (F ), cuando F vaŕıa en el conjunto de las caras de P es un
abanico poliedral, lo que justifica la definición anterior.

(2) En la definición anterior, cl(·) denota la clausura para la topoloǵıa eucĺıdea (usual)
en (Rn)∨, el espacio dual de Rn.

Ejemplo 1.2.19. En la figura 1.2.6 se muestra el abanico normal de un cuadrilátero P .
Este abanico está formado por nueve conos: cuatro de dimensión 2, cuatro de dimensión
1 y uno de dimensión 0. Además, en este sencillo ejemplo se observa cómo, para cada cara
F de P , el espacio de linealidad de F y el espacio de linealidad de NP (F ) son ortogonales.

4 3

21

1

43

2

Figura 1.2.6: El abanico normal (interior) de un poliedro.

Observación 1.2.20. Dado un poliedro P , para cada cara F ⊂ P , el espacio lineal
paralelo a F es ortogonal al espacio lineal paralelo a NP (F ). Además, sus dimensiones
son complementarias, es decir, dim(F ) + dim (NP (F )) = n. La prueba de este resultado
se puede encontrar en [LR08].
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Definición 1.2.21. Sea Σ un complejo poliedral en Rn, y sea σ una celda de Σ. La estrella
de σ en Σ es un abanico en Rn, que denotaremos por starΣ(σ). Los conos que componen
dicho abanico están indexados por las celdas τ de Σ que tienen a σ como una de sus caras.
El cono de starΣ(σ) indexado por τ es el siguiente subconjunto de Rn:

τ̄ = {λ (x− y) : λ ≥ 0,x ∈ τ,y ∈ σ}.

La siguiente proposición proporciona una forma efectiva de calcular la estrella de una
celda σ ∈ Σ. Utilizaremos este resultado en el caṕıtulo 5:

Proposición 1.2.22. Sea Σ un complejo poliedral. Para cada celda σ ∈ Σ y cada w ∈
relint(σ), el cono τ de starΣ(σ) es igual a

τ = {v ∈ Rn : existe ϵ > 0 con w + ϵv ∈ τ}+ aff(σ).

← σ2

↙ σ1

star(σ1)

star(σ2)

Figura 1.2.7: Estrella de un poliedro en un complejo poliedral.

Ejemplo 1.2.23. El complejo poliedral Σ a la izquierda de la figura 1.2.7 es, como veremos
en el caṕıtulo 3, una curva cuadrática (tropical) en el plano. El subespacio af́ın que genera
el vértice σ1 en Σ es el propio vértice, cuya estrella se muestra en la figura de la derecha.
Para σ2, el espacio af́ın es el eje y, y este es también su estrella.

1.2.1. Subdivisiones regulares

Una clase interesante de complejos poliedrales son las subdivisiones regulares de un
politopo, que definimos a continuación.

Sea v1,. . . ,vr una lista ordenada de vectores de Rn+1 y fijamos un vector peso w =
(w1, . . . , wr) ∈ Rr. Denotamos I = {1, . . . , r} y para cada J ⊂ I consideramos el conjunto

SJ =

{
x ∈ Rn+1 :

vi · x = wi si i ∈ J
vi · x < wi si i /∈ J

}
(SJ es o bien vaćıo, o bien el interior relativo de una cara del poliedro V · x ≤ w, donde
V ∈Mr×(n+1)(R) denota la matriz cuyas filas son los vectores vi).
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Sea Iw = {J ⊂ I : SJ ̸= ∅}. Para cada J ∈ Iw, J ̸= ∅, denotamos CJ = pos ({vi : i ∈ J})
y definimos C∅ = {0} si S∅ ̸= ∅. Entonces el conjunto ΣC,w = {CJ : J ∈ Iw} es un abanico
poliedral con soporte C. Este resultado no lo vamos a demostrar, ya que nuestro interés
se centrará en las subdivisiones regulares de politopos.

Definición 1.2.24. Consideramos una lista ordenada de vectores v1,. . . ,vr de Rn+1 y
un vector peso w = (w1, . . . , wr) ∈ Rr. Sea C = pos ({vi : i = 1, . . . , r}), entonces la
subdivisión regular de C relativa a w1, . . . , wr es el abanico poliedral ΣC,w descrito en el
párrafo previo.

Esta construcción se aplica usualmente a vectores vi = (ui, 1), representando una
configuración de puntos u1,. . . ,ur en Rn. En este caso, el abanico corresponde a una sub-
división del politopo P = conv ({ui : 1 ≤ i ≤ r}) en Rn, como probaremos después. Para
ello, veamos primero cómo se define la subdivisión regular de un politopo.

Sea u1, . . . ,ur una lista ordenada de vectores de Rn, y fijamos un vector peso w =
(w1, . . . , wr) ∈ Rr. Al igual que antes, denotamos I = {1, . . . , r}. Consideramos el politopo
P = conv ({ui : i ∈ I}). La subdivisión regular de P relativa a w1, . . . , wr tiene la siguiente
descripción geométrica:

1. Formamos el politopo “levantado” Pw = conv ({(ui, wi) : 1 ≤ i ≤ r}) ⊂ Rn+1, de
modo que la altura del punto ui sobre el hiperplano Rn×{0} es wi, para 1 ≤ i ≤ r.

2. Llamamos caras inferiores de Pw a las de la forma facec(Pw) para algún vector
c ∈ Rn+1 con su última componente positiva (cn+1 > 0).

3. Para cada cara inferior F de Pw, su proyección π(F ) está contenida en P , donde
π : Rn+1 → Rn es la proyección (x1, . . . , xn, xn+1) 7→ (x1, . . . , xn).

4. Por último, consideramos el conjunto ΣP,w dado por

ΣP,w = {π(F ) : F es cara inferior de Pw}.

Proposición 1.2.25. En las condiciones anteriores, el conjunto ΣP,w constituye un com-
plejo poliedral con soporte P , que se llama subdivisión regular de P relativa a w1, . . . , wr.

Antes de demostrar este resultado, probaremos un lema que será útil:

Lema 1.2.26. Sea P = P (A,b) un poliedro, con A ∈Md×n(R) y b ∈ Rd. Consideramos
una cara F ⊂ P . Entonces son equivalentes:

(a) Existe un vector w ∈ Rn tal que wn > 0 y F = facew(P ) (es decir, F es cara
inferior de P ).

(b) Para cada x ∈ F y cada λ > 0, x− λen /∈ P , donde en = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn.

(c) Existe x ∈ relint(F ) tal que para cada λ > 0, x− λen /∈ P .
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Demostración. Las partes (a) y (b) son equivalentes como consecuencia del Lema de
Farkas ([Zie95, Cap. 1, §1.4]). Además, como relint(F ) ⊂ F , la implicación (b) ⇒ (c) es
trivial. Por lo tanto, solo falta probar (c)⇒ (b).
Sea x ∈ relint(F ) tal que para todo λ > 0, x − λen /∈ P , y consideramos y ∈ F . Como
F es una cara de P , existen ı́ndices i1, . . . , it tales que

F =

{
x :

aij · x = bij , j = 1, . . . , t
ah · x ≤ bh, h ̸= i1, . . . , it

}
,

y el interior relativo relint(F ) tiene la misma descripción que F pero sustituyendo los
“≤” por “<” para cada h ̸= i1, . . . , it.
Entonces, aij · x = aij · y para cada j = 1, . . . , t. Por lo tanto,

aij · (x− λen) = aij · (y − λen) para cada j = 1, . . . , t.

Como x ∈ relint(F ), entonces ah · x < bh para cada h ̸= i1, . . . , it. Por lo tanto, para
λ > 0 suficientemente pequeño tenemos ah(x − λen) ≤ bh (eligiendo λ > 0 tal que
ah · x − λ(ah)h ≤ bh). Y como x − λen /∈ P , entonces existe un ı́ndice s ∈ {1, . . . , t} tal
que ais · (x− λen) > bis . Pero ais · (x− λen) = ais · (y − λen), luego y − λen /∈ P .

Demostración de la proposición 1.2.25. Como la intersección de dos caras inferiores de
Pw es, a su vez, una cara inferior, entonces ΣP,w es un complejo poliedral.
Por lo tanto, solo falta probar que el soporte de ΣP,w es el poliedro P , y en esta igualdad
la inclusión |ΣP,w| ⊂ P es trivial. Sea x ∈ P , entonces existen números λi ≥ 0, i ∈ I, con∑

i∈I λi = 1 tales que x =
∑

i∈I λiui. Por tanto,(
x,
∑
i∈I

λiwi

)
=
∑
i∈I

λi (ui, wi) ∈ Pw y π

(
x,
∑
i∈I

λiwi

)
= x.

Esto demuestra que π−1(x) es la intersección de Pw con la recta de ecuaciones {X1 =
x1, . . . , Xn = xn}, luego es compacto. Por lo tanto, existe xn+1 mı́nimo tal que (x, xn+1) ∈
Pw.
Entonces, si F es cara de Pw, (x, xn+1) ∈ relint(F ), puesto que (x, xn+1) − λen+1 /∈ P .
En consecuencia, F es cara inferior de Pw y x ∈ π(F ).

Definición 1.2.27. Consideramos una lista ordenada de vectores u1,. . . ,ur de Rn y un
vector peso w = (w1, . . . , wr) ∈ Rr. Sea P = conv ({ui : i = 1, . . . , r}), entonces la subdi-
visión regular de P relativa a w1, . . . , wr es el complejo poliedral ΣP,w.

Veamos ahora una relación importante entre el abanico ΣC,w de la definición 1.2.24 y el
complejo poliedral ΣP,w de la definición 1.2.27. Sea u1,. . . ,ur una lista ordenada de vecto-
res de Rn, y consideramos un vector peso w ∈ Rr. Denotamos I = {1, . . . , r} y considera-
mos el politopo P = conv ({ui : i ∈ I}) ⊂ Rn y el cono C = pos ({(ui, 1) : i ∈ I}) ⊂ Rn+1.
Para el cono C construimos el abanico poliedral ΣC,w y para el politopo P construimos
el complejo poliedral ΣP,w.
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Proposición 1.2.28. La subdivisión regular del politopo P = conv ({ui : i ∈ I}) relativa
a w1, . . . , wr es igual al complejo poliedral obtenido intersecando la subdivisión regular
del cono C = pos ({(ui, 1) : i ∈ I}) con el hiperplano H = {x ∈ Rn+1 : xn+1 = 1}.

La prueba de este resultado es trivial si demostramos antes el siguiente lema:

Lema 1.2.29. Sea J ⊂ I = {1, . . . , r}, J ̸= ∅.

(1) Sea FJ = conv ({(ui, wi) : i ∈ J}). Entonces FJ es cara de Pw si, y solo si, J ∈ Iw.
Concretamente, FJ = face(c,1)(Pw) si, y solo si, existe c0 ∈ R tal que (−c, c0) ∈ SJ .

(2) π(FJ) = conv ({ui : i ∈ J}).

(3) π(FJ) = π (CJ ∩H).

Demostración. (1) Sea F = FJ cara inferior de Pw. Entonces existen un vector c ∈ Rn y
un número c0 ∈ R tales que (c, 1) · (ui, wi) = c0 para cada i ∈ J , y (c, 1) · (ui, wi) > c0
para todo i /∈ J . Esto equivale a la existencia de un vector c ∈ Rn y un número c0 ∈ R
tales que (−c, c0) · (ui, 1) = wi para cada i ∈ J , y (−c, c0) · (ui, 1) < wi para todo
i /∈ J . Es decir, J ∈ Iw si, y solo si, SJ ̸= ∅, lo que equivale a que J ∈ Iw.

(2) Para cada i ∈ J , el vector ui = π(ui, wi) ∈ π(FJ). Como FJ es convexo, entonces su
proyección π(FJ) también lo es. Por lo tanto, conv ({ui : i ∈ J}) ⊆ π(FJ).
Rećıprocamente, sea (x, xn+1) ∈ FJ . Entonces existen números reales λi ≥ 0 con∑

i∈J λi = 1 tales que (x, xn+1) =
∑

i∈J λi(ui, wi). Por lo tanto, x =
∑

i∈J λiui ∈
conv ({ui : i ∈ J}).

(3) Sea (x, xn+1) ∈ FJ . Entonces existen λi ∈ R≥0 con
∑

i∈J λi = 1 tales que (x, xn+1) =∑
i∈J = λi(ui, wi). Por lo tanto, x =

∑
i∈J λiui, luego (x, 1) =

∑
i∈J λi(ui, 1) ∈ CJ .

Rećıprocamente, sea (x, 1) ∈ CJ . Entonces existen λi ∈ R≥0 tales que (x, 1) =∑
i∈J λi(ui, 1). Por lo tanto,

∑
i∈J λi = 1 y x =

∑
i∈J λiui, luego

x ∈ conv ({ui : i ∈ J}) = π(FJ).

Demostración de la proposición 1.2.28. El resultado se deduce de forma inmediata a par-
tir del lema 1.2.29, ya que los poliedros de la subdivisión regular de P son {π(FJ) : J ∈ Iw}
y los conos de la subdivisión regular de C son {CJ : J ∈ Iw}.

Para terminar esta sección, veamos unos ejemplos que muestran el concepto de subdivi-
sión regular de un cono, de un poliedro y la relación entre ambas que nos da la proposición
1.2.28:

Ejemplo 1.2.30. (1) Consideramos los siguientes vectores de R2: u1 = (0, 1), u2 = (1, 1),
u3 = (2, 1) y u4 = (3, 1), que engendran el cono

C = pos ({ui : 1 ≤ i ≤ 4}) = pos ({(0, 1), (3, 1)}) .
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Para el vector peso w = (3, 2, 1, 2) ∈ R4, la subdivisión regular del cono C está
constituida por seis conos: pos ({ui}) para i = 1, 3, 4, pos ({u1,u2,u3}), pos ({u3,u4})
y {0}. Veamos cómo se obtiene esta subdivisión.
Denotamos por U a la matriz cuyas filas son los vectores ui, 1 ≤ i ≤ 4, y sea P
el poliedro dado por P = P (U,w). Tenemos que encontrar los conjuntos de ı́ndices
J ⊂ I = {1, 2, 3, 4}, J ̸= ∅, tales que SJ ⊂ P es no vaćıo. Para ello, en la figura 1.2.8a
hemos representado el poliedro P . En esta figura, los conjuntos SJ son los interiores
relativos de las caras para las que se da la igualdad exactamente en los ı́ndices de
J . En la tabla 1.2.8b hemos descrito los conjuntos SJ no vaćıos. Para los otros 10
subconjuntos J ⊂ I, se verifica SJ = ∅.

y = 3

2x+ y = 1

3x+ y = 2

x+ y = 2

(a)

J SJ

∅ {(x, y) ∈ R2 : y < 3, 2x+ y < 1, 3x+ y < 2}
{1} {(x, 3) ∈ R2 : x < −1}
{1, 2, 3} {(−1, 3)}
{3} {λ(−1, 3) + (1− λ)(1,−1) : 0 < λ < 1}
{3, 4} {(1,−1)}
{4} {(x, y) ∈ R2 : 3x+ y = 2, x > 1}

(b)

Figura 1.2.8: Explicación del ejemplo 1.2.30 (1).

Por lo anterior, la subdivisión regular del cono C ⊂ R2 para el peso w = (3, 2, 1, 2)
es la de la figura 1.2.9.

Figura 1.2.9: Subdivisión regular del cono del ejemplo 1.2.30 (1).

(2) Consideramos los puntos 0, 1, 2, 3 en la recta real R. Su envolvente convexa es el seg-
mento P = [0, 3]. Si w = (3, 2, 1, 2), la subdivisión regular consiste en dos segmentos:
[0, 2] y [2, 3] y tres puntos: {1}, {3} y {4}.
Veamos cómo se obtiene esta subdivisión regular. Construimos el politopo levanta-
do Pw = conv ({(0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 2)}). Por el lema 1.2.29, las caras inferiores de
Pw son exactamente las caras F ⊂ Pw que cumplen que para cada x ∈ F y cada
λ > 0, x−λ(0, 1) /∈ P . Las caras de Pw son F1 = {(0, 3)}, F2 = conv ({(0, 3), (2, 1)}),
F3 = {(2, 1)}, F4 = conv ({(2, 1), (3, 2)}), F5 = {(3, 2)}, F6 = conv ({(3, 2), (0, 3)})
y F7 = Pw. De estas, las caras inferiores son F1, F2, F3, F4 y F5, que se proyectan
sobre: π(F1) = {0}, π(F2) = [0, 2], π(F3) = {2}, π(F4) = [2, 3] y π(F5) = {3}, respec-
tivamente. En la figura 1.2.10 hemos representado el politopo Pw y hemos marcado
en rojo las caras inferiores del politopo levantado. Además, hemos representado la
proyección de las caras inferiores sobre el segmento P .
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(0, 3)

(1, 2)

(2, 1)

(3, 2)

Figura 1.2.10: Explicación del ejemplo 1.2.30 (2).

(3) Las dos subdivisiones regulares de este ejemplo se han representando en la figura
1.2.11. Notemos que, por la proposición 1.2.28, estas dos subdivisiones regulares están
relacionadas. Si intersecamos los conos de la subdivisión regular de C con la recta
y = 1, entonces obtenemos la subdivisión regular del segmento P .

w = (3, 2, 1, 2)

Figura 1.2.11: Subdivisiones regulares del ejemplo 1.2.30 y su relación según la proposición
1.2.28.

Ejemplo 1.2.31. Considerando el mismo cono, C, del ejemplo anterior y el mismo seg-
mento, P , veamos cómo cambian las subdivisiones regulares descritas en dicho ejemplo si
vaŕıa el vector peso w.

(1) Si w = (4, 2, 1, 2), la subdivisión regular de C está formada por ocho conos: pos ({ui})
para i = 1, 2, 3, 4, pos ({u1,u2}), pos ({u2,u3}), pos ({u3,u4}) y {0}. La subdivisión
regular de P consiste en los tres segmentos [0, 1], [1, 2] y [2, 3], y los puntos {1}, {2},
{3} y {4}. Sucede lo mismo para el vector w = (1, 0, 0, 1). Figura 1.2.12.

(2) Si w = (0, 0, 0, 0), la subdivisión regular de C está formada por los cuatro conos
pos ({u1}), pos ({u4}), pos ({ui : i = 1, 2, 3, 4}) y {0}. La subdivisión regular de P
consiste en el segmento P = [0, 3] y dos puntos: {1} y {4}. Sucede lo mismo para
w = (4, 3, 2, 1). Figura 1.2.12.

w = (4, 2, 1, 2) w = (4, 3, 2, 1)

Figura 1.2.12: Subdvisiones regulares del ejemplo 1.2.31.
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Terminamos esta sección con unos ejemplos de subdivisiones regulares de un triángulo
en R2:

Ejemplo 1.2.32. Consideramos los puntos (2, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 0), (0, 1) y (0, 0) de
R2, cuya envolvente convexa es el triángulo de vértices (0, 0), (0, 2) y (2, 0). Consideramos
tres vectores peso distintos w = (1, 0, 1, 0, 0, 2), w = (3, 0, 3, 1, 1, 0) y w = (0, 0, 0, 0, 0, 0).
Las correspondientes subdivisiones se muestran en la figura 1.2.14.
Analizamos con detalle el primer caso. Para ver cuáles son las caras inferiores, hemos
representado el politopo levantado Pw en la figura 1.2.13. En esta figura, hemos sombreado
las caras inferiores del politopo, que son las que tienen vector normal interior con tercera
componente positiva. Equivalentemente, son las caras F ⊂ Pw tales que para cada λ > 0
y cada x ∈ F , x−λ(0, 0, 1) /∈ Pw. Al proyectar las caras inferiores sobre el plano R2×{0}
se obtiene la subdivisión regular de la izquierda en la figura 1.2.14.

x y

z

Figura 1.2.13: Politopo levantado y caras inferiores del ejemplo 1.2.32 para el vector peso
w = (1, 0, 1, 0, 0, 2).

w = (1, 0, 1, 0, 0, 2)

(0, 0) (1, 0) (2, 0)

(0, 1) (1, 1)

(0, 2)

w = (3, 0, 3, 1, 1, 0) w = (1, 0, 1, 0, 0, 2)

Figura 1.2.14: Subdivisiones regulares del ejemplo 1.2.32.
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1.3. Geometŕıa Algebraica Clásica

Vamos a introducir aqúı los conceptos básicos de la Geometŕıa Algebraica Clásica,
necesarios para poder entender la Geometŕıa Tropical. Los resultados enunciados en esta
sección son elementales, por lo que no incluimos su demostración.

Definición 1.3.1. (1) El espacio af́ın n-dimensional sobre un cuerpo K es

An
K = An = {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈ K} = Kn.

(2) El espacio proyectivo n-dimensional sobre un cuerpo K es

PnK = Pn =
(
Kn+1 \ {0}

)
/ ∼,

donde v ∼ λv para cada λ ̸= 0. Los puntos de Pn son las clases de equivalencia de las
rectas que pasan por el origen (rectas vectoriales). Denotamos por [v0 : v1 : · · · : vn] a
la clase de equivalencia del vector v = (v0, v1, . . . , vn) ∈ Kn+1.

(3) El toro algebraico n-dimensional es

T nK = T n = {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈ K∗}.

En estos espacios ambiente vamos a definir qué se entiende por una variedad, que es el
conjunto de ceros comunes de varios polinomios. Para ello veamos primero qué polinomios
son los adecuados para definir las variedades en cada espacio:

Definición 1.3.2 (Anillo coordenado). (1) El anillo coordenado del espacio af́ın An es el
anillo de polinomios en n variables, K[x1, . . . , xn].

(2) El anillo coordenado homogéneo del espacio proyectivo Pn es el anillo de polinomios
en n+1 variables, K[x0, x1, . . . , xn].

(3) El anillo coordenado del toro algebraico T n es el anillo de polinomios de Laurent en
n variables, K[x±1

1 , . . . , x±1
n ].

Trabajando en estos anillos de polinomios, podemos definir ya qué son las variedades:

Definición 1.3.3. (1) La variedad af́ın definida por un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] es

V (I) = {a ∈ An : f(a) = 0 para todo f ∈ I}.

(2) Se dice que un ideal I ⊂ K[x0, x1, . . . , xn] es homogéneo si tiene un conjunto de
generadores formado por polinomios homogéneos. La variedad proyectiva definida
por un ideal homogéneo I ⊂ K[x0, x1, . . . , xn] es

V (I) = {v ∈ Pn : f(v) = 0 para todo f ∈ I}.

(3) Cada ideal I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] define una variedad en el toro:

V (I) = {a ∈ T n : f(a) = 0 para todo f ∈ I}.
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Rećıprocamente, para cada variedad X podemos considerar el ideal IX formado por
todos los polinomios (o polinomios homogéneos, o polinomios de Laurent) que se anulan
en X.

Definición 1.3.4. El anillo coordenado K[X] de una variedad X es el cociente del anillo
coordenado del espacio ambiente (K[x1, . . . , xn], K[x0, x1, . . . , xn] o K[x±1

1 , . . . , x±1
n ]) por

el ideal IX .

En este trabajo nos fijaremos en los polinomios de Laurent y las variedades que definen.
Normalmente consideraremos cuerpos algebraicamente cerrados, por ejemplo K = C o
K = C{{t}}.

Observación 1.3.5. La aplicación I 7→ V (I) que env́ıa a cada ideal en la variedad que
genera no es una biyección. Por ejemplo, V (⟨x⟩) = V (⟨x2⟩) en A1. Lo que śı se cumple es
que si

√
I =
√
J , entonces V (I) = V (J); y el rećıproco se verifica si K es algebraicamente

cerrado (Teorema de los ceros de Hilbert, [Ful89, Cap. 1, §7]).

Definición 1.3.6. Se dice que una variedad es irreducible si no puede ponerse como unión
de dos subvariedades propias.

Observación 1.3.7. En algunos libros, como [Ful89], el término variedad se reserva para
las variedades irreducibles, mientras que a una variedad algebraica cualquiera se le deno-
mina conjunto algebraico. Nosotros no asumiremos que las variedades son irreducibles.

Utilizando la descomposición primaria de ideales ([AM69, Cap. 5]), toda variedad se
puede descomponer como unión finita de variedades irreducibles. Y si X es una variedad
irreducible, entonces el ideal IX es un ideal primo.

Los ideales primos más sencillos son los generados por polinomios lineales. Las va-
riedades correspondientes se denominan espacios lineales. La variedad definida por un
ideal principal es una hipersuperficie, y su dimensión es 1. La dimensión de una variedad
([CLO97, Cap. 9]) es su invariante más elemental, y se define su codimensión como n
menos la dimensión.

Los cálculos sobre ideales o variedades se enmarcan en el ámbito del Álgebra Compu-
tacional y se pueden realizar utilizando software especializado. En nuestro caso, usaremos
SINGULAR ([DGPS20]).

Vamos a dotar al espacio af́ın An de estructura de espacio topológico, considerando
como conjuntos cerrados a los conjuntos de la forma V (I) tales que I ⊂ K[x1, . . . , xn] es
un ideal. Esta topoloǵıa se conoce como topoloǵıa de Zariski.

Proposición 1.3.8. La topoloǵıa de Zariski es una topoloǵıa sobre el conjunto An.

Definición 1.3.9. Consideramos el espacio af́ın An, la topoloǵıa de Zariski sobre An es
τ = {An \ V (I) : I ⊂ K[x1, . . . , xn] ideal}.
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Para cada conjunto U ⊂ An, denotamos por U a la clausura de U para la topoloǵıa
de Zariski, que es el conjunto más pequeño de la forma V (I) que contiene a U .

De forma análoga se define la topoloǵıa de Zariski sobre el espacio proyectivo Pn y

sobre el toro algebraico T n. Y existen inclusiones T n
i
↪−→ An j

↪−→ Pn, donde j env́ıa a cada
punto x ∈ An en [1 : x] ∈ Pn. La clausura af́ın de una variedad X ⊂ T n es la clausura de
Zariski i(X) de i(X) ⊂ An, y la clausura proyectiva de X ⊂ An es la clausura de Zariski
j(X) de j(X) ⊂ Pn.

Veamos ahora cuáles son sus descripciones algebraicas. Para ello, tenemos que dar
antes unas definiciones:

Definición 1.3.10. Sean f =
∑
cux

u ∈ K[x1, . . . , xn] un polinomio e I ⊂ K[x1, . . . , xn]
un ideal.

(1) El grado de f es W = deg(f) = máx{|u| : cu ̸= 0}, donde |u| =
∑n

i=1 ui.

(2) La homogeneización f̃ de f es el polinomio homogéneo

f̃ =
∑

cux
W−|u|
0 xu = xW0 · f

(
x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)
∈ K[x0, x1, . . . , xn].

(3) La homogeneización de I es el ideal Iproj = ⟨f̃ : f ∈ I⟩. De forma similar, definimos
Iproj para un ideal I ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ].

Proposición 1.3.11. Sea X = V (I) una subvariedad del toro T n definida por un ideal
I ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ]. Entonces i(X) = V (Iaff ), donde Iaff = I ∩ K[x1, . . . , xn]. Para

cualquier ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn], la clausura proyectiva j(X) de V (I) es la subvariedad
proyectiva definida por el ideal homogéneo Iproj.

En los siguientes caṕıtulos utilizaremos el concepto de morfismo de variedades que
definimos a continuación. La definición que vamos a usar tiene una restricción adicional
sobre la que se suele dar habitualmente, pues la vamos a aplicar sobre variedades en el
toro algebraico.

Definición 1.3.12. Sean A ⊂ T nK y B ⊂ TmK variedades definidas en los toros T n y Tm,
respectivamente. Un morfismo de variedades ϕ : A → B es una aplicación para la cual
existen monomiosMi ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ], 1 ≤ i ≤ m, tales que ϕ(a) = (M1(a), . . . ,Mm(a))

para cada a ∈ T n. Es decir, ϕ es la aplicación inducida por el homomorfismo deK-álgebras

ϕ∗ : K[y±1
1 , . . . , y±1

m ]→ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], yi 7→ ϕ∗(yi) =Mi,

que es una aplicación monomial.

Observación 1.3.13. (1) La restricción adicional que hacemos por tratarse de varieda-
des en el toro es que la aplicación sea monomial. En el caso de variedades afines,
se puede dar una definición análoga, cambiando los monomios Mi por polinomios
Pi ∈ K[x1, . . . , xn].
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(2) El homomorfismo de anillos ϕ∗ equivale al homomorfismo de grupos ϕ∗∗ : Zm → Zn,
dado por ϕ∗∗(ei) = u si Mi = xu, siendo ei ∈ Zm el vector cuyas coordenadas son
(ei)j = δij.

(3) Si X = V (I) ⊂ T n es una variedad en el toro T n, entonces la clausura de Zariski de
su imagen ϕ(X) en el toro Tm es la variedad V

(
ϕ∗−1(I)

)
.

Un automorfismo del toro T n es un morfismo de variedades ϕ : T n → T n biyectivo tal
que ϕ−1 es también un morfismo. Se puede probar que el grupo de automorfismos de T n

es isomorfo a GL(n,Z), con las entradas de las matrices iguales a los exponentes de los
monomios. Los automorfismos del toro nos permiten definir cambios de coordenadas:

Definición 1.3.14. Un cambio de coordenadas en T n es un automorfismo del toro T n.

Observación 1.3.15. Los cambios de coordenadas en el toro T n se comportan de manera
muy distinta a los cambios de coordenadas lineales o afines en el espacio af́ın An, o en el
proyectivo Pn. Los automorfismos de T n son esenciales en la Geometŕıa Tropical.

Ejemplo 1.3.16. SeaK un cuerpo algebraicamente cerrado. Consideramos el isomorfismo
de K-álgebras ϕ∗ : K[x±1, y±1]→ K[x±1, y±1] dado por ϕ∗(x) = xy, ϕ∗(y) = x−1y−2, que
induce un automorfismo ϕ : T 2 → T 2, ϕ(x, y) = (xy, x−1y−2).
El homomorfismo ϕ∗ viene dado por la matriz U =

(
1 −1
1 −2

)
, cuya inversa es U−1 =

(
2 −1
1 −1

)
,

(ϕ∗)−1(x) = x2y, (ϕ∗)−1(y) = x−1y−1.
Como ϕ∗ es un automorfismo de K[x±1, y±1], entonces ϕ es un cambio de coordenadas de
T 2. Este cambio de coordenadas transforma la recta punteada L = {(1, y) : y ∈ R∗} en
la hipérbola H = {(x, y) ∈ (R∗)2 : xy = 1} = {(x, y) ∈ R2 : xy = 1}. En este ejemplo
queda claro que los cambios de coordenadas en T 2 no se comportan como los cambios de
coordenadas lineales o afines.

Introducimos ahora una variedad importante que usaremos en el caṕıtulo 2, el Grass-
maniano. El Grassmaniano G(r,m) es un espacio cuyos puntos se corresponden con los
subespacios vectoriales r-dimensionales de un espacio vectorial m-dimensional V . Se de-
fine como una subvariedad de PN−1, para N =

(
m
r

)
como sigue:

Sea V = Km (en general, primero establecemos un isomorfismo V ∼= Km). Todo
subespacio vectorial de V de dimensión r es el subespacio generado por las filas de una
matriz de tamaño r×m y rango r. Un problema con esta representación es que matrices
distintas pueden definir el mismo subespacio. Si dos matrices A,B ∈Mr×m(K) definen el
mismo subespacio, entonces una se puede obtener a partir de la otra realizando operaciones
elementales sobre sus filas, luego existe una matriz G ∈ GL(r,K) tal que A = G ·B. Esta

ambigüedad se soluciona asociando a cada matriz el vector de K(mr ) formado por los
menores r × r de la matriz.

Definición 1.3.17. Sea A ∈ Mr×m(K) una matriz de rango r. El vector de Plücker de

A es el vector de K(mr ) formado por los menores r × r de la matriz A.
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Las coordenadas del vector de Plücker están indexadas por todos los subconjuntos
I ⊂ {1, . . . ,m} de cardinal #I = r. La coordenada indexada por I es el menor de la
submatriz r × r cuyas columnas están indexadas por I. De este modo, si A = GB para
alguna matriz G ∈ GL(n,K), entonces el I-ésimo menor de A es det(G) veces el I-

ésimo menor de B, aśı que representan el mismo punto en el espacio proyectivo P(
m
r )−1.

El subespacio se relaciona de forma biuńıvoca con su vector de Plücker. Y el conjunto
formado por todos estos puntos es G(r,m).

Ejemplo 1.3.18. Sea U ⊂ C4 el subespacio formado por las filas de la matriz

A =

(
1 1 1 1
0 1 2 3

)
Notemos que U es también el subespacio formado por las filas de la matriz

B =

(
3 2 1 0
0 1 2 3

)
Los menores 2 × 2 de una matriz 2 × 4 están indexados por los conjuntos {1, 2}, {1, 3},
{1, 4}, {2, 3}, {2, 4} y {3, 4}. El vector de los menores 2 × 2 de A, siguiendo el orden
anterior, es (1, 2, 3, 1, 2, 1), mientras que el de B es (3, 6, 9, 3, 6, 3). Y, aunque son distintos,
se cumple

[1 : 2 : 3 : 1 : 2 : 1] = [3 : 6 : 9 : 3 : 6 : 3] ∈ P5.

Ejemplo 1.3.19. (1) Para r = 1, el Grassmaniano G(1,m) es el espacio formado por las
rectas de Km que pasan por el origen, luego es exactamente el espacio proyectivo de
dimensión m− 1, Pm−1.

(2) Si r = 2, el Grassmaniano G(2,m) es el espacio formado por los planos vectoriales
de Km. En el espacio eucĺıdeo tridimensional, un plano vectorial está uńıvocamente
determinado por su recta normal. Por lo tanto, los espacios G(1, 3) ∼= G(2, 3) ∼= P2.

(3) El Grassmaniano más simple que no es un espacio proyectivo esG(2, 4), y está formado
por los planos vectoriales deK4. Aunque no es un espacio proyectivo, se embebe dentro
de P5 de la forma descrita anteriormente.

A partir de la descripción que hemos hecho del Grassmaniano, se puede dotar a G(r,m)
de una estructura de subvariedad algebraica de PN−1.
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Caṕıtulo 2

Bases de Gröbner y Complejos de
Gröbner

En este segundo caṕıtulo, desarrollamos una teoŕıa de base de Gröbner para idea-
les homogéneos en el anillo de polinomios en n + 1 variables sobre un cuerpo valorado
(K, val): K[x0, x1, . . . , xn]. Esta teoŕıa de bases de Gröbner es una generalización de la que
se estudia en el grado, pues utilizaremos la valoración enK para definir las formas iniciales.

En la sección 2.1 definimos los conceptos básicos, y en la sección 2.2 estudiamos pro-
piedades sobre las formas iniciales y anillos cociente, de forma análoga a como se hace
con las bases de Gröbner “tradicionales”.

En la sección 2.3 construimos el complejo de Gröbner de un ideal homogéneo. De nue-
vo, esta teoŕıa es una generalización de la que aparece en las referencias clásicas. En esta
sección hemos optado por no incluir las demostraciones de los resultados que se enuncian,
pues son muy extensas.

Por último, en la sección 2.4 definimos el concepto de “base tropical” de un ideal del
anillo del polinomios de Laurent, que utilizaremos en el caṕıtulo 4 cuando hablemos de
variedades tropicales.

La referencia principal que se ha seguido en este caṕıtulo es [MS15, Cap. 2, §2.4−§2.6].

2.1. Formas iniciales e ideales iniciales

En esta sección, no se precisa que el cuerpo K sea algebraicamente cerrado, pero śı
necesitamos que la valoración tenga una escisión dada por ϕ : Γval → K∗, w 7→ tw. Esta
hipótesis se verifica si la valoración es trivial o también si el cuerpo es algebraicamente
cerrado (proposición 1.1.22), entre otros casos.

Si a ∈ K verifica val(a) ≥ 0, entonces pertenece al anillo local R = {c ∈ K : val(c) ≥
0}, y denotamos por ā a la clase del elemento a en el cuerpo residual k. La existencia de

31
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la escisión ϕ garantiza el siguiente resultado:

Proposición 2.1.1. Para cada a ∈ K∗, el elemento t−val(a) · a ∈ k
∗. Además, la apli-

cación resultante K∗ → k
∗, dada por a 7→ t−val(a) · a, es un homomorfismo de grupos

multiplicativos.

Demostración. Por la definición de valoración y la proposición 1.1.22, se tiene

val
(
t−val(a) · a

)
= val

(
t−val(a)

)
+ val(a) = −val(a) + val(a) = 0.

Por lo tanto, t−val(a) · a ∈ R, y podemos considerar su clase t−val(a) · a en k. De hecho,
como su valoración es cero, t−val(a) ·a /∈ mK , luego t−val(a) · a ̸= 0, es decir, t−val(a) · a ∈ k∗.
Usando ahora que ϕ : Γval → K∗ es un homomorfismo de grupos, se tiene lo siguiente:

t−val(ab) · ab = t−val(a)−val(b) · ab = (t−val(a) · a) · (t−val(b) · b),

lo que concluye la prueba.

Observación 2.1.2. Notemos que si consideramos cualquier γ < val(a), entonces siempre
tendremos t−γ · a = 0. Esto es porque val(t−γ · a) = −γ + val(a) > 0.

Ejemplo 2.1.3. Sea K = C{{t}} el cuerpo de series de Puiseux, provisto de la valoración
usual, y consideramos la serie a = t−1 + 2t2 + t3 ∈ C{{t}}. Entonces val(a) = −1 y

t−val(a) · a = t · (t−1 + 2t2 + t3) = 1 + 2t3 + t4 = 1,

donde hemos usado que 2t3 + t4 = 0, pues val(2t3 + t4) = 3 > 0.
Si consideramos el caso de la observación previa, por ejemplo para γ = −2, entonces

t−γ · a = t2 · (t−1 + 2t2 + t3) = t+ 2t4 + t5 = 0,

pues val(t+ 2t4 + t5) = 1 > 0.

Dado un polinomio f con coeficientes en R, denotaremos por f̄ al polinomio obtenido
reemplazando cada coeficiente a de f por su clase en el cuerpo residual ā ∈ k.

Nuestro primer objetivo es definir qué entendemos por base de Gröbner de un ideal
homogéneo I en el anillo de polinomios S = K[x0, x1, . . . , xn]. Al igual que en la teoŕıa
estándar de bases de Gröbner, tenemos que definir primero la noción de ideal inicial. La
diferencia con la teoŕıa estándar es que ahora las valoraciones de los coeficientes tienen
un papel clave en la determinación del ideal inicial.

Definición 2.1.4. (1) Sea f =
∑

u∈Nn+1 cux
u ∈ S un polinomio. La tropicalización de

f es la función lineal a trozos trop(f) : Rn+1 → R dada por

trop(f)(w) = mı́n{val(cu) +w · u : u ∈ Nn+1 y cu ̸= 0}. (2.1.1)
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(2) Sea w ∈ Rn+1 un vector peso, y denotamos W = trop(f)(w) = mı́n{val(cu) +w · u :
cu ̸= 0}. La forma inicial de f respecto de w es

inw(f) =
∑

u∈Nn+1:val(cu)+w·u=W

cut−val(cu) · xu ∈ k[x0, . . . , xn]. (2.1.2)

Observación 2.1.5. (1) Diremos que trop(f) es el polinomio tropical inducido por el
polinomio clásico f .

(2) Si w ∈ Γn+1
val , la forma inicial se puede expresar también como

inw(f) = t−W
∑

u∈Nn+1

cutw·uxu = t−trop(f)(w)f(tw0x0, . . . , twnxn).

Ejemplo 2.1.6. Sea f = (t+ t2)x0 + 2t2x1 + 3t4x2 ∈ C{{t}}[x0, x1, x2]. Entonces

trop(f)(w0, w1, w2) = mı́n{1 + w0, 2 + w1, 4 + w2}.

Veamos cuál es la forma inicial de f para distintos vectores peso.

Si w = (0, 0, 0), entonces W = trop(f)(w) = 1, y el mı́nimo se alcanza únicamente
en el primer término. Entonces

in0(f) = t−1 · (t+ t2) · x0 = (1 + t) · x0 = x0,

pues val [(1 + t)− 1] = 1 > 0, aśı que 1 + t = 1.

Si w = (4, 2, 0), entonces W = trop(f)(w) = 4, y el mı́nimo se alcanza en los dos
últimos términos. Por lo tanto,

in(4,2,0) = t−2 · 2t2 · x1 + t−4 · 3t4 · x2 = 2x1 + 3x2.

Del mismo modo, in(2,1,0)(f) = 2x1 + 3x2.

Definición 2.1.7. Si I es un ideal homogéneo en el anillo de polinomios K[x0, . . . , xn] (es
decir, si admite un sistema de generadores formado por polinomios homogéneos), entonces
el ideal inicial de I es

inw(I) = ⟨inw(f) : f ∈ I⟩ ⊂ k[x0, . . . , xn]. (2.1.3)

Observación 2.1.8. Si la valoración en K es trivial, entonces el ideal definido en (2.1.3)
es el ideal inicial de I en la teoŕıa estándar de bases de Gröbner con respecto al vector
peso −w.
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2.2. Bases de Gröbner

En esta sección, vamos a introducir el concepto de base de Gröbner de un ideal ho-
mogéneo en K[x0, . . . , xn], siendo K un cuerpo valorado. Esto es una generalización de la
teoŕıa de bases de Gröbner para ideales en el anillo de polinomios con un orden monomial
global.

Si w ∈ Rn+1 es un vector peso e I ⊂ K[x0, x1, . . . , xn] es un ideal homogéneo, entonces
su ideal inicial inw(I), definido como en (2.1.3), es un ideal de k[x0, . . . , xn].

Definición 2.2.1. Un conjunto G = {g1, . . . , gs} ⊂ I es una base de Gröbner de I con
respecto a w si inw(I) = ⟨inw(g1), . . . , inw(gs)⟩.
Teorema 2.2.2. Sea I ⊂ K[x0, . . . , xn] un ideal homogéneo, y sea w ∈ Rn+1 un vector
peso. Entonces inw(I) es homogéneo, y existe una base de Gröbner homogénea para I.
Además, si g ∈ inw(I), entonces g = inw(f) para algún f ∈ I.
Demostración. Veamos primero que inw(I) es homogéneo. Sea f ∈ I y lo expresamos
como suma de sus componentes homogéneas f =

∑r
i=0 fi (donde r = deg(f)). Entonces

fi ∈ I para cada i, 1 ≤ i ≤ r. La forma inicial de f se puede poner como

inw(f) =
∑

i:trop(f)(w)=trop(fi)(w)

inw(fi)

y para cada i, el polinomio inw(fi) es homogéneo. Por lo tanto,

inw(I) = ⟨inw(g) : g ∈ I es homogéneo⟩.
Esto demuestra que el ideal inw(I) es homogéneo. Por el Teorema de la Base de Hilbert,
el ideal inw(I) está finitamente generado. Por lo tanto, podemos extraer un sistema de
generadores finito del conjunto {inw(g) : g ∈ I es homogéneo}, es decir, existen g1, .., gs ∈
I homogéneos tales que inw(I) = ⟨inw(gi) : 1 ≤ i ≤ s⟩. Entonces {g1, . . . , gs} es una base
de Gröbner homogénea para I.
Para demostrar la última parte del teorema, consideramos g ∈ inw(I). Entonces podemos
escribir g como

g =
∑
u

aux
uinw(gu) =

∑
u

auinw (xugu) ,

para unos ciertos au ∈ k
∗ y gu =

∑
v duvx

v ∈ I. Para cada au ̸= 0, sea cu ∈ R tal que
cu = au (en particular, val(cu) = 0, ya que au ̸= 0), y sea Wu = trop(gu)(w) + w · u.
Definimos

f =
∑
u

cut
−Wuxugu =

∑
u,v

cuduvt
−Wuxu+v.

Entonces val(cu)+val(duv)−Wu+w · (u+ v) = val(cu)−Wu+ trop(gu)(w)+w ·u = 0.
Por lo tanto, trop(f)(w) = 0 y el mı́nimo se alcanza en cada término de f , luego

inw(f) =
∑
u,v

t−val(cuduvt−Wu )cuduvt−Wu · xu+v =
∑
u,v

t−val(duv)duv · cu · xu+v

=
∑
u

au

(∑
v

t−val(duv)duv · xu+v

)
=
∑
u

auinw (xugu) = g.
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En conclusión, dado g ∈ inw(I) hemos demostrado que existe f ∈ I tal que g = inw(f),
lo que finaliza la prueba.

Observación 2.2.3. Nuestra definición de base de Gröbner está restringida a ideales
homogéneos. Con esta restricción, toda base de Gröbner G, constituida por polinomios
homogéneos, genera el ideal I. Para una prueba, ver [CM13].
La misma definición de base de Gröbner tiene sentido también para ideales no homogéneos,
pero estos ideales en general no están generados por su base de Gröbner.

Ejemplo 2.2.4. Consideramos el ideal I = ⟨x⟩ ⊂ K[x], con la valoración trivial en K, y
el peso w = 1. Es sencillo comprobar que inw(I) = ⟨x⟩ (notemos que I es monomial). Si
consideramos G = {x− x2}, entonces inw(I) = ⟨inw (G)⟩, pero ⟨G⟩ ̸= I.
En este ejemplo, el ideal I es homogéneo, pero el polinomio x− x2 no lo es.

Ahora vamos a iterar la construcción anterior, considerando la forma inicial de una
forma inicial. La segunda vez que tomamos la forma inicial, el operador inv se aplica a
polinomios con coeficientes en k, considerando en k la valoración trivial.

Proposición 2.2.5. Sean f ∈ K[x0, . . . , xn] y v,w ∈ Rn+1. Entonces existe un número
real ϵ > 0 tal que para todo ϵ′ tal que 0 < ϵ′ < ϵ se tiene

inv (inw(f)) = inw+ϵ′v(f). (2.2.1)

Demostración. Sea f =
∑

u cux
u. Entonces

inw(f) =
∑

u∈Nn+1:val(cu)+w·u=W

cutw·u−W · xu,

dondeW = trop(f)(w). Ahora, para calcular la forma inicial de inw(f) dada por el vector
v, consideramos en k la valoración trivial. Entonces

inv (inw(f)) =
∑

u:v·u=W ′

cutw·u−W · xu,

donde W ′ = mı́n{v · u : u ∈ supp (inw(f))} = mı́n{v · u : val(cu) +w · u = W}.
Sean A = {u : val(cu) +w · u = W} y B = {u ∈ A : v · u = W ′} los conjuntos donde se
alcanza el mı́nimo deW yW ′, respectivamente. Entonces está claro que val(cu)+w·u > W
para cada u /∈ A. Además,

val(cu) + (w + ϵv) · u = W + ϵW ′ para cada ϵ > 0,u ∈ B, y
val(cu) + (w + ϵv) · u > W + ϵW ′ para cada ϵ > 0,u ∈ A \B.

Por lo tanto, lo que necesitamos para que se verifique la igualdad de las formas iniciales
del enunciado es val(cu) + (w + ϵv) · u > W + ϵW ′ para cada u /∈ A. Esto es obviamente
cierto para cada ϵ > 0 si v ·u ≥ W ′. En otro caso, W ′ > v ·u, y la desigualdad equivale a

val(cu) +w · u−W ≥ ϵ (W ′ − v · u) .
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Pero como val(cu)+w ·u−W > 0 si u /∈ A, para cada u existe ϵu > 0 con esta propiedad,
y podemos poner ϵ = mı́n{ϵu : u ∈ Supp(f),u /∈ A} (si es cierto para ϵ, lo es para ϵ′ < ϵ,
pues W ′ − v · u > 0). Entonces tenemos

val(cu) + (w + ϵv) · u = W + ϵW ′ para cada u ∈ B, y

val(cu) + (w + ϵv) · u > W + ϵW ′ para cada u /∈ B.

Por lo tanto, inv (inw(f)) =
∑

u∈B cut
w·u−W · xu = inw+ϵv(f), y esto es cierto también

para cada ϵ′ con 0 < ϵ′ < ϵ.

En el Corolario 2.2.10 probaremos que la igualdad (2.2.1) se cumple también si susti-
tuimos f por cualquier ideal homogéneo I. En la siguiente proposición vamos a demostrar
una de las dos contenciones.

Proposición 2.2.6. Sean I ⊂ K[x0, . . . , xn] un ideal homogéneo y w ∈ Rn+1 un vector
peso. Entonces existen v ∈ Rn+1 y ϵ > 0 tales que los ideales inv (inw(I)) e inw+ϵv(I) son
monomiales, y además se verifica la inclusión inv (inw(I)) ⊂ inw+ϵv(I).

Observación 2.2.7. En la demostración de la proposición usaremos el politopo de New-
ton de un polinomio. Dado f =

∑
u∈Nn+1 cux

u ∈ K[x0, . . . , xn], el politopo de Newton de
f es

Newt(f) = conv ({u : cu ̸= 0}) ⊂ Rn+1.

Esta definición también la daremos en el caṕıtulo siguiente para polinomios de Laurent
(definición 3.4.3).

Demostración de la proposición 2.2.6. Dado v ∈ Rn+1, denotamos por Mv al ideal gene-
rado por todos los monomios de inv (inw(I)) y por M ϵ

v al ideal generado por todos los
monomios de inw+ϵv(I) para ϵ > 0, respectivamente.
Fijamos v ∈ Rn+1 tal que Mv es “maximal”, en el sentido de que no exista v′ ∈ Rn+1 con
Mv ⊊Mv′ . Esto es posible por la noetherianidad del anillo de polinomios K[x0, . . . , xn].
Razonamos por reducción al absurdo: si inv (inw(I)) no es un ideal monomial, enton-
ces existe un polinomio f ∈ I tal que ninguno de los términos de inv (inw(f)) per-
tenece a Mv. Elegimos v′ ∈ Rn+1 tal que inv′ (inv (inw(f))) sea un monomio au0x

u0 ,
para ello basta con tomar un vector v′ para el que la cara del politopo de Newton
facev′ [Newt (inv (inw(f)))] es un vértice. Por la proposición 2.2.5, existe ϵ > 0 tal que
inv+ϵ′v′ (inw(f)) = inv′ (inv (inw(f))) = au0x

u0 para cada ϵ′ tal que 0 < ϵ′ < ϵ. Sea
xu ∈Mv, entonces existe un polinomio g ∈ I tal que xu = inv (inw(g)) y, por la proposi-
ción 2.2.5, existe un número 0 < ϵu < ϵ, tal que

xu = inv′ (inv (inw(g))) = inv+ϵ′v′ (inw(g)) ∈ inv+ϵ′v′ (inw(I)) para cada 0 < ϵ′ < ϵu.

Como hay un número finito de generadores de Mv, entonces existe ϵ
′ > 0 tal que el ideal

inv+ϵ′′v′ (inw(I)) contiene a cada generador xu de Mv para todo 0 < ϵ′′ < ϵ′. Por elección,
xu0 /∈Mv, pero xu0 ∈Mv+ϵ′v′ . Por lo tanto, Mv ⊊Mv+ϵ′v′ , que es absurdo. Esto implica
que el ideal inv (inw(I)) es monomial.
Veamos ahora que para esta elección de v se verifica la inclusión del enunciado. Ponemos
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Mv = ⟨xu1 , . . . ,xus⟩ y elegimos f1, . . . , fs ∈ I con inv (inw(fi)) = xui para cada i, 1 ≤
i ≤ s. Por la proposición 2.2.5, para cada i existe un número ϵi > 0 tal que inw+ϵv(fi) =
inv (inw(fi)) = xui para cada ϵ ≤ ϵi. Sea ϵ = mı́n{ϵ1, . . . , ϵs, ϵ′}, entonces para cada i,
1 ≤ i ≤ n, tenemos que xui = inw+ϵv(fi) ∈ inv (inw(I)). Como Mv = ⟨xu1 , . . . ,xus⟩,
entonces inv (inw(I)) ⊂ inw+ϵv(I) para este ϵ > 0 (y para todo ϵ′, 0 < ϵ′ < ϵ) y el vector
v ∈ Rn+1 elegido anteriormente.
Por último, tenemos que probar que el ideal inw+ϵv(I) es monomial. Podemos suponer que
el vector v elegido es tal que no existe v′ conMv =Mv′ yM ϵ

v ⊊M ϵ
v′ (si v no cumple esto,

lo cambiamos). Razonando de nuevo por reducción al absurdo, supongamos que el ideal
inw+ϵv(I) no es monomial. Entonces existe un polinomio f ∈ I tal que ningún término
de inw+ϵv(f) pertenece a M ϵ

v. Al igual que hicimos antes, podemos encontrar un vector
v′ ∈ Rn+1 tal que M ϵ

v ⊊M ϵ
v+ϵ′v′ para ϵ′ > 0 suficientemente pequeño. Además, si ϵ′ es lo

suficientemente pequeño, también se cumplirá Mv+ϵ′v′ = Mv, lo que es absurdo. Por lo
tanto, el ideal inw+ϵv(I) es monomial.
En conclusión, hemos probado que existen un número ϵ > 0 y un vector v ∈ Rn+1 tales
que los ideales inv (inw(I)) e inw+ϵv(I) son monomiales y además se verifica la inclusión
inv (inw(I)) ⊂ inw+ϵv(I).

En lo que sigue, denotaremos por SK = K[x0, . . . , xn] al anillo de polinomios en n+1
variables con coeficientes en K y por Sk = k[x0, . . . , xn] al anillo de polinomios en n + 1
variables con coeficientes en k, que contienen a un ideal homogéneo I y a su ideal inicial
inw(I), respectivamente. Los anillos SK y Sk tienen una estructura natural de espacio
vectorial sobre los cuerpos K y k, respectivamente. (SK)d denotará al subespacio vecto-
rial de SK formado por los polinomios homogéneos de grado exactamente d en SK y, del
mismo modo, si I ⊂ S es un ideal homogéneo (subespacio vectorial de SK), denotaremos
por Id al subespacio de (SK)d formado por los polinomios homogéneos de grado d en I.
(SK/I)d será el cociente de K-espacios vectoriales (SK)d/Id.

Para medir el “tamaño” de estos ideales, utilizaremos sus funciones de Hilbert. La
función de Hilbert de un ideal es una aplicación N→ N, dada por d 7→ dim(Sk/I)d, donde
dim(SK/I)d denota la dimensión del K-espacio vectorial cociente (SK/I)d. Para valores
d ≫ 0, la función de Hilbert coincide con el polinomio de Hilbert, cuyo grado es una
unidad menor que la dimensión de Krull del cociente del anillo de polinomios módulo el
ideal (ver [CLO97, Cap. 9]).

En el Álgebra Conmutativa estándar, las bases de Gröbner se utilizan para calcular
de forma efectiva invariantes de los ideales I que se pueden obtener a partir de la función
de Hilbert, como la dimensión, ya que la función de Hilbert de un ideal y de su inicial
coinciden. Ahora vamos a extender este resultado a nuestra teoŕıa de bases de Gröbner:

Teorema 2.2.8. Sea I ⊂ SK un ideal homogéneo, y sea w ∈ Rn+1 un vector peso tal que
inw(I)d está generado como k-espacio vectorial por sus monomios. Entonces las clases de
los monomios xu de grado exactamente d que no pertenecen a inw(I) forman una K-base
para (SK/I)d.
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El análogo a este resultado en el libro de Cox, Litte y O’Shea es [CLO97, Cap. 5, Prop.
4].

Demostración. Sea Bd el conjunto de los monomios xu de grado exactamente d que no
pertenecen a inw(I). Tenemos que demostrar que la imagen de Bd en (SK/I)d es una base.
Para ello, probaremos primero que esa imagen es K-linealmente independiente. Supon-
gamos que tenemos una combinación lineal finita nula

∑
cuxu = 0, donde xu denota la

clase del monomio xu en (SK/I)d. Sea f =
∑

u cux
u, donde cu ̸= 0 implica xu /∈ inw(I).

Por construcción, f ∈ Id, luego inw(f) ∈ inw (Id) = inw (I)d. Por hipótesis, para cada u
tal que cu ̸= 0, cux

u ∈ inw(I). Por lo tanto, xu ∈ inw(I) si cu ̸= 0. Y esto demuestra que
cu = 0 para todo u.
Además, esto implica que dimk (inw(I)d) ≥ dimK(Id), ya que #Bd es igual al número de
monomios de grado exactamente d en SK menos el número de monomios en inw(I)d, que
coincide con la dimensión de inw(I)d como k-espacio vectorial. Y se tiene

dimK (SK)d − dimk (inw(I)d) = #Bd ≤ dimK (SK/I)d = dimK (SK)d − dimK (Id) .

Veamos ahora que se da la otra desigualdad. Para probar esto, para cada monomio
xu ∈ inw(I)d fijamos un polinomio fu ∈ Id con inw(fu) = xu. Entonces el conjun-
to {fu : inw(fu) = xu ∈ inw(I)d} es linealmente independiente en SK : si no lo fue-
ra, existiŕıan escalares au ∈ K, no todos nulos, tales que

∑
u aufu = 0. Pongamos

fu = xu +
∑

v ̸=u cuvx
v. Sea u′ tal que val(au′) + w · u′ ≤ val(au) + w · u para cada

u ∈ Nn+1 con xu ∈ inw(I)d. Es decir, u′ es tal que el mı́nimo de trop (
∑

u aufu) (w) se
alcanza en u′. Pero como la combinación lineal

∑
u aufu es nula, entonces el coeficiente

que acompaña a xu en la combinación lineal debe ser nulo:

au′ +
∑
u̸=u′

aucuu′ = 0.

Como val(0) =∞ y val(a+ b) ≥ mı́n{val(a), val(b)} (> si val(a) ̸= val(b)), entonces debe
existir u′′ ̸= u′ tal que val(au′′) + val(cu′′u′) ≤ val(au′). Pero en este caso

val(au′′) + val(cu′′u′) +w · u′ ≤ val(au′) +w · u′ ≤ val(au′′) +w · u′′,

que no pude ser, pues inw(fu′′) = xu′′
.

Como el conjunto {fu ∈ Id : inw(fu) = xu ∈ inw(I)d} es linealmente independiente en
SK , entonces dimK (Id) ≥ dimk (inw(I)d), porque {xu ∈ inw(I)d} es base del k-espacio
vectorial inw(I)d por hipótesis.
Por lo tanto, queda probado dimK (I)d = dimk (inw(I)d), luego

dimK (SK/I)d = dimk (Sk/inw(I))d = dimk(Sk)d − dimk (inw(I)d) = #Bd.

Como la imagen de Bd en (SK/I)d es K-linealmente independiente y su cardinal es igual a
la dimensión de este espacio vectorial, entonces es una base de dicho espacio vectorial.

Corolario 2.2.9. Para cadaw ∈ Rn+1 y cada ideal homogéneo I en el anillo de polinomios
SK , la función de Hilbert de I coincide con la de su ideal inicial inw(I) en Sk, es decir,

dimK (SK/I)d = dimk (Sk/inw(I))d para todo d ≥ 0.

Por lo tanto, la dimensión de Krull de los anillos SK/I y Sk/inw(I) coincide.
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Demostración. Por la proposición 2.2.6, existen v ∈ Rn+1 y ϵ > 0 tales que inv (inw(I)) ⊂
inw+ϵv(I), y ambos son ideales monomiales, luego se les puede aplicar el teorema 2.2.8.
Sea xu0 ∈ inw+ϵv(I)d \ inv (inw(I))d. Por el teorema 2.2.8, los monomios de grado d que
no están en inw+ϵv(I) generan (SK/I)d. Consideramos la clase del monomio xu0 en el
cociente (SK/I)d. Se deduce que existe un polinomio fu0 ∈ Id tal que fu0 = xu − f ′

u0
,

donde f ′
u0

es un polinomio tal que ninguno de sus monomios pertenece a inw+ϵv(I)d. Pero
entonces inw(fu0) contiene únicamente monomios que no están en inv (inw(I)) (porque
inv (inw(I)) ⊂ inw+ϵv(I) y xu0 /∈ inw+ϵv(I)). Por lo tanto, inv (inw(fu0)) /∈ inv (inw(I)),
lo que es absurdo. En conclusión, inw+ϵv(I)d = inv (inw(I))d.
Aplicando el teorema 2.2.8 al ideal inw(I) y al ideal I obtenemos:

dimk (Sk/inw(I))d = dimk (Sk/inv (inw(I)))d

=

dimK (SK/I)d = dimk (Sk/inw+ϵv(I))d

donde hemos usado que los ideales inw+ϵv(I)d e inv (inw(I))d coinciden para ϵ > 0 su-
ficientemente pequeño (esto es siempre aśı). Por lo tanto, para cada w ∈ Rn+1 tenemos
dimK (SK/I)d = dimk (Sk/inw(I))d para cada grado d.

Corolario 2.2.10. Sea I un ideal homogéneo en K[x0, . . . , xn]. Para cualquier par de
vectores v,w ∈ Rn+1 existe ϵ > 0 tal que

inv (inw(I)) = inw+ϵ′v(I) para cada ϵ′ con 0 < ϵ′ < ϵ.

Demostración. Sea {g1, . . . , gs} ⊂ k[x0, . . . , xn] un sistema de generadores de inv (inw(I))
y para cada i, 1 ≤ i ≤ s, consideramos un elemento fi ∈ I tal que inv (inw(fi)) = gi.
Por la proposición 2.2.5, para cada i, 1 ≤ i ≤ s, existe un número ϵi > 0 tal que
gi = inv (inw(fi)) = inw+ϵ′v(fi) para todo ϵ′ que cumpla 0 ≤ ϵ′ ≤ ϵi. Sea ϵ = mı́n{ϵi :
1 ≤ i ≤ s}, entonces para cada ϵ′ con 0 < ϵ′ ≤ ϵ se tiene inv (inw(fi)) = inw+ϵ′v(fi),
∀i = 1, . . . , s. Esto implica que inv (inw(I)) ⊂ inw+ϵ′v(I).
Por el corolario 2.2.9, estos ideales tienen la misma función de Hilbert, aśı que sus di-
mensiones de Krull coinciden. Por lo tanto, la contención no puede ser estricta, es decir,
inv (inw(I)) = inw+ϵ′v(I) para cada ϵ′ con 0 < ϵ′ < ϵ.

A continuación presentamos un resultado que será útil en los caṕıtulos siguientes
cuando hablemos de dimensión. El corolario 2.2.9 implica que las variedades proyectivas
V (I) ⊂ PnK y V (inw(I)) ⊂ Pn

k
tienen siempre la misma dimensión. En las aplicaciones

t́ıpicas, la variedad V (I) será irreducible, mientras que V (inw(I)) puede tener varias
componentes irreducibles. En el siguiente lema veremos que, aunque V (inw(I)) tenga
más de una componente irreducible, cada una tiene la misma dimensión que V (I). Antes
de enunciar este resultado, recordemos una definición de Álgebra Conmutativa.

Definición 2.2.11. Sea (A,+, ·) un anillo (conmutativo y unitario), y sea I ⊂ A un ideal.
Diremos que un ideal p ⊂ A es un primo minimal del ideal I si I ⊂ p y no existe ningún
otro ideal primo p′ tal que I ⊂ p′ ⊊ p.

Nosotros vamos a trabajar en el anillo A = SK o en A = Sk, y supondremos que
w ∈ Γn+1

val :
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Teorema 2.2.12. Si I ⊂ SK es un ideal primo y homogéneo de dimensión d y w ∈ Γn+1
val ,

entonces cada primo minimal de inw(I) tiene dimensión d.

Demostración. [MS15, Cap. 2, Lema 2.4.12].

No se incluye la demostración de este resultado, pues su comprensión requiere de un
nivel avanzado de conocimientos en Álgebra Conmutativa y Geometŕıa Algebraica.

Observación 2.2.13. (1) Si I ⊂ K[x0, . . . , xn] es homogéneo, por el teorema 2.2.2,
inw(I) es homogéneo. Entonces, los primos minimales de inw(I) son homogéneos
([Eis95, Cap. 3, § 3.5]).

(2) La hipótesisw ∈ Γn+1
val del teorema anterior no se puede suprimir. Por ejemplo, si la va-

loración en K es trivial, entonces Γval = {0} y se puede probar que K[x0, . . . , xn]/I =
k[x0, . . . , xn]/inw(I), luego inw(I) = I. Pero esto sucede para todo w ∈ Rn solo si I
es un ideal monomial.

Terminamos esta sección con unos comentarios sobre la relación entre ideales iniciales
definidos a través de distintas escisiones de la valoración. En las secciones 2.1 y 2.2 hemos
utilizado una escisión dada para definir las formas iniciales. Por lo tanto, las formas
iniciales dependen de la escisión escogida para la valoración en K. Veamos que esto no
cambia sustancialmente los ideales iniciales.
Sean ϕ1, ϕ2 : Γval → K∗ dos escisiones distintas de val e I ⊂ K[x0, . . . , xn] un ideal,
entonces

val ◦ ϕ1 = val ◦ ϕ2 = id : Γval → Γval.

Fijamos w ∈ Γn+1
val y consideramos los isomorfismos ϕ̃i : K[x0, . . . , xn] → K[x0, . . . , xn]

dados por xj 7→ ϕi(wj)xj para i = 1, 2. La composición ψ = ϕ̃1 ◦ ϕ̃−1
2 : K[x0, . . . , xn] →

K[x0, . . . , xn] se restringe a un automorfismo ψ : R[x0, . . . , xn] → R[x0, . . . , xn] dado por

ψ(xj) =
ϕ1(wj)

ϕ2(wj)
· xj. Este automorfismo transforma el ideal IR usando ϕ2 en el ideal IR

usando ϕ1, donde

IR = ⟨t−trop(f)(w)f (tw0x0, . . . , t
wnxn) : f ∈ I⟩.

El homomorfismo inducido ψ̄ : k[x0, . . . , xn] → k[x0, . . . , xn] transforma el ideal inicial
definido usando ϕ2 en el ideal inicial definido usando ϕ1. Por lo tanto, dos ideales iniciales
definidos usando dos escisiones distintas están relacionados por medio de un automorfismo
de k[x0, . . . , xn], aśı que todos los invariantes de esos ideales coinciden. Es decir, en esencia
son el mismo ideal.

2.3. Complejos de Gröbner

El objetivo de esta sección es construir un complejo poliedral asociado a cada ideal
homogéneo I ⊂ S = K[x0, . . . , xn]. Este será el espacio ambiente para la variedad tropical
de I que definiremos en el caṕıtulo 4. En esta sección (y siempre que hablemos de formas
iniciales), seguimos con la hipótesis de que la valoración en K escinde, w 7→ tw.
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En esta sección hemos optado por no incluir algunas demostraciones, pues son bastan-
te tediosas y alargaŕıan demasiado este trabajo. No obstante, en cada resultado se incluye
la referencia correspondiente al libro de Maclagan y Sturmfels para que el lector pueda
consultar las demostraciones, si aśı lo desea.

Empezamos definiendo cuáles son los poliedros que constituyen el complejo poliedral.
Para w ∈ Rn+1, definimos

CI [w] = {w′ ∈ Rn+1 : inw′(I) = inw(I)},

y denotamos por CI [w] a clausura de CI [w] en Rn+1 para la topoloǵıa usual.

Ejemplo 2.3.1. Sean n = 2, K = Q y consideramos en K la valoración 2-ádica. Sea I el
ideal principal generado por f = 2x30 + 4x31 + 2x32 + x0x1x2. Entonces

trop(f)(w0, w1, w2) = mı́n{1 + 3w0, 2 + 3w1, 1 + 3w2, w0 + w1 + w2}.

Si consideramos el peso w = 0 = (0, 0, 0), entonces trop(f)(0) = 0 y el mı́nimo se alcanza
en el último término de f . Por lo tanto, inw(I) = ⟨x0x1x2⟩ para el peso elegido. Entonces

CI [w] = {(v0, v1, v2) ∈ R3 : v0 + v1 + v2 < mı́n (3v0 + 1, 3v1 + 2, 3v2 + 1)},

y el poliedro asociado a I es:

CI [w] = {(v0, v1, v2) ∈ R3 : v0 + v1 + v2 ≤ mı́n (3v0 + 1, 3v1 + 2, 3v2 + 1)}.

Además, en este sencillo ejemplo podemos observar que la recta (vectorial) generada por el
vector (1, 1, 1) está contenida en el espacio de linealidad de CI [w]: si (v0, v1, v2) ∈ CI [w],
entonces para cada λ ∈ R se cumple (v0, v1, v2) + λ(1, 1, 1) ∈ CI [w]. En lo que sigue,
trabajaremos módulo esa recta.

De aqúı en adelante, denotaremos 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn+1 y R1 será la recta vectorial
generada por el vector 1. Para describir adecuadamente el complejo poliedral que estamos
construyendo, necesitamos la siguiente definición de Geometŕıa Poliedral:

Definición 2.3.2. Sea Γ un subgrupo aditivo de R. Un poliedro Γ-racional es un poliedro
de la forma P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, donde A ∈Md×n(Q) y b ∈ Γd.

Nuestro interés se va a centrar en el caso en que Γ = Γval es el grupo de valores de
un cuerpo valorado (K, val). Si Γ = Q, diremos simplemente que P es racional, en vez de
Q-racional.

Proposición 2.3.3. El conjunto CI [w] es un poliedro Γval-racional cuyo espacio de linea-
lidad contiene a la recta R1. Si inw(I) no es un ideal monomial, entonces existe w′ ∈ Rn+1

tal que inw′(I) es un ideal monomial y CI [w] es una cara propia del poliedro CI [w′].

Demostración. [MS15, Cap. 2, Prop. 2.5.2]
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Observación 2.3.4. Por la proposición 2.3.3, la recta R1 está contenida en el espacio
de linealidad de CI [w]. Esto nos permite considerar CI [w] como un poliedro en el espacio
cociente n-dimensional Rn+1/R1. De aqúı en adelante, lo consideraremos aśı. Una forma
operativa de hacer esto es identificar Rn+1/R1 con Rn mediante el isomorfismo

(x0, . . . , xn) + R1↔ (x1 − x0, . . . , xn − x0).

El siguiente teorema es el resultado clave de esta sección:

Teorema 2.3.5. El conjunto de los poliedros CI [w] cuando w vaŕıa en Rn+1 constituye
un complejo poliedral Γval-racional con soporte en el espacio n-dimensional Rn+1/R1.

La demostración de este teorema se basa en los siguientes resultados:

Proposición 2.3.6. Sea I un ideal homogéneo en K[x0, . . . , xn]. Entonces el conjunto
{inw(I) : w ∈ Rn+1} es finito.

Demostración. [MS15, Cap. 2, Lema 2.5.4]

Observación 2.3.7. La importancia de este resultado radica en que dado un ideal ho-
mogéneo I, existe un número finito de conjuntos del tipo CI [w] para w ∈ Rn.

Definición 2.3.8. Dada una función polinomial tropical F : Rn+1 → R, denotamos por
ΣF al complejo poliedral menos fino tal que F es lineal en cada celda de ΣF .

Observación 2.3.9. Sea f =
∑r

i=1 cix
ui ∈ K[x0, . . . , xn] un polinomio, y sea F su

tropicalización. Si denotamos por Li : Rn+1 → R a la forma af́ın dada por Li(w) =
val(ci) + w · ui para cada i, 1 ≤ i ≤ r, entonces F = mı́n{Li : 1 ≤ i ≤ r}. Para cada
subconjunto J ⊂ {1, . . . , r}, sea

DJ = {w ∈ Rn+1 : Li(w) = Lj(w) < Lk(w), ∀i, j ∈ J, ∀k /∈ J}.

Entonces el complejo poliedral ΣF está formado por los poliedros DJ tales que DJ ̸= ∅, y
las celdas maximales de ΣF tienen la forma

{w ∈ Rn+1 : F (w) = Li(w) para un único i, 1 ≤ i ≤ r} = D{i}.

Además, su soporte es |ΣF | = Rn+1, y es Γval-racional, pues cada celda

DJ = {w ∈ Rn+1 : Li(w) = Lj(w) ≤ Lk(w), ∀i, j ∈ J, ∀k /∈ J}

está definida por un conjunto de ecuaciones con coeficientes en Z (los exponentes de los
monomios de f) y términos independientes del tipo val(ci) ∈ Γval.

Sea I un ideal homogéneo de S = K[x1, . . . , xn]. Vamos a asociar a I un polinomio
a partir del cual recuperaremos el complejo {CI [w] : w ∈ Rn+1}. Para ello, considera-
mos Id como subespacio vectorial del K-espacio vectorial Sd, cuya dimensión es

(
n+d
n

)
.

En la definición 1.3.17 vimos que Id se puede identificar con un punto del Grassmaniano
G(r, Sd), siendo r = dimK(Id). Para ello, se elige una base cualquiera {f1, . . . , fr} de Id,
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se considera la matriz Ad cuyas entradas son los coeficientes de los polinomios fi en la
base Md de Sd formada por todos los monomios de grado d, y las coordenadas del punto
asociado a Id son los menores det(AJd ), donde J recorre todos los subconjuntos de cardinal
r del conjunto Md (AJd denota la submatriz de Ad de orden r × r cuyas filas y columnas
están indexadas por el conjunto J).

Por la proposición 2.3.6, existe un número D ∈ N tal que cualquier ideal monomial
inicial inw(I) tiene generadores de grado menor o igual que D. Definimos el polinomio

g :=
D∏
d=1

gd, donde gd :=
∑

J⊂Md, #J=r

det
(
AJd
)
·
∏
xu∈J

xu (2.3.1)

Este polinomio g es el que vamos a asociar al ideal I. Como ya comentamos, no depende
de la base {f1, . . . , fr} elegida. Consideramos ahora la función lineal a trozos trop(g) :
Rn+1 → R definida en (2.1.1), y sea Σtrop(g) el complejo poliedral de la definición 2.3.8.

Teorema 2.3.10. Con las definiciones anteriores, si w ∈ Rn+1 pertenece al interior de
una celda maximal σ de Σtrop(g), entonces σ = CI [w].

Demostración. [MS15, Cap. 2, Th. 2.5.7].

Ahora podemos demostrar fácilmente el teorema 2.3.5 a partir del teorema 2.3.10.

Demostración del teorema 2.3.5. Por la proposición 2.3.6, existe un número finito de con-
juntos CI [w] cuando w ∈ Rn+1, que son poliedros (por la proposición 2.3.3). Denotamos
Σ(I) = {CI [w] : w ∈ Rn+1}, que es finito. Vamos a probar que este conjunto coincide
con el complejo poliedral Σtrop(g). Para ello, demostraremos que los poliedros de Σ(I) son
exactamente los mismos que los de de Σtrop(g), viendo que los dos complejos tienen las
mismas celdas maximales y que las caras de dichas celdas son exactamente el resto de
poliedros de Σ(I) (pues las celdas de Σtrop(g) son exactamente las celdas maximales y las
caras de estas).
En primer lugar, veamos cuáles son las celdas maximales de Σ(I). Por la proposición
2.3.3, dado w ∈ Rn+1, si inw(I) no es monomial, entonces existe w′ ∈ Rn+1 tal que
inw′(I) es monomial, y CI [w] es cara propia de CI [w′]. Como inw′(I) es monomial, para
cada v ∈ Rn+1 existe ϵ > 0 tal que inw′+ϵv(I) = inw′(I), luego CI [w′] tiene dimensión
n+ 1. Por lo tanto, las celdas maximales de Σ(I) son exactamente las de la forma CI [w′]
tales que inw′(I) es monomial.
Por el teorema 2.3.10, las celdas maximales de Σtrop(g) son de la forma CI [w]. Además,
todas las celdas maximales de Σ(I) deben serlo también de Σtrop(g). Esto es porque en
dimensión n + 1, el interior relativo de un poliedro coincide con su interior topológi-
co. Por lo tanto, dada una celda maximal CI [w] ∈ Σ(I), w está en su interior. Como
|Σtrop(g)| = Rn+1, existe una celda maximal de Σtrop(g) que contiene a w y, por lo anterior,

esta celda es de la forma CI [w′]. Pero entonces CI [w] ∩ CI [w′] ̸= ∅, y esto solo puede ser
si CI [w] = CI [w

′].
Veamos ahora que el resto de celdas deben coincidir también. Para ello, probaremos que
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todas las caras propias de alguna celda maximal de Σ(I) (o de Σtrop(g), pues son las mis-

mas) son de la forma CI [w′] para algún w′ ∈ Rn+1. Sea σ ∈ Σtrop(g) una celda no maximal,

y fijamos w ∈ relint(σ). Por la proposición 2.3.3, CI [w] es cara propia de alguna celda
maximal (pues tiene dimensión menor que n+1). Entonces σ y CI [w] son celdas de Σtrop(g)

con interior relativo no disjunto, luego coinciden.

Definición 2.3.11. El complejo de Gröbner Σ(I) de un ideal homogéneo I enK[x0, . . . , xn]
es el complejo poliedral que hemos construido en los teoremas 2.3.5 y 2.3.10. Este complejo
poliedral está constituido por los poliedros CI [w]/R1 cuando w ∈ Rn+1 (está contenido
en Rn+1/R1).

Observación 2.3.12. Como se ve en el teorema, el complejo poliedral Σ(I) coincide con
Σtrop(g), donde g es el polinomio auxiliar (2.3.1) que representa el ideal I. Concretamente,
Σ(I) consiste en las regiones en las que el polinomio tropical trop(g) es lineal. Estas
regiones se consideran como poliedros en Rn+1/R1. En el caso especial en que I = ⟨f⟩ es
un ideal principal, generado por un polinomio homogéneo f de grado d, podemos tomar
D = d. Bajo estas hipótesis, g1 = · · · = gd−1 = 1 y g = gd = f en (2.3.1).

Ejemplo 2.3.13. Sean n = 2, K = C{{t}}, y consideramos el ideal homogéneo I gene-
rado por el polinomio (homogéneo)

f = tx21 + 2x1x2 + 3tx22 + 4x0x1 + 5x0x2 + 6tx20 ∈ K[x0, x1, x2].

La tropicalización del polinomio f es

trop(f)(w0, w1, w2) = mı́n{1 + 2w1︸ ︷︷ ︸
L1(w)

, w1 + w2︸ ︷︷ ︸
L2(w)

, 1 + 2w2︸ ︷︷ ︸
L3(w)

, w0 + w1︸ ︷︷ ︸
L4(w)

, w0 + w2︸ ︷︷ ︸
L5(w)

, 1 + 2w0︸ ︷︷ ︸
L6(w)

}.

El complejo de Gröbner de I, Σ(I), es el complejo de Gröbner en R3/R1 representado en
la figura 2.3.1a. Las celdas de dimensión 0 se han representado en rojo y las de dimensión
1 en azul. Veamos cómo se obtienen algunas de estas celdas.
Por ejemplo, si consideramos el subconjunto J = {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, entonces

DJ = {w = (w0, w1, w2) ∈ R3 : L1(w) = L2(w) < Lk(w), ∀k ≥ 3}.

Por tanto, el conjunto D{1,2} se puede escribir como

D{1,2} = {w ∈ R3 : w1 = w2 − 1, w2 < w0} = {(w0, w2 − 1, w2) ∈ R3 : w0 > w2}.

Como el espacio de linealidad de DJ contiene a la recta R1, considerando DJ ⊂ R3/R1,
podemos identificar

DJ = {(0, w − w′ − 1, w − w′) ∈ R3 : w′ < w} = {(0, w − 1, w) ∈ R3 : w < 0} = H ∩G.

Y para cada w ∈ D{1,2}, es claro que inw(f) = t−1t ·x21+ t−0 · 2 ·x1x2 = x21+2x1x2, luego
inw(I) = ⟨x21 + 2x1x2⟩. La celda correspondiente de Σ(I) es el rayo que representamos
como {(0, w − 1, w) ∈ R3 : w ≤ 0}.
El ideal I tiene 19 ideales iniciales distintos, correspondientes a las distintas celdas de
Σ(I). Hay seis celdas de dimensión 2, nueve celdas de dimensión 1 y cuatro celdas de di-
mensión 0. En la tabla 2.3.1b se presentan ocho de los 19 ideales iniciales, correspondientes
a las etiquetas de la figura 2.3.1a.
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(0, -1, 0)

(0, 0, 0)

(0, 0, -1)

(0, 1, 1)
A

C

E

F

G

H
D

B

(a) Complejo de Gröbner.

Celda Ideal inicial

A ⟨4x0x1⟩
B ⟨4x0x1 + 6x20⟩
C ⟨6x20⟩
D ⟨4x0x1 + 5x0x2 + 6x20⟩
E ⟨5x0x2⟩
F ⟨3x22⟩
G ⟨2x1x2⟩
H ⟨x21⟩

(b) Ideales iniciales.

Figura 2.3.1: Complejo de Gröbner e ideales iniciales del ejemplo 2.3.13.

2.4. Bases tropicales

En las secciones previas hemos introducido las bases de Gröbner y los complejos de
Gröbner para ideales homogéneos en el anillo de polinomios K[x0, x1, . . . , xn]. Ahora va-
mos a cambiar de espacio ambiente y consideraremos ideales en el anillo de polinomios de
Laurent K[x±1

1 , . . . , x±1
n ]. En este caso no hay una noción intŕınseca de base de Gröbner;

no obstante, es posible definir un concepto análogo, las bases tropicales.

Como en el resto de este caṕıtulo, asumiremos que la valoración en el cuerpo K admite
una escisión w 7→ tw, con val(tw) = w para cada w ∈ Γval. Las nociones de tropicalización,
forma inicial e ideal inicial las mismas que en la sección 2.1, pero adaptadas al caso del
anillo de polinomios de Laurent.

Definición 2.4.1. Sean f =
∑

u∈Zn cux
u ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] un polinomio de Laurent,

w ∈ Rn un vector peso e I un ideal en el anillo de polinomios de Laurent.

(1) La tropicalización de f es la función lineal a trozos trop(f) : Rn → R dada por

trop(f)(w) = mı́n{val(cu) +w · u : u ∈ Zn y cu ̸= 0} (2.4.1)

(2) La forma inicial de f respecto de w es

inw(f) =
∑

u∈Zn:val(cu)+w·u=W

t−val(cu)cu · xu ∈ k[x±1
1 , . . . , x±1

n ], (2.4.2)

donde W = trop(f)(w) = mı́n{val(cu) +w · u : u ∈ Zn}.

(3) El ideal inicial de I respecto de w es

inw(I) = ⟨inw(f) : f ∈ I⟩ ⊂ k[x±1
1 , . . . , x±1

n ] (2.4.3)
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La diferencia principal con el caso del anillo de polinomios ordinarios es la siguiente:
para elecciones genéricas de w = (w1, . . . , wn), la forma inicial inw(f) es una unidad en
k[x±1

1 , . . . , x±1
n ], y el ideal inicial inw (⟨f⟩) es, por tanto, el anillo k[x±1

1 , . . . , x±1
n ]. La Geo-

metŕıa Tropical se centrará en estudiar los vectores peso w ∈ Rn “especiales” para los
que el ideal inicial inw(I) es un ideal propio del anillo k[x±1

1 , . . . , x±1
n ].

Para poder estudiar estos ideales iniciales, vamos a trabajar con polinomios homogéneos
como en la sección 2.2. Al igual que en la definición 1.3.10, dado un ideal I ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ],

definimos la homogeneización de I, Iproj, como el ideal de K[x0, x1, . . . , xn] generado por
los polinomios

f̃ = xm0 · f
(
x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)
,

donde f ∈ I ∩ K[x1, . . . , xn] y m = deg(f) es el entero más pequeño que hace que los
denominadores desaparezcan.

Los ideales iniciales inw(I) de un ideal de Laurent I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] se pueden
calcular mediante los ideales iniciales de su homogeneización Iproj de la siguiente forma.
Los vectores peso para el ideal Iproj se pueden considerar en el espacio cociente Rn+1/R1,
que identificamos con Rn v́ıa el isomorfirmo w↔ (0,w) + R1.

Proposición 2.4.2. Sea I un ideal en el anillo de polinomios de Laurent K[x±1
1 , . . . , x±1

n ],
y fijamos w ∈ Rn. Entonces inw(I) es la imagen de in(0,w) (Iproj) en k[x±1

1 , . . . , x±1
n ]

obtenida fijando x0 = 1. De hecho, si f ∈ I ∩K[x1, . . . , xn], entonces

in(0,w)(f̃)
∣∣
x0=1

= inw(f).

Cada elemento de inw(I) es de la forma xug, donde xu es un monomio de Laurent y
g = f(1, x1, . . . , xn) para algún polinomio f ∈ in(0,w) (Iproj).

Demostración. Sea f =
∑
cux

u ∈ I ∩K[x1, . . . , xn], y sea f̃ =
∑
cux

uxju0 su homogenei-
zación, donde ju = (máxcv ̸=0 |v|)− |u| para cada u ∈ supp(f). Denotamos

W := trop(f)(w) = mı́n{val(cu) +w · u}
= mı́n{val(cu) + (0,w) · (ju,u)} = trop(f̃) ((0,w)) .

Entonces in(0,w)(f̃) =
∑

val(cu)+w·u=W cut−val(cu)xuxju0 en k[x0, . . . , xn] y se cumple

in(0,w)(f̃)
∣∣
x0=1

=
∑

val(cu)+w·u=W

cut−val(cu)xu = inw(f). (2.4.4)

Multiplicando por monomios si es necesario, podemos encontrar un conjunto finito de po-
linomios {f1,. . . ,fs} en K[x1, . . . , xn] ∩ I tal que inw(I) = ⟨inw(f1), . . . , inw(fs)⟩. Como
inw(f̃i)

∣∣
x0=1

= inw(fi) para cada i, 1 ≤ i ≤ s, entonces inw(I) ⊂ in(0,w)(Iproj)
∣∣
x0=1

.
Para probar la otra inclusión, notemos que si g es un polinomio homogéneo de Iproj, en-
tonces g = xj0 · f̃ para algún j, donde f(x) = g(1, x). Por el teorema 2.2.2 podemos escoger



2.4. BASES TROPICALES 47

una base de Gröbner homogénea para Iproj. Por lo tanto, de (2.4.4) se deduce también la
otra inclusión.
La última afirmación de la proposición es cierta ya que cada elemento de un ideal J
en k[x±1

1 , . . . , x±1
n ] es producto de un monomio de Laurent por un elemento de J ∩

k[x1, . . . , xn].

Proposición 2.4.3. Sean I un ideal de K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] y w ∈ Rn.

(1) Si g ∈ inw(I), entonces g = inw(h) para algún h ∈ I.

(2) Si inv (inw(I)) = inw(I) para algún v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn, entonces inw(I) es
homogéneo con respecto a la graduación dada por deg(xi) = vi.

(3) Si f, g ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], entonces inw(fg) = inw(f) · inw(g).

Demostración. (1) Sea g ∈ inw(I). Por la proposición 2.4.2, g = xuf(1, x1, . . . , xn) para
algún f ∈ in(0,w)(Iproj). Y por el teorema 2.2.2, existe un polinomio h ∈ Iproj tal que
in(0,w)(x

uh) = g, como queŕıamos probar.

(2) Supongamos que inv (inw(I)) = inw(I). Entonces inw(I) está generado por los po-
linomios inv(g) tales que g ∈ inw(I). Para cada g =

∑
aux

u ∈ k[x±1
1 , . . . , x±1

n ], la
forma inicial inv(g) es un polinomio v-homogéneo de grado W = mı́nau ̸=0 (v · u). Por
lo tanto, inw(I) tiene un conjunto de generadores homogéneos para la graduación
dada por el vector v.

(3) Sean f =
∑

u cux
u, g =

∑
u dux

u. Entonces fg =
∑

v evx
v, donde ev =

∑
u+u′=v cudu′ .

SeanW1 = trop(f)(w) yW2 = trop(f)(w), entonces es fácil comprobar trop(fg)(w) =
W1 +W2. Por lo tanto,

inw(fg) =
∑

v:val(ev)+w·v=W1+W2

evt−val(ev) · xv

=
∑

v:val(ev)+w·v=W1+W2

( ∑
u+u′=v

cudu′t−val(cu)t−val(du′ ) · xu · xu′

)

=

 ∑
u:val(cu)+w·u=W1

cut−val(cu) · xu

 ·
 ∑

u′:val(du′ )+w·u′=W2

du′t−val(du′ ) · xu′


= inw(f) · inw(g)

Con la definición de las formas iniciales en K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], podemos definir ahora la
noción de base tropical. Para dar esta definición, podemos suprimir la hipótesis sobre la
valoración val. Aqúı K puede ser cualquier cuerpo valorado.

Definición 2.4.4. Sea I un ideal en K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], donde K es un cuerpo valorado
arbitrario. Un conjunto de generadores finito T de I es una base tropical de I si, para
cada vector w ∈ Rn, existe un polinomio f ∈ I para el que el mı́nimo en trop(f)(w) se
alcanza una única vez si, y solo si, existe g ∈ T para el que el mı́nimo en trop(g)(w) se
alcanza una única vez.
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Observación 2.4.5. Si la valoración en K escinde, entonces la definición anterior admite
una reformulación en términos de formas iniciales. Un sistema de generadores T de I es
una base tropical si, y solo si, para cada w ∈ Rn, el ideal inicial inw(I) contiene una
unidad si, y solo si, el conjunto finito inw(T ) = {inw(f) : f ∈ T } contiene una unidad.

Ejemplo 2.4.6. Si f ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], entonces {f} es una base tropical del ideal
I = ⟨f⟩ que genera. Supongamos que inw(I) contiene una unidad, entonces existe g ∈
K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] tal que inw(fg) = inw(f) · inw(g) es una unidad, luego inw(f) es una

unidad.

Nuestro objetivo en esta sección es demostrar que para cada ideal I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ]
existe una base tropical de I finita. La prueba de este resultado requiere pasar a una
extensión del cuerpo K en la que la valoración escinda. Veamos primero que esto no crea
ningún problema. Primero, enunciamos un lema técnico de Álgebra Lineal que utilizare-
mos después.

Para cada matriz A ∈ Mr×s(K) de rango r y cada subconjunto de ı́ndices J ⊂
{1, . . . , s}, denotamos por AJ a la submatriz de orden r × r de A cuyas columnas están
indexadas por J . En el lema 2.4.7, la única hipótesis necesaria sobre el cuerpo K es que
sea un cuerpo valorado.

Lema 2.4.7. Sea A ∈ Mr×s(K) una matriz de orden r × s con coeficientes en K y de
rango r, y sea w̃ ∈ Rs fijo. Entonces existen una matriz U ∈ GL(r,K) y un conjunto de

ı́ndices J = {l1, . . . , lr} tales que (UA)J es la matriz identidad y val
(
(UA)ij

)
+ w̃j ≥ w̃li

para cada j /∈ J .

Demostración. [MS15, Cap. 2, Lema 2.5.6].

Proposición 2.4.8. Sea L/K una extensión de cuerpos valorada, con ninguna hipótesis
adicional sobre los cuerpos K y L. Sea I ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] un ideal, y denotamos por

IL = IL[x±1
1 , . . . , x±1

n ] a su extensión en L[x±1
1 , . . . , x±1

n ]. Si existe una base tropical de IL,
entonces IL admite una base tropical tal que los coeficientes de los polinomios de dicha
base pertenecen a K.

Demostración. Sea TL una base tropical de IL. Tenemos que transformar TL en una base
tropical de IL formada por polinomios con coeficientes enK. Fijamos un polinomio g ∈ TL,
y sea

Cg := {w ∈ Rn : el mı́nimo en trop(g)(w) se alcanza una única vez }.

Vamos a construir un conjunto finito de polinomios f ∈ I tales que para cada w ∈ Cg
existe un polinomio h ∈ I de modo que el mı́nimo en trop(h)(w) se alcanza una única vez
si, y solo si, se alcanza una única vez para algún f de este conjunto.
Para este g ∈ TL, existen f1, . . . , fr ∈ I tales que g pertenece al L-subespacio vectorial
de IL generado por f1, . . . , fr, y podemos suponer que f1, . . . , fr son linealmente indepen-
dientes sobre L (luego también sobre K). Sea U = {xu1 , . . . ,xur} el conjunto formado por
los monomios que aparecen en los polinomios f1, . . . , fr, y sea A ∈ Mr×s(K) la matriz
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cuyas filas son los coeficientes de f1, . . . , fr en U .
Como f1, . . . , fr son linealmente independientes, rg(A) = r. Por lo tanto, para cada sub-
conjunto de r columnas, J = {l1, . . . , lr} ⊂ {1, . . . , s}, tal que det(AJ) ̸= 0, existe una
única matriz invertible U ∈ Mr×r(K) de modo que B = UA verifica BJ = Ir (identi-
dad de orden r). Obviamente, hay un número finito de tales matrices B. Además, dado
w ∈ Cg, denotamos w′ = (w · u1, . . . ,w · us). Por el lema 2.4.7, existe una matriz B con
la propiedad anterior, y B es tal que, si reordenamos U para que J = {1, . . . , r}, entonces
val(Bij) + w′

j ≥ w′
i para j > r.

Las filas deB son los vectores de coeficientes en U de otra base {f̃1, . . . , f̃r} de L(f1, . . . , fr),
donde

f̃i = xui +
s∑

j=r+1

Bijx
uj ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ].

Por lo tanto, puesto que g ∈ L(f1, . . . , fr), se tiene g =
∑s

j=1 ajx
uj , donde aj =

∑r
i=1 aiBij

para j > r.
Si j > r, puesto que val(Bij) +w′

j ≥ w′
i, y val(aj) ≥ mı́n1≤i≤r{val(ai) + val(Bij)}, se tiene

val(aj) +w · uj ≥ mı́n
1≤i≤r

{val(ai) + val(Bij)}+ w′
j

≥ mı́n
1≤i≤r

{val(ai) + w′
i}.

Por lo tanto, como el mı́nimo en trop(g)(w) se alcanza en un único término, dicho término
es del tipo λi0x

ui0 con 1 ≤ i0 ≤ r, es decir,

val(aj) +w · uj > val(ai0) +w · ui0 para cada j ̸= i0.

Consideramos el polinomio

f̃i0 = xui0 +
s∑

j=r+1

Bi0,j x
uj .

Por hipótesis, val(Bi0,j) +w · uj ≥ w · ui0 . Veamos que, de hecho,

val(Bi0,j) +w · uj > w · ui0 para todo j > r,

con lo que tendremos que el mı́nimo en trop(f̃i0)(w) se alcanza únicamente en este término.
Si se tuviese val(Bi0,j)+w·uj = w·ui0 para algún j > r, entonces para cada i ∈ {1, . . . , r},
i ̸= i0,

val(ai) + val(Bij) +w · uj ≥ val(ai) +w · ui
> val(ai0) +w · ui
= val(ai0) + val (Bi0,j) +w · uj.

La desigualdad estricta se tiene porque el mı́nimo en trop(g)(w) se alcanza únicamente en
ui0 , luego el mı́nimo de mı́n1≤i≤r{val(ai)+val(Bij)} se alcanza únicamente en i0. Entonces,
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para j > r,

val(aj) = val

(
r∑
i=1

aiBij

)
= val(ai0) + val (Bi0,j) , luego

val(aj) +w · uj = val(ai0) + val (Bi0,j) +w · uj = val(ai0) +w · ui0 ,
y esto está en contradicción con el hecho de que el mı́nimo en trop(g)(w) es único.
En resumen, para cada w ∈ Cg hemos construido un polinomio f̃i0 ∈ I tal que el mı́nimo
en trop(f̃i0)(w) es único. Como cada uno de estos polinomios f̃i0 depende únicamente
de la matriz B, y hay un número finito de tales matrices B, hemos construido una base
tropical finita de IL cuyos elementos pertenecen a I.

Teorema 2.4.9. Sea K un cuerpo valorado arbitrario. Cada ideal I en K[x±1
1 , . . . , x±1

n ]
admite una base tropical finita.

Demostración. Consideramos primero el caso en que la valoración en K admite una esci-
sión w 7→ tw, de modo que podemos aplicar la teoŕıa de Gröbner de las secciones 2.2 y 2.3.
Sea Iproj la homogeneización del ideal I. Su complejo de Gröbner Σ (Iproj) está constituido
por un conjunto finito de poliedros σ en Rn+1/R1. Para cada σ ∈ Σ (Iproj), consideramos
un punto (0,wσ) ∈ relint(σ). Por la definición de Σ (Iproj), el ideal inicial in(0,wσ)(Iproj)
depende únicamente de σ, no de la elección de wσ. Como inwσ(I) = in(0,wσ)(Iproj)

∣∣
x0=1

,

entonces inwσ(I) depende únicamente de la celda σ.
Por la proposición 2.2.6, para cada wσ existe v ∈ Rn+1 tal que el ideal inv

(
in(0,wσ)(Iproj)

)
es monomial y, por el corolario 2.2.10, existe ϵ > 0 tal que si w′

σ = (0,wσ) + ϵv, entonces

inw′
σ
(Iproj) = inv

(
in(0,wσ)(Iproj)

)
.

Sea wσ tal que (0,wσ) pertenece al interior relativo de una celda maximal de Σ(Iproj),
es decir, inwσ(I) = ⟨1⟩. Entonces existe un monomio xu ∈ in(0,wσ)(Iproj). Por lo tanto,
xu = inv (x

u) ∈ inw′
σ
(Iproj). Por el teorema 2.2.8, aplicado a xu (clase módulo (Iproj)d,

d = deg(xu)), existe fσ ∈ Iproj tal que si gσ = xu − fσ, entonces para todo u′ ∈ supp(gσ),
xu′

/∈ inw′
σ
(Iproj). Veamos que para cualquier (0,w) ∈ relint(σ) tenemos in(0,w)(fσ) = xu.

Si no fuera aśı, entonces hay dos opciones:

xu ∈ supp
(
in(0,w)(fσ)

)
. Entonces in(0,w)(fσ) = xu +

∑
u′ cu′xu′

, donde en la suma
anterior aparecen algunos de los u′ ∈ supp(fσ), y para cada uno de los sumandos se
verifica xu′

/∈ inw′
σ
(Iproj). Por lo tanto, in(0,w)(fσ)− xu =

∑
u′ cu′xu′

, luego

inv

(
in(0,w)(fσ)− xu

)
=
∑
u′

au′xu′
/∈ inw′

σ
(Iproj), por ser inw′

σ
(Iproj) monomial.

Y esto es absurdo, pues in(0,w)(fσ) ∈ in(0,wσ)(Iproj), luego inv

(
in(0,w)(fσ)− xu

)
∈

in(0,wσ)(Iproj).

xu /∈ supp
(
in(0,w)(fσ)

)
. Entonces in(0,w)(fσ) =

∑
u′ cu′xu′

, donde los u′ tienen las
mismas propiedades que en el primer caso. Por lo tanto,

inv

(
in(0,w)(fσ)

)
=
∑
u′

au′xu′
/∈ inw′

σ
(Iproj), por ser inw′

σ
(Iproj) monomial.

Y esto es absurdo, pues inv

(
in(0,w)(fσ)

)
∈ inw

(
in(0,wσ)(Iproj)

)
= inw′

σ
(Iproj).
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Ponemos f ′
σ = fσ

∣∣
x0=1
∈ I, entonces inw(f

′
σ) es una unidad. Sea G un sistema de genera-

dores de I, y definimos

T = G ∪ {f ′
σ : σ ∈ Σ(Iproj) es celda maximal}.

Consideramos w ∈ Rn. Existe σ ∈ Σ(Iproj) tal que (0,w) ∈ relint(σ). Si inw(I) = ⟨1⟩,
entonces inw(f

′
σ) es una unidad para el correspondiente f ′

σ ∈ T . Por tanto, inw(I) = ⟨1⟩
si, y solo si, inw(T ) contiene una unidad. Es decir, T es una base tropical finita de I.
Si K es un cuerpo arbitrario, podemos considerar una extensión de cuerpos valorada
L/K tal que la valoración en L escinde, w 7→ tw. Según la proposición 1.1.22, es suficiente
considerar L = K (la clausura algebraica de K). Aplicando el caso anterior a IL =
IL[x±1

1 , . . . , x±1
n ], existe una base tropical finita TL de IL. Por la proposición 2.4.8, existe

otra base tropical finita T ′
L de IL con coeficientes en K, y veamos que esta base tropical

de IL lo es también de I. Supongamos que f ∈ I y el mı́nimo en trop(f)(w) se alcanza
una única vez. Como f ∈ IL, existe g ∈ T ′

L tal que el mı́nimo en trop(g)(w) se alcanza
una única vez. En conclusión, el conjunto T ′

L es una base tropical finita de I.

Nuestro siguiente objetivo es probar que la noción de base tropical es invariante bajo
cambios de coordenadas multiplicativos en K[x±1

1 , . . . , x±1
n ]. Probaremos también un re-

sultado que será de utilidad en el caṕıtulo 4.

Sea ϕ : T n → Tm un morfismo de variedades con homomorfismo de anillos asociado
ϕ∗ : K[x±1

1 , . . . , x±1
m ]→ K[z±1

1 , . . . , z±1
n ], dado por ϕ∗(xi) = zai para unos ciertos ai ∈ Zn,

1 ≤ i ≤ m. De este modo, para cada x ∈ T n, ϕ(x) = (xa1 , . . . ,xam). Para cada i,
1 ≤ i ≤ m, consideramos la tropicalización del polinomio xai ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ], dada por

la aplicación trop(xai) : Rn → R, trop(xai)(w) = ai ·w, que es lineal. Además, si w ∈ Zn,
es claro que trop(xai)(w) ∈ Zm. Por lo tanto, la aplicación trop(ϕ) de componentes
(trop(xa1), . . . , trop(xam)) : Rn → Rm es lineal, y se restringe a una aplicación lineal
Zn → Zm. De hecho, si w ∈ Γnval, entonces ai ·w ∈ Γval para cada i, 1 ≤ i ≤ m, luego se
tiene también la restricción Γnval → Γmval.

Definición 2.4.10. Dado un morfismo de variedades ϕ : T n → Tm, se llama tropicaliza-
ción de ϕ a la aplicación lineal trop(ϕ) : Rn → Rm descrita en el párrafo anterior.

Observación 2.4.11. (1) La aplicación lineal trop(ϕ) : Rn → Rm tiene matriz AT , donde
A es la matriz cuyas columnas son los vectores ai.

(2) Para cada y ∈ T n se tiene

val (ϕ(y)) = (val(ya1), . . . , val(yam))

= (a1 · val(y), . . . , am · val(y))
= ATval(y) = trop(ϕ) (val(y))

Ejemplo 2.4.12. Sean K = C{{t}} y ϕ : T 3 → T 2 la aplicación dada por (t1, t2, t3) 7→
(t1t2, t2t3), cuyo homomorfismo de anillos asociado es ϕ∗ : K[x±1

1 , x±1
2 ]→ K[z±1

1 , z±1
2 , z±1

3 ],
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dado por x1 7→ z1z2 y x2 7→ z2z3. La matriz A que hemos definido antes es

A =

1 0
1 1
0 1

 .

Consideramos el punto y = (1 + 3t, t + t5, 7) ∈ T 3, cuya valoración es val(y) = (0, 1, 0).
Entonces ϕ(y) = (t+ 3t2 + t5 + 3t6, 7t+ 7t5), aśı que val (ϕ(y)) = (1, 1) = ATval(y).

Suponemos ahora que la valoración en K escinde para poder determinar qué efecto
tienen las proyecciones sobre los ideales iniciales.

Proposición 2.4.13. Sea ϕ∗ : K[x±1
1 , . . . , x±1

m ] → K[z±1
1 , . . . , z±1

n ] una aplicación mono-
mial. Sea I ⊂ K[z±1

1 , . . . , z±1
n ] un ideal, y denotamos I ′ = ϕ∗−1(I) a la contracción de I

por ϕ∗. Entonces

ϕ∗ (introp(ϕ)(w)(I
′)
)
⊂ inw(I) para todo w ∈ Rn.

En particular, si inw(I) ̸= ⟨1⟩, también se cumple introp(ϕ)(w)(I
′) ̸= ⟨1⟩.

Demostración. Para cada i, 1 ≤ i ≤ m, ponemos ϕ∗(xi) = zai , donde ai ∈ Zn. Entonces
ϕ∗(xu) = zAu, donde A ∈ Mn×m(Z) es la matriz cuyas columnas son los vectores ai. Sea
f =

∑
cux

u ∈ I ′, entonces ϕ∗(f) =
∑
cuz

Au ∈ I. Por lo tanto, W = trop(f)(ATw) =
mı́ncu ̸=0{val(cu) +w · Au} = trop (ϕ∗(f)) (w), y

ϕ∗ (introp(ϕ)(w)(f)
)
= ϕ∗

 ∑
val(cu)+w·Au=W

t−val(cu)cu · xu


=

∑
val(cu)+w·Au=W

t−val(cu)cu · xAu = inw (ϕ∗(f)) .

Esto implica que ϕ∗ (introp(ϕ)(w)(I
′)
)
⊂ inw(I). Por último, este ideal contiene el elemento

1 = ϕ∗(1) si introp(ϕ)(w)(I
′) = ⟨1⟩, que es el contrarrećıproco de la última afirmación de la

proposición.

Ejemplo 2.4.14. Sea ϕ la aplicación del ejemplo 2.4.12. Consideramos el ideal principal
I = ⟨z1 + z3⟩ en K[z±1

1 , z±1
2 , z±1

3 ]. Entonces I ′ = ϕ∗−1(I) = ⟨x1 + x2⟩. Para w = (1, 0, 0)
tenemos inw(I) = ⟨z3⟩ e introp(f)(w)(I

′) = in(1,0)(I
′) = ⟨x2⟩. Y se cumple la proposición,

puesto que ϕ∗ (introp(f)(w)(I
′)
)
= ⟨z2z3⟩ = inw(I).

Corolario 2.4.15. Sean ϕ∗ un automorfismo de K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un
ideal y denotamos I ′ = ϕ∗−1(I). Entonces

inw(I) = ⟨1⟩ si, y solo si, introp(ϕ)(w)(I
′) = ⟨1⟩.

En esta sección hemos visto que todo ideal I del anillo de polinomios de Laurent sobre
un cuerpo valorado K admite una base tropical finita. En el caṕıtulo 4 definiremos la
variedad tropical de I, y veremos que inw(I) ̸= ⟨1⟩ es una de las caracterizaciones para
los puntosw que pertenecen a este objeto. Si se tiene una base tropical finita de I, entonces
esta variedad se puede escribir como intersección (finita) de variedades más sencillas. En
este sentido, el teorema 2.4.9 puede entenderse como una versión del Teorema de la Base
de Hilbert para la Geometŕıa Tropical.



Caṕıtulo 3

Hipersuperficies tropicales

En este caṕıtulo comenzamos propiamente el estudio de la Geometŕıa Algebraica Tro-
pical. Para ello, primero definimos el semianillo tropical (sección 3.1). En el semianillo
tropical, destacaremos algunas propiedades curiosas de la aritmética tropical.

Después definimos las variedades tropicales más sencillas, las hipersuperficies (sección
3.2). Para esta clase de variedades, enunciamos y demostramos una versión particular
del Teorema Fundamental (sección 3.3) y del Teorema de Estructura (sección 3.4), cuyas
versiones generales corresponden a los caṕıtulos 4 y 5, respectivamente.

La referencia principal que se ha seguido en este caṕıtulo es [MS15, Cap. 2, §1.1, §3.1].

3.1. El semianillo tropical

Nuestro ámbito de estudio es el semianillo tropical (R ∪ {∞},⊕,⊙). Como conjunto,
el semianillo tropical es el cuerpo de los números reales R junto con un elemento extra,
∞, que representa el infinito. En este semianillo, las operaciones aritméticas básicas son
la suma y multiplicación tropicales, que se definen como sigue para cada x, y ∈ R∪ {∞}:

x⊕ y := mı́n{x, y},

x⊙ y := x+ y,

usando la extensión que cabe esperar para∞: x⊕∞ = x, y x⊙∞ =∞ para cada x ∈ R.
En palabras, la suma tropical de dos números es su mı́nimo y el producto tropical de dos
números es su suma usual.

Proposición 3.1.1. La terna (R ∪ {∞},⊕,⊙) constituye un semianillo (conmutativo y
unitario), que denominaremos semianillo tropical.

Demostración. El neutro para la suma es el elemento ∞, ya que para cada x ∈ R ∪ {∞}
se cumple x ⊕ ∞ = x. Además, la suma tropical es asociativa y conmutativa debido a
las propiedades del mı́nimo. Esto prueba que (R ∪ {∞},⊕) es un semigrupo abeliano con
elemento neutro.

53
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El producto tropical hereda las propiedades de la suma usual de números reales. Por lo
tanto, es asociativo y conmutativo. Además, el producto tiene elemento neutro, que es el
0, pues x⊙ 0 = x para cada x ∈ R ∪ {∞}.
Por último, se verifica la ley distributiva x⊙ (y ⊕ z) = x⊙ y ⊕ x⊙ z para cada x, y, z ∈
R ∪ {∞}.
En conclusión, (R ∪ {∞},⊕,⊙) es un semianillo conmutativo y unitario.

Observación 3.1.2. El semianillo tropical no es un anillo, pues la “resta tropical” no
está bien definida. Por ejemplo, no podemos encontrar ningún elemento x ∈ R∪ {∞} tal
que x⊕ 1 = 2.

La aritmética tropical es más sencilla que la usual, como se puede observar en las
tablas para la suma y el producto tropicales:

⊕ 1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 3 3 3 3
4 1 2 3 4 4 4 4
5 1 2 3 4 5 5 5
6 1 2 3 4 5 6 6
7 1 2 3 4 5 6 7

⊙ 1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 5 6 7 8 9 10
4 5 6 7 8 9 10 11
5 6 7 8 9 10 11 12
6 7 8 9 10 11 12 13
7 8 9 10 11 12 13 14

Es importante recordar que el elemento neutro para el producto es el “0”. Esto hace
que en el triángulo de Pascal aparezcan únicamente ceros, aśı que todos los coeficientes
binomiales en el binomio de Newton son iguales a 0. Por ejemplo,

(x⊕ y)3 = (x⊕ y)⊙ (x⊕ y)⊙ (x⊕ y)
= 0⊙ x3 ⊕ 0⊙ x2y ⊕ 0⊙ xy2 ⊕ 0⊙ y3

= x3 ⊕ x2y ⊕ xy2 ⊕ y3

= x3 ⊕ y3

ya que para todo x, y ∈ R:

3 ·mı́n{x, y} = mı́n{3x, 2x+ y, x+ 2y, 3y} = mı́n{3x, 3y}.

Y esto es general para cualquier n ∈ N:

Proposición 3.1.3. Dados x, y ∈ R y n ≥ 1, entonces (x⊕ y)n = xn ⊕ yn.

Demostración. Por una parte, es obvio que (x⊕ y)n = n · mı́n{x, y}. Y, por otra parte,
xn ⊕ yn = mı́n{nx, ny} = n ·mı́n{x, y}. Por lo tanto, ambas cantidades son iguales para
cada n ∈ N≥1.

Veamos ahora cómo se pueden definir polinomios en el semianillo tropical. Sean x1,x2,. . . ,
xn variables que representan elementos en el semianillo tropical (R ∪ {∞},⊕,⊙).



3.1. EL SEMIANILLO TROPICAL 55

Definición 3.1.4. Un monomio tropical de Laurent es cualquier producto (tropical) de
variables, donde la repetición está permitida y también se permiten exponentes negativos.

Observación 3.1.5. (1) Como vamos a trabajar en el anillo de polinomios de Laurent,
permitiremos la posibilidad de exponentes negativos. Además, por conmutatividad
del producto, podemos agrupar y escribir los monomios con la notación habitual.

(2) Cada monomio representa una función lineal Rn → R. SiM = xr11 ⊙xr22 ⊙· · ·⊙xrnn es un
monomio de Laurent, entonces este monomio representa la función linealM : Rn → R
dada por (x1, . . . , xn) 7→ r1x1 + r2x2 + . . . rnxn.

Ejemplo 3.1.6. Consideramos el siguiente monomio:

x1 ⊙ x1 ⊙ x3 ⊙ x1 ⊙ x−1
4 ⊙ x2 ⊙ x3 ⊙ x2 = x31x

2
2x

2
3x

−1
4 .

Si evaluamos este monomio en la aritmética habitual, obtenemos una función lineal R4 →
R dada por (x1, x2, x3, x4) 7→ 3x1 + 2x2 + 2x3 − x4.

Definición 3.1.7. Un polinomio tropical es una suma tropical finita de monomios tropi-
cales multiplicados tropicalmente por números reales:

p(x1, . . . , xn) = a⊙ xi11 xi22 . . . xi
n

n ⊕ b⊙ x
j1
1 x

j2
2 . . . x

jn

n ⊕ . . .

donde los coeficientes a, b, . . . son números reales y los exponentes i1, j1, . . . son enteros.

Observación 3.1.8. Todo polinomio tropical representa una función Rn → R. Cuando
evaluamos esta función en aritmética clásica, obtenemos el mı́nimo de una cantidad finita
de funciones lineales (siendo más precisos, afines), concretamente:

p(x1, . . . , xn) = mı́n{a+ i1x1 + · · ·+ inxn, b+ j1x1 + · · ·+ jnxn, . . . }.

Proposición 3.1.9. La función p : Rn → R definida por un polinomio tropical verifica
las siguientes propiedades:

(1) p es continua.

(2) p es lineal a trozos, con un número finito de trozos.

(3) p es cóncava, es decir, p (λx+ (1− λ)y) ≥ λ · p(x) + (1 − λ) · p(y) para cada
0 ≤ λ ≤ 1 y cada x,y ∈ Rn.

Demostración. El mı́nimo de funciones continuas es continuo, esto es un resultado de
Topoloǵıa General, y es trivial comprobar que p es lineal a trozos, pues es el mı́nimo de
funciones lineales.
Denotamos por Li(x1, . . . , xn), 1 ≤ i ≤ m, a los términos que aparecen en p, entonces
p(x1, . . . , xn) = mı́n{Li(x1, . . . , xn) : 1 ≤ i ≤ m}, y sean Ik los intervalos más grandes
en los que p∣∣Ik = Lk. Entonces para cada x ∈ Rn existe un ı́ndice i, 1 ≤ i ≤ m, tal que
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p(x) = Li(x) ≤ Lj(x) para cada j ̸= i.
Sean x,y ∈ Rn, y sea 0 ≤ λ ≤ 1. Existe un ı́ndice k, 1 ≤ k ≤ m, tal que

p (λx+ (1− λy)) = Lk (λx+ (1− λy)) .

Por lo tanto,

p (λx+ (1− λy)) = Lk (λx+ (1− λy)) = λLk(x) + (1− λ)Lk(y)
≥ λ · p(x) + (1− λ) · p(y),

es decir, p es una función cóncava

Observación 3.1.10. Rećıprocamente, toda función p : Rn → R que satisface las tres
propiedades anteriores se puede representar como el mı́nimo de un conjunto finito de
funciones lineales. Esto se prueba fácilmente encontrando los conjuntos Ik de la proposición
anterior y definiendo correctamente las funciones Lk.

Juntando la proposición 3.1.9 y la observación 3.1.10, se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 3.1.11. Los polinomios tropicales en las variables x1, . . . , xn están en corres-
pondencia biyectiva con las funciones lineales a trozos y cóncavas en Rn con coeficientes
enteros.

3.2. Definiciones y primeros ejemplos

Sea K un cuerpo arbitrario con una valoración (posiblemente trivial). Trabajamos en el
anillo de polinomios de Laurent K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] sobre K. Dado un polinomio de Laurent

f =
∑

u∈Zn cux
u, en el caṕıtulo 2 hemos definido la tropicalización de f como la función

lineal a trozos trop(f) : Rn → R dada por

trop(f)(w) = mı́n{val(cu) +w · u : u ∈ Zn, cu ̸= 0} (3.2.1)

Definido de esta forma, trop(f) es el polinomio tropical inducido por el polinomio (de
Laurent) clásico f.

Observación 3.2.1. Dado un polinomio f ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], primero tomamos las va-
loraciones de los coeficientes, que pertenecen al semianillo tropical R ∪ {∞} y después
consideramos f como un polinomio tropical, sustituyendo las operaciones clásicas (suma
y producto) por las tropicales. De este modo se obtiene la función de la ecuación (3.2.1).

El polinomio tropical trop(f) es una función lineal a trozos y cóncava trop(f) : Rn →
R, según la proposición 3.1.9.

La variedad algebraica clásica definida por el polinomio de Laurent f ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ]
es una hipersuperficie en el toro algebraico T n sobre la clausura algebraica K de K:

V (f) = {y ∈ T n : f(y) = 0}.
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Definición 3.2.2. La hipersuperficie tropical trop(V (f)) es el conjunto

{w ∈ Rn : el mı́nimo en trop(f)(w) se alcanza al menos dos veces}.

Esto es, el conjunto de puntos de Rn donde la función lineal a trozos trop(f) no es lineal.

Observación 3.2.3. Para n = 2, a las hipersuperficies tropicales también se les denomina
curvas tropicales.

Usando la terminoloǵıa de las formas iniciales descrita en el caṕıtulo 2, cuando la
valoración val : K → R ∪ {∞} admite una escisión w 7→ tw, esto puede escribirse en
términos de las formas iniciales:

inw(f) =
∑

u:val(cu)+w·u=trop(f)(w)

t−val(cu)cux
u. (3.2.2)

En este caso, es sencillo probar que la hipersuperficie tropical trop(V (f)) es el con-
junto de los pesos w ∈ Rn para los que la forma inicial inw(f) no es una unidad en
k[x±1

1 , . . . , x±1
n ], es decir, los vectores peso para los que la forma inicial inw(f) no es un

monomio (lo demostraremos en el teorema 3.3.1).

Cuando F sea un polinomio tropical, denotaremos por V (F ) al conjunto

{w ∈ Rn : el mı́nimo en F (w) se alcanza al menos dos veces}.

Con esta notación, se cumple trivialmente lo siguiente:

trop(V (f)) = V (trop(f)).

Ejemplo 3.2.4. Sea K = C{{t}} el cuerpo de series de Puiseux con coeficientes comple-
jos. Examinamos ahora polinomios de Laurent en dos variables f ∈ C[x±1, y±1].

(1) Sea f = x− y+1. Entonces trop(f)(w) = mı́n (w1, w2, 0), luego trop (V (f)) = {w1 =
w2 ≤ 0} ∪ {w1 = 0 ≤ w2} ∪ {w2 = 0 ≤ w1}. Esta curva tropical se muestra en la
figura 3.2.1a.

(2) Sea f = t2x2 + xy + (t2 + t3)y2 + (1 + t3)x+ t−1y + t3. Entonces

trop(f)(w) = mı́n (2 + 2w1, w1 + w2, 2 + 2w2, w1,−1 + w2, 3) ,

aśı que trop (V (f)) consiste en los tres segmentos que unen los pares de puntos
{(−1, 0), (−2, 0)}, {(−1, 0), (−1, 3)} y {(−1, 0), (3, 4)} y los seis rayos {(−2, 0) +
λ(0, 1)}, {(−2, 0)−λ(1, 1)}, {(−1,−3)−λ(1, 1)}, {(−1,−3)+λ(1, 0)}, {(3, 4)+λ(0, 1)},
{(3, 4)+λ(1, 0)}, donde λ ∈ R≥0. Esta curva se muestra en la figura 3.2.1b. El cálculo
se puede comprobar, por ejemplo, con la ayuda de SINGULAR, utilizando la función
“tropicalCurve”.

Hemos presentado aqúı dos ejemplos de curvas tropicales en el plano. En las siguientes
secciones analizaremos otras formas de describir las hipersuperficies tropicales y estudia-
remos también sus propiedades combinatorias y la relación con la Geometŕıa Poliedral.
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(0, 0)

(a)

(−2, 0) (−1, 0)

(−1,−3)

(3, 4)

(b)

Figura 3.2.1: Una recta tropical y una cuádrica tropical. Figuras del ejemplo 3.2.4.

3.3. Teorema fundamental

En esta sección vamos a demostrar el Teorema de Kapranov, enunciado a principios
de los años 90 en un manuscrito no publicado por Mikhail Kapranov. Una prueba de este
resultado se puede encontrar en [EKL06].

El Teorema de Kapranov establece la relación entre las hipersuperficies clásicas sobre
un cuerpo K y las hipersuperficies tropicales en Rn. En el siguiente caṕıtulo, generaliza-
remos este resultado a variedades tropicales de cualquier dimensión.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Kapranov). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado pro-
visto de una valoración no trivial (val), y sea f =

∑
u∈Zn cux

u ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un
polinomio de Laurent. Entonces los siguientes tres conjuntos coinciden:

(1) la hipersuperficie tropical trop(V (f)) ⊂ Rn.

(2) el conjunto {w ∈ Rn : inw(f) no es un monomio}.

(3) la clausura en Rn (para la topoloǵıa usual) del conjunto {(val(y1), . . . , val(yn)) :
(y1, . . . , yn) ∈ V (f)}, donde V (f) es la variedad algebraica clásica definida por f .

Además, si f es irreducible y w ∈ Γnval ∩ trop(V (f)), entonces el conjunto {y ∈ V (f) :
val(y) = w} es denso en la hipersuperficie V (f) para la topoloǵıa de Zariski.

Observación 3.3.2. Hemos supuesto que el cuerpo K es algebraicamente cerrado y la
valoración enK es no trivial. Esto no supone una restricción realmente, ya que si el cuerpo
no es algebraicamente cerrado o la valoración en K es trivial, entonces podemos pasar a
una extensión de cuerpos, que no modifica la hipersuperficie tropical trop (V (f)). Esto se
discutirá en más detalle en la forma general del Teorema (observación 4.2.4).

Antes de presentar la prueba del teorema, veamos en un ejemplo su validez:
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Ejemplo 3.3.3. Sea f = x − y + 1 ∈ K[x±1, y±1], donde K es un cuerpo que verifica
las condiciones del teorema, por ejemplo K = C{{t}}. Entonces la variedad clásica que
define el polinomio f en el toro T 2 es

V (f) = {(z, z + 1) : z ∈ K, z ̸= 0, z ̸= −1},

y trop(V (f)) es la recta tropical de la figura 3.2.1a.
Utilizando la expresión (3.2.2), como en nuestro caso los únicos coeficientes que aparecen
en f son ±1, entonces, sus valores son val(cu) = 0 para cada u ∈ Supp(f). Por lo tanto,

inw(f) =
∑

u:w·u=trop(f)(w)

cux
u.

Dado w = (w1, w2) ∈ R2, trop(f)(w) = mı́n(w1, w2, 0). Veamos cuál es el conjunto (2)
del teorema:

Para w = (0, 0), se tiene trop(f)(w) = 0 y w · u = 0, para cada u ∈ Supp(f). Por
lo tanto, in(0,0)(f) = x− y + 1, que no es un monomio.

Si w = λ(1, 0), λ > 0, entonces trop(f)(w) = mı́n(λ, 0, 0) = 0. Además, se tiene
w · u = 0 para los vectores u = (0, 0) y u = (0, 1). Por lo tanto, tenemos que
in(λ,0)(f) = −y + 1 para cada λ > 0.

Si w = µ(0, 1), µ > 0, entonces trop(f)(w) = mı́n(0, µ, 0) = 0. Además, se tiene
w · u = 0 para los vectores u = (0, 0) y u = (1, 0). Por lo tanto, tenemos que
in(0,µ)(f) = x+ 1 para cada µ > 0.

Por último, para w = γ(−1,−1), γ > 0, se tiene trop(f)(w) = mı́n(−γ,−γ, 0) =
−γ. En este caso, para los vectores u = (1, 0) y u = (0, 1) se cumple w · u = −γ.
Por lo tanto, in(−γ,−γ)(f) = x− y tampoco es un monomio para cada γ > 0.

En cualquier otro caso, inw(f) es un monomio. Por lo tanto, el conjunto {w ∈ R2 :
inw(f) no es un monomio} es igual a

{(0, 0)} ∪ {(λ, 0) : λ > 0} ∪ {(0, µ) : µ > 0} ∪ {(−γ,−γ) : γ > 0},

que coincide con la hipersuperficie tropical trop(V )(f).

Para ver cuál es el conjunto (3) del teorema, recordemos que V (f) = {(z, z + 1) : z ∈
K, z ̸= 0, z ̸= 1}. Por lo tanto, calculando los valores de los puntos de la variedad clásica
V (f)

(val(z), val(z + 1)) =


(val(z), 0) si val(z) > 0
(val(z), val(z)) si val(z) < 0
(0, val(z + 1)) si val(z) = 0 y val(z + 1) > 0
(0, 0) en otro caso

Al tomar la clausura del conjunto formado por los puntos descritos en la ecuación anterior,
se obtiene la hipersuperficie tropical (1), ya que el grupo de valores Γval es denso en R
(por ser K = C{{t}} un cuerpo algebraicamente cerrado con una valoración no trivial,
proposición 1.1.20).
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Demostración del teorema 3.3.1. Para probar la igualdad de los 3 conjuntos que aparecen
en el enunciado del teorema, vamos a demostrar las siguientes inclusiones: (1) ⊂ (2),
(2) ⊂ (1) y (3) ⊂ (1). La inclusión (2) ⊂ (3) es consecuencia de la proposición 3.3.5 y la
demostraremos en el corolario 3.3.7.

(1) ⊂ (2) : Sea w = (w1, . . . , wn) ∈ trop(V (f)). Por definición, el mı́nimo en
W = mı́nu:cu ̸=0 (val(cu) +w · u) = trop(f)(w) se alcanza al menos dos veces. Por
tanto, inw(f) no es un monomio.

(2) ⊂ (1) : Rećıprocamente, supongamos que inw(f) no es un monomio. Entonces
el mı́nimo en W se alcanza al menos dos veces, es decir, w ∈ trop(V (f)).

(3) ⊂ (1) : Como el conjunto (1) es cerrado (es unión finita de conjuntos de la forma
{fi = fj ≤ fk, para todo i, j ∈ J, k /∈ J}, para unas ciertas funciones continuas fl y
conjuntos de ı́ndices J , que son cerrados), entonces es suficiente probarlo para cada
punto de la forma val(y) := (val(y1), . . . , val(yn)), donde y ∈ (K∗)n verifica f(y) =∑

u∈Zn cuy
u = 0. Esto significa que val

(∑
u∈Zn cuy

u
)
= val(0) = ∞ > val

(
cu′yu′)

para todo u′ tal que cu′ ̸= 0.
Si existiera u0 tal que val (cu0y

u0) < val (cuy
u) para cada u ̸= u0, entonces ∞ =

val
(∑

u∈Zn cuy
u
)
= val (cu0y

u0), lo que es absurdo. Por lo tanto, existen al menos
dos vectores u1,u2 ∈ Supp(f) tales que

val (cu1y
u1) = val (cu2y

u2) ≤ val (cuy
u) , ∀u ∈ Supp(f).

Ahora bien, como

trop(f) (val(y)) = mı́n
u∈Zn

(val(cu) + u · val(y)) = mı́n
u∈Zn

(val (cu · yu)) ,

teniendo en cuenta lo anterior, el mı́nimo se alcanza como mı́nimo dos veces. Por
lo tanto, val(y) ∈ trop(V (f)) para todo y ∈ V (f), de modo que queda probado
(3) ⊂ (1).

La contención que falta y la última parte del teorema es una consecuencia de la
proposición 3.3.5, que afirma que cada cero de una forma inicial inw(f) da lugar a un cero
del polinomio de Laurent f . Pero antes vamos a demostrar otro resultado que necesitamos:

Proposición 3.3.4. Sea K un cuerpo con una valoración que escinde Γval → K∗, con
w 7→ tw. Sean α1, . . . , αn ∈ k∗ y w1, . . . , wn ∈ Γval, y consideramos el conjunto Y formado
por todos los puntos y = (y1, . . . , yn) ∈ T n tales que val(yi) = wi y t−wiyi = αi para cada
i = 1, . . . , n. Entonces el conjunto Y es denso en T n para la topoloǵıa de Zariski.

Demostración. Lo que tenemos que demostrar es que T n es el conjunto cerrado (para la
topoloǵıa de Zariski) más pequeño que contiene a Y . Es decir, tenemos que probar que si
Y ⊂ V (I) para un cierto ideal I, entonces I = 0, y para esto es suficiente probar que para
cada polinomio no nulo h ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] existe un punto y ∈ Y tal que h(y) ̸= 0.

Para cada i, 1 ≤ i ≤ n, fijamos un elemento zi en el anillo R = {c : val(c) ≥ 0} tal que
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z̄i = αi. Entonces yi = twizi satisface val(yi) = wi + val(zi) = wi, ya que val(zi) = 0 por
ser αi ̸= 0, y además t−wiyi = t−witwizi = zi = αi.
Cada coordenada yi se puede reemplazar por un número infinito de elementos de K∗ con
las mismas propiedades. Por ejemplo, yi → yi + twi+j para cada j > 0, puesto que

val(yi + twi+j) ≥ mı́n
(
val(yi), val(t

wi+j)
)
= mı́n(wi, wi + j) = wi,

y además t−wi (yi + twi+j) = t−wiyi + tj = αi (tj = 0 ya que val(tj) = j > 0).
Veamos ahora, por inducción, que podemos elegir y ∈ Y con h(y) ̸= 0 gracias a la libertad
de elección que tenemos para cada coordenada yi:
Para n = 1, podemos escoger y1 entre las infinitas posibilidades que cumplen val(y1) = w1

y α1 = t−w1y1, evitando las ráıces de h, que son un conjunto finito.
Para n > 1, escribimos h =

∑
hjx

j
n, donde hj ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1]. Aplicando la hipótesis

de inducción, existe un punto y′ = (y1, . . . , yn−1) ∈ T n−1 con val(yi) = wi, t−wiyi para cada
1 ≤ i ≤ n−1 y hj(y′) ̸= 0 para todo j. Entonces basta elegir yn de modo que val(yn) = wn
y t−wnyn = αn, y tal que (y1, . . . , yn−1, yn) no es ráız del polinomio h(y1, . . . , yn−1, xn) ∈
K[x±1

n ] (hay un número finito de ellas), lo que finaliza la prueba.

Proposición 3.3.5. Sean f ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] y w ∈ Γnval. Supongamos que inw(f) no
es un monomio y α ∈ (k∗)n satisface inw(f)(α) = 0. Entonces existe y ∈ (K∗)n tal que
f(y) = 0, val(y) = w y t−wiyi = αi para cada i, 1 ≤ i ≤ n.
Si f es irreducible, entonces el conjunto Y de tales puntos y es denso en la hipersuperficie
V (f) para la topoloǵıa de Zariski.

Demostración. Lo demostramos por inducción sobre el número de variables n.
Para n = 1: Multiplicando por una unidad si es necesario, podemos suponer que el
polinomio f tiene la forma siguiente:

f =
s∑
i=0

cix
i =

s∏
j=1

(ajx− bj), donde c0, cs ̸= 0.

Entonces por la proposición 2.4.3, inw(f) =
∏s

j=1 inw(ajx − bj). Como inw(f)(α) =
0, entonces inw(ajx − bj)(α) = 0 para algún j y, puesto que α ̸= 0, esto implica que
inw(ajx− bj) no es un monomio. Por tanto,

inw(ajx− bj) = t−val(aj)aj · x− t−val(−bj)bj.

En consecuencia,

inw(ajx− bj)(α) = t−val(aj)aj · α + t−val(−bj)(−bj) = t−val(aj) ·
(
aj · α− t−wbj

)
= 0,

luego α = t−wbj/aj. En conclusión, poniendo y = bj/aj ∈ K∗, tenemos que f(y) = 0,
val(y) = w y t−wy = α.
Sea ahora n > 1 y supongamos que el resultado es cierto para 1, 2, . . . , n − 1. Primero
vamos a reducir el problema al caso particular en que la potencia de xn que aparece en
cada monomio de f es distinta.



62 CAPÍTULO 3. HIPERSUPERFICIES TROPICALES

Consideramos el automorfismo ϕ∗
l : K[x±1

1 , . . . , x±1
n ]→ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] dado por ϕ∗

l (xj) =

xjx
lj

n para 1 ≤ j ≤ n− 1, y ϕ∗
l (xn) = xn, donde l ∈ N es un número natural.

Para cada u ∈ Zn−1 tenemos

ϕ∗
l (x

uxin) = xux
i+

∑n−1
j=1 uj l

j

n .

Y escogiendo un valor de l suficientemente grande, conseguimos que cada monomio de
ϕ∗
l (f) sea divisible por una potencia de xn distinta (notemos que (un−1 . . . u1i)l es la

expresión en base l del número i+
∑n−1

j=1 ujl
j si i < l y vj < l para cada j, 1 ≤ j ≤ n).

Sea w̃ = (w1,−l1wn, . . . , wn−1 − ln−1wn, wn). Entonces trop(f)(w) = trop (ϕ∗(f)) (w̃),
e inw̃ (ϕ∗(f)) = ϕ∗ (inw(f)), luego inw̃ (ϕ∗(f)) no es un monomio. Además, para α̃ =(
α1α

−l1
n , . . . , αn−1α

−ln−1

n , αn

)
se tiene inw̃ (ϕ∗(f)) (α̃) = inw(f)(α), luego ϕ

∗(f) está en

las mismas condiciones respecto a w̃ y α̃ que f respecto a w y α.
Finalmente, si ỹ ∈ (K∗)n cumple ϕ∗(f)(ỹ) = 0, val(ỹ) = w̃ y t−w̃i ỹi = α̃i para cada i,

1 ≤ i ≤ n, poniendo y =
(
ỹiỹ

l1

n , . . . , ỹn−1ỹ
ln−1

n , ỹn

)
, entonces f(y) = 0, val(y) = w y

t−wiyi = αi para cada i, 1 ≤ i ≤ n. Por lo tanto, es suficiente resolver el problema para
ϕ∗(f).
Suponemos que f es tal que los exponentes de los términos de f , visto como polinomio en
la variable xn con coeficientes en K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1], son todos distintos. Entonces podemos

escribir f =
∑

u cux
u′
xunn , donde u′ = (u1, . . . , un−1) para cada u = (u1, . . . , un−1, un) ∈

Supp(f). Aplicando la hipótesis de inducción, podemos considerar ahora el conjunto de
todos los puntos y = (y1, . . . , yn−1) ∈ T n−1 que cumplen val(yi) = wi y t−wiyi = αi
para cada i, 1 ≤ i ≤ n − 1. Por la proposición 3.3.4, este conjunto es denso en T n−1

para la Topoloǵıa de Zariski. Además, para cada una de estas elecciones, se tiene que
g(xn) := f(y1, . . . , yn−1, xn) es un polinomio no nulo (por la forma de f).
Para cada u = (u1, . . . , un) ∈ Zn en el soporte de f sea u′ = (u1, . . . , un−1) ∈ Zn−1

la proyección sobre sus primeras n − 1 coordenadas. Si ponemos g =
∑
dix

i
n, entonces

tenemos que di = cuy
u′

para un único u ∈ Zn que tiene un = i. En este caso, se cumple

val(di) + wni = val(cu) + u′ · val(y′) + wnun

= val(cu) +w′ · u′ + wnun = val(cu) +w · u.

Por lo tanto, trop(g)(wn) = trop(f)(w), y además:

inwn(g)(xn) =
∑

i:val(di)+wni=trop(g)(wn)

t−val(di)di · xin

=
∑

u:val(cuyu′ )+wnun=trop(g)(wn)

t−val(cu)cut−w′·u′yu′ · xunn

=
∑

u:val(cu)+w·u=trop(f)(w)

t−val(cu)cu · αu′
xunn

=inw(f)(α1, . . . , αn−1, xn).

De aqúı deducimos inwn(g)(αn) = 0 y, aplicando el caso n = 1, se deduce la existen-
cia de yn ∈ K∗ con val(yn) = wn, t−wnyn = αn y tal que g(yn) = 0. En consecuencia,
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f(y1, . . . , yn−1, yn) = 0, luego y = (y1, . . . , yn) es el punto de V (f) que estábamos buscan-
do.
Por último, veamos que si f es un polinomio irreducible, entonces el conjunto Y de puntos
y tales que val(y) = w y t−wiyi = αi para cada i, 1 ≤ i ≤ n, es denso en V (f) para la
topoloǵıa de Zariski.
Para cada (n−1)-upla (y1, . . . , yn−1) ∈ T n−1, con val(yi) = wi y t−wiyi = αi, 1 ≤ i ≤ n−1,
hemos construido un punto y ∈ Y . Aplicando la proposición 3.3.4, se obtiene que el con-
junto de tales puntos (y1, . . . , yn−1) ∈ T n−1 es denso en T n−1 para la topoloǵıa de Zariski.
Por lo tanto, la proyección de Y sobre las primeras n − 1 coordenadas no está conteni-
da en ninguna hipersuperficie de T n−1. Sea g ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] cualquier polinomio con

g(y) = 0 para todo y ∈ Y . Entonces el ideal generado por los polinomios f y g en el anillo
de polinomios de Laurent de n − 1 variables es ⟨f, g⟩ ∩K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1] = {0} (pues la

proyección de Y sobre T n−1 es densa y está contenida en V
(
⟨f, g⟩ ∩K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1]

)
).

Como f es irreducible, del lema 3.3.6 (aplicado a A = K[x±1
1 , . . . , x±1

n−1]) se deduce que g
es múltiplo de f y, en consecuencia, se obtiene el resultado esperado: Y es denso en V (f)
para la topoloǵıa de Zariski.

Lema 3.3.6. Sean A un dominio de factorización única y f, g ∈ A[x] polinomios tales
que f es irreducible en A[x] y ⟨f, g⟩ ∩ A = {0}. Entonces f divide a g en A[x].

Demostración. Podemos suponer g /∈ A (si g ∈ A, entonces g ∈ ⟨f, g⟩ ∩A, aśı que g = 0).
Razonamos por reducción al absurdo, supongamos que f no divide a g en A[x].
Sea F = Frac(A) el cuerpo de fracciones de A. Por el Lema de Gauss, f es irreducible
en F [x], luego es primo (F [x] es un dominio de factorización única), y f no divide a g
en F [x]. Como f es primo en F [x] y no divide a g, entonces su máximo común divisor
es gcd(f, g) = 1. Por lo tanto, como F [x] es un dominio de ideales principales, existen
a, b ∈ F [x] tales que af + bg = 1 y, quitando denominadores, λ (af + bg) = λ ∈ A. Es
decir, el elemento λ (af + bg) ∈ ⟨f, g⟩ ∩ A, lo que es absurdo.

Corolario 3.3.7. En las condiciones del teorema 3.3.1 se verifica la siguiente inclusión:

{w ∈ Rn : inw(f) no es un monomio} ⊂ {(val(y1), . . . , val(yn)) : (y1, . . . , yn) ∈ V (f)}

(clausura para la topoloǵıa usual).

Demostración. Sea w ∈ Γnval. Por la proposición 1.1.9, el cuerpo k es algebraicamente
cerrado. Por lo tanto, si inw(f) no es un monomio, entonces tiene ráıces α ∈ k

∗. De la
proposición 3.3.5 se deduce

{w ∈ Γnval : inw(f) no es un monomio} ⊂ {val(y) : y ∈ V (f)}. (3.3.1)

Denotamos

A = {w ∈ Γnval : inw(f) no es un monomio}, y
B = {w ∈ Rn : inw(f) no es un monomio}.
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Si demostramos A = B, entonces tomando adherencias en (3.3.1) obtenemos el resultado.
Notemos que A = B ∩ Γnval, luego A = B ∩ Γnval = B (por ser Γval denso). Por otra
parte, utilizando la notación de la observación 2.3.9, B = ∪#σ≥2Dσ es una unión finita de
conjuntos cerrados, luego es cerrado. Por lo tanto, queda demostrado A = B.

3.4. Versión débil del Teorema de estructura

En este apartado vamos a estudiar las propiedades combinatorias de las hipersuperfi-
cies tropicales. Para ello, será esencial la noción de subdivisiones regulares introducida en
la sección 1.2.

Definición 3.4.1. Dado un complejo poliedral Σ ⊂ Rn, llamaremos k-esqueleto de Σ al
complejo poliedral constituido por todas las celdas σ ∈ Σ tales que dim(σ) ≤ k.

De nuevo, consideramos un cuerpo K arbitrario (no necesariamente algebraicamente
cerrado). Recordemos que dado un subgrupo aditivo Γ de R, un poliedro Γ-racional es
P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, donde A ∈ Md×n(Q) y b ∈ Γd (definición 2.3.2). Introducimos
ahora un par de definiciones sobre Geometŕıa Poliedral que vamos a necesitar en el teorema
de estructura:

Definición 3.4.2. Un complejo poliedral Σ es puro de dimensión d si cada celda maximal
de Σ tiene dimensión d.

Definición 3.4.3. Sea K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] el anillo de polinomios de Laurent en n variables.
Dado un polinomio f =

∑
u∈Zn cux

u ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], el politopo de Newton de f es

Newt(f) = conv ({u : cu ̸= 0}) ⊂ Rn,

también llamado poĺıgono de Newton en el caso n = 2.

Ejemplo 3.4.4. Sea S = C[x±1, y±1]. Consideramos el polinomio f = 7x + 8y − 3xy +
4x2y − 17xy2 + x2y2 ∈ S. El poĺıgono de Newton de f se representa en la figura 3.4.1.

x

y

Figura 3.4.1: Poĺıgono de Newton del ejemplo 3.4.4.

Ahora vamos a introducir la notación que utilizaremos en el Teorema de estructura.
Sea f ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] un polinomio de Laurent, f = c1x

u1 + · · · + crx
ur (ci ̸= 0 para

cada i, 1 ≤ i ≤ r). Para cada i, 1 ≤ i ≤ r, sea ũi = (ui, val(ci)) ∈ Zn×Γval y consideramos
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el politopo levantado Pval = conv ({ũi : 1 ≤ i ≤ r}). Denotamos Li(w) = val(ci) +w · ui,
y para cada J ⊂ I = {1, . . . , r} sea

DJ = {w : Li(w) = Lj(w) < Lk(w),∀i, j ∈ J,∀k /∈ J}.

Estos conjuntos corresponden a la construcción del complejo poliedral Σtrop(f) = {DJ :
DJ ̸= ∅} que hicimos en la observación 2.3.9, que es puro de dimensión n−1 y con soporte
|Σtrop(f)| = Rn. Además, en este caso Σtrop(f) es Γval-racional. Para cada cara inferior FJ
de Pval se construye

Ñ (FJ) = {w ∈ Rn : face(w,1)(Pval) = FJ}.

Proposición 3.4.5. w ∈ Ñ (FJ) si, y solo si, (w, 1) ∈ N (FJ).

Demostración. Sea w ∈ Ñ (FJ). Existe una sucesión (wk)
∞
k=1 ⊂ Rn tal que ĺımk→∞wk =

w y face(wk,1)(Pval) = FJ para todo k, es decir, (wk, 1) ∈ N (FJ) para todo k. Por lo
tanto, (w, 1) = ĺımk→∞(wk, 1) ∈ N (FJ).
Rećıprocamente, sea w ∈ Rn tal que (w, 1) ∈ N (FJ). Existe una sucesión ((wk, λk))

∞
k=1 ⊂

Rn+1 tal que ĺımk→∞(wk, λk) = (w, 1) y face(wk,λk)(Pval) = FJ para todo k. Podemos
suponer λk > 0 para todo k. Por tanto,

face(wk,λk)(Pval) = {x ∈ Pval : (wk, λk) · x ≤ (wk, λk) · y, ∀y ∈ Pval}

= {w ∈ Pval :

(
1

λk
wk, 1

)
· x ≤

(
1

λk
wk, 1

)
· y, ∀y ∈ Pval}

= face( 1
λk

wk,1
)(Pval)

Entonces para todo k, 1
λk
wk ∈ Ñ (FJ), que es cerrado, luego ĺımk→∞

1
λk
wk = w ∈ Ñ (FJ).

Proposición 3.4.6. En las condiciones anteriores, DJ ̸= ∅ si, y solo si, FJ es una cara
inferior de Pval, y en este caso DJ = Ñ (FJ).

Demostración. Puesto que FJ = conv ({ũi : i ∈ J}), es claro que FJ = face(w,1)(Pval) si,
y solo si, Li(w) alcanza el mı́nimo exactamente en los ı́ndices de J , lo que equivale a
w ∈ DJ . Por lo tanto, FJ es cara inferior de Pval si, y solo si, DJ ̸= ∅, y Ñ (FJ) = DJ si
esto es cierto.

Como en el lema 1.2.29, denotamos Ival = {J ⊂ I : FJ es cara inferior de Pval}. Con
las notaciones que hemos introducido, ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar
el Teorema de Estructura para hipersuperficies:

Teorema 3.4.7. La hipersuperficie tropical trop (V (f)) es el soporte del (n−1)-esqueleto
del complejo poliedral Σtrop(f) = {Ñ (FJ) : J ∈ Ival}, que es un complejo Γval-racional dual
a la subdivisión regular de Newt(f) inducida por los pesos val(ci) en los puntos ui.
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Demostración. Por definición, trop (V (f)) =
⋃

J∈Ival,
#J≥2

DJ , luego

trop (V (f)) =
⋃

J∈Ival,
#J≥2

DJ =
⋃

J∈Ival,
#J≥2

Ñ (FJ).

Puesto que FJ es un vértice si, y solo si #J = 1, deducimos que dim
(
Ñ (FJ)

)
≤ n − 1

si, y solo si, #J ≥ 2.
Finalmente, la subdivisión regular de Newt(f) es precisamente el complejo poliedral
{π(FJ) : J ∈ Ival}, que es dual a {Ñ (FJ) : J ∈ Ival}, puesto que Pval es dual a su
abanico normal.

Observación 3.4.8. Sea F = FJ una cara inferior de Pval. De la dualidad del teorema
3.4.7 se deduce lo siguiente:

(1) Por la observación 1.2.20, dim (N (F )) + dimF = n. Por otra parte, está claro que

dim
(
Ñ (F )

)
= dim (N (F )) y dim (π(F )) = dimF , luego las dimensiones de π(F ) y

Ñ (F ) = DJ son complementarias: dim (π(F )) + dim
(
DJ

)
= n.

(2) Dadosw,w′ ∈ Ñ (F ), de la proposición 3.4.5 se deduce quew−w′ pertenece al espacio
lineal paralelo a Ñ (F ) si, y solo si, (w −w′, 0) pertenece al espacio lineal paralelo a
N (F ). Por lo tanto, según la observación 1.2.20, los espacios lineales paralelos a π(F )
y a Ñ (F ) = DJ son ortogonales.

Ejemplo 3.4.9. Consideramos el cuerpo de series de Puiseux en la variable t con coefi-
cientes complejos, K = C{{t}}, y sea n = 2. Sea

f = 3tx2 + 5xy − 7ty2 + 8x− y + t2 ∈ C{{t}}[x±1, y±1].

Ponemos u1 = (2, 0), u2 = (1, 1), u3 = (0, 2), u4 = (1, 0), u5 = (0, 1), u6 = (0, 0), de
modo que Newt(f) = conv ({ui : 1 ≤ i ≤ 6}). Asociamos a cada ui el peso wi = val(ci),
de modo que w = (1, 0, 1, 0, 0, 2). La subdivisión regular del politopo P inducida por
el vector w es la que se explicó en el ejemplo 1.2.32. Las caras inferiores del politopo
levantado Pval están indexadas por los siguientes conjuntos de ı́ndices J :

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}.

{1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 5}, {4, 5}, {4, 6}, {5, 6}.

{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {4, 5, 6}.

Esto se deduce de la figura 3.4.2. Por otra parte,

trop(f)(w1, w2) = mı́n{1 + 2w1︸ ︷︷ ︸
L1(w)

, w1 + w2︸ ︷︷ ︸
L2(w)

, 1 + 2w2︸ ︷︷ ︸
L3(w)

, w1︸︷︷︸
L4(w)

, w2︸︷︷︸
L5(w)

, 2︸︷︷︸
L6(w)

},
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x y

z

u6

u3
u1

u2

u5u4

Figura 3.4.2: Politopo levantado y caras inferiores del ejemplo 3.4.9.

y en el teorema 3.4.7 hemos visto que trop (V (f)) =
⋃

J∈Ival,
#J≥2

Dσ.

Basándonos en la dualidad que establece dicho teorema, la curva tropical trop (V (f))
vendrá dada por los conjuntos DJ tales que #J ≥ 2 y FJ es cara inferior de Pval.
Por ejemplo, para J = {1, 2}, el conjunto DJ está formado por los w ∈ R2 tales que
1+2w1 = w1 +w2 < 1+2w2, w1, w2, 2. Es decir, DJ = {w ∈ R2 : w1 < w2− 1, w1 < −1}.
Por lo tanto, DJ = {w ∈ R2 : w1 = w2 − 1, w1 ≤ −1}. En la tabla 3.1 se presentan los
conjuntos DJ que constituyen la curva tropical trop (V (f)).
Finalmente, el teorema 3.4.7 nos permite relacionar la subdivisión regular del politopo
de Newton, Newt(f), con la curva tropical trop (V (f)). La dualidad que establece el
teorema queda clara en las figuras 3.4.3 y 3.4.4, en las que se han representado el politopo
de Newton de f , la curva tropical trop (V (f)) y los ı́ndices que definen los conjuntos DJ

y π(FJ).

J DJ

{1, 2} {w ∈ R2 : w1 − w2 = −1, w1 ≤ −1}
{1, 4} {w ∈ R2 : w1 = −1, w2 ≥ 0}
{2, 3} {w ∈ R2 : w1 − w2 = 1, w1 ≤ 0}
{2, 4} {w ∈ R2 : w2 = 0,−1 ≤ w1 ≤ 0}
{2, 5} {w ∈ R2 : w1 = 0,−1 ≤ w2 ≤ 0}
{3, 5} {w ∈ R2 : w2 = −1, w1 ≥ 0}
{4, 5} {w ∈ R2 : w1 = w2, 0 ≤ w1 ≤ 2}
{4, 6} {w ∈ R2 : w1 = 2, w2 ≥ 2}
{5, 6} {w ∈ R2 : w1 = 2, w1 ≥ 2}

J DJ

{1, 2, 4} {(−1, 0)}
{2, 3, 5} {(0,−1)}
{2, 4, 5} {(0, 0)}
{4, 5, 6} {(2, 2)}

Tabla 3.1: Conjuntos DJ que constituyen la curva tropical trop (V (f)) del ejemplo 3.4.9.
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{4, 6}

{5
,6
}

{3
,5
}

{2
,4
}
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{6} {4} {1}
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{4, 5, 6} {1, 2, 4}

{2, 4, 5}
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Figura 3.4.3: Subdivisión regular del poĺıgono de Newton del ejemplo 3.4.9.
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Figura 3.4.4: Curva tropical del ejemplo 3.4.9.
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A continuación incluimos dos ejemplos más de curvas tropicales en el plano junto
con sus poĺıgonos de Newton duales. Estos ejemplos se han calculado con la función
“drawTropicalCurve” de SINGULAR

Ejemplo 3.4.10. (1) Sea f1 = 3t3x2 + 5xy − 7t3y2 + 8tx − ty + 1. La curva tropical
trop(V (f1)) es dual a la subdivisión regular del poĺıgono

P1 = conv{(2, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 0), (0, 1), (0, 0)}

inducida por w = (3, 0, 3, 1, 1, 0). La curva tropical trop (V (f1)) se ha representado
en la figura 3.4.5a y la subdivisión regular de P1 en la figura 3.4.5b.

(-2, 1) (-1, 1)

(1, -1)

(1, -2)

(a) Curva tropical

x

y

(b) Subdivisión regular

Figura 3.4.5: Curva tropical y subdivisión regular del ejemplo 3.4.10 (1).

(2) Sea f2 = 5t3x3 + 7tx2y − 8txy2 + 9t3y3 + 8tx2 + 5xy − ty2 + 4tx+ 8ty + t3. La curva
tropical trop(V (f2)) es dual a la subdivisión regular del poĺıgono

P2 = conv{(3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 0), (0, 1), (0, 0)}

inducida por w = (3, 1, 1, 3, 1, 0, 1, 1, 1, 3). La curva tropical trop (V (f2)) se ha repre-
sentado en la figura 3.4.6a y la subdivisión regular de P2 en la figura 3.4.6b.

(-2, 0) (-1, 0)

(-1, -1)

(0, 1) (1, 1) (2, 2)

(1, 0)

(0, -1)

(0, -2)

(a) Curva tropical

x

y

(b) Subdivisión regular

Figura 3.4.6: Curva tropical y subdivisión regular del ejemplo 3.4.10 (2).
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Un caso particular importante del teorema 3.4.7 se tiene cuando las valoraciones de
todos los coeficientes del polinomio f son iguales a 0. En particular, si la valoración val
del cuerpo K es trivial, entonces siempre estaremos en esta situación. En este caso, la
hipersuperficie tropical es un abanico poliedral en Rn. Para demostrar este resultado,
vamos a probar primero el siguiente lema.

Lema 3.4.11. Sea f ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un polinomio de Laurent cuyos coeficientes tienen
valoración nula. Entonces el complejo poliedral Σtrop(f) de la definición 2.3.8 es el abanico
normal del politopo P = Newt(f).

Demostración. Para cada J ⊂ I, sea FJ = conv ({ui : i ∈ J}). Entonces F = FJ es cara
de P si, y solo si, existe w tal que FJ = facew(P ). Es decir, si, y solo si, existe un vector
w tal que w ·ui se minimiza en i ∈ J . Puesto que w ·ui = Li(w), esto equivale a w ∈ DJ .
Por tanto, FJ es cara de P si, y solo si, DJ ̸= ∅, y en este caso N (FJ) = DJ .

Proposición 3.4.12. Sea f ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un polinomio de Laurent cuyos coeficientes
tienen valoración nula. Entonces la hipersuperficie tropical trop(V (f)) es el soporte de un
abanico poliedral de dimensión n− 1 en Rn. Además, este abanico es el (n− 1)-esqueleto
del abanico normal al politopo de Newton de f .

Demostración. Sea f =
∑r

i=1 cix
ui . Si val(ci) = 0 para cada i, 1 ≤ i ≤ r, entonces

la subdivisión regular del politopo de Newton de f , Newt(f), inducida por el vector
(val(c1), . . . , val(cr)) = (0, . . . , 0) es el propio politopo Newt(f).
Aplicando el lema 3.4.11, el complejo poliedral Σtrop(f) de la definición 2.3.8 es el abanico
normal del politopo Newt(f), y el teorema 3.4.7 nos permite concluir el resultado.

Ejemplo 3.4.13. Consideramos el polinomio

f = 5x3 + 7x2y + 8xy2 + 9y3 + 8x2 + 5xy − y2 + 4x+ 8y + 1 ∈ C{{t}}[x±1, y±1].

La curva tropical cúbica trop(V (f)) es dual a la subdivisión regular del poĺıgono

P = conv{(3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 0), (0, 1), (0, 0)}

inducida por el vector w = 0 ∈ R10, que consiste únicamente en el triángulo P . Hemos
representado la curva tropical trop (V (f)) en la figura 3.4.7b y la subdivisión regular de
P en la figura 3.4.7b.

(0, 0)

(a) Curva tropical

x

y

(b) Subdivisión regular

Figura 3.4.7: Curva tropical y subdivisión regular del ejemplo 3.4.13.



Caṕıtulo 4

Teorema Fundamental de la
Geometŕıa Tropical

El objetivo de este caṕıtulo se centra en enunciar y demostrar el Teorema Fundamen-
tal de la Geometŕıa Algebraica Tropical, que establece una conexión entre las variedades
clásicas y las variedades tropicales. Este resultado es una generalización del Teorema de
Kapranov (teorema 3.3.1).

En la sección 4.1 definimos el concepto de variedad tropical. En la sección 4.2 enuncia-
mos el Teorema Fundamental y discutimos las hipótesis del enunciado. En la sección 4.3
demostramos el teorema, reduciéndolo al caso de hipersuperficies (Teorema de Kapranov).
Por último, en la sección 4.4, presentamos algunas consecuencias notables del Teorema
Fundamental.

La referencia principal que se ha seguido en este caṕıtulo es [MS15, Cap. 2, §3.2].

4.1. Variedades tropicales

Definición 4.1.1 (Variedad Tropical). Sea I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal del anillo de
polinomios de Laurent en n variables, y denotemos por X = V (I) a la variedad que
define sobre el toro algebraico T nK . La tropicalización de la variedad X, trop(X), es la
intersección de todas las hipersuperficies tropicales definidas por cada polinomio f ∈ IX :

trop(X) =
⋂
f∈IX

trop(V (f)) ⊂ Rn. (4.1.1)

Una variedad tropical en Rn es cualquier subconjunto de Rn de la forma trop(X), donde
X es una subvariedad en el toro T nK , siendo K un cuerpo valorado.

Observación 4.1.2. Aunque comenzamos con un ideal I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] cualquiera,
en la definición anterior es necesario considerar el ideal IX de la variedad X, que es radical.
En esta definición, nos hemos alejado de [MS15], pues los autores de este libro definen
trop(X) = ∩f∈Itrop(V (f)). Con esta definición, trop(X) depende del ideal I, no solo de
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la variedad X. No obstante, vamos a demostrar que en el caso K algebraicamente cerrado
esta definición no supone ningún problema.

Proposición 4.1.3. Sea I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal del anillo de polinomios de Laurent
en n variables y denotamos por

√
I a su radical. Entonces⋂

f∈I

trop(V (f)) =
⋂
g∈

√
I

trop(V (g)).

Demostración. Como I ⊂
√
I, en particular cada elemento del conjunto de la izquierda

pertenece al conjunto de la derecha.
Rećıprocamente, sean w ∈ Rn tal que w ∈ ∩f∈Itrop(V (f)), y g ∈

√
I arbitrario. Veamos

que w ∈ trop(V (g)).
Como g ∈

√
I, existe un entero m ≥ 1 tal que gm ∈ I, aśı que por hipótesis w ∈

trop(V (gm)), es decir, el mı́nimo en trop(gm)(w) se alcanza al menos dos veces.
Por otra parte, de la demostración de la proposición 2.4.3(3) se deduce trop(gm)(w) =
m ·trop(g)(w), y como m ≥ 1, entonces el mı́nimo en trop(gm)(w) se alcanza al menos dos
veces si, y solo si, pasa lo mismo con el mı́nimo en trop(g)(w), es decir, w ∈ trop(V (g)).

Corolario 4.1.4. Sean K un cuerpo algebraicamente cerrado y X ⊂ T n una variedad.
Si J ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] un ideal tal que V (J) = X, entonces

trop(X) =
⋂
f∈J

trop (V (f)) .

Demostración. Por el Teorema de los ceros de Hilbert, si V (J) = X, entonces
√
J =√

IX = IX . Por lo tanto,

trop(X) =
⋂
f∈IX

trop(V (f)) =
⋂
f∈

√
J

trop(V (f)) =
⋂
f∈J

trop(V (f)).

Observación 4.1.5. El corolario anterior nos permite “relajar” la definición 4.1.1 cuando
el cuerpo K es algebraicamente cerrado. Dado I ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] ideal, si X = V (I) ⊂

T n, entonces

trop(X) =
⋂
f∈I

trop(V (f)).

En el caso K no algebraicamente cerrado, esto no tiene por qué ser cierto.

Ejemplo 4.1.6. Consideramos K = Q con la valoración 2-ádica, f = x2 + 1, g =
x4 + x2 + 2, y los ideales I = ⟨f⟩, J = ⟨g⟩. Entonces V (I) = V (J) = ∅, pero

√
I ̸=
√
J .

De hecho,

trop(f)(w) = mı́n{2w, 0}, luego trop(V (f)) = {0}
trop(g)(w) = mı́n{4w, 2w, 1}, luego trop(V (g)) = {0, 1/2}.
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Y de aqúı se deduce trop(V (f)) ̸= trop(V (g)). Por el ejemplo 2.4.6, {f} y {g} son bases
tropicales de I y J , respectivamente. Por lo tanto, de la proposición 4.1.10 deducimos⋂

f∈I

trop(V (f)) ̸=
⋂
f∈J

trop(V (f)).

Observación 4.1.7. Del ejemplo anterior se sigue que para K no algebraicamente ce-
rrado hay que tener cuidado. La definición de tropicalización de X ⊂ T n es trop(X) =
∩f∈IX trop(V (f)). Si, dado un ideal I ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ], queremos considerar el conjunto

∩f∈Itrop(V (f)), lo denotaremos por

trop(V (I)) =
⋂
f∈I

trop(V (f)),

dejando claro que este objeto depende del ideal I, no solo de la variedad X = V (I).

En la definición 4.1.1 no basta con considerar la intersección ∩f∈F trop(V (f)), donde
F es un conjunto finito que genera I. En otras palabras, la tropicalización y la intersección
de variedades no conmutan. Y esto es una caracteŕıstica notable de la Geometŕıa Tropical.

Definición 4.1.8. La intersección finita de hipersuperficies tropicales se conoce con el
nombre de prevariedad tropical.

Ejemplo 4.1.9. Sean n = 2 y K = C{{t}}. Consideramos los polinomios f = x+ y + 1
y g = x + 2y en el anillo de polinomios de Laurent K[x±1, y±1], y sea I = ⟨f, g⟩ el ideal
que generan.

trop(f)(w1, w2) = mı́n{w1, w2, 0}, luego

trop(V (f)) = {w1 = w2 ≤ 0} ∪ {w1 = 0 ≤ w2} ∪ {w2 = 0 ≤ w1}.

trop(g)(w1, w2) = mı́n{w1, w2}, luego trop(V (g)) = {w1 = w2}.

Por lo tanto, trop(V (f)) ∩ trop(V (g)) = {w = (w1, w2) ∈ R2 : w1 = w2 ≤ 0}. Por otra
parte, consideramos el polinomio h = g − f = y − 1 ∈ I. Su tropicalización es

trop(h)(w1, w2) = mı́n{w2, 0}, luego trop(V (h)) = {w2 = 0}.

Por lo tanto, trop(X) ⊂ trop(V (f)) ∩ trop(V (g)) ∩ trop(V (h)) = {(0, 0)}, y de aqúı se
deduce trop(X) ̸= trop(V (f)) ∩ trop(V (g)).

El ejemplo anterior muestra que, en general, una variedad tropical trop(X) no es la
intersección de las hipersuperficies correspondientes a un sistema de generadores del ideal
I. Sin embargo, este resultado es cierto cuando el sistema de generadores es una base
tropical del ideal I:

Proposición 4.1.10. Un sistema de generadores finito T del ideal I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ]
es una base tropical de I si, y solo si,

trop(V (I)) =
⋂
f∈T

trop(V (f)).
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Demostración. Supongamos que T es una base tropical de I. Como T ⊂ I, entonces la
contención ⊂ del enunciado es general. Para probar la otra contención, seaw /∈ trop(V (I))
y veamos que w /∈ ∩g∈T trop(V (g)). Como w /∈ trop(V (I)), existe f ∈ I tal que w /∈
trop(V (f)), entonces el mı́nimo en trop(f)(w) se alcanza una única vez. Por ser T base
tropical, existe g ∈ T tal que el mı́nimo en trop(g)(w) se alcanza una única vez, es decir,
w /∈ ∩g∈T trop(V (g)). Por lo tanto, se tiene la igualdad

trop(V (I)) =
⋂
f∈T

trop(V (f)).

Rećıprocamente, supongamos que se verifica la igualdad del enunciado. Entonces de dicha
igualdad deducimos la siguiente equivalencia: dado w ∈ Rn, existe f ∈ I tal que el mı́nimo
en trop(f)(w) se alcanza una única vez si, y solo si, existe g ∈ T tal que el mı́nimo en
trop(g)(w) se alcanza una única vez. Es decir, si se da la igualdad del enunciado, entonces
T es base tropical del ideal I.

Observación 4.1.11. Como todo ideal I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] admite una base tropical
finita (teorema 2.4.9), entonces toda variedad tropical es una prevariedad tropical.

Ejemplo 4.1.12. Volviendo al ejemplo 4.1.9, notemos que los polinomios f = x+y+1 y
g = x+2y no forman una base tropical de I = ⟨f, g⟩, pues hemos visto que trop(V (I)) ̸=
trop(V (f))∩trop(V (g)). Sin embargo, si añadimos el polinomio h = y−1 ∈ I al sistema de
generadores, entonces el conjunto T = {f, g, h} śı es una base tropical de I. Esto es porque,
como demostraremos en el teorema 4.2.1, trop(X) = val(X) = val ({(−2, 1)}) = {(0, 0)}.
Entonces se verifica la igualdad trop(X) = trop(V (f)) ∩ trop(V (g)) ∩ trop(V (h)), luego
T es una base tropical de I (proposición 4.1.10).

4.2. Enunciado del Teorema

Una vez introducidos estos conceptos, estamos en condiciones de generalizar el teorema
3.3.1 (Teorema de Kapranov) al caso de variedades tropicales:

Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental de la Geometŕıa Algebraica Tropical). Sea K un
cuerpo algebraicamente cerrado con una valoración no trivial. Sea I ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] un

ideal, y sea X = V (I) la variedad que define el ideal I en el toro T n = (K∗)n. Entonces
los siguientes tres subconjuntos de Rn coinciden:

(1) La variedad tropical trop(X).

(2) El conjunto {w ∈ Rn : inw(I) ̸= ⟨1⟩}.

(3) La clausura del conjunto val(X) = {(val(y1), . . . , val(yn)) : (y1, . . . , yn) ∈ X} ⊂ Rn

para la topoloǵıa usual.

Además, si X es irreducible y w es cualquier punto de Γnval∩trop(X), entonces el conjunto
{y ∈ X : val(y) = w} es denso en la variedad clásica X = V (I) para la topoloǵıa de
Zariski.
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El resto de este caṕıtulo está dedicado a demostrar el teorema 4.2.1. Veamos primero
que la variedad tropical trop(X) no depende del cuerpo K, por lo que para aplicar el
teorema bastará con considerar una extensión “adecuada” de K.

Definición 4.2.2. Sea L/K una extensión de cuerpos. Si Y ⊂ T nK es una variedad definida
por un ideal I ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ], entonces la extensión de Y a T nL es la subvariedad YL

de T nL definida por el ideal IL = IL[x±1
1 , . . . , x±1

n ].

Recordemos que L/K es una extensión de cuerpos valorada si las valoraciones satis-
facen valL|K = valK . Por el teorema 1.1.26, dados un cuerpo valorado K y una extensión
de cuerpos algebraica L/K, existe siempre una extensión de la valoración en K tal que la
extensión L/K es valorada.

Teorema 4.2.3. Sea K un cuerpo provisto de una valoración (posiblemente trivial), y sea
L/K una extensión de cuerpos valorada, tal que el cuerpo L es algebraicamente cerrado.
Sea X ⊂ T nK una subvariedad del toro T nK , y sea XL su extensión a T nL . Entonces

trop(XL) = trop(X) ⊂ Rn.

Demostración. Sea I = IX ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] el ideal de la variedad X, entonces el ideal
IL = IL[x±1

1 , . . . , x±1
n ] define la variedad XL.

Como L es algebraicamente cerrado, no hay ambigüedad al definir trop(XL), y tenemos
trop(XL) = ∩f∈ILtrop(V (f)). Como cada polinomio f ∈ I pertenece también a IL, en-
tonces trop(XL) ⊂ trop(X), luego es suficiente probar la otra inclusión.
Aplicando el teorema 2.4.9 y la proposición 2.4.8 se deduce la existencia de una base
tropical finita T de IL, con T ⊂ IL ∩K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] = I. Por lo tanto,

trop(X) =
⋂
f∈I

trop(V (f)) ⊂
⋂
f∈T

trop(V (f)) = trop(XL).

Observación 4.2.4. El teorema 4.2.3 nos permite trabajar en una extensión adecuada
del cuerpoK cuando sea necesario. Si el cuerpoK no es algebraicamente cerrado, entonces
primero pasamos a la clausura algebraica de K, K.

Si la valoración enK es trivial, consideramos enK la valoración trivial y trabajamos
en el cuerpo L = K((R)) (o en K{{t}} si K tiene caracteŕıstica cero).

Si la valoración en K no es trivial entonces, por el teorema 1.1.26, se puede extender
la valoración a K, y trabajamos en el cuerpo K.

Por lo tanto, siempre podemos suponer que el grupo de valores Γval es denso en R (propo-
sición 1.1.20). Esto nos garantiza también que la valoración admite una escisión Γval → K
(proposición 1.1.22), lo que nos permite aplicar la teoŕıa de Gröbner desarrollada en el
caṕıtulo 2.

Esto no quiere decir que el teorema sea aplicable para un cuerpo no algebraicamente
cerrado o tal que la valoración enK no sea trivial. Lo que quiere decir es que, para calcular
trop(X), podemos trabajar en una extensión L en la que se verifiquen las hipótesis del
teorema, y entonces trop(X) = trop(XL).
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4.3. Demostración del teorema

Durante el resto de este caṕıtulo asumiremos que el cuerpo K es algebraicamente
cerrado y consideramos en él una valoración val : K → R∪{∞} que escinde. Comenzamos
con una serie de resultados cuyo objetivo es preparar la prueba del teorema 4.2.1.

Lema 4.3.1. Sean K un cuerpo algebraicamente cerrado e I ⊂ K[x0, x1, . . . , xn] un
ideal homogéneo. Dado w ∈ Σ(I) (definición 2.3.11), sea σ ∈ Σ(I) una celda tal que
w ∈ relint(σ). Entonces existe w′ ∈ relint(σ) ∩ Γn+1

val . De hecho, se puede elegir w′ tal
que w′

0 = 0.

Demostración. Por el teorema 2.3.5, el complejo Σ(I) es Γval-racional. Supongamos que
σ = {x ∈ Rn+1 : Ax ≤ b}, para unos ciertos A ∈Mm×(n+1)(Q), b ∈ Γmval. Entonces

relint(σ) =

{
x ∈ Rn+1 :

A1 · x < b1

A2 · x = b2

}
,

para A1 ∈ Mm1×(n+1)(Q), A2 ∈ Mm2×(n+1)(Q) (m1 + m2 = m), tales que A =
(
A1
A2

)
y

b1 ∈ Γm1
val , b2 ∈ Γm2

val (vectores columna) son tales que b =
(
b1
b2

)
.

Comow ∈ relint(σ), entonces relint(σ) ̸= ∅, luego el sistema A2x = b2 tiene solución. Sea
r = rg(A2) = rg (A2|b2). Entonces el conjunto de soluciones de A2x = b2 tiene dimensión
n− r. Además, haciendo operaciones elementales por filas, equivale a Ã2x = b̃2, donde

Ã2 =

(
Ir ∗
0 0

)
(salvo reordenación de coordenadas).

Estas operaciones se pueden hacer de modo que Ã2 tenga coeficientes en Q luego, por ser

Γval divisible, se obtiene b̃2 ∈ Γm1
val de la forma b̃2 =

(
b̃m1+1, . . . , b̃m1+r, 0, . . . , 0

)
. Por lo

tanto, dados λr, . . . , λn ∈ Γval, existen unos únicos λ0, . . . , λr−1 ∈ Γval tales que Ã2 ·λ = b̃2,
es decir, A2 · λ = b2 (si λ = (λ0, . . . , λr−1, λr . . . , λn)).
Para el puntow = (w0, . . . , wn) ∈ relint(σ) considerado, denotamosw(n−r) = (wr, . . . , wn).
Entonces, por la densidad de Γval, existe una sucesión (w̃i)

∞
i=1 ⊂ Γn+1−r

val con w̃i → w(n−r).

Para cada i, sea wi ∈ Γn+1
val el único punto tal que w

(n−r)
i = w̃i y A2wi = b2. Enton-

ces wi → w (por la unicidad). Además, como la aplicación x 7→ b1 − A1x es continua y
b1−A1w > 0, existe un ı́ndice i0 de modo que el punto w′ = wi0 es tal que b1−A1w

′ > 0,
y este w′ resuelve el problema. De hecho, podemos considerar el punto

w′ − w′
01 = (0, w′

2 − w′
0, . . . , w

′
n+1 − w′

0) ∈ Γn+1
val ∩ σ,

pues el espacio de linealidad de σ contiene a la recta R1.

Proposición 4.3.2. Sea X ⊂ T n una variedad irreducible cuyo ideal primo es I = IX ⊂
K[x±1

1 , . . . , x±1
n ], y sea w ∈ Rn con inw(I) ̸= ⟨1⟩. Entonces todos los ideales primos

minimales del ideal inicial inw(I) en k[x
±1
1 , . . . , x±1

n ] tienen la misma dimensión que X.



4.3. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 77

Demostración. Sea d = dim(X) y consideramos el ideal homogéneo Iproj ⊂ K[x0, x1, ..., xn].
Primero vamos a reducir el problema al caso w ∈ Γval. Sea σ ∈ Σ(Iproj) una celda tal
que w ∈ relint(σ). Por el lema 4.3.1, existe w′ ∈ Γnval tal que (0,w′) ∈ σ. Por lo tanto,
podemos suponer w ∈ Γnval.
Es conocido que el ideal Iproj es primo y tiene dimensión d + 1. Aplicando el teorema
2.2.12, los primos minimales de in(0,w)(Iproj) tienen dimensión d+ 1.
Denotamos A = k[x0, . . . , xn], J = in(0,w)(Iproj) ⊂ A, y a = x0 − 1 ∈ A, y veamos que
los primos minimales de J + ⟨a⟩ tienen dimensión d. Sea p un primo minimal de J + ⟨a⟩.
Entonces J ⊂ p, y p/J es un primo minimal de (J + ⟨a⟩) /J en A/J . Por otra parte,
(J + ⟨a⟩) /J = ⟨ā⟩ es un ideal principal (ā denota la clase de a en el cociente A/J).
Por lo tanto, por el Teorema del ideal principal de Krull, ht (p/J) ≤ 1. Notemos que
A/p ∼= (A/J) / (p/J), luego

dim (A/p) = dim (A/J)− ht (p/J) ≥ (d+ 1)− 1 = d.

(Esto es cierto por ser A/J una k-álgebra finitamente generada y dominio de integridad,
no es general).
Si fuera dim (A/p) > d, existiŕıa una cadena de ideales de A/p de longitud d + 1, lo que
equivale a una cadena p = p0 ⊊ · · · ⊊ pd+1. Como p ⊃ J + ⟨a⟩, entonces J ⊂ p, luego
existe un primo minimal de J , q, tal que p ⊃ q. Esto es porque los primos minimales
de un ideal homogéneo en A son homogéneos y están contenidos en ⟨x0, . . . , xn⟩ (“ideal
irrelevante”); en particular, no contienen al elemento a. Como a /∈ q, entonces p ⊋ q y
se tiene la cadena q ⊊ p = p0 ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pd+1, lo que implica que dim (A/q) ≥ d + 2,
en contradicción con el hecho de que todos los primos minimales de J tienen dimensión
d+ 1 (teorema 2.2.12).
Por la proposición 2.4.2, inw(I) = in(0,w)(Iproj)

∣∣
x0=1

, visto como un ideal en k[x±1
1 , . . . , x±1

n ].

Los primos minimales de inw(I) son las imágenes en k[x±1
1 , . . . , x±1

n ] de los primos mini-
males de in(0,w)(Iproj) + ⟨x0 − 1⟩ que no contienen ningún monomio en x1, . . . , xn. Y ya
hemos demostrado que todos estos tienen dimensión d.

La prueba del teorema 4.2.1 se va a reducir al caso particular de hipersuperficies, ya
demostrado, proyectando. El siguiente resultado demuestra la existencia de una proyección
“adecuada”.

Proposición 4.3.3. Sea X una subvariedad de T n, y sea m ∈ N, con n ≥ m ≥ dim(X).
Entonces existe un morfismo de variedades ψ : T n → Tm cuya imagen ψ(X) es cerrada en
Tm para la topoloǵıa de Zariski y verifica dim (ψ(X)) = dim(X). Además, esta aplicación
se puede elegir de modo que se cumplan las siguientes condiciones:

(1) El núcleo de la aplicación lineal trop(ψ) : Rn → Rm interseca trivialmente con un
conjunto prefijado de subespacios m-dimensionales de Rn.

(2) Cuando n > m, si cambiamos las coordenadas de modo que ψ es la proyección sobre las
primeras m coordenadas, entonces el ideal I = IX de X está generado por polinomios
en las variables xm+1, . . . , xn cuyos coeficientes son monomios (de Laurent) en las
variables x1, . . . , xm.
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Demostración. Para demostrar este resultado, vamos a aplicar inducción sobre n−m. Si
n = m, la aplicación identidad cumple las propiedades del enuciado.
Para n > m, el ideal I = IX no es el ideal nulo, pues dim(X) < n. Para l ∈ N, definimos
el cambio de variables en T n dado por

ϕ∗
l (x1) = x1x

l
n, ϕ

∗
l (x2) = x2x

l2

n , . . . , ϕ
∗
l−1 = xn−1x

ln−1

n , ϕ∗
l (xn) = xn.

Para cualquier polinomio f , eligiendo l suficientemente grande, el polinomio de Laurent
transformado

g = ϕ∗
l (f) = f

(
x1x

l
n, x2x

l2

n , . . . , xn−1x
ln−1

n , xn

)
tiene la propiedad de que cada uno de sus monomios tiene distinto grado en la variable xn.
Como ϕ∗ es invertible, podemos reemplazar I por ϕ∗(I) y suponer que I está generado por
un conjunto de polinomios con esta propiedad. Esto hecho será de gran utilidad cuando
demostremos que ϕ cumple (2).
Fijamos ahora m = n − 1 y consideramos la proyección (monomial) π : T n → T n−1

dada por (x1, . . . , xn−1, xn) 7→ (x1, . . . , xn−1). Probaremos que π cumple las condiciones
del enunciado.
Veamos que π(X) es cerrado. Para ello, vamos a probar que π(X) = V (I ′), donde I ′ =
I ∩K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1] y después comprobaremos que π(X) = π(X).

Tenemos que demostrar que V (I ′) es el menor cerrado que contiene a π(X). Sea y ∈ π(X),
entonces existe x ∈ X tal que π(x) = y. Tomamos g ∈ I ′, entonces g(y) = g(x) = 0, pues
en g no aparece la variable xn. Por lo tanto, queda demostrado π(X) ⊂ V (I ′). Veamos
ahora que es el menor cerrado que lo contiene, comprobando que si J ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1]

es tal que π(X) ⊂ V (J), entonces I ∩K[x±1
1 , . . . , x±1

n−1] ⊃ J , es decir, J ⊂ I. Sea f ∈ J ,
en particular f ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1], y veamos que f ∈ I. Para ello, tomamos x ∈ X y

tenemos que probar que f(x) = 0. Como x ∈ X, entonces y = π(x) ∈ π(X) ⊂ V (J),
aśı que f(y) = 0. Como en f no aparece la variable xn, entonces f(x) = f(y) = 0, luego
f ∈ I. Esto demuestra que J ⊂ I ′, y entonces concluimos π(X) = V (I ′).
Veamos ahora que π(X) = π(X). Sea y ∈ π(X), entonces f(y) = 0 para todo f ∈
I ∩ K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1]. Tenemos que encontrar yn ∈ K∗ tal que (y, yn) ∈ X. Para ello,

consideramos el ideal J = ⟨f(y, xn) : f ∈ I⟩ ⊂ K[x±1
n ]. Si f(y, xn) es el polinomio nulo

para cada f ∈ I, entonces podemos fijar cualquier valor yn ∈ K∗. En caso contrario, el
ideal J ̸= ⟨0⟩ y, como K[x±1

n ] es un dominio de ideales principales, existe un polinomio
f0 ∈ I, f0 ̸= 0, tal que J = ⟨f0(y, xn)⟩ ⊂ K[x±1

n ]. Además, no puede ocurrir que f0 ∈
K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1], pues en este caso el polinomio f0(y, xn) = f0(y) = 0 seŕıa el polinomio

nulo. Sea s ≥ 0 el menor número tal que f̃0 = xsn ·f0(y, xn) ∈ K[xn]. Entonces f̃0 no puede
ser constante, pues si no seŕıa el polinomio nulo (f̃0(y, xn) = f̃0(y) = 0) ni puede ser un
múltiplo de xn, pues hemos elegido el número s mı́nimo. Por tanto, el polinomio f̃0(xn)
tiene al menos una ráız, que es no nula, pues el cuerpo K es algebraicamente cerrado.
Denotamos por α a una de tales ráıces, entonces f0(y, α) = 0. Sea f ∈ I, entonces
f(y, xn) ∈ J , luego existe un polinomio λ ∈ K[x±1

n ] tal que f(y, xn) = λ · f0(y, xn). Por
tanto, f(y, α) = λ(α) · f0(y, α) = 0, es decir, (y, α) ∈ X. En conclusión, π(X) = π(X),
luego π(X) es cerrado.
Como I está generado por un conjunto de polinomios tales que cada uno de sus monomios
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tiene distinto grado en la variable xn, entonces cada uno de estos polinomios lo podemos
escribir como un polinomio en la variable xn cuyos coeficientes son monomios en las
variables x1, . . . , xn−1. Por lo tanto, se verifica la condición (2) del enunciado.
Veamos ahora que la dimensión de X y de ϕ(X) coinciden. Consideramos en K[X] la
estructura de K [π(X)]-álgebra dada por la restricción de escalares v́ıa el homomorfismo
inyectivo K [π(X)] = K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1]/I

′ → K[X] = K[x±1
1 , . . . , x±1

n ]/I. La K[π(X)]-
álgebra K[X] está finitamente generada por la clase de xn, luego su cuerpo de fracciones
K(X) es una extensión finita de K(π(X)). Esto prueba que sus grados de trascendencia
son iguales y, por tanto, dim(X) = dim(π(X)) ([CLO97, Cap. 9, §5, Th.6]).
Aplicando n−m veces la construcción anterior (caso n−m = 1), encontramos un morfismo
ψ : T n → Tm cumpliendo la propiedad (2) del enunciado.
Para probar que ψ cumple (1), notemos que podemos elegir el cambio de coordenadas
ϕ∗ de modo que el núcleo de trop(π) evite ciertos subespacios prefijados de Rn. En las
coordenadas originales, π : Rn → Rn−1 es la aplicación

(x1, . . . , xn) 7→ (x1x
l
n, x2x

l2

n , . . . , x
ln−1

n−1 ).

Por lo tanto, la aplicación lineal trop(π) : Rn → Rn−1 viene dada por

(x1, . . . , xn) 7→ (x1 + lxn, x2 + l2xn, . . . , xn−1 + ln−1xn),

luego ker (trop(π)) es la recta generada por el vector (l, l2, . . . , ln−1,−1) ∈ Rn. Para l > 0
suficientemente grande, esta recta interseca con un conjunto fijado de hiperplanos de Rn

únicamente en el origen. El caso general se obtiene, de nuevo, por inducción.

Un resultado clave de la Geometŕıa Tropical es que la variedad trop(X) es el soporte de
un complejo poliedral Γval-racional. Una estructura particular de trop(X) como complejo
Γval-racional se deriva, como veremos a continuación, de la caracterización (2) del Teore-
ma Fundamental. En el siguiente resultado identificaremos Rn con el cociente Rn+1/R1
mediante la aplicación w 7→ (0,w) + R1.

Proposición 4.3.4. Sean I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal y X = V (I) la variedad que
define en el toro algebraico T n. Entonces el conjunto X̃ = {w ∈ Rn : inw(I) ̸= ⟨1⟩} es el
soporte de un subcomplejo del complejo de Gröbner Σ(Iproj) y es, por tanto, el soporte
de un complejo Γval-racional.

Demostración. Por el teorema 2.3.5, Σ(Iproj) es un complejo poliedral Γval-racional con-
tenido en Rn+1/R1. Veamos primero que

X̃ = {w ∈ Rn : in(0,w)(Iproj) no contiene un monomio}.

Si 1 ∈ inw(I), por la proposición 2.4.2 existe f ∈ I tal que 1 = inw(f). Multiplican-
do por un monomio de K[x1, . . . , xn], xu0f ∈ I ∩ K[x1, . . . , xn] y, por tanto, xu0 =

inw (xu0f) = in(0,w)

(
x̃u0f

) ∣∣
x0=1

es un monomio. En definitiva, existe f ∈ Iproj ho-

mogéneo tal que in(0,w)(f)
∣∣
x0=1

es un monomio. Si f =
∑

u cux
u, su forma inicial tiene

la forma
∑

u aux
u (para algunos u), y al particularizar en x0 = 1, se obtiene

∑
u aux

u′



80 CAPÍTULO 4. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA GEOMETRÍA TROPICAL

(donde u′ = (0, u1, . . . , un)). Ahora, al ser f homogéneo, ui = uj si, y solo si, u′
i = u′

j,

luego
∑

u aux
u′

es un monomio si, y solo si, au = 0 para todos los u excepto uno, es decir,
in(0,w)(f) es un monomio y pertenece a in(0,w)(Iproj).
Rećıprocamente, si in(0,w)(f) es un monomio de in(0,w)(Iproj), entonces inw(f)

∣∣
x0=1

es un

monomio de inw(I), y los monomios son unidades en k[x±1
1 , . . . , x±1

n ].
Tenemos X̃ = {w ∈ Rn : in(0,w)(Iproj) no contiene un monomio}. Por el corolario 2.2.10,

el conjunto X̃ es cerrado. Además, si w ∈ X̃ y w′ ∈ Rn es tal que in(0,w′)(Iproj) =

in(0,w)(Iproj), entonces w
′ ∈ X̃. De aqúı se deduce CIproj [w] ⊂ X̃ y, tomando adherencias,

CIproj [w] ⊂ X̃. Por lo tanto, X̃ es la unión de todas las celdas σ ∈ Σ(Iproj) tales que

σ ∩ X̃ ̸= ∅, y estas forman (por lo anterior) un subcomplejo del complejo de Gröbner
Σ(Iproj).

Observación 4.3.5. En la proposición anterior, hemos elegido un subcomplejo del com-
plejo de Gröbner. Pero esta elección no es única, y podemos tener distintas formas de ver
el conjunto X̃ como el soporte de un complejo Γval-racional, como veremos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.3.6. Sea K = C, y consideramos el ideal

I = ⟨x1 + x2 + x3 + x4 + x5, 3x2 + 5x3 + 7x4 + 11x5⟩ ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

5 ].

Sea ϕ : T 5 → T 5 el automorfismo (cambio de coordenadas) dado por

ϕ∗ : x1 7→ x1, x2 7→ x2x3, x3 7→ x3x4, x4 7→ x4x5, x5 7→ x5

y el ideal transformado J = (ϕ∗)−1(I).
Para I, la variedad trop (V (Iproj)) tiene una estructura de abanico formada por 10 conos
maximales (y conos de dimensión menor), mientras que la de trop (V (Jproj)) está formada
por 12 conos maximales (y conos de dimensión menor).
Entonces, utilizando el isomorfismo trop(ϕ) : R5 → R5, tenemos dos estructuras distintas
de trop (V (Iproj)) como subabanico del abanico de Gröbner Σ(Iproj). Los cálculos de es-
te ejemplo se han realizado utilizando la función gfan tropicalbruteforce de Gfan ([Jen17]).

Nos embarcamos ahora en la prueba del Teorema Fundamental (4.2.1). En este momen-
to, debemos tratar los tres conjuntos descritos en el enunciado del teorema como objetos
distintos. Comenzamos probando un resultado que nos proporciona una cota superior so-
bre la dimensión del conjunto poliedral {w ∈ Rn : inw(I) ̸= ⟨1⟩}, sin saber todav́ıa que
este conjunto es igual a trop(X). Este resultado lo mejoraremos en el caṕıtulo siguiente,
en el teorema 5.2.3.

Proposición 4.3.7. Sea X ⊂ T n una variedad de dimensión d con ideal I = IX ⊂
K[x±1

1 , . . . , x±1
n ]. Entonces cada celda en el complejo de Gröbner Σ = Σ(Iproj) cuyo soporte

está contenido en el conjunto {w ∈ Rn : inw(I) ̸= ⟨1⟩} tiene dimensión menor o igual que
d.
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Demostración. Sea P ∈ Σ una celda maximal tal que |P | ⊂ {w ∈ Rn : inw(I) ̸= ⟨1⟩},
y sea w ∈ Γnval un punto que pertenece a su interior relativo. El espacio af́ın de P es
aff(P)= w + L, si L ⊂ Rn es el espacio lineal paralelo a P . Si dim(L) = k, entonces
mediante un cambio de base podemos suponer que L = L (e1, . . . , ek) es el subespacio
generado por los primeros k vectores de la base canónica. Como la celda P es maximal,
entonces es suficiente probar k ≤ d.
Aplicando el corolario 2.2.10 y la proposición 2.4.2, para cada v ∈ L∩Zn existe un número
ϵ > 0 suficientemente pequeño tal que

inv (inw(I)) = in(0,v)

(
in(0,w)(Iproj)

) ∣∣
x0=1

= in(0,w)+ϵ′(0,v)(Iproj)
∣∣
x0=1

= inw+ϵ′v(I)

para cada 0 < ϵ′ < ϵ. Como w ∈ relint(P ) y v ∈ L, entonces w + ϵ′v ∈ relint(P ) para
0 < ϵ′ < ϵ suficientemente pequeño, luego inw+ϵ′v(I) = inw(I), donde esta igualdad de
ideales se verifica porque w y w + ϵ′v están en el interior relativo de la misma celda de
Σ. Por lo tanto, aplicando lo anterior, inv (inw(I)) = inw(I).
Sea G un sistema de generadores de inw(I) de modo que ningún generador g ∈ G se
puede escribir como suma de dos polinomios de inw(I) formados por un número menor de
monomios. Entonces, para cada g ∈ G, se verifica inv(g) = g para todo v ∈ L (recordemos
que en k tenemos fijada la valoración trivial, aśı que esto tiene sentido). En caso contrario,
inv(g) seŕıa un polinomio de inv (inw(I)) = inw(I) con un menor número de monomios
en su soporte. En particular, tenemos inei(g) = g para cada i, 1 ≤ i ≤ k. Esto implica
que val(cu) + ei · u = val(cv) + ei · v para cada u,v ∈ Supp(g) y cada i, 1 ≤ i ≤ k. Como
la valoración en k es trivial, esto quiere decir que ui = vi para cada u,v ∈ Supp(g) y
cada i, 1 ≤ i ≤ k. Esto nos permite sacar factor común a las potencias en las variables
x1, . . . , xk en todos los monomios de g y escribir g = mg̃, donde m es un monomio y g̃ es
un polinomio de Laurent en las variables xk+1, . . . , xn. Como los monomios son unidades
en k[x±1

1 , . . . , x±1
n ], entonces inw(I) está generado por polinomios de k[x±1

k+1, . . . , x
±1
n ].

Por lo tanto,
dim (inw(I)) = n− ht (inw(I)) ≥ n− (n− k) = k.

Por otra parte, la aplicación K[x±1, . . . , x±1
n ] → k[x±1

1 , . . . , x±1
n ] dada por f 7→ inw(f)

induce un homomorfismo suprayectivo entre los anillos cociente

K[x±1
1 , . . . , x±1

n ]/I → k[x±1
1 , . . . , x±1

n ]/inw(I),

luego dim (inw(I)) ≤ dim(I) = d. Por lo tanto, queda demostrado k ≤ d.

Proposición 4.3.8. Sea X ⊂ T n una variedad irreducible con ideal primo I = IX ⊂
K[x±1

1 , . . . , x±1
n ]. Fijamos w ∈ Γnval con inw(I) ̸= ⟨1⟩, y sea α ∈ V (inw(I)) ⊂ (k∗)n.

Entonces existe un punto y ∈ X con val(y) = w y t−wy = α. Además, el conjunto Y de
tales puntos es denso en X para la topoloǵıa de Zariski.

Demostración. Sea d = dim(X). Los casos n = 1 y n − d = 1 se deducen de la propo-
sición 3.3.5 pues, en estos casos, el ideal I es principal. Por lo tanto, podemos suponer
0 ≤ d ≤ n− 2, y vamos a demostrar el resultado por inducción sobre n. Supongamos que
el resultado es cierto para n − 1 variables y veamos que se verifica para n. Para aplicar
la hipótesis de inducción y reducir el problema a uno de una dimensión menor, vamos a
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considerar una proyección ϕ : T n → T n−1 adecuada. En particular, ϕ(X) ⊂ T n−1 debe
ser una variedad irreducible.
Como consecuencia de la proposición 4.3.7, el conjunto {v ∈ Rn : inv(I) ̸= ⟨1⟩} es el
soporte de un complejo poliedral Σ, y cada celda P ∈ Σ tiene dimensión menor o igual
que d. Sea LP el espacio vectorial generado por {p − w : p ∈ P}. Como el espacio li-
neal paralelo a P es {p − q : p,q ∈ P}, si {p1 − q1, . . . ,pd − qd} es una base de este,
{p1−q1, . . . ,pd−qd,p1−w} genera LP , luego dim(LP ) ≤ d+1. Entonces dim(LP ) < n
y w + LP es el espacio af́ın generado por P y w.
Aplicando la proposición 4.3.3, existe una proyección monomial ϕ : T n → T n−1 tal que
el núcleo de la aplicación lineal trop(ϕ) : Rn → Rn−1 interseca trivialmente con todos
los subespacios LP , es decir, ker (trop(ϕ)) ∩ LP = {0} para cada P ∈ Σ. Haciendo un
cambio de coordenadas, podemos suponer que ϕ es la proyección sobre las primeras n− 1
coordenadas de T n y la imagen ϕ(X) es cerrada en T n−1 (para la topoloǵıa de Zariski).
Estas hipótesis nos garantizan que podemos recuperar el punto w a partir de su ima-
gen por trop(ϕ). Para demostrar esto, supongamos que existe otro vector w̃ ∈ Γnval con
inw̃(I) ̸= ⟨1⟩ y trop(ϕ)(w̃) = trop(ϕ)(w). La primera condición nos asegura la existencia
de una celda P ∈ Σ tal que w̃ ∈ P . Esto implica que w̃ ∈ w + LP , aśı que w̃ −w ∈ LP .
Por lo tanto, w̃ −w ∈ ker (trop(ϕ)) ∩ LP = {0}, luego w̃ = w.
Sean I ′ = ϕ∗−1(I) = I ∩ K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1], y X ′ = V (I ′). Como el ideal I es primo

en K[x±1
1 , . . . , x±1

n ], entonces I ′ es primo en K[x±1
1 , . . . , x±1

n−1]. En la demostración de la
proposición 4.3.3 vimos que en estas condiciones X ′ = ϕ(X). Por lo tanto, la variedad
X ′ ⊂ T n−1 es irreducible.
Denotamos w′ = trop(ϕ)(w) = (w1, . . . , wn−1) y α′ = (α1, . . . , αn−1). De la proposi-
ción 2.4.13 deducimos inw′(I ′) ̸= ⟨1⟩. Para poder aplicar la hipótesis de inducción, so-
lo falta probar que α′ ∈ V (inw′(I ′)). Sea f ∈ I ′. Como en f no aparece la variable
xn, entonces en inw(f) tampoco. Por lo tanto, trop(f)(w) = trop(f)(w′) y se verifica
inw′(f)(α′) = inw(f)(α) = 0. En consecuencia, α′ ∈ V (inw′(I ′)), luego X ′, w′ y α′ cum-
plen las condiciones del enunciado.
Aplicando la hipótesis de inducción, existe un punto y′ = (y1, . . . , yn−1) ∈ X ′ ⊂ T n−1

con val(yi) = wi y t−wiyi = αi para cada i, 1 ≤ i ≤ n − 1. Ahora tenemos que encon-
trar yn ∈ K∗ tal que (y′, yn) ∈ X, val(yn) = wn y t−wnyn = αn. Consideramos el ideal
J = ⟨f(y1, . . . , yn−1, xn) : f ∈ I⟩ ⊂ K[x±1

n ]. Como K[x±1
n ] es un dominio de ideales prin-

cipales, entonces existe un polinomio f ∈ I tal que J está generado por el polinomio f ,
J = ⟨f(y1, . . . , yn−1, xn)⟩. Por la parte (2) de la proposición 4.3.3, podemos considerar
f como un polinomio en la variable xn cuyos coeficientes son monomios en las variables
x1, . . . , xn−1. Entonces podemos escribir f =

∑
i cix

uixin, para ciertos ui ∈ Zn−1. Sea w
el único vector tal que trop(ϕ)(w) = w′, es decir, el vector w del enunciado. Denotamos
g = f(y1, . . . , yn−1, xn) =

∑
i ciy

uixin. Entonces se demuestra igual que en la proposi-
ción 3.3.5 que trop(f)(w) = trop(g)(wn). Aqúı es donde utilizamos que f se escribe
como polinomio en xn cuyos coeficientes son monomios de K[x±1

1 , . . . , x±1
n ]. En princi-

pio, podŕıa existir otro vector w̃ que nos diera el mismo mı́nimo pero, como buscamos
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trop(f)(w̃) = trop(g)(wn), necesariamente w̃ = w. Por lo tanto,

inwn(g)(xn) =
∑

u:val(cu)+w·u=trop(g)(wn)

cuy
u1
1 . . . y

un−1

n−1 t
−val(cuy

u1
1 ...y

un−1
n−1 ) · xunn

=
∑

u:val(cu)+w·u=trop(f)(w)

cut−val(cu) · αu11 . . . α
un−1

n−1 x
un
n

= inw(f)(α1, . . . , αn−1, xn).

Como α ∈ V (inw(I)), entonces inw(f)(α) = 0, luego inwn(g)(αn) = 0. Aplicando el caso
n = 1 de la proposición 3.3.5 deducimos la existencia de un punto yn ∈ K∗ con g(yn) = 0,
val(yn) = wn y t−wnyn = αn. Entonces el punto y = (y′, yn) cumple todas las condiciones
del enunciado: y ∈ X, val(y) = w y t−wy = α.
Para terminar la prueba tenemos que demostrar que el conjunto Y = {y ∈ X : val(y) =
w, t−wy = α} es denso en X para la topoloǵıa de Zariski. Razonamos por reducción al
absurdo:
Supongamos que existe una subvariedad X ′ ⊊ X que contiene a Y , es decir, Y ⊂ X ′ ⊊ X.
Entonces la proyección ϕ(X ′) contiene a ϕ(Y) y a todos los puntos y′ ∈ ϕ(X) ta-
les que val(y′i) = wi y t−wiyi = αi, para 1 ≤ i ≤ n − 1. Aplicando de nuevo la
hipótesis de inducción, deducimos que este conjunto es denso en ϕ(X) para la topo-
loǵıa de Zariski, luego ϕ(X ′) = ϕ(X). Por nuestra elección de la proyección ϕ, se verifica
dim(X) = dim(ϕ(X)) > 0. Pero, por otra parte, como la variedad X es irreducible
y X ′ ⊊ X, entonces dim(X ′) < dim(X). Por lo tanto, dim(ϕ(X)) = dim(ϕ(X ′)) ≤
dim(X ′) < dim(X) = dim(ϕ(X)), que es absurdo. En conclusión, hemos probado que Y
es denso en X para la topoloǵıa de Zariski.

Aplicamos ahora el Teorema de Kapranov (3.3.1) y la proposición 4.3.8 para demostrar
el Teorema Fundamental (4.2.1).

Demostración del Teorema 4.2.1. Sea I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal y denotamos por X =
V (I) a la variedad que define en el toro T n. Recordemos primero la descripción de los tres
subconjuntos de Rn que aparecen en el teorema:

(1) La variedad tropical trop(X).

(2) El conjunto {w ∈ Rn : inw(I) ̸= ⟨1⟩}.

(3) La clausura del conjunto val(X) = {(val(y1), . . . , val(yn)) : (y1, . . . , yn) ∈ X} ⊂ Rn

para la topoloǵıa usual.

Para demostrar la igualdad de los tres conjuntos, vamos a probar (3) ⊂ (1) ⊂ (2) ⊂ (3):

(3) ⊂ (1): Los puntos del conjunto val(X) son de la forma (val(y1), . . . , val(yn)) para
y = (y1, . . . , yn) ∈ X. Por lo tanto, f(y) = 0 para cada f ∈ I. Por el teorema 3.3.1,
(val(y1), . . . , val(yn)) ∈ trop(V (f)) para cada f ∈ I, luego (val(y1), . . . , val(yn)) ∈
trop(V (I)). Como el conjunto trop(X) es cerrado (por ser intersección de cerrados),
entonces (3) ⊂ (1).
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(1) ⊂ (2): Consideramos w ∈ trop(X). Entonces, para cada f =
∑
cux

u ∈ I, el
mı́nimo del conjunto {val(cu)+w ·u : cu ̸= 0} se alcanza al menos dos veces. Por lo
tanto, inw(f) no es un monomio. Dado g ∈ inw(I), por la proposición 2.4.3, existe
f ∈ I tal que g = inw(f), aśı que g no es un monomio. Por lo tanto, inw(I) ̸= ⟨1⟩,
luego w pertenece al conjunto (2).

(2) ⊂ (3): Vamos a reducir la prueba al caso en que el ideal I es primo.

Veamos que inw(I) = ⟨1⟩ si, y solo si, inw

(√
I
)
= ⟨1⟩, aśı que podemos suponer que

el ideal I es radical. Para probar esto, como I ⊂
√
I, entonces la implicación hacia

la derecha es cierta. Rećıprocamente, supongamos que inw

(√
I
)
= ⟨1⟩. Entonces

existe un polinomio f ∈
√
I tal que inw(f) = 1. Como f ∈

√
I, entonces existe un

número r ≥ 1 tal que f r ∈ I. Por la proposición 2.4.3, inw(f
r) = (inw(f))

r = 1, aśı
que inw(I) = ⟨1⟩.
Por lo tanto, suponiendo que I es radical, podemos escribir I = ∩si=1pi, donde cada pi
es primo y V (p1), . . . , V (ps) son las componentes irreducibles de X. Notemos que si
w ∈ Rn es tal que inw(I) ̸= ⟨1⟩, entonces existe j ∈ {1, . . . , s} tal que inw(pj) ̸= ⟨1⟩.
De no ser aśı, por la proposición 2.4.3 (parte (1)), existiŕıan polinomios f1, . . . , fs
con fi ∈ pi tales que inw(fi) = 1. Si ponemos f =

∏s
i=1 fi, entonces inw(f) = 1 y

f ∈ I, aśı que inw(I) = ⟨1⟩, en contradicción con inw(I) ̸= ⟨1⟩.
Hemos demostrado que si w pertenece al conjunto (2) para X, entonces w pertenece
al conjunto (2) para alguna componente irreducible V (pj) de X. Por lo tanto, para
demostrar que w = val(y) para algún y ∈ X, bastará con probar que w = val(y)
para algún y ∈ V (pj). La prueba de esto último está incluida en la proposición
4.3.8.

Para demostrar la última parte del teorema, supongamos que la variedad X es irreducible,
y sea w ∈ Γnval ∩ trop(X). En particular, inw(I) ̸= ⟨1⟩, y estamos en condiciones de
aplicar la proposición 4.3.2. Sea p un primo minimal de inw(I), entonces dim (inw(I)) ≥
dim(p) = dim(X). Por lo tanto, existe α ∈ V (inw(I)). Por la proposición 4.3.8, el conjunto
Y = {y ∈ X : val(y) = w, t−wy = α} es denso en X para la topoloǵıa de Zariski, y de
aqúı se deduce que {y ∈ X : val(y) = w} es denso en X para la topoloǵıa de Zariski.

Observación 4.3.9. La igualdad de conjuntos trop (V (I)) = {w ∈ Rn : inw(I) ̸= ⟨1⟩}
se verifica aunque el cuerpo K no sea algebraicamente cerrado:
La demostración (1) ⊂ (2) del teorema es válida para cualquier cuerpo. Rećıprocamente,
si w ∈ Rn es tal que inw(I) ̸= ⟨1⟩, entonces para cada f ∈ I, inw(f) no es un monomio,
luego w /∈ trop (V (f)) para todo f ∈ I. Por lo tanto, w ∈ trop (V (I)).

4.4. Consecuencias del Teorema Fundamental

En el teorema 4.2.3 hemos demostrado que si L/K es una extensión de cuerpos va-
lorada, entonces las variedades tropicales trop(XL) y trop(X) coinciden. Como corolario
inmediato de los teoremas 4.2.3 y 4.2.1 obtenemos el siguiente resultado:



4.4. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA FUNDAMENTAL 85

Corolario 4.4.1. Sean K un cuerpo valorado y L1/K y L2/K dos extensiones de cuerpos
valoradas tales que los cuerpos L1 y L2 son algebraicamente cerrados y las valoraciones no
son triviales. Dada una variedad X = V (I) ⊂ T nK , denotamos por ILi

= ILi[x
±1
1 , . . . , x±1

n ],
i = 1, 2, y consideramos las variedades X(Li) = V (ILi

). Entonces la clausura de los
conjuntos val (X(L1)) y val (X(L2)) coinciden.

Demostración. Por el teorema 4.2.3, trop(X) = trop (X(L1)) = trop (X(L2)). Como los
cuerpos L1 y L2 son algebraicamente cerrados, el resultado se deduce aplicando el Teorema
Fundamental (teorema 4.2.1).

Al final de la sección 2.4 introdujimos el concepto de tropicalización de una aplicación
monomial ϕ, que denotamos por trop(ϕ). En este caṕıtulo hemos obtenido tres carac-
terizaciones equivalentes para la tropicalización de una variedad X ⊂ T n. El siguiente
resultado muestra que estas dos nociones son compatibles.

Proposición 4.4.2. Sean K un cuerpo algebraicamente cerrado y ϕ : T n → Tm una
aplicación monomial. Consideramos cualquier variedad X ⊂ T n irreducible, y la clausura
de Zariski de su imagen en Tm, ϕ(X). Entonces

trop
(
ϕ(X)

)
= trop(ϕ) (trop(X)) .

Demostración. Para demostrar este resultado vamos a utilizar las tres caracterizaciones
equivalentes que nos da el Teorema Fundamental.
Sea I = IX ⊂ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] el ideal de la variedadX. Denotamos I ′ = ϕ∗−1(I), entonces

es conocido que la clausura de ϕ(X) para la topoloǵıa de Zariski es ϕ(X) = V (I ′) ⊂ Tm.
Sea w′ ∈ trop(ϕ)(trop(X)). Entonces existe w ∈ Rn tal que w′ = trop(ϕ)(w) y w ∈
trop(X). Por la caracterización (2) del Teorema Fundamental, inw(I) ̸= ⟨1⟩. Aplican-
do la proposición 2.4.13, deducimos que introp(ϕ)(w)(I

′) = inw′(I ′) ̸= ⟨1⟩, aśı que w′ ∈
trop

(
ϕ(X)

)
(aplicando de nuevo la caracterización (2)).

Rećıprocamente, veamos que trop
(
ϕ(X)

)
⊂ trop(ϕ) (trop(X)). Usando la proposición

4.3.4 y el Teorema Fundamental (4.2.1), trop(X) es una unión finita de poliedros. Además,
la aplicación trop(ϕ) es lineal, luego trop(ϕ) (trop(X)) es una unión finita de poliedros
(proposición 1.2.7), es decir, un conjunto cerrado. Por lo tanto, es suficiente demostrar
{z ∈ ϕ(X) : val(z) = w} ⊂ trop(ϕ) (trop(X)) (aqúı hemos usado la caracterización (3)).
Por ser X irreducible, es conocido que ϕ(X) contiene a un abierto no vaćıo de ϕ(X)
([Har77, Cap. 2, Prob. 3.19]), luego ese abierto corta a {z ∈ ϕ(X) : val(z) = w}
por ser denso. Por lo tanto, ϕ(X) ∩ {z ∈ ϕ(X) : val(z) = w} ̸= ∅. Es decir, existe
y ∈ X tal que, si denotamos z = ϕ(y) ∈ ϕ(X), entonces val(z) = w. Si probamos
val(ϕ(y)) = trop(ϕ)(val(y)), entonces habremos terminado, pues

w = val(z) = val(ϕ(y)) = trop(ϕ)(val(y)) ∈ trop(ϕ)(trop(X)).

Para demostrar la afirmación anterior, supongamos que la aplicación entre los anillos
coordenados ϕ∗ : K[x±1

1 , . . . , x±1
m ]→ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] viene dada por xi 7→Mi =

∏n
j=1 x

αij

j
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para i = 1, . . . ,m, donde cada Mi es un monomio. Entonces la componente i-ésima de
ϕ(y) es (ϕ(y))i =Mi(y) =

∏n
j=1 y

αij

j para cada 1 ≤ i ≤ m, donde αij ∈ Z. Por lo tanto,

val(y) =

(
val

(
n∏
j=1

y
α1j

j

)
, . . . , val

(
n∏
j=1

y
αmj

j

))
=

(
n∑
j=1

α1j · val(yj), . . . ,
n∑
j=1

αmj · val(yj)

)
.

Por otra parte, la tropicalización de ϕ viene dada por trop(ϕ) : Rn → Rm,

x 7→

(
n∑
j=1

α1jxj, . . . ,

n∑
j=1

αmjxj

)
.

Por lo tanto,

trop(ϕ)(val(y)) =

(
n∑
j=1

α1j · val(yj), . . . ,
n∑
j=1

αmj · val(yj)

)
= val(ϕ(y)).

Observación 4.4.3. El resultado anterior garantiza que la tropicalización y los morfismos
del toro conmutan. Esta afirmación deja de ser válida si sustituimos el morfismo ϕ por
una aplicación racional. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 4.4.4. Sea K un cuerpo arbitrario y consideramos la aplicación K → K2 dada
por t 7→ (t,−1 − t). Esta aplicación define una aplicación racional entre el toro T 1 y el
toro T 2, ϕ : X = T 1 → T 2, que no está definida en t = −1. La imagen de X por ϕ es

π(X) = {(t,−1− t) : t ̸= 0, 1} = V (x + y + 1) ⊂ T 2, y trop
(
ϕ(X)

)
es la recta tropical

de la figura 3.2.1a. Por otra parte, la tropicalización de ϕ es la aplicación lineal a trozos

trop(ϕ) : trop(X) = R→ R2, w 7→ (w,mı́n(w, 0)) .

Y la imagen de trop(X) = R por trop(ϕ) consiste en la unión de dos de los tres rayos de
la recta tropical:

trop(ϕ) (trop(X)) = {(a, a) : a ≤ 0} ∪ {(a, 0) : a ≥ 0}.

En este sencillo ejemplo hemos visto que se verifica la siguiente inclusión, y es estricta

trop
(
ϕ(X)

)
⊋ trop(ϕ) (trop(X)) . (4.4.1)

Se puede demostrar que la inclusión (4.4.1) es cierta para cualquier aplicación racional
ϕ : T n → Tm. La implicitación tropical estudia cómo rellenar el “hueco” existente entre
esos dos conjuntos. El objetivo de esta área es calcular la tropicalización de una variedad
racional directamente a partir de una representación paramétrica ϕ.



Caṕıtulo 5

Teorema de Estructura

En el caṕıtulo anterior hemos estudiado la relación de la Geometŕıa Tropical con la
Geometŕıa Algebraica clásica. En este caṕıtulo lo que vamos a analizar son las propie-
dades combinatorias de las variedades tropicales. Con este fin, utilizaremos conceptos de
la Geometŕıa Poliedral que ya hemos estudiado en el caṕıtulo 1 e introduciremos nuevos
conceptos.

Comenzamos el caṕıtulo con la sección 5.1, en la que incluimos el enunciado del teo-
rema y la explicación de los conceptos que aparecen en él. En las secciones 5.2 y 5.3
demostramos dos de las tres partes de las que se compone el Teorema de Estructura. No
abordamos la prueba de la última parte del teorema debido a su complejidad. Por último,
en la sección 5.4 comentamos brevemente el problema inverso, es decir, dado un complejo
poliedral Σ ⊂ Rn, ¿bajo qué condicciones existe un ideal I tal que |Σ| = trop(V (I))?

La referencia principal que se ha seguido en este caṕıtulo es [MS15, Cap. 2, §3.3−§3.4].

5.1. Enunciado del teorema

Teorema 5.1.1 (Teorema de estructura). SeaX ⊂ T n una variedad irreducible de dimen-
sión dim(X) = d. Entonces trop(X) es el soporte de un complejo poliedral equilibrado,
Γval-racional y puro de dimensión d. Además, dicho complejo poliedral está conectado a
través de codimensión uno.

Antes de poder demostrarlo, tenemos que entender los conceptos nuevos que aparecen
en el enunciado del teorema. Ya sabemos qué quiere decir que un complejo poliedral
sea puro y Γval-racional. Tenemos que definir los conceptos de complejo equilibrado y
conectado a través de codimensión uno.

5.1.1. Condición de equilibrio

Primero daremos una definición para abanicos de dimensión uno, después generaliza-
remos esta definición para abanicos de cualquier dimensión y, por último, estableceremos
una definición para complejos poliedrales.

87
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Definición 5.1.2. Sea Σ ⊂ Rn un abanico poliedral racional de dimensión 1 formado por
s rayos (un rayo es un cono de la forma pos(v)). Sea vi el primer punto con coordenadas
enteras (punto entero) en el i-ésimo rayo de Σ. Se da a Σ una estructura de abanico “con
pesos” asignando a cada rayo pos(vi) un peso mi ∈ N≥1, y se dice que el abanico Σ está
equilibrado si

∑s
i=1mivi = 0.

Observación 5.1.3. (1) Al primer punto entero de un rayo pos (v) ∈ Σ también se le
suele llamar vector primitivo.

(2) La condición de equilibrio se denomina a veces “condición de tensión nula”. Esto
se puede entender de la siguiente forma: supongamos que sobre el origen se aplican
s fuerzas Fi, 1 ≤ i ≤ s, cada Fi en la dirección del rayo vi y de magnitud mi

(Fi = mi
vi

||vi||). Entonces estas fuerzas cumplen la condición de tensión nula si, y solo
si, el efecto neto de las fuerzas sobre el origen es nulo. Y esto es equivalente a decir
que el abanico formado por los rayos vi está equilibrado.

Ejemplo 5.1.4. Consideramos el abanico Σ ⊂ R2 formado por los rayos pos(vi), 1 ≤ i ≤
4, v1 = (0, 1), v2 = (2, 1), v3 = (1,−2) y v4 = (−1,−1) y los pesos m1 = 4, m2 = 1,
m3 = 1 y m4 = 3, entonces

4∑
i=1

mivi = 4 · (0, 1) + 1 · (2, 1) + 1 · (1,−2) + 3 · (−1,−1) = (0, 0).

Este ejemplo se ha representado en la figura 5.1.1. En esta figura se ha escrito el peso de
cada rayo en color azul.

(0, 1)
(2, 1)

(1,−2)

(−1,−1)
3

4

1

1

Figura 5.1.1: Un abanico equilibrado en R2.

Ahora vamos a generalizar la definición. Sea Σ ⊂ Rn un abanico racional puro de
dimensión d ≤ n. Para cada cono σ ∈ Σ, fijamos un peso m(σ) ∈ N. Dado un cono
τ ∈ Σ de dimensión d − 1, denotamos por L al espacio lineal paralelo a τ , entonces
L ⊂ Rn es un subespacio lineal de dimensión d − 1. Denotamos por π a la proyección
π : Rn = L⊕ L⊥ → L⊥, π induce un isomorfismo que permite identificar Rn/L con L⊥.
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Proposición 5.1.5. Para cada cono σ ∈ Σ con τ ⊊ σ, el conjunto (σ + L) /L es un cono
racional de dimensión 1 en L⊥.

Demostración. Sea σ ∈ Σ un cono con τ ⊊ σ, entonces dim(σ) = d. Por la identificación
que hemos hecho Rn/L ∼= L⊥, podemos considerar (σ + L) /L ⊂ L⊥, v́ıa la aplicación
x + L 7→ π(x). Si σ = pos ({u1, . . . ,ur}), con u1, . . . ,ur ∈ Zn (por ser σ racional),
entonces

(σ + L) /L = pos ({u1 + L, . . . ,ur + L}) = pos ({π(u1), . . . , π(ur)}) ,

luego (σ + L) /L es un cono racional.
Si L′ es el espacio lineal paralelo a σ, entonces el espacio lineal paralelo a (σ + L) /L es
L′/L, que tiene dimensión uno, luego (σ + L) /L es un cono de dimensión 1.

Observación 5.1.6. Con las notaciones de la proposición, (σ + L) /L ⊂ L⊥ y

((σ + L) /L) ∩ Zn ⊂ L⊥ ∩ Zn.

Por lo tanto, tiene sentido hablar del vector primitivo del cono racional (σ + L) /L, que
tiene dimensión uno.

Definición 5.1.7. Con las notaciones anteriores, denotamos por vσ al primer punto entero
en el rayo (σ + L) /L. Diremos que el abanico Σ está equilibrado en τ si∑

σ∈Σ:τ⊊σ

m(σ)vσ = 0 (5.1.1)

y diremos que Σ está equilibrado si lo está para cada celda τ ∈ Σ con dim(τ) = d− 1.

Sea ahora Σ un complejo poliedral Γval-racional, puro de dimensión d y asignamos a
cada celda d-dimensional de Σ un peso m(σ) ∈ N. Para cada celda τ ∈ Σ de dimensión
d − 1 consideramos el abanico starΣ(τ) (definición 1.2.21). Entonces, sus conos σ están
indexados por las celdas σ ∈ Σ tales que τ es cara de σ, y asignamos a cada cono σ el
peso m(σ).

Definición 5.1.8. En las condiciones anteriores, diremos que el complejo Σ está equili-
brado si el abanico starΣ(τ) lo está para cada celda τ ∈ Σ de dimensión d− 1.

Observación 5.1.9. Para complejos poliedrales de dimensión 0, la definición anterior no
supone ninguna restricción, es decir, todos los complejos poliedrales de dimensión 0 están
equilibrados.

5.1.2. Conexión a través de codimensión uno

El sentido de la expresión “conectado a través de codimensión uno” está relacionado
en cierto modo con la conexión topológica, como veremos después, aunque este término
es más fuerte que la conexión. Lo definimos para complejos poliedrales puros únicamente:
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Definición 5.1.10. Sea Σ ⊂ Rn un complejo poliedral puro de dimensión d. Diremos que
Σ está conectado a través de codimensión uno si para cada par de celdas P, P ′ ∈ Σ de
dimensión d existe una cadena P = P1, P2, . . . , Ps = P ′, con Pi ∈ Σ para cada i = 1, . . . , s,
tal que Pi y Pi+1 comparten una cara maximal Fi para 1 ≤ i ≤ s.

Observación 5.1.11. (1) Todo complejo poliedral de dimensión cero está conectado a
través de codimensión uno.

(2) Sea Σ un complejo poliedral conectado a través de codimensión uno, entonces su
soporte |Σ| ⊂ Rn es conexo por caminos, ya que las celdas de Σ son conexas por
caminos. La condición de conexión a través de codimensión uno implica que dos
puntos cualesquiera de |Σ| se pueden unir por un camino cuya imagen está contenida
en |Σ|. Por lo tanto, |Σ| es conexo.

(3) Además, si Σ es de dimensión 1, el rećıproco es cierto: un complejo poliedral de
dimensión 1 está conectado a través de codimensión uno si, y solo si, es conexo. Esto
se verifica porque el soporte de un complejo poliedral puro de dimensión 1 es un grafo,
que es conexo si, y solo si, está conectado a través de codimensión uno.

Ejemplo 5.1.12. (1) En la figura 5.1.2a hemos representado un complejo poliedral puro
de dimensión 2 que no está conectado a través de codimensión uno, ya que no es
posible encontrar una cadena que una las dos celdas de dimensión 2 del complejo
cumpliendo la propiedad de la definición.

(2) Por otra parte, el complejo poliedral de la figura 5.1.2b śı que está conectado a través
de codimensión uno. De hecho, el soporte de este complejo es la recta tropical que
define el polinomio f = x− y + 1 ∈ C{{t}}[x±1, y±1] (ejemplo 3.2.4).

(a) Complejo poliedral que no está conec-
tado a través de codimensión 1.

(b) Complejo poliedral conectado a través
de codimensión 1.

Figura 5.1.2: Complejos poliedrales del ejemplo 5.1.12.

5.1.3. Comentarios sobre la demostración

El Teorema de Estructura afirma que dada cualquier variedad irreducible X = V (I) ⊂
T n, la variedad tropical trop(X) es el soporte de un complejo poliedral que:
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(1) es puro de dimensión d = dim(X) y Γval-racional.

(2) está equilibrado para unos ciertos pesos.

(3) está conectado a través de codimensión uno.

La prueba de (3) a este nivel es prácticamente imposible de abordar. La única prueba
que aparece en la bibliograf́ıa es la de [MS15], se realiza por inducción y el caso de
dimensión uno es bastante complicado porque utiliza conceptos avanzados de Geometŕıa
Algebraica. La prueba de (1) constituye la sección 5.2. Por último, la parte (2) en el caso
de hipersuperficies es sencilla porque tiene una interpretación geométrica bastante visual
pero el caso general se complica porque los pesos vienen dados de una forma demasiado
algebraica. Por lo tanto, en la sección 5.3 nos centraremos en el caso de hipersuperficies
e indicaremos cómo se obtienen los pesos en el caso de variedades generales.

5.2. Demostración de la primera parte

Proposición 5.2.1. Sean I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal yX = V (I) la variedad que define
en el toro T n. Sea Σ un complejo poliedral cuyo soporte es |Σ| = trop(X) = {w ∈ Rn :
inw(I) ̸= ⟨1⟩} y fijamos un punto w ∈ Σ. Si σ ∈ Σ es una celda del complejo poliedral
tal que w ∈ relint(σ), entonces

starΣ(σ) = {v ∈ Rn : inv (inw(I)) ̸= ⟨1⟩}.

Por lo tanto, trop (V (inw(I))) = |starΣ(σ)|.

Demostración. Aplicando la proposición 2.2.5 y la proposición 2.4.2, tenemos que dados
v,w ∈ Rn, existe un número ϵ > 0 tal que inv (inw(I)) = inw+ϵ′v(I) para cada 0 < ϵ′ < ϵ.
Sean σ ∈ Σ una celda y w ∈ relint(σ). Entonces tenemos:

{v ∈ Rn : inv (inw(I)) ̸= ⟨1⟩}
= {v ∈ Rn : inw+ϵv(I) ̸= ⟨1⟩ para ϵ > 0 suficientemente pequeño}
= {v ∈ Rn : w + ϵv ∈ Σ para ϵ > 0 suficientemente pequeño}
= starΣ(σ).

Donde la última igualdad se verifica por la proposición 1.2.22. Hemos demostrado que
para cada σ ∈ Σ y w ∈ relint(σ), starΣ(σ) = {v ∈ Rn : inv (inw(I)) ̸= ⟨1⟩}, luego si
|Σ| = trop(X), en particular esto implica que trop (V (inw(I))) = |starΣ(σ)|.

Ejemplo 5.2.2. Consideramos el polinomio de Laurent f = tx2 + x + y + xy + t ∈
C{{t}}[x±1, y±1]. Sean I = ⟨f⟩ el ideal que genera y X = V (I). La curva tropical trop(X)
se muestra en la figura 5.2.1. Veamos la validez del teorema en los vértices de trop(X).
Recordemos que el polinomio tropical trop(f) : R2 → R está dado por trop(f)(w1, w2) =
mı́n{1 + 2w1, w1, w2, w1 + w2, 1}.
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Para w = (1, 1), trop(f)(w) = 1, y el mı́nimo se alcanza en los términos x, y, t. Por
lo tanto,

in(1,1)(f) = t−val(1)1 · x+ t−val(1)1 · y + t−val(t)t · 1 = x+ y + 1.

Entonces el ideal inicial in(1,1)(I) = ⟨x+y+1⟩. La variedad tropical trop (V (inw(I))
es la recta de rayos (1, 0), (0, 1) y (−1,−1), que coincide con la estrella del vértice
(1, 1).

Para w = (−1, 0), trop(f)(w) = −1, y el mı́nimo se alcanza en los términos
tx2, x, xy. Por lo tanto,

in(−1,0)(f) = t−val(t)t · x2 + t−val(1)1 · x+ t−val(1)1 · xy = x2 + x+ xy.

Entonces el ideal inicial in(−1,0)(I) = ⟨x2 + x + xy⟩ = ⟨x + 1 + y⟩ y la variedad
tropical trop (V (inw(I)) es la estrella del vértice (−1, 0).

Para w = (0, 0), trop(f)(w) = 0, y el mı́nimo se alcanza en los términos x, y, xy.
Por lo tanto, in(0,0)(f) = x + y + xy, aśı que in(0,0)(I) = ⟨x + y + xy⟩. Entonces la
variedad tropical trop (V (inw(I)) es la recta definida por los rayos (1, 1), (−1, 0) y
(0,−1), que coincide con la estrella del vértice (0, 0) de trop(X).

(−1, 0)
(0, 0)

(1, 1)

Figura 5.2.1: Curva tropical del ejemplo 5.2.2.

Teorema 5.2.3. Sea X ⊂ T n una variedad irreducible. Entonces la variedad tropical
trop(X) es el soporte de un complejo poliedral Γval-racional y puro de dimensión d en Rn.

Demostración. Sea I = IX . En particular, I es primo por ser X irreducible. Por la carac-
terización (2) del Teorema Fundamental (teorema 4.2.1),

trop(X) = {w ∈ Rn : inw(I) ̸= ⟨1⟩}

(esto es cierto aunqueK no sea algebraicamente cerrado, por la observación 4.3.9) y, por la
proposición 4.3.4, este conjunto es el soporte de un subcomplejo Σ del complejo de Gröbner
Σ(Iproj), luego trop(X) es el soporte de un complejo Γval-racional que denotaremos por



5.2. DEMOSTRACIÓN DE LA PRIMERA PARTE 93

Σ. Por lo tanto, lo que tenemos que demostrar es que para cada celda maximal σ ∈ Σ,
dim(σ) = d.
Por la proposición 4.3.7, cada celda de Σ tiene dimensión menor o igual que d. Por lo tanto,
será suficiente demostrar que cada celda maximal σ ∈ Σ tiene dimensión dim(σ) ≥ d.
Sea σ ∈ Σ una celda maximal, llamamos k a su dimensión y fijamos w ∈ relint(σ).
Por la proposición 5.2.1, tenemos que trop (V (inw(I))) = |starΣ(σ)|. Como σ es una
celda maximal, entonces no existe ninguna otra celda τ ∈ Σ tal que σ sea cara de τ .
Por lo tanto, el abanico starΣ(σ) está formado por un único cono, el indexado por σ,
σ = {λ(x − y) : λ ≥ 0,x,y ∈ σ}, que es el espacio lineal paralelo a σ. Por lo tanto,
trop (V (inw(I))) = |starΣ(σ)| es un subespacio lineal L ⊂ Rn de dimensión k.
Haciendo un cambio de coordenadas en Rn, podemos suponer que L está generado por
los k primeros vectores de la base canónica: L = L (e1, . . . , ek). Sea v ∈ L, aplicando
las proposiciones 2.2.5 y 2.4.2, existe ϵ > 0 tal que inv (inw(I)) = inw+ϵ′v(I) para cada
0 < ϵ′ < ϵ. Por otra parte, como w ∈ relint(σ) y v ∈ L, que es el espacio lineal paralelo a
σ, existe 0 < ϵ′ < ϵ tal que w+ ϵ′v ∈ relint(σ). Como w y w+ ϵ′v pertenecen al interior
relativo de la misma celda del complejo de Gröbner Σ(Iproj), entonces inw+ϵ′v(I) = inw(I).
Hemos demostrado que, para cada v ∈ L, inv (inw(I)) = inw(I). Aplicando la proposición
2.4.3, deducimos que para cada v ∈ L, el ideal inw(I) es homogéneo para la graduación
dada por v. En particular, inw(I) es homogéneo para el grado dado por deg(xi) = δij,
1 ≤ i ≤ n, para cada j = 1, . . . , k. Vamos a probar que inw(I) está generado por
polinomios de Laurent en las variables xk+1, . . . , xn, por inducción sobre j, 1 ≤ j ≤ k:
Sea j = 1, tenemos que demostrar que inw(I) está generado por polinomios en los que
no aparece la variable x1. Como inw(I) es homogéneo para el grado dado por deg(x1) =
1, deg(xi) = 0, i > 1, existe un sistema de generadores homogéneo {f1, . . . , fr} para
este grado. Podemos escribir cada fi = xmi

1 · f ′
i , siendo f

′
i un polinomio en las variables

x2, . . . , xn. Entonces

inw(I) = ⟨f1, . . . , fr⟩ = ⟨f ′
1, . . . , f

′
r⟩.

Supongamos ahora que j < k y existe un sistema de generadores {g1, . . . , gs} de inw(I)
tal que gi ∈ inw(I) ∩ k[x±1

j , . . . , x±1
n ] para cada i, y veamos que podemos construir otro

sistema de generadores de inw(I) en el que no aparezcan las variables x1, . . . , xj. El ideal
inw(I) es homogéneo para el grado dado por deg(xi) = δij, 1 ≤ i ≤ n. Si ponemos cada
gi como suma de sus componentes homogéneas para este grado, gi =

∑mi

k=0 gik, entonces
gik ∈ inw(I) para cada 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ k ≤ mi (por ser inw(I) homogéneo). Está claro
que

inw(I) = ⟨gi : 1 ≤ i ≤ s⟩ = ⟨gik : 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ k ≤ mi⟩.

Ahora cada gik ∈ k[x±1
j , . . . , x±1

n ] y es homogéneo para el grado dado por deg(xi) = δij.

Entonces podemos escribir gik = xlikj ·g′ik con g′ik ∈ inw(I)∩k[x±1
j+1, . . . , x

±1
n ]. Por lo tanto,

{g′ik : 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ k ≤ mi} es un sistema de generadores de inw(I) formado por
polinomios en las variables xj+1, . . . , xn. Esto termina el proceso de inducción.
Sea J = inw(I) ∩ k[x±1

k+1, . . . , x
±1
n ]. Veamos que trop (V (J)) = {0}. Sea v′ ∈ trop(V (J))

y denotamos v = (0,v′) ∈ Rk+(n−k) = Rn. Si v′ ̸= 0, entonces v /∈ L (pues L =
L (e1, . . . , ek)). Por otra parte, recordemos que L = trop (V (inw(I))), luego inv (inw(I)) =
⟨1⟩. Por lo tanto, existe f ∈ inw(I) con inv(f) = 1. Como el vector v tiene ceros en sus
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primeras k coordenadas e inw(I) está generado por polinomios únicamente en las varia-
bles xk+1, . . . , xn, entonces podemos tomar f ∈ J .
Como en f no aparecen las variables x1, . . . , xk, entonces inv(f) = inv′(f), aśı que
inv′(f) = ⟨1⟩, en contradicción con v′ ∈ trop (V (J)). Por lo tanto, se tiene v′ = 0, luego
trop(V (J)) ⊂ {0}. Rećıprocamente, como 1 /∈ inw(I) (porque w ∈ trop(X)), entonces
tenemos que in0(J) = J ̸= ⟨1⟩, aśı que 0 ∈ trop(V (J)). En conclusión, trop(V (J)) = {0}.
Del lema 5.2.4 se deduce que V (J) es un conjunto finito. Y puesto que V (inw(I)) ⊂ k

k×
V (J), se tiene dim (inw(I)) ≤ k. Por la proposición 4.3.2, sabemos que dim (inw(I)) = d,
luego k = dim(σ) ≥ d, como queŕıamos demostrar.

Lema 5.2.4. Sea X ⊂ T n una variedad irreducible. Si la variedad tropical trop(X) es un
conjunto finito de puntos de Rn, entonces X es un conjunto finito de puntos de Rn.

Demostración. Lo vamos a demostrar por inducción sobre el número de variables n. Para
n = 1, todas las variedades no triviales son finitas, y trop(T 1) = R1. Supongamos que el
resultado es cierto para 1, 2, . . . , n− 1 variables y veamos que lo es también para n.
Sea X ⊂ T n una variedad. Si X es una hipersuperficie, entonces el teorema 3.4.7 garantiza
que el conjunto trop(X) no es finito. Por lo tanto, podemos suponer dim(X) < n − 1.
Aplicando la proposición 4.3.3, existe un morfismo π : T n → T n−1 con Y := π(X) = π(X)
y, haciendo un cambio de coordenadas, podemos suponer que π es la proyección sobre las
primeras n− 1 coordenadas.
Por la proposición 4.4.2, la variedad trop(Y ) = trop(π) (trop(X)), aśı que trop(Y ) ⊂ Rn−1

es un conjunto finito de puntos. Aplicando la hipótesis de inducción, la variedad Y = π(X)
es finita.
Como hemos aplicado la proposición 4.3.3, podemos suponer que el ideal I está generado
por polinomios en la variable xn cuyos coeficientes son monomios (de Laurent) en las
variables x1, . . . , xn. Si I contiene un monomio, entonces I = ⟨1⟩, luego X = ∅ es finito.
Supongamos que I no contiene ningún monomio, y sea f ∈ I ∩ K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1][xn]

un polinomio con la forma anterior. Multiplicando por un término monomial, podemos
suponer que f es de la forma f = 1+

∑s
i=1 ciMix

i
n, donde cada Mi ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n−1] es

un monomio.
Ahora, para cada yi ∈ Y , el polinomio f(y, xn) no se anula, y el punto yi tiene como
máximo s (= grado de f en la variable xn) preimágenes z ∈ X con π(z) = yi. Como Y
es finito, entonces X ⊂ T n es un conjunto finito de puntos.

5.3. Demostración de la condición de equilibrio

En esta sección vamos a demostrar que el complejo poliedral que aparece en el Teo-
rema de Estructura está equilibrado para unos ciertos pesos. Haremos la demostración
únicamente en el caso de hipersuperficies. Para demostrarlo, primero tenemos que definir
los pesos.
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5.3.1. Caso de hipersuperficies

Sea P un politopo entero en Rn, donde entero quiere decir que P es la envolvente
convexa de puntos enteros. Sea NP el abanico normal a P y denotamos por Σ al (n− 1)-
esqueleto de NP . Por la proposición 3.4.12, el soporte del abanico Σ es la hipersuperficie
tropical trop (V (f)) de cualquier polinomio f cuyos coeficientes tienen todos valoración
nula y tal que el politopo de Newton de f es P . Equivalentemente, Σ = V (F ), donde
F es un polinomio tropical cuyos coeficientes son todos nulos y los exponentes en sus
monomios tienen como envolvente convexa al politopo P .

Vamos a asignar pesos al abanico Σ. Cada cono maximal σ ∈ Σ es el cono normal
interior de una cara de dimensión 1 (arista) e(σ) del politopo P . Definimos m(σ) como
la longitud entera de la arista e(σ), que es

m(σ) = #{puntos enteros en e(σ)} − 1.

Para hipersuperficies tropicales genéricas, vamos a generalizar la construcción anterior
utilizando subdivisiones regulares. Sea f =

∑
u cux

u ∈ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un polinomio y
sea P = Newt(f) su politopo de Newton. Denotamos por ∆ a la subdivisión regular de P
inducida por los pesos val(cu) para cada u en el soporte de f . Si F = trop(f), de hecho,
por el teorema 3.4.7, la hipersuperficie tropical V (F ) es el soporte del (n − 1)-esqueleto
de ΣF , que denotaremos por Σ. Por la observación 3.4.8, cada cara maximal σ ∈ Σ se
corresponde con una cara de dimensión 1, e(σ), de ∆, y definimos m(σ) como la longitud
entera de e(σ).

Teniendo en cuenta las multiplicidades que acabamos de definir, podemos demostrar
el siguiente resultado.

Proposición 5.3.1. El complejo poliedral Σ ⊂ Rn, de dimensión n− 1, definido por un
polinomio tropical F en n variables, y cuyo soporte es V (F ), está equilibrado para los
pesos m(σ) definidos anteriormente.

Antes de probarlo, vamos a recuperar dos ejemplos que han aparecido en los caṕıtulos
anteriores para entender el significado geométrico de los pesos y la condición de equilibrio.

Ejemplo 5.3.2. (1) Consideramos el cuadrilátero P del ejemplo 1.2.19 y su abanico nor-
mal, que denotaremos por NP . Sea Σ el 1-esqueleto de NP . Los conos maximales de
Σ son los rayos σ1 = pos(0,−1), σ2 = pos(−3,−2), σ3 = pos(0, 1) y σ4 = pos(0, 1) y
las correspondientes aristas en el poĺıgono P son e(σi), 1 ≤ i ≤ 4 de la figura 5.3.1.
En esta figura, podemos observar que las aristas de P son perpendiculares a los rayos
de Σ, esto es un hecho general que usaremos en la demostración de la proposición
5.3.1. La longitud entera de las aristas es m(σ1) = m(σ2) = m(σ4) = 1, m(σ3) = 4.
Entonces, la condición de equilibrio de Σ se escribe como:

1 · (0,−1) + 4 · (0, 1) + 1 · (−3,−2) + 1 · (3,−1) = (0, 0).
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x

y
P

e(σ3)

e(σ2)

e(σ1)

e(σ4)

Σ

σ1

σ4

σ3

σ2

Figura 5.3.1: Condición de equilibrio para el cuadrilátero del ejemplo 5.3.2 (1).

(2) Sea f = 3tx2 + 5xy − 7ty2 + 8x − y + t2 ∈ C{{t}}[x±1, y±1]. Su tropicalización es el
polinomio tropical

F = 1⊙ x2 ⊕ xy ⊕ 1⊙ y2 ⊕ x⊕ y ⊕ 2.

El poĺıgono de Newton de f es P = Newt(f) = conv{(0, 0), (2, 0), (0, 2)}. La hipersu-
perficie tropical V (F ) y la subdivisión regular de P , ∆, son las que se calcularon en
el ejemplo 3.4.9, y las hemos representado en la figura 5.3.2. Sea Σ = ΣF el complejo
poliedral de la observación 2.3.9, entonces V (F ) es el soporte del n − 1-esqueleto de
Σ. Y el teorema 3.4.7 establece una dualidad entre las celdas de Σ y los poliedros de
∆ (esta dualidad se analizó en detalle en las figuras 3.4.3 y 3.4.4). Cada celda τi ∈ Σ,
1 ≤ i ≤ 4, de dimensión 0 es dual a una celda de ∆ de dimensión dos, Qi, 1 ≤ i ≤ 4.

V (F )

τ1
τ2

τ3

τ4
∆

x

y

Figura 5.3.2: Curva tropical y subdivisión regular del ejemplo 5.3.2 (2).

Veamos cuál es la condición de equilibrio para cada una de los vértices τi ∈ Σ. En la
figura 5.3.3 hemos representado las estrellas de los vértices τi, starΣ(τi), y los poĺıgonos
Qi ∈ ∆ duales a los vértices τi, para 1 ≤ i ≤ 4. Para cada Qi, la longitud entera de
cada una de sus aristas es igual a uno, pues en ellas hay exactamente dos puntos
enteros.

Las estrellas starΣ(τ1), starΣ(τ3) y starΣ(τ4) coinciden. Los vectores primitivos
de sus rayos son u1 = (1, 0), u2 = (0, 1) y u3 = (−1,−1). Por lo tanto, la
condición de equilibrio en ellas se escribe u1 + u2 + u3 = (0, 0).
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Los vectores primitivos de los rayos de la estrella starΣ(τ2) son v1 = (−1, 0),
v2 = (0,−1) y v3 = (1, 1). Por lo tanto, la condición de equilibrio se escribe
v1 + v2 + v3 = (0, 0).

Hemos visto que Σ está equilibrado en cada uno de sus vértices, luego está equilibrado.

Q1

Q2

Q3

Q4

starΣ(τ1) starΣ(τ2) starΣ(τ3) starΣ(τ4)

Figura 5.3.3: Poĺıgonos Qi y estrellas starΣ(τi), 1 ≤ i ≤ 4, del ejemplo 5.3.2 (2).

Demostración de la proposición 5.3.1. Para n = 1, el resultado es trivial por la observa-
ción 5.1.9.
Sea n = 2, entonces d = dim (V (F )) = 1. Veamos que el abanico starΣ(τ) está equilibrado
para cada celda τ ∈ Σ de dimensión d − 1 = 0. Los conos de starΣ(τ) están indexados
por las celdas σ ∈ Σ que tienen a τ como cara. Por la observación 3.4.8 del teorema 3.4.7,
cada vértice τ ∈ Σ es dual a un poĺıgono Q de dimensión 2 en la subdivisión regular ∆.
Los vectores vσ en (5.1.1) son los vectores primitivos perpendiculares a las aristas de Q
y, al multiplicar estos vectores por los pesos m(σ), obtenemos los vectores m(σ)vσ que
definen las aristas de σ rotados 90◦. Entonces la ecuación (5.1.1) se verifica porque la
suma de los vectores que definen las aristas de cualquier poĺıgono convexo es igual a cero.
Para n ≥ 3, vamos a reducir la prueba al caso d = 2 trabajando módulo L, como en la
definición 5.1.7. Sea τ ∈ Σ una celda de dimensión dim(τ) = d− 1 = n− 2, y denotamos
por L al espacio lineal paralelo a τ . Por el teorema 3.4.7, τ es dual a una celda Q ∈ ∆
de dimensión dim(Q) = n − (d − 1) = 2, es decir, a un poĺıgono. Y las celdas σ ∈ Σ
tales que τ ⊊ σ se corresponden por la dualidad a las aristas de Q. Puesto que τ y Q son
ortogonales (observación 3.4.8), de hecho el espacio lineal paralelo a Q es el plano L⊥, y
podemos identificar Q con su proyección π(Q) sobre L⊥.
Tenemos que comprobar que Σ está equilibrado en τ , lo que equivale a probar que starΣ(τ)
es un abanico equilibrado. Ahora bien, para ello hay que ver que dicho abanico está equi-
librado en las celdas de dimensión d− 1, y la única es τ = L.
La condición de equilibrio en τ se define a través de las celdas σ de starΣ(τ) tales que
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τ ⊊ σ, que se corresponden con las celdas σ ∈ Σ tales que τ ⊊ σ (y, por tanto, con las
artistas de Q, por la dualidad).
Cada cono (σ + L) /L se identifica, para la condición de equilibrio, con un cono de dimen-
sión 1 en L⊥, generado por un vector primitivo de la forma π(uσ) con uσ ∈ σ. Puesto que
los vectores de σ son de la forma λ(x−y), para λ ≥ 0, x ∈ σ, y ∈ τ , sus proyecciones serán
de la forma λπ(x) y, puesto que σ es ortogonal a su arista dual en Q, dicha ortogonalidad
se conserva al proyectar, por lo que π(uσ) es un vector normal interior a la arista π(Q).
Por lo tanto, por el mismo razonamiento hecho en el caso n = 2 y teniendo en cuenta la
definición de los pesos m(σ), se obtiene que starΣ(τ) está equilibrado, como queŕıamos
demostrar.

5.3.2. Indicaciones para el caso general

Sea X ⊂ T n una variedad con ideal I = IX ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ]. De la proposición
4.3.4 se deduce que la variedad tropical trop(X) es el soporte de un complejo poliedral
Γval-racional Σ. Mientras que |Σ| = trop(X) está determinado por I, la elección de Σ no
lo está (observación 4.3.5). De nuevo, por la proposición 4.3.4, podemos elegir el com-
plejo Σ de modo que para cada celda σ ∈ Σ, inw(I) = inw′(I) para cada par de puntos
w,w′ ∈ relint(σ).

Denotamos S = k[x±1
1 , . . . , x±1

n ]. Dado cualquier ideal I ⊂ S, denotaremos porAssmin(I)
al conjunto de primos minimales de I. Si I = ∩ri=1qi es una descomposición primaria irre-
dundante de I, entonces Assmin(I) = {pi =

√
qi : 1 ≤ i ≤ r}.

Definición 5.3.3. Definimos la multiplicidad de cada ideal pi ∈ Assmin(I) como el entero
positivo

mult(pi, I) = l
(
(S/qi)pi

)
= l
(
((I : p∞i ) /I)pi

)
,

donde l(M) denota la longitud de un Spi-módulo M , que es la longitud s de la cadena
más larga de submódulos M =M0 ⊋M1 ⊋ · · · ⊋Ms.

Ejemplo 5.3.4. Sea f = α
∏r

i=1(x − λi)
mi , con α, λi ∈ k un polinomio en la variable

x. Entonces una descomposición primaria del ideal ⟨f⟩ es (de hecho, en este caso hay
unicidad)

⟨f⟩ = ⟨(x− λ1)m1⟩ ∩ · · · ∩ ⟨(x− λr)mr⟩.
Por lo tanto, el conjunto de primos minimales asociados al ideal ⟨f⟩ es

Assmin(⟨f⟩) = {⟨x− λi⟩ : 1 ≤ i ≤ r}.

Y las multiplicidades de los primos minimales de ⟨f⟩ son mult (⟨x− λi⟩, ⟨f⟩) = mi.

Definición 5.3.5. Sea I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal (no necesariamente radical). Sea Σ
un complejo poliedral con soporte |Σ| = trop(V (I)) tal que para cada celda σ ∈ Σ y
cada w,w′ ∈ relint(σ), inw(I) = inw′(I). Dada una celda σ ∈ Σ de dimensión máxima,
definimos la multiplicidad de σ, mult(σ), por

mult(σ) =
∑

p∈Assmin(inw(I))

mult (p, inw(I)) para cualquier w ∈ relint(σ).
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Con las multiplicidades definidas anteriormente, el complejo poliedral Σ está equili-
brado. Esto es el contenido del siguiente teorema:

Teorema 5.3.6. Sea I ⊂ K[x±1
1 , . . . , x±1

n ] un ideal tal que todas las componentes irre-
ducibles de V (I) tienen la misma dimensión, d. Fijamos un complejo poliedral Σ cuyo
soporte es |Σ| = trop(V (I)) y tal que para cada celda σ ∈ Σ y cada par de puntos
w,w′ ∈ relint(σ), inw(I) = inw′(I). Entonces el complejo poliedral Σ está equilibrado
para los pesos dados por la función mult de la definición 5.3.5.

Nosotros no vamos a demostrar este teorema, pues que la prueba es demasiado ex-
tensa (se puede encontrar en [MS15, Cap. 3, §3.4]). Lo que vamos a probar es que las
multiplicidades de la definición 5.3.5 coinciden con los pesos que hemos asignado en el
caso de hipersuperficies en la subsección anterior.

Proposición 5.3.7. Sea f =
∑

u cux
u ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] un polinomio de Laurent. De-

notamos por ∆ a la subdivisión regular de Newt(f) inducida por los pesos val(cu), y sea
Σ el complejo poliedral cuyo soporte es igual a trop (V (f)), que es dual a ∆. Entonces
la multiplicidad de cada celda maximal σ ∈ Σ es igual a la longitud entera de la arista
e(σ) ∈ ∆ dual a σ.

Antes de probar este resultado, veamos un ejemplo:

Ejemplo 5.3.8. Consideramos el polinomio

f = 5x3 + 7x2y + 8xy2 + 9y3 + 8x2 + 5xy − y2 + 4x+ 8y + 1 ∈ C{{t}}[x±1, y±1].

La curva tropical trop(V (f)) es dual a la subdivisión regular ∆ del triángulo Newt(f) =
conv ((0, 0), (3, 0), (0, 3)) dada por el vector peso 0 ∈ R10 (la dualidad viene dada por el
teorema 3.4.7). Consideramos el rayo σ = {(λ, λ) : λ ≤ 0} de trop(V (f)), que es dual a
la arista e(σ) = {(0, 3) + λ(1,−1) : 0 ≤ λ ≤ 3} de ∆. La longitud entera de e(σ) es 3.
La tropicalización del polinomio f es

trop(f)(w1, w2) = mı́n{3w1, 2w1 + w2, w1 + 2w2, 3w2, 2w1, w1 + w2, 2w2, w1, w2, 0}.

Tomamos cualquierw ∈ relint(σ). Por ejemplo,w = (−1,−1). Entonces trop(f)(−1,−1) =
−3, y el mı́nimo se alcanza en los términos 5x3, 7x2y, 8xy2, 9y3 de f . En general, los expo-
nentes de estos términos son algunos de los puntos enteros de e(σ) (por la dualidad dada
en el teorema 3.4.7). En este caso, coinciden exactamente con los puntos enteros en e(σ),
que son {(0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0)}. La forma inicial de f para el peso w es

inw(f) = 5x3 + 7x2y + 8xy2 + 9y3 =
∑

u∈e(σ):val(cu)+w·u=trop(f)(w)

t−val(cu)cu · xu.

La arista e(σ) tiene dimensión uno, es decir, su espacio lineal paralelo es una recta.
Por lo tanto, las diferencias u − u′ para cada par de puntos enteros u,u′ ∈ e(σ) son
proporcionales. Sea v = u− u′ un vector de los descritos anteriormente que tenga norma
(eucĺıdea) mı́nima. En este caso ||v|| =

√
2. Tomamos v = (1,−1). Sea u0 el punto del

soporte de inw(f) mı́nimo para el orden lexicográfico (LEX). En este caso, u0 = (0, 3).
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Entonces los puntos enteros de e(σ) los podemos respresentar por (x, y) = (0, 3)+λ(1,−1)
para ciertos λ ∈ N. Por lo tanto, factorizando xu0 = y3 en inw(f):

inw(f) = 5x3 + 7x2y + 8xy2 + 9y3 = y3
[
5x3y−3 + 7x2y−2 + 8xy−1 + 9

]
= y3

[
9 + 8xy−1 + 7(xy−1)2 + 5(xy−1)3

]
.

Es decir, inw(f) se puede expresar como el producto de un monomio por un polinomio
en la variable z = xv cuyo término independiente es no nulo: g(z) = 9 + 8z + 7z2 + 5z3.
Además, deg(g) es igual a la longitud entera de e(σ) y, por el ejemplo 5.3.4, mult(σ) es
la suma de las multiplicidades de las ráıces de g, que es igual al grado de g.

e(σ) (0, 0)

σ

Figura 5.3.4: Subdivisión regular y curva tropical del ejemplo 5.3.8.

Procedemos ahora a demostrar la proposición. En la demostración vamos a utilizar las
mismas ideas del ejemplo previo, pero generalizando las construcciones que hemos hecho.

Demostración de la proposición 5.3.7. Fijamos una celda σ ∈ Σ de dimensión máxima
(dim(σ) = n − 1) y tomamos un punto w ∈ relint(σ). Por el teorema 3.4.7, σ es dual
a una celda e(σ) de dimensión uno (es decir, una arista) en la subdivisión regular ∆ de
Newt(f). También por la dualidad del teorema 3.4.7, los términos cux

u en los que se
alcanza el mı́nimo de trop(f)(w) son todos tales que u ∈ e(σ). Por lo tanto,

inw(f) =
∑

u∈e(σ):val(cu)+w·u=trop(f)(w)

t−val(cu)cu · xu.

Como e(σ) es una arista, su espacio lineal paralelo tiene dimensión uno. Para cada par de
puntos enteros u,u′ ∈ e(σ), denotamos vuu′ = u−u′ ∈ lin(e(σ)), y consideramos el vector
v de norma mı́nima y que sea mayor que 0 ∈ Rn para el orden LEX. Sea u0 ∈ supp(inw(f))
mı́nimo para el orden LEX. Entonces, por la forma en la que hemos elegido v y u0, todos
los puntos u ∈ supp (inw(f)) se pueden escribir de la forma u = u0 + λv, donde λ = 0
para u = u0, y λ ∈ N≥1 para cada u ̸= u0. Por lo tanto, podemos escribir

inw(f) = xu0

t−val(cu0 )cu0︸ ︷︷ ︸
̸=0

+
∑

λ≥1,u̸=u0

t−val(cu)cu · (xv)λ

 .
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Es decir, inw(f) = M(x1, . . . , xn) · g (z), donde M es un monomio y g es un polinomio
ordinario en la variable z = xv cuyo término independiente es no nulo. Además, por la
forma en que hemos elegido u0 y v, está claro que el grado de g es igual a la longitud
entera de e(σ).
Por otra parte, como vimos en el ejemplo 5.3.4, la suma de las multiplicidades de los
primos minimales de ⟨inw(f)⟩ = ⟨g⟩ es exactamente el grado del polinomio g en la variable
z = xv, lo que completa la prueba.

5.4. Problema inverso

El Teorema de Estructura 5.1.1 describe la forma que tienen las variedades tropicales.
Ahora nos podemos plantear el problema inverso, es decir, dado un complejo poliedral
Σ ⊂ Rn equilibrado para unos ciertos pesos, Γval-racional y puro de dimensión d ≤ n,
¿existe una variedad X ⊂ T n tal que trop(X) = |Σ|?

En general, la respuesta a esta pregunta es negativa. Pero en el caso de hipersuperficies
el resultado es cierto:

Proposición 5.4.1. Sea Σ ⊂ Rn un complejo poliedral equilibrado para unos ciertos
pesos, Γval-racional y puro de dimensión n− 1. Entonces existe un polinomio tropical F ,
con coeficientes en Γval, tal que |Σ| = V (F ). Y esto asegura la existencia de un polinomio
de Laurent f ∈ K[x±1

1 , . . . , x±1
n ] tal que |Σ| = trop (V (f)).

Demostración. [MS15, Cap. 3, Prop. 3.3.10].

La demostración de este resultado proporciona un algoritmo para encontrar de forma
efectiva un polinomio tropical F tal que V (F ) = |Σ|.

Se han encontrado complejos poliedrales Σ ⊂ Rn que cumplen todas las condiciones del
Teorema de Estructura, pero tales que |Σ| ≠ trop(X) para cualquier variedad X ⊂ T n.
Un ejemplo de esto se puede ver en [MS15, Cap. 4, Ejemplo 4.2.15]). Actualmente, se
desconoce si imponiendo más condiciones se puede resolver completamente el problema
inverso.
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Conclusiones

En este trabajo se han estudiado las bases de la Geometŕıa Algebraica Tropical, si-
guiendo el libro [MS15]. Para poder desarrollar el trabajo, ha sido necesario incluir algunos
temas que no estaban contemplados inicialmente, como la teoŕıa de valoraciones. Esto ha
enriquecido enormemente mi formación, permitiéndome profundizar en temas que me in-
teresan y no se estudian en el Grado.

Durante el estudio de este tema nos hemos encontrado con diversas dificultades. Por
ejemplo, hemos tenido que afinar la definición de variedad tropical que aparece en [MS15],
pues tal como viene en el libro, las variedades tropicales no están bien definidas.

Este trabajo se podŕıa extender ad infinitum, por lo que a continuación cito algunas
ĺıneas de trabajo que me gustaŕıa abordar en el futuro:

Teorema de Bézout para curvas tropicales.

Estudio del Teorema de Estructura en más profundidad.

Estudio de los algoritmos que se utilizan para el cálculo de variedades tropicales,
bases de Gröbner y demás aspectos computacionales.

Aplicaciones de la Geometŕıa Tropical en otras áreas. Para esto, un primer acerca-
miento se puede realizar siguiendo el art́ıculo [ZNL18].
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5.3.2. Curva tropical y subdivisión regular del ejemplo 5.3.2 (2). . . . . . . . . . 96
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