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Notaciéon y terminologia

Los simbolos y notaciones que utilizaremos en este trabajo son:

N,Z, R, C: conjuntos de los nimeros naturales, enteros, reales y complejos.
= sin(), cos(), log(): funciones trigonométricas y funcion logaritmo.

» lim,, oo f(n) =10 f(n) — [: limite de una funcion f (o de un término que depende de n)
cuando n tiende a infinito.

» f/(x): derivada de f con respecto a z.

» MCD(a,b): maximo comun divisor de dos nimeros enteros a y b.
» a|b (atd): adivide (no divide) a b, para a y b enteros.

» #A = |A|: cardinal de un conjunto A / nimero de elementos de A.

» (A, R): par o conjunto parcialmente ordenado formado por el conjunto A y la relacion de
orden parcial R.

» |z : funcion suelo / parte entera de un namero z.

= f=0(g): f es o pequena de g.

» f=0(g): fes O grande de g.

s F,: n—ésimo nimero de Fibonacci.

s [,: n—ésimo nimero de Lucas.

= ©: niimero aireo o proporcion atirea (a veces como «).

» (Un(P,Q))n>0: sucesion de Lucas de primer tipo, para parametros enteros no nulos P, Q.
» (Vo(P,Q))n>0: sucesion de Lucas de segundo tipo, para parametros enteros no nulos P, Q).
s P,: n—ésimo nimero de Pell.

= p,: n—ésimo ntmero de Pell-Lucas.

= )p: namero de plata o proporciéon de plata.

= J,: n—ésimo nimero de Jacobsthal.

= j,: n—ésimo nimero de Jacobsthal-Lucas.

s M,,: n—ésimo nimero de Mersenne.

s F,: n—ésimo nimero de Fermat.

= ¢): ntimero plastico (de Laan).

s F,: n—ésimo numero de Perrin.

s D,: n—ésimo nimero de Padovan.

s T,: n—ésimo niamero de Tribonacci.



p3: constante Tribonacci.

T,: n—ésimo numero de Tetranacci.

4 constante Tetranacci.

pp: constante n-nacci.

N,,: n—ésimo nimero de la sucesiéon de las vacas de Narayana.

N n—ésimo ntimero de la sucesion de k—Narayana para un k entero no nulo.
U: razén o proporciéon superdorada.

M (n): n—ésimo término de una sucesion de meta-Fibonacci.

G, 0 G(n): n—ésimo G—numero de Hofstadter.

H, o H(n): n—ésimo H—numero de Hofstadter.

Q. 0 Q(n): n—ésimo (Q—ntumero de Hofstadter.

C,, 0 C(n): n—ésimo término de la sucesion de los 10,000 $ de Hofstadter-Conway.
K, o K(n): n—ésimo término de la sucesion prima caotica de la sucesion de Conway.
Sy 0 S(n): n—ésimo término de la sucesion pariente slow o lenta de Hofstadter.
Ma(n): n—ésimo término de la sucesion masculina (marido) en sucesiones casadas.
Mu(n): n—ésimo término de la sucesion femenina (mujer) en sucesiones casadas.
hy, 0 h(n): n—ésimo término de la sucesion cadtica con forma de corazon.

gn 0 g(n): n—ésimo nimero de Golomb.






Introduccion

Sucesiones. Lo primero que piensa uno al leer el titulo de este trabajo es: jAh, como la sucesion
de Fibonacci! Incluso alguien no necesariamente con un alto nivel de estudios en mateméticas ha
oido hablar de ella, ya sea en peliculas, como culturilla matematica cuando estaba en el instituto...
pues bien, si este tema despierta tu interés vas a querer leer esta memoria. Si por el contrario, eres
de los que piensa: Pues vaya, otro trabajo que habla de la sucesion de Fibonacci...no hay problema,
porque no nos detendremos ahi.

El objetivo en todo momento de este trabajo ha sido recopilar informacioén sobre sucesiones
de nimeros enteros, bien contrastada, con un caracter que espero que se haga ameno, y a la
vez combinado con los conocimientos matematicos que se han ido adquiriendo a lo largo de la
carrera: capacidad de demostracion, logica... Resumiendo, este trabajo va dirigido tanto a un
lector mas experto que espere demostraciones, resultados rigurosos y algo nuevo que aportar
a sus conocimientos (con sucesiones recientes e innovadoras como las meta-recurrentes); como
también va dirigido a una persona interesada simplemente en extraer de la lectura alguna que
otra curiosidad matematica: sucesion de Fibonacci, niimeros de Lucas, nimeros de Pell, el namero
aureo, la proporcion de plata...

Personalmente, reconozco que ha quedado una memoria un tanto mas extensa de lo que es-
peraba. Segtin comencé a profundizar en el tema, me encontré con la complicaciéon de quedarme
atrapada por la cantidad de informacién y datos interesantes existentes.

En particular, el capitulo 1, centrado en la sucesion de Fibonacci, pretende ser introductorio y
sin embargo, su contenido abarca mas de lo planeado en un principio, ya que quizas al ser un
tema muy conocido y estudiado, se me planteaba el dilema de si incluir o no muchisimos hechos,
ejemplos, que a mi parecer tienen algo que aportar y consideré inevitable el anadirlos.

Dejar claro que no lo considero un completo error tampoco, puesto que con este caso particular
y sus ejemplos fui adquiriendo y completando mis conocimientos sobre sucesiones, relaciones de
recurrencia, formas de Binet, matrices, funciones generadoras... conceptos necesarios y que, si los
tenia claros, me iban a ser ttiles en temas posteriores de esta memoria. Ademés, con el beneficio
anadido de estarme documentando sobre una materia que puede servir y captar la atencion en el
mundo de la docencia.

Manteniendo la misma estructura del primer capitulo, el propio trabajo me llevo a dedicar el
capitulo 2 a la sucesion companera de Fibonacci: la sucesion de nimeros de Lucas. Veremos en qué
consiste esta relacion de companeras, junto a toda la informacion, formulas y ejemplos pertinentes
relativos a los nimeros de Lucas.

En el capitulo 3 ya entramos un poco més en materia, con las generalizaciones y sucesiones
generales de Lucas, de un nivel més elevado, con conceptos un tanto mas abstractos, pero que se
ven mas claros debido a que seguimos las mismas pautas y estructura (definicion recursiva, formas
de Binet, propiedades...) que en las sucesiones particulares de los dos primeros temas. A mayores,
hablaremos también de niimeros de Pell, nimeros de Jacobsthal y demas ejemplos de sucesiones
de Lucas.



Siguiendo con sucesiones recurrentes (a grandes rasgos aquellas cuyos términos son la suma de
términos anteriores), continuamos con el capitulo 4 y sucesiones en las que tenemos que saber
al menos tres términos anteriores o mas (orden 3 o superior) para asi poder definirlas. Ya no se
resuelven ecuaciones de segundo grado, lo que complica el asunto, pero con ayuda de MAPLE,
hemos podido hacer un buen estudio, practicamente igual de completo, sobre sucesiones como las
de Perrin, Padovan, Tribonacci... que no son tan sonadas como las vistas hasta el momento y sin
embargo, igual o méas llamativas que las sucesiones anteriores.

Por dltimo, tenemos el capitulo 5, que se puede considerar el capitulo estrella de este trabajo,
junto con el matematico Hofstadter, su protagonista. Con su libro, ganador de un Pulitzer, “Gédel,
Escher, Bach: an Eternal Golden Braid” [15], Hofstadter nos sugiere las primeras sucesiones meta-
recurrentes. Un descubrimiento que a dia de hoy, y aproximadamente después de 50 amnos, sigue
planteandonos muchos enigmas. Las consecuencias y las posibles repercusiones y aplicaciones que
pueden tener en el mundo matematico llaman cuanto menos la atencién.

Este tltimo capitulo, no sélo engloba aquellas sucesiones descubiertas por Hofstadter, también
incluye otras sucesiones meta-recurrentes posteriores que consideramos relevantes, y demés estu-
dios recientes (algunos del 2017). Todas ellas bien documentadas e ilustradas, con graficas MAPLE
de elaboracién propia y pudiéndose consultar en cualquier momento el anexo de esta memoria con
los programas correspondientes.

Entre estas sucesiones, tenemos ademaés, como extra, la sucesion de Golomb. Una sucesion que es
a la vez meta-recurrente y un ejemplo de sucesion autogenerada.

No sblo hemos hecho uso de MAPLE. Una herramienta que nos ha sido de mucha utilidad
en esta memoria es la enciclopedia online de sucesiones de nimeros enteros OELS (The On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences) creada y fundada por N.J.A.Sloane, dénde aparecen no solo
las sucesiones ya publicadas, sino cualquier otra bien definida y lo suficientemente interesante
como para que se haya registrado.

Recurriremos en repetidas ocasiones a este recurso online (aparece en primer lugar entre los
links web de nuestra bibliografia), puesto que su base de datos es una gran ayuda para:

a) IDENTIFICAR una determinada sucesion o serie.
Incluso sin saber el nombre o el nimero identificativo de la sucesion que estamos buscando,
podemos localizarla poniendo simplemente en la barra buscadora de la web varios de los
términos o nimeros consecutivos que la componen. Buscando pues, dispondremos, siempre
que sea posible, de

» Minimo una descripcion, junto con los 50 primeros términos (aproximadamente alrede-
dor de unas 3 lineas de nimeros de la sucesion en nuestra pantalla).
» Formulas, recurrencias, funciones generadoras...

= Referencias, enlaces a paginas web que pueden proporcionar la informacion que buscas,
etc.

» Codigo, en distintos lenguajes de programacion incluso, para generar la sucesion en tu
ordenador.

b) Descubrir el ESTADO / status actual de una sucesion ya conocida.

Completamos nuestro conocimiento sobre la materia y el manejo de la OEIS con otras publicaciones
del propio N.J.A. Sloane (véase [38, 39, [40]).

Aprovechamos para comentar que, si echamos un vistazo a la bibliografia y a las otras fuentes
utilizadas, hay muchos articulos y libros que se han consultado.
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Una bibliografia tan amplia sélo es el resultado de la variedad de contenidos sobre los que
queriamos indagar, contrastar y recopilar datos. También hay que tener en cuenta que muchos de
ellos s6lo nos han servido para conseguir una informaciéon mas completa y como mera consulta
o curiosidad. Es decir, figuran al final del trabajo todas las fuentes de las que se ha dispuesto,
incluidas también aquellas que so6lo se han consultado en contadas ocasiones, pero no como recurso
o fuente principal.

Finalmente, agradecer el apoyo recibido, tanto a nivel personal como académico, que ha hecho
posible que esté escribiendo ahora esta memoria. Un apoyo, que me atrevo a decir que ha sido casi
infinito y proveniente de muchas personas; en un recorrido que no ha sido ni corto ni facil.

En especial agradecer a mi tutor, José Enrique Marcos, toda la ayuda y guia recibida por
su parte. Siempre me supo aconsejar, desde la eleccion de un tema para mi Trabajo de Fin de
Grado, que considero que se ha adaptado a mis gustos y del que he podido obtener provecho,
hasta cualquier otro detalle, ya sea relativo al grado o al propio trabajo. Porque él también ha
dedicado su tiempo, paciencia y ganas a la hora de corregir posibles errores y hacer sugerencias.
Todo ello acompanado de la seguridad de poder contar con su ayuda y disponibilidad, que es de
agradecer (atn mas en los tiempos inciertos que corren).

Dicho esto, buena lectura.
Valladolid, febrero de 2021.
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Capitulo 1

Sucesion de Fibonacci

Comenzaremos con un claro y muy conocido ejemplo de sucesion recurrente de niimeros enteros:
la famosa sucesion de Fibonacci.
Su ecuacion, sencilla en esencia, estd muy presente tal y como veremos mas adelante con varios
ejemplos; hasta tal punto que a veces los nimeros de Fibonacci podrian recibir el calificativo de
ubicuos.

Siendo pues, un tema que sabemos que es algo trillado, sobre el que se ha escrito muchisimo y
del que incluso alguna vez nos han hablado en nuestra educaciéon bésica de instituto, curiosamente
es también el origen historico y el paradigma de todo lo que viene y vamos a tratar después.
Usando un simil (al igual que en [34]), la sucesion o serie de Fibonacci es como un iceberg, siendo
ésta el pico y la parte mas visible para todos, pero en realidad formando parte de una teoria que
va mas alla.

1.1. Definicién recursiva

Leonardo de Pisa. més conocido como Fibonacci'] nos introduce una sucesién de ntimeros
formada por los términos 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55... que nosotros identificamos como la
sucesion de Fibonaccil

En esta sucesion somos capaces de determinar los proximos términos si conocemos los niimeros
anteriores a éstos. Esta propiedad nos va a permitir, pues, definir los nimeros de Fibonacci y la
correspondiente sucesion recursiva:

Definiciéon 1.1. Sucesién recursiva de Fibonacci
Para todo n > 0 y sea F}, el n-ésimo niimero de Fibonacci, tenemos:

1. =0, F;=1 (Condiciones iniciales)

2. F,=F, 1+ F, 5 Vn>2 (Relacion de recurrencia)

!Recibe muchos otros nombres: Leonardo Pisano, Leonardo Bigollo o Leonardo Bonacci, el mas utilizado: sim-
plemente Fibonacci viene de la contraccion "Filius Bonacci” hijo de Bonacci, un comerciante con una familia
prospera establecida en Pisa (Italia).

2Curiosamente Leonardo de Pisa (1170 - 1250) no fue el primero en describir esta sucesién, pero si el primero en
publicarla en su obra més conocida, "Liber Abaci”. También introdujo y popularizé en Europa el sistema numérico
indo-arabigo, el utilizado en la actualidad y formado por los numeros del 1 al 9 y el 0 ("zephirum", de caracter
algo especial).
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A partir de esta definicion, ya podemos obtener, por ejemplo, los 30 primeros niimeros de
Fibonacci que mostramos en la siguiente tabla:

Fo=0 Fg= Fip = Fig = Foy =
=1 I;= Fi3 = Fig = Fos =
F,=1 Iy= Fiy = Fo = Fos =
F3=2 Fy= Fis = Fo = For =
Fy=3 Fy= Fig = Foy = Fog =
Fs=5 Fy= Fiz = Fo3 = Fog =

Tabla 1.1: Nameros de Fibonacci

Podriamos encontrarlos, sin necesidad de calcularlos nosotros mismos, en la enciclopedia online
OEIS con el enlace: https://oeis.org/A000045, o yendo directamente a la pagina principal de
la webP| y buscando debidamente.

Comprobamos que es una sucesion sobre la que hay mucha informaciéon existente: referencias,
links, formulas... hasta hay disponibles varios codigos de programacion para Maple.
Entre toda esta informacion, va a ser vital manejarnos, tanto con los niimeros de Fibonacci en su
forma matricial, como con la llamada forma de Binet. Comencemos con esta tltima.

1.2. Forma de Binet y el ntimero atireo

Hasta ahora, si queremos saber un nimero especifico de Fibonacci, como es el Fjs, tendriamos
que comenzar con las condiciénes iniciales Fy = 0, F} = 1 y usar despiies repetidas veces la relacion
de recurrencia F,, = F,_1 + F,_s,n > 2 que aparecia en la definicién
Nuestro proximo objetivo logico es entonces encontrar la forma de determinar el nimero F;, sin
tener que realizar n — 1 operaciones para calcular Fy, Fj, ... asi hasta llegar al F,,, es decir, lo que
queremos es una féormula que nos defina de forma explicita el término general F;, en funcion del
valor n, y no dependiendo de los valores o ntimeros previos de la sucesion.

Abordamos este problema con ecuaciones y resolviendo relaciones de recurrencia lineales. Para
ello, recordemos la siguiente definicion.

Definicién 1.2. Entendemos por relacion de recurrencia homogénea de orden k con coeficientes
constantes, la expresion de la forma:

Cgan + C’lan_l + Cgan_g + ...+ C’kan_k =0

Para Cy, C1, Cs, ..., C,, € R constantes con Cy, Cy # 0 y donde n > k.
Cuando la parte de la derecha de la igualdad es una constante no nula (# 0), entonces se dice que
es una relacion de recurrencia no homogénea.

En la sucesion de Fibonacci, por tanto, estamos hablando de una relacién de recurrencia de
segundo orden (u orden 2 con k =2,Cy =1,C; = Cy = —1).
Para resolver esta relacién de recurrencig’] procedemos de la siguiente forma:

s:/ /oeis.or ribien n rra bu T i Agin ien xtension

Shtt escribiendo en la barra buscadora de dicha pégina, o bien la extensién A000045, o

tecleando simplemente “Fibonacci”, es decir, identificindola por el nombre. Incluso si ponemos en la barra de

navegacion varios niumeros consecutivos de la sucesion, llegamos igualmente a ella y su informacién correspondiente.
4Estamos resolviendo una relacién de recurrencia lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes,

lo que implica que los resultados de x en la ecuacién van a ser raices reales distintas. No entramos en detalle de

como proceder si se dieran los otros dos casos posibles: raices complejas conjugadas o raices reales repetidas.
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Supongo F,, = Ax", A # 0,2 # 0.

Tras hacer esta sustitucion, tenemos la relaciéon de recurrencia,
Az™ = Azt 4 Az ?

Sia Ax™ — Ax"1 — Ax"~2 = 0, vamos a decir que "lo dividimos” por Az"~? (aunque en realidad la
situacion en la que estamos es Az"%(z*—z—1) = 0), obtenemos la siguiente ecuacion, denominada
ecuacion caracteristica.

-2 —-1=0

Ahora ya es solo resolver con la férmula para ecuaciones de segundo grado y asi obtener las raices

(caracteristicas):
)+ \/ (—1)2—4-1(-1) 145
Tr = —
-1 2
1 + Vb 1-5

A partir de ahora a estos valores los vamos a llamar o = y (= 5

Estas dos soluciones, lo que quiere decir es que (a™) y (") Cumplen la relacion de recurrencia
de la definicion [L1l
Es decir, por un lado tenemos una sucesion que satisface: F,, = F,,_1 + F,,_».
Por otro lado, otra sucesion diferente que también cumple: G,, = G,,—1 + G,_o.
Como hay linealidad,
pF,+qG,=H, pqgeR

también cumple la relaciéon de recurrencia H, = H,,_1 + H,,_».

En consecuencia, las sucesiones de la forma
Fn:pan+Qan n=>0

son las que cumplen F, = F,_1 + F},_».

Demostracion. Verificamos directamente que F,, = pa™ + ¢f" es la solucién general de nuestra
relacion de recurrencia.

(o +8") = (pa"™" +g8") = (pa" 2 + g8 ?) =
= pla” — o —a" R (B - B 52 =
:pa”—2(a2 — o — 1) + qﬁn—Q(BQ o 6 . 1)

y como tanto o como 3 eran soluciones de 22 — 2 — 1 =0
pa" %04+ ¢B"%-0=0.

(Se cumple F,, — F,, 1 — F,,_5 =0). H
Solo nos quedaria por saber quiénes o cuales son estas constantes arbitrarias p y q.

- Paran=0:

1=F1:p-oz+qﬂ=p<1+\/g>+q<1_\/g>

- Paran=1:

2
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Resolviendo el sistema

{p+q—0
p(1+2\/5) + Q( 1_2\/5) =1

1 —1
—=yq=—=.
Vb Vb
Podemos expresar entonces F),, de forma explicita como
1 L, a"—=p"

Fn:ﬁ&n+ﬁﬁn— \/g

Observamos que justamente a — = %5 - %5 = /5.
Luego, esta formula anterior la podemos reescribir también tal que asi

resulta que p =

, n=>0

o — Bn

a—pf"
Esta expresion o manera de representar F, recibe el nombre de forma de Bineﬁﬂ para los niimeros
de Fibonacci.

F, = n>0 (1.1)

Con esta formula, ahora podremos demostrar muchas propiedades de los niimeros de Fibonacci,
como la identidad de Cassini y tantas otras que veremos en la proxima seccion. Ademés, utilizan-
dola, encontramos otras vias de expresar los nimeros de Fibonacci, como la forma trigonométrica
para F, propuesta por W. Hope Jones en 1921.

Forma trigonométrica para los niimeros de Fibonacci.
1 3
F, = E(2”) [cos” (g) — cos” (%)} , n>0

Oén—ﬂn Oén—ﬂn

Vs a-p

Hasta aqui no hariamos mas que aplicar Binet (1.1)).

Demostracion.

Establecemos el angulo 6 = -
10

A continuacion, se usan conocimientos trigonométricos previos y algunas otras propiedades,
pero no nos detendremos mucho, puesto que, como vamos a comprobar més adelante en este
capitulo, las propiedades y aplicaciones en las que intervienen los niimeros de Fibonacci, su forma
de Binet, los nimeros a y 3, etc. son muy numerosas y demasiadas como para incluirlas todas en
un trabajo como éste en el que no es siquiera el tema principal de estudio. Para mas informacion
y detalle sobre la demostracion, véase [14], cap.11] de la bibliografia.

Asi pues, a grandes rasgos, con la formula del dngulo doble, sin(7/10) = 1/(2«) y otras pro-
piedades de «, 8 (en concreto, a8 = —1,3% = B+ 1,a + B = 1), tenemos

2
cos (g) = cos(20) = 1—2sin?0=1-2 (i> = .= (20(220;;2)62 = 2= <§+1> = 155

_Oé
20 2

®Se considera que fue descubierta en 1843 por el matematico francés Jacques Phillipe Marie Binet (1786 - 1856),
pero en realidad, la formula ya en 1718, es decir, mucho antes, era utilizada por el matemético francés Abraham
DeMoivre (1667 - 1754) e incluso el ingeniero Gabriel Lamé (1795 - 1870) también encontro este resultado en 1844
independientemente de los trabajos realizados por los dos matematicos anteriores.
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De forma similar,

B

37 _ g3 T 7T_ a3 _1 2 _1 2\
cos (—)—4COS — 3cos —4( > ...—204(04 —3)—204(_6)—2

) 3 5 2

Solo que aqui hemos usado cos(7/5) = /2y (o + 32 =3y a8 = —1) en los tltimos pasos.
Luego, tenemos que o = 2 cos(7/5) y f = 2cos(37/5). Y sustituyendo en la forma de Binet, queda
demostrado. N

Centremos ahora nuestra atenciéon en los nimeros a y .

En si mismos, estos ntimeros también tienen mucho que aportar, no s6lo por el papel que juegan
en la formula de Binet, sino porque tienen algunas propiedades fascinantes.

Sin ir més lejos, lo primero y mas destacable

1++5
2

~ 1,61803398...

o =

es el famoso llamado niimero aireo. Recibe muchos nombres, también conocido como niimero
de oro, razon aurea, razon dorada, razén extrema y media, media durea, proporcion aurea, nimero
de Dios y divina proporcion. Representado en muchos libros con la letra griega phi (¢ o ®) en
honor al escultor griego Phideas (490 a.C. - 420 a.C.).

Es un nimero con una cierta trayectoria historica, los griegos ya lo utilizaban 1600 anos antes
de que Leonardo de Pisa viera la estrecha relacion existente entre su sucesion de Fibonacci y
este nimero. Incluso, antes que los griegos, esta constante era utilizada por los egipcios en la
construccion de sus piramides, como la Gran Piramide de Guiza (2560 a.C.). Numero utilizado
tanto por fisicos (como Johannes Kepler), en matematicas, y relevante también en escultura y
arquitectura (utilizado también por Salvador Dali).

En lo que respecta a la parte matematica, dos cantidades son divina proporciéon si cumplen la
siguiente relacion geométrica:

a b

o < ¢
N _/

~~
a+b
a+bistoaasaistob
145
2

a+b
a

%=w — 1618

Figura 1.1: Proporcion atirea

Como veremos en la tltima seccion de este capitulo, otro de los datos mas curiosos sobre el
numero de oro y la sucesion de Fibonacci es que aparecen en la naturaleza, dando lugar a patrones
tan sorprendentes como la disposicion en espiral de algunas hojas y plantas.
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o0

13

Figura 1.2: Espiral de Fibonacci y el nimero atireo

Queda claro pues, la estrecha relacion existente entre esta constante y la sucesion de Fibonacci
solo con ver la figura, pero ;como se veria esta relacion en lenguaje mas técnico y formal?

Hemos visto ya la formula de Binet para los numeros de Fibonacci, donde aparecia el
ntmero de oro.
Pero, atn nos quedaria por destacar otra propiedad que nos relaciona la sucesién de ntmeros de
Fibonacci con esta constante.

Propiedad 1.3. Sea F), el n-ésimo nimero de Fibonacci, se verifica que

1, FnJrl o
1m =

n—oo F),

Demostracion. Tenemos a = %5 y 3= %5

1B/al =|(1—v5)/(1+V5)| <1

Por tanto, para n — oo, |f/al™ — 0. Utilizaremos que (5/a)™ — 0 en nuestro limite:

, Fn+1_ , (04n+1—5n+1)(04_5>_ ,
o T A =B (a— B) k=
_ o @l =BB/a)) . a—=B(B/)" _a=5-0
T (= (B ok 1= (B 1-0 °

n+1 _ an+l
o s

[]

Resumiendo, el nimero de oro entonces no es méas que el limite de la razéon entre dos términos
consecutivos de la sucesion de Fibonacci. Y para términos no necesariamente consecutivos, se
puede generalizar la propiedad:

FnJra

Fy

lim = % (con Fibonacci el caso a = 1).
n—0o0

En otras palabras, si un niimero de Fibonacci es dividido por el nimero que le precede en la
sucesion, el cociente aproximado de ellos es a.

Ejemplo 1.4. Cogiendo dos niimeros de la tabla [1.1]:

Fp 17711
2 61803, ~
Fo 10946 @
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Esta propiedad anterior s6lo es una de las muchas propiedades que tiene la proporciéon atirea.
En realidad, podriamos dedicar hasta un capitulo entero dedicado exclusivamente a hablar del
nimero de oro a y su compaifero (. De hecho, propiedades parecidas o del tipo ala de a — 3 = /5
que utilizamos cuando definimos la forma de Binet en , hay a montones.

Por eso, cerramos esta seccion, recopilando en una tabla, a continuacion, las propiedades que
consideramos mas destacables de o y 8. Su demostracién no deberia ser muy compleja, asi que
dejamos al gusto y/o ganas del lector el dar con la comprobacion.

o =a+1 B=p+1

af = —1 al=-5 Bt = —a
a+f=1 a—pB=+5

a2+62:3 042_62:\/5

ad+ B3 =4 o — =25
a=1/(a=1)  B=1/(F-1)

_ 1 1
a_n - an+1 + an+2 6_n - ﬂn+1 + Bn+2

Tabla 1.2: Propiedades del nimero atreo o y el num. 3

1.3. Propiedades de los niimeros de Fibonacci

Prestando un poco de atencion de nuevo a los niimeros de Fibonacci que reunimos en la tabla
1.1} quizéas lo primero que nos llama la atencién es que entre niimeros consecutivos no hay factores
en comun, es decir, que son primos entre si.

Por ejemplo, Fs = 8 tiene como factores o multiplos el 1,2,4 y el 8 (cualquiera de ellos multi-
plicado por otro nos da 8). Por otro lado, F; = 13 puede ser dividido por 1y 13. Luego, no tienen
ningun factor en comun excepto el 1, lo que hace que su maximo comun divisor sea 1 y por tanto,
primos entre si.

Nos hemos topado pues, con la primera propiedad de los nimeros de Fibonacci.

Propiedad 1.5. Para n > 0, tenemos que MCD(F,, F,+1) = 1.

Demostracion. En el ejemplo tenemos un caso particular en el que si se cumple. Incluidos los dos
primeros nimeros de la sucesion, el 0 y el 1, satisfacen MCD(Fy, Fy) = 1.

Podemos proceder por reducciéon al absurdo.
Supongamos que hay algtn r para el que se cumple por primera vez que MCD(F,, F,,1) > 1. Eso
querria decir también que para todos los anteriores, incluido el MCD(F,_y, F,) serian iguales a 1.
F, 1 =F,+ F,_q, luego si hay un d # 1 que divide a F, y a F,,1. Ese d que divide a este tltimo,
por la definicién, también tendria que dividir a F,_;.
Contradiccion. (MCD(F,_1, F,) =1 # d) O

Al igual que esta propiedad anterior, se podria demostrar de igual manera esta otra:

Propiedad 1.6. Para n > 0, se cumple MCD(F,, F,12) = 1.
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Existen algunas propiedades mas, un tanto particulares y curiosas, en lo que a este tema de
miultiplos y factores se refiere.

Propiedad 1.7.

i) La suma de 6 nimeros consecutivos de Fibonacci cualesquiera, siempre va a ser un multiplo
de 4. Es mas, fijado un n > 0,

5
ZFn—H‘:Fn,+Fn+1+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5:4Fn+4'
r=0

ii) La suma de 10 nimeros consecutivos de Fibonacci cualesquiera, siempre va a ser un nimero
divisible por 11. De hecho, para n > 0 (n fijo) se cumple,

9
> Fupr =1 Fs

r=0

Demostracion. Su demostracion es sencilla. Sélo basta aplicar la relacion de recurrencia repetidas
ocasiones y en cada uno de los sumandos hasta que sélo quede dependiendo de F, 4 en i) y de
F, 6 en ii).

Consejo: Empezar aplicando la relacién de recurrencia en el primer sumando y luego en el dltimo,
yendo asi de fuera hacia dentro. Para quedarnos con los términos centrales que nos interesan. [

Vayamos ahora a resultados un poco mas generales.

Propiedad 1.8. Paran > 0, se tiene que > - F, = F,, 1o — 1.

Demostracion. Por el Principio de Induccion. O]

Aunque no nos hayamos parado a demostrar esta propiedad con detalle, lo que si es destacable,
es que fue descubierta por Edouard Lucas en 1876, un matematico sobre el que descubriremos
mucho més en el Capitulo 2 de este trabajo.

Sigamos con mas caracteristicas de los niimeros de Fibonacci.

Propiedad 1.9. Paran > 0, la suma de cuadradoses > . F? = Fg+FI+Fy+..+F? = F,F, 1.

Demostracion. Por el Principio de Induccion. (Demostracion completa en [14, | pag.10]). ]

Las siguientes dos propiedades relativas a la suma de los términos impares y a la suma de los
términos pares de la sucesion de Fibonacci, también fueron descubiertas por Lucas y al igual que
las anteriores estan entre las formulas mas relevantes sobre niimeros de Fibonacci.

Propiedad 1.10. Para n > 1, se satisface Y | Fo,_1 = Fy + F3 + F5 + ...Fy,_1 = Fh,.

Demostracion. Por el Principio de Induccion. O]
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Propiedad 1.11. Para n > 1, se cumple Zle . =F+ Fy+ Fs+ ... Fy, = Fopypp — 1.

Demostracion. También por el Principio de Induccion. O]

La siguiente propiedad va a ser una de las formulas en la que hagamos algo mas de hincapié.
Fue descubierta en 1680 por el italiano-francés Giovanni Domenico (Jean Dominique) Cassiniﬂ
por quien recibe su nombre.

Propiedad 1.12. Identidad de Cassini
Para n > 1, se verifica que
Fop1 By — F2=(—1)".

Demostracion. La identidad de Cassini tiene muchas demostraciones posibles.

Se puede hacer aplicando la forma de Binet, como ya mencionamos con anterioridad.

Mas adelante también, en la seccion relativa a los nimeros de Fibonacci en forma matricial,
veremos una demostraciéon sencilla con matrices.

O

Entre las propiedades de los nimeros de Fibonacci, nos encontramos con relaciones lineales, no
lineales, con sumatorios (lineales y no lineales)... veamos qué tenemos que decir respecto a estos
altimos.

Propiedad 1.13. Para un cierto n, tenemos que

n

1 1
L B
kz:; FyFyyo FroiiFoyo

Y de forma similar, el resultado para sumatorio infinito (cuando n — o0),

Zl F Fk+2 =1

Existen también varias sumas de series infinitas, como esta, que recopilamos a continuacion.
Propiedad 1.14.

= 1 - F, - F, = 1
n—1 FnFn+2 n—1 Fn+1Fn+2 n=9 Fn—an+1 n—=1 F Fn+2Fn+3 4
= F =~ F, 8 = F, 10 =\ kF,
=2 == = —2 =10.
Z 9k ) Z &k 55’ Z 10% 897 Z 2k
k=0 k=0 k=0 k=0

6Cassini (1625 - 1712), matemdtico y astronomo, el primero de una familia conocida de astrénomos, por eso
se le conoce también como Cassini I. Trabajé en un observatorio y mas tarde fue profesor en la Universidad de
Bolonia, ocupando el vacio que dejé la muerte de Cavalieri. Por aquel entonces, Cassini ya creia en la idea de
un sistema solar (eso si, centrado en la Tierra), con cometas mas alla de Saturno. Fue tan reconocido en Italia
que hasta en la Corte Papal le pedian consejos, incluso el Papa le ofreci6 trabajar para él permanentemente, pero
prefirié su puesto de profesor y seguir investigando. Fue invitado a Paris por Luis XIV en 1668; la construcciéon del
Observatorio de Paris acababa de comenzar y a Cassini se le ofrecié un generoso salario, alojamiento gratuito y una
buena asignacion para viajes. El senado de Bolonia y el papa Clemente IX aceptaron el viaje, ya que creian que
seria corto, pero finalmente Cassini se quedd en Paris, convirtiéndose en jefe del Observatorio, cambié su nombre
al francés y se caso en 1674. Sigui6 viajando a Italia, también con su hijo Jacques Cassini, que le sucederia en el
Observatorio de Paris.
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Si quisiéramos hacer la suma de la serie -, tenemos también un resultado curioso, ya que

Jo)
obtendriamos un ntmero irracional.

Propiedad 1.15. Para los nimeros de Fibonacci es cierto que

o

1
Z o = 3.35988566 ... numero real irracional.

n=1""

Y para terminar con series, nos quedan un par por destacar, entre ellas la bien conocida funcion
generadora.

Propiedad 1.16. Tenemos:

= X
;) Fan = m, funci()n generadora.
i Fk B T
k2 —p—17
k=0

Siendo esta segunda serie convergente cuando |r| < £, con « el ntimero atreo.

Por 1ltimo, los niimeros de Fibonacci también se pueden escribir en forma combinatoria de la
siguiente manera:

Propiedad 1.17. Un término F;, ., de la sucesion de Fibonacci puede ser escrito como suma de
nimeros combinatorios, puesto que se cumple que

i(n;k):FnH‘

k=0

No es la tinica propiedad sobre los nimeros de Fibonacci en la que se ven envueltos los niimeros
combinatorios. Dejamos a continuacion reunidas varias formulas y aunque no nos detendremos a
demostrar cada una de ellas, sin embargo, dejaremos algunas indicaciones sobre la demostracion
de una como ejemplo.

Propiedad 1.18.

k=0 k=0
= m
Ia — k 3 m—k .
k=0
- n
Fyp = g
k=0
2n 2n+1
2n 2n+1 9
Fop, = 5" Fy,: F)? = 5" Fypus.

Demostracion. Demostremos, por ejemplo, la tltima.
Muchas de estas demostraciones, para que sean mas sencillas, van a utilizar la forma de Binet que
vimos en (1.1)), y recordemos que no es mas que la formula siguiente.
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F, = —a +—=p" =
N V5 a—A
También juegan su papel en esta demostracion las propiedades de « y 5. Conviene, por tanto, que
esté presente en nuestra cabeza en todo momento la tabla

Aplicando primero Binet tenemos

S (e () () - () B (e

k=0 k=0 k=0
1\ | f2n+1 . T 2+ 1 T 2+ 1
— -9 2\k
(a—ﬁ) [Z(k) Z(k>(“5> Z<k><ﬁ>
k=0 k=0
Aplicando aqui a8 = —1 tenemos (—1)*, que multiplicindolo a su vez por 1"*D=* ese sumando

nos deja de depender de £ al reordenar los exponentes y llegamos a una expresion como la siguiente.
2n+1

2n+1
S () -

k=0
1 2
a—ﬂ)

2 [2

2n

+
—_

4+

(2” 1) (@®)F = 2[(=1) + 1] + ji: (%,: 1) (8%)* ] =
(0 Jer 00 o
(QTL;: 1> (a2)F 1D g (Qn; 1> (62)k1(2n+1)—k] _

a2>2n+1 + (1 +62)2n+1]

i\

3
+

(]

4+

0
t

o
|
=

ol

=0

[

—_

+

<
|
|
()

Con otras propiedades de o y :

0 == V3

dd=a+l=a+l=(a+1)+1=a+2
dd=a+1=2+a) =4+4a+a*=4(1+a) + a? = 5a?
FP=p+1=+1=5+2

fr=p+1= (24 8)* =53

Proseguimos operando,

S -

k=0

> 1 +a?) (1 +52)2n+1] _

(=
= (Bt e gy = (1) [(@g a0 (@ear
— <%> [ 2+7;+1 N (5;2?;11 — (5" (a2 [H_a] +(5M)(82 Y {%]

22



Como o’ +1=a+2,a®>—(-1) = a® — (o) = a + 2. Fijandonos en esta dltima igualdad,
esto implica que o/(2+ a) = 1/(a — B).
De igual manera, /(2 + ) = —1/(a — B).

) [ 2] e |52 -

ria 705
- e | | - e | 5 -
=(5") {a%z — anH} = 5" Fyny1.

Aunque hemos intentado sintentizar lo méximo posible y reunir en esta seccion las propiedades
existentes sobre los niimeros de Fibonacci, habra alguna mas que nos irdn apareciendo a lo largo
del capitulo, incluso del trabajo, que no hemos mencionado atn. Sobre todo porque, como nos
hemos podido percatar ya, atin nos falta una herramienta esencial que nos simplifica alguna de
las demostraciones: las matrices.

1.4. Fibonaccl con matrices

En el ambito del algebra lineal, también podemos hablar de algunas ideas fundamentales que
hacen referencia a los niimeros de Fibonacci.
Operemos con matrices, partiendo de la siguiente:

11 B R
M=o =[5 A
La multiplicamos con el objetivo de encontrar M",
M2:1111:21:F3F2
1 011 0 11 B F
3 > 1
M® = MM* = 1

M?* = MM? = — —

M°® = MM* = 0 — —

Observamos que los ntimeros que vamos obteniendo en estas matrices son todos justamente
ntmeros de Fibonacci, lo cual nos lleva a formular el siguiente teorema.
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Teorema 1.19. Sea M = {1 1} para n > 1 se cumple,

10
n __ Fn+1 Fn
M _|:Fn Fn—1:|

Demostracion. Es sencillo verlo por induccidn.
Ya hemos comprobado que se cumple para los casos n = 1..,5
Supongamos que en general se cumple para n — 1.
_ 1 1| | F, F,_ F,.+F,1 F,1+F,_ E F
n o__ n—1 __ n n—1| __ n n—1 n—1 n—2| __ n+1 n

., Cudl es el determinante de nuestra matriz M"?
Para n =1,
Fy, F
ki Fy

_‘1 1

| 0’21-0—1-1:—1

En consecuencia, por propiedades de los determinantes y en particular debido a que el determinante
de un producto de matrices es igual a la multiplicacién de los determinantes de dichas matrices,

tenemos N
) =

:Fn—&—an—l_Fs

F F

det(M™) = [det(M)]" = ( .

Por otro lado, sabemos que

Fn+1 Fn

det(M") = F R

Al haber procedido por esas dos vias para obtener det(M") vemos que hemos llegado a la
igualdad:

FusiFot — F2 = (—1)"

Una de las propiedades de los nimeros de Fibonacci que recordamos como la Identidad de
Cassini.

Podemos ver pues, los beneficios de trabajar con matrices y determinantes, que nos llevan a
obtener de forma sencilla propiedades que cumplen los ntimeros de Fibonacci. Otra propiedad, por
ejemplo, seria la siguiente:

Propiedad 1.20. Param > 1y n > 1, se cumple que
Fm+n+1Fm+n—1 - F2 = (Fm+1Fm—1 - F%)(Fn—s—an—l - FS)

m-+n

Demostracion. Observamos que la primera parte de la igualdad se trata de det(M™").
Por propiedades de los determinantes,

F F F F

m4+ny __ mnN AN\ m ny __ m+1 m n+1 n

det(M™"") = det(M"™M") = det(M™)det(M") = roElE R

Y al multiplicar estos determinantes, obtenemos la segunda parte de la igualdad, tal y como
queriamos demostrar. O

Como esta propiedad, ahora estamos en disposicion de demostrar més expresiones, entre ellas
las que vienen a continuacién.
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Fn+1 Fn

Propiedad 1.21. Sea la matriz M = [1 1] tal que M" = [ For
n n—1

> >
10 }yparam_l,n_l

se cumple:
]_. F13+1 + Fg == F2n+1
2. Fs -+ 2Fn71Fn - F2n
3. Fgﬂ_Fg—l = I

4. Fm+n - Fan—i-l + Fm—an

Demostracion. Como bien viene reflejado en [28], todas ellas se pueden probar de forma matricial.
O

Otra observacion a mencionar sobre esta matriz M, es el tema de los autovalores. Encontremos
entonces, cuales son los valores A que cumplen que

det(M — \I) =0,

donde T es la matriz identidad 2 x 2, I = [(1) ?]

det(M—/\I):det(E é]—x{é ﬂ):'lIA _1)\’:(1—)\)(—/\)—1

Igualando esto a cero, tenemos la ecuacion A2 — X — 1 = 0. Luego, los valores A que buscamos son:

(D VEDT A _ 145
2 2

Entonces, los autovalores de nuestra matriz M son justamente los a y 5 que aparecian en la forma

de Binet (1.1).

Por dltimo, una vez bien definida la matriz M", cerramos este seccion con lo que llamamos
"Propiedad del méximo comun divisor (MCD)", sobre la que podemos encontrar en algunos libros
hasta un capitulo entero dedicado a ella. Es mas, esta propiedad incluso podemos clasificarla en
la categoria de teorema.

Antes, eso si, necesitamos unos resultados previos. No los demostramos, pero se pueden encon-
trar en el libro [I4] cap.15].
Lema 1.22. Param > 1,n > 1, F,, divide a F,,,.
Lema 1.23. Para ¢ > 1,n > 1, se cumple MCD(F,,,—1, F,) = 1.

Lema 1.24. Sean a,b,c € Z* (enteros positivos) con MCD(a,c) = 1, entonces
MCD(ab,c) = MCD(b,c).

Lema 1.25. Sean m,n € Z* (enteros positivos) con m > n. Suponemos ademas que m = gn +r,
donde ¢ es un entero positivo y 0 < r < n. Entonces MCD(F,,, F,,) = MCD(F,, F,).
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Entre estos cuatro lemas, el primero nos conduce al segundo y luego, con ayuda de los tres
primeros, obtenemos el lema que va a desempeiniar un papel fundamental en la demostracion
de nuestro siguiente teorema.

Teorema 1.26. Propiedad del MCD
Sean m,n enteros positivos tales que m > n > 1, entonces,

MCD(Fp,, F,) = Fyxepmn)-

Demostracion. Para m,n > 1 sabemos que M"™™" = M™M". Por como hemos definido M", esta
misma, expresion en forma matricial es

Fm+n+1 Fm+n:|:|:Fm+1 Fm:||:Fn+1 Fn:|:|:Fm+1Fn+1+Fan Fm+1Fn+Fanfl

Fm—i—n Fm+n—1 Fm Fm—l Fn Fn—l Fan+1 + Fm—an Fan + Fm—an—l

Al igualar la primera matriz con la dltima, que hemos obtenido de simplemente operar y haciendo
una multiplicacién de matrices, tenemos que se dan las siguientes igualdades:

Foini1 = Fn b + Fo by,
Frin = Fpn )+ F B,
Foin = Fn o + Foa by,

Foin-1=Fn B+ Fo1F, 1.

Son propiedades que efectivamente cumplen los niimeros de Fibonacci.
Por otro lado, usando el algoritmo de Euclides:
m=qgn+r. 0<r <n

n=gqri+ry. 0<ry<nr

T1 = (@3rg + 3. O§T3<7"2

Th-2 = Q-1+ 1k 0 <1 <1y

Tk—1 = Qk+17k-

donde ahora tenemos que 1, = MCD(m,n).

Y aplicando cuando es oportuno el lema nos queda

MCD(F,,, F,) = MCD(quJrh,Fn) = MCD(F,,F,) =
= MCD(FQ2T1+T2’ F?"1) = MCD(FTU Fr2) =

- MCD(Frikfl"F"’k? F

Tk—1

) - MCD(FkanFTk-)

Finalmente, ya sélo es recordar que si 7, divide a r,_;, entonces también F,, divide a F,,_| y su
maximo comun divisor es F,, = MCD(F,,_,, F.,).
Por lo tanto,

MCD(F,, F,) = MCD(F,, ,,F,.) = F,, = Frucpmmn)-
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Veamos claramente lo que tiene que aportarnos esta propiedad con un ejemplo.

Ejemplo 1.27.
Queremos calcular el MCD de dos niimeros cualesquiera de Fibonacci, por ejemplo, el del 30-ésimo
y el 50-ésimo ntimero de Fibonacci.

Primero factorizamos dichos ntimeros:

Fy0 = 832040 =23-5-11-31-61

Fy5 = 12586269025 = 52 - 11 - 101 - 151 - 3001

Invertimos tiempo en factorizar y hacer la descomposicion en ntimeros primos. (De hecho, como
es laborioso, hemos acudido a MAPLE que facilita esta tarea con la funcion ifactor).

Hecha la factorizacion, sabemos que el maximo comin divisor que buscamos es

MCD(F, Fyo) =511 = 55.

Todo este esfuerzo que hemos realizado para hacer la factorizacién, podriamos habérnoslo evitado
simplemente usando la propiedad del MCD (1.26)) que cumplen los numeros de Fibonacci.

MCD(Fso, F5o) = Fueposo) = Fio = 55.

En conclusion, los nimeros de Fibonacci y sus propiedades, sobre todo trabajando con ellos en
forma matricial, son de gran utilidad y estan muy presentes en muchos ambitos como vamos a ver
a continuacion.

1.5. Aplicaciones y ejemplos

Veremos varios contextos en los que intervienen los niimeros de Fibonacci. Sin embargo, para
apreciar aun mas los ejemplos, que aparecen en este trabajo sélo con una breve pincelada, re-
calcamos que aunque la sucesion de Fibonacci es una sucesiéon aparentemente de lo méas sencilla
y “omnipresente”, después no es tan facil como parece establecer la relacion de recurrencia, asi
como tampoco podemos extraer ninguna conclusion o teorema a partir de casos particulares (sean
muchos o pocos).

Esperamos pues, con esta seccion, transmitir al lector con una seleccion de ejemplos y en unas
pocas lineas lo fascinante de la sucesion de Fibonacci, su aparicion en diferentes ambitos y sin
menospreciar ninguno de los resultados a pesar de que no nos detendremos demasiado en alguno
de ellos (consultar el libro [14] si se quiere profundizar maés).

1.5.1. Fibonacci en la naturaleza

Uno de los casos mas emblematicos de sucesiéon de Fibonacci que se presenta en la naturaleza
es el “Problema de los conejos”, con el que Leonardo de Pisa nos introdujo su sucesion.

Ejemplo 1.28. Queremos determinar cuantos pares de conejos tendré a final de ano si parto de
una pareja de conejos, uno de cada sexo, que se van reproduciendo, e incluyendo en mis cuentas
finales a esta primera pareja.

Ademas se establecen también las siguientes condiciones:
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1. Cada nuevo par recién nacido, siempre una hembra y un macho, llega a la madurez para
procrear pasado un mes.

2. No es entonces, hasta despties de dos meses de su nacimiento que empezamos a ver que se han
procreado. Es decir, a los dos meses y cada mes que viene después, una ahora madura pareja
de conejos procreara al comienzo del mes, teniendo como resultado una pareja de conoejos
recién nacidos, macho y hembra, al final del mes. (Ver la imagen que hay a continuacion
para no dejar lugar a dudas).

3. No muere ningin conejo a lo largo del ano.

Sucesion de Fibonacci en la naturaleza:

Fibonacci obtuvo la sucesidn que lleva su nombre observando un proceso natural, los ciclos
reproductivas de los conejos. Tuvo en cuenta dos reglas basicas: los conejos sdélo tienen
una pareja de crias cada temporada y un conejo tarda una temporada en alcanzar la edad
madura para poder reproducirse.

Pares de
conejos

1

1
1 mes

%]

2° mes

Figura 1.3: Problema de los conejos

Observamos que al contar el nimero total de pares de conejos, vamos obteniendo cada vez un
nimero que justo van siendo los niimeros de la sucesion de Fibonacci. Por tanto, al final de ano,
tendré Fio = 144 pares de conejos si nos fijamos en la tabla [[.1} Aqui estariamos contando solo
los pares que han llegado a la madurez (es decir, el primer mes habria 0), mientras que serian
233 = Fi3 pares si contamos también los recién nacidos, como en la imagen.

Es cierto que el famoso problema de los conejos es un caso bastante hipotético, no muy fiel
a lo que ocurre en la realidad, por eso quizas resulta interesante estudiar otros ejemplos que se
presentan en la naturaleza, como en el caso de la botanica y las flores, donde a veces encontramos
los niimeros de Fibonacci cuando contamos los pétalos de determinadas flores.
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Ejemplo 1.29. Por lo general, las flores tienen un determinado nimero de pétalos. En el caso
de la Circaea lutetiana encontramos 2 pétalos, la planta Iris o el Trillium tienen 3. Podemos
entonces, en este ejemplo, reunir en una tabla un listado de flores con su correspondiente niimero
de pétalos que crecen de forma natural y homogénea, relaciondndolas con un determinado niimero
de la sucesion de Fibonacci. Cuando crezcan y se expandan, seguirfan dicha sucesion.

Flor Numero de pétalos
Circaea lutetiana 2=1I3
Iris / Trillium 3=1r
Ranunculus / Aquilegia 5= Fj;
Celidonia 8= Fs
Camomila / Caléndula de maiz 13 = F~
Aster 21 = Fy

Tabla 1.3: Pétalos y nimeros de Fibonacci

Es cierto que también nos podemos topar con casos en los que determinado tipo de flor no
siempre presenta el mismo nimero de pétalos.
Atn asi, los ejemplos que nos encontramos en la rama de la botanica son varios y numerosos. Por
ejemplo. en determinadas estructuras botanicas, como la de las alcachofas, las pifias o los girasoles
existe también un patron.

Ejemplo 1.30. Si cuentas las escamas de una pina te encontraras con que estan en espiral alrede-
dor del vértice, pero no so6lo eso. Si nos fijamos en el nimero de filas de escamas que se enrollan en
una direccién, son justamente un nimero de Fibonacci; y si contamos el nimero de hileras o filas
de escamas que se enrollan en la otra direccion. van a ser también justamente o bien el ntimero de
Fibonacci anterior o el posterior del primero que obtuvimos.

Figura 1.4: Estructura curiosa de la pina

1.5.2. Fibonacci y la fisica

La rama de la biologia y la botanica no es la tnica que presenta ejemplos de niimeros de
Fibonacci, sino también en otras ramas de la ciencia como es la fisica.
El siguiente ejemplo que vamos a tratar se mueve en una rama de la fisica en concreto, la 6ptica,
que es la ciencia que investiga la propagacion de la luz.
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Ejemplo 1.31. Consideramos un plato de cristal con dos caras sobre las que se puede reflejar la
luz. Uno como el que se muestra en la siguiente figura.

A

C

397
Y

(a) (b)

Figura 1.5: Optica 1 - platos de cristal

. Qué pasaria si juntaramos dos de estos platos?
Tendriamos 4 caras reflectantes, como las que vemos la figura que hay méas abajo en c). Las caras
1y 2 serian del plato de la izquierda, y las 3 y la 4 del plato a la derecha.
Prestamos atencion a todos los casos de los diferentes caminos que puede tomar la trayectoria del
rayo de luz. Definimos s,, como el nimero que lleva la cuenta de los diferentes caminos que puede
tomar el rayo si se refleja n veces, para n > 0.

- Para el caso n = 0:
Como el rayo no se refleja, s6lo hay un caso posible como vemos en d), luego sg = 1.

- Para caso n = 1:
El apartado e) de la imagen nos muestra los dos casos posibles cuando la luz se refleja 1 vez. Aqui
S1 = 2.

- 3 Lizht
Source
.k’,/ H_H"'“b- <
2 > ]
Tk
4 >
_ Last: 3 Last: 1
sp=1 "
(<) () (e) 5 = &

Figura 1.6: Optica 2 - platos de cristal

- Para n = 2 y n = 3: Sus casos corresponderian a los de los apartados f) y g).
Si se refleja el rayo de luz 2 veces, tenemos 3 casos (sy = 3). Cuando se refleja 3 veces, 5 (s3 = 5).

Incluso podriamos ir mas alld y pensar que cuando se refleje n = 4 veces, habra s, = 8 casos.
Teniendo mucho cuidado de considerar todos los casos, fijandonos por ejemplo, en qué caras son
la ultima en la que se refleja y en cudl se produce la reflexion anterior a ésta (como hemos hecho

en f) y g) ).
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= I

Last: 4 Last:2 Last: 4
Previous : 3 Previous : 1 Previous : 1
< Sy = 3
(f)
L~ |1 // </ |1
Last: 1 Last: | Last: 1 Last:3 Last:3
Previous : 4 Previous : 2 Previous : 4 Previous : 4 Previous : 4

(g) $3=3

Figura 1.7: Optica 3 - platos de cristal

Es mas, segin fueramos avanzando en nuestros casos, se haria cada vez mas evidente en los
graficos que, por ejemplo los de n = 4 son resultado de sumar y juntar los rayos de los gréficos
anteriores (s; = S3 + S).

Resumiendo, llegamos a la conclusién de que s, = F},12 y se cumple:

80:1,51:2

Sp = Sp—1+ Sp—2, N > 2

Hasta aqui el ejemplo de 6ptica.
Centrandonos mas en la fisica, en esta ocasion hablaremos de electrostatica, la rama que estudia
la atraccién y repulsion entre cargas en funcion de la distancia existente entre ellas y sin depender
del movimiento. Nos encontramos con claros casos en los que incluso intervienen el nimero de oro
que intervenia en la forma de Binet.

Ejemplo 1.32. En este problema se habla de energia potencia]m en un sistema formado por dos
cargas negativas y una positiva como el de la figura.

Lo

Lo~

Y

| | ,l
E e )
| a i l

Figura 1.8: Problema de electrostatica

"Recordemos que una de las formulas de la energia potencial es Ep = %, donde k = 8,99 x 10°(Nm?)/C? es
una constante (llamada constante de Coulomb) y su unidad de medida es el julio J.
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Vamos a querer saber que relacion va a tener que haber entre a/b para que la energia potencial
total del sistema sea igual a cero.
Si sabemos que la energia potencial entre cada una de las cargas del sistema es:

» Para las cargas en X e Y: k(+q)(—q)/a
» Para las cargas en Y y Z: k(—q)(—q)/b

» Para las cargas en X y Z: k(—q)(+q)/(a +b)

En realidad, lo que queremos resolver es entonces la siguiente ecuacion,

1 (Fa)(=4) +k(+Q)(—Q) +k(+f1)(—q)
a b a+b

=0

Prescindiendo de la k y simplificando también el ¢?> que obtenemos en todos los términos al multi-
plicar, llegamos a una ecuacion mas simplificada. Y multiplicando aqui por ab(a + b), obtenemos

a?—ab—b0>=0

Y si lo que queremos es saber la proporcion a/b, dividimos por b? para resolver asf la ecuacion

(G -()-1-0

Las soluciones aqui son a/b = (—(=1) £ /(=1)2—4-1(-1))/(2-1) = (1 £/5)/2 y como en
nuestro caso a y b son distancias, teniendo que ser positivas (a > 0y b > 0). Entonces, concluimos

que la energia potencial total del sistema es 0 para la solucion § = %5 =

a, el nimero atreo.

1.5.3. En probabilidad y juegos como el ajedrez.

Ejemplos como el dltimo que vimos en el apartado anterior, en los que intervienen el nimero de
oro, son muchos. Incluso en el Aambito de las mateméaticas puras, nos encontramos con casos oo
el de las fracciones continuas infinitas o para operaciones binarias que queremos ue mantengan
la asociatividad.

Ejemplo 1.33. Situaciones que se dan en matematicas.

1. Ejemplo de fraccién continua infinita:

c=1+
1+¢

1t :
I+

Notese que estamos ante el caso c =1 + % =c—-c—1=0.

1+
2

15

Como ¢ > 0, de entre las soluciones %5, la adecuada es el niimero de oro a =

2. Ejemplo de operaciéon binaria en R:
Sea f: R x R — R definida tal que

f(z,y) = a+blay) + c(z +y)

con a,b,c e Ry ab=1.
Si queremos que mantenga la propiadad asociativa, se tiene que cumplir que

F(f(@,y),2) = f(x, [y, 2))

32



Por como esta definida la funciéon, se acaba llegando a que, para que esto ocurra, se tiene
que dar la igualdad:
z + (ab + ¢)z = abx + cx + c*=.

Y con la condicién ab = 1,
(A —c—1Nr=(*—c—1)z

Como x y z son arbitrarios, esto sucedesic? —c—1=0=c=a 6 c = .

En cualquier caso, no nos paramos mucho més en estos ejemplos, puesto que por similitud con
el problema ya visto y junto con otros que vamos a ver ahora a continuacion en el ambito de la
probabilidad y teoria de juegos, nos seria sencillo su comprension sin muchas mas explicaciones.

Ejemplo 1.34. Tenemos un espacio muestral S para un determinado experimento. Si A, B son
dos casos o eventos de este espacio muestral, que son disjuntos o incompatibles (AN B = &) y
tales que AU B = 8 ;Cuél es el valor de la probabilidad p si P(A) = py P(B) = p??

Como ANB =@ = P(AN B) =0y la probabilidad total es
1=P(S)=P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) =p+p*> -0

En consecuencia,
2
l=p+p

pPP4+p—1=0.

Si resolvemos por la formula para ecuaciones de segundo grado, las raices de esta ecuacion son.
Pero una probabilidad p = (—1 4 v/5)/2 nunca es negativa, luego p = (=1 +v/5)/2 = —f.

Este ntimero, aunque lo veamos con el signo menos, es positivo, puesto que 5 < 0, lo que implica
que —f =~ 0,61803... > 0.

Incluso podemos encontrar también el clésico ejemplo de teoria de la probabilidad en el que
interviene el lanzamiento de una moneda.

Ejemplo 1.35. Dos jugadores lanzan una moneda. La probabilidad de que salga cara en esa
moneda es p (por tanto, la probabilidad de que salga cruz va a ser 1 — p) y el primer jugador que
obtenga cara al lanzar la moneda serd el ganador.

El primer jugador lanza la moneda, si falla y saca cruz, lo intentara el segundo jugador, que es el
siguiente, teniendo dos intentos como beneficio por no haber empezado el primero.

Si el segundo jugador fallara también en sus dos intentos, volveria a intentarlo el primero con una
lnica tirada. Si sacara cruz otra vez, el segundo jugador volveria a tener dos intentos.

Asi hasta que uno de los dos saque cara y por lo tanto, tenemos un ganador.

* La pregunta es: ;Qué valor tiene que tener p para que el juego sea justo y ambos jugadores
tengan prababilidad de ganar 1,/27

La probabilidad de ganar del primer jugador es
P+ =p)1=p)’p+(1-p)(L-p?*L—p)(L—p)Q°p+..

El primer sumando es cuando saca cara a la primera con probabilidad p.

El segundo sumando es el caso en el que gana tras haber fallado la primera vez con probabilidad
(1 — p), su contrincante fallo las dos tiradas (1 — p)(1 —p) = (1 — p)? y finalmente gano ¢l con
probabilidad p.
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El tercer sumando es cuando él saca cruz, el segundo jugador también falla en sus dos intentos,
luego él saca cruz de nuevo, el segundo jugador obtiene otras dos tiradas fallidas y finalmente gana
él (el primer jugador).

Asi sucesivamente para el resto de sumandos.

Podemos simplificar esta probabilidad, sacando factor comtn p. Nos percatamos de que tenemos
ahora una serie geométrica de razon r = (1 — p)3.

Nota. Suma de la serie geométrica: Y - " =1+r+ri+r+ .. =1/(1—7r).

pl+(1-pP+(1-p°+1=p)+.] :p[ﬁ}

Para que el juego fuera justo, la probabilidad de que gane el primer jugador (al igual que la del
segundo) tenia que ser igual a 1/2, entonces

1 P

2 1-(1-p7

Operando aqui, obtenemos que 2p = 1—(1—p)? y desarrollando el (1 —p)? llegamos a la expresion
0 = p(p? —3p+1) donde p = 0 no tiene ningln sentido, es decir, que lo que tenemos que resolver,
en realidad, es la ecuacion

p?P=3p+1=0, p>0
34

Y de las dos raices existentes de esta ecuacién que son 2\/5, la Ginica posible solucién es la que

cumple p < 1 (no existen probabilidades mayores a 1), que es

:3_\/5

_ Q2
7 7

p

En teoria de juegos, son miltiples los ejemplos que nos podemos encontrar. Los mas clasicos
son juegos como el ajedrez, en el que tenemos un tablero con unas determinadas dimensiones y
nimero de casillas.

Tanto si nos fijamos més en las propias baldosas o casillas y jugamos a colocarlas como si de
rellenar un puzzle se tratara, tanto como si nos fijamos més en los posibles movimientos de las
distintas piezas del ajedrez, encontraremos ejemplos con los nimeros de Fibonacci.

Empecemos por el ejemplo més sencillo.

Ejemplo 1.36. Si tenemos un tablero de ajedrez de sélo dos filas, es decir, un tablero de dimen-
siones 2 X n, para un n > 1. Queremos rellenar este tablero con fichas o baldosas de tamano 1 x 2
(fichas horizontales) y de 2 x 1 (verticales). Veamos de cudntas formas se podria hacer esto.

El caso méas simple, es si el tablero es cuadrado 2 x 2 donde tendriamos dos opciones : tener el
tablero con dos baldosas horizontales o tener en el tablero dos baldosas verticales.

Sea ¢, el nimero de maneras que tenemos de cubrir completamente el tablero de tamano 2 x n
con fichas de 1 x 2 y 2 x 1. Tenemos que el tablero de 2 filas y una columna se rellena con una
baldosa vertical, es decir, ¢4 = 1; y el tablero de tamano 2 x 2 tenia ¢o = 2 opciones de ser
rellenado. Para n > 3, la diferencia la va a marcar la tltima n-ésima columna, donde tendremos
dos opciones:

Op.1) Completar la columna directamente con una ficha vertical (2 x 1). Y reducimos el problema
a las ¢, formas en las que se puede cubrir el 2 X (n — 1)- tablero restante.
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Op.2) Colocar dos fichas horizontales (1 x 2) en la ltima columna, y por tanto, también cubriendo
la pentdltima columna. Quedandonos reducido el problema a las opciones que tenemos para
rellenar el 2 X (n — 2)- tablero restante.

En resumidas cuentas, llegamos a
q1 = L, q2 = 2
Gn = Qn—1 + Qn-2, M >3

y, en conclusion, donde ¢, = F,, 1,n > 1.

Ejemplo 1.37. Tenemos ahora un tablero de ajedrez de dimensiones 1 X n, para un n > 1.
Queremos rellenar este tablero con fichas o baldosas cuadradas 1 x 1 y rectangulares 2 x 1. Estamos
en la situacion que vemos en la figura a), y para rellenar el tablero en el caso particular n = 4
tenemos las 5 opciones que se muestran en b).

(a) 1 2

(b)

Figura 1.9: Ajedrez 1 - tablero de dimensién 1 x n

Sea [,, el nimero de maneras que tenemos de cubrir completamente el tablero de tamano 1 x n
con fichas cuadradas y rectangulares, vemos que l4 = 5.

De igual manera que en el ejemplo anterior, para obtener una relaciéon de recurrencia para [,
consideraremos primero lo que ocurre en la tltima n-ésima casilla del tablero. Para n > 3, hay
dos opciones:

Op.1) Se cubre la n-ésima casilla con una pieza cuadrada (1x1). Entonces las n—1 casillas restantes
del [ x n — 1- tablero que queda pueden ser embaldosadas de [,,_; formas.

Op.2) Se utiliza una ficha rectangular (1 x 2) en la tdltima casilla, y por tanto, también cubre la
peniltima casilla. Quedédndonos reducido el problema a las [,,_» opciones que tenemos para
rellenar el 1 x (n — 2)- tablero restante.

En el caso general, llegamos también a
LLh=1,1b=2
ln = lnfl + ln72; n>3

y donde [, = F}, 1,n > 1.
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Estos ejemplos, se pueden realizar también con los posibles movimientos que tenemos con las
piezas de un ajedrez. Es decir, movimientos o posiciones en las que se puede situar un rey sin que
sea comido o estar en peligro de jaque por otro rey. Céomo posicionar los alfiles, las torres... los
ejemplos son numerosos.

Ejemplo 1.38. Un tablero de ajedrez suele ser de dimensiones 8 X 8, pero ya que hemos trabajado
en el ejemplo anterior con un tablero de tamano 1 X n, situemos nuestro ejemplo en este caso mas
sencillo en el que, por ejemplo, tenemos un tablero como el de la figura a) de tamano 1 x 5.

Queremos saber cuantas formas hay de situar reyes no-derrotados en este tipo de tablero. Por
no-derrotados, entendemos que si los situamos en una casilla determinada, no estan en peligro de
ser amenazados o derrotados por otro rey.

Recordemos que los reyes solo se desplazan un espacio a la izquierda o un espacio a la derecha
por turno. También se mueven una casilla hacia arriba o hacia abajo o en diagonal (4 opciones de
movimientos diagonales), aunque con este tablero reducido nos son relevantes.

Lo que nos va a preocupar en cualquier tipo de tablero es pues, que nuestro rey no esté pegado
a ninguna otra figura situada en cualquiera de las 8 casillas colindantes a la suya.

(a)

Y - ¢ B
1 2 3 4 5 f % 3 4 3
- b4 | Y Y
I 2 3 4 3 1 2 3 4 3

(b)

Figura 1.10: Ajedrez 2 - posibles casillas para situar el rey

De esta forma, podemos situar reyes siguiendo la dindmica que vemos en b).

Todas las posibles opciones serfan:

(1) @ (tablero vacio)
(2) 1 (8) 1,4
(3) 2 9) 1,5
4) 3 (10) 2,4
(5) 4 (11) 2,5
(6) 5 (12) 3,5
(7) 1,3 (13) 1,3,5
Luego en un tablero 1 x 5 tenemos 13 = F7; posibilidades.
En un tablero méas genérico de tamano 1 x n, para n > 1,k, = F,.o donde k, representa el

ntmero de posibles formas de situar reyes no-derrotados en un tablero 1 x n. Como en los otros
ejemplos podriamos obtener la relacion de recurrencia con k;y =2 (Rey en 1y @), ko =3 ...
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Asi mismo, los juegos de composiciones y de palabras (como los palindromos, que son aquellas
palabras o frases que se leen igual en un sentido que en otro) siguen también un poco esta dinamica.

Ejemplo 1.39. Un ejemplo sencillo de composicion es cuando, por ejemplo, examinamos las
posibles composiciones (sumas) de un nimero entero positivo n, donde solo podemos escribir
estos sumandos con 1's y 2's. Es decir, paran = 3,4y 5

(m=3):2+1,14+2,1+1+1
(n=4):24+224+14+1,14+24+1,14+14+2,1+14+1+1
n=>5):2+2+1,24+1+21+2+2,
2414+14+1,14+24+14+1,14+14+24+1,14+14+1+2
I+14+1+1+1

Si denotamos por ¢, al valor que cuenta el nimero de composiciones que tiene el entero n (com-
posiciones con s6lo sumandos de 1's y 2's), vemos que en el caso n =5: ¢ =8 =5+ 3 = ¢4 + ¢3.
De hecho, si nos fijamos mas, las composiciones de 5 no son méas que las tres composiciones del 3
sumandolas +2 y las cinco composiciones del 4 sumandolas +1.

Llevando esto al caso general,

01:1702:2

Chn =Cn1+Cura, Nn=>3

y llegamos a la conclusion de que ¢, = F,11,n > 1 (p.ej. ¢s = 8 = Fy).

Este ejemplo es similar a aquellos con las baldosas y los tableros de ajedrez.
Se puede trasladar todavia a otro caso mas visual.

Nos imaginamos un panal de abejas, donde las “casillas” que tenemos ahora son de forma
hexagonal.

Ejemplo 1.40. En un panal con casillas hexagonales, si partimos de una casilla inicial de salida
(S), las abejas tienen dos opciones de desplazamiento:

Op.1) Moverse diagonalmente hacia arriba o hacia abajo, es decir, /o \..
Equivalencia con el ejemplo anterior: Estamos en la situaciéon de sumar o anadir el sumando
+1, puesto que estamos avanzando poquito y desvidndonos hacia arriba o hacia abajo,
cuando nuestro objetivo es llegar a la dltima casilla.

Op.2) Moverse horizontalmente para avanzar a la casilla de al lado, un movimiento que siempre es
tal que asi: —.
Equivalencia con el ejemplo anterior: Es el caso en el que sumabamos +2 cuando haciamos
las composiciones de un entero n en sumandos de 1’s y 2’s. Aqui sumamos el doble porque
si nos fijamos un movimiento (—) equivale o avanza lo mismo que dos movimientos

(" + \J) o bien (\(+ ).

Llevandolo al caso particular n = 5, podemos ver méas clara la relaciébn que tiene con las
composiciones del ejemplo anterior para el entero n = 5. Graficamente nuestro panal de abejas
seria como el de la figura siguiente.
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Figura 1.11: Composiciones en un panal

donde el primer camino para llegar a 5 equivale a la composiciéon
14+2+2,
y el segundo camino es la composicion

2+1+1+1.

Tendremos las mismas 8 posibilidades que en el ejemplo anterior para acabar llegando a n = 5,
es decir, una abeja tiene 8 = Fy caminos diferentes por los que puede ir para llegar de la casilla
(S) a la casilla (5). Y para el caso general n > 1, igual que en el otro ejemplo, hay F,,; caminos
y opciones diferentes que puede tomar la abeja.

1.5.4. En informatica

Si seguimos por la rama cientifica, Fibonacci también ha tenido su influencia en el mundo y la
ciencia de los ordenadores.
Nos encontramos con los ntimeros de dicha sucesion, por ejemplo, en uno de los trabajos del
ingeniero Gabriel Laméf|
Dicho trabajo se centra en el costo operativo, contando el nimero de divisiones (operaciones) que
se realizan con el ordenador, cuando implementamos el algoritmo de Euclides para calcular el
maximo comin divisor de dos enteros (MCD(a,b) con a > b > 2).

Nota: Para calcular el costo operativo, a la hora de contar las operaciones, sb6lo se tienen en
consideracion las multiplicaciones / divisiones indistintamente, ya que las sumas / restas suelen
aparecer en ntimero muy parecido al de las multiplicaciones / divisiones y ademas, aunque esto
depende de la méaquina usada, suelen ser mas baratas.

Ejemplo 1.41. El teorema de Lamé dice:

Sean a y b dos nimeros enteros positivos con a > b > 2. Entonces el nimero de divisiones
necesarias en el algoritmo de Euclides para determinar el MCD(a,b) es como mucho y no méas de
5 veces el niimero de cifras o digitos (decimales) de b.

8Ingeniero francés (1795 - 1870). Estuvo en Rusia, donde su tiempo fue productivo como profesor e ingeniero
en San Petersburgo, dando conferencias sobre temas de anélisis, fisica, mecénica, quimica e ingenieria. Incluso
intervino en planos de puentes y carreteras. En 1832 volvié a Paris, donde ocupé también su silla en la Ecole
Polytechnique. Resumiendo, trabajoé en una amplia variedad de temas diferentes y resaltando en muchos de ellos.
En matematicas, lo mas destacable son sus coordenadas curvilineas y sus aportaciones a la geometria diferencial y
teoria de numeros. Ya nos habia aparecido incluso antes en este trabajo, en otro pie de pagina, cuando hablamos
de la forma de Binet, puesto que él también se top6 con este resultado.
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Cuando vimos la demostracion de la propiedad del MCD [[1.26] vimos el algoritmo de Euclides

a=qb+ry. 0<ry,<b=mr
bZQQT2+T3. O§T3<T‘2

T1 = @3r3 + 4. O§T4<’I“3

T2 = Qn-1Tn-1 1+ Tn- 0 <rp <Tpot

Tn—1 = 4nTn

donde finalmente r, = MCD(a,b).

Aqui se han realizado n divisiones. Es mas examinando los n — 1 restos no nulos (7, 7,1, ..., 72)
junto con r; = b encontramos que

T’n>0:>7"n21:F2
Tn—1 = 4nTn (%2277’712 1):>7an—l 22:F3
Tn—ZZQn—ITn—1+Tn (qiZ17Vi€{172a'--7n_1})$Tn—221'rn—1+rnZF3+F2:F4

ro=qrs+ry (¢ >1,Vie{l,2,.,n—1})=>ro>1-r3+ry >F, 1+ F, o=F,
ri=b=qro+rs (¢ >1,Vie{l,2,..,n—1})=>r >1-rp+r3 > F, + F,_1 = F,
Entonces, a parte de las n divisiones que se realizan, tenemos que b = ry > F,, .1 donde a > b > 2.

Incluso también hay una relacion existente con el ntimero atireo en el trabajo de Lamé. Sin
embargo, para no entrar en mucho mas detalle, suponemos / damos por cierta una propiedad de
los nimeros de Fibonacci que nos dice que

F,>a"%n>3

Usando esta propiedad, si tenemos que b > F),, 1, esto se traduce a

n—1
1+\/5>
2

b > FnJrl > Oé(n+1)f2 — Oénfl — <

Y como resultado de esto, podemos aplicar logaritmos y sus propiedades para demostrar el
teorema de Lamé.
b>a" ' =log, b > log,(a" ) = (n—1)log,, a

Si calculamos log;, o = log;o[(1 + v/5)/2] = 0,208988 > 0,2 = 1/5, luego
1
logyub > (n — 1)5

Estamos en base 10 (decimal) y ahora vamos a entender por qué hemos trabajado en dicha base.
Si el ntimero b tiene k digitos en el sistema decimal, eso quiere decir que es un niimero que cumple
b < 1-10* y aplicando esto tenemos

n—1

k = log,, 10* > log,, b > —

Nos quedamos con la primera parte y la ultima de esta desigualdad. Si despejamos el entero n,
tenemos una desigualdad en funcion del entero k

n < bk+1<5k

Quedando completada la prueba para el teorema.
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De esta forma, vemos que con el costo operativo, ha quedado analizada la eficiencia del algo-
ritmo de Euclides.
Curiosamente, muchas estructuras de datos y algoritmos sorprendentemente eficientes estan ba-
sados en dicha sucesion.

1.5.5. Fibonacci y la teoria de grafos

Hablando de estructuras; también en teoria de grafos, va a existir un tipo especial de grafo
llamado drbol de Fibonacci. Para llegar, sin embargo, a este ejemplo, comencemos primero por
algunas ideas basicas de este area de las mateméaticas.

Definicién 1.42. Entendemos por grafo no dirigido, aquel que estd compuesto por un conjunto
no vacio V' de wvértices y otro conjunto E de caminos que se encuentran entre los vértices de V.
Estos caminos, también llamados arcos o aristas, son relaciones simétricas entre los vértices y no
apuntan en ningtn sentido. Mientras que si el grafo fuera dirigido o digrafo, las aristas tienen
un sentido definido indicado con una flecha.

Notese que aunque el conjunto de vértices tiene que ser V # &, el conjunto F de caminos
(edges) si que puede ser vacio.

De la definicién de grafo no dirigido extraemos en claro entonces, que si tenemos 4 vértices
V =w,x,y, 2y las aristas F = wz, xy, yz (como en la figura inferior (ii)), se entiende que zy = yx
y lo mismo da recorrer los caminos en una direccién o en otra. La cuestion es que x,y estan
conectados, es mas, son "vecinos” y w, z, por ejemplo, no lo son.

Otras definiciones curiosas son la de bucle que es cuando un vértice esta unido o relacionado
con si mismo (existe el camino vv) o la definicion de ciclo, como lo que constituyen los caminos
rs, sty tr en la figura (ii) que es un ciclo de longitud 3, pero no van a ser relevantes para nuestro
estudio.

&

(i) (ii)

Figura 1.12: Grafos no dirigidos

Como vemos, los grafos no dirigidos pueden estar formados también por mas de una séla pieza,
aunque nos centraremos en estos altimos. Por ejemplo, como observamos en la figura en (i) hay
dos y cada una de estas “piezas” o partes se llaman componentes. En el caso del grafo no dirigido
en (ii), tiene 3 componentes que estan “desconectadas”, lo que nos lleva a la siguiente definicion.
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Definicién 1.43. Un grafo es conexo cuando para cada par de vértices u y v del grafo G, existe
al menos un camino posible desde u a v. (Si el grafo es no dirigido, también existe el camino de v
a u). En caso contrario, el grafo es no conexo.

Los grafos, por tanto, que hemos visto en la anterior figura son no conexos.

Vistos estos conceptos basicos, nuestro ejemplo relacionado con la sucesion de Fibonacci va a
tratar con un tipo concreto de grafo no dirigido conexo llamado drbol.

Definicién 1.44. En general, un grafo no dirigido con un conjunto de vértices V' y un conjunto
de caminos F es un arbol si el niimero de vértices es igual a uno mas que el niimero de caminos,
es decir, |V| = |E| + 1.

Dentro de esta clase de grafos, podemos hablar también de arbol binario enraizado. Enrai-
zado porque tiene un vértice r de partida, mas conocido como raiz, que se suele simbolizar rodeado
de un circulo; y binario porque cada vértice tiene dos brazos o ramas, un hijo izquierdo (el vértice
que queda a la izquierda) y un hijo derecho (el vértice que queda a la derecha).

Cuando los vértices ya no tienen mas ramas nuevas, es decir, s6lo tienen un camino que llega a
ellos, son los wvértices hoja. Fl resto de vértices del arbol son los vértices internos y por definicion
de arbol binario, cada uno de ellos tendrad como mucho dos hijos.

Igual que a veces se habla de subgrafos, también podemos hablar de subdrboles cuando fijamos
la raiz en uno de los nuevos vértices hijo y se sigue manteniendo la estructura de arbol.

Ahora ya podemos proceder a examinar nuestra coleccion especial de arboles binarios enraiza-
dos.

Ejemplo 1.45. Los drboles de Fibonacci T,,,n > 0 son una variante de arbol binario y vienen
definidos recursivamente de la siguiente manera:

1. T} es el arbol enraizado compuesto por s6lo un tnico vértice, la raiz.
2. Ty, al igual que 77, es un arbol compuesto sblo por la raiz.

3. T,,,n > 3 es el arbol binario enraizado con 7T},_; como su subarbol izquierdo y con T},_s como
su subéarbol derecho.

En la figura, tenemos cémo son los seis primeros arboles de Fibonacci.

O
T, Ty
®
T |, T i

Figura 1.13: Grafos - arboles de Fibonacci
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Lo que queremos es, para n > 1, determinar lo siguiente:

a) hy, el namero de vértices hoja (en T},).

b

)
) vn, el nimero total de vértices (en T),).

¢) iy, el nimero de vértices internos (en T,).
)

d) ¢,, el nimero de caminos o ramas (en T,).

a) Por la definicion recursiva que tenemos de T,,, el nimero de hojas de T, va a ser la suma
del ntimero de hojas en su subérbol izquierdo T),_; mas el nimero de hojas que tiene su subarbol
derecho T,,_s, es decir, tenemos que

hy =1 hy =1
hn = hnfl + hn727 n>3

donde se cumple h,, = F,.

b) Para el namero total de vértices v, no es tan facil, ya que tenemos que contar también el
vértice raiz. Por lo tanto,

V1 = 1, Vo = 1
Uy =Up1+v,2+1, n=>3
Se trata de una relacion de recurrencia lineal no homogénea (v, — vp,_1 — v,—o = 1 # 0y por

la Definicion [1.2). Resolverla nos llevaria su tiempo, asi que en su lugar hacemos la siguiente
aproximacion examinando los seis primeros arboles de Fibonacci que aparecen en nuestra imagen.

n=1=2-1-1=2F —1,
vp=1=2-1—1=2F—1,
v3=3=2-2—1=2F —1,
v =5=2-3—1=2F —1,
vs=9=2.5—1=2F —1,
ve=15=2-8—1=2F; — 1.

Conjeturamos con esto, que la relaciéon que hay es
v, =2F,—1,vn>1

Demostracion. Se puede establecer esta conjetura con el Principio Fuerte de Induccién:
Tenemos que es cierta paran =1y n = 2 (asi como para n = 3,4,5y 6).
Supuesto que es cierta paran =1,2..k — 1,k con k > 2
So6lo nos quedaria demostrarlo para k + 1, usando nuestra hipotesis de induccion. (Mas detallada
en [14]). O

¢) Como ya hemos calculado los v, y los h,, y sabemos que v, = h,, + i,, para n > 1,

in=0,—h,=02F,—-1)—F,=F,—1, n>1
d) Como mencionamos antes, en todos los grafos de tipo arbol se cumple que el nimero de

vértices es uno mas que el niimero de caminos, luego

Ch=v,—1=02F,—1)—1=2F, -2, n>1
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Hasta aqui, hemos visto ya muchos ejemplos y propiedades en los que apararecen los niimeros
de Fibonacci, pero, la verdad, es que aiin hay més que estan aiin por aparecer en nuestro trabajo,
sobre todo en el siguiente capitulo en el que se los relacionara con los llamados ndmeros de Lucas,
que no son méas que los términos o valores de la llamada sucesion companera de Lucas.

Como vamos a ver, la sucesion de Fibonacci y esta sucesion de nimeros de Lucas son algo asi
como “primas - hermanas”, de ahi que usemos la palabra companera.
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Capitulo 2

Sucesion companera de Lucas

En este capitulo veremos la sucesiéon de ntumeros de Lucas, que se deberia pronunciar “Lucah”
en realidad. Es simplemente una sucesion en la que se mantiene la misma relaciéon de recurrencia
que en la sucesion de Fibonacci, salvo que ahora las condiciones iniciales de su definiciéon recursiva
han cambiado.

Encontraremos también numerosas propiedades que satisface esta sucesion de ntimeros. Y no
sb6lo eso, sino que segin avancemos, apreciaremos cada vez mas la estrecha relacion existente
entre la sucesion de Fibonacci y la sucesion companera de Lucas. Tienen propiedades y ejemplos
similares e incluso descubriremos nuevas relaciones que involucran a ambas, tanto a nimeros de
Fibonacci como a niimeros de Lucas en una misma expresion o formula.

2.1. Definicién recursiva

Francois Edouard Anatole Luca yva mencionado antes en algunas de las propriedades de
Fibonacci, fue un matemaético frances muy reconocido en el campo de teoria de nimeros y al que
debemos los llamados nimeros de Lucas.

Estos nimeros y su correspondiente sucesion recursiva van a venir determinados por:

Definicion 2.1. Sucesiones recursivas de Lucas
Para todo n > 0 y sea L, el n-ésimo niimero de Lucas, tenemos:

1. Ly=2, L1 =1 (Condiciones iniciales)

2. Lp,=L, 1+ Ly, VYn>2 (Relacion de recurrencia)

Al igual que hicimos con Fibonacci, a partir de esta definicién, ya podriamos obtener, por
ejemplo, los 30 primeros niimeros de Lucas que mostramos en una tabla a continuacion.

!Naci6 y vivié en Amiens, hasta que se movié por trabajo al Observatorio de Paris y ejercié también como
profesor de matematicas en un par de liceos de esta ciudad, donde finalmente muri6 (1842 - 1891). Curiosamente,
su fallecimiento fue debido a un trozo de plato roto que le salté en un banquete y le cort6 la mejilla, provocandole una
muerte por erisipela unos dias después. Estudio en profundidad la secuencia de Fibonacci y su sucesién companera
o asociada: la sucesion de Lucas, llamada asi por él. Ide6 también la prueba para los niimeros primos de Mersenne,
mejorada mas tarde en 1930 por Lehmer, conocida como el test de Lucas-Lehmer, todavia utilizada en la actualidad.
Le debemos también algunos juegos o rompecabezas mateméticos como la Torre de Hanoi.
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LO = L6 = L12 = L18 = L24 =

L= L; = Lz = Ly = Los =
Ly = Lg = Ly = Loy = Loys =
Ly = Lg = Lis = Ly = Ly7 =
Ly= Ly = Lig = Loy = Log =
Ls = Ly = Ly = Loz = Log =

Tabla 2.1: Nameros de Lucas

Encontramos también estos términos de la sucesiéon en la OEIS, con el enlace:
https://oeis.org/A000032
o buscando debidamente en la pagina oficial de esta enciclopedia online.

Ahora que ya sabemos dénde acudir para dudas que puedan surgir sobre formulas, propiedades,
referencias, links, codigos de programacion, etc. nos centraremos en la primera de las formulas: la
forma de Binet. Al igual que en Fibonacci, tiene su importancia en este tipo de sucesiones que
estamos estudiando.

2.2. Forma de Binet

De forma general, para los nimeros de Lucas, la forma de Binet es

Ly=a"+8", n>0 (2.1)

Siendo « y [ las mismas raices que en la forma de Binet para Fibonacci (1.1). La relacion de
recurrencia sigue siendo la misma, por lo tanto, el polinomio asociado a esta relaciéon de recurrencia
y la ecuacién caracteristica a resolver sigue siendo:

2—r—1=0.

1+v5 . 1-45
5 Y=o

Luego, la forma de Binet para los ntmeros de Lucas, también se puede escribir de manera

explicita como
14++5 1—+5
Lp=a"+p" = (—QW) + ( 2\[>

Donde recordemos que, al hayar soluciones, las raices eran o« =

Con esta formula, ya podemos proceder a demostrar muchas propiedades.

En concreto, recordemos que habia una propiedad que nos relacionaba, a través del limite, la

Fy

Este limite también existe y se demuestra analogamente para los nimeros de Lucas.

., . . , , , FnJrl
sucesion de Fibonacci con el nimero atureo | lim, oo —— =« |.

Propiedad 2.2. Sea L, el n-ésimo nimero de Lucas, se verifica que

Hm Ln—i—l o

n—oo n
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Ademés, en esta ocasion, a mayores podemos relacionar a la sucesion de ntiimeros de Lucas y a
la de Fibonacci con otra constante.

Propiedad 2.3. Sean F),, L, los n-ésimos nimeros de Fibonacci y de Lucas, respectivamente.
Entonces,

[]

En otras palabras, si un nimero de Lucas, en la posicién n de la sucesion companera de Lucas, es
dividido por el nimero n-ésimo correspondiente de la sucesion de Fibonacci, el cociente aproximado
de ellos es /5.

Ejemplo 2.4. Cogiendo los nimeros implicados de la tablas y :

Lis 5778

= 2,236068... ~ V5
Fis 2584 ~ V5

Esta relacion también se mantiene, por supuesto, con el cociente F), /L, ~ 1/\/5
Incluso se pueden encontrar, al igual que sucedia para Fibonacci, resultados todavia méas gené-

ricos para estos limites. Por ejemplo,

1fm Lnta _ o’
n—oo

n

para un a > 1 fijo. (En libros como [14] y [21])

2.3. Propiedades de los nimeros de Lucas

Lo primero que haremos es buscar més propiedades que nos relacionen los niimeros de Lucas con
los nimeros de Fibonacci, ya que venimos observando que van a estar estrechamente vinculados.

Cuando nos fijamos en los términos de una sucesion y de la otra, nos percatamos de lo siguiente:

n:01,2345678

Fpi0, 1, 1, 2, 3, 5 8, 18 21,.
YTy
Lp:2, 1, 3, 4 7, 11,18,29,47, ..

Figura 2.1: Relacion visual nimeros de Lucas y num. de Fibonacci

Esto da pie a nuestras primeras propiedades.
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Propiedad 2.5. Los numeros de Lucas se pueden escribir en funcion de ntimeros de Fibonacci,
cumpliéndose las siguientes relaciones:

(1) Ln: n+1+Fn—1:Fn+2Fn—17 n=>1

(i) L, =2F,.1 — F,, n>0

(111) Ln = 'ny2 — Fn—?a n =2
Demostracion. Son propiedades practicamente equivalentes.

(i) La primera igualdad no la demostramos. Salta a la vista en la imagen.
Se puede escribir de esa otra forma que exponemos en la segunda igualdad, si tenemos en
cuenta la relacion de recurrencia (1.1]) para F, 11, es decir, es claro que

FnJrl_'—anl:(Fn—i_anl)_'—anl:Fn_‘_Qanl-

(ii) De forma similar, usando la misma relacion de recurrencia de nuevo (F,1 = F, + F,,_1),
pero esta vez apliciAndola sobre F,_;.

Ln: n+1+Fn71:Fn+1+(Fn+1_Fn):2Fn+1_Fn-

(iii) Se obtiene a partir de (i) y usando esta vez la relacion de recurrencia para F, o y F,, sélo
que despejandolas y aplicAndolas después a los términos que nos interesan.

Ln: n+1+Fn—1:<Fn+2_Fn)+(Fn_Fn—2):Fn+2_Fn—2-
]

Estas formulas nos escriben los ntmeros de Lucas L, respecto a los nimeros de Fibonacci.
Sin embargo, también encontramos propiedades a la inversa, es decir, que nos escriben el n-ésimo
nimero de Fibonacci F,, en funcién de los nimeros de Lucas.

Propiedad 2.6. Los numeros de Fibonacci verifican la siguiente relaciéon con los ntimeros de

Lucas:
Ln+1 + Ln—l

)
Esta formula, que no nos vamos a parar a demostrar, figura asi y con este formato en los apuntes
de [27], pero hay que tener en cuenta que en numerosos libros y otras fuentes de informacion nos
puede aparecer en cualquiera de sus otras multiples versiones, es decir, es equivalente a

F, =

S5F, = LnJrl +Ly1=L,+2L, = 2Ln+1 — L, = Ln+2 — Ly_s.

Recordemos que con Fibonacci, las primeras propiedades que mencionamos fueron aquellas
relativas al maximo comun divisor, pues bien, para los niimeros de Lucas, también tenemos equi-
valentemente:

Propiedad 2.7. Para n > 0, se cumple que

MCD(Ly, Lnst) = 1,
MCD(Ly, Lnss) = 1.

Nota: Para L, 3 no es cierto, puede ser MCD(L,, L,43) # 1.
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Demostracion. Por reduccion al absurdo o contradiccion (como en Fibonacci).
Para la nota nos vale con encontrar un contraejemplo, como MCD(Ls, Lg) = MCD(4,18) =2. O

Continuando con propiedades para los nimeros de Lucas que son equivalentes a aquellas que
vimos para Fibonacci, nos encontramos con los sumatorios lineales y no lineales siguientes. Todos
demostrables por el Principio de Induccion.

Propiedad 2.8. Para n > 0, se cumple que 2:}:0 L.=Lo+Li+ Lo+ -+ L,=1Lyo— 1
Propiedad 2.9. Para n > 0, tenemos la suma de cuadrados Y - (L,)* = L,Ly41 — 2..

Propiedad 2.10. Para n > 1, se verifica lo siguiente:

(Suma de impares) Z Lop_1 =L+ Ls+ L5+ ..Loy_1 = Loy, —2

r=1

(Suma de pares) Z LQT = LQ + L4 + L6 + Lgn = L2n+1 —1

r=1

Otros sumatorios que nos encontramos cuando hablamos de los niimeros de Lucas son los que
reunimos a continuacion.

Propiedad 2.11.

n—1 n
Z(L%H)Q = Fy, — 2n; Z(sz)z = Fipyo +2n — 1;
k=0 =1

Y FiL,y=(n+1)F,
k=0

También vamos a tener propiedades con series infinitas, como la funcién generadora.

Propiedad 2.12. Sea L, el n-ésimo niimero de Lucas, se verifica:

> 2 X

Z L, X" = T x_x2 funcion generadora.
k=0
rk r2—r—1
k=0

Siendo esta segunda serie convergente cuando |r| < é, con « el ntimero atreo.

Si seguimos echando la vista atras a propiedades que teniamos para los niimeros de Fibonacci,
un resultado que nos era bastante util cuando trabajabamos con ellos era la identidad de Cassini.
Comparable a esta propiedad, tenemos para los nimeros de Lucas:

Propiedad 2.13. Para n > 1, es cierta la igualdad:

Ly 1Ly — L2 =5(—1)"""

n

Recordemos que cuando demostramos la identidad de Cassini, nos vino bien usar la forma
matricial que teniamos para los ntumeros de Fibonacci.
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En el caso de los ntimeros de Lucas, también vamos a poder representarlos a través de matrices
con la ayuda de la matriz que ya teniamos del capitulo 1.

Veamos pues la forma matricial, puesto nos es conveniente utilizarla para demostrar propiedades
como la que acabamos de enunciar.

2.3.1. Lucas con matrices

Partiendo de la siguiente matriz:

La multiplicamos por M" con el objetivo de encontrar nuestra matriz para los nimeros de Lucas.
Ln+1 Ln o 1 2 Fn+1 Fn o
Ln Ln—l B 2 -1 Fn Fn—l B

-4 ] =l A

Al hacer esto se cumplen las relaciones:

Lny1 = Foyp1 + 2F,,
L, =F,+2F, 4,
L,=2F,, — F,,

L, 1=2F,—F,_,.

Sabemos que se satisfacen, como vimos al comienzo de la secciéon, y de ahi que hayamos definido
también la matriz N de esa forma.

Gracias a esta forma matricial se pueden demostrar més propiedades, como una equivalente a
aquella propiedad del maximo comiin divisor.

Teorema 2.14. Propiedad del MCD para Lucas
Sean m,n enteros positivos impares tales que m > n > 1, entonces,

MCD(Lm> Ln) = LMCD(m,n)~

Esta vez si nos fijamos, la propiedad es restringida a m, n impares, esto es debido a que también
los lemas basicos previos de los que se sustenta esta propiedad y su demostracion, ahora tienen
esta restriccion. Lemas de apoyo similares a aquellos que vimos con el lema [1.25| y compania,
v que se pueden encontrar en cualquier libro de texto o fuente de informacion como [28]. Mas
congruencias y criterios de divisibilidad en [45]. Por ejemplo, ahora tenemos que

Lema 2.15. Sea m impar. Entonces L,|L,, si y solo si n|m.

—0—0—0—0—0 —

Volviendo a la identidad de Cassini, con esta nueva forma de representar los nimeros de Lucas
y a través de los determinantes, podemos ya cumplir nuestro objetivo de demostrar esa nueva
expresion, comparable en importancia a la identidad que teniamos para Fibonacci.
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Demostracion. Paran > 1,

Fn+1 Fn
Fn Fn—l

Ln Ln—l

Ln+1 Ln
2 -1

>

Esto es, L,y 1L, 1 — L2 = (=5)(Fhy1F,_1 — F?) y por la identidad de Cassini que tenfamos para
los nameros de Fibonacci:
Ly 1Lpy — L2 =5(—1)""

n

]

Otra propiedad del estilo, pero que involucra tanto a los nimeros de Lucas como a los ntimeros
de Fibonacci, relacionando a ambos, es

Propiedad 2.16. Para n > 0, se satisface

L2 =5F? +4(-1)"

Demostracion. Sabemos que L, = F,, + 2F,, ;. Luego,

L721 = (Fn +2Fn—1)2 = F’r% +4FnFn—1 +4F3_1
= Fs + 4F7L—1(Fn + Fn—l) - Fg + 4Fn—1Fn+1

Vemos ya la similitud entre esta expresion y la que queremos demostrar. Practimente lo que nos
queda es aplicar la identidad de Cassini Fy, 1 F,,_1 — F? = (=1)".

L2 = F? 4+ 4F, \Foy1 = F2 + A(F, 1 Fy1— F2)+4AF? = 5F2 + 4(—=1)™.

En esta demostracion, queda destacada de nuevo la relevancia de la identidad de Cassini.
No es de extranar pues, que exista a mayores una generalizaciéon de dicha identidad, establecida
por el matematico belga Eugéne Charles Catalanf|en 1879.
Aunque esta generalizacion siga siendo para los niimeros de Fibonacci, no la hemos visto hasta
ahora porque su demostracién implicaba mas conocimientos que los que tenfamos en el capitulo
1 y necesitdbamos de los niimeros de Lucas. De hecho, su demostraciéon es algo larga y apenas
daremos un par de indicaciones.

Teorema 2.17. Identidad de Catalan - Generalizacion de la Identidad de Cassini
Para n > r > 0, es cierto que

Fo o Fppy — F2 = (1" 2,

Demostracion. Usamos la forma de Binet para los nimeros de Fibonacci.

Oén—r_ﬁn—r Oén—i-r_ﬁn—l—r an_ﬁn 2
a=f  a-p _(a—ﬁ>

2Este matematico nacido en Brujas (1814-1894) es méas conocido por descubrir los ntimeros de Catalan, mientras
consideraba la solucién del problema de diseccionar un poligono en tridngulos a través de diagonales que no se
cruzan. Se llaman asi por su apellido, el cual no adopté hasta los 7 anos cuando sus padres finalmente se casaron.
En general, tuvo una vida llena de logros. En 1894, de hecho, fue invitado a la Ecole Polytechnique para celebrar
el centenario de su fundacion y como uno de los exalumnos vivos mas antiguos, pero al final no asisti6. Su esposa
enfermo ese ano, él se derrumb6 y fue trasladado al hospital por una neumonia. El 11 de febrero murio6 la mujer y
el propio Catalan tres dias después.

ananJrr_Fg:
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Lo siguiente sera operar y aplicar propiedades de a y (3 (tabla , como
(= p)*=(V5)* =5,

Oéﬁ - _17 a_l = _B7 6_1 = —Q.

Se llega asi a una expresion del tipo

(_1)n+r+l(a2r _|_52r) _|_2(_1)n
5

FH—TF'IZ—"-’I‘_F?’%:

Aqui entran en juego los nameros de Lucas. Recordando su forma de Binet (2.1)), tenemos que
Lo, = o 4 B?". Y aplicando a continuacion otra féormula conocida para Lo, tenemos

(=)t Ly, +2(=1)"  (=1)"TTH(EF2 +2(—1)") + 2(—1)"

5 - 5 *)

Operando, este cociente es

2
(_1)n+r+1Fr2 + 5((_1)7%4-27"4-1 + (_1)71) — (_1)n+r+1FT2

(Demostracion completa en [14]). O
En (%) hemos usado una relacion para Lo, que aiun no hemos visto, pero ahora, teniendo
ya expresiones como la equivalente a la identidad de Cassini o la propiedad [2.16] junto con la

posibilidad de poder trabajar también con la forma matricial y la forma de Binet, estamos en
disposicion de demostrar muchas més propiedades como las que vienen a continuacion.

Propiedad 2.18. Para n > 0, se cumple:

(i) Fon = Lo F,

(i) Lon = 5F2 + 2(—1)" = L2 4 2(—1)"+! = % (5F2 4 I2)
Demostracion.

(i) Esta forma de definir Fy, es bastante utilizada y sencilla de demostrar. Basta usar formas
de Binet.

n __ An 2n _ A2n
Loy = (a7 + 6 g _a ijﬁﬁﬁW LA

(ii) Lo, tiene muchas propiedades y formas de ser definida. Demostraremos en detalle la primera
igualdad, por ser la que hemos utilizado ya en una de nuestras demostraciones.

Utilizando la forma de Binet para los nimeros de Lucas y af = —1 (tabla ,
L} = (" + ") =™ + B + 2(aB)" = Loy + 2(—1)".
Y usando esto en la propiedad
5E; = Ly —A(=1)" = (Lo + 2(=1)") = 4(=1)" = Ly, — 2(=1)",

es decir, 5F2 + 2(—1)" = Ly,.

Las otras igualdades deberian ser faciles de relacionar con ésta primera que hemos demos-
trado.
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No son méas que el resultado de aplicar debidamente la propiedad a la igualdad que ya
tenemos.

- En una, 5F? +2(—1)" = 5F2? 4 2(=1)"+2(—1)" — 2(—1)" = L2 4+ 2(—1)"".

- En la otra, sabiendo que 2(—1)" = (L? — 5F?)/2.

Propiedad 2.19. Los ntimeros de Lucas cumplen:
Lm+n = Lm+1Fn + Lanfla
Ly = LmLm(nfl) + (_1)m+1Lm(n72)-
Demostracion. Estas expresiones tienen demostraciones tediosas, pero faciles de demostrar con la
forma matricial.
Por ejemplo, para la primera solo hay que utilizar las relaciones:
Fm—H’L :Fan+1+Fm—1Fn7 Fm+n+2 :Fm+2Fn+1+Fm+1Fn7

que salian de utilizar la matriz M".
Suméandolas y por equivalencias entre los nimeros de Lucas y los de Fibonacci,

Fm+n+2 + Fm+n - (Fm—i-Q + Fm)Fn—i-l + (Fm+1 + Fm—l)Fn
Lm+n+1 - Lm+1Fn+1 + Lan

Solo es cambiar n por n — 1.

(Para mayor informacion consultar [21], p.364]). O

Propiedad 2.20. Para m,n enteros positivos, son ciertas las igualdades:
2Fin=F,L,+ L, F,,
2Lyin = LyyLy + 5F, F,.

Demostracion. De nuevo, gracias a la forma matricial de los ntimeros de Fibonacci, sabemos que
se cumplen:

Fm—H’LZ m+1Fn+Fan—17 Fm+n:Fan+l+Fm—an~

Y como en la demostracion de la propiedad anterior, s6lo es sumarlas y aplicar equivalencias entre
nimeros de Fibonacci y niimeros de Lucas.

2Fm+n = Fm(Fn+1 + Fn—l) + Fn(Fm—i-l + Fm—l) = Fan + Fan
[gualmente, la segunda no seria dificil de demostrar. O]

Por tltimo, otras expresiones que se demuestran usando la propiedad y que pueden recibir
hasta la categoria de teorema son:

Teorema 2.21. Para n > 0, se verifica que,
F,+ \/b5F2 4+ 4(-1)"
2 )

Ly ++/5(L3 — 4(-1)")
5 :

(i) Fop =

(ii) Ln—i-l -
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Demostracion.

(i) Sabemos que L,, = 2F, ;1 — F,, por una de las primeras propiedades ya vistas. Ahora, usando
como expresion de partida la propiedad [2.16] tenemos

L2 =5F? +4(-1)" = (2F,41 — F,)*=5F+4(-1)",
2F, 41 — F, = £1/5F2 + 4(—1),
F,+£/5F2+4(-1)"

Fn+1: 9

Es mas, como Fj, > 0, de hecho tenemos justamente

F,+\/5F2+ 4(—1)
; .

Fn+1 =

(ii) Se demuestra de forma anéloga a (i). Partimos de nuevo de la propiedad [2.16} solo que
esta vez utilizaremos la propiedad 5F,, = 2L, +; — L,. Entonces, sabiendo que se verifica la
relacion F,, = (2L,,41 — Ly)/5, se cumple que

2L, 1 — L,)?
L2 =5F2 4+ 4(-1)" = L[> = 5( “52 ) +4(—1)",

(2Lpt1 — Ln)2 = 5<L3L —4(=1)").

Despejando de aqui L, 1, y teniendo en cuenta que los nimeros de Lucas L, > 0, queda
demostrado.

Finalmente, s6lo nos queda por decir que los nameros de Lucas, al igual que los de Fibonacci,
también se pueden escribir en forma combinatoria. Estas son algunas de las propiedades que se
dan con ntmeros combinatorios.

Propiedad 2.22. Paran >0,

S (et S0 (-

k=0

i (2;) Lo = 5" Lo, = i (2:> (Li)?.

k=0

2.4. Aplicaciones y ejemplos

La sucesion de numeros de Lucas también presenta numerosos ejemplos, muchos de ellos simi-
lares a aquellos vistos para la sucesion de Fibonacci. De hecho, teniendo en cuenta que la relacion
de recurrencia sigue siendo la misma, s6lo nos detendremos para anadir algin detalle de nueva
aportacion, no mucho mas.
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Por ejemplo, seguiremos teniendo casos que
aparecen en la naturaleza. No es de extranar,
13 porque si la relacién de recurrencia es la misma,
21 sus raices, y entre ellas el nimero de oro, siguen

3 y siendo las mismas.
5
\ Existe entonces una relacién entre la espiral

del nimero de oro y lo que llamamos la espiral de
Lucas, que no es mas que una buena aproxima-
cion de esta primera espiral, hecha con cuartos
34 de arco, cuando los términos son grandes.

Es interesante notar que, entonces, también
hay conchas con forma de espiral o ciertos tipos
de fruto o flor, como algunos girasoles que tienen
muchas espirales tanto en sentido horario como
en sentido antihorario, que presentan espirales
de Lucas adyacentes.

Figura 2.2: Espiral de Lucas

Por supuesto, también las sucesion companera de Lucas sigue teniendo su utilidad y aplicacion
en el ambito de los juegos y las composiciones.
Si recordamos el caso de composicion mas sencillo que vimos para los nimeros de Fibonacci, el
ejemplo [1.39] éste se puede adaptar a los ntimeros de Lucas.

Ejemplo 2.23. Vimos que las posibles composiciones (sumas) de un nimero entero positivo n,
donde sblo admitiamos escribir estos sumandos con 1's y 2's, era F,1,n > 1.

Pues bien, de estas F}, .1 composiciones, si nos fijamos en aquellas que empiezan y terminan con
2's son justamente la misma cantidad que si contamos las composiciones que podemos hacer del
entero n — 4 en sumandos de 1's y 2's, es decir, F;,_3 = F{,,_4)11 composiciones posibles.

En consecuencia, si lo que queremos es saber el nimero de composiciones de n (en sumandos de
s y 2's) que NO empiezan y NO terminan con 2, es decir, hallar aquellas composiciones que
comienzan y/o acaban por 1, solo es calcular el siguiente nimero:

FnJrl - an?; = F(TL—1)+2 - F(n—l)—Q = Ly_.

Este ejemplo a su vez, nos llevaba a otro caso ain mas visual, el ejemplo [1.40, donde una vez
més, la naturaleza jugaba su papel presentandonos una situacion en la que tenemos un panal de
abejas y donde el espacio por el que se movian las abejas eran casillas hexagonales.

Ejemplo 2.24. Tenemos de nuevo un panal con casillas hexagonales, y en el que recordemos que
las abejas tenian dos opciones de desplazamiento: en diagonal (,* / ) o un avance recto (—),
que equivalian respectivamente a +1 o +2 si lo comparamos con las composiciones del entero n
que hemos mencionado en el ejemplo anterior.

En este cuadro, el nimero de caminos que podia realizar la abeja desde la casilla de salida (.5)
hasta la casilla nimero (n) eran F),,; caminos posibles.

Con estas mismas condiciones y en este tipo de ejemplo, podemos encontrarnos nimeros de
Fibonacci y de Lucas haciendo los calculos correspondientes en diferentes situaciones:

» L, caminos NO comienzan con el movimiento horizontal (S) — (2) y NO terminan con
un movimiento (n — 2) — (n). Queda claro del ejemplo anterior y su equivalencia con no
empezar y terminar con +2.
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» Para un n par, hay L,_; caminos que NO comienzan con (S) N\, (1)  (2) y NO terminan
con (n—2) N\, (n—1) 7 (n).

» Para un n impar, existen L,_; caminos que NO empiezan con (S) N\, (1) ' (2) y NO acaban
con (5) 7 (1) N\ (2),

» Para un n par, existen F,,;; — F,,_; = F,, caminos que NO son iniciados con (S) N\, (1) y
NO finalizan con (n — 1) / (n).

» Para un n impar, hay F,, caminos que NO parten del trayecto (S) N\, (1) y NO acaban con

(n—1) N (n).

Efectivamente, si hay ejemplos relativos a composiciones y juegos de palabras, también los
habré en el campo de teoria de juegos, el ajedrez...
Comencemos primero con un tablero sencillito de ajedrez de so6lo dos filas, es decir, como aquel
que aparecia en el ejemplo [1.36]

Ejemplo 2.25. En el ejemplo que vimos para Fibonacci teniamos un tablero de dimensiones 2 x n,
para un n > 1. Al rellenar dicho tablero con fichas o baldosas de tamafio 1 x 2 (fichas horizontales)
y de 2 x 1 (verticales), podiamos completarlo de F),; formas diferentes.

Nos encontramos con mas nimeros de Fibonacci y de Lucas cuando queremos contar:

= El ntiimero de embaldosados que NO tienen dos piezas horizontales cubriendo los cuatro
cuadraditos de las columnas 1 y 2, y NO hay otras dos piezas horizontales rellenando las
columnas n — 1 y n. Este ntimero es Fj,,1 — F,, 3= L, ;.

= El nimero de formas de poner las baldosas tal que NO hay dos piezas verticales cubriendo
las columnas 1 y 2, y NO hay tampoco otras dos piezas verticales en las columnas n — 1y
n. Al hacer cuentas, el resultado es también L,,_;.

= El nimero de casos de baldosas dispuestas de tal forma que NO hay una baldosa vertical en
la columna 1 NI en la columna n. El resultado es F,,.

Similar a éste, teniamos también el ejemplo que iba sobre un tablero de ajedrez, pero esta
vez de tamano 1 X n, para un n > 1y con fichas o baldosas cuadradas 1 x 1 y rectangulares 2 x 1.

Ejemplo 2.26. Teniendo un tablero de ajedrez y unas fichas para rellenarlo como las descritas
en el parrafo anterior, podemos encontrar nimeros de Lucas y de Fibonacci en las siguientes
situaciones:

= El nimero de opciones que tenemos para tapar el tablero con fichas que NO sean una
rectangular al comienzo y una rectangular al final es L,,_;.

= El ntimero de tableros embaldosados que NO empiezan y acaban con dos baldosas cuadradas
al inicio del tablero y otras dos al término de éste, es también L,,_;.

= Las opciones de tapar el tablero que NO incluyen usar una ficha cuadrada al principio y otra
cuadrada en la dltima posicion, es el numero F,.

Aunque todos estos ejemplos son algo mas cotidianos, no olvidemos la relevancia de las suce-
siones en el ambito de la ciencia en general.
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La sucesion de niimeros de Lucas, como muchas otras sucesiones, se puede utilizar en el mundo
de la informatica y en muchas otras ramas cientificas, como son la fisica, la probabilidad y, por
supuesto, las matematicas.

En concreto, seguimos teniendo ejemplos en teoria de grafos.

Ejemplo 2.27. Los niimeros de Lucas intervienen cuando trabajamos con diagramas de Hasse y
vallas.

Un diagrama de Hasse es un concepto que se utiliza cuando tenemos un grafo dirigido o digrafo
bastante complejo, como el de la figura a), y para una cierta relacion de orden parcial (ﬁnito)ﬁ] .
Este tipo de diagrama, lo que va a hacer es simplificar:

= Si hay un bucle, como sabemos que una relacion de orden parcial tiene propiedad reflexiva,
no nos molestamos en representar los bucles, se dan por supuestos.

= Cuando tenemos un camino dirigido, por ejemplo, de x a y, en un diagrama de Hasse donde
se da la propiedad transitiva para un orden parcial, a veces ya se sabe que existe el camino
xy en nuestro digrafo, por transitividad, asi que omitimos caminos innecesarios.

= Omitiendo las flechitas de los caminos dirigidos. Por convenio los caminos estan todos diri-
gidos hacia arriba en este tipo de diagramas.

Como resultado se obtienen diagramas de Hasse como el de la figura b).

2

(a) (b)

Figura 2.3: Grafos - diagrama de Hasse

Cuando utilizamos diagramas de Hasse para érdenes parciales como los que aparecen en la
figura de la siguiente pagina, decimos que estos érdenes parciales son ejemplos de vallas o zigzags.

3Entendemos por orden parcial (sobre un conjunto A) una relacion R que cumple las siguientes propiedades:
1. Reflexiva: aRa, Va € A.

2. Antisimétrica: aRby bRa = a = b, Va,b € A.

3. Transitiva: aRb y bRc¢ = aRe, Va,b,c € A.

Cuando tenemos un conjunto A con la relacién de orden parcial R hablamos de un conjunto parcialmente
ordenado (A, R).
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Iy ) ;]:4 T .’L’4

Iy I3 I I3 x Ty Z5
xy Ray 1 Rey  a3Ray x| Rz, xyRay
w3 Rxy x3Ra, zy R xslay
(a) Z3 | (b) Zy|(c) Zs

Figura 2.4: Grafos - vallas o zigzags

Estos zigzags los denotamos por (Z,, R), donde n es el numero de vértices en el diagrama de
Hasse y donde R es la relaciéon que viene determinada como sigue:
Si zg, Tyl € 4y, entonces
1) 21 Ry 1, cuando k es impar.
2) x41Ray, cuando k es par.

Pues bien, cuando contamos el nimero de o6rdenes ideales en nuestros (Z,, R) nos aparecen
ntimeros de Fibonacci y tenemos

01:2702:3

Op =0p_1+0p_o, >3

y donde o, = F,, 12, n > 1.
(Vease [I4, p.105] si queremos ver como se llega a este resultado.)

Definicién 2.28. (Nota)

Si tenemos (A, R) orden parcial y un subconjunto I de A.

I C A es relacion de orden ideal o semiorden de (A, R), si para todo z,y € A
cuando = € I y yRx, entonces esto implica que y € 1.

Existen también otros tipos de 6rdenes parciales llamados vallas cerradas o corrales.
La diferencia entre éstos y una valla zigzag de n vértices es que ademas para n > 4 se da ademaés
la relacion z1Rzx,.

T 2 11’2 -L‘4

Ty I T3 I &I &Is

Rz, xRz, 23R7, xRz, z3Rzy  25Rzy

xRz, 3R, x Rg z3Rxy  xsRrg
1 4 3514

Figura 2.5: Grafos - vallas cerradas o corrales
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En estos corrales, como los de la imagen anterior, se llega al resultado siguiente en el que esta
vez se usan numeros de Lucas. Un corral con n vértices, donde n es par,

Fn71+Fn+1:Ln7 n=>2

tiene L,, 6rdenes ideales.
(Vease [14, p.107].)

Tras todos estos ejemplos y propiedades con nimeros de Fibonacci y de Lucas tan estrechamente
relacionados, lo siguiente que nos preguntamos es si con tanta similitud entre ambas sucesiones y
si realmente tienen una misma relaciéon de recurrencia, no podemos llevar todo esto a un caso mas
general que aune las sucesiones que son de este tipo.

Aqui es donde entran en juego lo que vamos a llamar las sucesiones (generales) de Lucas, entre
paréntesis generales porque no queremos confundirlas con la sucesion de los ntimeros de Lucas que
acabamos de tratar, sino que son aquellas sucesiones con una determinada relacién de recurrencia
més genérica. Tanto los nimeros de Fibonacci, como los nimeros de Lucas no seran més que
ejemplos y casos particulares de sucesiones de Lucas. Aclaremos esto.
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Capitulo 3

Sucesiones (generales) de Lucas

Las sucesiones de Lucas son un caso claro de sucesiones enteras recursivas y existen multiples
ejemplos conocidos. Entre ellos, son sucesiones de Lucas: los niimeros de Fibonacci y los ntimeros
de Lucas, que ya hemos visto, y otros como los nimeros de Pell, los niimeros de Mersenne, los
niimeros de Jacobsthal o el superconjunto de nimeros de Fermat. Hablaremos de algunas de estas
sucesiones concretas de Lucas en este capitulo.

Antes, veremos propiedades y como vienen definidas las sucesiones de Lucas del primer tipo
(Un(P,Q))n>0 vy las del segundo tipo (V,,(P,Q))n>0, con Py @ constantes enteras no nulas. A
partir de ahi, seremos capaces de distinguir bien que la sucesiéon de Fibonacci pertenece al primer
grupo y no confundiremos estas sucesiones generales de Lucas con la sucesion de nimeros de Lucas,
que es una sucesion especifica del segundo grupo. De hecho, la llamabamos sucesion companera
de Lucas para distinguirla y porque a todas las sucesiones del segundo tipo (V,,(P,Q))n>0 se las
conoce con este calificativo, como vamos a ver a continuacion.

3.1. Definiciones recursivas

Las sucesiones (generales) de Lucas, nombradas asi por ser otra de las aportaciones de Francois
Edouard Anatole Lucas al mundo de la sucesiones, vienen definidas a partir de dos constantes
enteras no nulas P, ().

En estas sucesiones, como en todas las que hemos visto hasta ahora, vamos a ser capaces de
determinar los proximos términos si conocemos los anteriores a éstos, luego, haciendo uso de esta
propiedad podemos definir las sucesiones de forma recursiva, eso si, una definiciéon que depende
de las constantes mencionadas P y ) y del concepto llamado discriminante. Vedmoslo.

Definicion 3.1. Sucesiones recursivas de Lucas

Para todo n > 0y sean U,, = U,(P,Q) y V,, = V,,(P, Q) los n-ésimos términos, se definen por las
relaciones de recurrencia:

I) Primera sucesion de Lucas / Sucesion de Lucas de primera clase.

1. Uy=0, U1 =1 (Condiciones iniciales)

2.U,=P-Up1—Q-U,—a, ¥n>2 (Relacion de recurrencia)

Con U = (Upn(P, Q))n>0 la sucesion de primera clase de Lucas con parametros (P, Q).
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IT) Segunda sucesion de Lucas / de segunda clase / Sucesion companera de Lucas.

1. Vo=2, =P (Condiciones iniciales)
2. Vo=P- Vo1 —Q Vg, ¥n>2 (Relacion de recurrencia)

Con V = (V,(P,Q))n>0 la sucesion de segunda clase de Lucas con parametros (P, Q).

Cualquier sucesion que satisfaga la relacion de recurrencia que aparece en esta definicion,
se puede representar como una combinacion lineal de las sucesiones de Lucas (U,(P,Q))n>0 ¥

(Va(P, @))nz0-

De manera més general, las sucesiones de Lucas U y V representan sucesiones de polinomios
en Py @ con coeficientes enteros. Y si estos polinomios toman ciertos valores, entonces es cuando
pasan a ser sucesiones de nimeros enteros.

De hecho, teniendo en cuenta las definiciones que acabamos de dar, podemos observar los
términos iniciales de las sucesiones U y V' que reunimos en la siguiente tabla:

n | Un(P,Q) Va(P, Q)

0]0 2

1)1 P

2| P P2 —2Q)

3| P2—-Q P3 —3PQ

4 | P2 —2PQ Pt — 4P2(Q) + 2()?

5 | P*—3P%Q + Q? P5 —5P3Q + 5PQ?

6 | PP —4P3Q +3PQ? | P’ —6P*Q +9P%Q* — 20

Tabla 3.1: Términos iniciales de las sucesiones de Lucas

Términos que dependen de P y (), unas constantes sobre las que atin podemos especificar mas.

Si nos fijamos en el polinomio caracteristico, que extraemos de la relacion de recurrencia que
tienen todas las sucesiones de Lucas (las de primera y segunda clase), obtenemos que la ecuacion
- P-x+Q=0

tiene raices caracteristicas
Lo P EVEP?-4-1-(Q) _ PE VP —4Q
2-1 2

donde P y (), como ya sabemos, son ntimeros enteros fijos, y el radicando P? —4Q = D es lo que
conocemos como discriminante.

Entonces, en este contexto, las dos raices obtenidas a y 3, nos dicen también que las constantes
son exactamente P =a+ 8y Q = - con a # 3. Ademas, el discriminante D = (a — 3).

En la siguiente seccion, mientras recordamos algunos conceptos y estudiamos las formas de
Binet para estas sucesiones, encontraremos también una explicacién mas precisa de como llegamos
a estas conclusiones anteriores.

3.2. Formas de Binet

Estamos buscando expresiones explicitas de las sucesiones de Lucas, por eso, como hemos hecho
en otras ocasiones, estudiamos primero la ecuacién caracteristica.
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Esta ecuacion caracteristica, se consigue simplemente sustituyendo por Az"™ en la relacién de
recurrencia genérica x, = P -z, — Q) - T,_2 que aparecia en la definicion [3.1] Obtenemos,

Az" =P - Az" P — Q- Ax" 2.

Una vez hecho esto, al simplificar la expresion Az" (22— P-2+Q) = 0, conseguimos finalmente

la ecuacidén mencionada
??—P-2+Q=0,

que hemos resuelto como cualquier ecuaciéon de segundo grado, obteniendo las raices:

_ P+P2-4Q P+VD v ﬁ_P—\/m_P—\/ﬁ
n 2 N 2 N 2 N 2

(67

donde D es el discriminante D = P? — 4Q).

Simplemente operando, es como nos percatamos de que

» aff = PQ;D = Q, puesto que D = P? — 4Q.

.a_gzﬂﬂ%#u§:¢5:¢p4a_m?

Tenemos en cuenta, que la sucesion (o) y la sucesion (") satisfacen la relacion de recurrencia.
Sin embargo, es posible que éstas no sean sucesiones enteras.

Por linealidad, sabemos que las sucesiones de la forma
xn:pan—i_qﬁna p7q€R>n20

cumplen la relacion de recurrencia x, = P - x,_1 — Q - x,,_o.

En funcién de si estamos hablando de sucesiones de Lucas de primera clase o de segunda
clase, calculamos estas constantes arbitrarias p y ¢, que no hay que confundirlas con (P, @), los
parametros de los que dependen nuestras sucesiones (generales) de Lucas.

- Paran=0:
0=Uy=p-1+¢q-1
2=Vy=p-1+q-1

- Paran=1:

1:U1:p.a+q.5:p<¥> +q<ﬂ>

P:‘/lzp.a_Fq./B:p(w)_Fq(w)

Hemos hallado los sistemas,

p+q=0 ptqg=2
“){ p(PH/D) 4 g(2=YD) — | (2){ P4vD) 4 ¢(P=VD) _ p
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En el sistema (1), al resolver ¢ = \;_11’) yp=—q= \/Lﬁ_
Podemos expresar entonces U,, de forma explicita como

1 1 n_gn
" —pn=12 LA

VD VD vD 7

Ademas, recientemente acabamos de justificar que @ — f = v/ D. Luego,

Un

O(n—ﬁn

U=,
a—f

n>0 (3.1)

Esta es la forma de Binet para las sucesiones de Lucas de primera clase.

Resolviendo el sistema (2), en esta ocasion p y ¢ son los valores:
g=1, p=2-¢=1
Por lo tanto,

’Vn:a”—l—ﬁ”, n>0 (3.2)

Es la forma de Binet para las sucesiones de Lucas de segunda clase.

Hemos procedido paso por paso, quedando bien demostradas estas formulas que, si nos fijamos,
son coherentes con aquellas calculadas con anterioridad.

La sucesion de Fibonacci es una primera sucesion de Lucas. Efectivamente, tiene términos
iniciales 0 y 1, con parametros P =1y () = —1, su relacién de recurrencia es

Un(l,=1) = 1- Uy — (=1) - Up_s
F,=F,_1+F,

Su discriminante es entonces D = P2 —4Q = 12 — 4(—1) = 5.
Y su forma de Binet concuerda con la ya obtenida en el capitulo 1 ([1.1]), puesto que es

La sucesion companera de nimeros de Lucas es una segunda sucesion de Lucas, con los mismos
parametros (P, Q) = (1, —1) que la sucesiéon de Fibonacci. Sus términos iniciales cumplen que son
2y P = 1. La relacion de recurrencia es la misma que la de Fibonacci, ya que tienen los mismos
parametros, es decir,

Vo(l,=1)=1-V,o1 — (1) -V,
L,= Ly 1+ L,

Su forma de Binet, como acabamos de demostrar, es exactamente la que aparecié por primera vez

en el capitulo 2 (2.1).

Vo,=a"+ 5", n>0.

En estos ejemplos, vemos que el parametro () si que puede tomar valores negativos, pero sin
embargo, para P, se supone que P > 1 debido al siguiente resultado.
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Proposicién 3.2. Paran > 1y sean U,, V,, los n-ésimos términos de las sucesiones de Lucas de
primera y segunda clase respectivamente. Se cumple la siguente equivalencia entre los términos
con parametro negativo —P y los términos con parametro P,

Un<_P7 Q) = (_1>n71Un(P7 Q)

Vo(=P,Q) = (—=1)"VW(P, Q)
Demostracion. Por las férmulas de Binet:

Va(~P,Q) = a" + " = (ﬂ) + (ﬁ)

_ ((—1><P—@>>"+ <<—1><P+«B>>":

2 2
<P—@>n+ <P+\/5>n

= (=" 2 2

= (=D)"(B" +a") = (=1)"Va(P, Q).

Lo hemos demostrado para V,, porque es un poco mas sencillo ver la equivalencia. En cualquier
caso, se demuestra de forma analoga para U,. O

También estamos suponiendo que D # 0y que a y 3 son raices distintas. Sin embargo, se puede
dar el caso en el que no lo sean.

P
Cuando D = 0, tenemos en realidad una raiz repetida, de modo que o = § = — = S. Lo

denominamos S, para obtener expresiones mas sencillas que dependen s6lo de este pardmetro.
Resumiendo, este caso ocurre exactamente cuando P = 25 (P/2 = S5) y Q = 5% (P? = 4Q) para
algin nimero entero S. Ademas, se verifica rdpidamente por las formas de Binet que

an_ﬁn

Un(P,Q) = U,(2S,5%) =nS™ ! (derivada de S, indeterminacién en Ty
a —

)
Vo(P,Q) = V,(25,5%) = 25" (= a" + " = S" + S")

Por dltimo, y para finalizar con esta seccién, remarcamos que las raices estan jugando un papel
fundamental cuando hablamos de expresiones explicitas y formas de Binet para las sucesiones de
Lucas. Por ello, en algunos textos cuando se habla de las formas de Binet v , también
nos encontramos formulas como las siguientes en las que aparecen, en vez de U, y V,, en funciéon
de las raices, al revés.

n  Vut+UnD
T T

V.= UD

g" 5

(07

3.3. Propiedades de las sucesiones de Lucas

Vistas las formas de Binet para las sucesiones de Lucas y como interviene en ellas el discrimi-
nante, podemos comenzar por averiguar qué relacién o propiedad es la que hay entre sucesiones
que tienen el mismo discriminante.
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Propiedad 3.3. Sucesiones con el mismo discriminante
Si las sucesiones de Lucas U y V tienen discriminante D = P? —4(), las sucesiones con parametros
(PQ, Q2)7 donde

Po,=P+2 y Q:=P+Q+1,

tienen el mismo discriminante.

Demostracion. El discriminante de estas sucesiones de parametros (Ps, ()2) es
P} —4Qy = (P+2)? —4(P+Q+1)=P>—4Q = D.
El mismo discriminante D que el de las sucesiones de Lucas con parametros (P, Q). O
Continuemos con relaciones que en realidad son generalizaciones de aquellas que vimos para los

numeros de Fibonacci y los niimeros de Lucas. Con esto, tenemos ya muchos resultados conseguidos
y que no nos molestaremos en probar de nuevo, ya que las demostraciones van a ser del estilo.

Recordamos con claridad, por ejemplo, la identidad de Cassini F, F,, 1 — F? = (—1)", por
ser una de las propiedades que méas utilizamos en el capitulo de las sucesiones de Fibonacci, pues
bien, en general, hay una identidad como ésta para todas las primeras sucesiones de Lucas.

Propiedad 3.4. Para n > 1, se verifica que,
U2 = UprUy 1 = Q™.

Nota: Similitud clara si cambiamos de signo a F,, 1 F, 1 — F,? = (—1)" y la escribimos como
FTQL - Fn+1Fn71 - (_1)71—1.

Teniamos también del estilo una expresion que relacionaba los niimeros de Lucas con los de
Fibonacci, la propiedad que nos decfa que L? = 5F? + 4(—1)". De igual manera, hay una
generalizacion que nos dice lo siguiente.

Propiedad 3.5. Para n > 0, las sucesiones de Lucas cumplen que:

V2 = DU? +4Q".

Habia asimismo, méas de una expresiéon que relacionaba el n-ésimo nimero de Fibonacci con
los nimeros de Lucas. En general, para las sucesiones de Lucas, también podemos escribir el n-
ésimo término de la sucesion de Lucas de primera clase con términos de su sucesién compaifiera (o
sucesion de Lucas de segunda clase). Es decir,

Propiedad 3.6. El término n-ésimo U, de la primera sucesién de Lucas, cumple la siguiente
relacion con los términos de la segunda sucesion de Lucas:

Vn+1 - Qvnfl

U, = D

También son ciertas estas igualdades:
DUn = Vn+1 - Qvnfl = PVn - 2Qvnfl = 2Vn+1 - PVn = (Vn+2 - QQVH*Q)/P'

Si por el contrario, lo que queremos es escribir los términos de la segunda sucesion de Lucas en
funcién de los términos de la primera sucesion de Lucas, tenemos a continuacién una propiedad
y algunas equivalentes que se pueden comparar con aquellas propiedades que nos escribian los
nimeros de Lucas respecto a los nimeros de Fibonacci.
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Propiedad 3.7. El término n-ésimo V,, de la segunda sucesiéon de Lucas, mantiene la siguiente
relacion con los términos de la sucesion de Lucas de primera clase:

Vn = UnJrl - QUnfl-
Equivalentemente, tenemos:

vn = Un+1 - QUn—l = PUn - QQUn—l = 2Un+1 - PUn = (Un—i-Q - QQUn—2)/P-

Tras ver estas relaciones de conversion entre los términos de ambas sucesiones (sucesiones de
primera clase y de segunda clase), vamos a poder obtener més expresiones. En concreto, a partir
de la relaciones de recurrencia de la definicién surgen las formulas de esta propiedad.
Propiedad 3.8. Para n > 0, se cumple,

P-U, 1(P,Q)+ Vau(PQ)
2 )
(P2 - 4@) : Un—1<P7 Q) +P- Vn—l(Pv Q)

Vn(Pa Q) = 9 .

Un(Pu Q) =

Teniamos mas relaciones no lineales, como las que describian los términos F,,., v Ly,,. Para
las sucesiones generales de Lucas, podemos encontrar andlogamente estos resultados.

Propiedad 3.9. Para m,n € Z*, son ciertas las igualdades:
2Um+n = UmVn + VmUna
2Viin = Vi Vo + DULU,,.

No son las tnicas, por supuesto, sabemos que podemos obtener méas. Sin ir mas lejos, con las
matrices, obtuvimos expresiones sencillas, como F,,., = F,,F, 1 + F,,_1F, que tiene su equiva-
lente,

Um+n - UmUn—H - QUm—lUn‘

Hemos puesto la condicién m,n enteros positivos, como hemos hecho siempre hasta ahora,
aunque en realidad los resultados se puede extender a m,n € Z. Existen féormulas que contemplan
los casos con indices negativos.

Propiedad 3.10. Sea n > 1, son ciertas las igualdades:

Para los 2n-ésimos términos obtenemos también propiedades generales para todas las sucesiones
de Lucas.

Propiedad 3.11. Para n > 0, se cumple:
U2n = UnVn7

Es mas, en |34, pag.9] nos dan incluso expresiones para los términos 3n-ésimos, dejando claro
que ademés para un k > 3 es posible encontrar por induccion las formulas para Uy, v Vin.

De nuevo, estamos con propiedades que, o bien se demuestran por induccién, por formas de
Binet o porque son elementales si operamos con matrices.
Veamos qué matrices se pueden usar, en general, cuando trabajamos con sucesiones de Lucas.

65



3.3.1. Expresiones matriciales generales
Tanto en la forma matricial para los nimeros de Fibonacci, como en la de los nimeros de Lucas,

intervenia la matriz M. Esta matriz, en realidad, es un caso particular de la matriz G definida:

G= ﬁ) _OQ} , y en particular M = E (1)1 con (P,Q)=(1,-1).

Sea G la matriz de partida, podemos expresar matricialmente los distintos términos U, y Vi,
de la primera y segunda sucesion de Lucas como sigue:

I) Por un lado, para n > 1, tenemos que

u, 1 [P -Q1"'[1]_ a1 |1
U1 | |1 0 0 0
Esta es la forma matricial para las sucesiones de Lucas de primera clase.

Ejemplo 3.12. Para el caso particular de los nimeros de Fibonacci, recordemos que la matriz

era: "
FnJrl FTL _ n _ 1 1
[Fn FnJ M {1 0}
n—1
. Fn+1 Fn — n—1 = 11 bl
Esto es lo mismo que, [ F, Fn1:| =M""M= [1 0] [1 0]

Si queremos expresar esto de una forma un poco mas compacta, y no poner tantos nimeros de
Fibonacci, podemos simplificar,

CRONTNT

Quedandonos s6lo con una expresion que es equivalente a la dada de forma general para las
sucesiones de Lucas de primera clase, solo que en este caso con valores (P, @) = (1,—1) y donde
los términos U,, = F,, son los nimeros de Fibonacci.

][

IT) Por otro lado, para n > 1, se obtiene que

v, 1 [P -Q1"'[P] _ a1 [P
Veor | |1 0 2 | 2
Esta es la forma matricial para las sucesiones de Lucas de segunda clase.

Ejemplo 3.13. En el caso particular de los niimeros de Lucas, teniamos

Lni1 Ly 2 a1 2 1 11"
L, L.i| |2 -1 T2 -1 10

Son matrices simétricas, y podemos operar de la siguiente forma:

([2 22 ) —owr([5 2, ]) a3 2

Por lo tanto, nos da lo mismo trabajar con
Lpo L, ] [1 17"[1 2
L, L,.| |10 2 -1
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Esto os 1o i 11" 1) [o2] 1" B o1
Sto €s 10 mismo que, 1 0 1 0 2 _1 = 1 0 1 2

Si queremos expresar esta forma matricial de manera mas compacta, y no poner tantos nimeros

de Lucas, podemos simplificar,
A L, 1131
Ly L, (10 o2

Llegando a una expresion que es equivalente a la dada de forma general para las sucesiones de
Lucas de segunda clase, solo que en este caso tenemos los valores (P,Q) = (1,—1) y donde los
términos V,, = L,, son los ntiimeros de Lucas.

- L

3.3.2. Ciriterios de divisibilidad y niimeros primos

Cuando hablabamos de las expresiones para los U, Vv Vim, una de las consecuencias que
encontramos es que Uy, (P, Q) es un multiplo de U,, (P, Q). Implicando, en particular, que U, (P, Q)
puede ser primo s6lo cuando n es primo.

Centrémonos, entonces, en los criterios de divisibilidad que tenemos para las sucesiones de
Lucas. Nuestra fuente principal para todo lo comentado en esta subseccion es [34, pags.9-12|,
donde se puede encontrar todo mas detallado y con ciertos casos particulares.

Comenzamos por este primer lema.

Lema 3.14. Sean m,n > 1 enteros positivos y U, # 1, entonces U,,|U, si y solo si m|n.

En algunas fuentes, como en [30], las sucesiones que cumplen una propiedad como ésta son
denominadas sucesiones de divisibilidad o divisibles.

Equivalentemente, para las sucesiones de Lucas de segunda clase.
Lema 3.15. Sea m,n > 1 enteros positivos y V,,, # 1, se cumple que, V,,|V}, si y solo si m|n y

n .
— €S impar.
m

Recordemos que en lemas como estos, se apoyaban la propiedades del MCD que vimos tanto
para Fibonacci como para Lucas. En este ambiente més general, también hay propiedades del
estilo.

Teorema 3.16. Propiedad del MCD para primeras sucesiones de Lucas
Suponiendo que MCD(P,Q) =1y sean m,n > 1, entonces

MCD (U, Uy) = Unicpmn)-

Teorema 3.17. Propiedad del MCD para segundas sucesiones de Lucas
Suponiendo que MCD(P,Q) = 1, tenemos que

m n
Vi o si impares,

MCD(V,,, V) =4~ MePimm MCD(m,n) ° MCD(m,n) "
162 en otro caso.

Es mas, en [34] tenemos hasta una propiedad que habla del méximo comun divisor de ambos,
para un U,, y un V,,.
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Teorema 3.18.
Suponiendo que MCD(P,Q) = 1, sabemos que

m n
V mn Si ————— es par, ————— €s par,
MCD(U,,, V) =4 Mepemm MCD(m,n) P MCD(m,n) P
162 en otro caso.

En concreto, hay también resultados sobre los divisores primos que tienen las sucesiones de
Lucas.

Definicién 3.19. Sea P el conjunto de todos los niimeros primos y dadas las sucesiones de Lucas
U= (Un,(P,Q))n>0, V = (Vao(P, Q))n>0, definimos los siguientes conjuntos de divisores primos:

PU)={peP|3n>1conU,#0y p|U,},

PV)={peP|3In>1conV,#0yp|Vi}.

A continuacion, exponemos algunas de las afirmaciones que nos llevan a determinar que P(U)
es un conjunto infinito y que ademas,

PU)={peP|ptQ}

Propiedad 3.20. Sea p un niimero primo impar,

Sip| Pyp|Q, entonces p | U, para cada n > 1.

Sip|PyptQ, entonces p | U, siy solo sin es par.

Sipt Pyp|Q, entonces p1{ U, para todo n > 1.

Sipt PQyp| D, entonces p | U, siy sblosip|n.

Estamos dando por supuesto, sin pérdida de generalidad, que P > 1, MCD(P,Q) = 1y
P? #Q,20Q,3Q,4Q.

Al igual que en capitulos anteriores, vemos que la paridad (si un nimero es par o impar) es
determinante para algunos de nuestros criterios de divisibilidad. Por ello en muchas fuentes, y en
concreto en 34, p.11 3.1], se estudia a veces primero la paridad de los U, V,, en funcion de si Py
() son pares o impares.

En la propiedad nos hemos centrado mas en criterios de divisibilidad para los U, sin
embargo, también se obtienen resultados que involucran mas a los términos de las sucesiones de
segunda clase, como la congruencia

V, =P (mdd p),

para un p primo impar.

Otro concepto que aparece en las sucesiones de Lucas, son los llamados factores primitivos.

Definicién 3.21. Un factor primitivo es un factor primo de un término en una sucesiéon de Lucas
que no divide a ningiin término anterior de la sucesion.

68



Se pueden encontrar varias aserciones sobre factores primitivos en [34], cap. 3B].

En conclusion, existe un cierto interés en estudiar los ntimeros primos de las sucesiones de
Lucas. Las preguntas mas frecuentes que se hace uno son

a) ;Existe algin n > 1 tal que U, (P, Q) (respectivamente V,,(P,@)) es un primo?

b) (Existen muchos e infinitos n > 1 tales que U,(P,Q) (respectivamente V, (P, Q)) es un
primo?

Se han hecho estudios sobre este tema y un resultado que responde bastante a estos interrogantes
es el siguiente.

Proposiciéon 3.22. Sea D > 0,

- Si U, (P, Q) es un primo, entonces n = 2,4 0 n es un primo impar.

- Si V,(P, Q) es un primo, entonces n es una potencia de 2 o un primo.
Este resultado no es valido para D < 0.

En [34, p.27-28| hacen un estudio més completo, estudiando los casos especiales, como lo son
los niimeros de Fibonacci, los niimeros de Lucas, los nimeros primos de Mersenne y los niimeros
primos de Fermat.

Veremos precisamente en la siguiente seccion nuevas sucesiones de Lucas especificas como éstas
y sabremos mejor de qué estamos hablando.

Hasta aqui los criterios de divisibilidad.
Pocas propiedades més nos quedan por anadir antes de pasar a lo siguiente. Mencionemos que hay
unas ecuaciones que reciben el mismo nombre que una de las sucesiones especificas de Lucas.

Definicién 3.23. Una ecuacion de Pell es una ecuacion diofantica (con coeficientes enteros y
soluciones enteras o naturales) de la forma

2 —nyt=c, n,ceZ.

Normalmente ¢ = 1.

Pues bien, existen algunas ecuaciones particulares de Pell que cumplen todas las sucesiones de
Lucas. No son sélo satisfechas por las sucesiones de Pell, como se podria pensar por el nombre.

Ecuaciones de Pell
Cuando @) = %1, las sucesiones de Lucas U, (P, Q) y V,,(P, Q) satisfacen ciertas ecuaciones de Pell,

V(P 1)> = D -U,(P,1)* = 4,

%”(P7 _1)2 -D- U2n(P7 _1>2 = 47
‘/2”+1<P7 _1)2 -D- U2n+1(P7 _1)2 = —4.

Finalmente, aclarar que todavia se pueden encontrar en diversas fuentes mas formulas y pro-
piedades que las que aqui hemos expuesto (consultar [20]). Algunas de ellas son generalizaciones
de las que aparecian en los capitulos 1 y 2, expresiones para los U, v V,, que son miiltiples: con
sumatorios, series, nimeros combinatorios, etc. Dejamos aqui, como ejemplo y por ser de las mas
utilizadas, las funciones generadoras.

69



Propiedad 3.24. Cuando tenemos sucesiones de Lucas, las funciones generadoras son:

X
> Un(P,Q)X" = :
= 1-PX +QX?
2—-PX
P.Q)X" = .
SO -

Funciones generadoras que nos aparecen en ocasiones, por ejemplo, para llevar a cabo demos-
traciones mas sencillas. Como la prueba alternativa que se da en [24] para la identidad de Sury:

n=0

que se demuestra con las funciones generadoras particulares de Lucas y Fibonacci (con P =1y

0=—1).

3.4. Sucesiones especificas

A parte de las sucesion de Fibonacci y la sucesion companera de Lucas, hay otros ejemplos
famosos de sucesiones de Lucas, es decir, sucesiones de Lucas algo més conocidas y que reciben
nombres especificos para ciertos valores de Py Q.

Son sucesiones de Lucas las siguientes:

P 1 Q | Uu(PQ) Va(P, Q)

1 —1 | Nameros de Fibonacci / |A000045 Nuameros de Lucas / A000032

1 —2 | Nameros de Jacobsthal / A001045 | Nameros de Jacobsthal-Lucas / A014551

2 | —1 | Nameros de Pell /|A000129 Nimeros de Pell-Lucas / A002203

3 2 | Nam. de Mersenne 2" — 1/A000225 | Nam. 2" + 1 (n° de Fermat) / A000051

x —1 | Polinomios de Fibonacci Polinomios de Lucas

2x 1 | Polinomios de Chebyshev de 2° tipo | Polinomios de Chebyshev de 1 tipo (x2)
x+1| 2z | Repunits* en base x Polinomios 2" + 1

* Un repunit es un nimero como 11, 111 o 1111 que contiene solamente el digito 1.
Es la forma mas sencilla de repdigit.

Tabla 3.2: Sucesiones especificas de Lucas

Hasta ahora, no habifamos mencionado c6mo encontrar sucesiones generales de Lucas en la
OFEIS. Eso es porque esta enciclopedia online las tiene registradas por casos particulares y para
los distintos valores de P y (). En esta tabla hemos reunido algunas de las extensiones web. Se
pueden encontrar en dicha pagina de internet, buscandolas por el nombre o con la extension dada.

En concreto, tienen enlace aquellas que son sucesiones de enteros, puesto que recordemos que
la OEIS no deja de ser una enciclopedia online para sucesiones de ntimeros enteros, no sucesiones
de polinomios. Sin embargo, de manera general, las sucesiones de Lucas U = (U,(P,Q))n>0 ¥
V = (V.(P,Q))n>0 son también sucesiones de polinomios en Py @) con coeficientes enteros.

En cualquier caso, nuestro trabajo se centra en sucesiones enteras. Todavia hay mas sucesiones
de Lucas (de enteros) registradas en la OEIS que las que aparecen aqui. Nosotros nos hemos
quedado con las mas importantes. A continuaciéon haremos alguna puntualizacién mas sobre alguna
de ellas.
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3.4.1. Sucesiéon de Pell y su sucesién companera de Pell-Lucas

Los niimeros de Pell son una sucesion infinita de nimeros enteros ya conocidos desde la antigiie-
dad. Historicamente, comprenden justamente los denominadores de las aproximaciones racionales
mas cercanas a la raiz cuadrada de 2. Aproximaciones que comienzan tal que asi,

13 7 17 41 99

Es decir, si nos quedamos con los denominadores, la sucesion de nimeros de Pell empieza con los
numeros 1, 2, 5, 12, 29, 70...

Si en vez de fijarnos en los denominadores, son los numeradores los que reunimos en una
sucesion, éstos son justamente los nimeros de la sucesiéon companera de Pell divididos entre 2.
Tenemos entonces una segunda sucesion infinita de nimeros enteros con los también llamados
numeros de Pell-Lucas y que comienza con 2, 6, 14, 34, 82, 198... (2-numerador).

Tanto los nimeros de Pell como los nimeros de Pell-Lucas se calculan mediante la relacion de
recurrencia con parametros (P, (Q)) = (2, —1), solo que se difieren en sus términos iniciales, es decir
sus definiciones recursivas son respectivamente:

Definicién 3.25. Sucesién recursiva de Pell
Para todo n > 0y sea P, = U,(2,—1) el n-ésimo nimero de Pell, se define recursivamente:

1. Bh=0, P=1 (Condiciones iniciales)
2. P,=2P, 1+ P, 5, ¥Yn>2 (Relacion de recurrencia)

Definicién 3.26. Sucesién recursiva de Pell-Lucas
Para todo n > 0 y sea p, = V,,(2,—1) el n-ésimo ntimero de Pell-Lucas, tenemos por relacion de
recurrencia la sucesion:

1. po=2, p1 =2 (Condiciones iniciales)
2. pn=2Pp-1+Dn—2, Yn>2 (Relacion de recurrencia)

Al igual que con las ecuaciones de Pell, el nombre de los ntimeros de Pell proviene de la
atribucion errénea de Leonhard Euler de estas sucesiones y ecuaciones a John Pel]F_:].
Los nameros de Pell-Lucas también llevan el nombre de Edouard Lucas, por ser quien estudio las
sucesiones generales definidas por recurrencias de este tipo.

Hay mas formas de definir los niimeros de Pell, una de ellas es mediante la formula:

(1+v2)" - (1-v2)"
2v/2 '

'Matemaético inglés (1611 - 1685) Nacido en Sussex. Ingres6 en el Trinity College de Cambridge. Era un experto
en latin y griego y, aunque sabemos poco de su formacién en matematicas, sabemos que mantuvo correspondencia
con Briggs sobre logaritmos. Pell se convirtio en profesor de matematicas y trabajoé en diversos lugares, destacando:
Londres, Amsterdam, Breda (justo antes de la Primera Guerra Anglo-Holandesa por la que volvi6 a su pais), hasta
ser nombrado por Cromwell como profesor de matematicas en Londres. donde falleceria después. Entre 1654 a
1658 también ocup6 un cargo en el gobierno en Zurich. Fue ordenado didcono y posteriormente sacerdote y vicario
en Essex. Destaco en algebra y teoria de nimeros: dio una tabla de factores de todos los niimeros enteros hasta
100000 y se le atribuye la ecuacion de Pell y? = ax? + 1, donde a es un ntimero entero no cuadrado. En realidad,
la teoria completa fue elaborada por Lagrange y la ecuacion fue estudiada por primera vez al menos por otras
dos personas. Pell aparece en un libro de Rahn que fue escrito con la ayuda de Pell, incluso algunos dicen que fue
escrito integramente por el propio Pell y trabajé mucho previamente en esta ecuacién, con lo cual quizas Euler
sabia lo que estaba haciendo al nombrar la ecuacién.

P, =
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En realidad, se trata de la forma de Binet con raices caracteristicas 1 +v2y 1 —+v2y D =

22 —4(—1) =8 (VD = /8 = 2V/2).

Para valores grandes de n, el término (1 + \/5)” domina esta expresion, por eso los niimeros de
Pell son aproximadamente proporcionales a las potencias de lo que se llama la proporcién de
plata §p = 1 + /2. Se esta dando una relaciéon analoga a la que tenian los nimeros de Fibonacci
y la proporcion aturea.

De hecho, ambas sucesiones, tanto la de Pell como la de Pell-Lucas crecen exponencialmente y
proporcionalmente a las potencias de la razon de plata 6p = 1 + /2. Sobre todo, si tenemos en
cuenta que la forma de Binet de los niimeros de Pell-Lucas es

pn:<1+\/§>n+<1—\/§>n

Por supuesto, es posible tener una tercera definiciéon de los ntimeros de Pell y los niimeros de
su sucesion companera, mediante las formas matriciales.

-0 )
-0

Incluso, de igual manera, para los ntimeros de Pell tenemos una matriz mas sencilla de recordar,
P P71 2177
P, P, |1 0"

Muchas expresiones pueden derivarse o probarse a partir de estas tres definiciones, entre ellas,
una igualdad analoga a la identidad de Cassini que teniamos para los nimeros de Fibonacci,

Pn+1Pn—1 - Prf = (_1)71’

Consecuencia inmediata de la formula matricial y considerando determinantes.
(Encontramos ésta y otras formulas para los nimeros de Pell en [17] y [29]).

También tenemos la relaciéon entre ntimeros de Pell y de Pell-Lucas. Al igual que ocurria
entre los nimeros de Fibonacci y los de Lucas, en esta ocasion existe la relacion:

para todos los niimeros naturales n.

Por otro lado, sabemos que un nimero primo de Pell es todo aquel nimero primo que perte-
nezca a la sucesion, es decir, los primeros ntimeros primos son 2, 5, 29, 5741, 33461, 44560482149,
1746860020068409, 68480406462161287469, ...

Los indices n de estos niimeros primos dentro de la secuencia de todos los niimeros de Pell son 2,
3,5, 11, 13, 29, 41, 53, 59, 89, 97, 101, 167, 181, 191, 523, 929, 1217, 1301, 1361, 2087, 2273, 2393,
8093, ...

Estos indices son todos ellos mismos primos.

Con lo cual, tenemos para ntimeros de Pell el resultado: Un numero de Pell P, solo puede ser
primo si n en si mismo es primo, porque si d es un divisor de n, entonces P; es un divisor de P,.
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Los nameros de Pell-Lucas, sin embargo, son todos pares, por eso entendemos por primos de
Pell-Lucas aquellos niimeros primos que nos quedan cuando consideramos los p,, /2. Los primeros
numeros primos de Pell-Lucas son 3, 7, 17, 41, 239, 577, ...
que se obtienen de operar con los numeros de indice n: 2, 3, 4, 5, 7, 8, 16, 19, 29, 47, 59, 163, 257,
421, ...

Observamos que, tal y como sucedia para la sucesion de niimeros de Lucas, un nimero de Pell-
Lucas (1/2)p,, es primo si y sélo si n es primo o una potencia de 2.

Estas sucesiones ademéas de usarse para aproximar v/2, como dijimos al principio, tienen otras
aplicaciones.
Los nimeros de Pell se pueden usar para encontrar niimeros cuadrados triangulares, para construir
aproximaciones enteras al tridngulo isosceles recto y para resolver ciertos problemas de enumera-
cion combinatoria. (Mas informacion en [22]).
Indaguemos un poco mas en alguno de estos usos.

= La aproximacion racional a la raiz de 2, tiene su relacién con la ecuaciéon de Pell.
Si dos ntimeros enteros grandes z e y forman una solucion a la ecuaciéon de Pell 22 —2y? = £1,
entonces su proporcion z/y facilita una aproximacion cercana a raiz de 2. Cuando reuniamos
las aproximaciones, observamos que el denominador de cada fraccién era un ntimero Pell y
el numerador un nimero de Pell-Lucas dividido entre 2, es decir, las aproximaciones tienen

la forma
pn/2 - Pnfl—i_Pn

P, I
El numerador es también la suma de un nimero de Pell y su predecesor. Aqui vemos una
relaciéon mas entre los nimeros de Pell y los niimeros de Pell-Lucas.

Historicamenente, en la antigiiedad ya era conocida la aproximacion

577
2~ —
V2 408

por los matematicos indios en el siglo IIT o IV a.C. Los matematicos griegos del siglo V
a.C. también conocian esta sucesion de aproximaciones. De hecho, Platon se refiere a los
numeradores como didmetros racionales.

Estas aproximaciones también derivan de la expansion de fraccion continua de v/2. Si recor-
damos, con el concepto de fraccion continua tenemos:

1
\/5 =1+ 5 T )
T
24 T
2451

De hecho, existe una expresion similar para el namero de plata dp = 1+ v/2: y méas en
general, todas las proporciones metélicas o nimeros metalicos tienen una cierta relacion con
las fracciones continuas.
Por definicion, una proporcion metdlica para un cierto n, cumple:

n++vn?+4 1

n+ .
2 n+-—7=—

Siendo la proporcion atrea (n = 1), la proporcion de plata (n = 2) y la proporcion de bronce
(n = 3) ejemplos de proporciones metalicas.
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= Si un tridngulo rectangulo tiene longitudes de lado enteras a,b, ¢ y que necesariamente sa-
tisfacen el teorema de Pitagoras a® + b? = ¢?, entonces (a,b,c) se conoce como terna de
Pitdgoras.

Los ntimeros de Pell se pueden usar para for- 3 &
mar ternas pitagoricas en los que a y b es-

tan separados s6lo por una unidad, corres-
pondientes a tridngulos rectangulos que son
casi isosceles como los de la figura.

4

) 20 29
Cada una de estas ternas tiene la forma

(2P, Pos, P

n+1_P37P7?+1+P3)7

21
o lo que es lo mismo,

Figura 3.1: Ternas pitagdricas con nimeros

(2Pnpn+17 P2 — Ps, P2n+1) . de Pell

n+1

3.4.2. Sucesion de Jacobsthal y su companera Jacobsthal-Lucas

Los nimeros de Jacobsthal son también un tipo especifico de sucesion de Lucas para los paré-
metros P =1y Q = —2. Se definen entonces por una relacion de recurrencia similar a las que
hemos visto hasta ahora, siendo una sucesion lineal entera recurrente.

Por definicién, los ntmeros de Jacobsthal y los de su sucesion companera, los ntimeros de
Jacobsthal-Lucas, satisfacen la misma relacion de recurrencia y la tnica diferencia entre ellos son
sus valores iniciales que son distintos.

Definicién 3.27. Sucesién recursiva de Jacobsthal
Para todo n > 0y sea J,, = U, (1, —2) el n-ésimo ntumero de Jacobsthal, recursivamente tenemos:

. Jo=0, Ji=1 (Condiciones iniciales)
2. Jp=Jp1+2J,9, Yn>2 (Relacion de recurrencia)

Definicién 3.28. Sucesién recursiva de Jacobsthal-Lucas
Para todo n > 0y sea j, = V,,(1,—2) el n-ésimo nimero de Jacobsthal-Lucas, se define de forma
recurrente la sucesion:

1. jo=2, j1=1 (Condiciones iniciales)
2. jn=1Jn-1+2Jn—2, ¥Yn>2 (Relacion de recurrencia)

Asi pues, los primeros ntimeros de Jacobsthal son: 0, 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85, 171, 341, 683,
1365, 2731, 5461, 10923, 21845, 43691, 87381, 174763, 349525, ...

Y por su parte, los primeros nimeros de Jacobsthal-Lucas son: 2, 1, 5, 7, 17, 31, 65, 127, 257,
511, 1025, 2047, 4097, 8191, 16385, 32767, 65537, 131071, 262145, 524287, 1048577, ...
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Tanto unos como otros llevan el nombre del mateméatico aleman Ernst JacobsthalZ

Usando las formas de Binet, es otra manera de definir estos nimeros y que nos permite
calcular directamente cualquier n-ésimo término en concreto de las sucesiones. Estas formulas
son,

, Jn=2" 4 (=1)™

Con raices caracteristicas 2, —1 y discriminante D = 12 — 4(—2) =9 (v/D = 3).

Por supuesto, entre sus otras propiedades también tenemos formas matriciales, identidades,
funciones generadoras. Veamos aquellas que tienen algo nuevo que aportarnos.

Para los nimeros de Jacobsthal hay numerosas formulas, algunas definidas de forma recursiva
como:

Ji1 = 2Jn 4+ (=1, Jpp1=2"—J,.

Analogamente, un nimero de Jacobsthal-Lucas también satisface la igualdad:

jn—f—l = 2]71 - 3(_1)71

Los numeros de Jacobsthal se pueden extender a indices negativos usando
J = (=1)"], /2™
Hay incluso identidades en las que intervienen estos niimeros con indices negativos,

2"(J_p + J,) = 3J2.

La suma de los reciprocos o inversos de los nimeros de Jacobsthal, es decir la suma de los -

JIn
es aproximadamente 2.7186, un poco més grande que el niimero e.

iji =2.7186 =~ e

n=1

La funciéon generadora de estas sucesiones se puede saber inmediatamente por las que hemos
dado en general para las sucesiones de Lucas. Aunque en particular, la funcién generadora de los
numeros de Jacobsthal se puede escribir como

X X
ZJ"Xn:1 X —2Xx2  (1+X)(1-2X)
= - X - (1+X)(1-2X)

Mas sobre propiedades bésicas de los nimeros de Jacobsthal y Jacobsthal-Lucas en [16] p.40-43]
v [7, p.28|.

2Este matematico aleman nacido en Berlin (1882 - 1965) escribi6 articulos en campos tan diversos como 4lgebra,
analisis, teoria de funciones y teoria de nimeros. Sus estudios de matematicas los llevo a cabo en la Universidad de
Berlin, donde tuvo como profesores a Frobenius, Schwarz y Schur. Entre sus aportaciones, a parte de los ntimeros
de Jacobsthal, se encuentra una curiosa demostracion sobre los nimeros primos con la forma p = 4n + 1, que se
pueden escribir como una suma de dos niimeros cuadrados. También mostré que es posible encontrar una soluciéon

p = 22 + 2%, donde z e y se pueden expresar con sumas simples de simbolos de Legendre, conocidas como sumas
de Jacobsthal.
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—0—0—0—0—0 —

Por tdltimo, anadimos como curiosidad que, los niimeros de Mersenne y los ntimeros de Fermat
intervienen en el mundo de los ntimeros primos. No vamos a hablar mucho més sobre ellos, ya que
habiendo visto varias sucesiones de Lucas especificas, sabemos de sobra cudles son sus definiciones
recursivas, formas de Binet, matrices y demas propiedades con s6lo considerar que sus parametros

son (P,Q) = (3,2).

Un primo de Mersenne es un nimero primo que es uno menos que una potencia de dos, es
decir, es un naumero primo de la forma M, = 2" — 1 para algin ntmero entero n.
Una definiciéon equivalente es que son los nimeros primos de la forma M, = 2P —1 para algtin primo
p. Los ntimeros de la forma M,, = 2"—1 sin el requisito de primalidad pueden denominarse niimeros
de Mersenne simplemente. Ya se estudiaban en la antigiiedad debido a su estrecha conexioén con
los numeros perfectosrﬂ

Por su parte, un ntimero de Fermat es un niimero entero positivo de la forma F, = 22" + 1
donde n es un nimero entero no negativo, es decir, en realidad son un caso particular que esta
incluido en las sucesiones de Lucas de la forma 2* + 1, de ahi que en la tabla aparezcan
mencionados entre paréntesis.

Dos caracteristicas sobre ellos son las siguientes:

- Si 28 + 1 es primo y k > 0, se puede demostrar que k debe ser una potencia de dos. En otras
palabras, todo ntimero primo de la forma 2% 4 1 (distinto de 2 = 2° + 1) es un ntimero de Fermat,
y dichos niimeros primos se denominan nimeros primos de Fermat.

- Cada numero de Fermat compuesto (no primo) es un pseudoprimo fuerte de base 2.

Vistos estos datos, no nos van a faltar entre las aplicaciones de las sucesiones generales de
Lucas, algunos ejemplos de tests de primalidad, de pseudoprimos, etc.

3.5. Aplicaciones y ejemplos

Cuando hemos estudiado sucesiones especificas de Lucas, ya hemos ido viendo ciertas situa-
ciones particulares o ejemplos en los que intervenian dichas sucesiones. Asi que, para terminar,
simplemente anadiremos algin dato que nos pueda quedar por mencionar de las sucesiones de
Lucas, pero que no investigaremos a fondo.

Las sucesiones de Lucas se utilizan en tests probabilisticos de pseudoprimos de Lucas, que
forman parte del test de primalidad de Baillie-PSW de uso bastante comiin.

Las sucesiones de Lucas se utilizan en algunos métodos de tests de primalidad, incluidos el
test de Lucas-Lehmer-Riesel y los métodos NV + 1 e hibridos N — 1/N + 1, como los de Brillhart-
Lehmer-Selfridge.

En criptografia, existe un criptosistema de clave publica llamado LUC que estd basado en
sucesiones de Lucas y que implementa sistemas analogos a aquellos de ElGamal (LUCELG),
Diffie-Hellman (LUCDIF) o el sistema RSA (LUCRSA). En este criptosistema LUC, el cifrado
del mensaje se calcula como un término de alguna sucesiéon de Lucas, en vez de utilizar la expo-
nenciaciéon modular, logaritmos, etc. como se hacia en otros criptosistemas como el RSA. Aunque
atn estd por demostrar las ventajas de seguridad de este método frente al uso de aquellos que se
basan en la exponenciacion modular.

3Un naimero perfecto es un niimero entero positivo que es igual a la suma de sus divisores positivos, excluyendo
en dicha suma al propio nimero.
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Por supuesto, estas sucesiones siguen interviniendo en otros ambientes més sencillos como los
que ya veniamos viendo en los dos capitulos anteriores.
Resumiendo, las sucesiones de Lucas aparecen en miltiples ocasiones y diferentes ambitos del
mundo cientifico, incluso en la naturaleza. Es mas, no sélo los nimeros de Fibonacci y de Lucas
presentan sorprendentes estructuras en espiral, también los ntimeros de Pell estan presentes en la
llamada espiral de plata.

Cerramos entonces este capitulo habiendo adquirido conocimientos un poco més generales sobre
sucesiones enteras recurrentes, en particular, sobre las sucesiones de Lucas.

Hasta ahora, debemos destacar que las sucesiones lineales enteras recurrentes que hemos visto
eran todas de orden 2. En el siguiente capitulo nos esperan sucesiones algo més complejas, las de
orden 3.
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Capitulo 4

Sucesiones lineales enteras recurrentes de
orden 3 o superior

Aunque pueda parecer largo el titulo de este capitulo, es bastante descriptivo. Vamos a seguir
estudiando sucesiones que son lineales, con coeficientes enteros y que vienen definidas por una
relacion de recurrencia (recurrentes) de orden 3. Es decir, remarcamos que, en realidad, es esta
recurrencia quien es de orden 3. De hecho, esto ya lo vimos en la definicion con el concepto de
homogénea (y no homogénea) de orden k.

En estos casos, para que la ecuacién caracteristica asociada a la relacion de recurrencia quede
bien definida, se dan tres términos iniciales (en vez de dos, como veniamos haciendo en las de
orden 2) y, a partir de ellos, cada término adicional de la sucesion se define en funcion de los
términos anteriores. Dicho de forma més sencilla, orden 3 se refiere a que cada elemento de la
sucesion depende de los tres anteriores.

Comenzaremos precisamente con estos conceptos y otros nuevos aspectos algo generales sobre
las sucesiones de orden 3, para posteriormente adquirir una mayor comprension de sucesiones
particulares como las de Perrin, Padovan y Tribonacci. Por supuesto, hay muchas méas sucesiones
recurrentes aparte de éstas e incluso de orden superior, algunas de las cuales mencionaremos al
final de este capitulo.

4.1. Conceptos previos

Tenemos una relacion de recurrencia (con coeficientes constantes) de orden k,
Coan -+ Clan,1 —+ Cgan,Q + ...+ Ckan,k =K

donde Cy, C1, Cs, ..., C,, € R constantes con Cy # 0,Cy # 0 y donde n > k.
Esta recurrencia es homogénea si K = 0 y no homogénea si K # 0.

Independientemente de si es homogénea o no, suponemos que Cy = 1 (podemos suponerlo, ya
que si Cy es otro valor, basta con dividir toda la expresion entre Cy # 0).

Sea k = 3, se considera la sucesién (general) recurrente de orden 3 (w,),>o, definida por:

1. wq, wy,wy arbitrarios fijos (Condiciones iniciales)

2. w, = aWy,_3 + bw,_o + cw,_1, (Relacién de recurrencia)
a # 0,b,c constantes, n =0,+1,+2...
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En concreto, entre estas sucesiones recursivas de orden 3, podemos destacar un par de casos
especiales:

muyg=u = 0,us =1, Uy = AQUp—_3 + Dp_o + 1.

n vy =3,0 =C, U =2b+c% U, = avUs_3+ buy_o + CUp_1.

Por ejemplo, cuando hablemos de la sucesion de Perrin vamos a estar ante este tltimo caso,
considerando una situacion sencillaenlaa=b=1y c= 0.

Después estudiaremos la sucesion de Padovan, que tiene exactamente la misma relacion de
recurrencia que la de Perrin, sélo que con valores iniciales diferentes.
Es mas, la sucesion de Perrin y la de Padovan tienen el mismo tipo de relaciéon que tenian las
sucesiones de Fibonacci y de Lucas, s6lo que ésta vez trabajando con ecuaciones de grado 3.

Finalmente, otra sucesion que aparece en nuestro estudio es la de Tribonacci, que también es
uno de estos casos especiales. Se trata del primer caso para valores a = b =c = 1.

En [18] y [19, p.86-89] se puede consultar méas informacion sobre estas sucesiones generales
recurrentes de orden 3. Encontramos propiedades algebraicas y aritméticas sobre los w,, u,, vy,...
entre ellas, algunas equivalentes a las formas de Binet.

Sean «, 3,7 las raices de la ecuacioén caracteristica resultante de la relaciéon de recurrencia
correspondiente. Si procedemos como en otras ocasiones, obtenemos, por ejemplo que:

- Para la ecuacion caracteristica x> — cz? — a = 0 (casos con b = 0), entonces:

wy, =pa” +qB" +ry" S a# B F 7,

_ —1 — e S
donde p = =555 = Fa—p " =

=1
(v=B)(a—)"

- Sea la sucesion (v,) como la hemos definido antes, los términos v, se pueden calcular expli-
citamente como

Un:an+ﬁn+’yn

Para que sea mas comprensible, expliquemos con un ejemplo el razonamiento seguido para el
ultimo resultado, que es el més sencillo.

Ejemplo 4.1. Tenemos la relacion de recurrencia v, = v,_3 + Up_o
(o lo que es lo mismo v, 13 = v, + v,41) con condiciones iniciales vy = 3, v, = 0, vy = 2.
La ecuacion caracteristica de esta sucesion es

2—r—1=0.

Sean «, 3,7 € C las tres raices de esta ecuacion (que podemos calcular p.ej. con MAPLE),
sabemos que (™), ("), (v") cumplen la relacion de recurrencia. Es més, por linealidad

U = pa” +qf" +ry"
también cumple la recurrencia.

Por tanto, se calculan estos p, ¢, r con las condiciones iniciales:
S3=p+q+r
0=pa+qB+ry
2 = pa® + qf% + rv?
Al resolver el sistema, tenemos que p = g = r = 1. Luego, v, = " + " + ™.
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En este ejemplo, nos aparecia la ecuacion
2 —x—1=0.

Una de sus soluciones, la tinica raiz que es real y no compleja, es el ntimero ¢ = 1,324717958...
que se conoce como niimero plastico. Un niimero bastante curioso que, ademas, se puede expresar
con raices ciibicas,

3 3 )
v=A\|1+ \/1 + {’/1 + A1+ 1T+ ... =1,324717958...

El ntmero plastico fue introducido por el arquitecto y monje benedictino Dom Hans Van
der Laan en 1928 como una proporcion ideal en la escala geométrica para objetos espaciales (3
dimensiones). Asi como lo era el nimero aireo en dos dimensiones. De hecho, hay estructuras
arquitectonicas que han seguido esta proporcion tridimensional.

Tanto el nimero plastico, como el nimero de oro, son numeros morficos.

Definicién 4.2. Un numero morfico es un ntimero real r > 1 para el que existen n,m € N tales
que

m

r+1=r" y r—1=r"

O dicho de otra forma, un nimero moérfico es aquel que satisface las dos ecuaciones:

" —x—1=0 y "™ —1=0 (7" -~z +1=0).

Como tenemos que
-2t 1= -2 - 1)(2® -z +1),

y 1 era una solucién de z® — x — 1 = 0, entonces el nimero plastico también satisface
2> -2t —1=0 (z7* =2 — 1), siendo asi un niimero morfico con n =3y m = 4.

En el caso del nimero de oro, es también un nimero morfico para los valores n =2y m = 1.

El resto de la familia de las proporciones metalicas, bien es verdad que siempre son soluciones
positivas de ecuaciones del tipo 22 — bx — ¢ = 0 con b,c € N, pero sélo el ntimero de oro que
cumple 2> —x —1 =0 (b= c = 1) es un niimero morfico, junto con el nimero plastico que cumple

22 — 2 — 1 = 0. De hecho, van a ser los Ginicos niimeros morficos.

Tenemos el ntimero plastico como soluciéon para el trinomio mencionado, sin embargo, si ge-
neralizamos la ecuacién a una de grado mayor n, la soluciéon positiva real de dicha ecuaciéon se
conoce también como nimero plastico. Es decir, en realidad todas las soluciones reales de las
ecuaciones del tipo ™ —x — 1 = 0 forman la familia de nimeros plasticos, siendo la proporcion
atirea ¢ = 1,618... y el numero plastico de Laan 1) = 1,324... los inicos numeros de la familia que
son morficos.

En [I, B7, 43| se habla precisamente sobre estos nameros plasticos, incluyendo el siguiente
teorema.

Teorema 4.3. Soélo existen dos nimeros morficos, los llamados la divina proporciéon y el ntimero
plastico de Van der Laan.

Demostracion. Sabemos que un ntimero morfico es un cero de 2® —x — 1y 2™ — 2™ ! — 1 donde
n,m > 2 (la segunda puede ser escrita ™! — 2™ — 1 = (0 como antes, cuestion de notacion).
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Para n = m = 2 es trivial, las ecuaciones a resolver son exactamente las mismas y los ceros
obtenidos son exactamente la divina proporcién y su raiz complementaria.

Contemplamos entonces el caso n,m > 3, para que exista una solucién que cumpla ambas
ecuaciones, los polinomios deben tener un factor en comin si los factorizamos.

Aqui vamos a aplicar el resultado descubierto por Selmer: ™ — x — 1,n > 3 es irreducible (no
tiene ningin factor polindmico excepto el 1 y él mismo).
Usaremos también el lema: 2™ — 2™~ —1,m > 3 o es irreducible o es el producto de un polinomio
irreducible y 2 — z + 1. (Resultados ya demostrados y contrastados en [1]).

Como el primer polinomio ™ —x — 1 es irreducible, esto nos reduce la situacion, y el factor que
divide tanto al primer polinomio como al segundo, tiene que ser el propio primer polinomio.
Se aplica en esta ocasion el otro lema. Para que el segundo polinomio no sea irreducible y tenga
de factor al primero, ocurre:

" — " 1= (2" 2 —1)(2* -2+ 1).

Se comprueba con ordenador que esta igualdad se verifica solamente para n = 3 y m = 5, es decir,
cuando la solucion es el nimero plastico de Van der Laan. O

4.2. Sucesion de Perrin

Esta sucesién fue ya mencionada implicitamente por Edouard Lucas en 1876. De hecho, la
sucesion de Perrin es equivalente, cualitativamente hablando, a la sucesiéon de nimeros de Lucas
solo que de orden 3. Comenzamos por ella sabiendo que su forma de Binet va a ser la méas sencilla,
tal y como hemos adelantado en la seccién anterior.

Recibe el nombre de sucesion de Perrin por Francois Olivier Raoul Perrin[] quien hablé expli-
citamente y por primera vez de dicha sucesion en 1899.

Los términos que componen esta sucesion son los llamados nimeros de Perrin que se pueden
determinar mediante la siguiente definicién recursiva.

Definiciéon 4.4. Sucesion recursiva de Perrin
Para todo n > 0 y sea E, el n-ésimo niimero de Perrin, tenemos:

1. B =3, E1=0, Ey, =2, (Condiciones iniciales)
2. E,=FE, o+ FE, 3 VYn>3 (Relacion de recurrencia)

Asi pues, la sucesion de nimeros de Perrin empieza con los términos mostrados en la siguiente
tabla:

EO - E6 - E12 - E18 - E24 -
El - E7 = E13 - E19 - E25 -
EQ - ES = E14 — E20 - E26 -
EB - EQ = E15 - E21 - E27 -
E4 - ElO - E16 - E22 - E28 -
E5 = Ell = El? = E23 = E29 =

Tabla 4.1: Nameros de Perrin

Ingeniero francés (1841 — 1910), cuya mayor aportacién al mundo de las mateméticas fueron los nimeros de
Perrin. Continuaron con un tratamiento més extenso de esta sucesion Adams y Shanks en 1982.
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Términos que se pueden encontrar, junto a mas informaciéon sobre la sucesion, en la enciclopedia
OEIS: https://oeis.org/A001608.

Pasemos a las propiedades de los ntimeros de Perrin.

Como en sucesiones anteriores, si queremos saber directamente un niimero concreto de la suce-
sion de Perrin, podemos hacer uso de la equivalente a la forma de Binet, que expresa los niimeros
de Perrin como potencias de las raices que son soluciones de la ecuaciéon caracteristica asociada a
su relacion de recurrencia.

Es decir, sean «, (3,7, las tres raices de la ecuacion
22— —1=0,

donde « es una raiz real (el ntumero plastico) y las otras dos son raices conjugadas complejas 3y
V=20

La expresion analoga a la forma de Binet para la sucesion de Perrin es

E,=a"+ 5"+, Vn >0

Dado que las magnitudef] de las raices complejas S y v son menores que 1, por tanto, las
potencias de estas raices se acercan a 0 para n grande. Luego, para n grande, la formula se reduce
a

E, ~ao"

Pudiéndose utilizar para calcular rapidamente los valores de la sucesion de Perrin para n grandes.

Tenemos también que la proporciéon de términos sucesivos en la secuencia de Perrin se aproxima
aa =1 =1324..., el nimero plastico, es decir se cumple el siguiente limite.

Propiedad 4.5. Sea FE,, el n-ésimo niimero de Perrin, se verifica que

, En-l—l
lim

n—00 En

= 1.

Demostracion. Recordemos que las propiedades de este estilo se demostraban de manera trivial
con las formas de Binet (o equivalentes) y operando correctamente con las raices, como hicimos,
por ejemplo, para Fibonacci. O

Observamos pues, que el nimero plastico tiene la misma relacion con la sucesion de Perrin que
la proporciéon aurea con la sucesion de Lucas. Conexiones similares hemos visto y vamos a ver
entre v y la sucesion de Padovan, entre la proporcién aurea y los nameros de Fibonacci, y entre
la proporcién de plata y los ntimeros de Pell.

Tenemos los nimeros de Perrin ya definidos de manera recursiva, a través de la forma de Binet
(o su analoga) y so6lo nos quedaria definirlos a través de su forma matricial, que es

n

E, 01 0]"[3
E,i| =10 0 1| |0
Jo 11 0| |2

2La magnitud de estas raices complejas se pueden calcular facilmente con MAPLE (obteniendo el modulo). Mas
adelante, con la sucesién de Padovan, nos centraremos un poco mas en la obtencién de dichas raices.
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En esta ocasion, también hay lo que llamamos férmulas de multiplicacién, es decir, que hay
expresiones para los términos Fj, que se obtienen a partir de la forma anéloga de Binet, sabiendo
que
En—l — Hn—1 _1_67171 _|_/yn71’

En =a" + 5n + ’ynv

EnJrl — an+1 + 571—&-1 + ,.Yn—ﬂ—l.

Las formulas de multiplicacion van a depender de estos términos mencionados. Por ejemplo, en
concreto para FEo,,

23Ey, = —6F._ | + TE? —2E? | —4AE, 1E, + 18E, 1E, 1 + 6E,E, 1

donde el niimero 23 hace referencia al valor del discriminantd’| del polinomio de orden 3 de la
sucesion.

Otra de las formulas conocidas de esta sucesion, es la funcién generadora de Perrin.

Propiedad 4.6. Sea (E,),>o la sucesion de Perrin, se cumple

- 3— X2
n __ 2
g E, X" = T %7 x5’ funciéon generadora.
n=0
Estos sumatorios de funciones generadoras nos han aparecido en repetidas ocasiones para otras
sucesiones. Deberfan de ser ya familiares para el lector, ademés que son ttiles para llevar a cabo

otras demostraciones.

En [26], por ejemplo, se da una solucion explicita para la relacion de recurrencia de la sucesion
de Perrin a partir de funciones generadoras.
Encontramos, en este mismo articulo, mas féormulas con sumatorios y nimeros combinatorios para
las sucesiones de Perrin, que ademas nos sirven de apoyo para la prueba del siguiente resultado.

Lema 4.7. Sea p un nimero primo, entonces p | E,.

Cuidado, porque lo contrario no es cierto: para algunos ntimeros compuestos n, puede ser que n
divida a F,, sin ser, por tanto, este nimero un nimero primo. Los n que cumplen esta propiedad,
se denominan pseudoprimos de Perrin.

Estos resultados tienen su relevancia en varios estudios, puesto que el trabajar con primos y
pseudoprimos de Perrin tiene sus beneficios y aplicaciones.

Como test de primalidad, la sucesion de Perrin es mucho més fuerte que la tipica sucesion de
Lucas de segundo orden.
Por ejemplo, el pseudoprimo més pequeno en la sucesion de Perrin, donde tenemos ecuacion
caracteristica 3 — x — 1, es el 27664033=(3037)(9109). Lo encontramos en A018187.
Es un ntimero bastante més grande que el pseudoprimo mas pequeno en la sucesién de Fibonacci,
donde teniamos ecuacién caracteristica x> —x — 1.

4.3. Sucesion de Padovan

La sucesién de Padovan es una sucesion con propiedades similares a los nimeros de Fibonacci
y que lleva el nombre de Richard Padovan.

3Sea una ecuacion de tercer grado ax® + bz +cx+d=0, a#0, a,b,c, d contantes. El discriminante es
D = 18abcd — 4b3d + b*>c? — 4ac® — 27a%d?. En nuestro caso a = 1,b = 0,c=d = —1 y, por tanto, D = —23.
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Sin embargo, Padovan[] atribuyé su descubrimiento al holandés Hans van der Laan. Esta suce-
sion es, entonces, relativamente reciente. Su apariciéon es posterior a la sucesion de Perrin, y su
estudio fue ampliado por lan Stewart en 1996.

Hablemos entonces de esta sucesion y sus correspondientes valores, los numeros de Padovan D,,.
Es bastante comin que aparezcan también como los P,, aunque nosotros nos hemos decantado
por esta otra notacién para que no haya confusion con los nimeros de Pell.

Los numeros de Padovan quedan definidos con la siguiente relacion de recurrencia de orden 3.

Definicién 4.8. Sucesién recursiva de Padovan
Para todon > 0y sea D,, el n-ésimo nimero de Padovan, se define de forma recurrente la sucesion:

1. Dy =Dy =Dy =1, (Condiciones iniciales)
2. D,=D, o+ D,_3, Yn>3 (Relacion de recurrencia)

Esta definicion no es undnime. A veces la sucesion de Padovan aparece con otras condiciones
iniciales (Dy = 1, D1 = Dy = 0), y por tanto, sus primeros términos en este caso son:
1,0,0,1,0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9, 12, 16...

Mientras que nosotros nos hemos decantado por esta otra definicién, puesto que en realidad,
lo Gnico que estamos haciendo es comenzar la sucesion un poco mas adelante, evitando valores
un poco més prescindibles. Luego, los primeros valores de la sucesion de Padovan que estamos
considerando, son los que se muestran en la siguiente tabla.

Dy=1 Dg= Dy = Dig = Doy =
D=1 D;= D3 = Dy = Dys =
Dy,=1 Dg= Dy = Dyy = Dyg =
D3 =2 Dgy= D5 = Dy = Dy7 =
Dy=2 Dy= Dy = Dyy = Dog =
Ds=3 Dy = D7 = Dy3 = Doy =

Tabla 4.2: Ntumeros de Padovan

De todas formas, independientemente de la definicién escogida, se cumplen una serie de iden-
tidades y propiedades que vamos a enumerar a continuacion.

Eso si, en caso de utilizar otra definicion, es decir, una que incluya mas términos iniciales como
la que aparece en la OEIS en https://oeis.org/A000931, habria que hacer algunos pequefios
ajustes o compensaciones en algunas de nuestras formulas (en los indices sobre todo). Nosotros
las hemos redactado adaptéandolas a la definicion [£.8] La misma utilizada por Ian Stewart y la que
aparece en el enlace web MathWorld (en la bibliografia).

Comencemos por definir los nimeros de la sucesiéon de Padovan en términos de potencias de
las raices de la ecuacion

2—r—1=0.

4 Arquitecto, autor, traductor y conferenciante nacido en 1935 (85 afios en la actualidad). Ha practicado arqui-
tectura en varios paises europeos y ha ejercido de profesor en el Reino Unido. Quedé fascinado con las obras de
Hans van der Laan (1904 - 1991), que revis6 debido a su conocimiento del idioma holandés y con quién mantuvo
el contacto en persona y por correspondencia. Disponemos de sus traducciénes al inglés y de un libro que escribi6
sobre van der Laan en 1994, “Dom Hans van der Laan: modern primitive”. Con su trabajo, se le considera el des-
cubridor de la sucesion de los numeros de Padovan. También es autor de otros libros cientificos sobre matematicas,
arquitectura, filosofia de los sistemas arquitecténicos y proporcién arquitectonica.
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Misma ecuacion que vimos para la sucesion de Perrin y que tenia 3 raices, una raiz real o (nimero
pléstico) y dos raices conjugadas complejas 8y v = f.

La sucesion de Padovan se puede expresar mediante la formula equivalente a Binet:
D,, = pa®P 4+ qB“P + ry**P, ¥n >0

donde p,q vy r son constantes y exp es un exponente que puede ser justamente exp = n, como en
otras ocasiones, o no. Para ajustar este exp, todo depende de en qué término comienza la sucesion
de Padovan. En nuestro caso queremos que los primeros términos sean 1,1,2,2,3,4,5,7,9...

También queremos saber quiénes son estos p, ¢, r. Para ello, se procedera primero a calcular las
raices caracteristicas de nuestra ecuacion de orden 3.

De hecho, en algunos textos como en [35], han realizado ya estos célculos y se obtienen resultados
como estos:
—(s51 + 82) +iV/3(s1 — 52)
12 ’

S1 + S2

o = 6 s /8:

con s; = v/ 108 4+ 12v/69 y s, = v/ 108 — 121/69.

Finalmente, sabiendo estos valores de «, 3,7. Se procede a resolver un sistema para calcular la
constantes p, q,r. Se ajustan los exponentes exp para que la sucesion comience donde queremos,
y obtenemos que se cumple la siguiente formula aniloga a la forma de Binet:

=4

@—Fa-7 B-a)B-7 G-a)0-5

Hagamos una serie de comprobaciones para verificar que esto es cierto.

n-+4 Bn+4 n-+4
Y
D, =

Demostracion. En realidad, si nuestro polinomio caracteristico es

pl)=2"—z—1=(z—a)(z - B)(z —),

lo que se tiene en los denominadores de las constantes p, ¢, r son las derivadas evaluadas en «, 8
y 7, ya que si

P(z)=32"—1=(z=B)(x—7) + (@ —a)(z—7) + (z - a)(z = f),

entonces

plla) =30 —1=(a—F)(a—"),
P(B)=358"—1=(B—a)B—7),
P() =3y —=1=(y—a)y—p).

Y la formula que queremos comprobar es equivalente a

an+4 Bn+4 ,.Yn+4

ORI ORTIC)

Con lo cual nuestro resultado es coherente, y bastara con comprobar en MAPLE que
an+4 n+4 n+4
n B . gl
(@-Aa-)  B-a)B-7)  (1-a)7-B)

da exactamente los nimeros de Padovan Dy, D, Dy para n = 0,1,2. Si se cumple para estos 3
valores, por ser de orden 3, podemos darla por valida.
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Con fsolve() se calculan las raices caracteristicas. Después, guardados estos resultados en tres
variables y definida la funcién f con la formula que queremos comprobar, evaluamos esta funcion
con un bucle for para distintos valores de n (p.ej de 0 a 16).

Asi obtenemos los primeros 16 términos, que efectivamente son 1,1,1,2,2,3,4,5,7,9... con un infimo
error de decimales.

— Para mas detalles, ver el ltimo capitulo / apartado de nuestro trabajo, que incluye programa-
cion con MAPLE (programa [1)).

El que exp = n + 4 es debido a que asi subsanamos el desplazamiento que tenemos en nuestra
definicion de Padovan al empezar cuatro indices méas adelante. O

Nota: Hay que tener en cuenta entonces, que nosotros hemos substituido n por n + 4 y que
esta formula no es exactamente la que aparece en [35] u otras fuentes, en las que exp = n. Una
forma de Binet que corresponde a una definién de la sucesiéon de Padovan que comienza antes, con
0,0,1,0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9...

Dado que las magnitudes de las raices complejas 3 y 5 son menores que 1 (con MAPLE y la
funcion abs() se calcula rapidamente su modulo), las potencias de estas raices se acercan a 0 para
n grandes y D,, — pa” tiende a cero (D,, = pa™).

A su vez, tanto en [37, p.826] como en [5], se muestra que la razon entre términos consecutivos en
la sucesion de Padovan se aproxima al ntimero plastico v, cumpliéndose, también en esta ocasion,
el limite:

Dn+1
Ii =1).
im i) Y

n—o0 n

Nos queda definir los ntimeros de Padovan por matrices. Pudiéndose definir a partir de la misma
matriz generadora que nos aparecié anteriormente en la forma matricial para la sucesion de Perrin.

n

010
Sea Q"= [0 0 1| la matriz generadora.
110
Los numeros de Padovan se pueden escribir con esta matriz, tal que
Dn—5 Dn—3 Dn—4 010 !
D, 4 D,o D, 3l =100 1| =Q", Vn>5.
Dn73 anl Dn72 I 120

Observamos que en esta formula quedan unos términos de Padovan con unos subindices un tanto
peculiares (no tenemos directamente los D,,, D, 11...) y ademas, esta forma matricial s6lo se puede
usar para n > 5. Sin embargo, esto no es ningtin problema, siempre podemos hacer las correspon-
dientes modificaciones para subsanar este desplazamiento.

Una forma matricial igualmente valida y concorde con nuestra definicion de la sucesiéon de Padovan

€s 44
n
anl Dn+1 Dn

010
D, Dnio Dpii| =10 0 1 =Q"™ vn>1.
Dny1 Diyz Dpyo 1 10

Al igual que para otras sucesiones, tenemos otras curiosas identidades.
Una de las mas importantes y que se puede demostrar facilmente por induccion es la siguiente.
Propiedad 4.9. La sucesion de Padovan satisface:

DZ - Dn+1Dn71 =D_,_7.
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Luego, también es de utilidad saber que si tenemos indices negativos podemos seguir trabajando
con ellos, con la siguiente relacion.
Propiedad 4.10. Sea n > 0, es cierto que

D—n = D—n+3 - D—n+l-

No nos faltan tampoco propiedades con sumatorios, nimeros combinatorios... dejamos aqui,
por simple curiosidad, un par de ellas que aparecen en [28]. Como la suma de los primeros n
términos de la sucesiéon de Padovan que es 2 menos que D, 5, es decir,

Propiedad 4.11. Para los nimeros de Padovan D,,, se verifica que

kz:% Dy = Dyys5 — 2, Z (Z) = Dy_o.

n=2m+k

Por supuesto, entre las expresiones con sumatorios, en [5] encontramos también la funcion
generadora de la sucesion de Padovan.

Propiedad 4.12. Cuando |X| < 1, tenemos la serie convergente,

- 1+ X
nzzg D, X" = ﬁ, funciéon generadora.

Esto se puede usar para probar identidades que involucran productos de la secuencia de Padovan
con términos geométricos, como

rn r3—r—1

~. D, r?(r+1
3 (r+1)

n=0

Como la sucesion de Padovan es semejante a la sucesion de Fibonacci, al igual que ésta ultima,
tiene muchas aplicaciones. Veamos algunas.

= En el area de la combinatoria, hay claros ejemplos. Mencionamos aqui un par de ellos, pero
existen mas.

> D, es el nimero de formas de escribir n + 2 como una suma ordenada en la que cada
término es 2 o 3, es decir, el niimero de composiciones de n+2 en las que cada sumando
es 2 o 3. Por ejemplo, para n = 6 hay Dg = 4 formas de escribir 8 = n + 2 como una
suma ordenada de 2 y 3:

2424242 24343, 34+2+3, 3+3+2.

> D, también es el nimero de formas de escribir n como una suma ordenada palindrémica
en la que ningin término es 2. Por ejemplo, para n = 6 hay Dy = 4 maneras de escribir
n = 6 como una suma ordenada palindréomica en la que ningin término es 2:

6, 343, 1+4+1, 1+1+1+1+1+1.
= De manera similar a los niimeros de Fibonacci, que se pueden generalizar a un conjunto de

polinomios llamados polinomios de Fibonacci, los ntimeros de Padovan se pueden generalizar
para producir los polinomios de Padovan.
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= Si se observan las diagonales en el tridngulo de Pascal o de Tartaglia, éstas generan precisa-
mente la sucesion de Padovan cuando sumamos los nimeros diagonales como en la imagen.

1 F Sucesion de Padovan:
Ty o~ 2 1,1,1,2,2,34,5,7,9,12,16......
oo fr:ff:“' 2
-5 8 2%

1 10 45 120 200 252 200 120 45 10 1

Figura 4.1: Padovan y el tridngulo de Pascal

= Se puede formar una espiral basdndose en la conexiéon de las esquinas de un conjunto de
cuboides tridimensionales. Esta es la espiral cuboide de Padovan, donde los lados sucesivos
de dicha espiral tienen longitudes que son los nimeros de Padovan multiplicados por v/2.

Por otro lado, esta la espiral que se forma por la relaciéon de los niimeros de Padovan con el
nimero plastico, caracteristica que también presentan los nimeros de Perrin y que vamos a
ver a continuacion.

4.3.1. Relaciéon entre las sucesiones de Perrin y Padovan

Como hemos ido observando, las sucesiones de Padovan y de Perrin son sucesiones companeras,
es decir, con la misma relacion de recurrencia, pero condiciones iniciales diferentes. En concreto,
se comportan como las sucesiones de Fibonacci (Padovan) y de Lucas (Perrin). Por ello, a parte
de las caracteristicas que ya hemos ido mencionado, comparten algunas propiedades.

[gual que los nimeros de Fibonacci y los de Lucas intervenian en la construcciéon de la espiral
atlrea, existe una espiral no tan conocida formada por tridngulos equilateros como la de la imagen.

Figura 4.2: Espiral de tridngulos equilateros
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Si nos fijamos en la figura a), la longitud de estos lados son ntumeros de Padovan (pueden ser
de Perrin), ntimeros que cumplen la relacion de recurrencia w,, = w,_s + w,_3, asi como también
cumplen la recurrencia w, = w,_1 + w,_s5, dado que cada tridngulo comparte un lado con otros
dos. Asi, la figura b) nos aporta una prueba visual clara de que ambas sucesiones no s6lo tienen
en comun la relacién de recurrencia de su definiciéon, sino también la otra relacion descrita. Las
recurrencias que pueden cumplir son infinitas de hecho, basta con reemplazar repetidamente w,,
por w,_s + w,,_3 para descubrir recurrencias adicionales.

De todos modos, la relacion de recurrencia w, = w,_1 + w,_5 la podemos ver también como
una consecuencia del hecho de que el polinomio caracteristico de ambas sucesiones, ¥® — x — 1,
divide a un polinomio caracteristico de una sucesion recurrente de orden 5. Algo que ya vimos
cuando hablamos de su raiz real, el nimero plastico, y teniamos que

-2t 1= -2 - 1)(2® -z +1).
Teniendo en cuenta precisamente las relaciones de recurrencia, y con una sencilla demostracion

por el principio de induccion, existe una relacién que nos permite obtener la sucesién de Perrin a
partir de la sucesion de Padovan. Se cumple la siguiente formula:

En = Dn+1 + anll]

Vistas las formas matriciales de ambas sucesiones, ya sabemos que ambas utilizan la misma
matriz elevada a la n. Entonces, podemos expresarlas en una matriz conjunta y que se podria
comprobar facilmente por el Principio de Induccion.

Teorema 4.13. Para todo n € N con n > 3 tenemos,

n

D, s E, 0 3 01 0]"[0 3
Dnos E,i|=Q"|1 0l =100 1| |1 0
Dpi Enpo 0 2 1 10| o2

A partir de este resultado matricial, podemos obtener relaciones entre los nimeros de Padovan
y los niimeros de Perrin, como por ejemplo, la siguiente proposicion.

Proposicién 4.14. Para todo m, n enteros tales que 5 < m < n, se cumple la relacion:

En = -Dm—5 ' En—m + Dm—3 ' En—m+1 + Dm—4 ' En—m+2~

Demostracion. Aplicando propiedades de las matrices,

QTL

o = O

3 0 3
2 0 2

Por definicion de la matriz Q, su relacion con la matriz de Padovan, y por el teorema anterior,

an?) En Dmf5 Dm73 Dmf4 Dn7m73 Enfm
anQ EnJrl = Dmf4 Dmf2 Dm73 Dn7m72 Enferl
Dn—l En+2 Dm—3 Dm—l Dm—2 Dn—m—l En—m+2

Multiplicando las matrices e igualando los términos correspondientes obtenemos varias relaciones,
entre ellas la que queriamos demostrar. O
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Informacion sobre estos resultados y las formas matriciales se encuentran en [4I]. Ademas,
aprovechando la falta de unanimidad en la definiciéon de la sucesiéon de Padovan, en el articulo
utilizan esto a su favor para definirla de tal forma que comience unos términos antes, quedando asi
la matriz de Padovan y este tltimo teorema que hemos dado, con una notaciéon mas bonita, donde
los subindices son siempre positivos para n > 1 y con una matriz conjunta mas uniforme (en el
sentido que, tanto ntimeros de Padovan como nimeros de Perrin, tienen los mismos subindices).

Hemos visto también la relevancia de los nimeros primos. En concreto, cuando hablabamos
de ellos hemos mencionado los niimeros de Fermat, y es que podemos encontrar resultados que
establecen cuales son los niimeros de la sucesion de Padovan y de la de Perrin que son ademas
numeros de Fermat.

Teorema 4.15.

a) Los tnicos nimeros de Fermat en la sucesion de Padovan son D5 =3y D7 = 5.

b) Los tnicos nimeros de Fermat en la sucesion de Perrin son Ey = F3 =3, Es = Eg =5y
Eyy=17.

. ) ) m
Demostracion. Recordemos los ntimeros de Fermat tenian la forma 22" + 1. Luego en esta demos-
tracion primero se trata de resolver las ecuaciones diofanticas:

D,=2"+1,  E,=2"11.

Se resuelven rapidamente por computacion.

Finalmente, mediante acotaciones y recurriendo a algunos resultados (entre ellos la forma anéloga
de Binet para Padovan y Perrin) se acaba determinando cudles de estas soluciones son los tinicos
nameros que son de Fermat. Procedimiento completo en [35].

Nota: No deberia sorprendernos que si en a) son niimeros de Fermat el 3 y el 5, también en b)
lo sean todos los términos de la sucesiéon de Perrin que toman esos valores. O

Vistas las sucesiones de Padovan y de Perrin, que son de las més estudiadas y conocidas de
orden 3, nos preguntamos por ejemplos de sucesiones mas complejas o de orden superior.

Ya la sucesion de Padovan presenta caracteristicas similares a la de Fibonacci. Luego, una
cuestion interesante es ver si una sucesion tan conocida como la de Fibonacci se puede extender
a sucesiones de orden superior del estilo a la que tenfamos de orden 2. Efectivamente, surgen
sucesiones como la de Tribonacci, Tetranacci...

4.4. Sucesiones de Tribonacci, Tetranacci y de orden n

Definicién 4.16. Una sucesion de Fibonacci de orden n es una sucesion entera en la que
cada elemento de la sucesion es la suma de los n elementos anteriores (con la excepcion de los n
primeros elementos que se fijan).

Por tanto, la sucesién de nimeros de Fibonacci habitual es una sucesiéon de Fibonacci de orden
2.

Los siguientes casos que se han investigado mas a fondo son los de Tribonacci y Tetranacci,
para n = 3 y n = 4 respectivamente.
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En esta ocasion, la sucesion de Tribonacci no recibe el nombre por su descubridor, sino que
tri- indica el orden 3 y -bonacci haciendo referencia a Fibonacci. Esta denominaciéon fue sugerida
por FeinbergE] en 1963 para una sucesion que ya habia sido descrita formalmente por primera vez
mucho antes, en 1914 por Agronomof.

Esta sucesion de orden 3, como la de Padovan y la de Perrin, comienza entonces con tres
términos predeterminados y cada término posterior es la suma de los tres términos anteriores, es
decir, tenemos:

Definiciéon 4.17. Sucesion recursiva de Tribonacci
Para todo n > 0 y sea T, el n-ésimo numero de Tribonacci, se define de forma recurrente la
sucesion:

1. To=T1 =0, T =1, (Condiciones iniciales)
2.1, =T, 1+T, o+T, 3, VYn>3 (Relacion de recurrencia)

Por tanto, los primeros niimeros de Tribonacci son:

To=0 1Ts= Tiy = Tig = Toy =
=0 T = T3 = Tig = Tys =
=1 Tg= Ty = Ty = Ty =
Tz3=1 Ty= Tis = Ty = Ty =
Ty=2 Ty= Tie = Ty = Trg =
Ts =4 1Ty = Ti7 = Tos = Ty =

Tabla 4.3: Nameros de Tribonacci

Términos que se pueden encontrar, junto a mas informaciéon de esta sucesion, en la enciclopedia
OEIS con el enlace: https://oeis.org/A000073

Como sucedia con Padovan, en algunos textos y entre ellos en el articulo [I0] de Feinberg, la
definicion no es exactamente ésta y los nimeros de Tribonacci empiezan mas adelante a partir de
los valores 1,1,2,4,7... tenemos cuidado con esto.

Para la sucesion de Tribonacci hay una forma de Binet, que nos permite expresar los 7, con
una expresion exacta y asi obtener directa y explicitamente su valor.

B o p" "
SR T P e e Bl vy Y gy

2

donde «, 3,7 son las tres raices del polinomio caracteristico 3 — 22 — z — 1.

De forma concisa y general, tienen una forma de Binet del tipo:
Tn = pa” +qf" + 179",

con p, q,r constantes.
(Damos por calculado el valor de estas constantes. Se hallan como veces anteriores.)

®Mark Feinberg, un estudiante de 14 afios, fue ganador del estado de Pennsylvania con su proyecto de Tribonacci
en la Junior Academy of Science. Su trabajo se publicé y tuvo un gran impacto, aunque no fue el tnico que estudié
esta sucesion. Hubo ya un primer uso no intencional de Tribonacci en “El origen de las especies” de Charles R.
Darwin. En concreto, aparece en el ejemplo que ilustra el crecimiento de la poblacion de elefantes.
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Estas formulas se encuentran en [42], y se pueden comprobar también facilmente. Se procede
como hicimos recientemente para Padovan, es decir, primero calculamos las raices del polinomio,
que en este caso son:

o =1 (V194333 + V19 - 3V33+1),
ﬁ:%(2—€/19+3\/3_—5‘/19—3\/§+¢§¢€’/19+3¢3_—€/19—3¢§) y =5,

con valores aproximados

a=18393, B =-0,4196+1:0,6063, ~ = —0,4196 — 0,6063.

Y simplemente teniendo cuidado con los indices n (se reajustan segin la definicion de Tribonacci
que se esté usando) vemos que esta forma de Binet nos da los valores de la sucesion esperados
paran =0,1,2...

Por ejemplo, esta formula aparece igualmente en [6], pero con indices / exponentes distintos.
A mayores, incluye como son estas formas de Binet para casos mas generalizados de Tribonacci,
con una relacion de recurrencia del tipo:

t, = at,—1 + btn—Z + cty3, n>3
con a, b, c constantes fijas.

Tenemos también que el cociente o la razén de términos consecutivos en la sucesién de Tribo-
nacci se aproxima a 3 = 1,839..., es decir, se cumple el siguiente limite.
Propiedad 4.18. Sea T), el n-ésimo namero de Tribonacci, se verifica que

T,
lfm T“ = 1,83928675521416... = 3

n—oo n

Dicha proporcién es conocida como la constante de Tribonacci, cuyo valor exacto es
14+ V/19+3v33+ /19 — 3V/33
B 3

Ademas, es una de las raices del polinomio x
manera la ecuacién x + 273 = 2.

©3 ~ 1,839286755214161

3

—x — 1 =0, y por tanto, satisface de igual

Los nimeros de Tribonacci se implementan a veces a través de la funcién generadora.

Propiedad 4.19. Sea (T},),>0 la sucesion de Tribonacci, se cumple

nZ:OTnX” =1 % %z %5’ funcion generadora.

Demostracion. No es mas que usar la definicién recursiva cuando corresponde.
Denotamos por g(X) =Y~ T,X" a la funcion generadora. Se tiene que

1-X-X*-X"g(X)=(1-X-X>-X*> T,x"
n=0
=To+ (T —T))X + (T = 1 = T))X* + Y (T = Tt — Ty — Tg) X7
n=3

Ya que por definicion 7o =Ty, =0y T, — T,,_.1 — T,,_o — T,,_3 = 0 para todo n > 3, entonces
(1-X—X?—X3)g(X)="TX?con Ty = 1.
Luego, despejando de aqui, g(X) es X?/(1 — X — X% — X3). O
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En esta ocasion no hemos dado una forma matricial exacta, aunque si que se puede hacer uso
de la definicidn recursiva para expresar, por ejemplo, que

Toin 11 117,
T, | =11 0 0| |7,
Tos 0 1 0| [T,

En algunas fuentes y en la OEIS, se expresan también algunos términos, en este caso el T}, 1o v
el T},_1, como el primer nimero de arriba a la izquierda de la matriz resultante de elevar a la n
determinadas matrices 3 x 3 formadas por 0’s y 1’s. Adn asi, no hemos encontrado un consenso
respecto a la forma matricial como otras veces.

Por tltimo, en cuanto a las aplicaciones de esta sucesion, interviene en muchos &mbitos, pues-
to que ya aparecia en algunos problemas de la naturaleza que proponia Darwin.
Esta sucesion también crea una espiral que se construye a partir de rectangulos cuyo alto y ancho
son dos nimeros consecutivos de Tribonacci, llamados los “rectangulos plateados”.
En [21, Cap.46] encontramos algunos ejemplos mas y vemos su similitud con aquellos que men-
cionamos para la sucesiéon de Fibonacci de orden 2. Por ejemplo,

» En combinatoria, en el ejemplo [I.39]tenfamos que un entero n se podia descomponer de F}, 4
formas diferentes, utilizando sumas de 1’s y 2’s. Si ahora suponemos que se pueden utilizar
sumandos de 1’s, 2’s y 3’s, es cierto que el niimero de composiciones que se pueden hacer
de un entero n > 1 con sumas de este tipo es T}, .

= En teoria de grafos, se habla de arboles enraizados que siguen la estructura recursiva de 7,.

(Si queda alguna duda sobre estas aplicaciones consultar el libro de Koshy mencionado).
Por supuesto, los niimeros primos siguen teniendo un papel esencial. Existen estudios, como [9],
que contienen resultados curiosos como el siguiente:

» Sea p un ntmero primo con p # 11,19. Entonces, p | T, si y solo si p = z? + 11y* para
x,y € 2.

Ahora, estudiamos la sucesion de Tetranacci. Denominada asi también por Feinberg, con Tetra-
que indica el orden 4 y -nacci haciendo referencia a Fibonacci.

Definicién 4.20. Sucesién recursiva de Tetranacci
Para todo n > 0 y sea 7, el n-ésimo nimero de Tetranacci, se define de forma recurrente la
sucesion:

L. To=Thi=T=0, T3=1, (Condiciones iniciales)

2. Tn=Tn1+Tno+Tns+Tns, Vn=>4 (Relacion de recurrencia)

Por tanto, los niimeros de tetranacci comienzan con cuatro términos predeterminados, cada
término posterior es la suma de los cuatro términos anteriores.

Los primeros ntimeros de tetranacci son los siguientes.

93



To=0 Te=14 Tio =208  Tig = 10671 T34 = 547337
Ti=0 T, =28 Tiz =401 Ti9 = 20569  Ta5 = 1055026
To=0 Tg=15 Tia =773 Tao = 39648 Ty = 2033628
Ts=1 Tg=29 Tis = 1490 To = 76424 Ty7 = 3919944
Ta=1 Tio=56 Tig=2872 Tao = 147312 Tos = 7555935
Ts =2 T =108 Ti7 =5536 Tag = 283953 Ta9 = 14564533

Tabla 4.4: Nimeros de Tetranacci

Encontramos dicha sucesion en: https://oeis.org/A000078

A parte de esta definicion recurrente, una expresion exacta para el n-ésimo ntimero de Tetranacci
es la forma de Binet, que para n > 0 nos da explicitamente que
an 671
To = + +
(a=B)a=7)(a=3)  (B—a)(f—7)(B—-9)

(Y—a)(y=B)y=6) (6—a)(0=P)(—7)

donde a, 3,7, d son las cuatro raices caracteristicas del polinomio z* — 2® — 22 — x — 1 asociado a

la relacién de recurrencia de Tetranacci.

Estamos entonces ante una férmula que, escrita de forma concisa es
T =pa™ +qB" +ry" + 50"
con p,q,r,s constantes.

Ademas, el cociente de términos consecutivos de la sucesion de Tetranacci se aproxima a una
de estas cuatro raices. En concreto, tenemos el siguiente limite.

Propiedad 4.21. Sea 7, el n-ésimo ntiimero de Tetranacci, entonces

Tns1

n

lim

n—00

= 1,927561975482925... = @4

El valor de esta razon, es conocido también como la constante de Tetranacci, cuyo valor exacto
en términos de radicales es

A SO N T L nsi0sas0025
L Ty o\ a) o T

1 V31689 - 65 — V/3V/1689 + 65
8 P 122 '
Luego, el limite estd tendiendo a la raiz real positiva del polinomio % — z
también cumple la ecuacion z + 2=* = 2.

donde

r = To +

52 —x—-1=0,y

Los nimeros de Tetranacci tienen su correspondiente funcién generadora.

Propiedad 4.22. Sea (7,),>0 la sucesion de Tetranacci, es cierto que

o0

X3
T. X"
=0

Tl X X2 X3 XV

funcion generadora.

n
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Para terminar con estas sucesiones de Fibonacci de orden n, mencionamos que también se
han calculado los nimeros de pentanacci, hexanacci y heptanacci, que son los siguientes (con su
correspondiente enlace en la OEIS).

- Nameros de Pentanacci: https://oeis.org/A001591
0,0,0,0,1,1, 2,4, 8, 16, 31, 61, 120, 236, 464, 912, 1793, 3525, 6930, 13624 ...

- Numeros de Hexanacci: https://oeis.org/A001592
0,0,0,0,0,1, 1,2 4,8, 16, 32, 63, 125, 248, 492, 976, 1936, 3840, 7617, 15109 ...

- Ndmeros de Heptanacci: https://oeis.org/A122189
0,0,0,0,0,0,1,1, 2,4, 8, 16, 32, 64, 127, 253, 504, 1004, 2000, 3984, 7936, 15808 ...

- Nuameros de Octanacci: https://oeis.org/A079262
0,0,0,0,0,0,0, 1,1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 255, 509, 1016, 2028, 4048, 8080, 16128 ...

- Nuameros de Enneanacci: https://oeis.org/A104144
0,0,0,0,0,0,0,0,1, 1, 2, 4, 8 16, 32, 64, 128, 256, 511, 1021, 2040, 4076, 8144, 16272 ...

Si nos fijamos, en nuestras definiciones recurrentes, los n términos que necesitamos fijar son: 0
los n — 1 primeros y 1 la tultima condicion inicial fijada.
Calculandose el resto de nimeros de la sucesion como suma de los n anteriores.
Sin embargo, no siempre los vamos a encontrar definidos asi, en algunas fuentes optan por omitir
términos innecesarios y empezar mas adelante la sucesion, para asi evitar tantos ceros.

En todas ellas, tenemos que existe el limite del cociente entre términos consecutivos. Este
limite siempre es una raiz de la ecuaciéon x + =" = 2, equivalente a la ecuacién caracteristica
asociada a la relaciéon de recurrencia de la sucesion de n-nacci.

Dicha raiz se denota por ¢,, llamada constante n-nacci y valor hacia el que tiende el limite.

Por supuesto, no todas las sucesiones de orden 3 o superior son sucesiones como la de Fibonacci
o como la de Lucas (en el caso de Perrin). Hay muchas mas sucesiones enteras recurrentes que
las que hemos visto en este trabajo, por ello, cerramos este capitulo con unas tultimas sucesiones
adicionales.

4.5. Sucesion adicional: Narayana

La sucesion de las vacas de Narayanaﬁ, o simplemente sucesién de Narayana es una sucesion de
enteros que ya apareci6 en el siglo XIV cuando Narayana Pandit o Pandita/| estudio6 el crecimiento

6Se denomina asi para distinguirla bien de los ntimeros de Narayana, que son totalmente diferentes (no los
términos de esta sucesion). Forman una matriz triangular de nimeros naturales, llamada tridngulo de Narayana, y
son conocidos en combinatoria y problemas de conteo. Deben ademaés su nombre a otro matematemico canadiense
T. V. Narayana (1930-1987).

"Matematico de la India (1340 - 1400 aprox.) Su obra més famosa es “Ganita Kaumudi” del afio 1356, que
anticipé muchos desarrollos en combinatoria y trata mayormente sobre aritmética, con cierta influencia de otro
matematico, Bhaskara II. Como muchos otros escritores aritméticos indios, estudié algoritmos multiplicativos, pero
diferencidndose con su aportaciéon de siete métodos para elevar al cuadrado. Destacando, ademés, los ultimos dos
capitulos de su obra, siendo uno dedicado a las secuencias numéricas y el otro contiene una discusiéon detallada de
los cuadrados mégicos y figuras similares. Poco mas se sabe sobre él, salvo las contribuciones de dichos escritos al
algebra (incluye investigaciones sobre la ecuacion de Pell nz? + 1 = 32, soluciones de ecuaciones indeterminadas de
orden superior, operaciones matematicas con cero, varias reglas geométricas, métodos de factorizacion de enteros...)
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y la multiplicacion de las vacas, con un problema similar al problema de los conejos de Fibonacci:
A partir de su cuarto ano de vida, cada vaca tiene un becerro/a cada ano ;Cudntas vacas tengo
segun pase el tiempo? La sucesion de Narayana responde al nimero de vacas presentes cada afio.

Este problema de Narayana, por tanto, es modelado de la siguiente manera recurrente.

Definicién 4.23. Sucesién recursiva de Narayana
Para todo n > 0 y sea N,, el n-ésimo niimero de Narayana, queda definida la sucesién como sigue,

1. No=N; =Ny =1, (Condiciones iniciales)
2. N,=N,_1+N,_3, Vn>3 (Relacion de recurrencia)

Es una sucesion con las mismas condiciones iniciales que teniamos para Padovan, pero con una
relacion de recurrencia en las que interviene el témino N,_1 en vez de N,,_».

Con esta definicion, los 30 primeros términos de la sucesion de las vacas de Narayana son los
que aparecen en la siguiente tabla.

No=1 Ng= Nip = Nig = Noyy =
Ni=1 N;= Niz = Nig = Nos =
Ny=1 Ng= Ny = Ny = Nog =
N3y =2 Ny= Nis = Ny = Noy7 =
Ny=3 Nyp= Nig = Noy = Nog =
Ns =41 Ny = Ny = Na3 = Nog =

Tabla 4.5: Nim. sucesion de las vacas de Narayana
Sucesion con enlace en la OEIS: https://oeis.org/A000930
Veamos ahora de forma concisa, las definiciones y caracteristicas mas relevantes de esta sucesion.

Forma de Binet:
n+2 n+2 n+2
a B Y

N, = n > 0,

@ Ba— G-aG-m G-an-p "~

3

donde «, 3,7 son las raices caracteristicas de la ecuacion 2® — 22 — 1 = 0 asociada a la relacion de

recurrencia de Narayana.

Ademas, el cociente de términos consecutivos se acerca a la razdn superdorada. Se dice que dos
cantidades a y b estan en la proporciéon superdorada si el cociente del nimero mayor dividido por

el menor es igual a
3/29+3v93 3/29-3v93
L4 200y /s

3

Siendo este ntimero justamente la nica solucion real de nuestra ecuacion a® = 22 + 1.

U —

Forma matricial:

N, N, o N, 1 01
anl Nn73 Nn72 =11 0 0 = An, n Z 4
Nn72 Nn74 Nn73 010
Funcién generadora:
- 1
N, X" =


https://oeis.org/A000930

A parte de esta sucesion, existe también una generalizacion de la sucesion de Narayana.
Con las k-Narayana sucesiones (veése [33]), vamos ademéas a comprender mejor la sucesion de las
vacas de Narayana y la informaciéon que acabamos de dar.

Definiciéon 4.24. Sucesién recursiva de k-Narayana
Para todo n > 0, y sea N el n-ésimo niimero de k-Narayana, con k # 0 entero. Se define

L. Nék) =1, Nl(k) =k, Nz(k) = k2, (Condiciones iniciales)
2. N = /ﬂNék_)l + N7(lk_)3, Vn >3  (Relacion de recurrencia)

Siendo asi, de manera genérica, los primeros términos de una sucesion de k-Narayana:

1, k, k2 K341, K42k, K5 +3k% KS4+4k3+1, kK" + 5k + 3k,

. ., . k . . ~
A continuacion, nombramos las sucesiones (NT(L )>n20 de k-Narayana mas conocidas, acompana-
das de su correspondiente enlace en la OEIS. Tenemos los casos particulares:

- Para k =1, (N,gl))nzo = (N,)n>0 es la sucesion de Narayana por excelencia (ya vista - A000930).
- Para k = 2, (N7(12))n20 https://oeis.org/A008998.

~Para k=3, (NY),s0 https://oeis.org/A052541,

- Para k = —1, (N,(fl))nzo https://oeis.org/A050935.

La forma de Binet para estas sucesiones sigue siendo la misma, sélo que con las correspon-
dientes raices caracteristicas de cada sucesion, es decir,

n—+2 n-+2 n—+2
& g
N(k‘) _ k k k 0’

“ ) TG tr e B "7

donde oy, Bk, v son las raices caracteristicas de la ecuacion 2® — ka? — 1 = 0 correspondiente a la
sucesion de k-Narayana.

Por otro lado, disponemos también de la forma matricial que define a estas sucesiones en
funcion del valor de k.
Para k € Z,k # 0, tenemos la matriz generadora de k-Narayana,

E 01
Ay,=11 0 0
010

Esta matriz elevada a la n, nos genera los niimeros de las sucesiones de k-Narayana tal que

NGB NB N,

n

Z k

k
N()2 — |1
0

ne = (Ak)n, n 2 4.

)3 (k)
4 N

n—3

—_ o O
o O =

Y por ultimo, las sucesiones de k-Narayana también tienen todas una funcién generadora

que es
>

n=0

1
1 —kX — X3

=

(k) xn keZk+#0.

Damos por finalizadas las sucesiones enteras recurrentes para dar paso a las sucesiones enteras
meta-recurrentes. Concluimos asi nuestro trabajo, con una labor un poco mas de investigacion,
debido a que estas sucesiones son menos conocidas y atn a dia de hoy plantean interrogantes.
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Capitulo 5

Sucesiones enteras meta-recurrentes

Este tipo de sucesiones surgieron por primera vez en 1979 cuando D. R. Hofstadter publico su
libro “Gddel, Escher, Bach: an Eternal Golden Braid” [15]. Este libro y su autor seran los principales
protagonistas de este capitulo e incluso se podria decir que del trabajo, ya que fue la motivacion
que nos llevé a estudiar sucesiones enteras y a adentrarnos en un campo en el que todavia hay
muchas preguntas abiertas y datos interesantes por descubrir.

Primero, comenzaremos por introducir el concepto de sucesiones meta-recurrentes, un concepto
bastante reciente y novedoso. Sorprende que su aparicion fuera en un libro de caracter divulgativo
y que tuviera tal impacto, debido al caracter erratico y fascinante de estas sucesiones. Cierto es,
algunas con un comportamiento mas predecible que otras.

Después, iremos viendo uno por uno los tres ejemplos mas destacables, mientras exponemos
las propiedades y los enigmas que plantean. Menos en detalle y para cerrar, se encuentran maéas
sucesiones que dejamos por simple curiosidad.

5.1. Introduccién y conceptos previos

Nos adentramos en el tema de las sucesiones meta-recurrentes acompanados de Hofstadter y a
través de su libro “Gédel, Escher, Bach” [15], comunmente denominado por las siglas GEB. Nos
referiremos asi a él a partir de ahora.

Este libro publicado en 1979 por Douglas Hofstadter, sobre el que iremos descubriendo mas
cosas en este capitulo, es un libro curioso para lectores curiosoﬂ Su forma de distintas narrativas
entrelazadas (alterna didlogos y capitulos) le otorg6 al autor un Premio Pulitzer de Ambito general
y no-ficcién, un gran mérito para un libro con cierto caracter cientifico y matemaético.

Es verdad que no solo expone conceptos fundamentales para las matematicas, la simetria y la
inteligencia. Se exploran también temas comunes, a través de las vidas y obras del logico Godel,
del artista Escher y el compositor Bach, por ejemplo.

No se trata de las relaciones entre las matematicas, el arte y la musica, sino mas bien sobre
como la cogniciéon emerge de mecanismos neurologicos ocultos.

LEl término lectores curiosos hace referencia al escritor, légico-matemaético y fotégrafo Lewis Carroll (1832-1898),
més conocido por ser el autor de “Alicia en el Pais de las Maravillas”. El libro de Hofstadter tiene cierta relacion
con este escritor, puesto que utiliza algunos recursos y personajes imaginarios (como Aquiles y la tortuga), que ya
usaba Carroll. Es mas, GEB es vendido bajo el eslogan “Una fuga metaférica de mentes y maquinas siguiendo el
espiritu de Lewis Carroll”.
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Dicho con otras palabras, se defiende la idea de que las neuronas individuales en el cerebro se
coordinan para crear un sentido unificado de mente coherente, como en una colonia de hormigas.

Asi es este libro; lleno de acertijos, metaficcion, combinacion de palabras, autorreferencias
- recursividad, acrésticos... una obra que a través de la ilustracion, de metaforas y el andlisis
defiende los distintos temas. Incluso el propio titulo ya juega con las siglas GEB:EGB, lo que hace
atin mas sorprendente que un libro que estd completamente basado en juegos de palabras, haya
sido traducido a varios idiomas?

Uno de estos temas tratados es también la informatica. En GEB se incluyen discusiones sobre los
principios basicos de la logica, las declaraciones autorreferentes, los sistemas ("sin tipo") e incluso
la programacion. Hofstadter crea ademéas BlooP y FlooP, dos sencillos lenguajes de programacion.
Es decir, los librosﬂ de Hofstadter han ejercido una poderosa influencia en las arquitecturas de los
modelos computacionales.

Sin embargo, como ha dicho Hofstadter en alguna ocasion, para nosotros lo ordenadores no
seran mas que una herramienta para explorar la esencia de lo que nos tiene realmente fascinados:
la creatividad y la belleza. Una creatividad y novedad que para nosotros reside en las nuevas
sucesiones que presentamos a continuaciéon y que encontramos en las paginas de GEB [I5] p.135
- 139] dedicadas a las sucesiones de nimeros enteros.

Por primera vez, vemos relaciones de recurrencia que tienen la siguiente forma.

Definiciéon 5.1. Se llaman sucesiones de meta-Fibonacci o meta-recurrentes, aquellas sucesiones
con relaciones de recurrencia anidadas, es decir, una recurrencia donde el argumento (indice) que
define los términos depende de valores previos de la sucesion.

Hofstadter tuvo tal impacto con sus sucesiones meta-recurrentes, que incluso se dice que una
sucesion de Hofstadter es, en general, un miembro de una familia de sucesiones enteras relacionadas
y definidas por relaciones de recurrencia no lineales.

En [II], aparece una manera méas formal y generalizada para referirnos a estas sucesiones.
Tenemos también la siguiente definicion.

Definicién 5.2. Una sucesion de meta-Fibonacci (generalizada) es una sucesion de enteros que
satisface una relaciéon de recurrencia similar o del tipo:

para k entero positivo y unos a; € Z fijos.

En este capitulo, por lo general vamos a utilizar méas esta notacion del tipo M(n), en vez de
M, para el n-ésimo término de una sucesion meta-recurrente. Al tener relaciones de recurrencia
anidadas, van a ser mas comprensibles de este modo. Asi no tendremos que escribir, por ejemplo:
M, = ayM,_pn,_, +asMy_pp,_, + ... + arpMy_np, -

2Fl propio Hofstadter confiesa que no entraba en sus planes traducir su libro, ya que habria que trabajar con
juegos de palabras que dependen incluso de la estructura, como por ejemplo, el didlogo del cangrejo, que dice casi
exactamente lo mismo hacia adelante que hacia atras. Sin embargo, estd muy complacido con el resultado, como
apasionado de los idiomas que es. Hofstadter es poliglota, y ademés del inglés (lengua materna), habla con fluidez
francés e italiano (idioma que habla en casa con sus hijos). Ha estudiado también (en orden descendente de nivel
de fluidez alcanzado) aleman, ruso, espaifiol, sueco, mandarin, holandés, polaco e hindi.

3Es conocido también por su libro “T Am a Strange Loop” publicado en 2007, bastante premiado y donde examina
el término bucle extrario, un concepto acuiiado por él. Ademaés es columnista en el Scientific American ocupandose
de la antigua columna “Mathematical Games”, que él renombré como “Metamagical Themas” (anagrama).
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Antes de comenzar con casos particulares de estas sucesiones, es conveniente comentar algunas
propiedades que tienen en comun todas las sucesiones con una relaciéon de recurrencia meta-
recurrente:

= Al tener relaciones de recurrencia anidadas, las sucesiones de meta-Fibonacci y las soluciones
vinculadas a ellas, son muy sensibles a la seleccion de condiciones iniciales.

= Es importante y muy probable la caracteristica de slowness o el que una sucesiéon meta-
recurrente sea lenta (slow). Propiedad global que se refiere a las sucesiones meta-recurrentes
cuyos términos consecutivos van aumentando 0 o 1, con un crecimiento lento. Son muy
apropiadas para emplear demostraciones por induccién.

= Tener una funciéon generadora es otra propiedad global mas que probable, sobre todo para
sucesiones con soluciones cuasi-periodicas.

= Hay sucesiones méas enigmaticas o cadticas, para las que al menos se pueden conjeturar
propiedades globales basadas en andlisis y aproximaciones a otras sucesiones, estudiando
similitud, periodo...

Muchas de estas propiedades se comentaron en la conferencia de Alkan y Aybar de 2019 [3],
donde se plantearon también los principales problemas que se presentan cuando estudiamos
dichas sucesiones:

» Conseguir clasificar soluciones de una relaciéon de recurrencia anidada es extremadamente
dificil, ya que muchas veces pequenos cambios cuando fijamos las condiciones iniciales puede
hacer que ocurra un cambio inesperado. Luego, encontrar patrones o clasificar, para asi
encontrar similitudes de comportamiento, es realmente complicado la mayoria de las veces.

= Por tanto, por el mismo motivo, es bastante complejo observar cierta conexién o parecido
entre diferentes relaciones de meta-recurrencia.

= Sus demostraciones, aunque se lleven a cabo por induccion, tienen hipoétesis inductivas muy
enrevesadas y son extremadamente resistentes a cualquier intento de demostracion, debido
a las componentes anidadas. No hay forma facil de generalizar las hipotesis para diferentes
tipos de recurrencias y, en muchas ocasiones, cada recurrencia necesita o tiene sus propias
condiciones adicionales.

» Estamos frente a un campo todavia bastante inexplorado en lo que se refiere a conocer
caracteristicas de comportamiento de sucesiones meta-recurrentes y relaciones de recurrencia
no lineales.

= Establecer la conexiéon entre relaciones de meta-recurrencia y soluciones puede ser un pro-
blema.

= Conseguir generalizaciones que engloven similitudes de comportamiento, por tanto, es arduo.

» Encontrar formulas o soluciones explicitas (como la forma de Binet) es también todo un
desatfio.

Todo esto (el que sean tan enigmaticas y a la vez con posibles patrones), hace que estas suce-
siones sean potencialmente ttiles para aplicaciones en criptografia, por ejemplo.

Profundicemos, viendo algunas sucesiones meta-recurrentes en concreto.
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5.2. G-sucesion de Hofstadter (y H-sucesion)

La primera sucesién meta-recurrente mas sencilla que nos encontramos, es también la que nos
introduce primero Douglas Hofstadterf] en su libro GEB en 1979.

La sucesion G de Hofstadter se define de la siguiente manera:

Definicién 5.3. G-sucesién meta-recursiva de Hofstadter
Para todo n > 0y sea G,, = G(n) el n-ésimo namero G, definimos:

1. G(0) =0, (Condicioén inicial)
2. G(n)=n—-G(G(n—-1)), Yn>0 (Relacion de meta-recurrencia)

Siendo los primeros términos de esta sucesion:

Go=0 Gg=4 Gip=28 Gig=11 Gou=15
Gi=1 G;=14 Gi3 =28 Gig=12 Go5 =106
Go=1 Gg=95 Gia=9 Gaog =12 Gog =106
Gy=2 Gg=0 Gis=9 Gun=13 Gxn=17
G4 - :; G10 =0 GlG =10 GQQ — 14 G28 — lT
G5::5 Gn=17 G17: 11 G23: 14 GQQZ 18

Tabla 5.1: Nameros G

En la OEIS con enlace: https://oeis.org/A005206

Si observamos los términos, la diferencia entre valores consecutivos es siempre 0 o 1, con lo cual
una propiedad basica de esta sucesion, es su crecimiento lento. Lo demostraremos.

Su relaciéon de recurrencia se puede escribir de una forma maés simple,
-1
G(n) =n—G([ln¢™" )

con G(0) =0y G(1) = 1 condiciones iniciales.
© es la proporcion durea y || es la funcion suelo que representa la parte entera de un nimero x.

Esto incluye, entonces la siguiente forma explicita para los G(n):
G(n)=[(n+1)p] —n—1=[(n+1)/p] = [(n+1)p~"]

+V5 . —1+5

1
donde si p = — 8 el nimero atireo, ¢~ 5

Resultado que vamos a demostrar a continuaciéon, tal y como hicieron Granville y Rasson en
[13]. Pero primero, unos lemas previos.

{Estadounidense nacido en febrero de 1945 (76 afios en la actualidad) e hijo del fisico R.Hofstadter, ganador
de un premio Nobel. Es una persona muy polifacética, estudia ciencia cognitiva, filosofia de la mente, fisica y
literatura. Sus investigaciones incluyen conceptos como el sentido del yo en relaciéon con el mundo externo, la
conciencia, creaciéon de analogias, arte y creaciéon, traduccién literaria y descubrimientos en matemaéticas y fisica.
Se gradud con Distincién en matematicas por la Universidad de Stanford y recibié su Ph.D. en fisica en la de
Oregon, donde su estudio lo llevé a descubrir el fractal conocido como mariposa de Hofstadter. También existe la
llamada ley de Hofstadter. Resumiendo, se le puede considerar que tiene conocimientos tanto en el mundo cientifico
como en el de las humanidades y artes.
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Lema 5.4. Sin > 0, entonces (np~! — [np~']) + (n(e™1)? — [n(p™1)?]) = 1.

Demostracion. Primero de todo, tenemos que [n(¢1)?] = |[n(1 — ¢ !)| = [n — ne']. Hemos
obtenido esta expresion para el sumando que nos parecia el mas complicado del lema. Aplicando
que (¢71)? =1 — ¢!, algo que operando es obvio.

Para cada n (y como n es entero, pero ¢! no) tenemos np~' = [np~!| + 9, donde 0 < 9 < 1
son los decimales. Estamos teniendo en cuenta que 9 > 0, ya que np~ ' # |np~!] para n # 0.
Luego,

(™)) =ln—ne™ '] = [n— (In¢~'] +0))
=ln—|np | -0+1]—1l=n—|ng ']+ [1-0] -1

Hemos podido extraer n — |ng~!| porque es una cifra entera. Ademas, si 0 < d < 1 nos queda,

[n(e™)?] =n—|ne~'] - 1.
Entonces, sustituyendo esto en lo que queremos demostrar y sabiendo que ¢! + (o71)? = 1,
obtenemos,

(ne™" = [ng™' ) + (n(e™")* = [n(e™)?]) =n(e™" + (¢71)*) = (lne ™| + [n(¢™")*))
=n— (lnp™ | + [n(¢™)?))
=n—([ng~' |+ (n—[ne~'] = 1)) =1

Lema 5.5. Sea 0 <9< 1ycond+ ¢ ! #1,entonces [(1+¢ 1) (1—-09)]+[0+¢ '] =1

Demostracion.
Si|0<0<1—¢ ' entonces
0+¢7 '] =0y
L=[0+¢ 1= )] < [T+ H(1-0)| < |[(1+¢ )] =1 Luego, [(1+¢ ") (1-09)] =1.
Entonces, [(1+¢ ) (1=0)|+[0+¢ '] =1+0=1.

Si|l—¢ ' <9< 1| entonces
[0+~ =1y
0< |1+ M1 -9 < |1+ A - (1—¢"))] =1. Si consideramos que 9+ ¢~ # 1, en
realidad solo podemos tener que 0 < |[(1+¢ (1 —-09)] < [(1+¢ (1 —(1—¢1))| = 1. Luego,
L1+ ) (1 =0)] =0.
Entonces, [(1+¢ ) (1=0)|+[0+¢ '] =0+1=1. O

Finalmente, ya podemos demostrar uno de los resultados més importantes sobre la G-sucesion.
Teorema 5.6. Sea la G-sucesion, una funciéon G : N — N definida como en Entonces,

G(n) = [(n+1)¢™"].

Demostracion. Lo primero de todo, se comprueba la existencia de G y que esta bien definida para
todo n. Basta con probar que 0 < G(n) < n.

El resultado es cierto paran =0y G(0) = 0.

Si es cierto para 0, 1...n, estamos estableciendo como hipotesis que 0 < G(n) < n, luego también
se debe verificar 0 < G(G(n)) < G(n) < n.

Tenemos que paran+1, G(n+1) = (n+ 1) — G(G(n)). Y aplicando aqui la hipotesis, se cumple
que 1 <G(n+1)<n-+1.
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Ahora, sea otra funcion f(n) = [(n + 1)¢~'|. Es suficiente con probar que f queda definida
como,

£(0) =0,
J0) =n— f(f(n—1)), n=>1.

Y que, por tanto, es justamente f(n) = G(n) = [(n+ 1)p~t].

£(0) =0 es trivial.
Veamos que se cumple f(n) =n — f(f(n — 1)), verificando que para n > 1,

[(n+ D¢ | =n—[(l(n =1+ e |+ Do~ | =n—[(lne~"] + D™ ]. (5.1)

Sea n > 1, y suponiendo que 9 = np~! — [ng~!|, con 0 < d < 1. Para que esto ocurra, se debe
dar que 0 # 1+ ¢! (recordemos que n es entero), es decir, estamos en las condiciones del lema
Entonces, desarrollando la segunda parte de la igualdad que queremos verificar, veamos
a qué equivale exactamente |(|ng~'| 4+ 1)p~!]. Utilizando lo dicho sobre O:

[(lne ]+ D7t = [((ne™' = 8) + 1) | = [n(¢™)? =™ + 7]

Recordemos ahora que el lema nos decia que

(ne™! = [ne ™)) + (n(e™1)? = [n(e™")?]) = 1, es decir,
0+ (n(p™1)? = [n(p 1)) = 1.
Tenemos asi que n(p~1)? es: n(p~
estabamos desarrollando...

(L™ |+ Dp™' | =

D2 = [n(e 12| + 1 — 9. Aplicando esto a la expresion que

TP H1-0)—0p T + o7
=ln(@ ™)+ [1 -0 -0 + ¢!
n(e )P+ [(1-9) 1+ ¢ )
=(n(e™)?=1+9)+ [(1-9)(1+¢H)].

Il
— o
—~
—
S
—~
=6

Por otro lado, fijando ahora nuestra atencion en la primera parte de la igualdad (5.1) que
queremos demostrar, y aplicando lo que sabemos para 0,

[(n+ Do ' =lnp" + ¢
[([ne™ ] +0) + ']
e+ [0+¢ = (np™ ' —9)+ [0+ ¢ ']

Finalmente, ya podemos comprobar que es cierta la igualdad (5.1)), o lo que es lo mismo,

[(n+ D'+ [(lne™" ] + 1) | —n=0.
Operando, y aplicando que (¢™!)? =1 — ¢! junto con el lema 5.5
[(n+ D7 [+ (L™ ] + )™ | —n =
=™ A+ [0+ ]+ [n(e™)? =1+ A+ [(1-0)(1+ ¢ )] —n

=n((¢™ )+ =1+ [0+¢7 =1+ [(1-0)(1+¢7)]
=n-0—1+(|0+¢ |+ [(1-0)1+¢ H])=0-1+1=0.
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La G-sucesion tiene otras muchas propiedades que ya han sido investigadas y de demostracion
mas rapida que esta anterior. En [25], en una seccion dedicada a la funcion G, aparecen recogidas
las siguientes.

Propiedad 5.7. Sea la G-sucesion una funcion G : N — N definida con las ecuaciones que
aparecen en la definicion [5.3]y con valores iniciales G(0) = 0,G(1) = G(2) = 1,G(3) = 2,G(4) =
G(5) = 3. Se establecen algunas propiedades basicas de G:

n)=Gn—1)= Gn+1)=Gn)+1, ¥n#0.
3 +1)—G(n) € {0,1}, Vn.
4. 0<G(m)—Gn)<m—n, VYn,mconn <m.
5. Gn) =0 n=0, Vn.
(n)

<n, Vn>1.

Demostracion.
1. Por la propia definicion de G.

Es obvio que tiene que ser G(0) = 0 para n = 0. Y para un n en general, se trata de probar su
existencia. De hecho, ya hemos visto en resultados anteriores que existe. En particular, G,, € [0,n].
Y para la unicidad, lo mismo, podemos suponer que tenemos una funcion f que satisface f(0) =0
y que 0 < f(n) < n para cada n. Por induccién fuerte, se acaba llegando a que tiene que ser
f(n) = g(n), para todo n y donde f,g son funciones que satisfacen nuestras ecuaciones de la
definicion.

Gn+1)—Gn) =(n+1)—G(G(n)) —n+ G(G(n — 1)) por tal y como estan definidas
G(n + 1) y G(n). Operando:
G(n+1)—G(n) =1—-G(G(n)) + G(G(n —1)). Luego, si por hipotesis G(n) = G(n — 1), es obvio
que la expresion anterior es igual a 1 y queda demostrado.

3. Por induccién fuerte.
Tenemos que G(1) —G(0) =1—-0=1.
Vk <n—1y conn # 0 podemos suponer G(k+1)—G(k) € {0, 1}. Reutilizando la misma notacion
que antes y con la hipotesis de induccion k =n — 1,G(n) — G(n — 1) € {0, 1}, llegamos a que:
- Si es 0, por el resultado anterior 2.
- Si es 1, usamos hipotesis de induccion donde k = G(n — 1) y k+1 = G(n).
Luego, G(G(n)) — G(G(n — 1)) € {0, 1}.

4. Se puede deducir por reiteracion del resultado previo. Es decir,

0<Gr+1)—G(n) <1
0 < Gn=+72] - Gln+T]
0<G(n+3)—Gn+72)

<1
<1

5. Paratodon > 1,0 < G(n) — G(1) = G(n) — 1, pues G(1) = 1.
Luego, tenemos G(n) > 1, Vn > 1. Y por definicion G(0) =
G(n) =04 n =0 es trivial.
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6. Para todon > 2, G(n) — G(2) <n—2,y G(2) = 1. Luego,
Gn)—1<n—-2=G(n)<n-1

]

Finalmente, tenemos una tltima propiedad en cuanto a interpretacion gréfica (informacion en
[25, 32]). Una interpretacion de G(n) en términos de contar etiquetas en un arbol infinito con
vértices etiquetados.

De nuevo en este trabajo, nos aparecen grafos con forma de arbol.

Tenemos un arbol que (comenzando desde el nodo conveniente) lo denotamos como G y lo
definimos recursivamente. En concreto, G tiene un vértice raiz donde el subarbol de la izquierda,
también llamado hijo izquierdo, es directamente una copia de G. Mientras que el hijo derecho de
esta raiz, a su vez tiene un tnico subarbol que también es una copia de G. Es decir, estamos en la
situacion de la figura.

G 6

O

Figura 5.1: Interpretacion en arbol de la G-sucesion

El criterio que se sigue para etiquetar este arbol es: se comienza por el primer vértice raiz que
se numera con 1 y después se etiquetan el resto de vértices en orden creciente de su altura respecto
a dicha raiz. Todos los vértices dentro de una altura especifica se numeran en orden creciente de
izquierda a derecha. En nuestro grafico de ejemplo se ha etiquetado hasta la altura 6 (el primer
vértice raiz cuenta como altura 0).

Con este grafo de arbol, se estan representando los valores de la G-sucesion, puesto que para
cada n etiquetado, encontramos su valor G(n) en el vértice que esta justamente debajo, es decir,
dicho con otras palabras, G(n) es justo la etiqueta que numera al padre del vértice n.

Luego, los G(n) de este arbol satisfacen la relacion de recurrencia de la definicion y el
arbol se puede ir construyendo asi progresivamente nodo por nodo, vértice a vértice. Ademas,
curiosamente los etiquetados méas a la derecha son justamente nimeros de Fibonacci F},, mientras
que los situados mas a la izquierda son términos de la forma F,, + 1.

No es la primera vez que observamos que la G-sucesion estd muy ligada a los niimeros de
Fibonacci, también hemos visto la formula explicita que definfa los G(n) y en la que intervenia el
niimero de oro y ¢!
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Ya Hofstadter representaba a sus sucesiones asi, explicandolas con diagramas y émrboleﬂ. De
hecho, investigé la funcion G tratando de calcular sus valores rapido y considerando la dispo-
sicion de los valores que ya conocia en un arbol. Para su sorpresa, ese arbol tenia o seguia esa
extremadamente ordenada descripcion recursiva-geomeétrica.

En GEB, seguido de la G sucesion, se introduce la H-sucesion. Una sucesion similar que también
se puede representar con un grafo de tipo arbol.

o

Figura 5.2: Interpretaciéon en arbol de la H-sucesion

La sucesion H de Hofstadter se define de la siguiente manera.

Definicion 5.8. H-sucesion meta-recursiva de Hofstadter
Para todo n > 0y sea H,, = H(n) el n-ésimo namero H, se tiene que

1. H(0) =0, (Condicioén inicial)
2. Hn)=n—H(H(H(n—-1))), VYn>0 (Relacion de meta-recurrencia)

Luego, los primeros términos de esta sucesiéon son:
0,1,1,2,3,4,4,5,5,6,7,7,8,9, 10, 10, 11, 12, 13, 13, 14, ...

Con enlace en la OEIS: https://oeis.org/A005374

5.3. Q-sucesion de Hofstadter

También en 1979 y con el libro GEB de Hofstadter, surge una sucesién cadtica con comporta-
miento erratico. Esta sucesion es la Q-sucesion de Hofstadter, un ejemplo de recursién en la teoria
de ntimeros que atn a dia de hoy es un pequeno misterio.

En las sucesiones recurrentes y hasta este capitulo, cuando definiamos la sucesién, cada nuevo
valor era la suma de los (dos) anteriores, como sucedia en Fibonacci.
Ahora, en vez de eso, los dos valores anteriores, no se suman, sino que nos dicen cuantos puestos
hacia atras tenemos que contar o desplazarnos (desde los puntos suspensivos) para obtener los
nimeros que se tienen que sumar y asi saber el siguiente nimero de la sucesion. O sea, se procede
como en el siguiente esquema que aparece en GEB.

5La escritura de Hofstadter se caracteriza precisamente por una intensa interaccion entre la forma y el contenido,
poniendo un gran esfuerzo en hacer que las ideas sean claras y visuales. También en su ensefianza, Hofstadter
enfatiza lo concreto, usando constantemente ejemplos y analogias, y evita lo abstracto. Por ejemplo, es tipico de los
cursos que imparte su seminario "Teoria de grupos y teoria de Galois visualizada", en el que las ideas mateméaticas
abstractas se expresan de la manera mas concreta posible.
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1, 1, 4, 8, 8, 4, b, 5, 6, 6, 6, 8 & 8, 10, 9 10, ...
b+6=11 cudnto desplazarme
P a la izquierda

término nuevo
Figura 5.3: Construccion de la (Q-sucesion

Formalmente, consideramos la siguiente definiciéon recursiva de la sucesion Q.

Definiciéon 5.9. Q-sucesiéon meta-recursiva de Hofstadter
Para todo n > 0 y sea @, = Q(n) el n-ésimo nimero Q , tenemos:

1. Q1) =Q((2) =1, (Condiciones iniciales)
2.0n)=Qn—Qn—-1)+Q(n—-Qn—-2)), ¥n>2 (Relacion de meta-recurrencia)

Entonces, los primeros términos de la sucesién son:

Ql = Q7 = QIS = Q19 = Q25 =
QQ = Q8 - Q14 = QQO = Q26 =
QS = QQ = Q15 = QQI = Q27 =
Q4 = QlO = QlG = QQZ = QQS =
Q5 = Qll = Ql? = QQS = Q29 =
Q6 = QIQ = QIS = Q24 = Q?)O =

Tabla 5.2: Numeros Q

El propio Hofstadter se comunic6 con Sloane antes de publicar su libro, en 1977, para comuni-
carle el descubrimiento de la Q-sucesion y con ello el nacimiento de las sucesiones meta-recurrentes.
Desde entonces, podemos encontrarla en la enciclopedia OEIS con enlace:
https://oeis.org/A005185

Finalmente, con la presentaciéon de la sucesion Q en el libro de Hofstadter, es la primera mencion
conocida de una sucesion meta-recurrente en la literatura, donde los indices de los términos que
se suman en la definicién de la sucesion dependen de la Q-sucesion misma.

Desde entonces, a estos términos los llamamos “ntimeros Q" o “Q-ntmeros”, nombre adjudicado
por el propio Hofstadter, y se utilizan expresiones del tipo: el nimero Q de 6 es 4.

Por lo que podemos observar del esquema y en la tabla [5.2] el primer elemento de la sucesion
Q(1), nunca es uno de los dos términos que se agregan para producir un elemento posterior y esta
involucrado so6lo dentro de un indice, en el calculo de Q(3).

Ademés, se observa también que la sucesion tiene un cierto comportamiento erratico, por decirlo
suavemente. Cuanto més te alejas o avanzas en la sucesion, menos sentido parece tener.
Al principio tiene un crecimiento lento, con un incremento de 0 o 1 entre término y término, para
luego después descubrir, por ejemplo, que el 12-ésimo Q-niimero tiene un incremento de 2 con

respecto al 11-ésimo. Poco después, vuelve a fallar la monotonia (nos fijamos en la otra anomalia
entre el término 15 y 16 de la tabla [5.2)).

Estamos frente a uno de los casos peculiares donde algo que parece definirse de manera natural,
nos lleva a un comportamiento extremadamente enigmético (como un puzzle - puzzling): un caos
producido de forma ordenada.
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Para entendernos, como diria Hofstadter con su metafora de la naturaleza. La situacion es
exactamente igual que cuando observamos las leyes de la naturaleza. Esta se presenta para nosotros
como una serie de fenémenos que en su mayoria se aprecian como aleatorios y cadticos, hasta que
alguien es capaz de seleccionar los eventos significativos y que nos proporcionan informaciéon como
para extraer conclusiones de esas particularidades o circunstancias aparentemente irrelevantes.
Hasta el punto de llegar a ser idealizadas, y s6lo entonces nos muestran su verdadera estructura
en todo su esplendor.

Por ello, nos preguntamos si este aparente caos, concibe alguna sttil o ligera regularidad. Por
definicion, hay cierto patron o regularidad, pero es méas interesante saber si hay otra forma de
caracterizar esta sucesion y con suerte, de manera no recursiva.

Actualmente no hay anélisis rigurosos ni predicciones detalladas del comportamiento bastante
erratico de (). Sin embargo, se ha demostrado que el comportamiento cadtico de los niimeros Q
muestra algunos signos de orden:

- Los Q-ntimeros exhiben un periodo aproximado de duplicacion, auto-similitud y escalado.
Estas propiedades se comparten con alguna sucesion relacionada que veremos en la tiltima
seccion (estudio realizado por Pinn).

- Si el limite lim,, . (Q(n)/n) existe, entonces debe de ser 1/2 (probado por Golomb).

La mayoria de estos hallazgos, como hemos dicho, son observaciones empiricas, ya que hasta
ahora no se ha probado de manera rigurosa nada acerca de la sucesion (). De hecho, se desconoce
especificamente si la sucesion estd bien definida para todos los n, es decir, nadie ha sido capaz
de probar rigurosamente que Q(n) existe para todo n y por el momento esta atada a la siguiente
condicién o propiedad.

Propiedad 5.10. Sea n > 1, una conjetura basica de @ (al menos por el momento) es
Qn—1)<n (v Q(n—2)<n).

Si en alguna ocasion se da que Q(n — 1) > n para algin n, entonces evaluar Q(n) requeriria
saber un numero Q(k) con k < 0. Como la sucesion @) solo esta definida para indices positivos, se
dice que la sucesion muere si se llega a ese punto.

Tras la aparicion en GEB de la Q-sucesion y las otras sucesiones meta-recurrentes, ha habido
mucho trabajo de investigacién en torno a sucesiones de Hofstadter de crecimiento lento. Dentro
de este ambito, el ejemplo mas famoso o conocido es quizés la sucesion de Hofstadter-Conway.

5.4. Sucesion de los 10,000 $ de Hofstadter-Conway

La apariciéon de esta sucesion es curiosa. Surgié por primera vez en 1988 durante una charla
divulgativa en Bell Labs, cuando John Horton Conwayﬁ ofrecio un premio de 10,000 $ a quien fuera
capaz de demostrar un resultado particular sobre la convergencia y el comportamiento asintético
de dicha sucesion.

6John Conway, quien muri6 recientemente (1937-2020), fue un matematico inglés con aportaciones en la teoria de
grupos finitos, teoria de nudos, teoria de nimeros, teoria de juegos combinatorios y en codificacién. También profesor
en la Universidad de Princeton y creador de juegos, como the Game of Life, contribuyendo a las mateméaticas
recreativas.
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Asi fue como recibi6 el sobrenombre de la sucesion de los 10,000 $ o sucesion de Hofstadter-
Conway. Unos anos antes de que Conway lanzara el reto alrededor de dicha sucesion, aproxima-
damente en 1986, Hofstadter y David Newman habian encontrado y planteado ya su estructura;
que definimos a continuacion.

Definicién 5.11. Sucesién meta-recursiva de los 10,0008 (Hofstadter-Conway)
Para todo n > 0y sea C,, = C'(n) el n-ésimo namero de Hofstadter-Conway, se define la siguiente
sucesion:

1. C(1)=C(2) =1, (Condiciones iniciales)
2.Cn)=C(Cn—-1)+C(n—C(n—1)), ¥Yn>2 (Relacién de meta-recurrencia)

Luego, los primeros términos de esta sucesion son los siguientes.

Ci=1 Cr= Ci3 = Cro = Co5 =
Co = Cg = Cu = Cop = Co =
Cs = Co = Ci5 = Co = Cor =
Cy= Cio = Cis = Coy = Cog =
Cs = Cn = Cir = Coz = Cyg =
Ce = Cipp = Cig = Coy = Cs =

Tabla 5.3: Numeros de Hofstadter-Conway

Sucesion en la OEIS con enlace: https://oeis.org/A004001

Lo que Conway prob¢ para esta sucesion, es que se cumple el siguiente limite.

Propiedad 5.12. Cuando n — oo, tenemos que

Cn) 1
n 2

Se ofreci6 10,000 $ a la persona que fuera capaz de encontrar la tltima n exacta para la que
|% — 2| > 1/20. O lo que es lo mismo, buscar un n tal que

C(j 1
‘%—§‘<1/20, Vi > n.

El premio fue posteriormente reducido a 1,000 $ y qued6 todo en una anécdota. De hecho,
se trataba de un problema que no era tan complicado y no tardé6 mucho en cobrarse, siendo el
afortunado Collin Mallowd'l

Es mas, la respuesta ha llegado a ser incluso mas sencilla de lo que Mallows y el propio Conway
pensaban: n = 1489.
(La historia sobre esta sucesion estd narrada en un articulo de Sloane [38], quien estaba presente
en dicha conferencia y mantuvo contacto con Mallows).

A raiz de estos estudios que se hicieron, se sabe también lo siguiente.

"Estadistico inglés nacido en 1930 (90 afios en la actualidad). A parte de destacar por sus aportaciones en el
campo de las sucesiones (veremos que aparece méas veces en este capitulo), es conocido por un procedimiento de
diagnostico / modelo de regresion llamado “ Mallows’ C), ”, ampliamente utilizado en analisis de regresion.
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Propiedad 5.13. Para todo n, se cumple
n
C(n) > =
()= 2.
dandose la igualdad si y s6lo si n # 1 y n es una potencia de 2.

Ademas, tenemos la certeza que C'(n) es una sucesion bien definida y que existe para para todo
n, puesto que es moénotona creciente y siempre con un incremento entre término y término de 0 o
1 (de crecimiento lento).

Estas y otras propiedades basicas de la sucesion de Conway, aparecen en el articulo [23]. Reuni-
mos algunas de ellas a continuacion.

Propiedad 5.14. Sea C' : N — N una funcion definida como en y que representa la sucesion
de Conway de los 10,000 $. Se establecen algunas propiedades basicas de C.

n) <n, Vn.
n+1)—C(n) € {0,1}, Vn.

(
(

3. C(2M) =2t wn > 1.
(n) = 2% con k > 0 y para exactamente k + 1 valores de n.
(

2n) <2C(n), Vn.

Demostracion. - Comentarios.
1. y 2. La sucesion C' de Conway esta bien definida. Basta con demostraciones como las reali-
zadas para las propiedades béasicas de la G-sucesion.

3. 4. y 5. Se pueden probar por induccion. De todos modos, si teniamos que C'(n) =n/2 siy
solo si n es una potencia de 2, entonces que se cumpla 3. no quiere decir més que
2n
0(2”) - ? — 2n71.

5.5. Otras sucesiones

Después de la invencion y la aparicion de la Q-sucesion en la literatura, vamos a ver que surgen
muchas sucesiones de meta-Fibonacci que han sido estudiadas por diversos autores. Klaus Pinn,
por ejemplo, ha estudiado varios tipos de estas sucesiones meta-recurrentes que tienen una natura-
leza impredecible y concluye que hay algunas evidencias de que las diferentes sucesiones estudiadas
comparten una clase universal. Una de sus sucesiones es la que vamos a ver a continuacion.

5.5.1. La prima cadtica de la sucesién de Conway y otros parientes

En 1998, Klaus Pinn lleva a cabo su estudio [31] sobre la siguiente sucesion.

Definicién 5.15. Prima cadtica de la sucesiéon de Hofstadter-Conway
Para todo n > 0 y sea K, = K(n) el n-ésimo ntimero de la sucesion prima cadtica de la sucesion
de Conway.
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Se define la sucesion que viene dada por:

1. K(1)=K(2) =1, (Condiciones iniciales)
2. K(n)=K(K(n—-1))+Kn—-1-K(n-2)), ¥n>2 (Relaciéon de meta-recurrencia)

Sus términos son:
1,1,2,2,2,3,4,4,4,4,5,6,7,8,8,8,8,8,8,9...

Podemos encontrarlos en la OEIS con el enlace: https://oeis.org/A055748

Como vemos, la definicion de esta sucesion tiene alguna similitud con aquella que dimos para
la sucesion de Hofstadter-Conway. Sin embargo, en contraposiciéon al comportamiento regular y
predecible que tenian los C'(n), los K-nimeros presentan patrones caoticos. Es decir, las propie-
dades de la K-sucesién son, al contrario de lo que cabria esperar, mas similares a las propiedades
que presenta la Q-sucesion cadtica de Hofstadter y no mantienen semejanza con las de Conway.

Se refleja su comportamiento en la siguientre grafica generada por MAPLE.
— Ver el altimo anexo de nuestro trabajo, programa

40004

20004

2000 4000 6000 8000 10000
Figura 5.4: MAPLE: Suc. prima caética de Conway

Es cierto que esta prima cabtica, en comparaciéon con la sucesion () de Hofstadter, al menos
muestra un mayor orden estructural, con una duplicaciéon exacta del periodoﬁ y se tiene que las
regiones cadticas de K estan separadas por regiones con un comportamiento uniforme predecible.

Sorprende que después de casi 50 anos de la introducciéon de las sucesiones meta-recurrentes
y de la aparicion de la cadtica Q-sucesion, ésta tltima siga siendo un enigma. Es por esto que
tendemos a buscar sucesiones similares o que se comporten parecido, como la prima de Conway,
para poder extraer conclusiones y avanzar en nuestro estudio. Y por este mismo motivo, aparece
también un pariente de la Q-sucesién de Hofstadter de crecimiento lento.

Recientemente, Nathan Fox en su articulo [12] del 2017 descubri6 una nueva sucesion relacio-
nada con la cadtica Q-sucesion.

8Cuando una funcién es periddica, coloquialmente hablando, se produce una cierta repeticién cada periodo T.
Luego, vamos a entender por duplicacién exacta del periodo, cuando se produce una similitud en el comportamiento
de la funcion cada cierto periodo y segin avanzamos, dicho periodo se va duplicando o multiplicando por 2. Se
comprende mejor con la grafica, donde su forma se va repitiendo cada vez, en franjas de n el doble de grandes.
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Definicién 5.16. Pariente lento de la Q-sucesién de Hofstadter
Para todo n > 0y sea S, = S(n) el n-ésimo numero de nuestra sucesion pariente slow de
Hofstadter. Consideramos la sucesion definida por:

1. S(1)=1,5(2)=2,5(3) =3,54) =4,5(5) =5, (Condiciones iniciales)
2. S(n)=Sn—-SMn—-1)+Sn—-SSMn—-2)+Sn—-Smn-3)), ¥Yn>5

Entonces, los primeros términos de esta sucesion son:
1,2,3,4,5,6,6,7,8,9,9, 10, 11, 12, 12, 13, 14, 15, 15, 16, 17, 17, 18, 18, 19...

Sucesion que podemos encontrar en: https://oeis.org/A278055

Si nos fijamos en la relacion de meta-recurrencia de su definiciéon, se ha anadido un tercer
término o sumando a la Q-sucesién de Hofstadter.
Esta nueva sucesion, con sus condiciones iniciales bien predefinidas / fijadas y que generalizan
aquellas condiciones iniciales que habia para Hofstadter, genera una sucesion cuyos términos (a
diferencia de la Q) todos incrementan de forma mono6tona, es decir con un incremento de 0 o 1
entre término y término.

Resumiendo, su propiedad méas importante es su crecimiento lento, que expresado matematica-
mente, nos viene a decir que S(n+1) —S(n) € {0,1}, Vn.

Graficamente, veremos también qué aspecto presentan algunas sucesiones lentas. Como las que
vienen a continuacion.

5.5.2. Sucesiones casadas de Hofstadter

No todas las sucesiones que nos quedan por ver son de tan nueva apariciéon. Por ejemplo, el
libro GEB de Hofstadter esta lleno de ejemplos de sucesiones meta-recurrentes, a parte de los que
hemos nombrado ya.

Unas de estas sucesiones sobre las que se sabe de su existencia desde 1979, son las sucesiones
casadas de Hofstadter que involucran a un par de funciones recursivas que estan unidas o casadas
con la definicion:

Definicién 5.17. Sucesiones meta-recursivas casadas
Para n > 0, denotamos por Ma(n) y Mu(n) el n-ésimo término de las sucesiones definidas por:

1. Mu(0)=1, Ma(0)=0, (Condiciones iniciales)
2. (Sistema de recurrencias)

i

n— Ma(Mu(n — 1)),

Siendo Ma y Mu las funciones casadas (married).

Luego, los primeros términos de estas sucesiones son:
Mu:1,1,2,2,3,3,4,5,5,6,6,7,8,8,9,9, 10, 11, 11, 12, 13, ...
Ma:0,0,1,2,2 3,4,4,5,6,6,7,7,8,9,9, 10, 11, 11, 12, 12, ...

Con enlaces en la OEIS:
Mu : https://oeis.org/A005378
Ma : https://oeis.org/A005379
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Hemos usado la notacion Ma y Mwu por marido y mujer. Ya Hofstadter las defini6 como las
sucesiones masculina (male) y femenina (female), con notacion M y F. No hemos utilizado esta
misma notacién para evitar confusiones con otras sucesiones anteriores como la de Fibonacci.

Estas dos sucesiones son elegantes a la par que simples. En su definicion, se llaman la una a la

otra y a si mismas, digamos que se retroalimentan.
Es esta simplicidad la que ha facilitado que se hayan hecho estudios, como el [44], con varias

propiedades y resultados sobre ellas.
Por ejemplo, por inducciéon se demuestra la siguiente propiedad.

Propiedad 5.18. Sean las sucesiones casadas de Hofstader las funciones Ma, Mu : N — N

definidas como previamente. Se establece que,
0 <Mu(n) <n-+1, Vn.
0 <Ma(n) <n, Vn.

Esto asegura que ambas sucesiones estan bien definidas para todo n > 0

Son, ademés, de crecimiento lento. Basta con observar la grafica.
— Ver anexo de programas en MAPLE, programa

60 4

30

30

] 2T T T T T T
0 20 40 60 20 100
Sucesion Suces on
masculina femenina

Figura 5.5: MAPLE: Sucesiones casadas

Luego, al contrario que la Q-sucesiéon, como no tienen un comportamiento tan cadtico, se ha
llegado incluso a encontrar soluciones que nos recuerdan a aquella formula dada para la G-sucesion.

(Consultar [44] para ver las soluciones con demostracion).
Teorema 5.19. Para todo n > 0 es cierto que

Mu(n) =[(n+1)¢~"] +ei(n),
[(n+ D¢~ | = e2(n),

Ma(n) =
-1 -1 + \/g ;o , . .
donde p~! = — Sea Fj el k-ésimo numero de Fibonacci para k > 1, 1(n) y e3(n) son:
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1, sin=Fy —1, 1, sin=F -1,
61(n):{0 si no. " 52(n):{0 si no. -

A raiz de estas sucesiones casadas, han surgido posteriormente mas del estilo. Por ejemplo,
existen también sucesiones en las que se retroalimentan /influyen no dos, sino incluso tres sucesiones
a la hora de establecer sus definiciones. Mas que una relaciéon de pareja se establece una relacion
de familia entre ellas.

Utilizamos una notaciéon genérica en su definicion para que sea menos confusa.

Definicién 5.20. Sucesiones meta-recursivas padres-hijo(s)
Para n > 0, denotamos por a(n),b(n) y ¢(n) el n-ésimo término de las sucesiones establecidas
mediante las siguientes condiciones iniciales y sistema de recurrencias.

1. a(0) =1, b(0)=c(0)=0, (Condiciones iniciales)
2. (Sistema de recurrencias)
(b(n—1)), Yn>0

a(n) = n: bla(n—1)), Vn>0
n—a(c(n—1)), Yn>0

5.5.3. Sucesién cadtica con forma de corazén (de Hofstadter)

Como hemos ido viendo, es notable que, tanto la sucesion cadtica (), como la sucesion de los
10,000 $ tuvieron y tienen mucho impacto en el ambito de las sucesiones meta-recurrentes.

Eil
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30004

30001

20004

20004

10004 10004

2000 1000 6000 2000 10000 2000 1000 6000 2000 10000

Figura 5.6: MAPLE: Q-sucesion de Hofstadter Figura 5.7: MAPLE: Sucesion de Conway

— Consultar anexo de programas en MAPLE, programas 2| y

Al estudiar sus graficas por separado, es bastante apreciable el comportamiento erratico y
caotico, pero a la vez estructurado, de la Q-sucesion (figura a la izq.).
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Mientras que, por su parte, la sucesion de Conway presenta una estructura peculiar, con curvitas
y que en algunas fuentes denominan como apariencia de fractal (figura a la derecha).

Asi fue como surgio la sucesion cadtica con forma de corazon, en un intento de combinacion de
ambas graficas. Estudio realizado recientemente en el 2017 (ver [4]).

En este estudio se da la siguiente definicion.

Definicién 5.21. Sucesién cadtica con forma de corazén de Hofstadter
Sea Q(n) el n-ésimo namero de la Q sucesion y sea C'(n) el n-ésimo término de la sucesion de
Conway, los h(n) de la sucesion de corazon son:

h(n) = C(n) — Q(n), vn.

Para esta sucesion, se ha considerado la diferencia entre la ()-sucesion y la sucesion de Conway.
Recordemos que el limite de la sucesion Q parece rondar los n/2; mientras que la sucesion de
Conway nunca es menor que n/2 (C(n) > n/2), por esta razon restamos a la sucesion de Conway

la Q.

Nos percatamos enseguida de su comportamiento cadtico con s6lo echar un vistazo a sus pri-

meros términos:
0,0,0-1,0,0,-1,-1,-1,0,1,-1,0,0,-2,-1,-1,-1,0, 0,0, 1, 2, -2

Términos y mas informacion en el enlace de la OEIS: https://oeis.org/A284019

También resulta evidente por qué recibe el sobrenombre “con forma de corazém”, aparte de
caotica. Como resultado de esta diferencia / combinacion se obtiene una sucesion con la siguiente
grafica; en la cual es curioso observar el proceso de aparicion de formas de corazon erraticas segin
va habiendo un ntimero creciente de generaciones.

3004

G004

4004

2004

-200+

-400-

2000 4000 6000 8000 10000

Figura 5.8: MAPLE: Sucesion con forma de corazon

— Encontramos el programa que genera esta grafica en el anexo de MAPLE, programa

Esta sucesion, nos ha aportado una perspectiva diferente y grafica sobre sucesiones de meta-
Fibonacci conocidas, sugiriéndonos que aiin tenemos muchas cosas sorprendentes por descubrir de
estas sucesiones y las relaciones entre ellas.
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5.5.4. Sucesion de Golomb

Sucesion que recibe el nombre por Solomon W. Golombﬂ Aunque en algunas fuentes también
es llamada sucesion de Silverman.

Quizas nos suene el nombre de este matematico por ser también el inventor de la llamada
codificacion de Golomb, la Regla de Golomb (en astronomia y encriptacion de datos), asi como el
método de generacion de Lempel-Golomb.

En cuanto a sucesiones se refiere, destaca también su identificacién pionera de las caracteristicas de
las secuencias pseudoaleatorias o pseudo-ruidosas. Estudio que tuvo amplias repercusiones, entre
ellas, su aplicacién a muchos teléfonos inalambricos y moviles en la actualidad.

Por su parte, la sucesion de Golomb surgié en 1966 cuando fue publicada en el “American
Mathematical Monthly”. Con esta publicacion, (Golomb buscaba una férmula asintética para la
sucesion (la veremos).

Una primera definicion de esta sucesion (la dada por Golomb), nos indica que cada entero
positivo n aparece g(n) veces en la sucesion.

Definiciéon 5.22. Para todo n > 0 y sea g, = g(n) el n-ésimo niimero de Golomb. Tenemos la
sucesion de Golomb no decreciente, definida por:

L. g(1) =1, (Condicion inicial)

2. g(n) =t{s tal que g(s) =n} =m, VYn>1,

donde m es el nimero de veces que ocurre que un término g, = n en la sucesion.

Ademas, la condicion de sucesion no decreciente es necesaria, y se exige para todo n > 1 que,

3. g(n — 1) < g(n), siendo g(n) el nimero natural mas pequenio compatible con todo esto.

Por otro lado, varios anos mas tarde y posterior a los descubrimientos de Hofstadter y (Golomb,
Colin Mallows dio una relacion de recurrencia explicita que describe la sucesion de Golomb. En
consecuencia, es considerada una sucesién meta-recurrente.

Definicién 5.23. Sucesidén meta-recursiva de Golomb

Para todo n > 0y sea g, = g(n) el n-ésimo namero de Golomb. Se define,
L. g(1) =1, (Condicion inicial)
2. g(n) =g(n—ygg(n—1))) +1, vn>1

Con estas definiciones, queda claro que sus primeros términos son: 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5,
6,6,6,6,7,7,7,7,8,8 8,8 9,99, 9,9, 10...
Términos que coinciden con los expuestos en la informaciéon que nos proporciona la OEIS.
Enlace: https://oeis.org/A001462

9Solomon Wolf Golomb (1932 - 2016) fue un matemaético, ingeniero y profesor de ingenierfa eléctrica estadouni-
dense en la Universidad del Sur de California, mejor conocido por sus trabajos sobre juegos mateméaticos. Entre sus
aportaciones a las matematicas recreativas se encuentran: Rep-tiles, inventé Cheskers, describié de forma rigurosa
poliominés, pentominés (base / inspiracion del Tetris)...
Tras doctorarse en matematicas por la Universidad de Harvard, se especializé en problemas de andlisis combinato-
rio, teoria de niimeros, teoria de codificacion y comunicaciones (militares, espaciales, industriales y de consumo).
También era un columnista habitual en el Boletin de la Sociedad de la Informacién del IEEE y colaborador frecuente
de la columna Mathematical Games.
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Si observamos, se ha fijado primero ¢g; = 1. Por lo tanto,
1 ocurre exactamente una vez en esta sucesion.

Después, para n > 1, se tiene un g, > 1. En concreto, g, = 2.
2 ocurre exactamente 2 veces en esta sucesion.

Como g3 = 2,
3 ocurre exactamente g3 = 2 veces en la sucesion.

Tenemos g4 = g5 = 3, luego
4 ocurre exactamente 3 veces.
5 ocurre exactamente 3 veces.

Y asi con el resto de términos,
96 = g7 = gs = 4,
99 = g1o = g11 = 5,

De la propia definicion que dimos, destaca por tanto,
Propiedad 5.24. Sea g(n) el n-ésimo nimero de Golomb. Entonces, n aparece exactamente
g(n) = m veces en la sucesion. Ademaés, la sucesion de Golomb es una sucesion que se fija y que
se describe a si misma, decimos que es autogenerada.

En inglés, se utilizan los términos self-generating y self-describing. De hecho, la sucesion de
Golomb no es la tnica con una propiedad de estas caracteristicas. Al contrario, se abre ante
nosotros otro tipo de sucesiones: las autogeneradas. Un posible tema de estudio, pero que nosotros
no llegamos a cubrir en esta memoria.

Ademas, se introduce el siguiente concepto.

Definicién 5.25. Hablamos de racha (“run”) cuando hay méas de un resultado idéntico consecutivo,
un grupo. Por tanto, una sucesion de rachas es aquella sucesion cuyos términos cuentan los valores
idénticos consecutivos, recopilando las longitudes de las rachas.

Es decir, en el caso de la sucesion de Golomb:
El primer término es 1 ;y cuantos 1’s seguidos tenemos en la sucesion? 1.
El siguiente nimero diferente en la sucesion es el 2. Con ese, jcuantos 2’s consecutivos hay? 2.

Pasamos a la siguiente racha de ntimeros, es decir, el siguiente término diferente que tenemos en
la sucesion es el g4 = 3 ;Cuantos 3’s consecutivos hay en la sucesion? 2.

Siguiente racha, ahora tenemos términos con valor 4 ;Cuantos 4’s? 3.
Siguiente: ; Cuantos 5’s? 3.

Nos fijamos en el grupo o racha de 6 ;Cuantos 6’s? 4.

Resumiendo, con un razonamiento similar al realizado anteriormente y prestando atencion a los
nimeros en negrita, éstos son los términos o valores que componen la sucesion de rachas asociada
a la sucesion de Golomb, que es:  1,2,2,3,3,4, ...
iLA PROPIA SUCESION DE GOLOMB!

Esto es, lo expresado en la siguiente propiedad.
Propiedad 5.26. Sea g(n) = g, el n-ésimo nimero de Golomb, entonces la sucesion de rachas de
(gn)n>1 s precisamente ella misma, la sucesion (g, )n>1.
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Estamos ante una propiedad o descripcion reversible (donde a su vez se cumple la viceversa),
es decir,

1. Los términos de (g,)n>1 son generados por las rachas.

2. Las rachas de (g,)n>1 son generadas por los propios términos de (g, )n>1-

Entre las otras propiedades de la sucesion de Golomb, recordemos que estamos ante una suce-
sion de nimeros enteros no decrecientes. Es més, sus términos son justamente crecientes con un
incremento de 0 o 1. Luego, de nuevo, se ha realizado el estudio de una sucesion lenta.

— A partir del programa @ (ver anexo de prog. en MAPLE), se tiene la siguiente grafica de
crecimiento lento.
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Figura 5.9: MAPLE: Sucesion de Golomb

Por ultimo, otra curiosidad sobre la sucesion de Golomb, mencionada por Sloane en [38], es que
su n-ésimo término es el entero mas cercano (y converge) a

2—p, p—1
e Pn?~l con o = (1+/5)/2.
De nuevo, nos encontramos con el niimero de oro.

Y tal y como se mencioné al principio de la seccién, ahora tenemos una expresion asintotica
para la sucesion de Golomb, que se puede expresar también como

g(n) = #n*"" + E(n)

donde E(n) es el error que se comete con esta aproximacion.

Para mas detalles, consultar [30] donde se da una prueba para la estimacion de este error
E(n) = g(n) — ¢*¥n#"1. Algunas posibles estimaciones de F(n) son:

E(n) =o(n*™),
E(n) = O(n*"!'/log(n)).

—0—0—0—0—0 —
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Entre todos los enigmas que hemos planteado en este capitulo, sobre todo sigue siendo de
interés la teoria que apoyaba Klaus Pinn sobre la existencia de una clase universal para diversas
sucesiones meta-recurrentes.

Altug Alkan sugiere lo mismo en su articulo [2], donde encontramos propuesta una generaliza-
cion de la Q-sucesion de Hofstadter y se investiga, en particular, algunos miembros escogidos de
esta generalizacion. Es decir, las sucesiones que encontramos en este articulo nos llevan a conge-
turar que existen propiedades globales que nos permiten clasificar soluciones impredecibles, como
las de la Q-sucesion, y su generalizacion.

Por este motivo, han aparecido en concreto tantos ejemplos de sucesiones meta-recurrentes
lentas (de demostracion mas facil y con mucho que aportar).

A continuacién, reunimos algunas més, con su correspondiente relacion de recurrencia y enlace

a la OEIS.

» Tanny: https://oeis.org/A006949
an)=a(n—1—an—-1))+an—2—-a(n—2)), con a(0) =a(l) =a(2) = 1.

» Conolly: https://oeis.org/A046699
a(n)=a(n—a(n—1))+a(n —1—a(n —2)), con a(1) = a(2) = 1.

» V-sucesion: https://oeis.org/A063882
a(n) =a(n —a(n—1))+a(n —a(n —4)), con a(l) = a(2) = a(3) = a(4) = 1.

» Mallows: https://oeis.org/A005229
a(n) = a(a(n —2)) + a(n — a(n — 2)), con a(l) = a(2) = 1.

= Otras: A005350, A005707, A070864.

Aqui finalizamos nuestro trabajo sobre sucesiones enteras, donde Hofstadter ha sido el motivo
y la motivacién por el que este trabajo ha sido posible. Un cientifico al que le impulsa la bisqueda
de la belleza, tanto dentro como fuera de su trabajo profesional: buscando explicaciones bonitas
y curiosas, tipos de letra hermosos, patrones sonoros en la poesia, patrones mateméticos... Entre
ellos, los que presentan las sucesiones de enteros, una biisqueda de patrones que sigue presente
hoy en dia.
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Programas en MAPLE utilizados

En este anexo aparecen algunas indicaciones sobre los programas y comandos de MAPLE que
hemos usado a lo largo del trabajo, y que consideramos oportuno dejar reflejados.

Programa 1. Para comprobar / demostrar formas de Binet, podemos realizar los siguientes pasos.
Nuestro ejemplo es con la sucesion de Padovan, pero se procede equivalentemente para Perrin,
Tribonacci, Tetranacci... todas aquellas sucesiones (del capitulo 3 sobre todo) que se quiera verificar
su forma de Binet. Basta con poner el correspondiente polinomio caracteristico y resolver.

> fsolve (x"3—x—1 = 0, complex);

—0.662358978622373 — 0.5622795120623013 I,
—0.662358978622373 + 0.5622795120623013 I,
1.324717957244746

> alfa := 1.32471795724475:
betaa := —.662358978622373+.5622795120623011:
gama = —.662358978622373-.562279512062301x1:

Ya tenemos las raices caracteristicas guardadas en variables. Con ellas podremos hacer la co-
rrespondiente verificacion.
A veces, también nos es ttil saber mo6dulos y hacernos una idea de la magnitud de estas raices
(para calculo de limites). Con abs() si el namero es real calcula el valor absoluto, si es complejo
calcula el modulo.

> abs(alfa); abs(betaa); abs(gama);
1.324717957

0.8688369618
0.8688369618

> f := n — alfa"n/((alfa—betaa)*(alfa—gama))+
betaa"n/((betaa—alfa)*(betaa—gama))+

gama n /((gama—alfa )*(gama—betaa)):

> for j from 0 to 16 do j, round(f(j)) end do;

_— -0 = O O
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6, 1
7, 2
8, 2
9, 3
10, 4
11, 5
12, 7
13, 9
14, 12
15, 16
16, 21

1.000000000 + 0. I
~3 10°{-10} + 0. I
0.9999999992 + 0. I

Si cambiamos n=n+4, tenemos nuestra definicion de Padovan (empezamos mas adelante).

Hemos usado round() para hacer redondeo y que no nos muestre ese pequefio margen de error
que hay. Si mostramos los términos tal cual, obtenemos respuestas del estilo de esas tres tltimas.

Programa 2. La representacion gréafica de sucesiones también es esencial para nuestro estudio.
A continuacion, programamos dos sucesiones cadticas que han aparecido en nuestro trabajo. Co-
mencemos por la Q-sucesion caotica de Hofstadter, una de las sucesiones meta-recurrentes de mas
relevancia.

> @Q := proc (n::posint)
local QQ, ql, q2, k;
if n = 1 then return |[1];
else QQ := [1, 1];
for k from 3 to n do
ql = QQ[k—1];
q2 = Q[k—2];
QQ = [op(QQ), QQ[k—ql]+QQ[k—q2]];
end do; end if;
QQ;

end proc;

Comprobamos que funciona segin lo esperado y que el programa nos devuelve los n primeros
términos que le pedimos de la sucesion.

> Q(0); Q(1); Q(2); Q(30);

Error, invalid input: Q expects its 1st argument, n, to be of type
posint , but received 0.
[1]

[1, 1]
[1, 1, 2, 3,3, 4, 5,5, 6, 6, 6,8, 8, 8,10, 9, 10, 11, 11, 12,
12, 12, 12, 16, 14, 14, 16, 16, 16, 16]

Luego, podremos representar correctamente la sucesion en una grafica. Esta y otras figuras, se
encuentran a lo largo del capitulo de sucesiones meta-recurrentes.
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La grafica es generada por los siguientes comandos:

> Qn := Q(10000);

> eje n := |[seq(j, j =1 .. 10000)];
> plot(eje_n, Qn, axes = boxed, style = point, symbol = point ,
color = navy);

Se procede analogamente para la representacion grafica de otras sucesiones. En particular, la
la prima cadtica de Conway estudiada por Klaus Pinn, muestra unas propiedades muy similares a
esta Q-sucesion que acabamos de ver. Su programa seria exactamente igual, s6lo que cambiando
la relacion de recurrencia y poniendo dentro del bucle for() lo siguiente:

> caotl = K|[k—1];
caot2 := K|k—2];
K := Jop(K), K[caotl] + K[k—1—caot2]];

Con gréfica:

> Kn := Kcaot(10000); #nombre del procedimiento

> eje n := |[seq(j, j =1 .. 10000)];

> plot(eje_n, Kn, axes = boxed, style = point, symbol = point,
color = gold, labels = |[n, K n|);

Programa 3. Otra sucesion principal en esta memoria es la sucesion de los 10,000 $ o sucesion de
Hofstadter-Conway. Por ello, mostramos su programa completo, a pesar de ser similar al anterior.

> C := proc (n::posint)
local conw, cl, c2, k;
if n = 1 then return [1];
else conw := [1, 1];
for k from 3 to n do
cl := conw|k—1];
c2 := conw|k—2];
conw := [op(conw), conw][cl]+conw[k—cl]];
end do; end if;
conw ;
end proc;

Después de comprobar que este procedimiento funciona correctamente, elaboramos la grafica con:

> Cn := C(10000);
> eje n := |[seq(j, j =1 .. 10000)];
> plot(eje_n, Cn, axes = boxed, style = point, color = aquamarine);

Programa 4. Tras haber programado la Q-sucesion y la sucesion de Conway en los dos programas
anteriores, comprobamos que restando, nos da la sucesion caotica con forma de corazén (heart).

=~ C(30)-Q(30);

[07 07 07 71; 07 07 717 717 717 07 1; 717 07 07 72; 71; 71; 71;
0, 0, 0, 1, 2, -2, 1, 1, —1, 0, 0, 0]

Efectivamente, obtenemos lo que queriamos y esta funcionando correctamente. Asi que podemos
proceder con la grafica.

122



> Hn := C(10000)—Q(10000);

> eje n := |[seq(j, j =1 .. 10000)];
> plot(eje_n, Hn, axes = boxed, style = point, symbol = point ,
color = red);

Programa 5. A lo largo de esta memoria, son varias las sucesiones meta-recurrentes lentas las
que nos encontramos. Entre ellas, es buena idea mostrar en concreto el cédigo de las sucesiones
casadas, ya que pueden surgir varios inconvenientes durante su programacion.

Son sucesiones cuyas condiciones iniciales comienzan en el término 0, y por defecto MAPLE no
reconoce la posicion 0 en listas y arrays (comienzan en la posicion 1). Veremos como evitar que
MAPLE nos ponga trabas con esto.

Ademas, nos vemos obligados a utilizar la opcién remember. En caso contrario MAPLE colapsa
ante tanta recursion con algunas relaciones de recurrencia complejas.

Por tltimo, aprovechamos la ocasiéon para representar dos sucesiones distintas en una misma
?
grafica.

> MU := proc (n) option remember;
n-MA(procname (n—1)) end proc;
> MA := proc (n) option remember;

n-MU(procname (n—1)) end proc;
#Ahora ya nos deja definir las condiciones iniciales.
#Antes no, con problemas en 0.
> MU(0) := 1; MA(0) := 0;

En estos procedimientos no hemos usado listas, pero tiene facil solucion. Generamos las listas
necesarias para la creacion de nuestra grafica.

> listaMA := [seq(MA(n), n =0 .. 100)];
> listaMU := [seq(MU(n), n =0 .. 100)];
> eje_n := [seq(j, j =0 .. 100)];

Lo més sencillo para obtener la grafica conjunta deseada es utilizar el comando display, que permite
mostrar varias funciones en un mismo despliegue sin importar que tengan estructuras diferentes
0 no.

> ml := plot(eje n, listaMA, K6 axes = boxed, color = blue);
> m2 := plot(eje n, listaMU,6 axes = boxed, color = magenta);
> plots[display |([ml, m2]);

Programa 6. De nuevo, si queremos representar una sucesiéon, tendremos que programarla y
utilizar la funcion plot(). Sin embargo, esta vez para programar la sucesion de Golomb, se tienen
menos condiciones iniciales y una relaciéon de recurrencia mucho mas simple. Esto nos permite
solventar el problema en menos lineas y més sencillas, lo que nos puede aclarar los otros codigos
creados hasta el momento, por si quedara alguna duda.

> golomb := proc ()
local listag , k;
listag = [1];
for k from 2 to 1000 do
listag := [op(listag), listag|k—listag][listag|[k—1]]]+1];
end do;
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listag;
end proc;

> g := golomb (); #guardo la lista de Golomb
#(1000 valores pedidos en el bucle).
> g|l .. 30]; #primeros 30 valores.

Para representar estos niimeros, necesito coordenadas, es decir, valores en el eje X y en el eje Y.
Trabajamos con los pares (n, g(n)).

> coord := [seq(h, h =1 .. 10)]:
> for j to 10 do
coord[j] = [j, gljll
end do;
> coord;

[, 1, 12, 2], [3, 2], [4, 3], [5, 3],
(6, 4], [7, 4], [8, 4], [9, 5], [10, 5]]

Por eso, cuando hacemos la representacion grafica, en todos nuestros programas hemos trabajado
con una lista de apoyo (una lista “plana” para el eje X), que va de 1 (6 0) a n.

> apoyoX := |[seq(h, h =1 .. 500)]; #llamada eje n en otras ocasiones.
> plot (apoyoX, g, axes = boxed, style = point, color = maroon);
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