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Introducción

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado en Física es analizar diversos métodos de
cuantización y aplicarlos a sistemas físicos. Entendemos por cuantización un abanico de
procedimientos para tomar una teoría clásica y convertirla en una teoría cuántica. El in-
terés de estos procedimientos es conocido y en la actualidad motivado por la búsqueda
de una gravedad cuántica. No solo eso, la cuantización nos puede ayudar a comprender
el proceso inverso: ¿cómo surge la mecánica clásica a partir de la cuántica? En realidad,
no hay muchos motivos para suponer que la mecánica clásica deba poder cuantizarse. En
palabras de John Baez: El mundo no fue creado por Dios el primer día y cuantizado el segundo
[Baez, 2018a]. Sin embargo, la historia se ha probado distinta. Sí se pueden obtener mode-
los cuánticos realistas por procedimientos de cuantización. De hecho, las teorías cuánticas
más exitosas, como la electrodinámica cuántica o el átomo de hidrógeno, se obtuvieron con
cuantización canónica. Es por esto que la línea de investigación ha sido la de dar el paso
de la mecánica clásica a la mecánica cuántica. Podríamos pensar también que partir de una
teoría clásica, que a fin de cuentas es más fácil de verificar experimentalmente, podemos
guiarnos a la hora de hacer un modelo factible a escalas tan pequeñas como las que inter-
vienen en la física cuántica.

Hace un siglo, en los años 20, se comenzaban a gestar la primeras teoría cuánticas, obte-
nidas por la célebre cuantización canónica. En el primer capítulo tendremos la oportunidad
de examinar estos métodos de cuantización originarios a los que hoy en día juntamos bajo
el término cuantización canónica. Comenzaremos por la cuantización de Heisenberg, Jordan
y Born, también conocida como mecánica matricial porque las transiciones entre estados
se representaban por matrices. La evolución de estas matrices venía dada precisamente por
la ecuación para la evolución de un operador en la imagen de Heisenberg. Paralelamente,
Dirac establecía la correspondencia entre el corchete de Poisson y el conmutador cuántico.
Esta idea es la que subyace en el método que estudiaremos en el capítulo tres: la cuanti-
zación geométrica. Por otro lado, Schrödinger dibujaba su particular visión de la mecánica
cuántica: la mecánica ondulatoria. Estudiaremos los postulados de esta cuantización y los
compararemos con la de Heisenberg. Proseguiremos esta primera sección estudiando los
postulados de von Neumann para la medida en mecánica cuántica y terminaremos con la
cuantización de Weyl. Este último método esquiva el problema del orden y a pesar de su
potencial, cayó en el olvido hasta la llegada de la cuantización por deformación en los años
50.

En la sección 1.2 examinaremos otro de los métodos esenciales: la segunda cuantiza-
ción. Construiremos el espacio de Fock y extenderemos los operadores del espacio de Hil-
bert ordinario a este nuevo espacio. Es lo que llamaremos segunda cuantización de los ope-
radores. También en el espacio de Fock, examinaremos la cuantización de Segal y veremos
cómo se puede usar para cuantizar un campo escalar. En la última sección del capítulo,
construimos la integral de camino de Feynman, que como veremos se puede usar para ob-
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INTRODUCCIÓN

tener operadores de evolución en mecánica cuántica a partir del Lagrangiano de la teoría
clásica.

Tras este repaso de las técnicas más reconocidas de cuantización, introducimos las he-
rramientas matemáticas que nos servirán para abordar métodos de cuantización más avan-
zados. Comenzaremos repasando los conceptos fundamentales de la geometría diferencial:
variedades, fibrados, 𝑘 -formas, integración... Y las usaremos para construir la descripción
geométrica de la mecánica clásica. Los desarrollos de este capítulo se pueden encontrar en
el TFG de Matemáticas complementario a este, titulado Geometría simpléctica, sistemasHa-
miltonianos y sus aplicaciones en Física. Veremos que el espacio de fases de una teoría clásica
viene descrito por una variedad simpléctica y su energía por una función real sobre esta va-
riedad, el Hamiltoniano. El Hamiltoniano junto con la forma simpléctica nos proporcionan
las ecuaciones de evolución, una generalización de las conocidas ecuaciones de Hamilton.
A partir de la forma simpléctica construiremos los corchetes de Poisson, con los que se
puede dar la ecuación de evolución de un observable clásico. Esta ecuación es análoga a la
ecuación para la evolución de un operador en la imagen de Heisenberg, lo que indica una
fuerte conexión entre la mecánica clásica y la cuántica. Por último, usando la integración
en variedades analizaremos el teorema de Liouville.

Proseguimos el capítulo dando unas pinceladas sobre variedades de Kähler, unas va-
riedades complejas con una estructura simpléctica y Riemanniana. Estas variedades tan
particulares nos serán útiles para trabajar en cuantización geométrica. Daremos algunos
ejemplos, como C𝑛 o el disco unidad con elecciones apropiadas de potenciales Kähleria-
nos, que nos dan la forma simpléctica y estructura Riemanniana. En particular, las usare-
mos en el siguiente capítulo para obtener la representación de Bargmann del espacio de
Fock. Ya que en los libros introductorios de mecánica cuántica no se suele introducir la
representación de Bargmann de la mecánica cuántica, en la última sección de este segundo
capítulo tendremos la oportunidad de examinarla para su posterior uso.

Damos paso al capítulo tres, donde estudiaremos la cuantización geométrica. Este mé-
todo parte de un espacio de fases clásico, descrito como una variedad simpléctica con un
Hamiltoniano, y construye a partir de él un espacio de Hilbert. Dividiremos el proceso
en dos pasos: la precuantización y la cuantización. En la precuantización definiremos un
fibrado complejo sobre el espacio de fases, que nos permitirá trabajar con funciones com-
plejas y productos escalares en la variedad. Cuantizaremos estas funciones recuperando la
relación entre el corchete de Poisson y el conmutador. Aunque este proceso proporciona
un espacio de Hilbert, resulta ser demasiado grande. La cuantización del espacio de fases
de una partícula en R3 resulta ser R6. Sobran la mitad de los grados de libertad. Dejamos
de lado la etapa de precuantización y pasamos a la cuantización. Para ello se introducen
las polarizaciones, una elección de direcciones en la variedad de forma que los operadores
cuantizados sean constantes en estas direcciones. De este modo, reducimos los grados de
libertad a la mitad. Analizaremos la cuantización geométrica de varios sistemas, por ejem-
plo, el espacio euclídeo, la esfera o una variedad de Kähler. Sin embargo, la cuantización
geométrica no está libre de problemas. Lejos de ser un método práctico, la cuantización de
los sistemas más simples requiere introducir varias capas de herramientas geométricas en
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la variedad, algunas de las cuales quedan fuera del objetivo de este trabajo. Veremos que
el problema de la cuantización no es para nada sencillo, entendiendo por qué es uno de los
grandes retos abiertos de la física.

Ante la dificultad del problema de la cuantización, debemos buscar enfoques alterna-
tivos que nos permitan solventar las dificultades de otros métodos. Un ejemplo muy im-
portante es la cuantización integral covariante, fundamentada en el análisis funcional y los
grupos de Lie en vez de en la geometría diferencial. La idea que subyace está tomada de
la cuantización por estados coherentes, en concreto de la resolución de la identidad. Intro-
duciremos esta cuantización y la generalizaremos a la cuantización integral, que construye
la resolución de la identidad con familia de operadores. Nos centraremos en concreto de
la cuantización integral covariante, que a partir de una representación de un grupo de Lie
sobre un espacio de Hilbert define esta familia de operadores. Como veremos, este proce-
dimiento resulta más práctico, a la vez que perdemos las conexiones entre mecánica clásica
y cuántica que nos daba la cuantización geométrica. Usaremos la cuantización integral co-
variante para cuantizar la circunferencia, la esfera, el grupo de Weyl-Heisenberg y el grupo
afín en el semiplano, este último con aplicaciones en cosmología cuántica.

Finalizaremos el trabajo con unas conclusiones sobre los métodos de cuantización uti-
lizados, examinando sus ventajas e inconvenientes, y mencionando otros posibles métodos
de cuantización.
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Capítulo 1

Introducción a la cuantización

Desde el advenimiento de la mecánica cuántica el entendimiento del mundo físico dio
un giro inesperado. Propiciado por los avances tecnológicos y las investigaciones sobre la
naturaleza de la materia y de la radiación, urgió la necesidad de fundar una nueva teoría
que explicara los nuevos y fascinantes descubrimientos. Poco a poco la teoría se fue de-
sarrollando a la par que se sucedían los descubrimientos experimentales gracias al avance
tecnológico, culminando en el modelo estándar de la física de partículas, que aúna (de cier-
ta forma) tres de las cuatro fuerzas fundamentales. La esquiva fuerza gravitatoria se escapa
sin embargo al modelo cuántico, lo que ha propiciado un largo interés en crear nuevas he-
rramientas para cuantizar los sistemas clásicos.

Entendemos por cuantización el paso de una teoría clásica a una cuántica. ¿Por qué
deberíamos buscar una teoría cuántica a partir de una clásica? Historicamente las teorías
cuánticas más exitosas han provenido de su contrapartida clásica. Por ejemplo, la cuantiza-
ción del campo electromagnético proporciona la teoría cuántica más precisa que se conoce,
la electrodinámica cuántica, y no es casualidad que la teoría clásica del electromagnetismo
sea también extremadamente precisa, pues es tras la cuantización de la teoría clásica donde
se obtiene la cuántica. Además, es natural pedirle a una teoría cuántica que reproduzca la
teoría clásica en ciertos límites, por lo que de alguna forma deben estar ambas contrapar-
tidas relacionadas.

Si, por ejemplo, estamos en el contexto de la mecánica clásica y tenemos un espacio de
fases R𝑛×R𝑛 con coordenadas canónicas (𝑞𝑖, 𝑝𝑖) y un observable 𝑓 (𝑞𝑖, 𝑝𝑖) con valores en
R que queremos cuantizar, podemos intentar hacerlo mediante la correspondencia

𝑓 ↦→ 𝑄 𝑓 ,

siendo 𝑄 𝑓 un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert 𝐿2(R𝑛). El motivo de pedir-
le que sea autoadjunto es para poder aplicarle el teorema espectral y razón de que sea un
espacio de Hilbert es que nos permite trabajar con un producto interno, con el que po-
dremos definir medidas en el sistema físico a partir de los operadores (observables) que
queremos medir (mediremos su espectro). Algunas condiciones que nos gustaría imponer
a esta correspondencia, por aquello de facilitarnos la vida, son las siguientes:

(C1) Linealidad, es decir, 𝑎 𝑓 + 𝑏𝑔 ↦→ 𝑎𝑄 𝑓 + 𝑏𝑄𝑔 donde 𝑓 , 𝑔 : R2𝑛 → R y 𝑎, 𝑏 ∈ R.

(C2) La función constante 𝑓 ≡ 1 se corresponde con el operador identidad I.
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1.1 Cuantización canónica 1 INTRODUCCIÓNA LA CUANTIZACIÓN

(C3) La regla de von Neumann; si 𝜙 : R→ R es una función para la que 𝑄𝜙◦ 𝑓 y 𝜙(𝑄 𝑓 )
están bien definidas, entonces 𝑄𝜙◦ 𝑓 = 𝜙(𝑄 𝑓 ).

(C4) Los operadores correspondientes a las variables canónicas de posición y momento
se corresponden con los operadores usuales

𝑄𝑞𝑖𝜓 = 𝑞𝑖𝜓 , 𝑄𝑝𝑖𝜓 = −𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑞𝑖
𝜓 , para cada 𝜓 ∈ 𝐿2(R𝑛).

(C5) Correspondencia entre los corchetes de Poisson y el conmutador,

[𝑄 𝑓 , 𝑄𝑔] = 𝑖ℏ𝑄{ 𝑓 ,𝑔} .

La constante ℏ normalmente toma el valor de la constante de Plank reducida para que
la teoría concuerde con los experimentos [Dirac, 1958, p.87]. Las funciones que cumplan
estos axiomas se llaman funciones cuantizables. Sin embargo, es fácil ver que estas condi-
ciones son inconsistentes. Por ejemplo, si consideramos las variables canónicas 𝑞, 𝑝 y los
operadores cuantizados 𝑄 ≡ 𝑄𝑞, 𝑃 ≡ 𝑄𝑝 , por la linealidad y la regla de von Neumann
para 𝜙(𝑡) = 𝑡2, tendríamos

𝑝𝑞 =
(𝑝 + 𝑞)2 − 𝑝2 − 𝑞2

2
⇒ 𝑄𝑝𝑞 =

(𝑃 +𝑄)2 − 𝑃2 −𝑄2

2
=
𝑃𝑄 +𝑄𝑃

2
,

𝑝2𝑞2 =
(𝑝2 + 𝑞2)2 − 𝑝4 − 𝑞4

2
⇒ 𝑄𝑝2𝑞2 =

𝑃2𝑄2 +𝑄2𝑃2

2
,

y sin embargo no es cierto que

𝑃2𝑄2 +𝑄2𝑃2

2
=

(
𝑃𝑄 +𝑄𝑃

2

)2
.

Tenemos de hecho un problema con estos axiomas, y es que se puede probar que cuales-
quiera de los tres juntos producen contradicciones, e incluso en algunos casos solo dos de
ellos [Ali y Engliš, 2005, pp. 3-5]. Existen diversas soluciones (parciales) a este problema y
llevan a diferentes esquemas de cuantización, las más inmediatas pasan por reducir el es-
pacio de funciones, abandonar directamente varios axiomas o exigir que algunos se cum-
plan solo en el límite clásico. A lo largo de este trabajo nos adentraremos en diferentes
esquemas de cuantización, comenzando por la cuantización canónica, que introducimos a
continuación.

1.1. Cuantización canónica
En 1900 Max Plank dio el pistoletazo de salida a la nueva teoría de los átomos y la luz.

Los primeros años de la física cuántica (a veces llamado old quantum theory) vinieron de la
mano de iconos de la física como Albert Einstein, Arnold Sommerfeld o Niels Bohr. Fue
Bohr quien introdujo a lo largo de sus trabajos el principio de correspondencia, que establece
que la cuántica debe corresponderse con la física clásica en el límite de números cuánticos
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1.1 Cuantización canónica 1 INTRODUCCIÓNA LA CUANTIZACIÓN

grandes1. Esta filosofía sirvió de guía en los oscuros comienzos de la nueva teoría, de la
que puede encontrarse una fantástica colección de artículos traducida en [Waerden, 2007].

En el artículo [Born y Jordan, 1925], Max Born y Pascual Jordan formalizan y genera-
lizan la descripción matricial de la mecánica cuántica introducida en ese mismo año por
Werner Heisenberg [Heisenberg, 1925]. En su artículo, Born y Jordan nos dicen que la
posición y el momento deben ser descritos por matrices

𝑞 = 𝑞(𝑛𝑚)𝑒𝑖2𝜋𝜈(𝑣𝑚)𝑡 , 𝑝 = 𝑝(𝑛𝑚)𝑒𝑖2𝜋𝜈(𝑣𝑚)𝑡 , (1.1)

siendo 𝜈(𝑛𝑚) la frecuencia asociada a la transición entre los estados con números cuán-
ticos 𝑛 y 𝑚, y 𝑞(𝑛𝑚) elementos de una matriz. Si se exige que la matriz sea hermítica
tenemos (en coordenadas cartesianas) que

𝑞(𝑛𝑚)𝑞(𝑚𝑛) = |𝑞(𝑛𝑚) |2

describe la probabilidad de transición entre los estados 𝑛 y 𝑚. A partir del Lagrangiano
clásico, sustituyendolo por una matriz y aplicando el principio de acción estacionaria llegan
a la relación de conmutación∑

𝑘

(𝑝(𝑛𝑘)𝑞(𝑘𝑛) − 𝑞(𝑛𝑘)𝑝(𝑘𝑛)) = −𝑖ℏ , (1.2)

que es la generalización de la condición de cuantización de Heisenberg en el caso 𝑝 = 𝑚 ¤𝑞,∑
𝑘

𝜈(𝑘𝑛) |𝑞(𝑛𝑘) |2 = ℎ

8𝜋2𝑚
.

Siguiendo [Fedak y Prentis, 2009; Waerden, 1973], la teoría de Born y Jordan se puede
resumir en cinco postulados:

(P1) 𝑞 y 𝑝 vienen descritas por (1.1).

(P2) Las frecuencias guardan la relación 𝜈( 𝑗 𝑘) + 𝜈(𝑘𝑙) + 𝜈(𝑙 𝑗) = 0.

(P3) Se cumplen las ecuaciones de Hamilton para 𝑝 y 𝑞 con Hamiltoniano 𝐻.

(P4) La energía del nivel 𝑛 es 𝐻 (𝑛𝑛).

(P5) Se cumple la relación de conmutación para la diagonal (1.2).

La evolución de una matriz 𝑔 en esta descripción viene dada por la conocida imagen
de Heisenberg,

¤𝑔 =
𝑖

ℏ
[𝐻, 𝑔] ,

siendo [𝐻, 𝑔] el conmutador de la matriz 𝑔 con el Hamiltoniano. Además, la energía de
una transición debe cumplir la relación

𝐻 (𝑛𝑛) − 𝐻 (𝑚𝑚) = ℎ𝜈(𝑛𝑚) .
1 Sobre la historia del principio de correspondencia de Bohr consultar [A. Bokulich y P. Bokulich, 2020].
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1.1 Cuantización canónica 1 INTRODUCCIÓNA LA CUANTIZACIÓN

Posteriormente Born y Jordan establecen las reglas de cuantización para un Hamilto-
niano clásico compuesto por un monomio en 𝑝 y 𝑞,

𝐻 = 𝑝𝑠𝑞𝑟
B-J
−−→ 𝐻 =

1

𝑠 + 1

𝑠∑
𝑘=0

𝑝𝑠−𝑘𝑞𝑟 𝑝𝑘 , (1.3)

que por linealidad se puede extender a un polinomio, y aplican esta cuantización para obte-
ner los niveles de energía de los osciladores armónico y anarmónico cuánticos. Los tres físi-
cos continuaron su trabajo ampliando los fundamentos de la mecánica matricial en [Born,
Heisenberg et al., 1926], introduciendo las relaciones de conmutación para los operadores
de momento angular y calculando sus autovalores, deduciendo que solo podían ser multi-
plos enteros o semienteros de ℏ. Wolfgang Pauli usó la nueva teoría cuántica para derivar el
espectro del átomo de hidrógeno y estudiar las perturbaciones por campos eléctricos (efec-
to Stark) y magnéticos [Pauli, 1926].

Volviendo a 1925, Paul Dirac publica otro de los artículos fundacionales de la mecánica
cuántica [Dirac, 1925]. En él establece por primera vez la relación entre los corchetes de
Poisson y el conmutador (al que Dirac llama corchete de Poisson cuántico)

[𝑥, 𝑦] ↔ 𝑖ℏ{𝑥, 𝑦} ,

lo que nos da las relaciones de conmutación para los operadores de posición y momento

[𝑃𝑟 , 𝑃𝑠] = 0 , [𝑄𝑟 , 𝑄𝑠] = 0 , [𝑄𝑟 , 𝑃𝑠] = 𝑖ℏ 𝛿𝑟𝑠 . (1.4)

Dirac culmina su artículo deduciendo por este método la regla de Bohr para cuantizar es-
tados estacionarios. Este vínculo entre los corchetes y el conmutador constituye una de las
reglas fundamentales de lo que hoy conocemos como cuantización canónica. En su artícu-
lo del año siguiente [Dirac, 1926], Dirac define un conjunto de observables 𝑄𝑖, 𝑃𝑖 como
canónicos si y solo si se puede deducir (1.4) de la relación entre los observables y las va-
riables clásicas 𝑞𝑖, 𝑝𝑖 (que se suponen canónicas).

Paralelamente, Erwin Schrödinger trabajaba en un formalismo alternativo de la me-
cánica cuántica, la mecánica ondulatoria,2 impulsado por la tesis de Louis de Broglie [de
Broglie, 1924]. Para Schrödinger el problema de la cuantización consistía en resolver el
problema de autovalores de una ecuación, la ecuación de Schrödinger independiente del
tiempo, que dedujo en [Schrödinger, 1926; Schrödinger, 2001, pp. 1-12] a partir del mé-
todo variacional e inspirado por la teoría de Hamilton-Jacobi. En la segunda parte de su
artículo [Schrödinger, 2001, pp. 13-40] aplica el nuevo formalismo para resolver los esta-
dos estacionarios y energías del oscilador armónico cuántico. Siguiendo [Waerden, 1973],
la teoría de Schrödinger se puede resumir en cuatro postulados:

2 Una colección de sus artículos traducidos puede encontrarse en [Schrödinger, 2001].
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1.1 Cuantización canónica 1 INTRODUCCIÓNA LA CUANTIZACIÓN

(Q1) Los estados estacionarios se describen por funciones de onda complejas 𝜓(𝑞) finitas
para todo 𝑞.

(Q2) Las funciones de onda 𝜓 satisfacen la ecuación

𝐻𝜓 = 𝐸𝜓 ,

en la que 𝐻 es el Hamiltoniano clásico cuantizado sustituyendo el momento 𝑝 por
el operador −𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑞 .

(Q3) Los autovalores 𝐸 son las energías de los estados estacionarios.

(Q4) El postulado de Bohr, 𝐸𝑚 − 𝐸𝑛 = ℎ𝜈𝑚𝑛.

La mecánica cuántica encontró en los espacios de Hilbert un hogar natural gracias a
los trabajos que John von Neumann desarrolló entre 1927 y 1932, y que culminaron en
su célebre obra Fundamentosmatemáticos de lamecánica cuántica, publicada por primera vez
en 1932, [von Neumann, 2018]. En ella, von Neumann describe los estados de Schrödin-
ger como vectores en un espacio de Hilbert complejo y separable (admite una base nu-
merable), y las cantidades observables como operadores lineales hermíticos actuando en
este espacio de Hilbert. El producto en este espacio nos permite medir probabilidades. Por
ejemplo, la probabilidad de que una partícula con función 𝜙 esté en el volumen 𝑉 es∫

𝑉
𝜙(𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ) 𝜙(𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ) 𝑑𝑉 .

Establece unos postulados para la medida en cuántica, cuya lógica es distinta de la clásica.
Por ejemplo, el resultado de una medida de observables depende del orden en que se mi-
dan, es decir, los observables no tienen por qué conmutar. En caso de que conmuten nos
da el siguiente postulado:

(N1) La probabilidad de que en el estado 𝜙 los operadores 𝑅1, . . . , 𝑅𝑙 (que conmutan)
tomen valores en los intervalos 𝐼1, . . . , 𝐼𝑙 es

P(𝐼1, . . . , 𝐼𝑙) = ‖𝐸1(𝐼1) · · · 𝐸𝑙 (𝐼𝑙)𝜙‖2 ,

siendo 𝐸 𝑗 (𝐼 𝑗 ) el proyector asociado al observable 𝑅 𝑗 ,

𝐸 𝑗 (𝐼 𝑗 ) =
∑
𝜆𝑛∈𝐼 𝑗

𝑃𝜓𝑛 .

En esta última igualdad 𝜓𝑛 son los estados propios de 𝑅 𝑗 y 𝜆𝑛 los autovalores aso-
ciados.

En la cuantización de observables, von Neumann introduce la linealidad (C1) y la regla
que lleva su nombre (C3).

(N2) Si los operadores 𝑅 y 𝑆 (que conmutan) corresponden a las cantidades clásicas R y
S, entonces el operador 𝑎𝑅 + 𝑏𝑆 corresponde al observable clásico 𝑎R + 𝑏S.

11



1.1 Cuantización canónica 1 INTRODUCCIÓNA LA CUANTIZACIÓN

(N3) Si la cantidad R tiene asociado el operador 𝑅 y 𝐹 es una función, entonces la canti-
dad 𝐹 (R) tiene asociado el operador 𝐹 (𝑅).

Aunque los espacios de Hilbert fueron introducidos por von Neumann, la notación Bra-
Ket para los vectores y el producto interno en este espacio fue introducida por Dirac en un
sintético artículo de apenas 3 páginas [Dirac, 1939].

El formalismo de la mecánica cuántica vino acompañado de un creciente interés por
la teoría de representación de grupos, que físicos matemáticos como Hermann Weyl o Eu-
gene Wigner desarrollaron para conocer más sobre aquella joven y prometedora teoría.3
Desde esta perspectiva, Weyl dio su propio enfoque a la cuantización [Weyl, 1927; Scholz,
2006, pp. 461-469] que se resume a continuación.

Usando las matrices 𝑃 y 𝑄 de Born y Jordan como generadores infinitesimales (ele-
mentos de un álgebra de Lie) se pueden construir los siguientes subgrupos uniparamétri-
cos a partir de la aplicación exponencial,

𝑈 (𝑡) = 𝑒𝑡𝑃 = 1 + 𝑡𝑃 + 𝑡
2

2!
𝑃2 + · · · y 𝑊 (𝑠) = 𝑒𝑠𝑄 = 1 + 𝑠𝑄 + 𝑡

2

2!
𝑄2 + · · · (0 ≤ 𝑡, 𝑠) .

Weyl comenzó con dos operadores hermíticos 𝑃 y𝑄 y les asoció la matrices anti-hermíticas
𝑖𝑃 e 𝑖𝑄 con las que contruyó los correspondientes subgrupos uniparamétricos. La relación
de conmutación ignorando un factor de fase

𝑒𝑖𝑠𝑃𝑒𝑖𝑡𝑄 = 𝑒𝑖𝑐𝑠𝑡𝑒𝑖𝑡𝑄𝑒𝑖𝑠𝑃

proporcionaba las relaciones de conmutación entre los generadores infinitesimales

𝑃𝑄 −𝑄𝑃 = −𝑖𝑐1 ,

es decir, la relación de conmutación de Heisenberg para dos observables. Weyl generalizó
este procedimiento a un número arbitrario de observables, relacionándolo con las repre-
sentaciones proyectivas unitarias. A continuación estableció la forma de cuantizar obser-
vables clásicos vía la transformada de Fourier. El razonamiento es el siguiente, si tenemos
una función 𝑓 (𝑞, 𝑝) de las variables canónicas en R2, podemos reconstruir la función a
través de su transformada de Fourier 𝜉 (𝑠, 𝑡):

𝑓 (𝑞, 𝑝) =
∫

𝑒𝑖(𝑡𝑞+𝑠𝑝)𝜉 (𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡 .

Si entonces sustituimos 𝑞 y 𝑝 por sus análogos cuánticos, obtenemos una cuantización de
la función 𝑓 ,

𝐹 :=
∫

𝑒𝑖(𝑡𝑄+𝑠𝑃)𝜉 (𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡 .

En el caso de que 𝑓 sea una función real, el operador 𝐹 resulta hermítico. La cuantización
de Weyl esquiva el problema del orden4 ya que la transformada inversa de Fourier nos

3 Consultar [Scholz, 2006] para un recuento histórico de la teoría de grupos en mecánica cuántica.
4 Por ejemplo, si 𝑓 (𝑞, 𝑝) = 𝑝2𝑞, ¿qué operador le correspondería: 𝑃2𝑄, 𝑃𝑄𝑃 o 𝑄𝑃2? Este problema fue

evitado por Born y Jordan cuantizando los polinomios por la suma (1.3).
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1.2 Segunda cuantización 1 INTRODUCCIÓNA LA CUANTIZACIÓN

garantiza que la función 𝑓 ↦→ 𝐹 es unívoca. Durante décadas, la cuantización de Weyl
cayó en el olvido, seguramente porque su enfoque distaba mucho de la investigación de
la época en mecánica cuántica5, hasta que en los años 60 con el creciente interés en la
cuantización por deformación se revitalizó.

1.2. Segunda cuantización
Nos adentramos en el terreno de la teoría cuántica de campos, en la que la segunda

cuantización sustituye a la cuantización canónica en la mecánica cuántica (en la que tene-
mos un número fijo de partículas). No es realmente una segunda cuantización de un sis-
tema ya cuantizado, solo estamos cuantizando una vez, solo que históricamente se ha es-
cogido ese término (principalmente gracias a Dirac) para distinguir la cuantización de un
campo de la cuantización de un sistema con finitos grados de libertad. Sobre la historia de
la segunda cuantización y la teoría cuántica de campos son recomendables las referencias
[Kuhlmann, 2020; Scharf, 1995, pp. 1-6]. Al contrario de lo que la intuición nos podría lle-
var a creer (quizá por el orden en el que se suele enseñar), el desarrollo de la teoría cuántica
de campos fue paralelo a la mecánica cuántica (1925-1930s), de la mano de Dirac, Jordan,
Pauli, Heisenberg, Robert Oppenheimer y también de la mano de Vladimir Fock, quien
introdujo lo que hoy conocemos como espacio de Fock en 1931 [Fock, 2019, pp. 191-220].

El espacio de Fock describe sistemas con un número arbitrario y variable de partículas6
(bosones, fermiones o ambos a la vez). Se construye a partir del espacio de Hilbert H que
describe el estado de una partícula teniendo en cuenta la consecuente simetrización o anti-
simetrización de la función de onda. En el caso de un tipo de bosón, el espacio

𝑆+𝑛H𝑛 = 𝑆
+
𝑛 (H ⊗ 𝑛· · · ⊗ H) ≡ H (𝑛)

es el espacio de funciones de onda de 𝑛 bosones idénticos, es decir, de funciones de onda
de H𝑛 simetrizadas. El espacio de Fock que describe un número arbitrario de un tipo de
bosón es entonces la suma directa de estos espacios,

F =
∞⊕
𝑛=0

𝑆+𝑛 H𝑛 ,

siendo 𝑆+0 H0 el espacio que solo contiene al estado vacío Ω. Un estado del espacio de Fock
es por tanto una sucesión de funciones de onda simétricas Φ = (𝜙0, 𝜙1, . . .).

Dado un operador 𝐴 en H , podemos promocionarlo a un operador A en el espacio de
Fock, definiéndolo en cada espacio H (𝑛) como

A|H (𝑛) = 𝐴 ⊗ 𝐼 ⊗ · · · ⊗ 𝐼︸             ︷︷             ︸
𝑛 veces

+𝐼 ⊗ 𝐴 ⊗ · · · ⊗ 𝐼 + · · · + 𝐼 ⊗ · · · ⊗ 𝐼 ⊗ 𝐴

5 Born llegó a decir que era demasiado matemática y que a los físicos de la época les sería difícil entenderla
[Scholz, 2006, pp. 464].

6 Cuando introducimos la relatividad en mecánica cuántica y trabajamos a altas energías, la ecuación 𝐸 =
𝑚𝑐2 descubierta por Einstein nos dice que se pueden crear nuevas partículas si la energía es suficiente, lo que
nos obliga a considerar un número cambiante de partículas en teoría cuántica de campos.
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siendo 𝐼 la identidad. Llamaremos a A la segunda cuantización de 𝐴. Por ejemplo, la se-
gunda cuantización del operador 𝐼 es el operador número 𝑁 . Este operador tiene autofun-
ciones 𝜓 ∈ H (𝑛) , a las que asigna el autovalor 𝑛: 𝑁𝜓 = 𝑛𝜓 .

Además de la segunda cuantización, existen otros procedimientos para obtener ope-
radores en el espacio de Fock. Analizaremos brevemente el esquema de cuantización de
Segal, basado en los operadores de aniquilación y creación. Definimos para cada 𝑓 ∈ H
los operadores 𝑏−( 𝑓 ) y 𝑏+( 𝑓 ) siguientes

𝑏−( 𝑓 ) : H (𝑛) → H (𝑛−1) 𝑏−( 𝑓 )(𝜓1 ⊗ · · · ⊗ 𝜓𝑛) = 〈 𝑓 , 𝜓1〉 𝜓2 ⊗ · · · ⊗ 𝜓𝑛 ,

𝑏+( 𝑓 ) : H (𝑛) → H (𝑛+1) 𝑏+( 𝑓 ) (𝜓1 ⊗ · · · ⊗ 𝜓𝑛) = 𝑓 ⊗ 𝜓1 ⊗ · · · ⊗ 𝜓𝑛 ,

donde 〈 , 〉 es el producto interno en H . Estos operadores se extienden fácilmente al es-
pacio de Fock F . A partir de estos operadores se definen los operadores de creación y
aniquilación

𝑎−( 𝑓 ) =
√
𝑁 + 1 𝑏−( 𝑓 ) ,

𝑎+( 𝑓 ) = 𝑆𝑏+( 𝑓 )
√
𝑁 + 1 .

Puesto que 𝑁 es un operador positivo, la raíz cuadrada7 de 𝑁 está bien definida. El ope-
rador 𝑆 proyecta 𝑏+( 𝑓 )

√
𝑁 + 1 sobre el espacio de Fock de bosones. En la definición de

𝑎−( 𝑓 ) no es necesario aplicar 𝑆 porque el espacio de bosones ya es un subespacio inva-
riante por 𝑏−( 𝑓 ). En base a estos operadores definimos la cuantización de Segal de 𝑓 ∈ H
como el operador en F :8

Φ( 𝑓 ) = 1
√
2
(𝑎−( 𝑓 ) + 𝑎+( 𝑓 )) .

La cuantización de dos estados 𝑓 , 𝑔 ∈ H cumple la relación de conmutación

Φ( 𝑓 )Φ(𝑔) −Φ(𝑔)Φ( 𝑓 ) = 𝑖 Im 〈 𝑓 , 𝑔〉 .

Podemos usar la cuantización de Segal para obtener campos escalares que cumplan la
ecuación de Klein-Gordon. Comenzamos con el espacio de Hilbert H = 𝐿2(𝐻𝑚, 𝑑𝜇) de
funciones definidas sobre el hiperboloide de masa

𝐻𝑚 = {𝑥 ∈ R1,3 | 𝑥20 − 𝑥21 − 𝑥22 − 𝑥23 = 𝑚2}

y de cuadrado integrable respecto a la medida

𝑑𝜇 =
𝑑3𝑥√

𝑚2 + |𝑥 |2
.

7 La raíz de un operador positivo 𝐴 es el operador 𝐵 tal que 𝐴 = 𝐵𝐵.
8 En realidad está definido en un denso de F .
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Tomamos además la representación unitaria del grupo de Poincaré restringido sobre H

𝑈 (𝑎,Λ)𝜙(𝑝) = 𝑒𝑖𝑝·𝑎𝜙(Λ−1𝑝) .

Si definimos el operador 𝐸 que para cada 𝑔 en el espacio de Schwartz S(R4)9 nos da la
transformada de Fourier

𝐸𝑔 =
1

(2𝜋)3/2

∫
R4
𝑒𝑖𝑝·𝑥𝑔(𝑥)𝑑4𝑥 ,

se puede demostrar10 que los campos 𝜙𝑚 que llevan una función 𝑔 a 𝜙𝑚 (𝑔) = Φ(𝐸𝑔) son
campos bosónicos que cumplen la ecuación

𝜙𝑚 ((□ + 𝑚2)𝑔) = 0 para todo 𝑔 ∈ S(R4) .

Es decir, el campo 𝜙𝑚 visto como una distribución cumple la ecuación de Klein-Gordon

(□ + 𝑚2)𝜙𝑚 = 0 .

Existe otro método para estudiar la segunda cuantización a partir de argumentos más
cercanos a la física. Lo ilustraremos con el ejemplo más común: la segunda cuantización
del campo de radiación. Dirac inició este estudio en su artículo La teoría cuántica de la emi-
sión y absorción de radiación [Dirac, 1927], en el que cuantiza el campo electromagnético y
obtiene los coeficientes de emisión y absorción de Einstein publicados en su artículo So-
bre la teoría cuántica de la radiación [Waerden, 2007, pp. 63-77]. Cuantizaremos este campo
a continuación siguiendo [Mandl y Shaw, 1993, Cap. 1].

Comenzamos reescribiendo el Hamiltoniano de la radiación

𝐻 =
1

2

∫
(𝐸2 + 𝐵2)𝑑3𝑥 (1.5)

en una forma que nos resulte más fácil de cuantizar, desacoplando las variables para ver
el campo como una serie de osciladores armónicos independientes. Si consideramos radia-
ción en una caja de lado 𝐿 de volumen 𝑉 = 𝐿3 de forma que el potencial vector 𝐴(𝑥, 𝑡)
cumpla unas condiciones de frontera periódicas podemos desarrollarlo en serie de Fourier.
Las funciones

1
√
𝑉
𝜀𝑟 (𝑘)𝑒𝑖𝑘 ·𝑥 , 𝑟 = 1, 2 ,

conforman un sistema ortonormal y completo, donde 𝑘 es el vector de onda (𝑘 = 2𝜋
𝐿 (𝑖, 𝑗 , 𝑘)

por estar en una caja) y 𝜀1(𝑘), 𝜀2(𝑘) son dos vectores perpendiculares entre sí y también
al vector 𝑘 . Estos vectores 𝜀𝑖 son los vectores de polarización, que en nuestro caso corres-
ponden a una polarización lineal.

9 Funciones 𝑔 tal que 𝑔 ∈ C∞ (R4) y sup (1 + |𝑥 |2)𝑘 |𝜕𝛼𝑔(𝑥) | < ∞ para todo 𝑘 y 𝛼.
10 Lademostración, así como el desarrollo anterior, se puede consultar en [Reed ySimon, 2007, pp. 207-215].
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Si expandimos 𝐴 en serie de Fourier obtenemos

𝐴(𝑥, 𝑡) =
∑
𝑘

∑
𝑟

(
ℏ𝑐2

2𝑉𝜔𝑘

)1/2
𝜀𝑟 (𝑘) [𝛼𝑟 (𝑘, 𝑡)𝑒𝑖𝑘 ·𝑥 + 𝛼∗𝑟 (𝑘, 𝑡)𝑒−𝑖𝑘 ·𝑥] ,

donde 𝜔𝑘 = 𝑐 |𝑘 | y el factor numérico se ha escogido por conveniencia para más adelante.
Ahora, en el gauge de Coulomb tenemos que 𝐴 cumple la ecuación de onda

□𝐴 = 0

y por tanto los coeficientes de Fourier satisfacen la ecuación

𝜕

𝜕𝑡2
𝛼𝑟 (𝑘, 𝑡) = −𝜔2

𝑘𝛼𝑟 (𝑘, 𝑡) ,

que no es más que la ecuación de un oscilador armónico. Su solución toma la forma

𝛼𝑟 (𝑘, 𝑡) = 𝛼𝑟 (𝑘)𝑒−𝑖𝜔𝑘 𝑡 ,

donde 𝛼𝑟 (𝑘) es la amplitud del oscilador en 𝑡 = 0. Con todo esto, podemos expresar (1.5)
(integrando sobre el volumen) como

𝐻 =
∑
𝑘

∑
𝑟

ℏ𝜔𝑘𝛼
∗
𝑟 (𝑘)𝛼𝑟 (𝑘) ,

que no depende del tiempo ya que la dependencia temporal de 𝛼𝑟 y 𝛼∗𝑟 se cancelan.

Una vez tenemos el Hamiltoniano en términos de los modos normales procedemos a
cuantizar cada oscilador. Introducimos las relaciones de conmutación para los operadores
de creación y aniquilación (de fotones) análogas a las del oscilador armónico cuántico

[𝑎𝑟 (𝑘), 𝑎†𝑠 (𝑘′)] = 𝛿𝑟𝑠𝛿𝑘𝑘 ′ ,

[𝑎𝑟 (𝑘), 𝑎𝑠 (𝑘′)] = [𝑎†𝑟 (𝑘), 𝑎†𝑠 (𝑘′)] = 0 ,

y reescribimos el Hamiltoniano clásico sustituyendo las variables normales por estos ope-
radores:11

𝐻 =
∑
𝑘

∑
𝑟

ℏ𝜔𝑘𝑎
†
𝑟 (𝑘)𝑎𝑟 (𝑘) .

El operador número 𝑁𝑟 (𝑘) = 𝑎†𝑟 (𝑘)𝑎𝑟 (𝑘) tiene autovalores 𝑛𝑟 (𝑘) = 0, 1, 2, . . . y autofun-
ciones

|𝑛𝑟 (𝑘)〉 =
𝑎†𝑟 (𝑘)𝑛𝑟 (𝑘)√
𝑛𝑟 (𝑘)!

|0〉 ,

siendo |0〉 el estado vacío. Las autofunciones del Hamiltoniano son por tanto

| . . . , 𝑛𝑟 (𝑘), . . .〉 =
∏
𝑘𝑖

∏
𝑟𝑖

|𝑛𝑟𝑖 (𝑘𝑖)〉 (1.6)

11 Hemos ignorado el término de 1
2 en la energía del oscilador armónico cuántico que nos daría una energía

del vacío infinita al cuantizar el campo electromagnético.
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con energía ∑
𝑘

∑
𝑟

ℏ𝜔𝑘𝑛𝑟 (𝑘) .

El operador 𝑎𝑟 (𝑘) actuando sobre el estado (1.6) reduce únicamente el número de ocu-
pación 𝑛𝑟 (𝑘) del modo normal (𝑘, 𝑟) en uno, reduciendo la energía del estado en ℏ𝜔𝑘 . De
forma similar, podemos cuantizar el momento del campo de radiación,

𝑃 =
∑
𝑘

∑
𝑟

ℏ𝑘𝑎†𝑟 (𝑘)𝑎𝑟 (𝑘) .

Los fotones, por ser bosones, siguen la estadística de Einstein-Bose: cualquier número
de ocupación (para un modo fijo) es posible. Si quisiéramos cuantizar un campo de fer-
miones tendríamos que hacerlo con las reglas de anticonmutación, de forma que para cada
modo solo pudiera haber cero o un estados. Con este ejemplo dejamos de lado la segunda
cuantización, pudiendo continuarse su estudio a través de cualquier libro de teoría cuántica
de campos.

1.3. Cuantización por integrales de camino
La investigación sobre el papel de la mecánica Lagrangiana en mecánica cuántica que

dio lugar a la formulación de Feynman vio su origen en el artículo del prolífico Dirac [Di-
rac, 1933]. En 1942 Richard Feynman defendía su tesis doctoral [Feynman, 1942] en la
que retomaba la investigación sobre el papel de los Lagrangianos en mecánica cuántica,
estudio que continuó a lo largo de su carrera culminando en la formulación por integrales
de camino de la mecánica cuántica y teoría cuántica de campos, que como veremos está
intimamente relacionada con la acción clásica [Feynman et al., 2010].

Describiremos la formulación por integrales de camino brevemente, siguiendo [Hall,
2013, cap. 20; Klauder, 2000, pp. 56-65]. Comenzamos por la fórmula de Trotter, que nos
dice que si 𝐴 y 𝐵 son dos operadores autoadjuntos en el espacio de HilbertH que cumplen
determinadas condiciones (𝐴+ 𝐵 está definido densamente y es esencialmente autoadjun-
to12) tenemos la convergencia en norma de los operadores,

ĺım
𝑁→∞

‖𝑒𝑖𝑡 (𝐴+𝐵)𝜓 − (𝑒𝑖𝑡𝐴/𝑁𝑒𝑖𝑡𝐵/𝑁 )𝑁𝜓‖ = 0 (1.7)

para todo 𝜓 ∈ H . Aplicamos este teorema al Hamiltoniano

−1
ℏ
𝐻 =

ℏ
2𝑚

Δ − 1

ℏ
𝑉 (𝑋)

con 𝐴 = ℏ
2𝑚Δ y 𝐵 = −1

ℏ𝑉 (𝑋). Suponiendo que el potencial 𝑉 (𝑋) cumpla las hipótesis,
por la fórmula de Trotter (1.7)

𝑒
−𝑖𝑡𝐻
ℏ 𝜓 = ĺım

𝑁→∞

(
exp

(
𝑖𝑡ℏΔ
2𝑚𝑁

)
exp

(
−𝑖𝑡𝑉 (𝑋)Δ

𝑁ℏ

))𝑁
𝜓 . (1.8)

12 Unoperador en un espacio deHilbertH es esencialmente autoadjunto si la clausura de su grafo enH×H
es el grafo de un operador autoadjunto enH .
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1.3 Cuantización por integrales de camino 1 INTRODUCCIÓNA LA CUANTIZACIÓN

Usando el propagador de la ecuación de Schrödinger libre [Hall, 2013, p. 95] deducimos
la fórmula para una solución general

𝑒𝑡ℏΔ/(2𝑚𝑁)𝜓(𝑥0) =
(
𝑚𝑁

𝑖𝑡ℏ

)𝑛/2 ∫
R𝑛

exp
(
𝑖
𝑚𝑁

2𝑡ℏ
|𝑥1 − 𝑥0 |2

)
𝜓(𝑥1)𝑑𝑥1 ,

que podemos aplicar a (1.8) para obtener

(𝑒−𝑖𝑡𝐻/ℏ𝜓) (𝑥0) = ĺım
𝑁→∞

𝐶

∫
𝑅𝑁𝑛

exp

{
𝑖

ℏ

𝑁∑
𝑗=1

𝜀

[
𝑚

2

(𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1
𝜀

)2
−𝑉 (𝑥 𝑗−1)

] }
𝜓(𝑥𝑁 )𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑁

siendo 𝜀 = 𝑡/𝑁 un incremento temporal y 𝐶 =
(
𝑚𝑁
𝑖𝑡ℏ

)𝑛𝑁/2. Hasta aquí el argumento es
perfectamente riguroso, sin embargo, si queremos evaluar el límite entramos en problemas.
Podemos usar el siguiente argumento heurístico para darle un significado. En el límite, los
puntos 𝑥𝑖 de R𝑛 se pueden ver como puntos espaciados un tiempo 𝜀 de un camino
𝑥 : [0, 𝑡] → R𝑛. La medida D𝑥 (relacionada con la medida de Wiener13) es una medida
en el espacio de caminos los caminos de [0, 𝑡] en R𝑛. Tomando pues este “límite”,

(𝑒−𝑖𝑡𝐻/ℏ𝜓)(𝑥0) = 𝐶′
∫

caminos
exp

{
𝑖

ℏ

∫ 𝑡

0

[
𝑚

2

(
𝑑𝑥

𝑑𝑠

)2
−𝑉 (𝑥(𝑠))

]
𝑑𝑠

}
𝜓(𝑥(𝑡))D𝑥 ,

donde la integral es en el espacio de caminos (continuos) con condición inicial 𝑥(0) = 𝑥0
y 𝐶′ es una constante. Observamos que la cantidad en el exponente es la acción clásica
𝑆(𝑥, 0, 𝑡) =

∫ 𝑡

0
(𝑇 − 𝑉)𝑑𝑡 lo que nos da la célebre fórmula de la integral de camino de

Feynman

(𝑒−𝑖𝑡𝐻/ℏ𝜓)(𝑥0) = 𝐶′
∫

caminos
𝑥(0)=𝑥0

𝑒𝑖 𝑆(𝑥,0,𝑡)/ℏ 𝜓(𝑥(𝑡)) D𝑥 . (1.9)

La integral de camino sugiere una fuerte conexión entre la mecánica Lagrangiana clásica y
la mecánica cuántica que podemos aprovechar para cuantizar un sistema clásico.

El límite de la medida de Lebesgue a un espacio de dimensión infinita (el espacio de
caminos) supone un problema matemático y por tanto parece razonable olvidarnos del de-
sarrollo anterior y comenzar directamente postulando el lado derecho de (1.9).14 La for-
mulación por integral de caminos de la mecánica cuántica se generaliza salvando ciertas
dificultades matemáticas a la teoría cuántica de campos, donde se encuentra la mayor va-
riedad de aplicaciones de esta técnica de cuantización. Para ver como se puede usar esta
técnica para construir el propagador de una partícula libre y otros ejemplos consultar el
libro de Feynman [Feynman et al., 2010, cap. 3].

13 La formulación por integrales de camino tiene su marco en la teoría de medidas estocásticas. Por ejemplo,
la medida de Wiener está asociado al proceso estocástico de Wiener, que describe el movimiento Browniano
[Wiener, 1923].

14 Esta formulación reconstruye el principio de acción estacionaria de Hamilton (en el caso de que la acción
sea mínima) de la siguiente forma: si hacemos tender ℏ → 0, el término que más contribuye a la integral es
el camino que hace mínima la acción, por lo que en el límite clásico el camino que hace la acción estacionaria
es el que sigue la partícula [Schwartz, 2013, p. 259]. Si en cambio ℏ ≠ 0 el movimiento de la partícula está
determinado por todos los caminos que ésta podría seguir, promediados con la integral.
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Capítulo 2

Aspectos matemáticos

En este capítulo introduciremos algunos aspectos matemáticos relevantes para las cuan-
tizaciones que llevaremos a cabo en los posteriores capítulos: cuantización geométrica y
cuantización integral. En primer lugar, resumiremos las ideas esenciales de la descripción
geométrica de la mecánica clásica para aplicarlo en el siguiente capítulo al problema de la
cuantización. Nos interesaremos por la rama de la geometría llamada geometría simpléc-
tica, que tiene origen en los corchetes de Poisson y de Lagrange del siglo XIX. La me-
cánica de Hamilton y Jacobi llegó al siglo XX, donde los trabajos pioneros de Vladimir
Arnold, demostrando que los fluidos se podían describir como sistemas Hamiltonianos
usando geometría simpléctica, relanzaron el interés por esta rama. De la mano de este in-
terés por la geometría de la mecánica clásica surgió también el interés por la geometría
de la mecánica cuántica, en particular la cuantización geométrica. En segundo lugar, intro-
duciremos dos aspectos de variable compleja que necesitaremos para la cuantización: las
variedades de Kähler y la representación de Segal-Fock-Bargmann de la mecánica cuántica.

La bibliografía recomendada para este capítulo es la siguiente. Sobre la teoría general
de variedades diferenciables se recomienda el libro [Lee, 2013]. La relación entre mecánica
clásica y geometría diferencial se recoge con multitud de ejemplos en estas referencias: [Jo-
sé y Saletan, 1998], [Arnold, 1989] y [Puta, 1993], este último con aplicaciones a la cuanti-
zación. Una introducción a las variedades de Kähler se puede consultar en [da Silva, 2000]
y [Borthwick, 2000]. Por último, una introducción al espacio de Segal-Fock-Bargmann pue-
de encontrarse en [Gazeau, 2009, cap. 2].

2.1. Geometría diferencial
Cuando queremos describir un sistema mecánico sobre el que actúan ligaduras, debe-

mos abandonar la descripción de su espacio de configuración como todo el espacio R3 y
restringirnos a una región que presumiblemente no será un espacio vectorial. Por ejemplo,
un péndulo esférico de radio fijo está limitado a moverse en una esfera S2. Es aquí donde
surge la necesidad de introducir la geometría diferencial en mecánica clásica, el espacio de
configuración del sistema pasa a ser una variedad diferenciable. Una variedad diferencia-
ble es un conjunto de puntos dotado de una topología, esto es, una serie de subconjuntos
llamados abiertos que nos permitirán hablar de entornos de puntos, continuidad, conexión,
compacidad... Además, para poder hablar de variedad diferenciable necesitamos alguna
forma de relacionar sus puntos con los de un espacio vectorial en el que las herramien-
tas de cálculo sean conocidas, por ejemplo R𝑛 o C𝑛. Las aplicaciones que nos relacionan
estos puntos se llaman cartas, y van de un abierto de la variedad a un abierto del espacio
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2.1 Geometría diferencial 2 ASPECTOSMATEMÁTICOS

vectorial escogido. Si 𝑞 ∈ 𝑄 es un punto de nuestra variedad y 𝜑 una carta, las funciones
𝑥𝑖 tal que 𝜑(𝑞) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) se llaman coordenadas de 𝑞 en la carta 𝜑. Por ejemplo, unas
coordenadas en S2 vienen dadas por las coordenadas esféricas

𝜑(𝑞) = (𝜃, 𝜓) .

Estas coordenadas normalmente no están definidas de forma global en toda la variedad,
por lo que para poder hablar propiamente de variedad diferenciable debemos imponer la
siguiente condición a cualesquiera cartas 𝜑𝑖 y 𝜑 𝑗 : 𝜑𝑖 ◦ 𝜑−1𝑗 es una función diferenciable en
nuestro espacio vectorial, por ejemplo en R𝑛. Las cartas nos permiten pasar de funciones
entre variedades a funciones en R𝑛, donde las podemos diferenciar con las herramientas
usuales del cálculo, para posteriormente volver a las funciones entre variedades usando
las inversas de las cartas. Por ejemplo, una función entre variedades con cartas 𝜙 y 𝜓 se
dice diferenciable si su representación en coordenadas 𝜓𝑖 ◦ 𝐹 ◦ 𝜙−1 es diferenciable como
función en R𝑛. En el caso de que la representación en coordenadas sea C∞ y con inversa
C∞, diremos que 𝐹 es un difeomorfismo.

Figura 1: Cartas en una variedad. Imagen tomada de [Lee, 2013, p. 12].

Ya tenemos la forma de describir el espacio de configuración, ahora nos interesa poder
hablar de velocidades, en concreto, de velocidad en cada punto del espacio de configura-
ción. Aquí encontramos la primera diferencia notable con el caso de una partícula en todo
el espacio: no todas las direcciones de velocidades están permitidas. Por ejemplo, una par-
tícula moviéndose en un péndulo no puede moverse en la dirección del radio, la ligadura
se lo impide. Si una variedad se puede describir con 𝑛 coordenadas, podemos definir el es-
pacio tangente en cada punto, 𝑇𝑞𝑄, como el espacio vectorial cuya base son las derivadas
parciales en ese punto,

𝜕

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑛
, (2.1)
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2.1 Geometría diferencial 2 ASPECTOSMATEMÁTICOS

de forma que cualquier vector tangente se pueda escribir como

𝑣 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
≡ 𝑣𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(usando el convenio de sumación de Einstein). Así, los espacios tangentes a la esfera son
aquellos planos perpendiculares al radio. Podemos definir la diferencial en un punto de
una aplicación entre variedades 𝐹 : 𝑀 → 𝑁 como la aplicación entre espacios tangentes
𝑑𝐹𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝐹 (𝑝)𝑁 que viene dada en coordenadas por la matriz Jacobiana de 𝐹 en
coordenadas. Es decir, la diferencial toma un vector tangente en una variedad y lo envía a
un vector tangente en otra variedad.

También nos gustaría poder describir el espacio de fases, que es el espacio natural en
el que trabajar en mecánica Hamiltoniana. Para ello recurrimos a otro tipo de espacio tan-
gente, el espacio cotangente, que en términos matemáticos podemos ver como el dual del
espacio tangente. Denotaremos el espacio cotangente en el punto 𝑞 por 𝑇∗

𝑞𝑄. Si en el es-
pacio tangente la base eran las parciales, en el espacio cotangente la base está formada por
las diferenciales de las coordenadas,

𝑑𝑥1, . . . , 𝑑𝑥𝑛 ,

que no son más que los vectores duales de (2.1). Describiremos el momento de la partícula
en un punto como

𝑝 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑝𝑖 𝑑𝑥
𝑖 ≡ 𝑝𝑖 𝑑𝑥

𝑖 .

Una vez que disponemos de los espacios en los que trabajar comenzamos a añadir so-
bre estos más herramientas. Cuando un sistema se mueva por este espacio de configuración
cambiará su velocidad y podemos relacionar su movimiento con un campo vectorial sobre
el espacio de configuración, esto es, tomamos un vector en cada espacio tangente en todos
los puntos de la variedad. Definimos el fibrado cotangente de la variedad 𝑄, denotado 𝑇𝑄,
como la unión de los espacios tangentes en todos los puntos. Un campo vectorial es una
aplicación

𝑋 : 𝑄 → 𝑇𝑄

tal que cada punto 𝑞 se envía en un vector de su espacio tangente 𝑣𝑞 ∈ 𝑇𝑞𝑄. Esto es lo que
se llama una sección de un fibrado y podemos generalizarlo como sigue.

A cada punto de una variedad le podemos asignar un espacio 𝐹 , que llamaremos fibra.
En el caso anterior, la fibra es un espacio vectorial que llamamos espacio tangente, pero
puede ser algo más general, como un espacio de tensores o el espacio de números comple-
jos C. Llamaremos fibrado 𝐸 con fibra 𝐹 a un espacio que cumple:

1. Existe una función 𝜋 : 𝐸 → 𝑀 sobreyectiva y continua.

2. Localmente se parece al producto cartesiano 𝑀 × 𝐹 . Dicho de otra forma, para cada
𝑞 ∈ 𝑄 existe un entorno 𝑈 en 𝑄 y una aplicación 𝜙 : 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 × 𝐹 biyectiva,
continua y con inversa continua, que envía la fibra en 𝑞 en {𝑞} × 𝐹 .
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2.1 Geometría diferencial 2 ASPECTOSMATEMÁTICOS

Figura 2: El cilindro visto como un fibrado. Imagen tomada de [Abraham, Marsden y Ra-
tiu, 1988, p. 157].

La sección de un fibrado es, igual que antes, una aplicación 𝑋 que a cada punto 𝑝 de
la variedad 𝑀 le asigna un elemento de la fibra 𝐹 en ese punto:

𝑋 : 𝑀 → 𝐸 tal que 𝑋 ◦ 𝜋 = 𝐼𝑀 ,

siendo 𝐼𝑀 la identidad en 𝑀 . Denotaremos el conjunto de secciones de un fibrado 𝐸 por
Γ(𝐸). Además de los fibrados cotangentes, los fibrados que más nos van a interesar son los
fibrados tensoriales, en concreto de tensores antisimétricos de cierto rango. Definimos una
𝑘 -forma como una sección de un fibrado tensorial en el que la fibra es el espacio vectorial
de tensores antisimétricos de rango 𝑘 covariantes. Estos tensores se pueden escribir, usan-
do la base del espacio cotangente y el producto exterior ∧, como combinaciones lineales
de

𝑑𝑥𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘 . (2.2)

El producto exterior de tensores es simplemente una operación que toma dos tensores, de
rango 𝑘 y 𝑙, y forma una combinación lineal antisimétrica de sus productos tensoriales

𝜔 ∧ 𝜈 = 1

𝑘! 𝑙!
Alt(𝜔 ⊗ 𝜈) ,

donde Alt es el antisimetrizador de un tensor. Por ejemplo, la 2-forma 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 es

𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 = 𝑑𝑥 ⊗ 𝑑𝑦 − 𝑑𝑦 ⊗ 𝑑𝑥 . (2.3)

Aunque no lo hemos mencionado antes, se supone que estos campos de tensores (y en
general cualquier sección de un fibrado) es una aplicación suave, de forma que las com-
ponentes del campo tensorial son funciones infinitamente diferenciables. El ejemplo más
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2.1 Geometría diferencial 2 ASPECTOSMATEMÁTICOS

simple de campo tensorial son las 0-formas o funciones escalares C∞ sobre 𝑄, que deno-
tamos C∞(𝑄). Otro ejemplo, de 1-forma, es la diferencial de una función 𝑓 ∈ C∞(𝑄),

𝑑𝑓 =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑖 . (2.4)

Podemos establecer diversas operaciones sobre tensores, algunas de las que más nos
van a interesar son:

1. Multiplicación interior 𝒊. Toma un campo vectorial 𝑋 y lo evalúa en la primera com-
ponente del tensor 𝑇 ,

𝑖𝑋𝑇 ( · , . . . , · ) = 𝑇 (𝑋, ·, . . . , · )

disminuyendo en uno el rango del tensor. Por ejemplo, si 𝑉 = 𝑥𝜕/𝜕𝑥 es un campo
vectorial y 𝜃 = 2𝑑𝑥 una 1-forma, la multiplicación interior tiene como resultado la
función

𝑖𝑉𝜃 = 𝜃 (𝑉) = 2𝑑𝑥

(
𝑥
𝜕

𝜕𝑥

)
= 2𝑥𝑑𝑥

(
𝜕

𝜕𝑥

)
= 2𝑥 .

2. Derivada exterior 𝒅. Toma una 𝑘 -forma

𝜔 = 𝜔𝑖1...𝑖𝑛 𝑑𝑥
𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

y la envía en la (𝑘 + 1)-forma

𝑑𝜔 = 𝑑𝜔𝑖1...𝑖𝑛 ∧ 𝑑𝑥𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘 ,

siendo 𝑑𝜔𝑖1...𝑖𝑛 la diferencial de una función (2.4).

3. Derivada de Lie L𝑿 . Nos mide como cambia el campo tensorial a lo largo del flujo
de un campo vectorial 𝑋 .

El flujo de un campo vectorial es la aplicación que nos da para cada punto las curvas
cuyo vector tangente coincide con los vectores del campo vectorial. La existencia y uni-
cidad del flujo viene garantizada por los teoremas conocidos de ecuaciones diferenciales.
Intuitivamente, podemos imaginarnos que el flujo nos dice como se movería una partícula
arrastrada por el campo vectorial.

Las formas diferenciales nos dan un marco independiente de coordenadas en el que
entender la integración en variedades. Comencemos por la integral de una 1-forma 𝜃 a lo
largo de una curva 𝛾(𝑡). La 1-forma nos da un covector en cada punto de la variedad, y
aplicado al vector tangente a la curva nos da un escalar. Sumando estas contribuciones
infinitesimales obtenemos la integral,∫

𝛾(𝑡)
𝜃 ≡

∫
𝜃 · 𝛾′(𝑡) 𝑑𝑡 .

Esto es en el lenguaje de la geometría diferencial lo que solemos denotar por
∫
𝛾
𝐹 · 𝑑𝑟

cuando integramos el trabajo a lo largo de un camino 𝛾. Las 𝑛-formas en una variedad de
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2.2 Geometría simpléctica y mecánica clásica 2 ASPECTOSMATEMÁTICOS

dimensión 𝑛 se llaman formas de volumen, porque se usan para definir integrales en un
volumen 𝑉 . Si 𝑉 tiene coordenadas 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 definimos∫

𝑉
𝑓 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥𝑛 =

∫
𝑉 ′
𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛 ,

siendo 𝑉 ′ el volumen 𝑉 expresado en coordenadas. De forma análoga, las integrales de 2-
formas serán integrales en superficie. El teorema de Stokes tiene su generalización a las
variedades (con borde), y nos relaciona una integral 𝑘 -dimensional en la región 𝐷 con una
integral (𝑘 − 1)-dimensional en el borde de la región, denotado 𝜕𝐷,∫

𝐷
𝑑𝜔 =

∫
𝜕𝐷
𝜔 ,

siendo 𝑑𝜔 la derivada exterior de 𝜔.

2.2. Geometría simpléctica ymecánica clásica
Como ya hemos mencionado, el espacio de configuración del sistema en mecánica clá-

sica se describe por una variedad 𝑄 y su espacio de fases por el fibrado cotangente de esta
variedad, 𝑇∗𝑄 ≡ 𝑀 . La energía del sistema es una función diferenciable 𝐻 : 𝑀 → R
que llamamos Hamiltoniano.15 Por ejemplo, consideramos una partícula moviéndose li-
bremente en R𝑛, con espacio de fases 𝑇∗R𝑛 � R2𝑛 y Hamiltoniano

𝐻 (𝑞, 𝑝) = 𝑝2

2𝑚
+𝑉 (𝑞) ,

siendo 𝑞 y 𝑝 las coordenadas de posición y momento en 𝑇∗R. Si definimos el momento

𝑝 = 𝑚 ¤𝑞 ⇒ ¤𝑞 =
𝑝

𝑚

y usamos la segunda ley de Newton

¤𝑝 = −∇𝑉 ,

vemos que la evolución del sistema viene dada por el flujo del campo vectorial

𝑋𝐻 = ( ¤𝑞, ¤𝑝) = ( 𝑝
𝑚
,−∇𝑉) ,

llamado campo Hamiltoniano. El campo así es poco ilustrador, pero podemos reescribirlo
de forma más simétrica como

𝑋𝐻 = ( 𝜕𝐻
𝜕𝑝

,−𝜕𝐻
𝜕𝑞

) ,

15 Para introducirse en la geometría simpléctica enmecánicaHamiltoniana se recomienda los libros [Arnold,
1989] y [Souriau, 1970]. Para un tratamiento matemático avanzado se puede consultar [Abraham y Marsden,
1987].
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y vemos que el flujo de 𝑋𝐻 es exactamente la solución de las ecuaciones de Hamilton. Para
relacionar 𝐻 y 𝑋𝐻 independientemente de las coordenadas introducimos la 2-forma

𝜔 =
∑
𝑖

𝑑𝑞𝑖 ∧ 𝑑𝑝𝑖 , (2.5)

resultando en que 𝑋𝐻 cumple

𝑑𝐻 (·) = 𝜔(𝑋𝐻 , ·) = 𝑖𝑋𝐻𝜔 .

El interés de este tensor 𝜔 es que lo podemos cambiar para alterar la dinámica del sistema.
Sin embargo, antes de eso hay que ver qué propiedades nos gustaría conservar. Para que
𝑋𝐻 esté bien definido es necesario que 𝜔 no sea degenerada, es decir, que la matriz sea in-
vertible. Si queremos que el Hamiltoniano sea invariante por el flujo de 𝑋𝐻 , es interesante
que 𝜔 sea antisimétrica,

𝑋𝐻 (𝐻) = 𝑑𝐻 (𝑋𝐻) = 𝜔(𝑋𝐻 , 𝑋𝐻) = 0 ,

y por tanto queremos que el tensor sea una 2-forma. Por último, queremos pedir que 𝜔 sea
invariante por el flujo de 𝑋𝐻 para que las ecuaciones del movimiento no cambien con la
evolución del sistema. Aplicando la fórmula “mágica”de Cartan tenemos

L𝑋𝐻𝜔 = 𝑖𝑋𝐻 𝑑𝜔 + 𝑑 (𝑖𝑋𝐻𝜔) = 𝑖𝑋𝐻 𝑑𝜔 + 𝑑 (𝑑𝐻) = 𝑖𝑋𝐻 𝑑𝜔 + 0 ,

así que si pedimos que 𝑑𝜔 = 0 (𝜔 cerrada) lo tendríamos. De este modo, sustituiremos
la 2-forma dada antes por una 2-forma cerrada y no degenerada, también llamada forma
simpléctica. Una variedad con esta forma se llamará variedad simpléctica. Las aplicaciones
que conservan la forman simpléctica se llaman transformaciones canónicas. Estas son preci-
samente los cambios de coordenadas que conservan las ecuaciones de Hamilton.

Dado que la forma simpléctica es cerrada, el lema de Poincaré nos garantiza que, al me-
nos localmente, existe una 1-forma 𝜃 tal que −𝑑𝜃 = 𝜔. Llamaremos a esta 1-forma potencial
simpléctico. En el caso de la 2-forma (2.5), un potencial simpléctico es simplemente

𝜃 = 𝑝𝑖𝑑𝑞
𝑖 . (2.6)

El teorema de Darboux nos garantiza que localmente toda forma simpléctica es idéntica a
(2.5) y por tanto localmente siempre existen coordenadas en las que el potencial simpléc-
tico tiene la forma (2.6).

Ya hemos visto el ejemplo más sencillo de forma simpléctica, la que viene dada por
(2.5) en cualquier fibrado cotangente. Veamos dos ejemplos más de variedades simplécti-
cas.

Ejemplo 2.1. Un ejemplo de variedad simpléctica que no es un fibrado cotangente es la
esfera unidad S2 en R3 con una estructura simpléctica dada por la forma de área

𝜔 = sin 𝜃 𝑑𝜃 ∧ 𝑑𝜙 .
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Si tomamos como Hamiltoniano la función de altura relativa al centro de la esfera

𝐻 (𝜃, 𝜙) = cos 𝜃 ,

podemos hallar el campo Hamiltoniano tomando un campo arbitrario

𝑋𝐻 = 𝑎
𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑏 𝜕

𝜕𝜙

e imponiendo la condición 𝑑𝐻 = 𝑖𝑋𝐻𝜔. Así, teniendo en cuenta (2.3)

−sin 𝜃 𝑑𝜃 = 𝑎 sin 𝜃 𝑑𝜙 − 𝑏 sin 𝜃 𝑑𝜃 ⇒ 𝑎 = 0 , 𝑏 = 1, ⇒ 𝑋𝐻 =
𝜕

𝜕𝜙
.

El flujo Hamiltoniano es entonces la aplicación 𝜙 ↦→ 𝜙+𝑡, que rota un punto en la esfera en
torno al eje vertical un ángulo 𝑡. ♦
Ejemplo 2.2. El oscilador armónico 𝑛-dimensional tiene espacio de configuración R𝑛 y
espacio de fases 𝑇∗R𝑛 � R2𝑛. Si lo dotamos de la forma simpléctica (2.5)

𝜔 = 𝑑𝑞𝑖 ∧ 𝑑𝑝𝑖 ,

y el Hamiltoniano
𝐻 =

1

2
(𝑝2 + 𝑞2) ,

el campo Hamiltoniano 𝑋𝐻 = 𝑎𝑖𝜕/𝜕𝑞𝑖 + 𝑏𝑖𝜕/𝜕𝑝𝑖 es simplemente

𝑑𝐻 = 𝑞𝑑𝑞 + 𝑝𝑑𝑝 = 𝑖𝑋𝐻𝜔 = 𝑎𝑑𝑝 − 𝑏𝑑𝑞 ⇒ 𝑋𝐻 = (𝑝,−𝑞)

y su flujo son rotaciones en cada plano (𝑞𝑖, 𝑝𝑖). ♦
La forma simpléctica nos da otra de las estructuras fundamentales de la mecánica clá-

sica: los corchetes de Poisson. Definimos el corchete de Poisson de dos funciones 𝑓 , 𝑔 ∈
C∞(𝑀) con valores en R como

{ 𝑓 , 𝑔} ≡ 𝜔(𝑋 𝑓 , 𝑋𝑔) ∈ C∞(𝑀) .

El corchete de las funciones coordenadas satisface las relaciones conocidas

{𝑞𝑖, 𝑞 𝑗 } = 0 , {𝑝𝑖, 𝑝 𝑗 } = 0 , {𝑞𝑖, 𝑝 𝑗 } = 𝛿𝑖 𝑗 ,

análogas a las que cumplen los conmutadores de los operadores de posición y momento
en mecánica cuántica (como ya mencionamos, fue Dirac el primero en proponer esta cone-
xión). La evolución de un observable en física clásica, una función sobre la variedad, viene
dada en términos de los corchetes de Poisson por

𝑑

𝑑𝑡
𝑓 = { 𝑓 , 𝐻} ,

26



2.3 Variedades de Kähler 2 ASPECTOSMATEMÁTICOS

que podemos ver como el análogo clásico de la ecuación para la evolución de operadores
en la imagen de Heisenberg

𝑑

𝑑𝑡
𝐹 = − 𝑖

ℏ
[𝐹, 𝐻] .

Otra conexión con la mecánica cuántica se puede observar a través del corchete de Lie. El
corchete de Lie de dos campos vectoriales 𝑋 e 𝑌 está dado por

[𝑋,𝑌 ] = 𝑋𝑌 − 𝑌𝑋 ,

y se cumple la siguiente relación, íntimamente relacionada con el esquema de la cuantiza-
ción geométrica: la condición de conmutación de Dirac,

[𝑋 𝑓 , 𝑋𝑔] = 𝑋{ 𝑓 ,𝑔} .

Para cuantizar un sistema clásico y construir un espacio de Hilbert a partir de él, ne-
cesitamos algún tipo de producto escalar. Por suerte, hay una medida natural en las va-
riedades simplécticas, la forma de volumen de Liouville. Una variedad simpléctica tiene
siempre dimensión 2𝑛, así que podemos tomar

𝑉𝜔 =
1

𝑛!
𝜔𝑛

como una forma de volumen en la variedad (se demuestra que 𝜔𝑛 ≠ 0). El teorema de
Gibbs-Liouville nos dice que el volumen del espacio de fases que ocupa un sistema es
constante a lo largo de la evolución del sistema. Podemos interpretar este volumen como
la información del sistema y concluir que la información no se pierde: si conocemos el es-
tado de un sistema en un instante y las leyes de movimiento, podemos predecir tanto el
pasado como el futuro del sistema.

2.3. Variedades de Kähler
Las variedades de Kähler16 son unas variedades diferenciables con una estructura muy

rica que hace que su cuantización geométrica se comporte especialmente bien. Estas varie-
dades son complejas, poseen una estructura simpléctica y también una estructura Rieman-
niana17 que juntas forman una estructura Hermítica. Todo espacio de Hilbert complejo es
una variedad de Kähler, en concreto una plana y simplemente conexa (sin agujeros). Así,
nos imaginaremos una variedad de Kähler como una generalización de los espacios de Hil-
bert a variedades con curvatura.

Una variedad compleja es una variedad diferenciable 𝑀 con cartas 𝜑𝑖 : 𝑀 → C𝑛 de
forma que las funciones de cambio de carta 𝜑𝑖 ◦ 𝜑−1𝑗 : C𝑛 → C𝑛 son funciones holomor-
fas (analíticas) con inversa holomorfa. Centrémonos ahora en una carta 𝜑 con coordenadas
complejas (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) o alternativamente coordenadas reales (𝑥1 + 𝑖𝑦1, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛). Po-
demos dotar a cada espacio tangente de 𝑀 de una estructura compleja, es decir, una apli-
cación 𝐽 : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑀 tal que 𝐽2 = 𝐽 ◦ 𝐽 = −Id. Los espacios tangentes (complejos) se

16 Una introducción a las variedades de Kähler puede encontrarse en [Borthwick, 2000; Weil, 1958].
17 Una estructura Riemanniana es un campo de tensores simétricos y definidos positivos.
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pueden ver como espacios vectoriales reales generados por los vectores 𝜕/𝜕𝑥 𝑗 ,𝜕/𝜕𝑦 𝑗 , así
que podemos tomar la estructura compleja

𝐽
( 𝜕

𝜕𝑥 𝑗

)
=

𝜕

𝜕𝑦 𝑗
, 𝐽

( 𝜕

𝜕𝑦 𝑗

)
= − 𝜕

𝜕𝑥 𝑗
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 ,

en cada espacio tangente.

Los espacios tangentes complejos 𝑇𝑝𝑀 ⊗C serán simplemente los espacios vectoriales
generados por combinaciones complejas de la base {𝜕/𝜕𝑥 𝑗 , 𝜕/𝜕𝑦 𝑗 }. Podemos descompo-
ner este espacio como suma directa de dos:

1. El espacio 𝑇1,0, generado por combinaciones complejas de

𝜕

𝜕𝑧 𝑗
=

1

2

( 𝜕

𝜕𝑥 𝑗
− 𝑖 𝜕
𝜕𝑦 𝑗

)
,

los autovectores de autovalor 𝑖 de 𝐽 ,

2. y el espacio 𝑇0,1, generado por las combinaciones complejas de los autovectores de
autovalor −𝑖,

𝜕

𝜕𝑧 𝑗
=

1

2

( 𝜕

𝜕𝑥 𝑗
+ 𝑖 𝜕
𝜕𝑦 𝑗

)
.

De forma similar, definimos los vectores duales

𝑑𝑧 𝑗 = 𝑑𝑥 𝑗 + 𝑖 𝑑𝑦𝑦 , 𝑑𝑧 𝑗 = 𝑑𝑥 𝑗 − 𝑖 𝑑𝑦 𝑗 ,

que nos permiten definir las (𝑘, 𝑙)-formas como los campos de tensores antisimétricos∑
|𝐾 |=𝑘,|𝐿 |=𝑙

𝑏𝐾,𝐿𝑑𝑧𝐾 ∧ 𝑑𝑧𝐿 ,

con 𝑏𝐾,𝐿 funciones complejas, 𝐾, 𝐿 multi-índices ordenados

𝐿 = (𝐿1, . . . , 𝐿𝑙) , 1 ≤ 𝐿1 < · · · < 𝐿𝑙 ≤ 𝑛

y
𝑑𝑧𝐿 = 𝑑𝑧𝐿1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑧𝐿𝑙 .

Análogamente a la derivada exterior para 𝑘 -formas, podemos definir los operadores de Dol-
beault para (𝑘, 𝑙)-formas

𝜕 ( 𝑓 𝑑𝑧𝐾 ∧ 𝑑𝑧𝐿) =
∑
𝑗

𝜕 𝑓

𝜕𝑧 𝑗
𝑑𝑧 𝑗 ∧ 𝑑𝑧𝐾 ∧ 𝑑𝑧𝐿 ,

𝜕 ( 𝑓 𝑑𝑧𝐾 ∧ 𝑑𝑧𝐿) =
∑
𝑗

𝜕 𝑓

𝜕𝑧 𝑗
𝑑𝑧 𝑗 ∧ 𝑑𝑧𝐾 ∧ 𝑑𝑧𝐿 ,
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cuya suma en variedades complejas es la derivada exterior 𝑑 = 𝜕 + 𝜕.

Una variedad de Kähler es una variedad compleja con estructura compleja 𝐽 y con una
métrica Riemanniana 𝑔 compatible con la estructura compleja, 𝑔(𝐽·, 𝐽·) = 𝑔(·, ·) , tales que
determinan una forma simpléctica en esta variedad:

𝜔(·, ·) = 𝑔(𝐽·, ·) .

En general, 𝜔 será una 2-forma y en el caso de que además sea cerrada tendremos la va-
riedad de Kähler. La métrica Riemanniana junto con la forma simpléctica determinan una
estructura Hérmítica sobre la variedad

ℎ = 𝑔 + 𝑖𝜔 .

Si conocemos la forma simpléctica de la variedad de Kähler podemos recuperar las com-
ponentes 𝑔 𝑗 𝑘 de la métrica Riemanniana:

𝜔 =
𝑖

2

𝑛∑
𝑗 ,𝑘=1

𝑔 𝑗 𝑘𝑑𝑧 𝑗 ∧ 𝑑𝑧𝑘 .

En ocasiones existirá una función compleja 𝐾 tal que

𝜔 =
𝑖

2
𝜕𝜕𝐾 ,

que llamaremos potencial de Kähler.

Un ejemplo de variedad de Kähler es el propio C𝑛 con potencial Kähleriano

𝐾 = log(|𝑧 |2 + 1)

y forma simpléctica
𝜔 =

𝑖

2
𝜕𝜕 log(|𝑧 |2 + 1) .

Esta forma se conoce como forma de Fubini-Study en C𝑛.

Otro ejemplo de variedad de Kähler es el disco unidad en el plano complejo

𝐷 = {𝑧 ∈ C | |𝑧 | < 1}

equipado con el potencial Kähleriano

𝐾 (𝑧, 𝑧) = log
( 1

(1 − |𝑧 |2)2
)
,

que nos da la forma simpléctica

𝜔 =
𝑖

2
𝜕𝜕

1

(1 − |𝑧 |2)2 =
𝑖

2

𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑧
(1 − |𝑧 |2)2

y métrica hiperbólica (de Poincaré)

𝑔 =
𝑑𝑧𝑑𝑧

(1 − |𝑧 |2)2 .

29



2.4 Espacio de Segal-Fock-Bargmann 2 ASPECTOSMATEMÁTICOS

2.4. Espacio de Segal-Fock-Bargmann
En cualquier introducción de mecánica cuántica encontramos la representación de po-

siciones y la representación de momentos del espacio de Hilbert de estados. En esta sec-
ción introduciremos otra representación alternativa del espacio de estados: la representa-
ción analítica o de Segal-Fock-Bargmann [Bargmann, 1961; Bargmann, 1962]. Igual que en
la representación de posición la variable de las funciones es la posición de la partícula 𝑥 y
en la representación de momentos es el momento 𝑝, en la representación analítica la va-
riable será un vector complejo 𝑧. Por simplicidad trataremos un caso unidimensional, en el
que 𝑥, 𝑝 ∈ R y 𝑧 ∈ C. Para construir la representación analítica partimos de una función
de onda en representación de posición 𝜓(𝑥) y le aplicamos la transformación integral

𝑓 (𝑧) =
∫
R
𝐾 (𝑥, 𝑧)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥 ,

siendo 𝐾 (𝑥, 𝑧) el núcleo integral

𝐾 (𝑥, 𝑧) = 4

√
𝑚𝜔

𝜋ℏ
exp

[
1

ℏ

(
𝑧2

2
−

(√
𝑚𝜔

2
𝑥 − 𝑧

)2)]
,

siendo 𝜔 una constante. La transformación inversa es simplemente

𝜓(𝑥) =
∫
C
𝐾 (𝑥, 𝑧) 𝑓 (𝑧)𝑑𝜇(𝑧) ,

siendo 𝑑𝜇(𝑧) la medida Gaussiana en el plano complejo

𝑑𝜇(𝑧) = 𝑒−|𝑧 |
2/ℏ

𝜋ℏ
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑖

2𝜋ℏ
𝑒−|𝑧 |

2/ℏ 𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑧 .

Definimos entonces el espacio de Segal-Fock-Bargmann (o solo espacio de Bargmann por
simplicidad) como el espacio de funciones analíticas en C con norma finita∫

C
| 𝑓 (𝑧) |2 𝑑𝜇(𝑧) < ∞ .

El núcleo integral 𝐾 establece entonces una correspondencia entre 𝐿2(R) y el espacio de
Bargmann por medio de las transformaciones anteriores. Podemos dar una descripción del
oscilador armónico en esta representación, para ello tomamos la base ortonormal dada por
las funciones

𝑓𝑛 (𝑧) =
1

√
𝑛!

(
𝑧
√
ℏ

)𝑛
, 𝑛 = 0, 1 . . .

Los operadores de aniquilación y creación que nos envían 𝑓𝑛 en 𝑓𝑛−1 y 𝑓𝑛+1 son en esta
representación

𝑎 𝑓 (𝑧) =
√
ℏ
𝑑

𝑑𝑧
𝑓 (𝑧) → 𝑎 𝑓𝑛 (𝑧) =

√
𝑛 𝑓𝑛−1(𝑧)

𝑎† 𝑓 (𝑧) = 𝑧
√
ℏ
𝑓 (𝑧) → 𝑎† 𝑓𝑛+1(𝑧) =

√
𝑛 + 1 𝑓𝑛+1(𝑧)
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El Hamiltoniano del oscilador armónico en esta representación no será otro que

𝐻 = ℏ𝜔

(
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
+ 1

2

)
.

Esta representación nos será útil a la hora de cuantizar el oscilador armónico en el siguiente
capítulo.
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Capítulo 3

Cuantización Geométrica

El origen de lo que hoy llamamos cuantización geométrica puede encontrarse en los
trabajos pioneros de Dirac, en los que estableció por primera vez la correspondencia en-
tre los corchetes de Poisson y estudió la cuantización de superficies planas y curvas (ver
[Dirac, 1964]). Poco a poco, fueron surgiendo numerosos y variados enfoques con los que
abordar el problema de la cuantización: la cuantización por deformación, por estados cohe-
rentes, de Berezin-Toeplitz, cuantización geométrica...

La cuantización geométrica tiene origen en los trabajos de Kirillov, Souriau y Kostant
sobre teoría de representación de grupos, en particular sobre órbitas coadjuntas de grupos
de Lie [Kirillov, 1962; Kostant, 1965; Souriau, 1967]. El interés de este método fue crecien-
do en la segunda mitad del siglo XX con trabajos como los de Blattner, Gotay, Guillemin
y Sternberg [Blattner, 1973; Gotay, 1980; Guillemin y Sternberg, 1982]. Históricamente,
este método sirvió para unificar varios esquemas de cuantización muy específicos y sin re-
lación aparente en un marco más amplio.

La cuantización geométrica es más interesante a nivel conceptual para entender la rela-
ción entre las estructuras geométricas de la mecánica clásica y la cuántica, que a nivel prác-
tico como un procedimiento sistemático y eficiente de obtener sistemas cuánticos. Aunque
la idea que soslaya es simple, enseguida surgen los primeros problemas y las matemáticas
se van enrevesando. Es por ello que no se pretende dar en este trabajo un desarrollo rigu-
roso de las matemáticas, sino usarlas como herramientas conceptuales para llevar a cabo
la tarea de cuantización, analizando los motivos de cada paso, qué funciona y qué falla.

Existen numerosas referencias bibliográficas sobre la teoría general de la cuantización
geométrica. A nivel introductorio se recomienda [Blau, 1992], [Lerman, 2012] y [Carosso,
2018]. Un desarrollo matemático más exhaustivo se puede consultar en [Hall, 2013, cap.
22, 23], [Echeverria-Enriquez et al., 1999] y [Woodhouse, 2007], siendo este último la re-
ferencia estándar en la materia. La cuantización de variedades de Kähler es por sí solo un
campo muy amplio, pudiendo encontrarse en algunas referencias [Borthwick, 2000], [Ca-
mosso, 2020]. Sobre la cuantización geométrica de la gravedad y algunos de sus obstáculos
se puede consultar [McClain, 2020]. Finalmente, dos recursos online interesantes se pue-
den encontrar en [Baez, 2018a; Baez, 2018b].
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3.1. Esquema general
La filosofía de la cuantización geométrica es muy sencilla: si hemos encontrado cone-

xiones claras entre la mecánica clásica y la cuántica, y la mecánica clásica se describe de
manera natural en variedades simplécticas, ¿por qué no intentar cuantizar las variedades
simplécticas? Así, el punto de partida de la cuantización geométrica será una variedad sim-
pléctica, que puede ser el espacio de fases del sistema a cuantizar. Lejos de ser un problema
sencillo, la cuantización geométrica más elemental requiere las siguientes etapas:

1. El primer paso se llama precuantización, y consistirá en tomar un fibrado lineal Her-
mítico sobre la variedad, que nos permitirá definir funciones complejas sobre nues-
tra variedad simpléctica. Además, introduciremos una conexión, que nos permitirá
conectar las diferentes fibras mediante la derivada covariante y así poder tomar deri-
vadas en el fibrado. La existencia de estos fibrados lineales vendrá dada por la condi-
ción de Bohr-Sommerfeld, íntimamente relacionada con el esquema de cuantización
que lleva su nombre y que remonta a los orígenes de la mecánica cuántica [Landau
et al., 1993, pp. 188-193].

2. El candidato a espacio de Hilbert (precuantizado) para el sistema cuántico será el es-
pacio de secciones del fibrado de cuadrado integrable. Los observables cuantizados
en este espacio de Hilbert vienen dado por la correspondencia

𝑄( 𝑓 ) = 𝑖ℏ∇𝑋 𝑓 + 𝑓 ,

siendo ∇𝑋 𝑓 la derivada covariante en la dirección del campo Hamiltoniano 𝑋 𝑓 . Co-
mo cabría esperar, esta cuantización cumple

[𝑄( 𝑓 ), 𝑄(𝑔)] = 𝑖ℏ𝑄({ 𝑓 , 𝑔}) . (3.1)

3. Este espacio de Hilbert tiene dimensión 2𝑛, pero sabemos por la cuantización ca-
nónica que la dimensión debería ser la mitad. Ante esta tesitura se introducen las
polarizaciones: una elección de subespacios tangentes complejos que nos permiti-
rán definir el espacio de Hilbert cuántico como el espacio de secciones de cuadrado
integrable constantes en la polarización. Las polarizaciones son en cierto sentido una
generalización de un sistema de observables que conmutan. Lejos de ser un proble-
ma, tener que introducir las polarizaciones nos da mucha versatilidad, pudiendo ob-
tener mediante diversas elecciones de polarizaciones distintas representaciones de
nuestro espacio de Hilbert, por ejemplo la representación de posiciones, momentos
o de Bargmann.

4. Sin embargo, una vez que introducimos las polarizaciones emergen problemas a la
hora de cuantizar los observables clásicos en operadores lineales del espacio de Hil-
bert, ya que no se puede garantizar que todos cumplan la relación entre los corchetes
de Poisson y el conmutador (3.1). Llegados a este punto requerimos el uso de herra-
mientas matemáticas muy sutiles para dar sentido a este problema.

Aunque no se tiene una teoría satisfactoria para cuantizar variedades simplécticas, hay
dos tipos de variedades en las que este procedimiento funciona especialmente bien:
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1. Fibrados cotangentes.

2. Variedades de Kähler.

Por ser las que más aplicaciones prácticas tienen, son en las que centraremos nuestro estu-
dio.

3.2. Fibrados lineales y precuantización
En esta sección comenzamos a desarrollar el proceso de precuantización, que como

mencionamos en el esquema, es el primer paso para la cuantización de una variedad sim-
pléctica. Para motivar la necesidad de introducir la derivada covariante veamos algunos
problemas que surgen si intentamos cuantizar el sistema. Dada una función 𝑓 ∈ C∞(𝑀),
el campo Hamiltoniano 𝑋 𝑓 es un operador que satisface la relación entre el corchete de
Poisson y el conmutador

[𝑖ℏ𝑋 𝑓 , 𝑖ℏ𝑋𝑔] = (𝑖ℏ)2𝑋{ 𝑓 ,𝑔} = 𝑖ℏ (𝑖ℏ𝑋{ 𝑓 ,𝑔}) ,

así que podemos proponer la cuantización

𝑄1( 𝑓 ) = 𝑖ℏ𝑋 𝑓 .

Sin embargo, al cuantizar el sistema así no tenemos la propiedad deseable de que la cuanti-
zación de la función 𝑓 ≡ 1 sea la identidad, por lo que podemos modificar la cuantización
a

𝑄2( 𝑓 ) = 𝑖ℏ𝑋 𝑓 + 𝑓 .

Haciendo esto perdemos la relación de conmutación así que debemos modificarlo de nue-
vo si queremos recuperarla. Si 𝜔 es la forma simpléctica y 𝜃 un potencial simpléctico tal
que 𝜔 = 𝑑𝜃, el operador

𝑄( 𝑓 ) = 𝑖ℏ(𝑋 𝑓 −
𝑖

ℏ
𝜃 (𝑋 𝑓 )) + 𝑓

cumple tanto 𝑄(1) = 𝐼 como la relación de conmutación. El operador

∇𝑋 𝑓 ≡ 𝑋 𝑓 −
𝑖

ℏ
𝜃 (𝑋 𝑓 ) (3.2)

se denomina derivada covariante y el operador 𝑄( 𝑓 ) la precuantización de 𝑓 .

Llegados a este punto nos damos cuenta que el potencial 𝜃 no es único, pues para cual-
quier función 𝜙 se tiene que 𝑑 (𝑑𝜙) = 0. Podemos tomar otro potencial

𝜃′ = 𝜃 + 𝑑𝜙

y seguimos teniendo un potencial simpléctico 𝑑𝜃′ = 𝜔, es decir, el potencial simpléctico
depende de la elección de un gauge. Al hacer esto la cuantización del observable se modifi-
ca en un sumando 𝑑𝜙(𝑋 𝑓 ). Lejos de ser un problema, poder cambiar de gauge nos vendrá
bien al estudiar ejemplos concretos. Si postulamos que cualesquiera estados 𝜓 y 𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝜓 son
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el mismo, el operador cuantizado también se cambia por una fase 𝑒
𝑖𝜙
ℏ . Para verlo comen-

zamos desarrollando

𝑄( 𝑓 )
[
𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝜓

]
=

(
𝑖ℏ

(
𝑋 𝑓−

𝑖

ℏ
𝜃′(𝑋 𝑓 )

)
+ 𝑓

) [
𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝜓

]
=

(
𝑖ℏ

(
𝑋 𝑓−

𝑖

ℏ
𝜃 (𝑋 𝑓 )−𝑑𝜙(𝑋 𝑓 )

)
+ 𝑓

) [
𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝜓

]
.

Teniendo en cuenta que 𝑋 𝑓 es una derivación, aplicamos la regla del producto y de la ca-
dena

𝑋 𝑓
[
𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝜓

]
= 𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝑋 𝑓

[
𝜓
]
+ 𝑖

ℏ
𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝜓 𝑋 𝑓

[
𝜙
]

y como por definición de diferencial 𝑋 𝑓 (𝜙) = 𝑑𝜙(𝑋 𝑓 ), se concluye que

𝑄( 𝑓 )
[
𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝜓

]
= 𝑒

𝑖𝜙
ℏ 𝑄( 𝑓 )

[
𝜓
]
.

Así pues, de manera natural la construcción nos invita a considerar la acción del grupo de
simetría 𝑈 (1) � S1 actuando sobre el espacio de Hilbert.

A continuación comenzamos a introducir el aparato formal matemático de la precuan-
tización. Puesto que el espacio de estados en mecánica cuántica cuántica es complejo, nos
interesa cuantizar funciones complejas sobre la variedad simpléctica. Es aquí donde surge
la necesidad de introducir los fibrados complejos lineales.

Definición 3.1. Sea 𝜋 : 𝐿 → 𝑀 una proyección de una variedad 𝐿 en nuestra variedad
simpléctica 𝑀 . Se dice que la terna (𝐿, 𝜋, 𝑀) es un fibrado lineal complejo si:

1. Para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , la fibra 𝐿𝑚 = 𝜋−1 es isomorfa a C.

2. Existe un recubrimiento de abiertos {𝑈𝑖} de 𝑀 y secciones 𝑠𝑖 : 𝑈𝑖 → 𝐿 tal que las
aplicaciones

𝜙𝑖 : 𝑈𝑖 × C → 𝜋−1(𝑈𝑖)
(𝑚, 𝑧) ↦→ 𝑧 𝑠𝑖 (𝑚)

son difeomorfismos. A la familia {(𝑈𝑖, 𝜙𝑖)} se la denomina trivialización y cumple
que 𝑠𝑖 (𝑚) ≠ 0 para todo 𝑚 ∈ 𝑈𝑖 .

Dicho de otra forma, 𝐿 se construye asignando a cada punto de la variedad 𝑀 un es-
pacio de números complejos. Así, una sección 𝑠 : 𝑀 → 𝐿 representa una función que
asigna a cada punto de la variedad un (y solo un) número complejo. Las secciones jugarán
el papel de funciones complejas en el espacio de Hilbert.

Para construir el espacio de Hilbert nos interesa disponer de un producto interno, así
que dotamos nuestro fibrado lineal de una estructura Hermítica.

Definición 3.2. Una estructura Hermítica sobre el fibrado lineal 𝐿 es una elección de pro-
ducto interno ℎ(·, ·) : 𝐿𝑚 × 𝐿𝑚 → C en cada fibra 𝐿𝑚 de 𝐿, tal que para cada sección 𝑠 de
𝐿, ℎ(𝑠, 𝑠) sea una función suave en 𝑀 .
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Recordemos ahora que si 𝜔 es la forma simpléctica de nuestro espacio de fases, 𝜔𝑛

(2𝜋ℏ)𝑛
define una forma de volumen (de Liouville) respecto a la que podemos integrar funcio-
nes en la variedad. Definiremos el espacio deHilbert precuántico como la compleción del
conjunto de secciones de 𝐿 de soporte compacto respecto al volumen de Liouville,∫

𝑀
ℎ(𝑠1, 𝑠2)

𝜔𝑛

(2𝜋ℏ)𝑛 .

Es decir, el espacio de Hilbert precuántico está formado por las secciones de cuadrado in-
tegrable

‖𝑠‖ =
∫
𝑀
ℎ(𝑠, 𝑠) 𝜔𝑛

(2𝜋ℏ)𝑛 < ∞ .

Una vez que tenemos un espacio de Hilbert, buscamos cuantizar los observables clási-
cos para tener operadores en él. Introducimos para ello la conexión, la herramienta que nos
permitirá tomar derivadas en el fibrado lineal.

Definición 3.3. Una conexión ∇ en el fibrado lineal 𝐿 sobre 𝑀 es una aplicación que aso-
cia a cada campo vectorial 𝑋 en 𝑀 y sección 𝑠 de 𝐿 otra sección ∇𝑋 (𝑠) de 𝐿 con las si-
guientes propiedades:

1. Para cualquier función 𝑓 ∈ C∞(𝑀), campo 𝑋 y sección 𝑠, se tiene ∇ 𝑓 𝑋 (𝑠) = 𝑓∇𝑋 (𝑠).

2. Para cualquier función 𝑓 ∈ C∞(𝑀), campo 𝑋 y sección 𝑠, se cumple la regla del
producto ∇𝑋 ( 𝑓 𝑠) = 𝑋 ( 𝑓 )𝑠 + 𝑓∇𝑋 (𝑠).

Dada una conexión, el operador ∇𝑋 se llama derivada covariante en la dirección 𝑋 .
Una conexión se dice Hermítica si para cualquier campo vectorial 𝑋 y secciones 𝑠1 y 𝑠2 se
tiene la condición de compatibilidad

ℎ(∇𝑋 (𝑠1), 𝑠2) + ℎ(𝑠1,∇𝑋 (𝑠2)) = 𝑋 ℎ(𝑠1, 𝑠2) .

Dada una estructura con conexión Hermítica, podemos escoger localmente una sección
𝑠0 tal que ℎ(𝑠0, 𝑠0), de forma que cualquier sección 𝑠 se puede escribir localmente como
𝑠 = 𝜑𝑠0 para una única función compleja 𝜑. Es por ello que usualmente abusaremos de
notación para referirnos a la sección 𝑠 como la función 𝜑. Además, la relación

∇𝑋 (𝑠0) = − 𝑖
ℏ
𝜃 (𝑋)𝑠0

permite definir la 1-forma 𝜃, que como veremos se puede relacionar con la forma simplécti-
ca de nuestra variedad. Con todo esto, expresaremos la derivada covariante de una sección
de 𝐿 como

∇𝑋 (𝜑) = 𝑋 (𝜑) −
𝑖

ℏ
𝜃 (𝑋)𝜑 , (3.3)

entendiendo que 𝑋 actúa sobre 𝜑 como una derivación y 𝜃 (𝑋) sobre 𝜑 como una mul-
tiplicación. Es justamente la derivada covariante (3.2) que obtuvimos por un argumento
heurístico. La forma de curvatura de la conexión

𝜔(𝑋,𝑌 ) = 𝑖

ℏ
(∇𝑋∇𝑌 − ∇𝑌∇𝑋 − ∇[𝑋,𝑌 ]) (3.4)
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coincide con la derivada exterior de la 1-forma 𝜃,

𝜔 = 𝑑𝜃 .

Generalizando el análisis realizado al principio, postulamos la precuantización de un
observable 𝑓 ∈ C∞(𝑀) como el operador

𝑄( 𝑓 ) = 𝑖ℏ∇𝑋 𝑓 + 𝑓 = 𝑖ℏ𝑋 𝑓 + 𝜃 (𝑋 𝑓 ) + 𝑓 ,

que actúa sobre secciones 𝑠 de 𝐿, o más bien sobre la función 𝜑 tal que 𝑠 = 𝜑𝑠0. Como las
secciones son complejas este operador actúa como un operador real tanto en la parte real
como imaginaria de 𝜑. Podemos demostrar que si 𝑓 es real entonces el operador 𝑄( 𝑓 ) es
simétrico en el espacio de secciones de soporte compacto. Efectivamente, si 𝜙𝑡 es el flujo
Hamiltoniano de 𝑋 𝑓 y 𝜑1, 𝜑2 dos secciones de soporte compacto, para 𝑡 suficientemente
pequeño todos los puntos del soporte de las secciones está en el dominio de 𝜙𝑡 , ya que
𝜙0 es la identidad. Además, por el teorema de Gibbs-Liouville deducimos que la forma
de volumen 𝑑𝜆 = 𝜔𝑛/(2𝜋ℏ)𝑛 no cambia a lo largo del flujo Hamiltoniano. Derivando el
producto escalar de 𝜑1 y 𝜑2 en 𝑡 = 0 obtenemos

𝑑

𝑑𝑡

���
𝑡=0

∫
𝑀
ℎ(𝜑1, 𝜑2) ◦ 𝜙𝑡 𝑑𝜆 =

∫
𝑀
ℎ(∇𝑋 𝑓 𝜑1, 𝜑2) + (𝜑1,∇𝑋 𝑓 𝜑2) 𝑑𝜆 = 0 .

Por tanto ∇𝑋 𝑓 es antisimétrico y al multiplicarlo por 𝑖ℏ resulta un operador simétrico. En
el caso en que el flujo de 𝑋 𝑓 esté definido en todo 𝑡, podemos usar el teorema de Stone
para construir 𝑄( 𝑓 ) como un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert precuántico,
es decir, será un observable cuántico. Notemos que en el caso de operadores acotados, si-
métrico implica autoadjunto.

El teorema de André Weil18 nos da una condición necesaria y suficiente para que exis-
ta un fibrado lineal con métrica Hermítica y conexión tal que la curvatura sea la forma
simpléctica 𝜔: que

[
𝜔
2𝜋ℏ

]
sea una clase integral de cohomología. Veamos qué significa. La

condición surge de considerar el transporte paralelo de una sección 𝑠 = 𝜑𝑠0 a lo largo de
una curva cerrada 𝛾,

𝜑(𝑡) = exp
[ 𝑖
ℏ

∫
𝛾
𝜃
]
𝜑(0) .

Aplicando el teorema de Stokes, pasamos a la integral de 𝑑𝜃 = 𝜔 en una superficie Σ1 con
borde 𝛾,

𝜑(𝑡) = exp
[ 𝑖
ℏ

∫
Σ1

𝜔
]
𝜑(0) .

Considerando otra superficie Σ2 con borde 𝛾 cuya unión con Σ1 nos de una superficie
cerrada Σ, llegamos a la condición

exp
[ 𝑖
ℏ

∫
Σ1

𝜔
]
= exp

[
− 𝑖

ℏ

∫
Σ2

𝜔
]
,

18 Teorema de Weil: Sea (𝑀,𝜔) una variedad simpléctica; la variedad es precuantizable si y solo si
[𝜔/2𝜋ℏ] ∈ 𝐻2 (𝑀,Z), es decir, [𝜔/2𝜋ℏ] es una clase integral de cohomología [Weil, 1958].
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es decir,
exp

[ 𝑖
ℏ

∫
Σ
𝜔
]
= 1 .

Lo que nos dice el teorema de Weil es que si se cumple la condición∫
Σ
𝜔 = 2𝜋𝑛ℏ (3.5)

para cualquier superficie cerrada Σ entonces existe el fibrado Hermítico con conexión que
necesitamos para la cuantización. Como vemos, la condición (3.5) recuerda a la condición
de cuantización propuesta por Bohr y Sommerfeld en los comienzos de la cuántica,∮

𝑝 𝑗 𝑑𝑞
𝑗 = 2𝜋ℏ 𝑛 .

Antes de dar algunos ejemplos, vamos a mencionar una de las numerosas conexiones
entre la cuantización geométrica y la integral de camino de Feynmann. El campo Hamilto-
niano de 𝑓 , 𝑋 𝑓 , genera un flujo 𝜙𝑡 : 𝑀 → 𝑀 . Este flujo se puede transformar de manera
única, salvo una fase global, en una familia de automorfismos 𝜙𝑡 : 𝐿 → 𝐿 que preserve la
estructura Hermítica y compatible con la conexión. Si introducimos el Lagrangiano de 𝑓

ℒ𝑓 = 𝜃 (𝑋 𝑓 ) − 𝑓 = 𝑝𝑖
𝜕 𝑓

𝜕𝑝𝑖
− 𝑓 ,

con 𝜃 la 1-forma en coordenadas canónicas, resulta que 𝜙𝑡 toma la forma

𝜙𝑡 (𝜑) (𝑚) = 𝜑(𝜙𝑡 (𝑚)) exp
(
− 𝑖

ℏ

∫ 𝑡

0
ℒ𝑓 (𝜙𝑡 ′ (𝑚))𝑑𝑡′

)
,

siendo 𝑠 = 𝜑𝑠0 una sección y 𝑚 un punto de 𝑀 . Vemos así que la evolución temporal de
secciones de 𝐿 (estados del espacio de Hilbert) viene dada por la exponencial de la acción
clásica. El hecho de que el Lagrangiano se tome a lo largo de las líneas de flujo no debería
importarnos, pues el flujo simplemente marca la evolución que sigue el sistema con Hamil-
toniano 𝑓 . Otro ejemplo de conexión con la integral de camino emerge como un límite de
la construcción de los núcleos de Blattner-Kostant-Sternberg usados en cuantización geo-
métrica y se puede encontrar en [Woodhouse, 2007, pp. 205-209].

Veamos algunos ejemplos de sistemas clásicos precuantizados y el motivo de por qué la
precuantización por sí sola no es un método completamente satisfactorio de cuantización,
requiriendo algunas modificaciones como la introducción de las polarizaciones.

Ejemplo3.4. Comenzamos por el caso más sencillo: la cuantización canónica. En este caso
el espacio de fases es simplemente 𝑇∗R𝑛 � R2𝑛 con forma simpléctica 𝜔 = 𝑑𝑝 𝑗 ∧ 𝑑𝑞 𝑗 y
potencial simpléctico 𝜃 = 𝑝 𝑗𝑑𝑞 𝑗 . La condición de Weil se satisface trivialmente para 𝑛 = 0

ya que 𝜔 es globalmente exacta, 𝜔 = 𝑑𝜃, y el borde de una superficie cerrada es vacío
𝜕Σ = ∅: ∫

Σ
𝜔 =

∫
𝜕Σ
𝜃 = 0 .
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La precuantización de un observable 𝑓 ∈ C∞(R2) es

𝑓 = 𝑖ℏ𝑋 𝑓 + 𝜃 (𝑋 𝑓 ) + 𝑓 = 𝑖ℏ
[ 𝜕 𝑓
𝜕𝑞 𝑗

𝜕

𝜕𝑝 𝑗
− 𝜕 𝑓

𝜕𝑝 𝑗

𝜕

𝜕𝑞 𝑗

]
− 𝑝 𝑗

𝜕 𝑓

𝜕𝑝 𝑗
+ 𝑓 , (3.6)

en particular los operadores de posición y momento precuantizados resultan

𝑞 𝑗 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑝 𝑗
+ 𝑞 𝑗 , 𝑝 𝑗 = −𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑞 𝑗
.

Los elementos del espacio de Hilbert son las secciones de 𝐿 con cuadrado integrable res-
pecto al producto interno ∫

R2𝑛

𝑑𝑛 𝑞𝑑𝑛𝑝

(2𝜋ℏ)𝑛 𝑠(𝑞, 𝑝)𝑠(𝑞, 𝑝) ,

es decir, las secciones dependen tanto de las variables 𝑞 𝑗 como 𝑝 𝑗 . Sin embargo, en el es-
pacio de Hilbert que obtenemos por cuantización canónica los estados solo dependen de la
posición o momento (pero no ambas a la vez) dependiendo de la representación escogida.
En la próxima sección introduciremos las polarizaciones para reducir el número de varia-
bles de 2𝑛 a 𝑛. Otro problema que observamos en esta cuantización es que la exponencial
de 𝑝 𝑗 nos da el operador de traslación usual, pero la exponencial de 𝑞 𝑗 no nos da la trasla-
ción en el momento por culpa del sumando 𝑞 𝑗 . El problema radica en que los operadores
de posición y momento usuales actúan irreduciblemente en el espacio de Hilbert 𝐿2(R𝑛)
mientras que nuestro espacio de secciones de cuadrado integrable es reducible bajo la ac-
ción de los operadores 𝑞 𝑗 y 𝑝 𝑗 . ♦
Ejemplo 3.5. Seguimos con uno de los ejemplos más bonitos de (pre)cuantización geomé-
trica: la cuantización de un sistema cuya variedad simpléctica es la esfera 2-dimensional.
Veremos que la cuantización de este sistema es justamente el espín. Tomamos por tanto el
sistema descrito por la esfera S2 con forma simpléctica

𝜔 = sin 𝜃 𝑑𝜃 ∧ 𝑑𝜙 .

Como 𝜔 es la forma de superficie de una esfera de radio 1, su integral en cualquier super-
ficie cerrada es el área de la esfera 4𝜋. La condición de Weil (3.5) nos garantiza que para
las formas simplécticas

𝜔𝑛 =
𝑛ℏ
2
𝜔

la variedad (S2, 𝜔𝑛) se puede precuantizar, que es justamente la condición para la cuanti-
zación del espín de un fermión: 𝑠 = ℏ

2𝑛 . El espacio de Hilbert precuántico lo componen
entonces las funciones complejas sobre la esfera de cuadrado integrable 𝐿2(S2). Cuando
introduzcamos las polarizaciones restringiremos este espacio de dimensión infinita a las
secciones holomorfas para obtener unos espacios de dimensión finita, que serán represen-
taciones espinoriales irreducibles del grupo 𝑆𝑈 (2). ♦
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Ejemplo 3.6. El último ejemplo que vamos a tratar es la cuantización del oscilador armó-
nico. Igual que en el ejemplo 3.4, consideramos 𝑀 = R2 con forma canónica 𝜔 = 𝑑𝑞 ∧ 𝑑𝑝
y Hamiltoniano

𝐻 =
1

2
(𝑝2 + 𝑞 2) ,

que cumple trivialmente la condición de Weil para la existencia del fibrado lineal, que será
el fibrado trivial 𝑀 × C . La conexión Hermítica será

∇𝑋 = 𝑋 − 𝑖

ℏ
𝜃 (𝑋) .

Si tomamos como potencial simpléctico local la 1-forma 𝜃 = 1
2 (𝑞𝑑𝑝− 𝑝𝑑𝑞), los operadores

de posición y momento cuantizados son

𝑞 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑝
+ 1

2
𝑞 , 𝑝 = −𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑞
+ 1

2
𝑝 ,

y el Hamiltoniano cuantizado

𝐻̂ = −𝑖ℏ
(
𝑝
𝜕

𝜕𝑞
− 𝑞 𝜕

𝜕𝑝

)
.

Teniendo en cuenta que

𝑞
𝜕

𝜕𝑝
− 𝑝 𝜕

𝜕𝑞
=
𝜕

𝜕𝜙

es simplemente el momento angular, las autofunciones tienen la forma

𝜓𝑛 = 𝑓 (𝑟)𝑒−𝑖𝑛𝜙 ,

donde 𝑓 es una función arbitraria tal que
∫ ∞
0
𝑟 | 𝑓 (𝑟) |2 < ∞ . Nos encontramos aquí otro

problema de la precuantización, el Hamiltoniano cuantizado del oscilador armónico no es-
tá acotado inferiormente, mientras que sabemos que físicamente solo son posibles valores
de 𝑛 ≥ 0. ♦

3.3. Polarizaciones y cuantización
Como hemos visto en la sección anterior, el espacio de Hilbert precuantizado no puede

ser el espacio de estados cuántico ya que debería tener la misma dimensión que el espa-
cio de configuración. La idea es restringir el espacio cuantizado añadiendo una estructura
geométrica adicional, las polarizaciones, que marcarán unas direcciones privilegiadas en
nuestra variedad y exigiremos que los estados cuantizados no cambien a lo largo de estas
direcciones (para ello requerimos la derivada covariante). Estas direcciones vendrán mar-
cadas por una distribución 𝑛-dimensional en el fibrado tangente de la variedad.

Definición 3.7. Una distribución de rango 𝑛 en 𝑀 es un subfibrado de 𝑇𝑀 de rango 𝑛, es
decir, un fibrado vectorial tal que cada fibra es un subespacio de dimensión 𝑛 del espacio
tangente 𝑇𝑚𝑀 y que varía suavemente con el punto 𝑚.
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Una distribución P se dice involutiva si cualesquiera secciones de P cumplen que su
corchete de Lie es también una sección de P . Recordando que Γ(P) denota el conjunto
de secciones de P, la condición de P involutiva es

𝑋, 𝑌 ∈ Γ(P) ⇒ [𝑋,𝑌 ] ∈ Γ(P) . (3.7)

Se dice que una distribución es integrable si localmente existe una subvariedad, llamada
variedad integral, cuyo fibrado tangente sea la distribución. El teorema de Frobenius nos
dice que una distribución es involutiva si y solo si es integrable [Lee, 2013, cap. 19].

Tomamos pues una distribución P y probamos a restringir el espacio de funciones
cuantizables considerando solo las funciones 𝜑 (secciones de 𝐿) que son constantes en la
distribución:

∇𝑋𝜑 = 0

para toda sección 𝑋 de P . Si escogemos una carta en la que el potencial 𝜃 cumpla 𝜃 (𝜑) = 0,
la condición anterior se traduce en

𝑋 (𝜑) = 0 .

Para que este sistema de ecuaciones diferenciales tenga solución y puedan existir funciones
𝜑 constantes con la polarización, debemos pedir que la distribución sea integrable y por
tanto que sea involutiva (3.7). Recordando que la forma de curvatura es (3.4), la condición
anterior implica que si 𝜑 es constante en la polarización entonces

𝜔(𝑋,𝑌 )𝜑 = 0

para todas las secciones 𝑋, 𝑌 de P . La condición 𝜔(𝑋,𝑌 ) = 0 en la polarización se deno-
mina condición Lagrangiana.

Estas condiciones para polarizaciones reales son en general muy restrictivas, así que
como nos interesan secciones complejas de 𝐿, podemos probar a tomar una distribución
compleja, esto es, una distribución del fibrado tangente complejo 𝑇𝑀C, en el que las fibras
son los espacios tangentes complejos 𝑇𝑚𝑀 ⊗ C. Considerar directamente distribuciones
complejas también nos será útil cuando cuanticemos variedades de Kähler. Resumiendo
todo lo visto sobre polarizaciones y añadiendo alguna cuestión técnica:

Definición 3.8. Sea (𝑀,𝜔) una variedad simpléctica. Una polarización P sobre 𝑀 es una
distribución de 𝑇𝑀C tal que:

1. Es Lagrangiana: para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , la dimensión compleja de P𝑚 es 𝑛 y 𝜔(𝑋,𝑌 ) = 0

para cualesquiera secciones de P .

2. Es involutiva, [𝑋,𝑌 ] ∈ P .

3. La dimensión de P𝑚 ∩ P̄𝑚 es constante para todo 𝑚 ∈ 𝑀 , siendo P̄𝑚 el conjugado
complejo de P𝑚 .
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Notemos que si P es una polarización, entonces P̄ también es una polarización. Los
estadoscuantizados serán las secciones del fibrado lineal complejo cuya derivada covarian-
te sea 0 en las direcciones de la polarización. Los operadores que actúen sobre este nuevo
espacio deberán preservar la polarización, es decir, si actúan sobre un estado polarizado el
resultado debe ser otro estado polarizado:

∇𝑋𝜑 = 0 ⇒ ∇𝑋 ( 𝑓 𝜑) =
(
𝑋 − 𝑖

ℏ
𝜃 (𝑋)

) (
𝑖ℏ𝑋 𝑓 + 𝜃 (𝑋 𝑓 ) + 𝑓

)
𝜑 = 0 (3.8)

siendo 𝑋 ∈ Γ(P) una sección de P y 𝑓 la cuantización del observable 𝑓 . Desarrollando la
expresión anterior resulta que (3.8) se cumple si y solo si ∇[𝑋 𝑓 ,𝑋]𝜑 = 0, y esto si y solo si
[𝑋 𝑓 , 𝑋] ∈ Γ(P) para cualquier 𝑋 ∈ Γ(P). Intuitivamente, podemos decir que el flujo del
campo Hamiltoniano (la evolución del sistema) debe conservar la polarización. Llamare-
mos al conjunto de observables clásicos que cumplen esta propiedad C∞

P (𝑀). Los obser-
vables cuantizados serán así los observables precuantizados restringidos a la polarización.
Ahora que sabemos cuantizar tanto estados como observables veamos algunos ejemplos
de cuantización y cómo aún quedan problemas por resolver.

Ejemplo 3.9. Retomamos el ejemplo 3.4 de la cuantización del fibrado cotangente 𝑇∗𝑄
con forma canónica 𝜔 = 𝑑𝑝 𝑗 ∧ 𝑑𝑥 𝑗 y potencial simpléctico 𝜃 = 𝑝 𝑗𝑑𝑞

𝑗 . Escogeremos
por conveniencia una polarización real, es decir, tal que P = P̄ . En coordenadas locales,
las derivadas parciales respecto de las variables de momento, 𝜕/𝜕𝑝 𝑗 generan la llamada
polarización vertical de 𝑇∗𝑄. Puesto que la generan 𝑛 vectores, es de dimensión 𝑛. Además,
puesto que

𝜔
( 𝜕

𝜕𝑝 𝑗
,
𝜕

𝜕𝑝𝑘

)
= 0 ,

la distribución es Lagrangiana en cada punto. Al ser real, la dimensión de P𝑚 ∩ P̄𝑚 es
constante. Finalmente, para ver que es involutiva notamos que el corchete de Lie

[𝑋,𝑌 ] = (𝑋𝑌 𝑗 − 𝑌𝑋 𝑗 ) 𝜕

𝜕𝑝 𝑗

de dos campos vectoriales de la forma 𝑓 𝑗 𝜕/𝜕𝑝 𝑗 es de nuevo una combinación lineal de
los vectores 𝜕/𝜕𝑝 𝑗 . Los estados del sistema cuántico serán entonces las secciones 𝜑 de 𝐿
tal que

∇𝜕𝑝 𝑗𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑝 𝑗
− 𝑖

ℏ
𝜃
( 𝜕

𝜕𝑝 𝑗

)
𝜑 =

𝜕𝜑

𝜕𝑝 𝑗
= 0 ,

ya que 𝜃 no tiene término en 𝑑𝑝 𝑗 . Es decir, los estados cuantizados serán las secciones que
no dependen del momento, solo de la posición, y lo identificaremos con el espacio usual
𝐿2(𝑄). Notemos que debemos modificar la medida, integrando solo sobre 𝑞 para que las
integrales no diverjan. Este problema se soluciona con la introducción de las medias for-
mas (half-forms)19, que modifica la medida de la integral para darnos el conocido producto

19 La introducción de las medias formas requiere un considerable bagaje matemático y no entraremos en
ello. Vemos que uno de los problemas de la cuantización geométrica son los sucesivos “parches” matemáticos
que hay que ir añadiendo para obtener los simples resultados de la cuantización canónica, que por supuesto son
mucho más limitados.
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interno ∫
𝑄
|𝜑(𝑞) |2𝑑𝑞

La condición para que un observable cualquiera 𝑓 ∈ C∞(𝑀) preserve la polarización
es que[

𝑋 𝑓 ,
𝜕

𝜕𝑝𝑘

]
∈ Γ(P) ∀ 𝑘 ⇔

( 𝜕2 𝑓

𝜕𝑝 𝑗 𝜕𝑞 𝑗

) 𝜕

𝜕𝑝 𝑗
−

( 𝜕2 𝑓

𝜕𝑝 𝑗 𝜕𝑝 𝑗

) 𝜕

𝜕𝑞 𝑗
∈ Γ(P) ∀ 𝑘

⇔ 𝜕2 𝑓

𝜕𝑝 𝑗 𝜕𝑝𝑘
= 0 ,

es decir, que 𝑓 sea como mucho lineal en 𝑝 𝑗 ,

𝑓 (𝑞, 𝑝) = 𝑓 0(𝑞) + 𝑓 𝑗 (𝑞)𝑝 𝑗 .

La cuantización de un observable 𝑓 es igual a (3.6) eliminando el término 𝜕/𝜕𝑝 𝑗 , ya que
los estados solo dependen de 𝑞. Hemos eliminado el término que sobraba, obteniendo la
cuantización usual para los operadores de posición y momento en representación de posi-
ción,

𝑞 𝑗 = 𝑞 𝑗 , 𝑝 𝑗 = −𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑞 𝑗
.

La cuantización de un observable cualquiera actuando sobre un estado 𝜑(𝑞) es

𝑓 𝜑(𝑞) = ( 𝑓 0𝜑)(𝑞) − 𝑖ℏ 𝑓 𝑗
( 𝜕

𝜕𝑞 𝑗
𝜑
)
(𝑞) .

Concluimos que el número de observables que preservan los estados tras incluir la pola-
rización es limitado, en particular, la energía cinética 𝑝2/2𝑚 no la preserva. Dicho de otra
forma, cuando la función de onda evoluciona deja de depender solo de la posición para
depender también del momento.

Notemos que si en vez de haber tomado el potencial simpléctico 𝜃 = 𝑝 𝑗𝑑𝑞
𝑗 hubié-

semos tomado 𝜃′ = 𝑞 𝑗𝑑𝑝 𝑗 , hubiésemos obtenido la representación en momento de las
funciones de onda 𝜑(𝑝) y los operadores

𝑞 𝑗 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑝 𝑗
, 𝑝 𝑗 = 𝑝 𝑗 . ♦

Como ya mencionamos, los ejemplos más útiles de cuantización geométrica se apli-
ca a variedades de Kähler. Ya hemos visto como determinadas polarizaciones nos dan la
representación en posición y momento de la mecánica cuántica, y aún podemos dar otra
más con la que obtenemos la representación holomorfa o de Bargmann. Con la cuantiza-
ción holomorfa se puede construir el espacio de Fock de bosones y aplicarlo al oscilador
armónico, obteniendo los operadores de creación y aniquilación.
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Ejemplo 3.10. En este ejemplo obtendremos el espacio de Fock de bosones y la represen-
tación de Bargmann cuantizando una variedad de Kähler. Sea 𝑀 una variedad de Kähler
con métrica plana 𝛿 𝑗 𝑘 y coordenadas canónicas 𝑞 𝑗 y 𝑝 𝑗 . La forma simpléctica y el po-
tencial simpléctico se pueden escribir en términos del potencial Kähleriano 𝐾 = 1

2 𝑧 𝑗 𝑧 𝑗
(entendiendo que se suma en el índice repetido 𝑗),

𝜔 = 𝑑𝑝 𝑗 ∧ 𝑑𝑞 𝑗 =
𝑖

2
𝑑𝑧 𝑗 ∧ 𝑑𝑧 𝑗 = −𝑖𝜕𝜕𝐾 , 𝜃 = −𝑖𝜕𝐾 = − 𝑖

2
𝑧 𝑗𝑑𝑧 𝑗 .

Consideramos la polarización generada por las derivadas en las coordenadas antiholomor-
fas 𝜕/𝜕𝑧 𝑗 . Vemos que 𝜃 (𝜕/𝜕𝑧 𝑗 ) = 0, así que la derivada covariante en el gauge 𝜃 a lo largo
de un vector base de la polarización 𝑋 = 𝜕/𝜕𝑧 𝑗 actuando sobre una sección 𝜑 de 𝐿 es

∇𝑋𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑧 𝑗
,

y será igual a 0 si y solo si la función 𝜑 es holomorfa 𝜑(𝑧). Si cambiamos de gauge al dado
por el potencial simpléctico

𝜃′ =
1

2
(𝑝 𝑗𝑑𝑞 𝑗 − 𝑞 𝑗𝑑𝑝 𝑗 ) = 𝜃 +

𝑖

2
𝑑𝐾 ,

vemos que las secciones polarizadas cambian por un factor de fase exp(𝑖(𝑖𝐾/2)/ℏ) (recor-
demos la discusión vista en la sección anterior sobre los gauges),

𝜑′(𝑧, 𝑧) = 𝜑(𝑧) exp
(
−
𝑧 𝑗 𝑧 𝑗

4ℏ

)
.

El espacio de Hilbert de secciones cuantizadas debe ser tal que su norma sea finita respecto
a la medida de Liouville 𝑑𝜆 = 𝜔𝑛/(2𝜋ℏ)𝑛,∫

C𝑛
𝜓′(𝑧, 𝑧)𝜑′(𝑧, 𝑧) 𝑑𝜆 < ∞ ,

es decir, las funciones holomorfas 𝜑(𝑧) cuya norma respecto al peso exp
(
− |𝑧 |2

4ℏ

)
sea finita,∫

C𝑛
𝜑(𝑧)𝜑(𝑧)exp

(
− |𝑧 |2

4ℏ

)
𝑑𝜆 < ∞ .

Vemos que este espacio de Hilbert es justamente el espacio de Bargmann visto en la sec-
ción 2.4 generalizado a varias dimensiones. En este caso no necesitamos reducir el dominio
de integración ya que la métrica 𝛿 𝑗 𝑘 es definida positiva y por tanto existen funciones para
las que la integral converge, por ejemplo, los polinomios. Una función de este espacio, por
ser holomorfa, se puede escribir como

𝜑(𝑧) = 𝜑0 + 𝜑 𝑗 𝑧 𝑗 +
1

2!
𝜑 𝑗 𝑘 𝑧 𝑗 𝑧𝑘 + . . . ,

así que el espacio formado por las funciones simétricas en los coeficientes del desarrollo
anterior no es más que el espacio de Fock de bosones F = C ⊗ 𝑆+1H1 ⊗ 𝑆+2H2 ⊗ · · · visto
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en el primer capítulo.

El campo Hamiltoniano de un observable 𝑓 viene dado por

𝑋 𝑓 = 2𝑖
( 𝜕 𝑓
𝜕𝑧 𝑗

𝜕

𝜕𝑧 𝑗
− 𝜕 𝑓

𝜕𝑧 𝑗

𝜕

𝜕𝑧 𝑗

)
,

y la condición para 𝑓 que se pueda cuantizar es que [𝑋 𝑓 , 𝜕/𝜕𝑧 𝑗 ] ∈ Γ(𝑃), lo que nos lleva
a que 𝑓 debe contener un término 𝑓 𝑗 𝑘 𝑧 𝑗 𝑧𝑘 y el resto términos lineales en 𝑧 𝑗 y 𝑧 𝑗 . Tres
ejemplos importantes son la cuantización de 𝑧 𝑗 , 𝑧 𝑗 y |𝑧 |2/2, que en el gauge 𝜃′ actúan
sobre una sección 𝜑(𝑧) como los operadores de creación, destrucción y Hamiltoniano del
oscilador armónico (salvo el sumando 1/2) en la representación de Bargmann:

𝑄(𝑧 𝑗 )𝜑(𝑧) = 𝑧 𝑗𝜑(𝑧) , 𝑄(𝑧 𝑗 )𝜑 = 2ℏ
𝜕

𝜕𝑧 𝑗
𝜑 , 𝑄(|𝑧 |2/2)𝜑 = ℏ𝑧 𝑗

𝜕

𝜕𝑧 𝑗
𝜑 .

Sin embargo, la cuantización no es plenamente satisfactoria: nos falta un sumando en la
energía del oscilador. El término 1/2 se consigue con la llamada corrección metapléctica.
Brevemente, si 𝑋 𝑗 son 𝑛 campo vectoriales que generan la polarización, tomamos la matriz
𝐴𝑙𝑘 tal que [𝑋 𝑗 , 𝑋𝑘 ] = 𝐴𝑙𝑘𝑋𝑙 y definimos la cuantización de un observable 𝑓 como

𝑄( 𝑓 ) = −𝑖ℏ∇𝑋 𝑓 + 𝑓 − 𝑖ℏ
2

tr(𝐴) .

Esta modificación aplicada al operador 𝑄(|𝑧 |2/2) nos da el Hamiltoniano conocido del os-
cilador armónico 𝑛-dimensional

𝐻̂ = ℏ
(
𝑧 𝑗

𝜕

𝜕𝑧 𝑗
+ 𝑛
2

)
.

El espectro de este operador recupera el espectro del oscilador armónico en cada coorde-
nada 𝑧 𝑗 {

ℏ(𝑚 + 1

2
)
�� 𝑚 ∈ Z≥0

}
,

que es discreto y no negativo. Mejoramos así el resultado del ejemplo 3.6, en el que obte-
níamos un espectro no acotado inferiormente. ♦
Ejemplo 3.11. Retomamos el ejemplo 3.5 de la cuantización del “espín”. Esta vez conside-
raremos la esfera S2 como una variedad de Kähler cuyas coordenadas vienen dadas por la
proyección estereográfica sobre R2. No podemos dar unas coordenadas globales en toda la
esfera, necesitaremos como mínimo dos cartas que la cubran entera salvo los polos norte
y sur, respectivamente. La carta que cubre salvo el polo norte (𝑥3 = 1) es

𝑧 =
𝑥1 + 𝑖𝑥2
1 − 𝑥3

, 𝑧 =
𝑥1 − 𝑖𝑥2
1 − 𝑥3

,

siendo (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) un punto de la esfera visto como un objeto en R3. Las coordenadas para
la otra carta son las mismas con signo opuesto en el denominador. Atendiendo a la con-
dición de Weil para la precuantización, la familia de formas simplécticas que la admiten
son

𝜔(𝑛) = 𝑖ℏ𝑛
𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑧
(1 + 𝑧𝑧)2 ,
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con potencial Kähleriano 𝐾 = 𝑛ℏ ln(1 + 𝑧𝑧) y potencial simpléctico 𝜃 = −𝑖𝜕𝐾 = −𝑖𝑛 𝑧̄𝑑𝑧
1+𝑧𝑧̄ .

Si tomamos de nuevo la polarización generada por la derivada antiholomorfa 𝜕/𝜕𝑧, las
funciones de onda son 𝜑(𝑧) exp(−𝐾/2ℏ) con 𝜑(𝑧) holomorfa. El producto interno vuelve
a ser

𝑖

2𝜋

∫
S2

𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑧
(1 + 𝑧𝑧)2 𝜓(𝑧)𝜑(𝑧) 𝑒

−𝐾/ℏ =
𝑖

2𝜋

∫
S2

𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑧
(1 + 𝑧𝑧)𝑛+2 𝜓(𝑧)𝜑(𝑧) 𝑒

−𝐾/ℏ .

Podemos probar a hacer un cambio de variable a coordenadas polares 𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝛼, |𝑧 |2 =
𝑅2, y tomar el producto interno de dos monomios 𝑧𝑚 y 𝑧𝑚′ ,

1

𝜋

∫ ∞

0

∫ 2𝜋

0

𝑅 𝑑𝑅 ∧ 𝑑𝛼
(1 + 𝑅2)𝑛+2 𝑅

𝑚+𝑚′
𝑒𝑖(𝑚

′−𝑚)𝛼 = 𝛿𝑚𝑚′
Γ(1 + 𝑚) Γ(1 + 𝑛 − 𝑚)

Γ(𝑛 + 2) .

Resulta que la función gamma no está definida en los enteros no positivos, así que las
funciones holomorfas que cuanticemos no pueden tener términos de orden mayor que 𝑛 o
tendríamos una singularidad en el numerador. Si normalizamos los estados {1, 𝑧, . . . , 𝑧𝑛}
obtenemos una base ortonormal de nuestro espacio de Hilbert que coincide con los estados
de espín que se obtienen por cuantización de estados coherentes [Gazeau, 2009, cap. 6;
Radcliffe, 1971]. Si definimos 𝑗 = 𝑛/2, podemos dar la siguiente interpretación como el
espín de una partícula siguiendo [Nair, 2016, p. 24]. Los operadores

𝐽+ = −𝑛 𝑧

1 + |𝑧 |2 , 𝐽− = −𝑛 𝑧

1 + |𝑧 |2 , 𝐽3 = −𝑛
2

1 − |𝑧 |2
1 + |𝑧 |2

tienen cuantización

𝑄(𝐽+) = |𝑧 |2𝜕𝑧 − 𝑛 𝑧 , 𝑄(𝐽−) = −𝜕𝑧 , 𝑄(𝐽3) = 𝑧𝜕𝑧 −
𝑛

2
,

que son representaciones unitarias irreducibles del álgebra 𝔰𝔲(2) con dimensión 𝑛 + 1 =

2 𝑗 + 1, siendo 𝑗 el número cuántico de espín. ♦
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Capítulo 4

Cuantización Integral Covariante

Ante los problemas que presenta la cuantización geométrica, presentamos un enfoque
distinto a la cuantización que es actualmente área de investigación: la cuantización integral,
en concreto la cuantización integral covariante. Las bases de este método están en la cuan-
tización por estados coherentes, con origen en los años 60 del siglo pasado con los trabajos
de Klauder, Sudarshan y Glauber, este último mientras estudiaba los estados cuánticos
de la radiación electromagnética y que le merecieron el premio Nobel en 2005. La cuan-
tización integral surge entonces como una generalización de la cuantización por estados
coherentes, sustituyendo estos por una familia de operadores más general. Si la cuantiza-
ción integral se realiza en un grupo buscando la propiedad de covarianza surge entonces la
cuantización integral covariante. Sentaremos las bases de estos métodos y daremos unos
ejemplos introductorios, fundamentales para aplicaciones más avanzadas como la que se
puede encontrar en [del Olmo y Gazeau, 2020] para cuantizar un espacio-tiempo Anti de
Sitter 1+1 o en [Bergeron, Dapor et al., 2014; Gazeau, 2016] con aplicaciones en cosmolo-
gía cuántica.

Las referencias utilizadas para este capítulo se detallan a continuación. Para una intro-
ducción a los estados coherentes consultar la referencia [Gazeau, 2009]. Una introducción
sencilla a la cuantización integral se puede ver en [Gouba, 2019] y otras más avanzadas en
[Bergeron, Curado et al., 2014; Gazeau y Heller, 2014]. Los ejemplos de cuantización de S1
y S2 se pueden consultar en [Gazeau y Heller, 2014]. El ejemplo de la cuantización integral
aplicada a cosmología puede encontrarse en [Bergeron, Dapor et al., 2014; Gazeau, 2014;
Gazeau, 2016]. Finalmente, el ejemplo de cuantización del grupo de Weyl-Heisenberg pue-
de encontrarse en [Bergeron y Gazeau, 2014; Gazeau, 2014].

4.1. Cuantización por estados coherentes
Para comprender la cuantización integral vamos a comenzar introduciendo brevemente

los estados coherentes. Consideramos un espacio 𝑋 sobre el que definimos el espacio de
Hilbert H de funciones 𝜙 : 𝑋 → C de cuadrado integrable respecto a cierta medida 𝑑𝜇,∫

𝑋
|𝜙(𝑥) |2 𝑑𝜇(𝑥) .

Para construir los estados coherentes deseamos imponer dos condiciones sobre nuestro
espacio de Hilbert:

1. Para todo 𝜙 ∈ H y 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝜙(𝑥) está bien definido.

47



4.1 Cuantización por estados coherentes 4 CUANTIZACIÓN INTEGRAL COVARIANTE

2. La aplicación que evalúa cada función en 𝑥

𝛿𝑥 (𝜙) = 𝜙(𝑥)

es continua para casi todo 𝑥 ∈ 𝑋 .

Por ejemplo, la primera condición se cumple si el espacio H es de funciones continuas
y la segunda si H es de dimensión finita. Ahora bien, el teorema de representación de
Riesz nos dice que cualquier funcional continuo 𝜙 tiene asociado un único vector 𝑣𝜙 tal
que 𝜙(𝑣) = 〈𝑣𝜙 |𝑣〉, siendo 〈·|·〉 el producto interno en el espacio de Hilbert. Así, podemos
asignar un único vector 𝑝𝑥 ∈ H a nuestro funcional de evaluación (que funciona como
una delta de Dirac),

〈𝑝𝑥 |𝜙〉 = 𝜙(𝑥) .
Definimos entonces los estados coherentes como los vectores 𝑝𝑥 normalizados

|𝑥〉 ≡ |𝑝𝑥〉
𝑁 (𝑥)1/2

siendo 𝑁 (𝑥) = 〈𝑝𝑥 |𝑝𝑥〉

(en notación Bra-Ket de Dirac). La propiedad más importante de los estados coherentes es
que se pueden usar para construir una resolución de la identidad

𝐼 =
∫
𝑋
𝑁 (𝑥) |𝑥〉〈𝑥 | 𝑑𝜇(𝑥) .

Efectivamente, dado cualquier estado |𝜙〉,∫
𝑋
𝑁 (𝑥)〈𝜙 |𝑥〉〈𝑥 |𝜙〉 𝑑𝜇(𝑥) =

∫
𝑋

𝑁 (𝑥)
𝑁 (𝑥) 𝜙(𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) =

∫
𝑋
𝜙(𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) = 〈𝜙|𝜙〉 .

El ejemplo más conocido de este tipo de estados coherentes son los autoestados del opera-
dor de posición |𝑥〉 habituales, que actúan sobre un vector ket dándonos su representación
de posición 〈𝑥 |𝜙〉 = 𝜙(𝑥), es decir, |𝑥〉 es la delta de Dirac que evalúa 𝜙 en 𝑥. Como es
bien conocido, los proyectores sobre estos estados cumplen la propiedad de resolución de
la identidad.

Existen otras formas de construir estados coherentes. Por ejemplo, si tenemos una base
ortonormal {𝜙𝑛} de H que cumple

𝑁 (𝑥) =
∑
𝑛

|𝜙𝑛 (𝑥) |2 < ∞ ,

automáticamente se cumplen las condiciones 1 y 2 mencionadas. En esta base, se pueden
definir los estados coherentes

|𝑥〉 = 1√
𝑁 (𝑥)

∑
𝑛

𝜙𝑛 (𝑥)𝜙𝑛 (𝑥) .

Podemos reescribir estos estados en términos de una base ortonormal |𝑒𝑛〉 en correspon-
dencia con las funciones 𝜙𝑛,

𝜙𝑛 (𝑥) =
√
𝑁 (𝑥)〈𝑥 |𝑒𝑛〉 ,
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como
|𝑥〉 = 1√

𝑁 (𝑥)

∑
𝑛

𝜙𝑛 (𝑥) |𝑒𝑛〉

Encontramos un ejemplo de estos estados coherentes en el espacio de Bargmann, donde
la base ortonormal son los estados número |𝑛〉 y las funciones ortonormales
𝜙𝑛 = 𝑧𝑛/

√
𝑛! . Teniendo en cuenta que 𝑁 (𝑥) = 𝑒 |𝑧 |2 , los estados coherentes son

|𝑧〉 = 𝑒−
|𝑧 |2
2

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛
√
𝑛!
|𝑛〉 .

Como cabría esperar, se cumple la resolución de la identidad∫
C
|𝑧〉〈𝑧 | 𝑑

2𝑧

𝜋
=

∑
𝑛𝑛′

|𝑛〉 〈𝑛′|
∫
C

𝑧𝑛
√
𝑛!

𝑧𝑛
′

√
𝑛′!
𝑒−|𝑧 |

2 𝑑2𝑧

𝜋︸                     ︷︷                     ︸
𝛿𝑛𝑛′

=
∑
𝑛

|𝑛〉〈𝑛| = 𝐼 .

Una vez que tenemos los estados coherentes podemos comenzar a cuantizar observa-
bles clásicos. Dada una función 𝑓 (𝑥), le asignamos un operador 𝐴 𝑓 en H mediante la re-
solución de la identidad

𝑓 ↦→ 𝐴 𝑓 =
∫
𝑋
𝑓 (𝑥) |𝑥〉〈𝑥 | 𝑑𝜈(𝑥) , (4.1)

redefiniendo la medida como 𝑑𝜈(𝑥) = 𝑁 (𝑥)𝑑𝜇(𝑥). Vemos que se cumplen la deseada pro-
piedad de linealidad y que la cuantización de la constante 1 es la identidad 𝐼 . Puesto que
la propiedad que nos da la cuantización es la resolución de la identidad, podemos tomar
un conjunto de vectores en el espacio de Hilbert que la cumplan para emprender la cuan-
tización. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.1. Consideramos el plano R2. Como es bien sabido, los vectores

|0〉 =
(
1

0

)
, |𝜋/2〉 =

(
0

1

)
,

forman una base de R2 que nos dan la resolución de la identidad

|0〉〈0| + |𝜋/2〉〈𝜋/2| =
(
1 0

0 0

)
+

(
0 0

0 1

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Sin embargo, esta no es la única forma de describir vectores en el plano. Podemos tomar
un sistema de 𝑁 generadores���2𝜋𝑘

𝑁

〉
=

(
cos ( 2𝜋𝑘𝑁 )
sin ( 2𝜋𝑘𝑁 )

)
, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1 . (4.2)

Con el peso 2/𝑁 , se obtiene la resolución de la identidad

2

𝑁

𝑁−1∑
𝑘=0

���2𝜋𝑘
𝑁

〉〈2𝜋𝑘
𝑁

��� = (
1 0

0 1

)
.
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Si tomamos el límite 𝑁 → ∞ y pasamos a una variable angular continua

|𝜃〉 =
(
cos 𝜃
sin 𝜃

)
⇒ |𝜃〉〈𝜃 | =

(
cos2 𝜃 cos 𝜃 sin 𝜃

cos 𝜃 sin 𝜃 sin2 𝜃

)
. (4.3)

Si integramos con el peso 1/𝜋 obtenemos correctamente la resolución de la identidad

1

𝜋

∫ 2𝜋

0
|𝜃〉〈𝜃 | 𝑑𝜃 = 1

𝜋

( ∫
cos2 𝜃 𝑑𝜃

∫
cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃∫

cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃
∫

sin2 𝜃 𝑑𝜃

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Describir el espacio de Hilbert en términos de estos estados coherentes nos permite cuan-
tizar fácilmente observables mediante (4.1) con la medida 𝑑𝜈(𝜃) = 𝑑𝜃/𝜋. Por ejemplo, la
cuantización de la función angular 𝜃 es la matriz

𝐴𝜃 =

(
𝜋 −1

2
−1

2 𝜋

)
,

con autovalores (resultados de una posible medida de 𝜃) 𝜋 ± 1/2 . ♦

4.2. Cuantización integral covariante
La cuantización integral mantiene la esencia de la cuantización por estados coherentes

y va un paso más allá, reemplazando los proyectores |𝑥〉〈𝑥 | por una familia {𝑀 (𝑥) |𝑥 ∈ 𝑋}
de operadores acotados en un espacio de Hilbert H que resuelven la identidad respecto a
una medida 𝑑𝜈(𝑥), ∫

𝑋
𝑀 (𝑥) 𝑑𝜈(𝑥) = 𝐼 .

Definimos entonces la cuantización de una función compleja 𝑓 : 𝑋 → C como la asigna-
ción

𝑓 ↦→ 𝐴 𝑓 =
∫
𝑋
𝑓 (𝑥) 𝑀 (𝑥) 𝑑𝜈(𝑥) ,

entendida como la forma bilineal 𝐵 𝑓 20 que asigna a dos estados 𝜓1 y 𝜓2 el escalar

𝐵 𝑓 (𝜓1, 𝜓2) =
∫
𝑋
𝑓 (𝑥)〈𝜓1 |𝑀 (𝑥) |𝜓2〉 ,

que ha de estar definida por lo menos en un denso de H .

Nos interesaremos principalmente por las familias de operadores semidefinidos posi-
tivos y con traza unidad, es decir, operadores de densidad, que denotaremos 𝜌(𝑥). En este
caso, si 𝑓 es real y acotada superior o inferiormente, podemos extender de forma única 𝐴 𝑓
a un operador autoadjunto en todo H (en principio solo está definido en un denso). Es la
llamada extensión de Friedrich [Reed y Simon, 2007, p. 177]. Aunque no entraremos en

20 En realidad, sesquilineal, ya que si 𝑎 ∈ C entonces 𝐵 𝑓 (𝑎𝜓1, 𝜓2) = 𝑎𝐵 𝑓 (𝜓1, 𝜓2) y 𝐵 𝑓 (𝜓1, 𝑎𝜓2) =
𝑎𝐵 𝑓 (𝜓1, 𝜓2) .
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muchos detalles de decuantización, la vuelta al límite clásico se realiza a través del llamado
símbolo covariante de Berezin

𝐴 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑥) =
∫
𝑋
𝑓 (𝑥′) 𝑇𝑟 (𝜌(𝑥)𝜌(𝑥′))𝑑𝜈(𝑥′) . (4.4)

La cuantización integral covariante se centra en familias de operadores construidas sobre
un grupo de Lie 𝐺 . Puesto que los grupos de Lie son variedades diferenciables (se pueden
parametrizar localmente de forma continua), podemos definir una integración en 𝐺 . De
hecho, existe una medida invariante por la izquierda 𝑑𝜇(𝑔), llamada medida de Haar. Una
medida es invariante por la izquierda si la medida de cualquier conjunto es invariante bajo
la traslación izquierda de todos los elementos del conjunto por un elemento 𝑔 ∈ 𝐺 . Si
tenemos una representación unitaria e irreducible 𝑔 ↦→ 𝑈 (𝑔) de 𝐺 en H y un operador
𝑀 en H , podemos construir una familia de operadores por medio de la representación 𝑈:

𝑀 (𝑔) ≡ 𝑈 (𝑔)𝑀𝑈†(𝑔) , 𝑔 ∈ 𝐺 .

Definimos ahora otro operador

𝑅 ≡
∫
𝐺
𝑀 (𝑔) 𝑑𝜇(𝑔)

y suponemos que está definido al menos en un denso de H . Usando la invarianza por la
izquierda de la medida vemos que se cumple

𝑈 (𝑔0)𝑅𝑈†(𝑔0) =
∫
𝑔0𝐺

𝑀 (𝑔0𝑔) 𝑑𝜇(𝑔0𝑔) =
∫
𝐺
𝑀 (𝑔0𝑔) 𝑑𝜇(𝑔) = 𝑅 , ∀ 𝑔0 ∈ 𝐺 ,

ya que 𝑈 (𝑔0)𝑈 (𝑔) = 𝑈 (𝑔0𝑔) por ser una representación. Como la representación es uni-
taria deducimos que 𝑅 conmuta con todos los operadores 𝑈 (𝑔), y aplicando el lema de
Schur concluimos que 𝑅 = 𝑐𝐼 , siendo 𝐼 la identidad y 𝑐 la constante

𝑐 =
∫
𝐺
𝑇𝑟 (𝜌0𝑀 (𝑔))𝑑𝜇(𝑔) ,

donde 𝜌0 es un operador semidefinido positivo tal que la integral converge. Así, la familia
𝑀 (𝑔) resuelve la identidad respecto a la medida 𝑑𝜈(𝑔) = 𝑑𝜇(𝑔)/𝑐,∫

𝐺
𝑀 (𝑔) 𝑑𝜈(𝑔) = 𝐼 .

Para entender este novedoso método de cuantización vamos a estudiar la cuantización
integral covariante de algunos grupos.
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4.2.1. Cuantización de la circunferencia
Para desarrollar una intuición sobre cómo funciona la cuantización integral covariante

comenzamos por el ejemplo más sencillo que podíamos pensar: la circunferencia S1. Vi-
sualizaremos S1 como el grupo de Lie de números complejos de módulo unidad con el
producto. Será un espacio con medida

𝑑𝜈(𝑥) = 𝑑𝜃

𝜋
, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋) .

Consideramos el espacio de Hilbert H = R2 sobre el que actúa el grupo de rotaciones
𝑆𝑂 (2) con la representación usual de matrices 2 × 2. La matriz densidad más general que
podemos escribir en R2 es

𝜌𝑟,𝜙 =

(
1
2 +

𝑟
2cos 2𝜙

𝑟
2sin 2𝜙

𝑟
2sin 2𝜙 1

2 −
𝑟
2cos 2𝜙

)
,

en coordenadas polares 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 0 ≤ 𝜙 < 𝜋 (consultar [Gazeau y Heller, 2014, p. 23]).
Estas matrices tienen la propiedad de covarianza, es decir, dada una rotación

𝑅(𝜃) =
(

cos 𝜃 sin 𝜃
sin 𝜃 −cos 𝜃

)
∈ 𝑆𝑂 (2)

de ángulo 𝜃, se comprueba que

𝑅(𝜃)−1𝜌𝑟,𝜙 𝑅(𝜃) = 𝜌𝑟,𝜙+2𝜃 ≡ 𝜌𝑟,𝜙 (𝜃) .

Si integramos respecto a la medida 𝑑𝜈 obtenemos la resolución de la identidad∫ 2𝜋

0
𝜌𝑟,𝜙 (𝜃)

𝑑𝜃

𝜋
=

∫ 2𝜋

0

(
1
2 +

𝑟
2cos 2(𝜙 + 𝜃) 𝑟

2sin 2(𝜙 + 𝜃)
𝑟
2sin 2(𝜙 + 𝜃) 1

2 −
𝑟
2cos 2(𝜙 + 𝜃)

)
𝑑𝜃

𝜋
=

(
1 0

0 1

)
,

ya que los términos con senos y cosenos tienen promedio 0.

Usando esta resolución de la identidad, un observable 𝑓 (𝜃) sobre la circunferencia tie-
ne asignado el observable cuantizado

𝑓 ↦→ 𝐴 𝑓 =
∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝜃)𝜌𝑟,𝜙 (𝜃)

𝑑𝜃

𝜋
=

(
〈 𝑓 〉 + 𝑟

2𝐶𝑐 ( 𝑓 )
𝑟
2𝐶𝑠 ( 𝑓 )

𝑟
2𝐶𝑠 ( 𝑓 ) 〈 𝑓 〉 − 𝑟

2𝐶𝑐 ( 𝑓 )

)
,

siendo 〈 𝑓 〉 la media de 𝑓 y 𝐶𝑐, 𝐶𝑠 las funciones

〈 𝑓 〉 =
∫ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃)
2𝜋

𝑑𝜃 , 𝐶𝑐 ( 𝑓 ) =
∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝜃 − 𝜙)cos2𝜃 𝑑𝜃

𝜋
, 𝐶𝑠 ( 𝑓 ) =

∫ 2𝜋

0
𝑓 (𝜃 − 𝜙)cos2𝜃 𝑑𝜃

𝜋
.

El ejemplo más sencillo de función que podemos pensar es la propia variable angular 𝜃,
cuyo operador cuantizado resulta

𝐴𝜃 =

(
𝜋 + 𝑟

2cos 2𝜙
𝑟
2sin 2𝜙

𝑟
2sin 2𝜙 𝜋 − 𝑟

2cos 2𝜙

)
.

Sus autovalores, es decir, los posibles resultados de una medida de este operador son 𝜋± 𝑟
2

y se corresponden a los autovectores |𝜙 ∓ 𝜋
4 〉 vistos en (4.3).
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4.2.2. Cuantización de la esfera
El grupo SU(2) es difeomorfo a la 3-esfera y por tanto es una variedad de dimensión 3,

cuya medida de Haar es la medida de superficie en la 3-esfera. Este grupo es isomorfo a los
cuaterniones unidad y nos será útil esta identificación a la hora de cuantizar. Damos por
ello unas breves nociones sobre el grupo de cuaterniones H. Es un grupo multiplicativo,
isomorfo a R+×𝑆𝑈 (2) y a R4. En la base usual de R4, un cuaternión se puede escribir como
una cuaterna 𝑞 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ≡ (𝑞0, ®𝑞) en la base usual de R4. El isomorfismo con
R+×𝑆𝑈 (2) viene dado por la identificación de la base usual de R4 con la matriz identidad
y las matrices de Pauli(

1 0

0 1

)
↔ 𝑒0 ,

(
0 𝑖
𝑖 0

)
↔ 𝑒1 ,

(
0 −1
1 0

)
↔ 𝑒2 ,

(
𝑖 0

0 −𝑖

)
↔ 𝑒3 . (4.5)

La operación de grupo es la multiplicación

𝑞𝑞′ =
(
𝑞0𝑞

′
0 − ®𝑞 · ®𝑞′, 𝑞′0 ®𝑞 + 𝑞0 ®𝑞′ + ®𝑞 × ®𝑞′

)
.

También nos vendrá bien la operación de conjugación 𝑞 = (𝑞0,−®𝑞), la norma ‖𝑞‖2 = 𝑞𝑞
y la inversión 𝑞−1 = 𝑞

‖𝑞‖2 . Los cuaterniones unidad serán entonces aquellos con norma 1
y constituirán un subgrupo isomorfo a 𝑆𝑈 (2).

El interés especial de los cuaterniones en física es que se pueden usar para rotar objetos
en R3 de forma más eficiente que con matrices (se hacen menos operaciones). Esto se hace
tomando un cuaternión unidad

𝜉 =
(
cos

𝜔

2
, sin

𝜔

2
𝑛
)
∈ 𝑆𝑈 (2) ,

que actúa sobre un vector (0, ®𝑟) ∈ R3 rotándolo un ángulo 𝜔 perpendicular a un eje 𝑛:

(0, ®𝑟′) = 𝜉 (0, ®𝑟)𝜉 .

Si tenemos por ejemplo un vector

𝑛 = (sin 𝜃 cos 𝜙, cos 𝜃)

podemos verlo como el vector que apunta al polo norte, 𝑒3, rotado con el cuaternión

(0, 𝑛) = 𝜉𝑛 (0, 𝑒3)𝜉𝑛 , 𝜉𝑛 =

(
cos

𝜃

2
, sin

𝜃

2
𝑢𝜙

)
,

siendo 𝑢𝜃 = (−sin 𝜙, cos 𝜙, 0).

Volvamos a nuestra cuantización. Tomaremos como espacio de Hilbert H = C2, sobre
el que actúa la representación anterior del grupo 𝑆𝑈 (2). La bola unidad B ⊂ R3 se puede
usar para parametrizar las funciones de densidad 2×2 tomando un vector ®𝑑 ∈ B (‖ ®𝑑‖ ≤ 1).
Una matriz de densidad 𝜌 se puede escribir

𝜌 =
1

2
(𝐼 − 𝑖𝐷) ,
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siendo 𝐷 la matriz asociada al cuaternión (0, ®𝑑) mediante la correspondencia (4.5)

𝐷 =

(
𝑖𝑑3 𝑖𝑑1 − 𝑑2

𝑖𝑑1 + 𝑑2 −𝑖𝑑3
)
.

Ahora, mediante la representación matricial de los cuaterniones 𝜉 podemos definir la fa-
milia de matrices densidad

𝜌(𝜉) ≡ 𝜉𝜌𝜉 = 1

2
(𝐼 − 𝑖𝜉𝐷𝜉)

En nuestro caso queremos construir una familia de operadores sobre la esfera S2, así
que nos limitaremos a restringir los cuaterniones 𝜉 a los correspondientes a las rotaciones
que llevan el vector 𝑒3 a cualquier vector en la esfera 𝑛. La integral para un vector ®𝑑 =
(𝑥, 𝑦, 𝑧) (con el que construimos 𝜌) es entonces∫

S2
𝜌(𝜉) sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙

2𝜋
=

(
1 𝑥 + 𝑖𝑦

𝑥 − 𝑖𝑦 1

)
,

donde se ha usado la representación matricial de 𝜉

𝜉 =

(
cos 𝜃2 (−cos 𝜙 − 𝑖sin 𝜙) sin 𝜃

2
(cos 𝜙 − 𝑖sin 𝜙) sin 𝜃

2 cos 𝜃2

)
.

Vemos pues, que para tener una resolución de la identidad debemos tomar ®𝑑 = (0, 0, 𝑑)
con 0 ≤ 𝑑 ≤ 1. Con esta restricción ya tenemos la deseada resolución de la identidad∫

S2
𝜌(𝜉) sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙

2𝜋
= 𝐼 .

Ya podemos proceder a cuantizar funciones sobre S2,

𝑓 ↦→ 𝐴 𝑓 =
∫
S2
𝑓 (𝜃, 𝜙)𝜌(𝜉) sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙

2𝜋
=

(
〈 𝑓 〉 + 𝑑𝐶𝑐 ( 𝑓 ) 𝑑𝐶𝑠 ( 𝑓 )
𝑑𝐶𝑠 ( 𝑓 ) 〈 𝑓 〉 − 𝑑𝐶𝑐 ( 𝑓 )

)
,

donde, de forma similar al ejemplo anterior, 〈 𝑓 〉 = 1
4𝜋

∫
S2
𝑓 (𝜃, 𝜙)sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙 ,

𝐶𝑐 ( 𝑓 ) =
1

4𝜋

∫
S2
𝑓 (𝜃, 𝜙) cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙 , 𝐶𝑠 ( 𝑓 ) =

1

4𝜋

∫
S2
𝑓 (𝜃, 𝜙) 𝑒𝑖𝜙 sin 2𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙 .

Las variables 𝜙 y cos 𝜃 con canónicas respecto a la forma simpléctica sin 𝜃𝑑𝜃 ∧ 𝑑𝜙 (que
nos da la medida en la esfera respecto a la que estamos integrando, salvo por el factor 1

2𝜋 ),
así que podemos pensar que dichas funciones son las más simples que podemos cuantizar.
Para la función coordenada 𝜙,

𝐴𝜙 = 𝜋

(
1 −𝑖 𝑑4
𝑖 𝑑4 1

)
= 𝜋𝐼 + 𝜋𝑑

4
𝜎2 ,

que tiene autovalores 𝜋 ± 𝜋𝑑
4 con autovectores (1,±𝑖) . Por otro lado, la cuantización de

cos 𝜃 resulta
𝐴cos 𝜃 =

𝑑

3

(
1 0

0 −1

)
=
𝑑

3
𝜎3 ,
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con autovalores ± 𝑑
3 y autovectores (1, 0) y (0, 1) . Notemos que las matrices 𝜎2 y 𝜎3 son

las matrices de Pauli, así que el conmutador de estos operadores cuantizados se asemeja al
conmutador de matrices de Pauli

[𝐴𝜙, 𝐴cos 𝜃] = 𝑖
𝜋𝑑2

6
𝜎1 .

Antes de finalizar, notemos que si por el contrario quisiéramos cuantizar el grupo 𝑆𝑈 (2),
efectuaríamos la integral de los operadores 𝜌(𝜉) respecto a la medida de Haar en dicho
grupo, 𝑑𝜈 = 1

𝜋2
sin2𝛼 sin 𝜃 𝑑𝛼 𝑑𝜃 𝑑𝜙. Obtendríamos así la resolución de la identidad∫

𝑆𝑈 (2)
𝜌(𝜉)𝑑𝜈 = 𝐼

sin más que hacer la integral en representación matricial de los cuaterniones [Gazeau, 2014,
p. 8]

4.2.3. Cuantización afín y cosmología
Veamos otro ejemplo, introductorio dentro de lo que cabe, y con aplicaciones prácticas,

en este caso a la cosmología. Damos un giro respecto a los ejemplos anteriores y pasamos
de cuantizar variedades curvas a cuantizar el semiplano superior. Denotaremos por

Π+ ≡ {(𝑝, 𝑞) | 𝑝 ∈ R, 𝑞 > 0}
al semiplano con la medida invariante por la izquierda 𝑑𝑞 𝑑𝑝. Visto como un grupo, la
operación en el semiplano es la multiplicación

(𝑞, 𝑝)(𝑞0, 𝑝0) =
(
𝑞𝑞0,

𝑝0
𝑞

+ 𝑝
)
, 𝑞 > 0 , 𝑝 ∈ R .

Denotaremos este grupo por Aff+(R), el grupo afín en la recta real. La representación uni-
taria, irreducible y de cuadrado integrable que usaremos para la cuantización viene dada
por

𝑈 (𝑞, 𝑝)𝜓(𝑥) = 𝑒𝑖𝑝𝑥
√
𝑞
𝜓

(
𝑥

𝑞

)
sobre el espacio de Hilbert 𝐿2(R∗+, 𝑑𝑥) de funciones de cuadrado integrable respecto a la
medida usual (R∗+ son los reales 𝑥 > 0).

Para construir nuestra resolución de la identidad partimos de un vector de norma uni-
dad (respecto a la norma

∫
|𝜓 |2𝑑𝑥 ) en 𝐿2(R∗+, 𝑑𝑥) ∩ 𝐿2(R∗+, 𝑑𝑥/𝑥) y definimos a partir de

él la familia de estados coherentes

|𝑞, 𝑝〉 = 𝑈 (𝑞, 𝑝) |𝜓〉 .
Puesto que la representación𝑈 es de cuadrado integrable, tenemos la resolución de la iden-
tidad21 ∫

Π+

|𝑞, 𝑝〉〈𝑞, 𝑝 | 𝑑𝑞𝑑𝑝
2𝜋𝑐

= 𝐼 ,

21 El desarrollo matemático es complicado, usando propiedades de los polinomios de Laguerre. Aunque no
entraremos en ello, puede consultarse en el artículo [Gazeau y Murenzi, 2016, p. 5].
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siendo la constante 𝑐 =
∫ ∞
0

|𝜓(𝑥) |2 𝑑𝑥
𝑥 .

Ahora que disponemos de la resolución de la identidad podemos comenzar a cuantizar
observables mediante la asignación

𝑓 ↦→ 𝐴 𝑓 =
∫
Π+

𝑓 (𝑞, 𝑝) |𝑞, 𝑝〉〈𝑞, 𝑝 | 𝑑𝑞𝑑𝑝
2𝜋𝑐

.

Comenzamos cuantizando las variables canónicas 𝑞 y 𝑝, que nos darán la conocida cuan-
tización canónica. El operador 𝐴𝑝 es la derivación 𝑃 ≡ 𝑖 𝜕𝜕𝑥 y el operador 𝐴𝑞 cumple la
función del operador de multiplicación por 𝑥, que llamaremos 𝑄, salvo por la aparición de
una constante: 𝐴𝑞 = 𝑐𝑄. Por otro lado, la cuantización de la energía cinética 𝑝2 es

𝐴𝑝2 = 𝑃
2 + 𝑘

𝑄2
,

siendo 𝑘 la constante 𝑘 =
∫ ∞
0

|𝜓′(𝑥) |2𝑥 𝑑𝑥𝑐 . La interpretación que podemos dar a esta ener-
gía cinética es que una partícula moviéndose en el semieje positivo nunca llega al origen,
pues requeriría una energía infinita.

Podemos proceder a aplicar la cuantización afín a un modelo de cosmología cuántica,
en el que nos encontramos una singularidad similar a la vista en la energía cinética. Toma-
mos un modelo de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker lleno de fluido barotrópico (la
presión solo depende de la densidad) con ecuación para la presión 𝑝 = 𝑤𝜌, siendo 𝜌 la
densidad del fluido y 𝑤 el contenido de radiación. El Hamiltoniano de este modelo es

ℎ(𝑞, 𝑝) = 𝛼(𝑤)𝑝2 + 6𝑘ℓ𝑞𝛽(𝑤) ,

con 𝛼(𝑤) = 3(1 − 𝑤)2/32 y 𝛽(𝑤) = 2(3𝑤 + 1)/(3(1 − 𝑤)). Supondremos que el universo
es cerrado (ℓ = 1) y que tiene un contenido de radiación 𝑤 = 1/3. Tomando un vector
unitario 𝜓(𝑥) sobre R∗+, tenemos el Hamiltoniano cuantizado

𝐴ℎ =
1

24
𝑃2 + 𝐾 (𝜓)

24𝑄2
+ 6𝑀 (𝜓)𝑄2 ,

donde 𝐾 y 𝑀 son constantes estrictamente positivas. Se demuestra que si 𝐾 (𝜓) ≥ 3
4 ,

entonces el Hamitoniano cuantizado es autoadjunto, dando una evolución unitaria22 del
modelo cosmológico.

Si efectuamos una decuantización a través del símbolo covariante de Berezin (4.4) y
restaurando algunas constantes, obtenemos el modelo semiclásico(

¤𝑎
𝑎

)2
+ 𝑐2𝑎2𝑃 (1 − 𝑤)2𝐴

1

𝑉2
+ 𝐵 𝑘𝑐

2

𝑎2
=

8𝜋𝐺

3𝑐2
𝜌 ,

22 El teorema de Stone nos dice que si 𝐻 es un operador autoadjunto, entonces los operadores𝑈 (𝑡) = 𝑒𝑖𝑡𝐻
parametrizados por 𝑡 real son unitarios.
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siendo 𝑎 el factor de escala proporcional al volumen del universo 𝑎 ∼ 𝑉1/3 y relacionado
con el ritmo de expansión ¤𝑉/𝑉 ∼ ¤𝑎/𝑎. El término proporcional a 1/𝑉2 no aparece en la
ecuación clásica. Este potencial repulsivo proporcional a 𝑎−6 hace que en este modelo el
universo sea compacto, compensando a la densidad del fluido 𝜌 ∼ 𝑎−3(1−𝑤) cuando 𝑎 → 0,
llegando a un equilibrio.23

4.2.4. Cuantización deWeyl-Heisenberg
Finalizamos esta introducción a la cuantización integral covariante con un grupo muy

conocido en física: el grupo de Weyl-Heisenberg 𝐺𝑊𝐻 .24 Comenzamos para ello definien-
do los operadores escalera sobre un espacio de Hilbert H con base ortonormal {|𝑒𝑛〉 | 𝑛 ≥
0} :

𝑎 |𝑒𝑛〉 =
√
𝑛|𝑒𝑛−1〉 , 𝑎 |𝑒0〉 = 0 , 𝑎† |𝑒𝑛〉 =

√
𝑛 + 1|𝑒𝑛+1〉 .

El conjunto de operadores {𝑎, 𝑎†, 𝐼} genera el álgebra de Lie del grupo de Weyl-Heisenberg,
caracterizado por la relación de conmutación

[𝑎, 𝑎†] = 𝐼 .

El teorema de Stone-von Neumann (ver [Hall, 2013, cap. 14]) nos garantiza que existe una
única representación unitaria e irreducible del álgebra y grupo de Weyl-Heisenberg.

Usaremos como espacio de medida 𝑋 = 𝐺𝑊𝐻/𝐶 � C, donde 𝐶 � R es el centro del
grupo, con la medida invariante 𝑑2𝑧/𝜋. A cada 𝑧 ∈ C le corresponde un operador unitario
desplazamiento 𝐷 (𝑧)

𝑧 ↦→ 𝐷 (𝑧) = 𝑒𝑧𝑎†−𝑧̄𝑎 ,
que tiene las propiedades

𝐷 (−𝑧) = 𝐷 (𝑧)−1 = 𝐷 (𝑧)† , 𝐷 (𝑧)𝐷 (𝑧′) = 𝑒(𝑧𝑧̄′−𝑧̄𝑧′)/2 𝐷 (𝑧 + 𝑧′) .

Para construir la resolución de la identidad tomamos un peso 𝑤(𝑧) tal que 𝑤(0) = 1 y
definimos el operador acotado

𝑀 =
∫
C
𝑤(𝑧)𝐷 (𝑧) 𝑑

2𝑧

𝜋
.

Con este operador parametrizamos la familia de operadores desplazados

𝑀 (𝑧) = 𝐷 (𝑧)𝑀𝐷 (𝑧)† .

Teniendo en cuenta las propiedades anteriores, deducimos que

𝐷 (𝑧)𝐷 (𝑧′)𝐷 (𝑧)† = 𝐷 (𝑧)𝐷 (𝑧′)𝐷 (−𝑧) = 𝑒(𝑧𝑧̄′−𝑧̄𝑧′)/2 𝐷 (𝑧 + 𝑧′)𝐷 (−𝑧) = 𝑒𝑧𝑧̄′−𝑧̄𝑧′𝐷 (𝑧′) .
23 Notemos que este modelo de universo compacto es puramente especulativo.
24 El grupo de Weyl-Heisenberg es C𝑛 × R con la operación (𝑐1, 𝑡1) (𝑐2, 𝑡2) = (𝑐1 + 𝑐2, 𝑡1 + 𝑡2 + Re(𝑐1) ·

Im(𝑐2)). La medida de Haar es la medida 𝑑2𝑧𝑑𝑡. El centro del grupo, los elementos que conmutan con todos,
son los del tipo (0, 𝑡) y por tanto el centro esR.
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Teniendo en cuenta que la delta de Dirac compleja se puede escribir como la transformada
de Fourier simpléctica ∫

C
𝑒𝑧𝑧̄

′−𝑧̄𝑧′ 𝑑
2𝑧′

𝜋
= 𝜋𝛿2(𝑧) ,

podemos obtener nuestra resolución de la identidad∫
C
𝑀 (𝑧) 𝑑

2𝑧

𝜋
=

∫
C

𝑑2𝑧

𝜋

∫
C

𝑑2𝑧′

𝜋
𝑤(𝑧′)𝐷 (𝑧)𝐷 (𝑧′)𝐷 (−𝑧) =

=
∫
C

𝑑2𝑧

𝜋

∫
C

𝑑2𝑧′

𝜋
𝑤(𝑧′)𝑒𝑧𝑧̄′−𝑧̄𝑧′𝐷 (𝑧′) =

∫
C

𝑑2𝑧′

𝜋
𝑤(𝑧′)𝛿(𝑧)𝐷 (𝑧′) = 𝑤(0)𝐷 (0) = 𝐼

Ya que disponemos de la resolución de la identidad podemos cuantizar observables clási-
cos

𝑓 ↦→ 𝐴 𝑓 =
∫
C
𝑀 (𝑧) 𝑓 (𝑧) 𝑑

2𝑧

𝜋
.

Una primera propiedad de esta cuantización, consecuencia del desarrollo anterior, es que
la cuantización de la delta de Dirac es

𝐴𝜋𝛿2 (𝑧) = 𝑀 .

Otra propiedad es la llamada covariancia

𝐴 𝑓 (𝑧−𝑧0) = 𝐷 (𝑧0)𝐴 𝑓 (𝑧)𝐷 (𝑧0)† .

Siempre que 𝑤(𝑧) sea derivable e integrable en 0, podemos usar la delta de Dirac para
cuantizar fácilmente las funciones 𝑧 y 𝑧

𝐴𝑧 = −[𝑤(𝑧)𝜕𝑧̄𝐷 (𝑧) + 𝐷 (𝑧)𝜕𝑧̄𝑤(𝑧)]𝑧=0 = 𝑎𝑤(0) − 𝜕𝑧̄𝑤(𝑧) |𝑧=0 ,

𝐴𝑧̄ = [𝑤(𝑧)𝜕𝑧𝐷 (𝑧) + 𝐷 (𝑧)𝜕𝑧𝑤(𝑧)]𝑧=0 = 𝑎†𝑤(0) + 𝜕𝑧𝑤(𝑧) |𝑧=0 ,

donde hemos usado 𝜕𝑧̄𝐷 (𝑧) = −(𝑎 − 𝑧
2 )𝐷 (𝑧) y 𝜕𝑧𝐷 (𝑧) = (𝑎† − 𝑧̄

2 )𝐷 (𝑧) . De la cuantiza-
ción de las funciones “posición” 𝑞 y “momento” 𝑝 (𝑧 = (𝑞 + 𝑖𝑝)/

√
2)

𝑞 =

√
2

2
(𝑧 + 𝑧) , 𝑝 =

√
2

2𝑖
(𝑧 − 𝑧) ,

resultan los operadores (recordemos que 𝑤(0) = 1)

𝐴𝑞 =

√
2

2

(
(𝑎 + 𝑎†) − 𝜕𝑧̄𝑤(𝑧) |0 + 𝜕𝑧𝑤(𝑧) |0

)
,

𝐴𝑝 =

√
2

2𝑖

(
(𝑎 − 𝑎†) − 𝜕𝑧̄𝑤(𝑧) |0 − 𝜕𝑧𝑤(𝑧) |0

)
,

De donde se obtienen las relaciones de conmutación canónicas

𝐴𝑞𝐴𝑝 − 𝐴𝑝𝐴𝑞 = 𝑖[𝑎, 𝑎†] .
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Notemos que si tomamos un peso 𝑤 real tal que 𝑤(𝑧) = 𝑤(−𝑧), obtenemos cuantización
usual de 𝑧 y 𝑧, análoga a la obtenida en el ejemplo 3.10 con cuantización geométrica.

𝐴𝑧 = 𝑎 , 𝐴𝑧̂ = 𝑎
† .

Volviendo al caso de un peso general, la energía del oscilador armónico clásico |𝑧 |2 =
(𝑝2 + 𝑞2)/2 tiene asociado el operador cuántico

𝐴|𝑧 |2 = 𝑎
†𝑎 + 𝜕𝑧𝑤 |0𝑎 − 𝜕𝑧̄ |0𝑎† +

1

2
− 𝜕𝑧𝜕𝑧̄𝑤 |0 ,

que en el caso de 𝑤 real y par se reduce a

𝐴|𝑧 |2 = 𝑎
†𝑎 + 1

2
− 𝜕𝑧𝜕𝑧̄𝑤 |0 .

Encontramos justamente la cuantización de la energía del oscilador armónico salvo una
constante adicional. Este término adicional no debería importarnos, ya que si restamos a
𝐴|𝑧 |2 el mínimo de energía potencial −𝜕𝑧𝜕𝑧̄𝑤 |0 recuperamos el Hamiltoniano usual del os-
cilador armónico [Bergeron y Gazeau, 2014, p. 15].

59



Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos analizado diversos métodos de cuantización. En el
primer capítulo se han recogido los métodos más conocidos y fiables para cuantizar un
sistema clásico. Comenzamos hablando de cuantización canónica, el método por antono-
masia que ha probado su eficacia durante más de un siglo. La cuantización canónica per-
mitió cuantizar los primeros sistemas cuánticos, como el átomo de hidrógeno para obtener
su espectro. La virtud de este método es también su punto débil: la sencillez. El método
funciona muy bien con sistemas simples, pero yerra al considerar espacios de fases más
complejos. De hecho, la cuantización canónica solo permite cuantizar espacios planos. Los
espacios curvilíneos en los que se trabaja en relatividad general se escapan a este procedi-
miento de cuantización.

También vimos la segunda cuantización, que se puede considerar como la cuantización
canónica aplicada a la teoría cuántica de campos. Este método de cuantización ha probado
ser realmente exitoso en la cuantización del campo electromagnético. Sin embargo, el mé-
todo más común para cuantizar en teoría cuántica de campos es por medio de la integral
de camino de Feynman, que se ha usado para cuantizar las teorías de Yang-Mills. En el ca-
pítulo primero vimos cómo la integral de camino se puede usar para cuantizar una teoría
clásica en mecánica cuántica, por medio de la descripción Lagrangiana de mecánica clásica.
El mayor problema de la cuantización por integrales de camino es que aún no posee una
teoría matemática rigurosa debido a la dificultad de trabajar con medidas estocásticas.

Vistos los problemas que tiene la cuantización canónica para cuantizar espacios curvos,
se introduce la cuantización geométrica. El objetivo principal es tomar una variedad sim-
pléctica arbitraria, que describe un espacio de fases, y construir a partir de ella un espacio
de Hilbert. La mayor ventaja de esta cuantización es que se puede aplicar a gran variedad
de sistemas. De hecho, la mayoría de sistemas clásicos se describen a través de variedades
simplécticas, por lo que nos encontramos ante un método muy prometedor. Como ejem-
plos prácticos vistos en el trabajo, destacamos la cuantización de un espacio cotangente
plano y la esfera.

Sin embargo, solo para cuantizar estos ejemplos sencillos requerimos un amplio y com-
plicado abanico de herramientas de la geometría diferencial: fibrados, conexión, polariza-
ciones... y aún así no resultan completamente satisfactorios. Por ejemplo, en el fibrado co-
tangente solo hemos sido capaces de cuantizar polinomios lineales en el momento, dejando
fuera la energía cinética. La cuantización de esta energía requiere la introducción de otro
elemento geométrico: los núcleos de Blattner-Kostant-Sternberg. Como vemos, aunque la
cuantización geométrica sea un método general requiere de mucha complejidad incluso
para cuantizar el sistema más elemental. Por estos motivos no resulta un método eficaz
y práctico. Esto no quiere decir que debamos desecharla, pues como herramienta teórica
permite vislumbrar claramente la conexión entre la mecánica cuántica y la clásica. Así, por
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ejemplo, obtenemos mediante cuantización geométrica la existencia de distintos gauges o
la conexión con la integral de camino.

Ante las dificultades que presenta la cuantización geométrica, decidimos darle un cam-
bio de enfoque al problema de la cuantización. Abandonamos la geometría diferencial para
centrarnos en la cuantización integral, cimentada en las herramientas del análisis funcional.
Comenzamos con la cuantización por estados coherentes, un método sencillo de cuantiza-
ción que nos proporciona rápidamente operadores en un espacio de Hilbert. A diferencia
de la cuantización geométrica, debemos escoger nosotros el espacio de Hilbert en vez de
surgir de manera natural, lo que sería un punto negativo de esta cuantización. Usando la
idea central de la cuantización por estados coherentes, la resolución de la identidad, ob-
tenemos un nuevo método de cuantización que generaliza el anterior: la cuantización in-
tegral. En vez de construir la resolución de la identidad con estados coherentes usamos
directamente una familia de operadores sobre el espacio de Hilbert.

A la pregunta de cómo se construye esta familia, entra para responder la cuantización
integral covariante, que nos permite cuantizar funciones sobre un grupo de Lie que actúa
sobre el espacio de Hilbert a través de una representación. La principal ventaja de este mé-
todo es que nos permite de forma sistemática cuantizar espacios de Hilbert equipados con
una representación, algo que no podíamos con la cuantización geométrica, donde cuantizá-
bamos simplemente una variedad simpléctica. Vemos también que la cuantización integral,
siendo un método más práctico que la cuantización geométrica, no establece relaciones tan
claras entre la mecánica clásica y la cuántica.

Cabe mencionar que existen una gran variedad de métodos de cuantización que no he-
mos abordado en el trabajo. Por ejemplo, otro tipo de cuantización, en el que el uso de
grupos de Lie es fundamental, es la denominada correspondencia de Stratonovich-Weyl,
un caso particular de la cuantización de Moyal [Moyal, 1949], que utiliza la corresponden-
cia de Weyl [Weyl, 1931] para desarrollar la mecánica cuántica como una teoría de funcio-
nes en el espacio de fases. Para ello se dota al álgebra de dichas funciones de un producto
no-conmutativo (producto estrella o de Moyal) y los estados físicos son representados por
funciones de Wigner [Wigner, 1932]. Debido a los problemas surgidos al tratar de aplicar
la teoría a sistemas físicos con espín o a sistemas relativistas apareció la correspondencia
de Stratonovich-Weyl [Carinena et al., 1990; Gracia Bondía y Varilly, 1988; Gracia Bondía
y Varilly, 1989], apoyada en las ideas de Stratonovich [Stratonovich, 1956]. Este método
se aplica a sistemas físicos con un grupo de Lie de simetrías y se basa en la relación entre
una órbita coadjunta (variedad simpléctica) y la representación proyectiva unitaria irredu-
cible asociada (espacio de Hilbert soporte de dicha representación).

En [Ali y Engliš, 2005] se puede encontrar un resumen de muchos otros métodos. Ha-
blamos por ejemplo de la cuantización de Borel, que construye medidas a partir de los
operadores de proyección y que se puede ver como una generalización de la cuantización
canónica. Otro ejemplo es la cuantización por deformación, que supone que la cuantización
del corchete de Poisson es solo una aproximación al conmutador. Se construye entonces
la cuantización aproximando el conmutador con una serie de potencias en ℏ. El motivo
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de haber estudiado la cuantización geométrica en el trabajo ha sido su vinculación directa
con el TFG de Matemáticas complementario a este, en el que se trataba la descripción geo-
métrica de la mecánica clásica. También hemos decidido examinar la cuantización integral
por ser un método reciente de investigación activa, que usa otras herramientas matemáti-
cas para atacar el problema de la cuantización de forma más práctica. Así, a lo largo de este
trabajo recorremos métodos de cuantización desde el origen de la mecánica cuántica hasta
nuestros días, pasando por los métodos más conocidos, como cuantización canónica, hasta
métodos más originales como la cuantización geométrica e integral.

En conclusión, el problema de la cuantización es muy complejo y conviene atacarlo
desde distintos ángulos. Ningún método está libre de inconvenientes y a día de hoy es uno
de los grandes problemas abiertos de la física. Hasta que el problema se resuelva (si llega
tal día) conviene hacer un análisis concreto de cada sistema y ver qué procedimiento de
cuantización resulta más oportuno, atendiendo a éxitos y fracasos anteriores con sistemas
similares. Y por supuesto, que métodos diferentes den el mismo resultado puede indicar
que estamos caminando en la dirección correcta.
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