Universidad deValladolid

Facultad de Ciencias

TRABAJO FIN DE GRADO

Grado en Fisica

Cuantizacion geométrica e integral covariante

Autor: Pablo Veganzones Parellada

Tutor/es: Mariano del OImo Martinez, Manuel Gadella Urquiza

y Fernando Gomez Cubillo




Dedicado a O&eon@rcz 51455&7242, %aw/z rne WQ}?/ de Z(%ism
con sus libros Y céczr/(w, de las W aun a&%ﬁuio



Contenidos

Introduccién

1 Introduccién ala cuantizaciéon
1.1 Cuantizacién canénica . . ... ... ..
12 Segunda cuantizacién . . . ... ... ..
1.3  Cuantizacién por integrales de camino .

2 Aspectos matematicos
2.1 Geometria diferencial . . . ... ... ..
2.2 Geometria simpléctica y mecdnica cldsica
2.3 Variedades de Kahler . . . ... ... ..
24 Espacio de Segal-Fock-Bargmann . . . .

3 Cuantizacién Geométrica
31 Esquemageneral . ............
3.2 Fibrados lineales y precuantizacién . . .
3.3 Polarizaciones y cuantizacién . . . . . . .

4 Cuantizacién Integral Covariante
4.1 Cuantizacién por estados coherentes . .
42 Cuantizacién integral covariante . . . . .

421
422
423
424

Conclusiones

Referencias

Cuantizacién de la circunferencia
Cuantizacién de la esfera . . . .
Cuantizacién afin y cosmologia .
Cuantizacién de Weyl-Heisenberg

13
17

19
19
24
27
30

32
33
34
40

47
47
50
52
53
55
57

60

63



Introduccion

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado en Fisica es analizar diversos métodos de
cuantizacién y aplicarlos a sistemas fisicos. Entendemos por cuantizacién un abanico de
procedimientos para tomar una teoria clasica y convertirla en una teoria cudntica. El in-
terés de estos procedimientos es conocido y en la actualidad motivado por la bisqueda
de una gravedad cudntica. No solo eso, la cuantizacién nos puede ayudar a comprender
el proceso inverso: jcémo surge la mecanica cldsica a partir de la cudntica? En realidad,
no hay muchos motivos para suponer que la mecdnica clasica deba poder cuantizarse. En
palabras de John Baez: El mundo no fue creado por Dios el primer dia y cuantizado el segundo
[Baez, 2018a]. Sin embargo, la historia se ha probado distinta. Si se pueden obtener mode-
los cuanticos realistas por procedimientos de cuantizacién. De hecho, las teorias cudnticas
mas exitosas, como la electrodindmica cuantica o el atomo de hidrégeno, se obtuvieron con
cuantizacién canénica. Es por esto que la linea de investigacién ha sido la de dar el paso
de la mecanica cldsica a la mecanica cuantica. Podriamos pensar también que partir de una
teoria cldsica, que a fin de cuentas es mas facil de verificar experimentalmente, podemos
guiarnos a la hora de hacer un modelo factible a escalas tan pequefias como las que inter-
vienen en la fisica cuantica.

Hace un siglo, en los afios 20, se comenzaban a gestar la primeras teoria cuanticas, obte-
nidas por la célebre cuantizacién canénica. En el primer capitulo tendremos la oportunidad
de examinar estos métodos de cuantizacién originarios a los que hoy en dia juntamos bajo
el término cuantizacion canonica. Comenzaremos por la cuantizacién de Heisenberg, Jordan
y Born, también conocida como mecdnica matricial porque las transiciones entre estados
se representaban por matrices. La evolucién de estas matrices venia dada precisamente por
la ecuacién para la evolucién de un operador en la imagen de Heisenberg. Paralelamente,
Dirac establecia la correspondencia entre el corchete de Poisson y el conmutador cudntico.
Esta idea es la que subyace en el método que estudiaremos en el capitulo tres: la cuanti-
zacién geométrica. Por otro lado, Schrédinger dibujaba su particular visién de la mecanica
cuantica: la mecanica ondulatoria. Estudiaremos los postulados de esta cuantizacién y los
compararemos con la de Heisenberg. Proseguiremos esta primera seccién estudiando los
postulados de von Neumann para la medida en mecdanica cudntica y terminaremos con la
cuantizacién de Weyl. Este ultimo método esquiva el problema del orden y a pesar de su
potencial, cayé en el olvido hasta la llegada de la cuantizacién por deformacién en los afios

50.

En la seccién 1.2 examinaremos otro de los métodos esenciales: la segunda cuantiza-
cién. Construiremos el espacio de Fock y extenderemos los operadores del espacio de Hil-
bert ordinario a este nuevo espacio. Es lo que llamaremos segunda cuantizacién de los ope-
radores. También en el espacio de Fock, examinaremos la cuantizacién de Segal y veremos
cémo se puede usar para cuantizar un campo escalar. En la dltima seccién del capitulo,
construimos la integral de camino de Feynman, que como veremos se puede usar para ob-
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tener operadores de evolucién en mecanica cuantica a partir del Lagrangiano de la teoria
clasica.

Tras este repaso de las técnicas mds reconocidas de cuantizacién, introducimos las he-
rramientas matematicas que nos serviran para abordar métodos de cuantizacién mds avan-
zados. Comenzaremos repasando los conceptos fundamentales de la geometria diferencial:
variedades, fibrados, k-formas, integracién... Y las usaremos para construir la descripcién
geométrica de la mecdnica clasica. Los desarrollos de este capitulo se pueden encontrar en
el TFG de Matemadticas complementario a este, titulado Geometria simpléctica, sistemas Ha-
miltonianos y sus aplicaciones en Fisica. Veremos que el espacio de fases de una teoria cldsica
viene descrito por una variedad simpléctica y su energia por una funcién real sobre esta va-
riedad, el Hamiltoniano. El Hamiltoniano junto con la forma simpléctica nos proporcionan
las ecuaciones de evolucién, una generalizacién de las conocidas ecuaciones de Hamilton.
A partir de la forma simpléctica construiremos los corchetes de Poisson, con los que se
puede dar la ecuacién de evolucién de un observable clésico. Esta ecuacion es analoga a la
ecuacién para la evolucién de un operador en la imagen de Heisenberg, lo que indica una
fuerte conexidén entre la mecanica clasica y la cuantica. Por dltimo, usando la integracién
en variedades analizaremos el teorema de Liouville.

Proseguimos el capitulo dando unas pinceladas sobre variedades de Kahler, unas va-
riedades complejas con una estructura simpléctica y Riemanniana. Estas variedades tan
particulares nos seran utiles para trabajar en cuantizacién geométrica. Daremos algunos
ejemplos, como C” o el disco unidad con elecciones apropiadas de potenciales Kahleria-
nos, que nos dan la forma simpléctica y estructura Riemanniana. En particular, las usare-
mos en el siguiente capitulo para obtener la representacion de Bargmann del espacio de
Fock. Ya que en los libros introductorios de mecdnica cuantica no se suele introducir la
representacion de Bargmann de la mecdnica cudntica, en la tltima seccién de este segundo
capitulo tendremos la oportunidad de examinarla para su posterior uso.

Damos paso al capitulo tres, donde estudiaremos la cuantizaciéon geométrica. Este mé-
todo parte de un espacio de fases clasico, descrito como una variedad simpléctica con un
Hamiltoniano, y construye a partir de él un espacio de Hilbert. Dividiremos el proceso
en dos pasos: la precuantizacién y la cuantizacién. En la precuantizacién definiremos un
fibrado complejo sobre el espacio de fases, que nos permitira trabajar con funciones com-
plejas y productos escalares en la variedad. Cuantizaremos estas funciones recuperando la
relacion entre el corchete de Poisson y el conmutador. Aunque este proceso proporciona
un espacio de Hilbert, resulta ser demasiado grande. La cuantizacién del espacio de fases
de una particula en R? resulta ser R®. Sobran la mitad de los grados de libertad. Dejamos
de lado la etapa de precuantizacién y pasamos a la cuantizacién. Para ello se introducen
las polarizaciones, una eleccién de direcciones en la variedad de forma que los operadores
cuantizados sean constantes en estas direcciones. De este modo, reducimos los grados de
libertad a la mitad. Analizaremos la cuantizacién geométrica de varios sistemas, por ejem-
plo, el espacio euclideo, la esfera o una variedad de Kahler. Sin embargo, la cuantizacién
geomeétrica no estd libre de problemas. Lejos de ser un método practico, la cuantizacién de
los sistemas mads simples requiere introducir varias capas de herramientas geométricas en
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la variedad, algunas de las cuales quedan fuera del objetivo de este trabajo. Veremos que
el problema de la cuantizacién no es para nada sencillo, entendiendo por qué es uno de los
grandes retos abiertos de la fisica.

Ante la dificultad del problema de la cuantizacién, debemos buscar enfoques alterna-
tivos que nos permitan solventar las dificultades de otros métodos. Un ejemplo muy im-
portante es la cuantizacién integral covariante, fundamentada en el andlisis funcional y los
grupos de Lie en vez de en la geometria diferencial. La idea que subyace esta tomada de
la cuantizacion por estados coherentes, en concreto de la resolucion de la identidad. Intro-
duciremos esta cuantizacion y la generalizaremos a la cuantizacién integral, que construye
la resolucién de la identidad con familia de operadores. Nos centraremos en concreto de
la cuantizacién integral covariante, que a partir de una representacién de un grupo de Lie
sobre un espacio de Hilbert define esta familia de operadores. Como veremos, este proce-
dimiento resulta mas practico, a la vez que perdemos las conexiones entre mecanica clasica
y cudntica que nos daba la cuantizacién geométrica. Usaremos la cuantizacién integral co-
variante para cuantizar la circunferencia, la esfera, el grupo de Weyl-Heisenberg y el grupo
afin en el semiplano, este ultimo con aplicaciones en cosmologia cudntica.

Finalizaremos el trabajo con unas conclusiones sobre los métodos de cuantizacién uti-
lizados, examinando sus ventajas e inconvenientes, y mencionando otros posibles métodos
de cuantizacién.



Capitulo 1

Introduccidén a la cuantizaciéon

Desde el advenimiento de la mecanica cudntica el entendimiento del mundo fisico dio
un giro inesperado. Propiciado por los avances tecnoldgicos y las investigaciones sobre la
naturaleza de la materia y de la radiacion, urgié la necesidad de fundar una nueva teoria
que explicara los nuevos y fascinantes descubrimientos. Poco a poco la teoria se fue de-
sarrollando a la par que se sucedian los descubrimientos experimentales gracias al avance
tecnoldgico, culminando en el modelo estandar de la fisica de particulas, que aina (de cier-
ta forma) tres de las cuatro fuerzas fundamentales. La esquiva fuerza gravitatoria se escapa
sin embargo al modelo cuantico, lo que ha propiciado un largo interés en crear nuevas he-
rramientas para cuantizar los sistemas clasicos.

Entendemos por cuantizacién el paso de una teoria clasica a una cuantica. ;Por qué
deberiamos buscar una teoria cuantica a partir de una clasica? Historicamente las teorias
cudnticas mas exitosas han provenido de su contrapartida clasica. Por ejemplo, la cuantiza-
cién del campo electromagnético proporciona la teoria cudntica mds precisa que se conoce,
la electrodinamica cudntica, y no es casualidad que la teoria clasica del electromagnetismo
sea también extremadamente precisa, pues es tras la cuantizacién de la teoria clasica donde
se obtiene la cudntica. Ademas, es natural pedirle a una teoria cuantica que reproduzca la
teoria clasica en ciertos limites, por lo que de alguna forma deben estar ambas contrapar-
tidas relacionadas.

Si, por ejemplo, estamos en el contexto de la mecdnica clasica y tenemos un espacio de
fases R" X R" con coordenadas canénicas (¢', p;) y un observable f(g', p;) con valores en
R que queremos cuantizar, podemos intentar hacerlo mediante la correspondencia

S 0r,

siendo Q  un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert L?(R"). El motivo de pedir-
le que sea autoadjunto es para poder aplicarle el teorema espectral y razén de que sea un
espacio de Hilbert es que nos permite trabajar con un producto interno, con el que po-
dremos definir medidas en el sistema fisico a partir de los operadores (observables) que
queremos medir (mediremos su espectro). Algunas condiciones que nos gustaria imponer
a esta correspondencia, por aquello de facilitarnos la vida, son las siguientes:

(C1) Linealidad, es decir, af + bg — aQs + bQ, donde f, g : R?>" - Rya,beR.

(C2) La funcién constante f = 1 se corresponde con el operador identidad I.



1.1 Cuantizacion canonica 1 INTRODUCCION A LA CUANTIZACION

(C3) Laregla de von Neumann;si ¢ : R — R es una funcién para la que Qo5 y ¢(Q7)
estan bien definidas, entonces Q4.1 = ¢(Q7).

(C4) Los operadores correspondientes a las variables canénicas de posicién y momento
se corresponden con los operadores usuales

- 0
Q0 =q'V, Qpv¥= —ihﬁw , paracaday € L3(R").
q

(C5) Correspondencia entre los corchetes de Poisson y el conmutador,

[Qf, Qel =inQyyg} -

La constante 72 normalmente toma el valor de la constante de Plank reducida para que
la teoria concuerde con los experimentos [Dirac, 1958, p.87]. Las funciones que cumplan
estos axiomas se llaman funciones cuantizables. Sin embargo, es facil ver que estas condi-
ciones son inconsistentes. Por ejemplo, si consideramos las variables canénicas ¢, p y los
operadores cuantizados Q = Q4, P = Q), por la linealidad y la regla de von Neumann
para ¢(t) = 12, tendriamos

(p+q)?%-p*-q* (P+Q)?-P*-Q% PQ+QP
pq = = qu = = s
2 2 2
(pz + q2)2 _ p4 _ q4 P2Q2 + Q2P2
p*q’ = 5 = Ope=—"7g

y sin embargo no es cierto que

P20%+ Q%P> (PO +QP\’
e
Tenemos de hecho un problema con estos axiomas, y es que se puede probar que cuales-
quiera de los tres juntos producen contradicciones, e incluso en algunos casos solo dos de
ellos [Ali y Englis, 2005, pp. 3-5]. Existen diversas soluciones (parciales) a este problema y
llevan a diferentes esquemas de cuantizacién, las mdas inmediatas pasan por reducir el es-
pacio de funciones, abandonar directamente varios axiomas o exigir que algunos se cum-
plan solo en el limite clasico. A lo largo de este trabajo nos adentraremos en diferentes
esquemas de cuantizacién, comenzando por la cuantizacién candnica, que introducimos a
continuacion.

1.1. Cuantizacidén candnica

En 1900 Max Plank dio el pistoletazo de salida a la nueva teoria de los atomos y la luz.
Los primeros aiios de la fisica cuantica (a veces llamado old quantum theory) vinieron de la
mano de iconos de la fisica como Albert Einstein, Arnold Sommerfeld o Niels Bohr. Fue
Bohr quien introdujo a lo largo de sus trabajos el principio de correspondencia, que establece
que la cuantica debe corresponderse con la fisica clasica en el limite de nimeros cuanticos

8



1.1 Cuantizacion canonica 1 INTRODUCCION A LA CUANTIZACION

grandes'. Esta filosofia sirvié de guia en los oscuros comienzos de la nueva teoria, de la
que puede encontrarse una fantastica coleccién de articulos traducida en [Waerden, 2007].

En el articulo [Born y Jordan, 1925], Max Born y Pascual Jordan formalizan y genera-
lizan la descripcién matricial de la mecanica cuantica introducida en ese mismo afio por
Werner Heisenberg [Heisenberg, 1925]. En su articulo, Born y Jordan nos dicen que la
posicién y el momento deben ser descritos por matrices

i2rv(vm)t

p =p(nm)e , (1.1)

_ i2nv(vm)t
q = q(nm)e

siendo v(nm) la frecuencia asociada a la transicion entre los estados con nimeros cuan-
ticos n 'y m,y q(nm) elementos de una matriz. Si se exige que la matriz sea hermitica
tenemos (en coordenadas cartesianas) que

q(nm)q(mn) = |q(nm)|?

describe la probabilidad de transicién entre los estados n y m. A partir del Lagrangiano
clasico, sustituyendolo por una matriz y aplicando el principio de accién estacionaria llegan
a la relacién de conmutacién

D (p(nk)gq(kn) = g(nk)p(kn)) = —i, (12)
k
que es la generalizacién de la condicién de cuantizacién de Heisenberg en el caso p = mgq,
h
2 _
2, v km)lgnk)F =

k

Siguiendo [Fedak y Prentis, 2009; Waerden, 1973], la teoria de Born y Jordan se puede
resumir en cinco postulados:

(P1) gy p vienen descritas por (1.1).

(P2) Las frecuencias guardan la relacién v(jk) + v(kl) + v(lj) = 0.

(P3) Se cumplen las ecuaciones de Hamilton para p y ¢ con Hamiltoniano H.
(P4) La energia del nivel n es H(nn).

(P5) Se cumple la relacién de conmutacién para la diagonal (1.2).

La evolucién de una matriz g en esta descripcién viene dada por la conocida imagen
de Heisenberg,
i
T [H > 8 ] >
h
siendo [H, g| el conmutador de la matriz g con el Hamiltoniano. Ademds, la energia de
una transicién debe cumplir la relacién

g=

H(nn) — H(mm) = hv(nm) .

! Sobre la historia del principio de correspondencia de Bohr consultar [A. Bokulich y P. Bokulich, 2020].

9



1.1 Cuantizacion canonica 1 INTRODUCCION A LA CUANTIZACION

Posteriormente Born y Jordan establecen las reglas de cuantizacién para un Hamilto-
niano clasico compuesto por un monomio en p y g,

S e N
H=p'q¢ 2 H=— pqp*, (13)
k=0

s+1

que por linealidad se puede extender a un polinomio, y aplican esta cuantizacién para obte-
ner los niveles de energia de los osciladores arménico y anarmoénico cuanticos. Los tres fisi-
cos continuaron su trabajo ampliando los fundamentos de la mecdnica matricial en [Born,
Heisenberg er al., 1926], introduciendo las relaciones de conmutacién para los operadores
de momento angular y calculando sus autovalores, deduciendo que solo podian ser multi-
plos enteros o semienteros de 7i. Wolfgang Pauli usé la nueva teoria cuantica para derivar el
espectro del atomo de hidrégeno y estudiar las perturbaciones por campos eléctricos (efec-
to Stark) y magnéticos [Pauli, 1926].

Volviendo a 1925, Paul Dirac publica otro de los articulos fundacionales de la mecanica
cuantica [Dirac, 1925]. En él establece por primera vez la relacién entre los corchetes de
Poisson y el conmutador (al que Dirac llama corchete de Poisson cudntico)

[x,y] < if{x,y},

lo que nos da las relaciones de conmutacién para los operadores de posicién y momento

[PraPS] = Oa [Qr’ QS] = O, [QraPS] = ihérs . (14)

Dirac culmina su articulo deduciendo por este método la regla de Bohr para cuantizar es-
tados estacionarios. Este vinculo entre los corchetes y el conmutador constituye una de las
reglas fundamentales de lo que hoy conocemos como cuantizacion canédnica. En su articu-
lo del afio siguiente [Dirac, 1926], Dirac define un conjunto de observables Q;, P; como
canénicos si y solo si se puede deducir (1.4) de la relacién entre los observables y las va-
riables clasicas g;, p; (que se suponen canénicas).

Paralelamente, Erwin Schrédinger trabajaba en un formalismo alternativo de la me-
canica cuéntica, la mecdnica ondulatoria,” impulsado por la tesis de Louis de Broglie [de
Broglie, 1924]. Para Schrodinger el problema de la cuantizacién consistia en resolver el
problema de autovalores de una ecuacioén, la ecuaciéon de Schrodinger independiente del
tiempo, que dedujo en [Schrodinger, 1926; Schrodinger, 2001, pp. 1-12] a partir del mé-
todo variacional e inspirado por la teoria de Hamilton-Jacobi. En la segunda parte de su
articulo [Schrodinger, 2001, pp. 13-40] aplica el nuevo formalismo para resolver los esta-
dos estacionarios y energias del oscilador arménico cuantico. Siguiendo [Waerden, 1973],
la teoria de Schrodinger se puede resumir en cuatro postulados:

2 Una coleccién de sus articulos traducidos puede encontrarse en [Schrodinger, 2001].

10



1.1 Cuantizacion canonica 1 INTRODUCCION A LA CUANTIZACION

(Q1) Los estados estacionarios se describen por funciones de onda complejas ¢ (¢) finitas
para todo q.

(Q2) Las funciones de onda y satisfacen la ecuacién
Hy =Ey,

en la que H es el Hamiltoniano clésico cuantizado sustituyendo el momento p por
)
el operador —lh%.

(Q3) Los autovalores E son las energias de los estados estacionarios.

(Q4) El postulado de Bohr, E,, — E;, = hvy,.

La mecanica cudntica encontré en los espacios de Hilbert un hogar natural gracias a
los trabajos que John von Neumann desarrollé entre 1927 y 1932, y que culminaron en
su célebre obra Fundamentos matemdticos de la mecdnica cudntica, publicada por primera vez
en 1932, [von Neumann, 2018]. En ella, von Neumann describe los estados de Schrédin-
ger como vectores en un espacio de Hilbert complejo y separable (admite una base nu-
merable), y las cantidades observables como operadores lineales hermiticos actuando en
este espacio de Hilbert. El producto en este espacio nos permite medir probabilidades. Por
ejemplo, la probabilidad de que una particula con funcién ¢ esté en el volumen V es

/V¢(q1,---,Qk)é(m,---,qk)dV-

Establece unos postulados para la medida en cuantica, cuya légica es distinta de la clasica.
Por ejemplo, el resultado de una medida de observables depende del orden en que se mi-
dan, es decir, los observables no tienen por qué conmutar. En caso de que conmuten nos
da el siguiente postulado:

(N1) La probabilidad de que en el estado ¢ los operadores Ry, ..., R; (que conmutan)
tomen valores en los intervalos /1, ..., I; es

P(I,....I) = |[Ex(L) -+ Ei(I)$||*,

siendo E;(I;) el proyector asociado al observable R},

Ej(l)) = Z Py, .

/lnGIj

En esta ultima igualdad ¢, son los estados propios de R; y 4, los autovalores aso-
ciados.

En la cuantizacién de observables, von Neumann introduce la linealidad (C1) y la regla
que lleva su nombre (C3).

(N2) Si los operadores R y S (que conmutan) corresponden a las cantidades clasicas R y
S, entonces el operador aR + bS corresponde al observable clasico aR + bS.

11
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(N3) Si la cantidad R tiene asociado el operador R y F es una funcién, entonces la canti-
dad F(R) tiene asociado el operador F(R).

Aunque los espacios de Hilbert fueron introducidos por von Neumann, la notacién Bra-
Ket para los vectores y el producto interno en este espacio fue introducida por Dirac en un
sintético articulo de apenas 3 péginas [Dirac, 1939].

El formalismo de la mecanica cudntica vino acompafiado de un creciente interés por
la teoria de representacion de grupos, que fisicos matematicos como Hermann Weyl o Eu-
gene Wigner desarrollaron para conocer mas sobre aquella joven y prometedora teoria.’
Desde esta perspectiva, Weyl dio su propio enfoque a la cuantizacién [Weyl, 1927; Scholz,
2006, pp. 461-469] que se resume a continuacion.

Usando las matrices P y Q de Born y Jordan como generadores infinitesimales (ele-
mentos de un dlgebra de Lie) se pueden construir los siguientes subgrupos uniparamétri-
cos a partir de la aplicacién exponencial,

2, 2,
U(r) :e’P:1+tP+5P +oy W(s):eSQ:1+SQ+§Q +oo (01 5).

Weyl comenzé con dos operadores hermiticos Py Q y les asocid la matrices anti-hermiticas
iP e iQ con las que contruy? los correspondientes subgrupos uniparamétricos. La relacién
de conmutacién ignorando un factor de fase

ezsPeth — elcstellQezsP
proporcionaba las relaciones de conmutacién entre los generadores infinitesimales
PQ - QP =—icl,

es decir, la relacién de conmutacién de Heisenberg para dos observables. Weyl generalizé
este procedimiento a un nuimero arbitrario de observables, relaciondndolo con las repre-
sentaciones proyectivas unitarias. A continuacion establecid la forma de cuantizar obser-
vables cldsicos via la transformada de Fourier. El razonamiento es el siguiente, si tenemos
una funcién f(q, p) de las variables canénicas en R?, podemos reconstruir la funcién a
través de su transformada de Fourier &(s, 1):

f(q’P)=/e"(tq*”’)f(s,t)dsdt.

Si entonces sustituimos g y p por sus analogos cudnticos, obtenemos una cuantizacién de
la funcién f,

F::/ei(’Q+SP)§(s,t)dsdt.

En el caso de que f sea una funcién real, el operador F' resulta hermitico. La cuantizaciéon
de Weyl esquiva el problema del orden® ya que la transformada inversa de Fourier nos

3 Consultar [Scholz, 2006] para un recuento histérico de la teoria de grupos en mecanica cuantica.
4 Por ejemplo, si (g, p) = p>q, ;qué operador le corresponderia: P2Q, PQP o QP?? Este problema fue
evitado por Born y Jordan cuantizando los polinomios por la suma (1.3).
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garantiza que la funcién f — F es univoca. Durante décadas, la cuantizacion de Weyl
cay6 en el olvido, seguramente porque su enfoque distaba mucho de la investigaciéon de
la época en mecanica cuantica’, hasta que en los afios 60 con el creciente interés en la
cuantizacion por deformacién se revitalizo.

1.2. Segunda cuantizacién

Nos adentramos en el terreno de la teoria cudntica de campos, en la que la segunda
cuantizacién sustituye a la cuantizacién candnica en la mecdnica cudntica (en la que tene-
mos un numero fijo de particulas). No es realmente una segunda cuantizacién de un sis-
tema ya cuantizado, solo estamos cuantizando una vez, solo que histéricamente se ha es-
cogido ese término (principalmente gracias a Dirac) para distinguir la cuantizacién de un
campo de la cuantizacién de un sistema con finitos grados de libertad. Sobre la historia de
la segunda cuantizacién y la teoria cuantica de campos son recomendables las referencias
[Kuhlmann, 2020; Scharf, 1995, pp. 1-6]. Al contrario de lo que la intuicién nos podria lle-
var a creer (quiza por el orden en el que se suele ensefiar), el desarrollo de la teorfa cudntica
de campos fue paralelo a la mecanica cuantica (1925-1930s), de la mano de Dirac, Jordan,
Pauli, Heisenberg, Robert Oppenheimer y también de la mano de Vladimir Fock, quien
introdujo lo que hoy conocemos como espacio de Fock en 1931 [Fock, 2019, pp. 191-220].

El espacio de Fock describe sistemas con un niimero arbitrario y variable de particulas®
(bosones, fermiones o ambos a la vez). Se construye a partir del espacio de Hilbert H que
describe el estado de una particula teniendo en cuenta la consecuente simetrizacién o anti-
simetrizacion de la funcién de onda. En el caso de un tipo de bosén, el espacio

StH, =SHH " @ H) = H™W

es el espacio de funciones de onda de n bosones idénticos, es decir, de funciones de onda
de H, simetrizadas. El espacio de Fock que describe un nimero arbitrario de un tipo de
bosén es entonces la suma directa de estos espacios,

-
n=0

siendo S Hj el espacio que solo contiene al estado vacio Q2. Un estado del espacio de Fock
es por tanto una sucesiéon de funciones de onda simétricas ® = (¢pg, ¢1,...).

Dado un operador A en H, podemos promocionarlo a un operador A en el espacio de
Fock, definiéndolo en cada espacio H ™ como

Algn =ARIQ- - QI+IQAQ-- @I+ +]I®---QIQA
N’
nveces

> Born lleg6 a decir que era demasiado matematica y que a los fisicos de la época les seria dificil entenderla
[Scholz, 2006, pp. 464].

6 Cuando introducimos la relatividad en mecanica cuantica y trabajamos a altas energias, la ecuacién E =
mc? descubierta por Einstein nos dice que se pueden crear nuevas particulas si la energia es suficiente, lo que
nos obliga a considerar un nimero cambiante de particulas en teoria cuantica de campos.
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siendo / la identidad. Llamaremos a (A la segunda cuantizacién de A. Por ejemplo, la se-
gunda cuantizacién del operador / es el operador niumero N. Este operador tiene autofun-
ciones ¥ € H™, a las que asigna el autovalor n: Ny = nyr .

Ademas de la segunda cuantizacion, existen otros procedimientos para obtener ope-
radores en el espacio de Fock. Analizaremos brevemente el esquema de cuantizacién de
Segal, basado en los operadores de aniquilacién y creacién. Definimos para cada f € H
los operadores b~ (f) y b*(f) siguientes

b= (f) CH )y qg(n=1) b= ()1 ® - @yy) ={fL )b ® - @ Yy,
b*(f) Sy g(n+l) (1@ - QU =fOU1®- QUy,

donde (,) es el producto interno en H. Estos operadores se extienden facilmente al es-
pacio de Fock #. A partir de estos operadores se definen los operadores de creacién y
aniquilaciéon

a (f)=VN+1b"(f),
at(f) = Sb*(/)VN +1.

Puesto que N es un operador positivo, la raiz cuadrada’ de N est4 bien definida. El ope-
rador S proyecta b*(f)VN + 1 sobre el espacio de Fock de bosones. En la definicién de
a”(f) no es necesario aplicar S porque el espacio de bosones ya es un subespacio inva-
riante por b~ (f). En base a estos operadores definimos la cuantizacion de Segal de f € H
como el operador en ¥

1
V2

La cuantizacién de dos estados f, g € H cumple la relacién de conmutacién

O(f) = —=(a (f)+a"(f)).

O(f)@(g) — @(e)P(f) =ilm(f,¢g).

Podemos usar la cuantizacién de Segal para obtener campos escalares que cumplan la
ecuacién de Klein-Gordon. Comenzamos con el espacio de Hilbert H = L%(H,,, du) de
funciones definidas sobre el hiperboloide de masa

Hm:{x€R1’3|x(2)—xf—x§—x§:m2}

y de cuadrado integrable respecto a la medida
d3x
JmZ ¥ x2

7 La raiz de un operador positivo A es el operador B tal que A = BB.
8 En realidad est4 definido en un denso de 7.

du =
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Tomamos ademas la representacion unitaria del grupo de Poincaré restringido sobre H

U(a,N)¢(p) = e “¢(A'p) .

Si definimos el operador E que para cada g en el espacio de Schwartz S(R*)° nos da la
transformada de Fourier

1 .
Eg=—— eP¥o(x)d*x ,
€= G €750

se puede demostrar '’ que los campos ¢,, que llevan una funcién g a ¢,,(g) = ®(Eg) son
campos bosénicos que cumplen la ecuacién

dm((@+m?)g) =0 para todo g € S(R?) .
Es decir, el campo ¢,, visto como una distribucién cumple la ecuacién de Klein-Gordon
(@+m*) g, =0.

Existe otro método para estudiar la segunda cuantizacién a partir de argumentos mas
cercanos a la fisica. Lo ilustraremos con el ejemplo mdas comun: la segunda cuantizacién
del campo de radiacién. Dirac inici6 este estudio en su articulo La teoria cudntica de la emi-
sion y absorcion de radiacion [Dirac, 1927], en el que cuantiza el campo electromagnético y
obtiene los coeficientes de emisién y absorcién de Einstein publicados en su articulo So-
bre la teoria cudntica de la radiacion [Waerden, 2007, pp. 63-77]. Cuantizaremos este campo
a continuacién siguiendo [Mandl y Shaw, 1993, Cap. 1].

Comenzamos reescribiendo el Hamiltoniano de la radiacion
1
H=3 /(E2 + BY)d’x (15)

en una forma que nos resulte mas facil de cuantizar, desacoplando las variables para ver
el campo como una serie de osciladores arménicos independientes. Si consideramos radia-
cién en una caja de lado L de volumen V = L3 de forma que el potencial vector A(x, )
cumpla unas condiciones de frontera periédicas podemos desarrollarlo en serie de Fourier.

Las funciones ]
—c (k)eik'x , r=1,2,
N

conforman un sistema ortonormal y completo, donde & es el vector de onda (k = QT” (i, ], k)
por estar en una caja) y €1(k), £2(k) son dos vectores perpendiculares entre si y también
al vector k. Estos vectores &; son los vectores de polarizacion, que en nuestro caso corres-
ponden a una polarizacién lineal.

% Funciones g tal que g € C*(R*) y sup (1 + |x|®)¥|0%g(x)| < oo paratodo k y a.
101 a demostracién, asi como el desarrollo anterior, se puede consultar en [Reed y Simon, 2007, pp. 207-215].
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Si expandimos A en serie de Fourier obtenemos

hC2 1/2 ik-x * —ik-x
A(x,t)—Zk:Z(vak) &r (k) [y (k, )™ + o (k, 1) e ],

donde wy = c|k| y el factor numérico se ha escogido por conveniencia para mas adelante.
Ahora, en el gauge de Coulomb tenemos que A cumple la ecuacién de onda

oA =0

y por tanto los coeficientes de Fourier satisfacen la ecuaciéon

%ar(k,t) = —wzar(k,t) ,

que no es mas que la ecuacién de un oscilador arménico. Su solucién toma la forma
_ —iwpt
a,(k,t) = a,(k)e ,

donde a, (k) es la amplitud del oscilador en ¢ = (0. Con todo esto, podemos expresar (1.5)
(integrando sobre el volumen) como

H=>"%" o (k)a(k),
k r

que no depende del tiempo ya que la dependencia temporal de @, y @) se cancelan.

Una vez tenemos el Hamiltoniano en términos de los modos normales procedemos a
cuantizar cada oscilador. Introducimos las relaciones de conmutacién para los operadores
de creacién y aniquilacién (de fotones) analogas a las del oscilador arménico cudntico

[ar(k)aa;r(k/)] = 5rs5kk/ ,
[a,(k),as(k")] = [a](k),al(K)] =0,

y reescribimos el Hamiltoniano clésico sustituyendo las variables normales por estos ope-

A1
H= Z Z hwal (K)ay (k) .
k r

radores:
El operador numero N, (k) = aj(k)ar(k) tiene autovalores n,(k) =0, 1,2, ...y autofun-

ciones
ai (k) (k)

v (k)!

siendo |0) el estado vacio. Las autofunciones del Hamiltoniano son por tanto

oo (k),.. ) = ]—[ ]—[ D)) (1.6)
k ri

i

nr(k)) = 0},

1 Hemos ignorado el término de % en la energia del oscilador arménico cuantico que nos daria una energia
del vacio infinita al cuantizar el campo electromagnético.
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con energia
Z Z hwin, (k) .
k r

El operador a, (k) actuando sobre el estado (1.6) reduce tnicamente el nimero de ocu-
pacién n, (k) del modo normal (k, r) en uno, reduciendo la energia del estado en 7iwy. De
forma similar, podemos cuantizar el momento del campo de radiacién,

. Z Z nkal(k)a, (k).
k r

Los fotones, por ser bosones, siguen la estadistica de Einstein-Bose: cualquier nimero
de ocupacién (para un modo fijo) es posible. Si quisiéramos cuantizar un campo de fer-
miones tendriamos que hacerlo con las reglas de anticonmutacién, de forma que para cada
modo solo pudiera haber cero o un estados. Con este ejemplo dejamos de lado la segunda
cuantizacién, pudiendo continuarse su estudio a través de cualquier libro de teoria cuantica
de campos.

1.3. Cuantizacién por integrales de camino

La investigacién sobre el papel de la mecdnica Lagrangiana en mecdanica cuantica que
dio lugar a la formulacién de Feynman vio su origen en el articulo del prolifico Dirac [Di-
rac, 1933]. En 1942 Richard Feynman defendia su tesis doctoral [Feynman, 1942] en la
que retomaba la investigacién sobre el papel de los Lagrangianos en mecanica cudntica,
estudio que continu6 a lo largo de su carrera culminando en la formulacién por integrales
de camino de la mecanica cudntica y teoria cudntica de campos, que como veremos esta
intimamente relacionada con la accién clésica [Feynman er al., 2010].

Describiremos la formulacién por integrales de camino brevemente, siguiendo [Hall,
2013, cap. 20; Klauder, 2000, pp. 56-65]. Comenzamos por la féormula de Trotter, que nos
dice que si A y B son dos operadores autoadjuntos en el espacio de Hilbert H que cumplen
determinadas condiciones (A + B esta definido densamente y es esencialmente autoadjun-
to'?) tenemos la convergencia en norma de los operadores,

]\}i_I)Iio”eit(A+B)w _ (eilA/NeitB/N)N¢|| =0 (17)

para todo ¢ € H. Aplicamos este teorema al Hamiltoniano

1 h 1
-——H=—A--V(X
h 2m h )
con A = %A y B = —%V(X ). Suponiendo que el potencial V(X) cumpla las hipétesis,
por la férmula de Trotter (1.7)

L ithA itV(X)A\\"
= lin kbl IRt . 1.
ity Ng;(exp(QmN)exp( o )) v (18)

12 Un operador en un espacio de Hilbert H es esencialmente autoadjunto si la clausura de su grafo en H x H
es el grafo de un operador autoadjunto en H.
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Usando el propagador de la ecuaciéon de Schrédinger libre [Hall, 2013, p. 95] deducimos
la férmula para una solucién general

n/2
thA/(2mN) _ [mN MmN, o
e ¥ (xo) (_ith ) /n exp (l 5 |x1 = x0|" | ¥ (x1)dx1,

que podemos aplicar a (1.8) para obtener

N
it _ I |7 (25 oy,
(e ) (xo) = A}l_IgoC/RNneXP ; ;8 [ 5 ( . ) V(xj—1)| ¢ ¥ (xn)dxy - - - dxy

siendo & = t/N un incremento temporal y C = (%)nl\m. Hasta aqui el argumento es
perfectamente riguroso, sin embargo, si queremos evaluar el limite entramos en problemas.
Podemos usar el siguiente argumento heuristico para darle un significado. En el limite, los
puntos x; de R" se pueden ver como puntos espaciados un tiempo £ de un camino

x : [0,¢] — R". La medida Dx (relacionada con la medida de Wiener'®) es una medida
en el espacio de caminos los caminos de [0, 7] en R”. Tomando pues este “limite”,

. [ ()’
(e_”H/h‘/’)(xU):C//caminosexp %/0 %(d_i:) - V(x(s))|dsty(x(1)Dx,

donde la integral es en el espacio de caminos (continuos) con condicién inicial x(0) = xg
y C’ es una constante. Observamos que la cantidad en el exponente es la accién clasica
S(x,0,1) = fOt(T — V)dt lo que nos da la célebre férmula de la integral de camino de
Feynman
() ) =€ [ S0y (a()) D (19)
Caminos
x(0)=xg
La integral de camino sugiere una fuerte conexién entre la mecdnica Lagrangiana clasica y
la mecanica cudntica que podemos aprovechar para cuantizar un sistema cldsico.

El limite de la medida de Lebesgue a un espacio de dimension infinita (el espacio de
caminos) supone un problema matemadtico y por tanto parece razonable olvidarnos del de-
sarrollo anterior y comenzar directamente postulando el lado derecho de (1.9).!* La for-
mulacion por integral de caminos de la mecdnica cuantica se generaliza salvando ciertas
dificultades matemadticas a la teoria cuantica de campos, donde se encuentra la mayor va-
riedad de aplicaciones de esta técnica de cuantizacién. Para ver como se puede usar esta
técnica para construir el propagador de una particula libre y otros ejemplos consultar el
libro de Feynman [Feynman ez al., 2010, cap. 3].

13 La formulacién por integrales de camino tiene su marco en la teoria de medidas estocésticas. Por ejemplo,
la medida de Wiener esta asociado al proceso estocastico de Wiener, que describe el movimiento Browniano
[Wiener, 1923].

14 Esta formulacién reconstruye el principio de accién estacionaria de Hamilton (en el caso de que la accién
sea minima) de la siguiente forma: si hacemos tender i — 0, el término que mds contribuye a la integral es
el camino que hace minima la accién, por lo que en el limite cléasico el camino que hace la accién estacionaria
es el que sigue la particula [Schwartz, 2013, p. 259]. Si en cambio #i # 0 el movimiento de la particula esta
determinado por todos los caminos que ésta podria seguir, promediados con la integral.
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Capitulo 2

Aspectos matematicos

En este capitulo introduciremos algunos aspectos matematicos relevantes para las cuan-
tizaciones que llevaremos a cabo en los posteriores capitulos: cuantizaciéon geométrica y
cuantizacién integral. En primer lugar, resumiremos las ideas esenciales de la descripcién
geométrica de la mecanica clasica para aplicarlo en el siguiente capitulo al problema de la
cuantizaciéon. Nos interesaremos por la rama de la geometria llamada geometria simpléc-
tica, que tiene origen en los corchetes de Poisson y de Lagrange del siglo XIX. La me-
canica de Hamilton y Jacobi llegé al siglo XX, donde los trabajos pioneros de Vladimir
Arnold, demostrando que los fluidos se podian describir como sistemas Hamiltonianos
usando geometria simpléctica, relanzaron el interés por esta rama. De la mano de este in-
terés por la geometria de la mecanica clasica surgié también el interés por la geometria
de la mecanica cudntica, en particular la cuantizacién geométrica. En segundo lugar, intro-
duciremos dos aspectos de variable compleja que necesitaremos para la cuantizacién: las
variedades de Kdhler y la representacion de Segal-Fock-Bargmann de la mecdnica cuantica.

La bibliografia recomendada para este capitulo es la siguiente. Sobre la teoria general
de variedades diferenciables se recomienda el libro [Lee, 2013]. La relacién entre mecanica
clésica y geometria diferencial se recoge con multitud de ejemplos en estas referencias: [Jo-
sé y Saletan, 1998], [Arnold, 1989] y [Puta, 1993], este ultimo con aplicaciones a la cuanti-
zacién. Una introduccién a las variedades de Kdhler se puede consultar en [da Silva, 2000]
y [Borthwick, 2000]. Por altimo, una introduccién al espacio de Segal-Fock-Bargmann pue-
de encontrarse en [Gazeau, 2009, cap. 2].

2.1. Geometria diferencial

Cuando queremos describir un sistema mecanico sobre el que actdan ligaduras, debe-
mos abandonar la descripcién de su espacio de configuracién como todo el espacio R? y
restringirnos a una regién que presumiblemente no sera un espacio vectorial. Por ejemplo,
un péndulo esférico de radio fijo est limitado a moverse en una esfera S2. Es aqui donde
surge la necesidad de introducir la geometria diferencial en mecanica clasica, el espacio de
configuracién del sistema pasa a ser una variedad diferenciable. Una variedad diferencia-
ble es un conjunto de puntos dotado de una topologia, esto es, una serie de subconjuntos
llamados abiertos que nos permitiran hablar de entornos de puntos, continuidad, conexién,
compacidad... Ademads, para poder hablar de variedad diferenciable necesitamos alguna
forma de relacionar sus puntos con los de un espacio vectorial en el que las herramien-
tas de calculo sean conocidas, por ejemplo R" o C". Las aplicaciones que nos relacionan
estos puntos se llaman cartas, y van de un abierto de la variedad a un abierto del espacio
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vectorial escogido. Si ¢ € O es un punto de nuestra variedad y ¢ una carta, las funciones
x' tal que ¢(g) = (x',...,x") se llaman coordenadas de ¢ en la carta ¢. Por ejemplo, unas
coordenadas en S? vienen dadas por las coordenadas esféricas

e(q) =(0,y).

Estas coordenadas normalmente no estan definidas de forma global en toda la variedad,
por lo que para poder hablar propiamente de variedad diferenciable debemos imponer la
siguiente condicion a cualesquiera cartas ¢; y ¢;: ¢; © go;l es una funcién diferenciable en
nuestro espacio vectorial, por ejemplo en R”. Las cartas nos permiten pasar de funciones
entre variedades a funciones en R", donde las podemos diferenciar con las herramientas
usuales del calculo, para posteriormente volver a las funciones entre variedades usando
las inversas de las cartas. Por ejemplo, una funcién entre variedades con cartas ¢ y ¢ se
dice diferenciable si su representacién en coordenadas i; o F o ¢! es diferenciable como
funcién en R". En el caso de que la representacién en coordenadas sea C™ y con inversa
C*®, diremos que F es un difeomorfismo.

Figura 1: Cartas en una variedad. Imagen tomada de [Lee, 2013, p. 12].

Ya tenemos la forma de describir el espacio de configuracién, ahora nos interesa poder
hablar de velocidades, en concreto, de velocidad en cada punto del espacio de configura-
cién. Aqui encontramos la primera diferencia notable con el caso de una particula en todo
el espacio: no todas las direcciones de velocidades estan permitidas. Por ejemplo, una par-
ticula moviéndose en un péndulo no puede moverse en la direccién del radio, la ligadura
se lo impide. Si una variedad se puede describir con n coordenadas, podemos definir el es-
pacio tangente en cada punto, 7,0, como el espacio vectorial cuya base son las derivadas
parciales en ese punto,

0 0

oxt’ 7 oxn’

(2.1)
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de forma que cualquier vector tangente se pueda escribir como

H 0

(usando el convenio de sumacion de Einstein). Asi, los espacios tangentes a la esfera son
aquellos planos perpendiculares al radio. Podemos definir la diferencial en un punto de
una aplicacién entre variedades F' : M — N como la aplicacién entre espacios tangentes
dF, : T,M — Tg)N que viene dada en coordenadas por la matriz Jacobiana de F en
coordenadas. Es decir, la diferencial toma un vector tangente en una variedad y lo envia a
un vector tangente en otra variedad.

También nos gustaria poder describir el espacio de fases, que es el espacio natural en
el que trabajar en mecdnica Hamiltoniana. Para ello recurrimos a otro tipo de espacio tan-
gente, el espacio cotangente, que en términos matematicos podemos ver como el dual del
espacio tangente. Denotaremos el espacio cotangente en el punto g por 7,Q. Si en el es-
pacio tangente la base eran las parciales, en el espacio cotangente la base esta formada por
las diferenciales de las coordenadas,

1 n
dx*, ..., dx",

que no son mas que los vectores duales de (2.1). Describiremos el momento de la particula
en un punto como

n
p:Zpidxl Epidxl.
i=1

Una vez que disponemos de los espacios en los que trabajar comenzamos a afiadir so-
bre estos mds herramientas. Cuando un sistema se mueva por este espacio de configuracién
cambiara su velocidad y podemos relacionar su movimiento con un campo vectorial sobre
el espacio de configuracidn, esto es, tomamos un vector en cada espacio tangente en todos
los puntos de la variedad. Definimos el fibrado cotangente de la variedad Q, denotado 7Q,
como la unién de los espacios tangentes en todos los puntos. Un campo vectorial es una
aplicacién

X:0->T0
tal que cada punto ¢ se envia en un vector de su espacio tangente v, € T,0. Esto es lo que
se llama una seccion de un fibrado y podemos generalizarlo como sigue.

A cada punto de una variedad le podemos asignar un espacio F, que llamaremos fibra.
En el caso anterior, la fibra es un espacio vectorial que llamamos espacio tangente, pero
puede ser algo mas general, como un espacio de tensores o el espacio de nimeros comple-
jos C. Llamaremos fibrado E con fibra F' a un espacio que cumple:

1. Existe una funcién n : E — M sobreyectiva y continua.

2. Localmente se parece al producto cartesiano M X F. Dicho de otra forma, para cada
q € Q existe un entorno U en Q y una aplicacién ¢ : a(U) - UXF biyectiva,
continua y con inversa continua, que envia la fibraen g en {g} X F.
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Fiber = R

7 = projection

-l base = §?

Ey = 771(b)

Figura 2: El cilindro visto como un fibrado. Imagen tomada de [Abraham, Marsden y Ra-
tiu, 1988, p. 157].

La seccién de un fibrado es, igual que antes, una aplicacién X que a cada punto p de
la variedad M le asigna un elemento de la fibra F' en ese punto:

X:M—>E tal que Xom=1y,

siendo I la identidad en M. Denotaremos el conjunto de secciones de un fibrado E por
['(E). Ademas de los fibrados cotangentes, los fibrados que mds nos van a interesar son los
fibrados tensoriales, en concreto de tensores antisimétricos de cierto rango. Definimos una
k-forma como una seccién de un fibrado tensorial en el que la fibra es el espacio vectorial
de tensores antisimétricos de rango k covariantes. Estos tensores se pueden escribir, usan-
do la base del espacio cotangente y el producto exterior A, como combinaciones lineales
de

dx't A A dxE (2.2)
El producto exterior de tensores es simplemente una operaciéon que toma dos tensores, de

rango k y [/, y forma una combinacién lineal antisimétrica de sus productos tensoriales

1
a)/\v:mAlt(a)@v),

donde Alt es el antisimetrizador de un tensor. Por ejemplo, la 2-forma dx A dy es
dx Ndy=dx®dy —dy ®dx. (2.3)

Aunque no lo hemos mencionado antes, se supone que estos campos de tensores (y en
general cualquier seccion de un fibrado) es una aplicacién suave, de forma que las com-
ponentes del campo tensorial son funciones infinitamente diferenciables. El ejemplo mas
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2.1 Geometria diferencial 2 ASPECTOS MATEMATICOS

simple de campo tensorial son las 0-formas o funciones escalares C* sobre Q, que deno-
tamos C*(Q). Otro ejemplo, de 1-forma, es la diferencial de una funcién f € C*(Q),

df = % dx’ . (2.4)

Podemos establecer diversas operaciones sobre tensores, algunas de las que mas nos
van a interesar son:

1. Multiplicaciéninterior i. Toma un campo vectorial X y lo evalda en la primera com-
ponente del tensor 7,

ixT(+y .o, ) =T(X, ..., -)

disminuyendo en uno el rango del tensor. Por ejemplo, si V = xd/dx es un campo
vectorial y # = 2dx una 1-forma, la multiplicacién interior tiene como resultado la
funcién

0 0
iy =0(V) =2dx |x— | =2xdx|—| =2x.
0x 0x

2. Derivada exterior d. Toma una k-forma
W= i i, dX" A A dx'
y la envia en la (k + 1)-forma
dw=dw;, ; N dx'A - A dx'E
siendo dw;, . ;, la diferencial de una funcién (2.4).

3. Derivadade Lie Ly. Nos mide como cambia el campo tensorial a lo largo del flujo
de un campo vectorial X.

El flujo de un campo vectorial es la aplicacién que nos da para cada punto las curvas
cuyo vector tangente coincide con los vectores del campo vectorial. La existencia y uni-
cidad del flujo viene garantizada por los teoremas conocidos de ecuaciones diferenciales.
Intuitivamente, podemos imaginarnos que el flujo nos dice como se moveria una particula
arrastrada por el campo vectorial.

Las formas diferenciales nos dan un marco independiente de coordenadas en el que
entender la integracién en variedades. Comencemos por la integral de una 1-forma 6 a lo
largo de una curva y (7). La 1-forma nos da un covector en cada punto de la variedad, y
aplicado al vector tangente a la curva nos da un escalar. Sumando estas contribuciones
infinitesimales obtenemos la integral,

/y(t)HE/H-y’(t)dt.

Esto es en el lenguaje de la geometria diferencial lo que solemos denotar por /y F - dr
cuando integramos el trabajo a lo largo de un camino y. Las n-formas en una variedad de
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dimensién 7 se llaman formas de volumen, porque se usan para definir integrales en un
volumen V. Si V tiene coordenadas x1, . . ., x" definimos

/fdxl/\dx": f(xl,...,x")dxl-udx”,
1% v

siendo V’ el volumen V expresado en coordenadas. De forma analoga, las integrales de 2-
formas seran integrales en superficie. El teorema de Stokes tiene su generalizacién a las
variedades (con borde), y nos relaciona una integral k-dimensional en la regién D con una
integral (k — 1)-dimensional en el borde de la regién, denotado 9D,

/dw:/ w,
D D

siendo dw la derivada exterior de w.

2.2. Geometria simpléctica y mecanica clasica

Como ya hemos mencionado, el espacio de configuracién del sistema en mecdnica cla-
sica se describe por una variedad Q y su espacio de fases por el fibrado cotangente de esta
variedad, 7*Q = M. La energia del sistema es una funcién diferenciable H : M — R
que llamamos Hamiltoniano.!> Por ejemplo, consideramos una particula moviéndose li-
bremente en R”, con espacio de fases T*R" = R?" y Hamiltoniano

p2
H(g.p) = 2=+ V(9).

siendo g y p las coordenadas de posicién y momento en 7R. Si definimos el momento

y usamos la segunda ley de Newton
p=-VV,
vemos que la evolucién del sistema viene dada por el flujo del campo vectorial
VRN
XH - (q, p) - (_9 _VV) )
m

llamado campo Hamiltoniano. El campo asi es poco ilustrador, pero podemos reescribirlo
de forma mas simétrica como

15 Para introducirse en la geometria simpléctica en mecanica Hamiltoniana se recomienda los libros [Arnold,
1989] y [Souriau, 1970]. Para un tratamiento matematico avanzado se puede consultar [Abraham y Marsden,
1987].
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2.2 Geometria simpléctica y mecdnica cldsica 2 ASPECTOS MATEMATICOS

y vemos que el flujo de Xy es exactamente la solucién de las ecuaciones de Hamilton. Para
relacionar H y Xy independientemente de las coordenadas introducimos la 2-forma

w = Z dq' A dp;, (25)

resultando en que Xy cumple
dH() = a)(XH, ) = iXHa).

El interés de este tensor w es que lo podemos cambiar para alterar la dinamica del sistema.
Sin embargo, antes de eso hay que ver qué propiedades nos gustaria conservar. Para que
Xp esté bien definido es necesario que w no sea degenerada, es decir, que la matriz sea in-
vertible. Si queremos que el Hamiltoniano sea invariante por el flujo de Xy, es interesante
que w sea antisimétrica,

Xy(H) = dH(Xy) = w(Xy, Xn) =0,

y por tanto queremos que el tensor sea una 2-forma. Por tltimo, queremos pedir que w sea
invariante por el flujo de Xy para que las ecuaciones del movimiento no cambien con la
evolucion del sistema. Aplicando la féormula “magica”de Cartan tenemos

.LXH(,() = iXHda) + d(iXHw) = iXHdw +d(dH) = iXHda)+O ,

asi que si pedimos que dw = 0 (w cerrada) lo tendriamos. De este modo, sustituiremos
la 2-forma dada antes por una 2-forma cerrada y no degenerada, también llamada forma
simpléctica. Una variedad con esta forma se llamara variedad simpléctica. Las aplicaciones
que conservan la forman simpléctica se llaman transformaciones canonicas. Estas son preci-
samente los cambios de coordenadas que conservan las ecuaciones de Hamilton.

Dado que la forma simpléctica es cerrada, el lema de Poincaré nos garantiza que, al me-
nos localmente, existe una 1-forma 6 tal que —d6 = w. Llamaremos a esta 1-forma potencial
simpléctico. En el caso de la 2-forma (2.5), un potencial simpléctico es simplemente

0 = p;dq" . (2.6)

El teorema de Darboux nos garantiza que localmente toda forma simpléctica es idéntica a
(2.5) y por tanto localmente siempre existen coordenadas en las que el potencial simpléc-
tico tiene la forma (2.6).

Ya hemos visto el ejemplo mds sencillo de forma simpléctica, la que viene dada por
(2.5) en cualquier fibrado cotangente. Veamos dos ejemplos mas de variedades simplécti-
cas.

Ejemplo 2.1. Un ejemplo de variedad simpléctica que no es un fibrado cotangente es la
esfera unidad S? en R? con una estructura simpléctica dada por la forma de area

w=sinfdo ANdp.
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Si tomamos como Hamiltoniano la funcién de altura relativa al centro de la esfera
H(0, ¢) = cosb,

podemos hallar el campo Hamiltoniano tomando un campo arbitrario

e imponiendo la condicién dH = iy, w. Asi, teniendo en cuenta (2.3)

0
—sinfdf =asinfd¢p —bsin6dd = a=0,b=1 = XH:%.

El flujo Hamiltoniano es entonces la aplicacién ¢ — ¢+¢, que rota un punto en la esfera en

torno al eje vertical un angulo 7. ¢

Ejemplo 2.2. El oscilador armoénico n-dimensional tiene espacio de configuracién R” y
espacio de fases T*R” = R?". Si lo dotamos de la forma simpléctica (2.5)

w=dq' Adp;,
y el Hamiltoniano
H=10"+q?)
- 2 p C] 4
el campo Hamiltoniano Xy = a’d/8q" + b;0/0p; es simplemente

dH = qdq + pdp =ix,w=adp —bdqg = Xy=(p,—q)

y su flujo son rotaciones en cada plano (¢, p;). ¢

La forma simpléctica nos da otra de las estructuras fundamentales de la mecénica cla-
sica: los corchetes de Poisson. Definimos el corchete de Poisson de dos funciones f, g €
C®(M) con valores en R como

{f’g} = w(Xf, Xg) € COO(M) .
El corchete de las funciones coordenadas satisface las relaciones conocidas
{¢'.4’} =0, {pnp;}=0, {d'.p;}=6,

andlogas a las que cumplen los conmutadores de los operadores de posicién y momento
en mecdnica cudntica (como ya mencionamos, fue Dirac el primero en proponer esta cone-
xién). La evolucién de un observable en fisica clasica, una funcién sobre la variedad, viene
dada en términos de los corchetes de Poisson por

d
o/ =1/ H}
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que podemos ver como el andlogo clasico de la ecuacién para la evoluciéon de operadores
en la imagen de Heisenberg

d i
—F=——[F,H].
dt h [ ]
Otra conexién con la mecanica cudntica se puede observar a través del corchete de Lie. El

corchete de Lie de dos campos vectoriales X e Y esta dado por
[X,Y]=XY-YX,

y se cumple la siguiente relacion, intimamente relacionada con el esquema de la cuantiza-
cién geométrica: la condicién de conmutacién de Dirac,

[ X7, X,] = Xif.g}-

Para cuantizar un sistema clésico y construir un espacio de Hilbert a partir de él, ne-
cesitamos algin tipo de producto escalar. Por suerte, hay una medida natural en las va-
riedades simplécticas, la forma de volumen de Liouville. Una variedad simpléctica tiene
siempre dimensién 2n, asi que podemos tomar

V, = la)"
n!
como una forma de volumen en la variedad (se demuestra que w" # 0). El teorema de
Gibbs-Liouville nos dice que el volumen del espacio de fases que ocupa un sistema es
constante a lo largo de la evolucién del sistema. Podemos interpretar este volumen como
la informacién del sistema y concluir que la informacién no se pierde: si conocemos el es-
tado de un sistema en un instante y las leyes de movimiento, podemos predecir tanto el
pasado como el futuro del sistema.

2.3. Variedades de Kidhler

Las variedades de Kihler'® son unas variedades diferenciables con una estructura muy
rica que hace que su cuantizacién geométrica se comporte especialmente bien. Estas varie-
dades son complejas, poseen una estructura simpléctica y también una estructura Rieman-
niana'’ que juntas forman una estructura Hermitica. Todo espacio de Hilbert complejo es
una variedad de Kahler, en concreto una plana y simplemente conexa (sin agujeros). Asi,
nos imaginaremos una variedad de Kahler como una generalizacién de los espacios de Hil-
bert a variedades con curvatura.

Una variedad compleja es una variedad diferenciable M con cartas ¢; : M — C" de
forma que las funciones de cambio de carta ¢; o (,0]_.1 : C" — C" son funciones holomor-
fas (analiticas) con inversa holomorfa. Centrémonos ahora en una carta ¢ con coordenadas
complejas (z1,. .., 2,) O alternativamente coordenadas reales (xq +iy1,...,X, +iy,). Po-
demos dotar a cada espacio tangente de M de una estructura compleja, es decir, una apli-
caciéon J : T,M — T, M tal que J 2 = JoJ = -1d. Los espacios tangentes (complejos) se

16 Una introduccién a las variedades de Kihler puede encontrarse en [Borthwick, 2000; Weil, 1958].
17 Una estructura Riemanniana es un campo de tensores simétricos y definidos positivos.
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pueden ver como espacios vectoriales reales generados por los vectores d/dx; ,0/0y;, asi
que podemos tomar la estructura compleja

0 0 0 0
() () e o,
X yj dy; Ox;
en cada espacio tangente.

Los espacios tangentes complejos 7, M ® C seran simplemente los espacios vectoriales
generados por combinaciones complejas de la base {d/dx;,d/0y,}. Podemos descompo-
ner este espacio como suma directa de dos:

1. El espacio 77 o, generado por combinaciones complejas de
0 1 ( 0 0 )
_— = —— - — y
0z j 2\0x j ay j
los autovectores de autovalor i de J,
2. y el espacio Tp 1, generado por las combinaciones complejas de los autovectores de
autovalor —i,
0 1 ( 0 i 0 )
—=——+i—].
0z j 2\0x Jj 0y j
De forma similar, definimos los vectores duales
de:de+idyy, de:dxj—idyj,

que nos permiten definir las (k, [)-formas como los campos de tensores antisimétricos

b8Ldzx A dzy
|K|=k,|L|=I

con bXL funciones complejas, K, L multi-indices ordenados

L=(Ly...,L)), 1<Li<---<L;<n

dzp =dzp, N---Ndzy, .

Anadlogamente a la derivada exterior para k-formas, podemos definir los operadores de Dol-
beault para (k, [)-formas

0
o(fdzg Ndzy) = Z a—Zf.de Ndzg NdZr ,
j J

5 0
O(f dzx Ndzp) = ) a—jdzj Adzg Ad7L,
j J

28



2.3 Variedades de Kdihler 2 ASPECTOS MATEMATICOS

cuya suma en variedades complejas es la derivada exterior d = 9 + 4.

Una variedad de Kéahler es una variedad compleja con estructura compleja J y con una
métrica Riemanniana g compatible con la estructura compleja, g(J-, J-) = g(-, -), tales que
determinan una forma simpléctica en esta variedad:

(1)(', ) = g(‘]’) .

En general, w sera una 2-forma y en el caso de que ademas sea cerrada tendremos la va-
riedad de Kédhler. La métrica Riemanniana junto con la forma simpléctica determinan una
estructura Hérmitica sobre la variedad

h=g+iw.

Si conocemos la forma simpléctica de la variedad de Kahler podemos recuperar las com-
ponentes g de la métrica Riemanniana:

. n
i _
w = 3 Z gjkdzj Ndzy .
jok=1

En ocasiones existird una funcién compleja K tal que
i -
w=-00K,
2
que llamaremos potencial de Kahler.

Un ejemplo de variedad de Kéhler es el propio C" con potencial Kihleriano
K =log(|zI? + 1)
y forma simpléctica .
w= %Haflog(ld2 +1).

Esta forma se conoce como forma de Fubini-Study en C”".

Otro ejemplo de variedad de Kahler es el disco unidad en el plano complejo
D={zeCJlz] <1}

equipado con el potencial Kdhleriano

K(z,7) =log (m) ,

que nos da la forma simpléctica
- 1 i dzNdzZ
w== ==
27 (1-1z»)? 2(1-1z»)?

y métrica hiperbdlica (de Poincaré)

dzdz

TP
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2.4. Espacio de Segal-Fock-Bargmann

En cualquier introduccién de mecanica cuantica encontramos la representacion de po-
siciones y la representacién de momentos del espacio de Hilbert de estados. En esta sec-
cién introduciremos otra representacion alternativa del espacio de estados: la representa-
cién analitica o de Segal-Fock-Bargmann [Bargmann, 1961; Bargmann, 1962]. Igual que en
la representacion de posicion la variable de las funciones es la posiciéon de la particula x y
en la representacién de momentos es el momento p, en la representacién analitica la va-
riable sera un vector complejo z. Por simplicidad trataremos un caso unidimensional, en el
que x, p € R y z € C. Para construir la representacién analitica partimos de una funcién
de onda en representacién de posicién ¢ (x) y le aplicamos la transformacién integral

£(2) = /R K (x. 2y (x) dx

siendo K (x, z) el nucleo integral

2 2
K(x,z2) = 4 %exp[%(%—(”%X—Z) )] s

siendo w una constante. La transformacién inversa es simplemente

v (x) = /C K (r.2) f (2)du(z) .

siendo du(z) la medida Gaussiana en el plano complejo
eIz /n
nh

Definimos entonces el espacio de Segal-Fock-Bargmann (o solo espacio de Bargmann por
simplicidad) como el espacio de funciones analiticas en C con norma finita

du(z) =

) 2
dxdy = —e M gz A dz .
xdy 27rhe z Z

/ FP du(z) < oo
C

El niicleo integral K establece entonces una correspondencia entre L?(R) y el espacio de
Bargmann por medio de las transformaciones anteriores. Podemos dar una descripcién del
oscilador armoénico en esta representacion, para ello tomamos la base ortonormal dada por
las funciones

1 z\"
fn(Z):ﬁ(%) , n=0,1...

Los operadores de aniquilacién y creaciéon que nos envian f, en f,—1 y f,+1 son en esta
representacion

af(Z)=‘/5diZf(Z) S afu(@) = VA fra(2)

A f()=-2f(z) — a fui(2)=Vntlfia(2)
Vi
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El Hamiltoniano del oscilador arménico en esta representacién no serd otro que

d 1
H=h —+=.
w(zdz+2)

Esta representacion nos serd util a la hora de cuantizar el oscilador arménico en el siguiente
capitulo.
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Capitulo 3

Cuantizacion Geomeétrica

El origen de lo que hoy llamamos cuantizacién geométrica puede encontrarse en los
trabajos pioneros de Dirac, en los que establecié por primera vez la correspondencia en-
tre los corchetes de Poisson y estudi6 la cuantizacién de superficies planas y curvas (ver
[Dirac, 1964]). Poco a poco, fueron surgiendo numerosos y variados enfoques con los que
abordar el problema de la cuantizacién: la cuantizacién por deformacién, por estados cohe-
rentes, de Berezin-Toeplitz, cuantizacién geométrica...

La cuantizacién geométrica tiene origen en los trabajos de Kirillov, Souriau y Kostant
sobre teoria de representacién de grupos, en particular sobre 6rbitas coadjuntas de grupos
de Lie [Kirillov, 1962; Kostant, 1965; Souriau, 1967]. El interés de este método fue crecien-
do en la segunda mitad del siglo XX con trabajos como los de Blattner, Gotay, Guillemin
y Sternberg [Blattner, 1973; Gotay, 1980; Guillemin y Sternberg, 1982]. Histéricamente,
este método sirvié para unificar varios esquemas de cuantizacién muy especificos y sin re-
lacién aparente en un marco mas amplio.

La cuantizacién geométrica es mds interesante a nivel conceptual para entender la rela-
cién entre las estructuras geométricas de la mecdnica clasica y la cuantica, que a nivel prac-
tico como un procedimiento sistemadtico y eficiente de obtener sistemas cudnticos. Aunque
la idea que soslaya es simple, enseguida surgen los primeros problemas y las matemadticas
se van enrevesando. Es por ello que no se pretende dar en este trabajo un desarrollo rigu-
roso de las matematicas, sino usarlas como herramientas conceptuales para llevar a cabo
la tarea de cuantizacién, analizando los motivos de cada paso, qué funciona y qué falla.

Existen numerosas referencias bibliograficas sobre la teoria general de la cuantizaciéon
geométrica. A nivel introductorio se recomienda [Blau, 1992], [Lerman, 2012] y [Carosso,
2018]. Un desarrollo matemadtico mds exhaustivo se puede consultar en [Hall, 2013, cap.
22, 23], [Echeverria-Enriquez er al., 1999] y [Woodhouse, 2007], siendo este ultimo la re-
ferencia estandar en la materia. La cuantizacién de variedades de Kdhler es por si solo un
campo muy amplio, pudiendo encontrarse en algunas referencias [Borthwick, 2000], [Ca-
mosso, 2020]. Sobre la cuantizacién geométrica de la gravedad y algunos de sus obstaculos
se puede consultar [McClain, 2020]. Finalmente, dos recursos online interesantes se pue-
den encontrar en [Baez, 2018a; Baez, 2018b].
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3.1. Esquema general

La filosofia de la cuantizacién geométrica es muy sencilla: si hemos encontrado cone-
xiones claras entre la mecanica clésica y la cudntica, y la mecénica cldsica se describe de
manera natural en variedades simplécticas, ;por qué no intentar cuantizar las variedades
simplécticas? Asi, el punto de partida de la cuantizacién geométrica sera una variedad sim-
pléctica, que puede ser el espacio de fases del sistema a cuantizar. Lejos de ser un problema
sencillo, la cuantizacién geométrica mds elemental requiere las siguientes etapas:

1. El primer paso se llama precuantizacion, y consistira en tomar un fibrado lineal Her-
mitico sobre la variedad, que nos permitira definir funciones complejas sobre nues-
tra variedad simpléctica. Ademads, introduciremos una conexién, que nos permitira
conectar las diferentes fibras mediante la derivada covariante y asi poder tomar deri-
vadas en el fibrado. La existencia de estos fibrados lineales vendra dada por la condi-
cién de Bohr-Sommerfeld, intimamente relacionada con el esquema de cuantizacién
que lleva su nombre y que remonta a los origenes de la mecanica cudntica [Landau
et al., 1993, pp. 188-193].

2. El candidato a espacio de Hilbert (precuantizado) para el sistema cuantico sera el es-
pacio de secciones del fibrado de cuadrado integrable. Los observables cuantizados
en este espacio de Hilbert vienen dado por la correspondencia

O(f) = ihVx, +f,

siendo Vx, la derivada covariante en la direccién del campo Hamiltoniano X. Co-
mo cabria esperar, esta cuantizacién cumple

[Q(f). Q()] =inQ({f.g}) - G0

3. Este espacio de Hilbert tiene dimensién 2n, pero sabemos por la cuantizacién ca-
nonica que la dimensién deberia ser la mitad. Ante esta tesitura se introducen las
polarizaciones: una elecciéon de subespacios tangentes complejos que nos permiti-
ran definir el espacio de Hilbert cuantico como el espacio de secciones de cuadrado
integrable constantes en la polarizacién. Las polarizaciones son en cierto sentido una
generalizacion de un sistema de observables que conmutan. Lejos de ser un proble-
ma, tener que introducir las polarizaciones nos da mucha versatilidad, pudiendo ob-
tener mediante diversas elecciones de polarizaciones distintas representaciones de
nuestro espacio de Hilbert, por ejemplo la representacién de posiciones, momentos
o de Bargmann.

4. Sin embargo, una vez que introducimos las polarizaciones emergen problemas a la
hora de cuantizar los observables cldsicos en operadores lineales del espacio de Hil-
bert, ya que no se puede garantizar que todos cumplan la relacién entre los corchetes
de Poisson y el conmutador (3.1). Llegados a este punto requerimos el uso de herra-
mientas matematicas muy sutiles para dar sentido a este problema.

Aunque no se tiene una teoria satisfactoria para cuantizar variedades simplécticas, hay
dos tipos de variedades en las que este procedimiento funciona especialmente bien:
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1. Fibrados cotangentes.
2. Variedades de Kadhler.

Por ser las que mas aplicaciones practicas tienen, son en las que centraremos nuestro estu-
dio.

3.2. Fibrados lineales y precuantizacion

En esta seccién comenzamos a desarrollar el proceso de precuantizacién, que como
mencionamos en el esquema, es el primer paso para la cuantizacién de una variedad sim-
pléctica. Para motivar la necesidad de introducir la derivada covariante veamos algunos
problemas que surgen si intentamos cuantizar el sistema. Dada una funcién f € C*(M),
el campo Hamiltoniano X es un operador que satisface la relacién entre el corchete de
Poisson y el conmutador

[ihXy,ihXe] = (ih)ZX{ﬁg} =ih (ihX{f’g}) ,
asi que podemos proponer la cuantizacién
O1(f) =inXy .

Sin embargo, al cuantizar el sistema asi no tenemos la propiedad deseable de que la cuanti-
zacién de la funcién f = 1 sea la identidad, por lo que podemos modificar la cuantizacién
a

O2(f) =inXy+ f.

Haciendo esto perdemos la relaciéon de conmutacién asi que debemos modificarlo de nue-
vo si queremos recuperarla. Si w es la forma simpléctica y 6 un potencial simpléctico tal
que w = d6, el operador

) i
0(f) = ih(X; = (X)) + f
cumple tanto Q (1) = I como la relacién de conmutacién. El operador
i
VXf = Xf - EQ(X]‘) (32)
se denomina derivada covariante y el operador Q( f) la precuantizacién de f.

Llegados a este punto nos damos cuenta que el potencial # no es Gnico, pues para cual-
quier funcién ¢ se tiene que d(d¢) = 0. Podemos tomar otro potencial

0 =0+dg¢

y seguimos teniendo un potencial simpléctico df’ = w, es decir, el potencial simpléctico
depende de la eleccion de un gauge. Al hacer esto la cuantizacién del observable se modifi-
ca en un sumando d¢(Xy). Lejos de ser un problema, poder cambiar de gauge nos vendra

io
bien al estudiar ejemplos concretos. Si postulamos que cualesquiera estados ¢ y e 7 ¢ son
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. . ‘s . i¢
el mismo, el operador cuantizado también se cambia por una fase e 7 . Para verlo comen-
zamos desarrollando

O(P[eu] = ((Xp=30 X)+f ) [eF u] = (m(X;-£00X)-dp (X)) f ) [e ]

Teniendo en cuenta que X es una derivacién, aplicamos la regla del producto y de la ca-
dena

Xplemy] =¥ X;[w] + 2w X/ (o]

y como por definicién de diferencial Xr(¢) = d¢(Xy), se concluye que

O(f)eTw] =eT0(N]y].

Asi pues, de manera natural la construccién nos invita a considerar la accién del grupo de
simetria U(1) = S! actuando sobre el espacio de Hilbert.

A continuacién comenzamos a introducir el aparato formal matematico de la precuan-
tizacidn. Puesto que el espacio de estados en mecanica cuantica cuantica es complejo, nos
interesa cuantizar funciones complejas sobre la variedad simpléctica. Es aqui donde surge
la necesidad de introducir los fibrados complejos lineales.

Definiciéon 3.1. Sea m : L — M una proyeccién de una variedad L en nuestra variedad
simpléctica M. Se dice que la terna (L, w, M) es un fibrado lineal complejo si:

1. Para cadam € M, lafibra L,, = 77! es isomorfa a C.

2. Existe un recubrimiento de abiertos {U;} de M y secciones s; : U; — L tal que las
aplicaciones

¢i: Ui xC — 77 HU)
(m,z) = zs;(m)

son difeomorfismos. A la familia {(U;, ¢;)} se la denomina trivializacién y cumple
que s;(m) # 0 para todo m € U;.

Dicho de otra forma, L se construye asignando a cada punto de la variedad M un es-
pacio de nimeros complejos. Asi, una seccion s : M — L representa una funcién que
asigna a cada punto de la variedad un (y solo un) nimero complejo. Las secciones jugaran
el papel de funciones complejas en el espacio de Hilbert.

Para construir el espacio de Hilbert nos interesa disponer de un producto interno, asi
que dotamos nuestro fibrado lineal de una estructura Hermitica.

Definicién 3.2. Una estructura Hermitica sobre el fibrado lineal L es una eleccién de pro-
ducto interno A(-,-) : Ly, X L,; — C en cada fibra L,, de L, tal que para cada seccién s de
L, h(s, s) sea una funcién suave en M.
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Recordemos ahora que si w es la forma simpléctica de nuestro espacio de fases, %
define una forma de volumen (de Liouville) respecto a la que podemos integrar funcio-
nes en la variedad. Definiremos el espacio de Hilbert precuantico como la complecién del
conjunto de secciones de L de soporte compacto respecto al volumen de Liouville,

[ ntsrs) o

Es decir, el espacio de Hilbert precudntico esta formado por las secciones de cuadrado in-

tegrable
Isll= [ hs.5) s <

Una vez que tenemos un espacio de Hilbert, buscamos cuantizar los observables clasi-
cos para tener operadores en €él. Introducimos para ello la conexion, la herramienta que nos
permitira tomar derivadas en el fibrado lineal.

Definicién 3.3. Una conexién V en el fibrado lineal L sobre M es una aplicacién que aso-
cia a cada campo vectorial X en M y seccién s de L otra seccién Vx(s) de L con las si-
guientes propiedades:

1. Para cualquier funcién f € C* (M), campo X y seccién s, se tiene Vx(s) = fVx(s).

2. Para cualquier funcién f € C*(M), campo X y seccién s, se cumple la regla del
producto Vx(fs) = X(f)s+ fVx(s).

Dada una conexién, el operador Vy se llama derivada covariante en la direccién X.
Una conexién se dice Hermitica si para cualquier campo vectorial X y secciones s y s2 se
tiene la condicién de compatibilidad

h(Vx(s1),s2) + h(s1, Vx(s2)) = X h(s1,52) .

Dada una estructura con conexién Hermitica, podemos escoger localmente una seccién

so tal que A(sq, so), de forma que cualquier seccién s se puede escribir localmente como

= ¢sp para una unica funcién compleja ¢. Es por ello que usualmente abusaremos de
notacion para referirnos a la seccién s como la funcién ¢. Ademas, la relacién

Vx(s0) = ~+000s5y

permite definir la 1-forma 6, que como veremos se puede relacionar con la forma simplécti-
ca de nuestra variedad. Con todo esto, expresaremos la derivada covariante de una seccién
de L como

Vx(9) = X(g) ~ 20X (33

entendiendo que X acta sobre ¢ como una derivacién y 6(X) sobre ¢ como una mul-
tiplicacién. Es justamente la derivada covariante (3.2) que obtuvimos por un argumento
heuristico. La forma de curvatura de la conexién

[
a)(X, Y) = £(vay - Vny - V[X,y]) (3.4)
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coincide con la derivada exterior de la 1-forma 6,
w=4do.

Generalizando el andlisis realizado al principio, postulamos la precuantizacién de un
observable f € C*(M) como el operador

Q(f) = ihVXf +f = ith +6'(Xf) +f s

que actta sobre secciones s de L, o mas bien sobre la funcién ¢ tal que s = ¢sy. Como las
secciones son complejas este operador actia como un operador real tanto en la parte real
como imaginaria de ¢. Podemos demostrar que si f es real entonces el operador Q(f) es
simétrico en el espacio de secciones de soporte compacto. Efectivamente, si ¢; es el flujo
Hamiltoniano de Xy y ¢1, 92 dos secciones de soporte compacto, para ¢ suficientemente
pequefio todos los puntos del soporte de las secciones esta en el dominio de ¢;, ya que
¢o es la identidad. Ademas, por el teorema de Gibbs-Liouville deducimos que la forma
de volumen dA = w"/(27h)" no cambia a lo largo del flujo Hamiltoniano. Derivando el
producto escalar de ¢1 y ¢2 en t = 0 obtenemos

4
di

/ h(¢1, ¢2) o ¢ dA =/ h(Vx, 1, 92) + (1, Vx, 02) d1=0.
=0 Jm M

Por tanto Vi, es antisimétrico y al multiplicarlo por i7 resulta un operador simétrico. En
el caso en que el flujo de X esté definido en todo #, podemos usar el teorema de Stone
para construir Q( f) como un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert precuantico,
es decir, serd un observable cuantico. Notemos que en el caso de operadores acotados, si-
métrico implica autoadjunto.

El teorema de André Weil'® nos da una condicién necesaria y suficiente para que exis-
ta un fibrado lineal con métrica Hermitica y conexién tal que la curvatura sea la forma
simpléctica w: que [ﬁ] sea una clase integral de cohomologia. Veamos qué significa. La
condicién surge de considerar el transporte paralelo de una seccién s = ¢sg a lo largo de

una curva cerrada v,
i
o =exp|; [ 6] (0.
Y

Aplicando el teorema de Stokes, pasamos a la integral de df = w en una superficie £; con
borde vy,

o0 =[5 [ ] ol0).

Considerando otra superficie X con borde ¥ cuya unién con X; nos de una superficie
cerrada %, llegamos a la condicién

ool [ o] o] -1 [ o]

18 Teorema de Weil: Sea (M, w) una variedad simpléctica; la variedad es precuantizable si y solo si
[w/2nh] € H*(M,Z), es decir, [w/27%] es una clase integral de cohomologia [Weil, 1958].
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es decir,

ot [o]=1.

Lo que nos dice el teorema de Weil es que si se cumple la condicién

/ w = 2nnh (3.5)
p

para cualquier superficie cerrada X entonces existe el fibrado Hermitico con conexién que
necesitamos para la cuantizacién. Como vemos, la condicién (3.5) recuerda a la condicién
de cuantizacion propuesta por Bohr y Sommerfeld en los comienzos de la cuantica,

j{pj dq’ = 2nhn .

Antes de dar algunos ejemplos, vamos a mencionar una de las numerosas conexiones
entre la cuantizacién geométrica y la integral de camino de Feynmann. El campo Hamilto-
niano de f, Xy, genera un flujo ¢, : M — M. Este flujo se puede transformar de manera
Unica, salvo una fase global, en una familia de automorfismos ¢, : L — L que preserve la
estructura Hermitica y compatible con la conexién. Si introducimos el Lagrangiano de f

0
3f:9(Xf)_f:Pi6_£_ ;

con # la 1-forma en coordenadas canénicas, resulta que ¢; toma la forma

b m) = ooy exp( = & [ Zy(amar).

siendo s = @so una seccién y m un punto de M. Vemos asi que la evolucién temporal de
secciones de L (estados del espacio de Hilbert) viene dada por la exponencial de la accién
clasica. El hecho de que el Lagrangiano se tome a lo largo de las lineas de flujo no deberia
importarnos, pues el flujo simplemente marca la evolucién que sigue el sistema con Hamil-
toniano f. Otro ejemplo de conexién con la integral de camino emerge como un limite de
la construccién de los nuicleos de Blattner-Kostant-Sternberg usados en cuantizacién geo-
métrica y se puede encontrar en [Woodhouse, 2007, pp. 205-209].

Veamos algunos ejemplos de sistemas cldsicos precuantizados y el motivo de por qué la
precuantizacion por si sola no es un método completamente satisfactorio de cuantizacién,
requiriendo algunas modificaciones como la introduccién de las polarizaciones.

Ejemplo 3.4. Comenzamos por el caso mas sencillo: la cuantizacién canénica. En este caso
el espacio de fases es simplemente T*R"” = R?" con forma simpléctica w = dp i A dq’ y
potencial simpléctico 6 = p; dq’ . La condicién de Weil se satisface trivialmente para n = (
ya que w es globalmente exacta, w = d6, y el borde de una superficie cerrada es vacio

00X =a:
/w:/ 0=0.
) oz
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La precuantizacién de un observable f € C*(R?) es

. _[0f 8 Of 0 af
=ihX;+60(X = ih| =L - | - p;
f=ilX;+0(Xs)+ f =i 34730 9p; 990 P/apj

+f, (3.6)

en particular los operadores de posiciéon y momento precuantizados resultan

‘ o . 0
s o— ik S ) 5. — iR
q _lhap_,-+q , Pj= zhaqj.

Los elementos del espacio de Hilbert son las secciones de L con cuadrado integrable res-
pecto al producto interno

d"qd"p _
/Rzn Gy "4 P)$@P) s

es decir, las secciones dependen tanto de las variables g/ como p/. Sin embargo, en el es-
pacio de Hilbert que obtenemos por cuantizacién canénica los estados solo dependen de la
posicién o momento (pero no ambas a la vez) dependiendo de la representacién escogida.
En la préxima seccién introduciremos las polarizaciones para reducir el nimero de varia-
bles de 2n a n. Otro problema que observamos en esta cuantizacion es que la exponencial
de p/ nos da el operador de traslacién usual, pero la exponencial de ¢/ no nos da la trasla-
cién en el momento por culpa del sumando ¢/. El problema radica en que los operadores
de posicién y momento usuales actiian irreduciblemente en el espacio de Hilbert L?(R")
mientras que nuestro espacio de secciones de cuadrado integrable es reducible bajo la ac-

cién de los operadores ¢/ y p j- ¢
Ejemplo 3.5. Seguimos con uno de los ejemplos mas bonitos de (pre)cuantizacién geomé-
trica: la cuantizacién de un sistema cuya variedad simpléctica es la esfera 2-dimensional.

Veremos que la cuantizacion de este sistema es justamente el espin. Tomamos por tanto el
sistema descrito por la esfera S? con forma simpléctica

w=sinfdo Ndo.

Como w es la forma de superficie de una esfera de radio 1, su integral en cualquier super-
ficie cerrada es el area de la esfera 47r. La condicion de Weil (3.5) nos garantiza que para

las formas simplécticas

nh
Wy = 7(1)

la variedad (S?, w,) se puede precuantizar, que es justamente la condicién para la cuanti-
zacién del espin de un fermién: s = %n . El espacio de Hilbert precuéntico lo componen
entonces las funciones complejas sobre la esfera de cuadrado integrable L2(S?). Cuando
introduzcamos las polarizaciones restringiremos este espacio de dimensién infinita a las
secciones holomorfas para obtener unos espacios de dimension finita, que seran represen-

taciones espinoriales irreducibles del grupo SU(2). ¢
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Ejemplo 3.6. El altimo ejemplo que vamos a tratar es la cuantizacién del oscilador armé-
nico. Igual que en el ejemplo 3.4, consideramos M = R? con forma canénica w = dg A dp
y Hamiltoniano

1
H:§(p2+q2)’

que cumple trivialmente la condicién de Weil para la existencia del fibrado lineal, que sera
el fibrado trivial M X C. La conexién Hermitica sera

[
VX =X- 59()() .

Si tomamos como potencial simpléctico local la 1-forma 6 = %(qd p—pdq), los operadores
de posicién y momento cuantizados son

— 0 N 1 . " 0 N 1
=i1n— -q , = —ih— -D,
q ap 54> P g 5P
y el Hamiltoniano cuantizado
. 0 0
i=infpl 4.
"\aq " Yap
Teniendo en cuenta que
0 0 0

5p a9

es simplemente el momento angular, las autofunciones tienen la forma
Y = f(r)e_in¢ >

donde f es una funcién arbitraria tal que fooo rlf(r)]? < o . Nos encontramos aqui otro
problema de la precuantizacién, el Hamiltoniano cuantizado del oscilador arménico no es-
td acotado inferiormente, mientras que sabemos que fisicamente solo son posibles valores
de n > 0. ¢

3.3. Polarizaciones y cuantizacién

Como hemos visto en la seccidn anterior, el espacio de Hilbert precuantizado no puede
ser el espacio de estados cuantico ya que deberia tener la misma dimensién que el espa-
cio de configuracion. La idea es restringir el espacio cuantizado afiadiendo una estructura
geométrica adicional, las polarizaciones, que marcaran unas direcciones privilegiadas en
nuestra variedad y exigiremos que los estados cuantizados no cambien a lo largo de estas
direcciones (para ello requerimos la derivada covariante). Estas direcciones vendran mar-
cadas por una distribucién n-dimensional en el fibrado tangente de la variedad.

Definicion 3.7. Una distribucién de rango n en M es un subfibrado de 7M de rango n, es
decir, un fibrado vectorial tal que cada fibra es un subespacio de dimensién »n del espacio
tangente 7, M y que varia suavemente con el punto m.
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Una distribucién # se dice involutiva si cualesquiera secciones de # cumplen que su
corchete de Lie es también una seccién de . Recordando que I'(#) denota el conjunto
de secciones de P, la condicién de P involutiva es

X, Yel'() = [X,Y]el(P). 3.7

Se dice que una distribucién es integrable si localmente existe una subvariedad, llamada
variedad integral, cuyo fibrado tangente sea la distribucién. El teorema de Frobenius nos
dice que una distribucién es involutiva si y solo si es integrable [Lee, 2013, cap. 19].

Tomamos pues una distribucién # y probamos a restringir el espacio de funciones
cuantizables considerando solo las funciones ¢ (secciones de L) que son constantes en la
distribucion:

\Y XY = 0

para toda seccién X de P. Si escogemos una carta en la que el potencial 6 cumpla 6(¢) = 0,
la condicién anterior se traduce en

X(p)=0.

Para que este sistema de ecuaciones diferenciales tenga solucién y puedan existir funciones
¢ constantes con la polarizacién, debemos pedir que la distribucién sea integrable y por
tanto que sea involutiva (3.7). Recordando que la forma de curvatura es (3.4), la condicién
anterior implica que si ¢ es constante en la polarizacién entonces

w(X,Y)p=0

para todas las secciones X, Y de . La condicién w(X,Y) = 0 en la polarizacién se deno-
mina condicién Lagrangiana.

Estas condiciones para polarizaciones reales son en general muy restrictivas, asi que
como nos interesan secciones complejas de L, podemos probar a tomar una distribucién
compleja, esto es, una distribucién del fibrado tangente complejo TM®, en el que las fibras
son los espacios tangentes complejos 7, M ® C. Considerar directamente distribuciones
complejas también nos sera util cuando cuanticemos variedades de Kahler. Resumiendo
todo lo visto sobre polarizaciones y afiadiendo alguna cuestién técnica:

Definicién 3.8. Sea (M, w) una variedad simpléctica. Una polarizacién # sobre M es una
distribucién de TMC tal que:

1. Es Lagrangiana: para cada m € M, la dimensién complejade P, esny w(X,Y) =0
para cualesquiera secciones de P.

2. Esinvolutiva, [X,Y] € P.

3. La dimensién de P, N P,, es constante para todo m € M, siendo P,, el conjugado
complejo de P,,.
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Notemos que si ? es una polarizacién, entonces $ también es una polarizacién. Los
estados cuantizados seran las secciones del fibrado lineal complejo cuya derivada covarian-
te sea 0 en las direcciones de la polarizacién. Los operadores que actiien sobre este nuevo
espacio deberan preservar la polarizacién, es decir, si actian sobre un estado polarizado el
resultado debe ser otro estado polarizado:

Vyo=0 = Vx(fo)= (X - %H(X))(ith +O(X) + f)tp =0 (38

siendo X € I'(#) una seccién de P y f la cuantizacién del observable f. Desarrollando la
expresion anterior resulta que (3.8) se cumple si y solo si Vix, xj¢ = 0,y esto si y solo si
[X, X] € I'(P) para cualquier X € I'(#). Intuitivamente, podemos decir que el flujo del
campo Hamiltoniano (la evolucién del sistema) debe conservar la polarizaciéon. Llamare-
mos al conjunto de observables clasicos que cumplen esta propiedad Cz'(M). Los obser-
vables cuantizados serdn asi los observables precuantizados restringidos a la polarizacién.
Ahora que sabemos cuantizar tanto estados como observables veamos algunos ejemplos
de cuantizacién y como ain quedan problemas por resolver.

Ejemplo 3.9. Retomamos el ejemplo 3.4 de la cuantizacién del fibrado cotangente 7°Q
con forma canénica w = dp; A dx’ y potencial simpléctico § = p jdqj . Escogeremos
por conveniencia una polarizacién real, es decir, tal que = P. En coordenadas locales,
las derivadas parciales respecto de las variables de momento, d/dp; generan la llamada
polarizacion vertical de T*(Q. Puesto que la generan n vectores, es de dimensién n. Ademads,
puesto que

0 0
‘“(a’a—pk) =0,

la distribucién es Lagrangiana en cada punto. Al ser real, la dimensién de #,, N P, es
constante. Finalmente, para ver que es involutiva notamos que el corchete de Lie

[X,Y] = (XY -YX/ )%

Pj

de dos campos vectoriales de la forma f; /dp; es de nuevo una combinacién lineal de
los vectores d/dp ;. Los estados del sistema cuantico serdn entonces las secciones ¢ de L
tal que
pj Pj Pj

ya que 6 no tiene término en dp ;. Es decir, los estados cuantizados serdn las secciones que
no dependen del momento, solo de la posicién, y lo identificaremos con el espacio usual
L?(Q). Notemos que debemos modificar la medida, integrando solo sobre ¢ para que las
integrales no diverjan. Este problema se soluciona con la introduccién de las medias for-

mas (half-forms)'®, que modifica la medida de la integral para darnos el conocido producto

19 La introduccién de las medias formas requiere un considerable bagaje matematico y no entraremos en
ello. Vemos que uno de los problemas de la cuantizacién geométrica son los sucesivos “parches” matematicos
que hay que ir afiadiendo para obtener los simples resultados de la cuantizacién canénica, que por supuesto son
mucho mas limitados.
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interno

/WM@F@
o

La condicion para que un observable cualquiera f € C*(M) preserve la polarizacién
es que

d O2f \ 0 0f \ 0
Xp——| er(®) Vi ) eT k
[f’apk]e ®) < (apjaqj)apj (6pj(9pj)8qje #) v
2f
apjapk

es decir, que f sea como mucho lineal en p,

f(a.p)=f%q) + f(q)p; .

La cuantizacién de un observable f es igual a (3.6) eliminando el término d/dp;, ya que
los estados solo dependen de g. Hemos eliminado el término que sobraba, obteniendo la
cuantizacién usual para los operadores de posicién y momento en representacién de posi-
cién,

0
dq/

La cuantizacién de un observable cualquiera actuando sobre un estado ¢(g) es

@'=q’, pj=-in

R Y
Fota) = (£9)(a) = inf (5 0) 4 -

Concluimos que el nimero de observables que preservan los estados tras incluir la pola-
rizacién es limitado, en particular, la energia cinética p2/2m no la preserva. Dicho de otra
forma, cuando la funcién de onda evoluciona deja de depender solo de la posicién para
depender también del momento.

Notemos que si en vez de haber tomado el potencial simpléctico 6 = p J-a’qf hubié-
semos tomado 6’ = ¢’/dp;, hubiésemos obtenido la representacién en momento de las
funciones de onda ¢(p) y los operadores

¢/ =ih—, p;=p;. &

Como ya mencionamos, los ejemplos mds ttiles de cuantizacién geométrica se apli-
ca a variedades de Kéhler. Ya hemos visto como determinadas polarizaciones nos dan la
representacion en posicién y momento de la mecanica cudntica, y ain podemos dar otra
mas con la que obtenemos la representacion holomorfa o de Bargmann. Con la cuantiza-
cién holomorfa se puede construir el espacio de Fock de bosones y aplicarlo al oscilador
armonico, obteniendo los operadores de creacién y aniquilacién.
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Ejemplo 3.10. En este ejemplo obtendremos el espacio de Fock de bosones y la represen-
tacion de Bargmann cuantizando una variedad de Kéhler. Sea M una variedad de Kahler
con métrica plana §,; y coordenadas candnicas g/ y p;. La forma simpléctica y el po-
tencial simpléctico se pueden escribir en términos del potencial Kdhleriano K = %Z iZj
(entendiendo que se suma en el indice repetido j),

w=dp; Adg’ = %dzj Adzj = —iddK, 6=—idK = —%zjdzj .

Consideramos la polarizacién generada por las derivadas en las coordenadas antiholomor-
fas 9/0z;. Vemos que 0(9/0Z;) = 0, asi que la derivada covariante en el gauge 6 a lo largo
de un vector base de la polarizacién X = d/0Z; actuando sobre una seccién ¢ de L es

dy
Vxp=—,
y serd igual a 0 si y solo si la funcién ¢ es holomorfa ¢(z). Si cambiamos de gauge al dado
por el potencial simpléctico

1 o .
0 = g(pjdq] -q’dpj) = 6+%dK,

vemos que las secciones polarizadas cambian por un factor de fase exp(i(iK/2)/h) (recor-
demos la discusién vista en la seccién anterior sobre los gauges),

I ZjZj )
,Z) = exp| — —]) .
¢'(2,2) = ¢(2) Xp( m
El espacio de Hilbert de secciones cuantizadas debe ser tal que su norma sea finita respecto

a la medida de Liouville di = " /(27Rh)",
/ lﬁl(z’ Z)QD,(Z, Z) dﬂ < 00 .
Cn

2
es decir, las funciones holomorfas ¢(z) cuya norma respecto al peso exp( - %) sea finita,

2
_ |z
/ sD(Z)so(Z)eXp( - —) dl < .
cn 4h
Vemos que este espacio de Hilbert es justamente el espacio de Bargmann visto en la sec-
cién 2.4 generalizado a varias dimensiones. En este caso no necesitamos reducir el dominio
de integracion ya que la métrica ¢ j; es definida positiva y por tanto existen funciones para
las que la integral converge, por ejemplo, los polinomios. Una funcién de este espacio, por
ser holomorfa, se puede escribir como

. 1 .
o(2) =" +¢/zj+ ESDJkZJZk +o

asi que el espacio formado por las funciones simétricas en los coeficientes del desarrollo
anterior no es mas que el espacio de Fock de bosones ¥ = C ® STH; ® S;Ho ® - - - visto
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en el primer capitulo.

El campo Hamiltoniano de un observable f viene dado por

X, = 9 ( of o0 of o0 )
1=z, 0z; 0707,
y la condicién para f que se pueda cuantizar es que [X¢,d/0z;] € I'(P), lo que nos lleva
a que f debe contener un término f/¥z jZk y el resto términos lineales en z; y z;. Tres
ejemplos importantes son la cuantizacién de z;, Z; y |z|*/2, que en el gauge 6’ actian
sobre una seccién ¢(z) como los operadores de creacién, destruccién y Hamiltoniano del
oscilador arménico (salvo el sumando 1/2) en la representaciéon de Bargmann:

0D =20(2), QN =2hp, QU/Dg=hzyp.
Zj 0z j
Sin embargo, la cuantizacién no es plenamente satisfactoria: nos falta un sumando en la
energia del oscilador. El término 1/2 se consigue con la llamada correccion metapléctica.
Brevemente, si X; son n campo vectoriales que generan la polarizacién, tomamos la matriz
Ay tal que [ X, Xi] = Aj X; y definimos la cuantizaciéon de un observable f como

O(f) = =iV, + f - Stx(A)

Esta modificacién aplicada al operador Q(|z|?/2) nos da el Hamiltoniano conocido del os-
cilador arménico n-dimensional
. 0 n
A=n(zlon).
aZ j 2
El espectro de este operador recupera el espectro del oscilador arménico en cada coorde-
nada z;

{h(m+%) |m EZZ()} ,

que es discreto y no negativo. Mejoramos asi el resultado del ejemplo 3.6, en el que obte-

niamos un espectro no acotado inferiormente. ¢

Ejemplo 3.11. Retomamos el ejemplo 3.5 de la cuantizacién del “espin”. Esta vez conside-
raremos la esfera S? como una variedad de Kihler cuyas coordenadas vienen dadas por la
proyeccién estereografica sobre R%. No podemos dar unas coordenadas globales en toda la
esfera, necesitaremos como minimo dos cartas que la cubran entera salvo los polos norte
y sur, respectivamente. La carta que cubre salvo el polo norte (x3 = 1) es

siendo (x1, X2, x3) un punto de la esfera visto como un objeto en R3. Las coordenadas para
la otra carta son las mismas con signo opuesto en el denominador. Atendiendo a la con-
dicién de Weil para la precuantizacion, la familia de formas simplécticas que la admiten
son

dz ANdZ

= ihn—o—"" |
w(”) l n(1+ZZ)2
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con potencial Kihleriano K = nfiIn(1 + zZ) y potencial simpléctico 8 = —idK = —in<%& Trs
Si tomamos de nuevo la polarizacién generada por la derivada antiholomorfa /07, las
funciones de onda son ¢(z) exp(—K/2%) con ¢(z) holomorfa. El producto interno vuelve
a ser

i dz NdZ K L dz A dz K/
271. 2 (1+ —)2 W(Z)SO(Z)e = 27 Jeo (1+ —)n+2 lﬁ(Z)(p(Z)e

Podemos probar a hacer un cambio de variable a coordenadas polares z = Re'®, |z|2 =
R?, y tomar el producto interno de dos monomios z” y 7,

7 RAR Ada s i omer T(1+m)T(1+n—m)
R e = Omm’ .
(1+R2)m2 I'(n+2)

Resulta que la funcién gamma no esta definida en los enteros no positivos, asi que las
funciones holomorfas que cuanticemos no pueden tener términos de orden mayor que n o
tendriamos una singularidad en el numerador. Si normalizamos los estados {1, z, ..., 7"}
obtenemos una base ortonormal de nuestro espacio de Hilbert que coincide con los estados
de espin que se obtienen por cuantizaciéon de estados coherentes [Gazeau, 2009, cap. 6;
Radcliffe, 1971]. Si definimos j = n/2, podemos dar la siguiente interpretaciéon como el
espin de una particula siguiendo [Nair, 2016, p. 24]. Los operadores

Z Z nl-—|z|?
Jo=—n———, J=-n——, Jy=-
¥ 1+]z]2 1+]z2° 727 21422
tienen cuantizacion
n
Q(Js) = 2P0 =nz, QU)=-0:, QUs)=20:-7,

que son representaciones unitarias irreducibles del dlgebra su(2) con dimensién n + 1 =

2j + 1, siendo j el nimero cuantico de espin. ¢
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Capitulo 4

Cuantizacion Integral Covariante

Ante los problemas que presenta la cuantizacién geométrica, presentamos un enfoque
distinto a la cuantizacién que es actualmente drea de investigacion: la cuantizacién integral,
en concreto la cuantizacién integral covariante. Las bases de este método estan en la cuan-
tizacién por estados coherentes, con origen en los afios 60 del siglo pasado con los trabajos
de Klauder, Sudarshan y Glauber, este dltimo mientras estudiaba los estados cuanticos
de la radiacion electromagnética y que le merecieron el premio Nobel en 2005. La cuan-
tizacién integral surge entonces como una generalizacién de la cuantizacién por estados
coherentes, sustituyendo estos por una familia de operadores mas general. Si la cuantiza-
cién integral se realiza en un grupo buscando la propiedad de covarianza surge entonces la
cuantizacién integral covariante. Sentaremos las bases de estos métodos y daremos unos
ejemplos introductorios, fundamentales para aplicaciones mas avanzadas como la que se
puede encontrar en [del Olmo y Gazeau, 2020] para cuantizar un espacio-tiempo Anti de
Sitter 1+1 o en [Bergeron, Dapor et al., 2014; Gazeau, 2016] con aplicaciones en cosmolo-
gia cuantica.

Las referencias utilizadas para este capitulo se detallan a continuacién. Para una intro-
duccién a los estados coherentes consultar la referencia [Gazeau, 2009]. Una introduccién
sencilla a la cuantizacién integral se puede ver en [Gouba, 2019] y otras mas avanzadas en
[Bergeron, Curado er al., 2014; Gazeau y Heller, 2014]. Los ejemplos de cuantizacién de S*
y S? se pueden consultar en [Gazeau y Heller, 2014]. El ejemplo de la cuantizacién integral
aplicada a cosmologia puede encontrarse en [Bergeron, Dapor er al., 2014; Gazeau, 2014;
Gazeau, 2016]. Finalmente, el ejemplo de cuantizacién del grupo de Weyl-Heisenberg pue-
de encontrarse en [Bergeron y Gazeau, 2014; Gazeau, 2014].

4.1. Cuantizacién por estados coherentes

Para comprender la cuantizacién integral vamos a comenzar introduciendo brevemente
los estados coherentes. Consideramos un espacio X sobre el que definimos el espacio de
Hilbert H de funciones ¢ : X — C de cuadrado integrable respecto a cierta medida du,

/ 16002 dua(x) -
X

Para construir los estados coherentes deseamos imponer dos condiciones sobre nuestro
espacio de Hilbert:

1. Paratodo ¢ € H y x € X, ¢(x) estd bien definido.
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2. La aplicacién que evalia cada funcién en x

6x(¢) = ¢(x)
es continua para casi todo x € X.

Por ejemplo, la primera condicién se cumple si el espacio H es de funciones continuas
y la segunda si H es de dimensidn finita. Ahora bien, el teorema de representacién de
Riesz nos dice que cualquier funcional continuo ¢ tiene asociado un tnico vector v tal
que ¢(v) = (vy|v), siendo (-|-) el producto interno en el espacio de Hilbert. Asi, podemos
asignar un Unico vector p, € H a nuestro funcional de evaluacién (que funciona como
una delta de Dirac),

(Pxld) = ¢ (x) .
Definimos entonces los estados coherentes como los vectores p, normalizados
_ |px) . _
|x) = N ()12 siendo N (x) = {(px|px)

(en notacién Bra-Ket de Dirac). La propiedad mas importante de los estados coherentes es
que se pueden usar para construir una resolucién de la identidad

Iiémwmmwm»

Efectivamente, dado cualquier estado |¢),

N(x)
x N(x)

[ N0l i) ) = $O00) du() = [ 61800 du(x) = (10).
El ejemplo mas conocido de este tipo de estados coherentes son los autoestados del opera-
dor de posicion |x) habituales, que actian sobre un vector ket dindonos su representacion
de posicion (x|¢) = ¢(x), es decir, |x) es la delta de Dirac que evalda ¢ en x. Como es
bien conocido, los proyectores sobre estos estados cumplen la propiedad de resolucién de
la identidad.

Existen otras formas de construir estados coherentes. Por ejemplo, si tenemos una base
ortonormal {¢,} de H que cumple

N(x) = loa@) < o0,

automaticamente se cumplen las condiciones 1 y 2 mencionadas. En esta base, se pueden
definir los estados coherentes

) = —

VN (x)

Podemos reescribir estos estados en términos de una base ortonormal |e;) en correspon-
dencia con las funciones ¢,,,

D En(x)pu(x) .

¢n(x) = VN(X)<X|€n> ,
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como

x) =

1 _
Z $n(x)|en)
VN(x) 5
Encontramos un ejemplo de estos estados coherentes en el espacio de Bargmann, donde

la base ortonormal son los estados niimero |7) y las funciones ortonormales
— . 2
¢n = 7"/Vn! . Teniendo en cuenta que N(x) = el*l", los estados coherentes son

| o0
—HS
=O

Como cabria esperar, se cumple la resolucién de la identidad

d2Z ~ , 7" Zn’ —|z|2d2z _ ~
LpeSE = S [ e = Sl = 1.

Onn’

Una vez que tenemos los estados coherentes podemos comenzar a cuantizar observa-
bles cldsicos. Dada una funcién f(x), le asignamos un operador Ay en H mediante la re-
solucién de la identidad

froAp= /x £l dv(x) . (41)

redefiniendo la medida como dv(x) = N(x)du(x). Vemos que se cumplen la deseada pro-
piedad de linealidad y que la cuantizacién de la constante 1 es la identidad /. Puesto que
la propiedad que nos da la cuantizacién es la resolucién de la identidad, podemos tomar
un conjunto de vectores en el espacio de Hilbert que la cumplan para emprender la cuan-
tizacién. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.1. Consideramos el plano R%. Como es bien sabido, los vectores

={) . m2=7).

forman una base de R? que nos dan la resolucién de la identidad

o+t =y o)+ (0 9) =59

Sin embargo, esta no es la tnica forma de describir vectores en el plano. Podemos tomar
un sistema de N generadores

2k cos(%) B
T>‘(sm(%) . k=0,...,N-1. (42)

Con el peso 2/N, se obtiene la resolucién de la identidad

_Z ‘27rk><27rk ((1) (1))
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Si tomamos el limite N — oo y pasamos a una variable angular continua

cos 6 cos? 6 cosf@sind
10) = (sine) = 16)(6] = (cosesine <in? 0 ) . (4.3)

Si integramos con el peso 1/ obtenemos correctamente la resolucién de la identidad

1 2ﬂ|9>(9|d0—l [cos’0d6 [ cos@sin@dd) (1 0
7 Jo 7 /cos@sinQdQ /sin29d6’ o 1)~

Describir el espacio de Hilbert en términos de estos estados coherentes nos permite cuan-
tizar facilmente observables mediante (4.1) con la medida dv(6) = df/n. Por ejemplo, la
cuantizacién de la funcién angular 6 es la matriz

1
7r ——
AH = (_l 7T2) )
2

con autovalores (resultados de una posible medida de 6) 7 +1/2. ¢

4.2. Cuantizacién integral covariante

La cuantizacién integral mantiene la esencia de la cuantizacién por estados coherentes
y va un paso mas all4, reemplazando los proyectores |x) (x| por una familia {M (x) |x € X}
de operadores acotados en un espacio de Hilbert H que resuelven la identidad respecto a
una medida dv(x),

/M(x) dv(x)=1.

X

Definimos entonces la cuantizacién de una funcién compleja f : X — C como la asigna-
cién

froAp= /X ) M) dv(x) .

entendida como la forma bilineal B s*° que asigna a dos estados i1 y i el escalar

B () = /X FE WM

que ha de estar definida por lo menos en un denso de H.

Nos interesaremos principalmente por las familias de operadores semidefinidos posi-
tivos y con traza unidad, es decir, operadores de densidad, que denotaremos p(x). En este
caso, si f es real y acotada superior o inferiormente, podemos extender de forma tnica Ay
a un operador autoadjunto en todo H (en principio solo estd definido en un denso). Es la
llamada extensién de Friedrich [Reed y Simon, 2007, p. 177]. Aunque no entraremos en

20 En realidad, sesquilineal, ya que sia € C entonces By (ay1,¥2) = aBy(Y1,¢2) y By (Y1, ay2) =
aBy (Y1,¢2) .
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muchos detalles de decuantizacion, la vuelta al limite clasico se realiza a través del llamado
simbolo covariante de Berezin

Ay f@) = [ PO Trp@p DAy (44)

La cuantizacién integral covariante se centra en familias de operadores construidas sobre
un grupo de Lie G. Puesto que los grupos de Lie son variedades diferenciables (se pueden
parametrizar localmente de forma continua), podemos definir una integracién en G. De
hecho, existe una medida invariante por la izquierda du(g), llamada medida de Haar. Una
medida es invariante por la izquierda si la medida de cualquier conjunto es invariante bajo
la traslacién izquierda de todos los elementos del conjunto por un elemento g € G. Si
tenemos una representacion unitaria e irreducible g — U(g) de G en H y un operador
M en H, podemos construir una familia de operadores por medio de la representacién U':

M(g) =U()MU'(g), g€G.

Definimos ahora otro operador

R= /G M(g) du(g)

y suponemos que estd definido al menos en un denso de H. Usando la invarianza por la
izquierda de la medida vemos que se cumple

U(g)RU (50) = | M(gog) du(gog) = / M(g0g) du(s) =R, VgoeG.
80G G

ya que U(go)U(g) = U(gog) por ser una representacion. Como la representacion es uni-
taria deducimos que R conmuta con todos los operadores U(g), y aplicando el lema de
Schur concluimos que R = ¢/, siendo / la identidad y ¢ la constante

‘= /G Tr(poM(g))du(g) .

donde pg es un operador semidefinido positivo tal que la integral converge. Asi, la familia
M (g) resuelve la identidad respecto a la medida dv(g) = du(g)/c,

/ M(g) dv(g) = 1.
G

Para entender este novedoso método de cuantizacién vamos a estudiar la cuantizacién
integral covariante de algunos grupos.
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4.2.1. Cuantizacidn de la circunferencia

Para desarrollar una intuicién sobre cémo funciona la cuantizacién integral covariante
comenzamos por el ejemplo mas sencillo que podiamos pensar: la circunferencia S*. Vi-
sualizaremos S' como el grupo de Lie de niimeros complejos de médulo unidad con el
producto. Serd un espacio con medida

do
dv(x) = - 0 € [0,2n) .

Consideramos el espacio de Hilbert { = R? sobre el que actiia el grupo de rotaciones
SO(2) con la representacién usual de matrices 2 X 2. La matriz densidad mas general que
podemos escribir en R? es

prs = ( 1+ Lcos2¢ 1 Lsin 2¢ )
5sin2¢ 5 — 5cos2¢

en coordenadas polares 0 < r < 1,0 < ¢ < & (consultar [Gazeau y Heller, 2014, p. 23]).
Estas matrices tienen la propiedad de covarianza, es decir, dada una rotacién

cosf sinf
sinf@ —cos@

R(6) = ( ) € S0(2)

de angulo 6, se comprueba que

R(0)™ pr.g R(6) = prgs20 = prp(6) -
Si integramos respecto a la medida dv obtenemos la resolucién de la identidad
27 (9)@ ~ 27 %+%COSQ(¢+9) %Sln2(¢+9) ﬁ _ 1 0
0 Pre T 0 %Sin2(¢+9) %—%c052(¢+0) x  \0 1]’

ya que los términos con senos y cosenos tienen promedio 0.

Usando esta resolucién de la identidad, un observable f(8) sobre la circunferencia tie-
ne asignado el observable cuantizado

a7 49 _((H+5C(H)  5C(f)
reoas= [ om0 = (PG G )
siendo (f) la media de fy C,, C; las funciones

2 f(Q) 2 do 2r

= [ 0. = [Tro-oe0® = [ re- ool
0 T 0 0 0

V4
El ejemplo mas sencillo de funcién que podemos pensar es la propia variable angular 6,
cuyo operador cuantizado resulta

T+ 5c082¢  5sin2¢
Ag = T s r .
5sin 2¢ 7T — 5C0s 2¢

Sus autovalores, es decir, los posibles resultados de una medida de este operador son 7 + 5
y se corresponden a los autovectores |¢ F 7) vistos en (4.3).
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4.2.2. Cuantizaciéon de la esfera

El grupo SU(2) es difeomorfo a la 3-esfera y por tanto es una variedad de dimensién 3,
cuya medida de Haar es la medida de superficie en la 3-esfera. Este grupo es isomorfo a los
cuaterniones unidad y nos sera util esta identificacién a la hora de cuantizar. Damos por
ello unas breves nociones sobre el grupo de cuaterniones H. Es un grupo multiplicativo,
isomorfo a R, xSU(2) y aR*. En la base usual de R*, un cuaternién se puede escribir como
una cuaterna ¢ = (go, g1, 92, 93) = (qo,q) en la base usual de R*. El isomorfismo con
R, x SU(2) viene dado por la identificacién de la base usual de R* con la matriz identidad
y las matrices de Pauli

10 0 i 0 -1 i 0
(0 1)‘_’60’ (i 0)‘_’61’ (1 0)‘_’62’ (o —i)HeS' (45)

La operacién de grupo es la multiplicacién
a9’ = (9090 - G440 + 904+ X §') .

También nos vendra bien la operacién de conjugacién ¢ = (go, —4), la norma lgll? = qg

y la inversién ¢~ = ||qq||2 . Los cuaterniones unidad seran entonces aquellos con norma 1

y constituiran un subgrupo isomorfo a SU(2).

El interés especial de los cuaterniones en fisica es que se pueden usar para rotar objetos
en R? de forma més eficiente que con matrices (se hacen menos operaciones). Esto se hace
tomando un cuaternién unidad

&= (cos %, sin % ﬁ) e SU(2),
que actiia sobre un vector (0, 7) € R3 rotandolo un angulo w perpendicular a un eje 7:
(0,7) = £(0,7)E .
Si tenemos por ejemplo un vector
n = (sin 6 cos ¢, cos )

podemos verlo como el vector que apunta al polo norte, e3, rotado con el cuaternién

. . 0 .0
(0,n) = &,(0,e3)é, , En = (COS 5 Sin §u¢) ,
siendo uy = (—sin ¢, cos ¢, 0).
Volvamos a nuestra cuantizacién. Tomaremos como espacio de Hilbert = C?, sobre
el que actia la representacién anterior del grupo SU(2). La bola unidad B ¢ R? se puede

usar para parametrizar las funciones de densidad 2x2 tomando un vector d € B (||d|| < 1).
Una matriz de densidad p se puede escribir

1
= (I -iD),
P 2( iD)
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siendo D la matriz asociada al cuaternién (0, d) mediante la correspondencia (4.5)

id3 id' — d?

D=list+a® —id®

Ahora, mediante la representacién matricial de los cuaterniones ¢ podemos definir la fa-
milia de matrices densidad

p&) = £pk = (1 - iEDE)

En nuestro caso queremos construir una familia de operadores sobre la esfera S?, asi
que nos limitaremos a restringir los cuaterniones ¢ a los correspondientes a las rotaciones
que llevan el vector e3 a cualquier vector en la esfera 7. La integral para un vector d =
(x,y,z) (con el que construimos p) es entonces

sin 6 dOd¢ 1 x+i
[t (1 xxi)
G2 21 x =iy
donde se ha usado la representacién matricial de &

£ = ( cos § (—cos ¢ — isin ¢) sin )

(cos ¢ — isin ¢) sin g cos g

Vemos pues, que para tener una resolucién de la identidad debemos tomar d = (0,0, d)
con 0 < d < 1. Con esta restriccién ya tenemos la deseada resolucién de la identidad

Ya podemos proceder a cuantizar funciones sobre S2,

o sin0dodg  ((f) +dC.(f)  dCy(f)
oAy ‘/szf 0.9)p ()5, ‘( dC,(f) <f>—dCc(f))’

donde, de forma similar al ejemplo anterior, (f) = % /SQ f(6,¢)sinfdodo,

cc(f):i/f(9,¢)cosesm9d9d¢, cs(f):i/f(e,¢)e"¢sin29d9d¢.
A Jg2 Ar Js2

Las variables ¢ y cos 6 con candnicas respecto a la forma simpléctica sin 8d6 A d¢ (que
nos da la medida en la esfera respecto a la que estamos integrando, salvo por el factor %)
asi que podemos pensar que dichas funciones son las mds simples que podemos cuantizar.
Para la funcién coordenada ¢,

- nd
Ay = H=nl+—
T s

ue tiene autovalores 7 + Z¢ con autovectores 1, +i) . Por otro lado, la cuantizacién de
4

cos 0 resulta
A ~df1 0\ _d
cosf = 3lo -1/~ 30'3 ;
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con autovalores i‘é y autovectores (1,0) y (0, 1) . Notemos que las matrices 0% y 073 son
las matrices de Pauli, asi que el conmutador de estos operadores cuantizados se asemeja al

conmutador de matrices de Pauli
d?
[A¢a ACOSG‘] = lTo-l .

Antes de finalizar, notemos que si por el contrario quisiéramos cuantizar el grupo SU(2),
efectuariamos la integral de los operadores p(&) respecto a la medida de Haar en dicho
grupo, dv = %SinZa sin 6 da d6 d¢. Obtendriamos asi la resolucién de la identidad

/ p&dv=1
SU(2)

sin mds que hacer la integral en representacién matricial de los cuaterniones [Gazeau, 2014,
p. 8]

4.2.3. Cuantizacién afin y cosmologia

Veamos otro ejemplo, introductorio dentro de lo que cabe, y con aplicaciones practicas,
en este caso a la cosmologia. Damos un giro respecto a los ejemplos anteriores y pasamos
de cuantizar variedades curvas a cuantizar el semiplano superior. Denotaremos por

IL ={(p,q9) |peR,q >0}

al semiplano con la medida invariante por la izquierda dg dp. Visto como un grupo, la
operacion en el semiplano es la multiplicacién

po
(q,p)(qo,po)=(qqo,;+p) , g>0,peR.

Denotaremos este grupo por Aff, (R), el grupo afin en la recta real. La representacién uni-
taria, irreducible y de cuadrado integrable que usaremos para la cuantizacién viene dada
por

U(q.p)ur(x) = efgw (g)

sobre el espacio de Hilbert L2(R*, dx) de funciones de cuadrado integrable respecto a la
medida usual (R} son los reales x > 0).

Para construir nuestra resolucién de la identidad partimos de un vector de norma uni-
dad (respecto a la norma / ly|?dx) en L2(R%, dx) N L2(R%, dx/x) y definimos a partir de
€l la familia de estados coherentes

lg,p) =U(q,p)l¥) .

Puesto que la representacion U es de cuadrado integrable, tenemos la resolucién de la iden-

tidad?! dod
qap

/ |q’p><q’P|2—:I’
I, Tc

21 El desarrollo matematico es complicado, usando propiedades de los polinomios de Laguerre. Aunque no
entraremos en ello, puede consultarse en el articulo [Gazeau y Murenzi, 2016, p. 5].
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siendo la constante ¢ = /0 | (x )|2 &

Ahora que disponemos de la resolucién de la identidad podemos comenzar a cuantizar
observables mediante la asignacién

dqd
f'_’Af—/ f(q.p)la. p){q, pl 77

Comenzamos cuantizando las variables canénicas g y p, que nos daran la conocida cuan-
tizacion canénica. El operador A, es la derivacién P = i g—x y el operador A, cumple la
funcién del operador de multiplicacién por x, que llamaremos Q, salvo por la aparicién de
una constante: A, = cQ. Por otro lado, la cuantizacién de la energia cinética p2 es

k
Ap2 = P2 + -3 >
0
. _ 00 ’ 2 @ . .z
siendo k la constante k = J, ' (x)|“x<> . La interpretacién que podemos dar a esta ener-

gia cinética es que una particula moviéndose en el semieje positivo nunca llega al origen,
pues requeriria una energia infinita.

Podemos proceder a aplicar la cuantizacién afin a un modelo de cosmologia cuantica,
en el que nos encontramos una singularidad similar a la vista en la energia cinética. Toma-
mos un modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker lleno de fluido barotrépico (la
presién solo depende de la densidad) con ecuacién para la presién p = wp, siendo p la
densidad del fluido y w el contenido de radiacién. El Hamiltoniano de este modelo es

h(q, p) = a(w)p? + 6ktgP™

con a(w) = 3(1 -w)2/32y B(w) = 2(3w +1)/(3(1 — w)). Supondremos que el universo
es cerrado (¢ = 1) y que tiene un contenido de radiacién w = 1/3. Tomando un vector
unitario ¢ (x) sobre R}, tenemos el Hamiltoniano cuantizado

S p2y K(y)
An = 24P 2402

+6M(y)Q”

donde K y M son constantes estrictamente positivas. Se demuestra que si K(y) > %,

entonces el Hamitoniano cuantizado es autoadjunto, dando una evolucién unitaria’? del
modelo cosmoldgico.

Si efectuamos una decuantizacién a través del simbolo covariante de Berezin (4.4) y
restaurando algunas constantes, obtenemos el modelo semiclasico

.\ 2 2
a 9 9 9 1 kc®  8rG
(;) +cap(l-w) A—V2 +B_a2 =32

22 El teorema de Stone nos dice que si H es un operador autoadjunto, entonces los operadores U () = e!'H

parametrizados por f real son unitarios.
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siendo a el factor de escala proporcional al volumen del universo a ~ V'/3 y relacionado
con el ritmo de expansién V/V ~ d/a. El término proporcional a 1/V? no aparece en la
ecuacioén clasica. Este potencial repulsivo proporcional a % hace que en este modelo el
universo sea compacto, compensando a la densidad del fluido p ~ a=3"*) cuando a — 0,
llegando a un equilibrio.”?

4.2.4. Cuantizaciéon de Weyl-Heisenberg

Finalizamos esta introduccién a la cuantizacién integral covariante con un grupo muy
conocido en fisica: el grupo de Weyl-Heisenberg Gy .>* Comenzamos para ello definien-
do los operadores escalera sobre un espacio de Hilbert  con base ortonormal {|e,) | n >
0}:

aley) = Vnlen-1), aleg) =0, a'le,) = Vn+1len) .

El conjunto de operadores {a, a', I} genera el dlgebra de Lie del grupo de Weyl-Heisenberg,
caracterizado por la relacién de conmutacién

[a,a’]=1.

El teorema de Stone-von Neumann (ver [Hall, 2013, cap. 14]) nos garantiza que existe una
Unica representacion unitaria e irreducible del algebra y grupo de Weyl-Heisenberg.

Usaremos como espacio de medida X = Gyy/C = C, donde C = R es el centro del
grupo, con la medida invariante d?z/x. A cada z € C le corresponde un operador unitario

desplazamiento D(z)
a'—za

7z D(z) =e€° ,
que tiene las propiedades
D(-z) =D(2)' = D(2)7, D(2)D(Z) =@ E) 2Dz +7).

Para construir la resolucién de la identidad tomamos un peso w(z) tal que w(0) =1y
definimos el operador acotado

w=[wepet:.

Con este operador parametrizamos la familia de operadores desplazados
M(z) = D(z)MD(z)" .

Teniendo en cuenta las propiedades anteriores, deducimos que

D(2)D(Z)D(z)" = D(z2)D(Z)D(~z) = ¥ =) 2 D(z+ Z)D(-2) = ¥ D(2) .

23 Notemos que este modelo de universo compacto es puramente especulativo.

24 El grupo de Weyl-Heisenberg es C" X R con la operacién (c1,#1)(c2,t2) = (c1 + c2,t1 + 12 + Re(cy) -
Im(c2)). La medida de Haar es la medida d?zd?. El centro del grupo, los elementos que conmutan con todos,
son los del tipo (0, 7) y por tanto el centro es R.
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Teniendo en cuenta que la delta de Dirac compleja se puede escribir como la transformada
de Fourier simpléctica
=1zt dZZ,
PR =7T52(Z),
C T

podemos obtener nuestra resolucién de la identidad

d’z d’z (d*7 , B
/C ML= /C L /C w(Z)D(2)D()D(~z2) =

T

2 2. 2,
— / < ./d “w()eFED(7) = / = w(Z)6(z)D(Z') =w(0)D(0) =1
c T c T c

Ya que disponemos de la resolucién de la identidad podemos cuantizar observables clasi-
cos

2
foa= [ M@0

Una primera propiedad de esta cuantizacién, consecuencia del desarrollo anterior, es que
la cuantizacion de la delta de Dirac es

Amgz(z) =M .
Otra propiedad es la llamada covariancia

Af(z—z0) = D(20)A s D (20)" .

Siempre que w(z) sea derivable e integrable en 0, podemos usar la delta de Dirac para
cuantizar facilmente las funciones z y Z

Az = =[w(2)0:D(2) + D(2)9:w(2)]z=0 = aw(0) = d:w(2) =0 ,
Az = [W(2)3:D(2) + D(2)0:w(2)]z=0 = a'w(0) + 0w (2)|z=0 »

donde hemos usado :D(z) = —(a—5)D(z) y 9;D(z) = (a" - %)D(z) . De la cuantiza-
cién de las funciones “posicién” g y “momento” p (z = (g +ip)/ \/5)

V2 V2

= — +_’ = — —_’
q 2(z 2) p 2l.(z 2)

resultan los operadores (recordemos que w(0) = 1)

Ay =2 ((@+ah) = 2w+ dw2))

Ap = g ((a —a') = d:w(2)]o - 3zW(Z)|0) ,

De donde se obtienen las relaciones de conmutacion candnicas
_ — 7 T
AjA, —A,A,=ila,a'].
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Notemos que si tomamos un peso w real tal que w(z) = w(—z), obtenemos cuantizacién
usual de z y Z, analoga a la obtenida en el ejemplo 3.10 con cuantizacién geométrica.

A =a, A:=a'.

Volviendo al caso de un peso general, la energia del oscilador arménico clasico |z|? =
(p? + ¢*%)/2 tiene asociado el operador cuantico

1
App = a'a+d.wloa — d:lpa’ + 3 0.0:wlo ,
que en el caso de w real y par se reduce a
i1
Az =a'a+ 3 d.0:w|p .
Encontramos justamente la cuantizacién de la energia del oscilador armoénico salvo una
constante adicional. Este término adicional no deberia importarnos, ya que si restamos a

A|2 el minimo de energia potencial —d,9;w | recuperamos el Hamiltoniano usual del os-
cilador armoénico [Bergeron y Gazeau, 2014, p. 15].
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A lo largo de este trabajo hemos analizado diversos métodos de cuantizacién. En el
primer capitulo se han recogido los métodos mds conocidos y fiables para cuantizar un
sistema clasico. Comenzamos hablando de cuantizacién candnica, el método por antono-
masia que ha probado su eficacia durante mds de un siglo. La cuantizacién canénica per-
mitié cuantizar los primeros sistemas cuanticos, como el atomo de hidrégeno para obtener
su espectro. La virtud de este método es también su punto débil: la sencillez. El método
funciona muy bien con sistemas simples, pero yerra al considerar espacios de fases mas
complejos. De hecho, la cuantizacién candnica solo permite cuantizar espacios planos. Los
espacios curvilineos en los que se trabaja en relatividad general se escapan a este procedi-
miento de cuantizacién.

También vimos la segunda cuantizacién, que se puede considerar como la cuantizacién
canonica aplicada a la teoria cuantica de campos. Este método de cuantizacién ha probado
ser realmente exitoso en la cuantizacién del campo electromagnético. Sin embargo, el mé-
todo mdas comun para cuantizar en teoria cuantica de campos es por medio de la integral
de camino de Feynman, que se ha usado para cuantizar las teorias de Yang-Mills. En el ca-
pitulo primero vimos cémo la integral de camino se puede usar para cuantizar una teoria
clasica en mecanica cuantica, por medio de la descripcién Lagrangiana de mecanica clésica.
El mayor problema de la cuantizacién por integrales de camino es que ain no posee una
teoria matemadtica rigurosa debido a la dificultad de trabajar con medidas estocésticas.

Vistos los problemas que tiene la cuantizacién candnica para cuantizar espacios curvos,
se introduce la cuantizacién geométrica. El objetivo principal es tomar una variedad sim-
pléctica arbitraria, que describe un espacio de fases, y construir a partir de ella un espacio
de Hilbert. La mayor ventaja de esta cuantizacion es que se puede aplicar a gran variedad
de sistemas. De hecho, la mayoria de sistemas clasicos se describen a través de variedades
simplécticas, por lo que nos encontramos ante un método muy prometedor. Como ejem-
plos practicos vistos en el trabajo, destacamos la cuantizacién de un espacio cotangente
plano y la esfera.

Sin embargo, solo para cuantizar estos ejemplos sencillos requerimos un amplio y com-
plicado abanico de herramientas de la geometria diferencial: fibrados, conexién, polariza-
ciones... y an asi no resultan completamente satisfactorios. Por ejemplo, en el fibrado co-
tangente solo hemos sido capaces de cuantizar polinomios lineales en el momento, dejando
fuera la energia cinética. La cuantizacién de esta energia requiere la introduccién de otro
elemento geométrico: los ndcleos de Blattner-Kostant-Sternberg. Como vemos, aunque la
cuantizacién geométrica sea un método general requiere de mucha complejidad incluso
para cuantizar el sistema mas elemental. Por estos motivos no resulta un método eficaz
y practico. Esto no quiere decir que debamos desecharla, pues como herramienta tedrica
permite vislumbrar claramente la conexién entre la mecanica cuantica y la clasica. Asi, por
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ejemplo, obtenemos mediante cuantizacién geométrica la existencia de distintos gauges o
la conexién con la integral de camino.

Ante las dificultades que presenta la cuantizacién geométrica, decidimos darle un cam-
bio de enfoque al problema de la cuantizacién. Abandonamos la geometria diferencial para
centrarnos en la cuantizacién integral, cimentada en las herramientas del andlisis funcional.
Comenzamos con la cuantizacién por estados coherentes, un método sencillo de cuantiza-
cién que nos proporciona rapidamente operadores en un espacio de Hilbert. A diferencia
de la cuantizacién geométrica, debemos escoger nosotros el espacio de Hilbert en vez de
surgir de manera natural, lo que seria un punto negativo de esta cuantizacién. Usando la
idea central de la cuantizacién por estados coherentes, la resoluciéon de la identidad, ob-
tenemos un nuevo método de cuantizacién que generaliza el anterior: la cuantizacién in-
tegral. En vez de construir la resolucién de la identidad con estados coherentes usamos
directamente una familia de operadores sobre el espacio de Hilbert.

A la pregunta de cémo se construye esta familia, entra para responder la cuantizacién
integral covariante, que nos permite cuantizar funciones sobre un grupo de Lie que actda
sobre el espacio de Hilbert a través de una representacion. La principal ventaja de este mé-
todo es que nos permite de forma sistematica cuantizar espacios de Hilbert equipados con
una representacion, algo que no podiamos con la cuantizacién geométrica, donde cuantiza-
bamos simplemente una variedad simpléctica. Vemos también que la cuantizacién integral,
siendo un método mas practico que la cuantizacién geométrica, no establece relaciones tan
claras entre la mecanica clasica y la cudntica.

Cabe mencionar que existen una gran variedad de métodos de cuantizacién que no he-
mos abordado en el trabajo. Por ejemplo, otro tipo de cuantizacion, en el que el uso de
grupos de Lie es fundamental, es la denominada correspondencia de Stratonovich-Weyl,
un caso particular de la cuantizacién de Moyal [Moyal, 1949], que utiliza la corresponden-
cia de Weyl [Weyl, 1931] para desarrollar la mecdnica cuantica como una teoria de funcio-
nes en el espacio de fases. Para ello se dota al algebra de dichas funciones de un producto
no-conmutativo (producto estrella o de Moyal) y los estados fisicos son representados por
funciones de Wigner [Wigner, 1932]. Debido a los problemas surgidos al tratar de aplicar
la teoria a sistemas fisicos con espin o a sistemas relativistas aparecio la correspondencia
de Stratonovich-Weyl [Carinena er al., 1990; Gracia Bondia y Varilly, 1988; Gracia Bondia
y Varilly, 1989], apoyada en las ideas de Stratonovich [Stratonovich, 1956]. Este método
se aplica a sistemas fisicos con un grupo de Lie de simetrias y se basa en la relacién entre
una 6rbita coadjunta (variedad simpléctica) y la representacién proyectiva unitaria irredu-
cible asociada (espacio de Hilbert soporte de dicha representacién).

En [Ali y Englis, 2005] se puede encontrar un resumen de muchos otros métodos. Ha-
blamos por ejemplo de la cuantizaciéon de Borel, que construye medidas a partir de los
operadores de proyeccién y que se puede ver como una generalizacién de la cuantizacién
candnica. Otro ejemplo es la cuantizacién por deformacién, que supone que la cuantizacién
del corchete de Poisson es solo una aproximacién al conmutador. Se construye entonces
la cuantizacién aproximando el conmutador con una serie de potencias en 7. El motivo
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de haber estudiado la cuantizacién geométrica en el trabajo ha sido su vinculacién directa
con el TFG de Matematicas complementario a este, en el que se trataba la descripcién geo-
meétrica de la mecdnica clasica. También hemos decidido examinar la cuantizacién integral
por ser un método reciente de investigacién activa, que usa otras herramientas matemati-
cas para atacar el problema de la cuantizacién de forma mas préctica. Asi, a lo largo de este
trabajo recorremos métodos de cuantizacién desde el origen de la mecdnica cuantica hasta
nuestros dias, pasando por los métodos mds conocidos, como cuantizacién canénica, hasta
métodos mas originales como la cuantizacién geométrica e integral.

En conclusién, el problema de la cuantizacién es muy complejo y conviene atacarlo
desde distintos dngulos. Ningiin método esta libre de inconvenientes y a dia de hoy es uno
de los grandes problemas abiertos de la fisica. Hasta que el problema se resuelva (si llega
tal dia) conviene hacer un analisis concreto de cada sistema y ver qué procedimiento de
cuantizacién resulta mas oportuno, atendiendo a éxitos y fracasos anteriores con sistemas
similares. Y por supuesto, que métodos diferentes den el mismo resultado puede indicar
que estamos caminando en la direccién correcta.
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