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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

La Teoria de la Gravedad Newtoniana, postulada por Newton en el siglo X VII, supuso una revolucién
cientifica, debido a que fue la primera teoria formulada sobre la gravitacién. Al verla desde el punto de
vista de la Mecanica Clasica moderna, resulta que es posible dar dos formulaciones de la gravitacién
newtoniana: la “convencional” y la “propiamente geométrica”. Son formulaciones diferentes estructural-
mente, pero sus predicciones fisicas coinciden.

La formulacién convencional de la teoria newtoniana de la gravedad (TNG) establece que la gravita-
cioén es una fuerza que actda en el espacio euclideo, que es un espacio tridimensional sin curvatura. Sus
fuentes son las distintas masas y los cuerpos sobre los que actia son también aquellos con masa.

La formulacién geométrica o de Newton-Cartan se sitia en un Espacio-Tiempo newtoniano de cuatro
dimensiones, tres espaciales y una temporal, que tiene curvatura, aunque es no nula solamente seguin la
direccién temporal, manteniendo un 3-espacio sin curvatura. En esta formulacién la gravedad no es una
fuerza, sino que es debida a la curvatura del Espacio-Tiempo.

En 1905, Einstein formul6 la Relatividad Especial, que describe el espacio-tiempo en ausencia de
campo gravitatorio. Fue todo un cambio de paradigma porque el tiempo dejé de ser absoluto y pasé a ser
una coordenada mas. Ademads, uni6 el espacio y el tiempo en una entidad conocida como espacio-tiempo.

Diez afios més tarde, en 1915, Einstein formul6 la Relatividad General, que describe el espacio-tiempo
en presencia de campo gravitatorio. En ella, la gravedad se debe a la curvatura del espacio-tiempo (ade-
més de en el tiempo, también hay curvatura en el 3-espacio) y es descrita por las ecuaciones de Einstein.
Con esta teoria cambi6 completamente la nocién de espacio-tiempo: en la Fisica Newtoniana el espacio
es un marco esttico en el que suceden, a lo largo del tiempo, los fenémenos fisicos; en la Teoria de la
Relatividad Especial el papel de marco lo adquiere el espacio-tiempo, que sigue permitiendo una sepa-
racion, ahora dependiente del observador, entre espacio y tiempo, pero que como entidad sigue siendo
el marco estético, absoluto, en el que suceden los fendmenos fisicos; mientras tanto, en la Relatividad
General el espacio-tiempo pasa a ser un objeto dindmico, cuyo comportamiento estd determinado por
su contenido. El espacio-tiempo y todo lo que hay en él pasan a estar estrechamente relacionados. En
cosmologia, esa nueva teoria, basada en un caracter dindmico del espacio-tiempo, ha permitido efectuar
muchas predicciones nuevas, como la expansion acelerada del universo, no explicables en el contexto de
un espacio-tiempo estatico.



La Teoria de la Relatividad General se basa en dos principios:

1. El principio de covariancia: Las leyes de la fisica formuladas correctamente tienen la misma forma
en todos los sistemas de coordenadas.

2. El principio de equivalencia: Los efectos locales de un campo gravitatorio son equivalentes a los
efectos que aparecen al describir los fendmenos fisicos en un marco de referencia acelerado.

El principio de equivalencia establece que se puede “eliminar” la gravedad (estrictamente hablando,
en un punto del espacio) sustituyéndola por una aceleracién equivalente del propio marco de referen-
cia. En la gravitacién newtoniana también se cumple este principio, pero de una manera adaptada a la
estructura geométrica que tienen el espacio y el tiempo en esa teoria. En ausencia de gravedad, los ob-
servadores newtonianos estan relacionados entre si mediante transformaciones de Galileo, entre las que
se encuentran las traslaciones espacio-temporales, las transformaciones inerciales puras de Galileo y las
rotaciones espaciales. Sin embargo, en presencia de gravedad, las cosas se complican, tal y como se vera
mds adelante.

El cumplimiento de este principio de equivalencia parece indicar que la gravitacién newtoniana tam-
bién se puede explicar como una teoria de curvatura. Esto fue lo que motivé a Elie Cartan a realizar
su formulacion geométrica de la gravitacién newtoniana, que con el paso del tiempo ha dado lugar a la
formulacién que hoy se conoce como Teoria de Newton-Cartan.

La Teoria de Newton-Cartan es el limite de la Teoria de la Relatividad General cuando la gravedad es
débil y las particulas se mueven a velocidades muy pequefias en comparacién con la velocidad de la luz.
Sin embargo, conceptualmente, ambas teorias son muy diferentes. Esto se debe a que en las teorias de
la Relatividad Especial y General, la métrica es no degenerada y permanece invariante frente a las trans-
formaciones locales de Lorentz. Por el contrario, en la teoria de Newton-Cartan, debido a que el tiempo
se considera absoluto, la métrica temporal es degenerada; no hay ninguna métrica espacio-temporal (no
degenerada) y la informacién sobre las distancias espaciales estd contenida en otro objeto matematico,
que codifica la métrica en cada 3-espacio de simultaneidad del tiempo absoluto.

Pese a las complicaciones derivadas a partir de tener una métrica degenerada, la teoria de Newton-
Cartan permite realizar una descripcién completa de la gravedad newtoniana como una teoria de curva-
tura del espacio-tiempo. Ademads, cumple el principio de covariancia general, que establece que las leyes
fisicas no dependen de las coordenadas escogidas. Einstein planted esta caracteristica dando a entender
que era exclusiva de su teoria, pero tal y como demostrd Eric Kretschmann, cualquier teoria fisica puede
reformularse de manera que satisfaga el principio de covariancia general. Gracias a este principio es po-
sible formular la gravedad newtoniana como una teoria de curvatura del espacio-tiempo.

Al expresar la Teoria de la Gravitacién Newtoniana como una teoria de curvatura es posible compro-
bar que ambas teorias de la gravedad estdn estrechamente relacionadas. Aunque la formulacién newto-
niana sea el limite de la formulacién relativista, puede ser obtenida de forma independiente a esta tltima
y permite acceder a la Teoria de la Relatividad General de una manera més o menos sencilla.

En la teoria newtoniana, debido al concepto de espacio absoluto, la eleccion de marcos de referencia
puede suponer un problema conceptual afiadido. Aun asi, esta teoria facilita el estudio de fendmenos
fisicos que son mds complicados de analizar desde el punto de vista de la Relatividad General.



1.2. Motivos a favor de estudiar la gravitacion newtoniana

Como la teoria de la Relatividad General supuso un exitoso cambio de paradigma, hay una creencia
extendida de que la teoria de Newton debe descartarse por ser incorrecta. Es inadecuado plantearlo asi.
Lo que sucede es que abarca una region de validez menor, ya que solo explica las situaciones fisicas en
las que la velocidad de la luz puede considerarse infinita. También para las teorias de gravedad se cumple
un principio de correspondencia, que fue formulado en primer lugar por Niels Bohr para la Mecdnica
Cuaéntica (8) y establece que la nueva teoria, en nuestro caso la Relatividad General, debe reproducir la
teoria antigua, la teoria de Newton, en ciertos limites.

Entonces, si las teorfas de Newton y de Newton-Cartan son aplicables en menos situaciones que la
Relatividad General, ;por qué las estudiamos? A lo largo de este apartado se van a ver una serie de mo-
tivos para estudiar estas teorias.

El primer motivo es que, aunque la teorfa de la Relatividad General es mucho més elegante conceptual
y matematicamente que la teoria de Newton, también es mucho mds complicada computacionalmente
que esta dltima. Ademds, como la mayoria de situaciones de la vida diaria pertenecen al limite newto-
niano, esta teoria suele ser mas que suficiente.

Un segundo motivo es que muchos problemas de la Relatividad General se pueden entender de una
forma mucho maés sencilla viéndolos desde el punto de vista de la mecanica newtoniana. Un ejemplo de
esto es la cosmologia, ya que para estudiar la formacién del universo temprano se pueden tomar aproxi-
maciones no relativistas (11)). Otro ejemplo es el conocido teorema césmico del no pelo, que establece
que las soluciones de las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica positiva convergen a la solu-
cién de deSitter. Este teorema es més sencillo de analizar mediante la cosmologia de Newton-Cartan (12)).

El tercer motivo es la correspondencia AdS/CFT, que relaciona la teoria cudntica de campos con
la gravedad. Mds concretamente, permite reformular una teorfa gravitacional fuertemente acoplada en
espacio-tiempos Anti-de Sitter como una teorfa de campos débilmente acoplada sin gravedad, y vicever-
sa. Esta correspondencia ha tenido un auge en los ultimos afios porque permite estudiar de una manera
mucho mds sencilla problemas de materia condensada (13)), (14).

El cuarto motivo tiene que ver con una técnica muy importante en Relatividad General que se conoce
como aproximacién post-newtoniana, que es un desarrollo en serie de potencias de 1/c? en el cual la
gravitacion newtoniana es el termino de orden cero. Esta aproximacién es muy efectiva incluso en situa-
ciones donde los campos gravitatorios son fuertes y los objetos se mueven muy rapido, aunque todavia
no esté claro por qué, tal y como sefialan varios autores. Estudiar la gravitacién newtoniana permite en-
tender mejor esta aproximacion.

Por 1ultimo, el quinto motivo se puede condensar en la siguiente cita de Feynman (15)), que traduci-
da al castellano es mds o menos asi: “Psicolégicamente, debemos mantener todas las teorfas en nuestra
cabeza, y cualquier buen fisico tedrico se sabe seis o siete representaciones tedricas diferentes para el
mismo fenémeno fisico.” Ademds, la teoria de Newton-Cartan incluye conceptos como la covariancia
general o las simetrias espacio-temporales y gauge, que permiten entender mejor la Relatividad General.



1.3. Desarrollo historico

En el afio 1687 Newton formul6 su teoria general de la gravedad. En ella el tiempo es absoluto y el
espacio se considera tridimensional euclideo sin curvatura. Esta teoria revolucioné la fisica del momento
y estuvo vigente durante mds de dos siglos sin que los cientificos de la época la pusieran en duda.

Algo més de dos siglos después, en el aino 1905, Einstein publicé la Teoria de la Relatividad Es-
pecial, la cual describe el espacio-tiempo en ausencia de campo gravitatorio. Esta teoria se desarrollé
inicialmente como una teoria formulada en el lenguaje tridimensional espacial y supuso un cambio de
paradigma porque el tiempo dejé de considerarse absoluto y pasé a ser una coordenada mds del espacio-
tiempo.

En 1908, Minkowski desarroll6 la geometria que ahora se conoce como geometria de Minkowski y
reformul6 la Teoria de la Relatividad Especial de tal manera que pasé de ser tridimensional euclidea
a estar descrita en un espacio-tiempo cuadridimensional. Un afio después, P. Frank fue el primero en
intentar reformular la mecdnica newtoniana mediante la geometria diferencial. Esta idea fue retomada
posteriormente, tal y como se expondrd a continuacién, por E. Cartan.

Diez afios después de publicar la Teoria de la Relatividad Especial, en 1915, Einstein afiadi6 la grave-
dad a su teoria y formuld la Teoria de la Relatividad General, que sigue vigente actualmente. El principio
de covariancia establece que las coordenadas que se utilizan para describir los sucesos del espacio-tiempo
son solo etiquetas, por lo que las leyes de la fisica no dependen de las coordenadas escogidas para des-
cribirlas. Einstein demostré que las leyes de la Relatividad General son invariantes frente a todo tipo de
cambios de coordenadas, es decir, comprob6 que la Relatividad General cumple el principio de covarian-
cia. Esto le permiti6 describir la gravedad mediante la geometria diferencial y pensé que la covariancia
era una caracterfsitca exclusiva de su teorfa. Sin embargo, en 1917, E. Kretschmann observé que préacti-
camente cualquier ecuacién de campo es invariante frente a cambios generales de coordenadas (9)). Esta
observacidn abre la puerta a apreciar que la gravedad newtoniana también cumple el principio de cova-
riancia.

Poco después, en 1923, Elie Cartan, motivado por el descubrimiento de Kretschmann y siguiendo los
pasos de P. Franck, propuso la formulacién general covariante de la Teoria de Newton de la Gravitacion.
Asi, la teorfa newtoniana pasé de ser invariante tnicamente bajo transformaciones de Galileo a serlo bajo
todo tipo de transformaciones, cumpliendo con el principio de covariancia general. En su reformulacién
mostré explicitamente como describir mediante la geometria diferencial la gravedad newtoniana. Intro-
dujo una conexién en el espacio-tiempo que es esencial para explicar la ley de la inercia. Este conjunto
de ideas han dado lugar a lo que se conoce actualmente como la teoria de Newton-Cartan (10).

La teoria de Newton-Cartan fue olvidada hasta los afios 1960, en los que fue redescubierta por varios
autores entre los que destacan C. Kilmister, A. Trautman, P. Havas y G. Dautcourt. Estos cientificos es-
tudiaron las similitudes y diferencias entre las teorias de Newton y Einstein.

En octubre de 1964, Peter Havas public6é “Four-Dimensional Formulations of Newtonian Mechanics
and Their Relation to the Special and the General Theory of Relativity” (6)). En dicho articulo estudié las
propiedades de los grupos de Galileo y de Lorentz. También compar la teoria newtoniana de la gravedad
con la Relatividad Especial y con la Relatividad General, haciendo hincapié en sus principios variacio-
nales y en sus leyes de conservacion, asi como en sus leyes del movimiento y sus fuerzas inerciales.
Ademads, comprob6 que las férmulas newtonianas son el limite de las relativistas cuando la velocidad
de la luz tiende a infinito y que las trayectorias de las particulas libres en las tres teorias siguen lineas
geodésicas o autoparalelas de cierta conexion.
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En 1966, Andrezj Trautman (5) modificé el concepto de marco inercial, estableciendo que en ausencia
de gravedad éste se corresponde con los movimientos libres, y en presencia de ésta, con los movimientos
de caida libre. Destac6 que el espacio-tiempo tanto en las teorias relativistas como en las no relativis-
tas es continuo y diferenciable de cuatro dimensiones (en la teoria newtoniana el tiempo, aunque sea
absoluto, es una dimensién mds). También explicé que un punto en comun entre ambas teorias es que
estdn descritas por una conexion simétrica en el espacio-tiempo, que aparece debido a que las leyes de
la Fisica tienen un caracter local y pueden expresarse mediante la geometria diferencial, y que codifica
de manera matemdticamente correcta la idea intuitiva del principio de inercia. En relacién a la métrica
vio que la newtoniana, que es degenerada, es el limite cuando la velocidad de la luz tiende a infinito de
la métrica de Einstein. Ambas métricas tienen las mismas caracteristicas, es decir, sus propiedades, entre
las que destaca la invariancia frente al transporte paralelo asociado a la conexién, se conservan al realizar
el proceso de limite. Pese a las similitudes entre ambas teorias, una de sus principales diferencias tiene
que ver con el electromagnetismo, que realmente no admite una descripcién correcta y consistente dentro
de una teoria no relativista. Por dltimo, Trautman demostr6 que, en relacién con la cosmologia, la teoria
newtoniana obtiene las mismas férmulas para el efecto Doppler que la teoria de Einstein.

En los afios 1980 comenzo6 cierto resurgimiento de la teoria de Newton-Cartan. Entre los fisicos que
la estudiaron destacan H. Leihkauf, C. Duval y H. P. Kiinzle.

En 1984, C. Duval y H. P. Kiinzle (24) fueron los primeros en utilizar el grupo de Bargmann (un grupo
extendido de Galileo de 11 dimensiones) para describir el espacio-tiempo newtoniano mediante una me-
cénica cudntica no relativista. La utilizacién de este grupo permite entender la teoria newtoniana como
una teorfa gauge que da como resultado una ecuacién de Schrédinger covariante de cuatro dimensiones.
Ademas, esta teoria es el limite no relativista de la teoria de Einstein-Klein-Gordon de la mecédnica cuan-
tica relativista.

En 1989, Leihkauf desarroll6 la formulacién covariante de la teoria de Newton-Cartan (19). Se centré
en el estudio de las propiedades de los cuadrivectores que aparecen en esta teoria.

En 1996, Christian Riiede y Norbert Straumann demostraron que la cosmologia obtenida a partir de
la teoria de Newton-Cartan es muy parecida a la obtenida a partir de la Relatividad General (22). Esto se
cumple porque, a escalas no demasiado grandes, la velocidad de expansién del universo es muy pequefia
con respecto a la velocidad de la luz, por lo que se puede tomar el limite no relativista. Sin embargo, en
el borde del universo visible la velocidad de expansion se aproxima a la velocidad de la luz y esta apro-
ximacién ya no es aplicable. Por lo tanto, para escalas lo suficientemente pequefias se puede describir
la cosmologia mediante una teoria no relativista y las ecuaciones obtenidas son similares a las que se
obtienen mediante una descripcion relativista.

Se puede pensar que la teorfa de Newton-Cartan ya no se estudia en la actualidad debido a que ha sido
desplazada por la teoria relativista que hoy se cree correcta: la Relatividad General. Sin embargo, es un
tema en el que se continda investigando activamente. Ademds, como se expuso en el apartado anterior,
hay numerosos argumentos a favor de estudiar esta teoria.

En la Fisica Moderna, con la llegada de la Relatividad General, la relacion entre la geometria del
espacio-tiempo y la gravitacién es de sobra conocida. Sin embargo, como ya se ha visto, esta relacién
no es exclusiva de la fisica relativista y también se cumple en la gravitacion de Newton-Cartan. Se dan a
continuacién unos pocos ejemplos de trabajos recientes sobre el tema.



En 2014, Kevin Morand escribi6 su tesis (20). En ella estudi6 el limite no relativista de algunas es-
tructuras necesarias para la geometrizacion de los fendmenos gravitatorios. Estudi6 los tipos de ondas
gravitatorias que permiten incluir las caracteristicas no relativistas, relaciondndolas con la geometria di-
ferencial de Newton-Cartan.

Ese mismo afio Leo Rodriguez, James St. Germaine-Fuller y Sujeev Wickramasekara estudiaron la
teoria de Newton-Cartan desde una nueva perspectiva (21). Se centraron en las propiedades de las trans-
formaciones para marcos de referencia no inerciales y no relativistas. Este conjunto de transformaciones
pertenecen a un grupo de Lie de infinitas dimensiones, en el que estd contenido el subgrupo de Galileo.
Demostraron que las fuerzas no inerciales, que resultan Gnicamente del sistema de referencia escogido
y no de otras fuerzas externas, no contribuyen al tensor de Ricci, que es el encargado de describir la
curvatura del espacio-tiempo newtoniano. Ademds, vieron que la tnica componente no nula del tensor
de Ricci es la 00, que es igual a la densidad de masa en cualquier marco de referencia multiplicada por
47. Por otra parte, se percataron de que mientras que las ecuaciones de Ricci y de Gauss se cumplen
para marcos de referencia no inerciales linealmente acelerados, no se cumplen para marcos no inerciales
rotantes, en los que hay que considerar una densidad de masa efectiva que tiene su origen en los campos
gravieléctrico y gravimagnético. Estos campos se llaman asi porque, formalmente, tienen una expresién
similar a la de los campos eléctrico y magnético de las ecuaciones de Maxwell.

Recientemente se han estudiado ciertos fendémenos de fisica de la materia condensada mediante el
acoplo de la materia con el espacio-tiempo de Newton-Cartan. Para ello, es necesario tener un espacio-
tiempo general, sin restricciones geométricas a priori, con simetrias locales no relativistas consistentes
con los campos de materia. En 2015, Michael Geracie, Kartik Prabhu y Matthew M. Roberts construye-
ron un espacio-tiempo de Bargmann que cumplia estos requisitos (26)), en el que afiadieron a la geometria
de Newton-Cartan un campo gauge adicional para acoplarlo a la masa. En (27) aplicaron esos conoci-
mientos para estudiar fenémenos de transporte y termodindmica de fluidos no relativistas.

En 2016, Roel Andringa profundizé en la teoria de Newton-Cartan para intentar obtener a partir de
ella una teorfa no relativista de cuantizacién de la gravedad (7). Para ello, en primer lugar repasé las
teorias de la Relatividad Galileana, Especial y General, asi como los conceptos de supersimetria y su-
pergravedad. A continuacion, estudid las particulas tanto relativistas como no relativistas e investigé las
simetrias de las cuerdas y las branas. Después obtuvo, basdndose en (16)), la gravedad newtoniana de la
teorfa de Newton-Cartan mediante transformaciones gauge realizadas en el dlgebra de Bargmann. Re-
pitié este procedimiento también en las teorfas de gravitacién de cuerdas y branas, con y sin constante
cosmoldgica. Por tltimo, realizé una extension supersimétrica de la teoria de la gravedad de Newton-
Cartan tridimensional basdndose en (17)).

Ese mismo afio L. Filipe Costa y José Natario presentaron un articulo sobre el campo de Corio-
lis en la teoria de Newton-Cartan (25)). Dieron varios ejemplos sobre soluciones de las ecuaciones de
Newton-Cartan para marcos de referencia no inerciales rotantes, entre los que destaca la solucién para
un universo de Godel newtoniano. Ademas, se centraron en como detectar los efectos de Coriolis en dife-
rentes giréscopos y en los efectos de Coriolis generados por corrientes de masa en la Relatividad General.

En 2019, Eric A. Bergshoeff, Jaume Gomis, Jan Rosseel, Ceyda Simsek y Ziqi Yanb describieron, a
partir de la geometria de Newton-Cartan, una teoria de cuerdas no relativista denominada geometria de
cuerdas de Newton-Cartan (18)).

Por ultimo, cabe destacar que la teoria de Newton-Cartan también ha suscitado un gran interés en la
filosofia de la ciencia. Un ejemplo de esto es el articulo (28)) escrito en 2017 por el filésofo James Owen



Weatherall de la Universidad de California, en el que abordé los espacio-tiempos de Galileo, Newton y
Leibniz desde un punto de vista filoséfico, sin entrar en el formalismo matemético.






Capitulo 2

Marcos de referencia

La eleccién de marcos de referencia en la teoria de la gravitacién newtoniana puede suponer un
problema conceptual afiadido, debido al papel que juega el Espacio Absoluto. En este capitulo se va a
realizar un estudio sobre los diferentes marcos de referencia y sus coordenadas, con el objetivo de facili-
tar la comprension de los capitulos posteriores.

2.1. Primera ley de la dinamica y marcos de referencia inerciales y no
inerciales

Aparentemente hay una asimetria en la interpretacién convencional de la gravitacién newtoniana de-
pendiendo de si el marco de referencia para las coordenadas espaciales es inercial o no. La caracterizacién
y existencia de marcos de referencia inerciales en presencia de un campo gravitatorio es un tema que ge-
nera mucha confusién. Para entender bien este concepto, se va a recordar en primer lugar la primera ley
de la dindmica.

En Mecanica Newtoniana el tiempo se considera absoluto. Para cada instante de tiempo t existe en
el espacio-tiempo una hipersuperficie euclidea de tres dimensiones que cominmente se conoce como
“espacio”, asi que las coordenadas de este espacio estan expresadas en funcion del tiempo absoluto: x(t),
y(t), z(t). En ausencia de campos gravitatorios, la primera ley de la dindmica establece que “todo cuerpo
que no esté sometido a ninguna interaccion, es decir, lo que se conoce como cuerpo libre o aislado,
permanece en reposo o se traslada con velocidad constante”. Las ecuaciones del movimiento para una
particula libre son las siguientes:

d2m_d2y_d2z_0 21
de2 - dt2 a2 @D

La trayectoria seguida por una particula libre es una linea recta en el espacio euclideo, recorrida a ve-
locidad constante. Entonces, en ausencia de un campo gravitatorio, el espacio newtoniano es un espacio
afin euclideo en el que los movimientos libres son lineas rectas.

En presencia de un campo gravitatorio dos particulas de masas diferentes con las mismas condiciones
iniciales, es decir, que se encuentran en el mismo punto con la misma velocidad instantdnea, adquieren la
misma aceleracion y siguen la misma trayectoria. Entonces, los “movimientos libres” en este caso serdn
aquellos en los que solo actia el campo gravitatorio sobre las particulas. Su ecuacidn es la siguiente:

R .
a2 ox’ a2 Oy’ a2 0z '

siendo p(x, y, z,t) el potencial gravitatorio.
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Se va a ver ahora cémo se pueden aplicar estos dos resultados a la eleccion de diferentes marcos de
referencia. La Fisica Newtoniana caracteriza los marcos de referencia inerciales como “marcos espacia-
les rigidos” que se encuentran en reposo o en movimiento uniforme respecto al “Espacio Absoluto”. Las
fuerzas gravitatorias que actiian sobre un cuerpo en dicho espacio producen una aceleracion en su movi-
miento respecto al Espacio Absoluto, que coincide con la aceleraciéon medida desde cualquier marco de
referencia inercial. Llegados a este punto, se plantea la pregunta de si este espacio y los marcos de refe-
rencia inerciales son construcciones observables de alguna forma o si son construcciones inobservables
de las que habria que desprenderse.

Cuando se emplea un marco de referencia “inercial” las Unicas fuerzas que intervienen en las ecuacio-
nes de Newton son las gravitatorias. Podria considerarse que en un marco inercial se elige como origen
del marco una particula libre en presencia de un campo gravitatorio con las ecuaciones del movimiento
dadas por [2.2]. Las transformaciones Galileanas, que dejan invariantes las ecuaciones fundamentales de
la mecdnica newtoniana, son las que permiten pasar de un marco de referencia inercial a otro marco de
referencia también inercial.

En un marco de referencia “no inercial”, ademds de las fuerzas propiamente gravitatorias, se deben
afiadir en las ecuaciones de Newton las llamadas fuerzas inerciales para asi obtener el movimiento re-
lativo de la particula respecto a este marco de referencia. Entre estas fuerzas se encuentran la fuerza
centrifuga y la de Coriolis y aparecen como consecuencia del movimiento del marco de referencia en el
Espacio Absoluto. No se deben a ningtin efecto gravitatorio, pues no hay masas que las produzcan.

El problema asociado a la eleccién de los marcos de referencia se encuentra en el papel que juega
el Espacio Absoluto. Las asimetrias en la descripcién del movimiento se producen segtn el marco de
referencia se mueva o no de manera uniforme respecto a dicho espacio.

En este trabajo se expondra la formulacién convencional de la Teoria de Newton de la Gravedad tal
y como podria haberla realizado un fisico de finales del siglo XIX en el momento en que se establecid
el concepto de marco de referencia inercial. Se utilizard la idea de observadores en caida libre y sin ro-
tacion a los que se denominard “observadores localmente inerciales”, evitando asi hablar de un “sistema
de referencia” para no generar confusién. Estos observadores pueden establecer en sus proximidades
marcos de referencia locales que son los que mds se parecen a los anteriormente 1lamados “sistemas de
referencia inerciales” en la Naturaleza.

La nomenclatura utilizada, al ser histdrica, es bastante confusa, ya que los sistemas de referencia esta-
blecidos por un observador inercial en sus cercanias no coinciden con lo que anteriormente se denomina-
ba como “sistemas de referencia inerciales”. Es por esto por lo que se utilizard el término “observadores”
en lugar de “sistemas de referencia” al referirse a estos sistemas.

Como conclusiodn, en presencia de un campo gravitatorio los tinicos observadores que se consideraran
inerciales en la concepcidn conocida como post-1900 serdn los localmente inerciales y no rotantes. Esto
es debido a que el concepto de sistema de referencia inercial en el sentido anterior es confuso y solo tiene
sentido cuando no hay un campo gravitatorio o éste puede considerarse despreciable. En la Naturaleza
no existe un sistema de referencia inercial, ya que siempre hay presente un campo gravitatorio.

Se presenta la dificultad de conseguir un nivel de claridad conceptual teniendo en cuenta que no es
posible ignorar la nomenclatura anterior a 1900, ya que es de uso comun. Para poder comprender la
gravitacion se debe tener claro que lo que de verdad es interesante son los marcos de referencia locales
asociados a “observadores localmente inerciales” y que los “marcos de referencia inerciales” no existen.
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2.2. Marcos de referencia y coordenadas

A partir de ahora x y X seran los vectores de posicion en el espacio S;. Las componentes de estos
vectores serdn cartesianas y se denotardn como z!, con 1= 1, 2, 3. Cuando el marco de referencia sea
(134 . 2 M R B 7, ’ . . , .

inercial” en el sentido pre-1900, se utilizaran indices latinos mayusculos: I, J, K... Sin embargo, cuando
el marco de referencia sea no inercial las coordenadas x* tendrdn indices latinos mindsculos: i, j, k...

A continuacién se muestran algunos ejemplos de marcos de referencia:

= Se considera un marco cuyo origen se encuentra en el centro de la Tierra y con sus ejes apuntando
a las “estrellas fijas”. Este marco es conocido como sistema CTNR (Centrado en la Tierra, No
Rotante). No es estrictamente “inercial” en el sentido pre-1900, debido a que el movimiento de
traslacion de la Tierra alrededor del Sol no es uniforme, sino que su velocidad cambia ligeramente
de mddulo y de direccién. Desde el punto de vista de este sistema el centro de la Tierra estd “en
reposo”, pero debido a la rotacion y a la traslacion de la Tierra alrededor del Sol, un punto de su

N3

superficie estard “en movimiento”.

= El marco de referencia que se utiliza habitualmente, el marco “de laboratorio”, estd centrado en
la Tierra y rota segtin el movimiento de rotacion de ésta (sistema CTFT). Este marco es aun me-
nos “inercial” que el anterior, ya que le afiadimos la rotacion terrestre. Como consecuencia de la
rotacion, al estudiar el movimiento de los objetos respecto a este marco se deben considerar fuer-
zas centrifugas y fuerzas de Coriolis. Estas fuerzas no son muy grandes pero tampoco se pueden
despreciar, solo se pueden ignorar en ciertas situaciones en las que no se necesite una gran aproxi-
macién. En esas situaciones se puede considerar que se estd trabajando en un sistema “inercial”.

= Por dltimo, se va a mencionar un marco de referencia que desde el punto de vista de la Fisica New-
toniana no parece tener mucho sentido. Este marco es el asociado a un observador en caida libre
sin rotacion. Cubre solo una regién local del espacio de un tamafio y durante un intervalo temporal
limitados, a diferencia de los marcos utilizados anteriormente, que cubren todo el Espacio-Tiempo
0, como minimo, una regién muy extensa de él. Si consideramos la Estacion Espacial Internacio-
nal (ISS) “ideal”, es decir, sin rozamiento con la atmdsfera y sin rotar sobre si misma, el marco de
referencia fijo en su interior seria el de un observador en caida libre y sin rotacion.

Aunque la eleccién del dltimo marco de referencia pueda parecer forzada, los marcos (locales) aso-
ciados a un observador en caida libre y sin rotacién son los que se consideran “inerciales” en la fisica
post-1900. Esto es debido a que, siguiendo el ejemplo anterior de la ISS, el acelerémetro de un astronauta
que se encuentre en el interior de ésta marcara 0, lo que implica que el campo gravitatorio parece haber
desaparecido localmente.

Para distinguir cuando un observador se encuentra en caida libre y sin rotacion, se utiliza el siguiente
convenio notacional: los indices (latinos mintsculos) de las coordenadas espaciales cartesianas llevaran
un acento circunflejo: 1.

En un marco de referencia “inercial” en el que t es el tiempo absoluto y 2/ las coordenadas carte-
sianas, las coordenadas (t, 27) se denominan coordenadas galileanas o newtonianas. La métrica referida
a este sistema de coordenadas es no degenerada y sus componentes contravariantes estin dadas por un
3-tensor dos veces contravariante cuyos tinicos elementos no nulos son §!! = §?2 = §33 = 1. Es impor-
tante apreciar que esta métrica solo estd definida en cada espacio de simultaneidad S; y no procede de
ninguna métrica definida en el Espacio-Tiempo cuadridimensional.
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Se debe tener en cuenta para mds adelante que el hecho de que determinados objetos sean escalares
(potencial escalar (), vectores (intensidad de campo gravitatorio y campos gravieléctrico y gravimagné-
tico) o tensores (campo de marea Akl) no aporta ninguna informacién sobre como transformarlos bajo
grupos de transformaciones mds generales. Entre ellos serdn relevantes el grupo de Galileo (que incluye
las rotaciones espaciales y las transformaciones espaciales inerciales puras, que son las que pasan de un
marco de referencia inercial a otro que se mueve con velocidad uniforme respecto al primero) y el de
las transformaciones rigidas en el Espacio-Tiempo newtoniano (que pasan de un marco de referencia
“inercial” a otro “no inercial”).

Como ejemplo de lo anterior se puede pensar que en Mecanica Cldsica Newtoniana la posicion (x),
la velocidad (v) y la aceleracién (a) son todos vectores en el 3-espacio. Sin embargo, cuando se pasa de
un marco de referencia inercial a otro que se mueve con velocidad V constante respecto al primero, los
tres vectores se transforman de forma diferente: x> = x — Vt, v’ = v — V, a’ = a; lo que corresponde a
que en el Espacio-Tiempo esos tres objetos tienen diferentes leyes de transformacion.
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Capitulo 3

Descripcion pregeométrica de la gravedad

3.1. Descripcion convencional de la gravitacion en un marco de referencia
“inercial”

La descripcién clédsica del campo gravitatorio tiene lugar en un marco de referencia “inercial” y se
realiza a partir del vector intensidad de campo gravitatorio g(t, X). Este objeto es un vector espacial en
cada espacio de simultaneidad.

La gravitacion newtoniana se describe a partir de tres “niveles” con una jerarquia entre ellos. El pri-
mer “nivel” que aparecidé histéricamente, tanto tedrica como experimentalmente, fue la intensidad de
campo gravitatorio, que ocupa la posicion intermedia de la jerarquia. Por encima se encuentra el poten-
cial gravitatorio, y por debajo, el campo de marea.

3.1.1. El campo gravitatorio

La fuerza gravitatoria F,. ejercida sobre una particula de masa gravitatoria m,, en el punto x debido
a una serie de masas puntuales de masa gravitatoria M, situadas en X(,) (t) esta dada por la ley de
Newton:

M, x — X5 (1)
_ (s) (s)
For = =myrG %): (x = X()(1))? [x — X4 ()]

3.1

siendo G ~ 6,67 x 10~ 8cm3g~'s72 la constante gravitatoria de Newton.

Ademads, teniendo en cuenta la segunda ley de Newton, se obtiene una relacidon que da la derivada
segunda de la posicién de la particula en términos de la fuerza ejercida sobre ella.

La masa inercial, m;,,, es universalmente proporcional a la masa gravitatoria, mg,. Esta hipotesis se
conoce como principio de Galileo. Las primeras comprobaciones precisas de tal hip6tesis comienzan con
el barén hiingaro L. E6tvos a partir de 1890, realizando medidas muy precisas con diferentes sustancias
como cobre, agua, sulfato de cobre, madera o asbesto con una balanza de torsién y compardndolas con
un patrén de platino.
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Figura 3.1: Esquema de la balanza de torsién de L. Eotvos.
Fuente: http://www.ugr.es/ jillana/SR/sr9.pdf
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Si se toma la hipétesis anterior como un hecho experimental exacto, ajustando las unidades, la masa
inercial y la gravitatoria resultan ser iguales, por lo que se puede prescindir de los subindices inercial y
gravitatorio en las relaciones anteriores y hablar directamente de la masa de la particula: m. Por lo tanto,
las masas inercial y gravitatoria de la expresion se simplifican y, como consecuencia, el movimiento de
una particula en un campo gravitatorio no dependerd ni de su masa, ni de su composicién, ni de ningtin
otro aspecto asociado a ella. Entonces, dos particulas de masa y composicién diferentes pero con las
mismas condiciones iniciales seguirdn la misma trayectoria en un campo gravitatorio.

Teniendo en cuenta que la intensidad de campo gravitatorio (o campo gravitatorio), g(t, X), se define
como la fuerza por unidad de masa o “fuerza especifica” que la distribuciéon de materia restante que crea
el campo gravitatorio ejerce sobre la particula test, se obtiene que el campo gravitatorio coincide con la
aceleracion de la particula:

d?x(t)
dt?

= g(t,x) (3.2)

Como se ha dicho anteriormente, se cumple que la trayectoria seguida por una particula en un campo
gravitatorio es independiente de la composicion de la particula.

En mecénica newtoniana y bajo transformaciones de Galileo (cambios entre marcos de referencia
“inerciales”), la aceleracion es un “3-vector absoluto”, es decir, es un objeto que cambia como un vector
ordinario bajo rotaciones, pero que no cambia cuando se pasa a un marco que se mueve con velocidad V
uniforme y constante con respecto al marco inicial.

Las ecuaciones de campo, las cuales se obtendran después, que relacionan la distribucién de masa, que
es la fuente del campo, con la intensidad del campo gravitatorio en un MRI para coordenadas cartesianas
son las siguientes:

Ve(t,x) = —4nGp(t,x) (3.3)
V xg(t,x)=0 (3.4

donde p(t,x) es la densidad de masa de la distribucion.
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3.1.2. El potencial gravitatorio

Si conceptualmente se considera el 3-vector campo gravitatorio como el “nivel 1” en la descripcion de
la gravitacion, el potencial gravitatorio sera el “nivel 0”. Este potencial se puede obtener de dos maneras
diferentes, tal y como se verd a continuacion.

Como el vector campo gravitatorio es irrotacional, localmente es posible escribir la intensidad de
campo gravitatorio como el vector asociado al covector gradiente de otra funcion, ¢(¢,x), que es lo
que se conoce como potencial gravitatorio. Utilizando la métrica espacial, 37/, se obtiene la siguiente
expresion para el potencial gravitatorio:

dp(t,x)

1 _ _s1J )

g (t,x) = =9 9] (3.5)
El potencial gravitatorio, ¢(t,x), estd definido salvo por una cantidad aditiva arbitraria, constante

respecto a las coordenadas espaciales, pero que puede ser funcién de la coordenada temporal. Ademas,

deberd transformarse de tal forma que garantice que el vector campo gravitatorio, g(t, X), sea un “3-vector

absoluto”, tal y como se dijo anteriormente. Para ello, (¢, x) debe ser un escalar bajo el grupo de Galileo.

La otra manera de introducir el potencial se basa en considerar la expresién de la energia potencial,
U(t,x), de una particula test de masa m que en el instante t se encuentra en el punto X en presencia de
un campo gravitatorio:

M,

Al fijarse en [3.1]] y [3.6]] se puede comprobar que la fuerza gravitatoria es igual a menos el gradiente
de la energia potencial. Entonces, simplificando términos, se obtiene que el potencial gravitatorio es la
energia gravitatoria por unidad de masa para cada punto del espacio e instante de tiempo determinados:

1
@(tax) = EU(t’X) (37)

Escribiendo las ecuaciones del movimiento en funcién del potencial, la masa de la particula test
desaparece y se puede escribir la primera ecuacién de campo [[3.3]] en términos del potencial, obteniendo
asi la ecuacién de Poisson:

V2p(t,x) = 4nGp(t,x) (3.8)

3.1.3. Delaley de Newton a las ecuaciones del campo gravitatorio

En este apartado se va a indicar cémo obtener la ecuacién de Poisson [3.8]] a partir de [[3.1]] y de las
relaciones obtenidas para el potencial gravitatorio.

Para ello, hay que pasar del discreto al continuo. Se considera una distribucién de masa p(x) y se
integra en una regién D. Utilizando la identidad

V2 <’1> = —47163(x — X°) (3.9)

X—X

y teniendo en cuenta que en todos los pasos realizados se ha considerado un instante de tiempo t fijo se
obtiene finalmente la ecuacion de Poisson:

V2p(t,x) = 4nGp(t,x) (3.10)
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3.1.4. El campo de marea

En este apartado se va a tratar la evolucién de la posicion relativa o separacion entre dos particulas
en caida libre en un campo gravitatorio, 0x(¢). Se denotardn las trayectorias de las particulas, que son
soluciones de las ecuaciones del movimiento, como x(¢) y §(t) y se medird la separacion entre ellas
tomando como referencia la posicién de la particula con trayectoria §(t):

ox(t) = x(t) — x(t) (3.11)

Si las dos particulas estdn muy préximas, se puede considerar que la diferencia de campo gravitatorio
entre los dos puntos es aproximadamente la que corresponde al gradiente de dicho campo, esto es, se
trunca en primer orden el desarrollo de Taylor. Entonces, lo importante de este problema no es la inten-
sidad del campo gravitatorio en la regién considerada, sino el gradiente de g en el espacio. Este nuevo
objeto se conoce como campo de marea A(t, X):

og’ (t,x)

Al (t,x) = — =2 (3.12)

T
ox .

La ecuacion que regula la evolucién temporal de la separacion en términos del campo de marea es:

25,1
md ox' (t)

o — A S (t,x(t))da” (¢) (3.13)

Teniendo en cuenta que el campo gravitatorio es la derivada espacial del potencial gravitatorio, se
puede obtener también el campo de marea en funcién del potencial:

0%

I _ <IK
Ay=0 O0xEK ozt

(3.14)

El campo de marea se transforma como un (3D)tensor de tipo (1,1) bajo rotaciones, pero permanece
invariante bajo transformaciones inerciales puras de velocidad V. Al contrario que el potencial y el vec-
tor campo gravitatorio, el campo de marea si tiene un sentido absoluto. Esto quiere decir que permanece
invariante al pasar de un marco de referencia inercial a otro no inercial, convirtiéndose en la auténtica
firma de la gravedad.

Se pueden escribir las ecuaciones de campo en funcién de este nuevo objeto, obteniendo asi la relacion
local entre el campo de marea y la densidad de masa, que es la fuente del campo gravitatorio:

Al (t,x) = A' | 4+ A%, + A3, = 4nGp(t, x), K AL L = 517 AK, (3.15)
que utilizando la métrica para expresarlas en notacién tensorial serdn:
Al [ (t,x) = 4nGp(t, x), AR = pKI (3.16)

Hasta ahora se han visto tres niveles para la descripcién de la gravedad: el potencial gravitatorio, el
campo gravitatorio y el campo de marea. Sus unidades son:

[l =277 g =LT%  [A]=T"7
Cada nivel es la derivada espacial del anterior, por lo que dimensionalmente cada nivel tiene un factor

L~ mis que el anterior.
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El campo de marea a una distancia r creado por un cuerpo de masa M con simetria esférica tiene
como orden de magnitud GT—{?

El Sol tiene una masa mucho mayor que la de la Tierra, por lo que cabria esperar que el campo de
marea en su propia superficie fuera mayor que el de la Tierra también en su propia superficie. Sin em-
bargo, al calcularlos numéricamente, se puede apreciar que el campo de marea del Sol es un orden de
magnitud inferior que el producido por la Tierra. Esto es debido a que el radio del Sol es mucho mayor
que el de la Tierra.

En un experimento, se toman dos particulas cercanas a la superficie terrestre inicialmente en reposo y
con una separacioén de 1 metro, cayendo hacia la Tierra. La aceleracién de marea causada por la Tierra es
del orden de 1075 ms~2, es decir, siete 6rdenes de magnitud menor que la aceleracién gravitatoria pro-
ducida también por la Tierra en ese punto, que es del orden de 10 m.s~2. Por lo tanto, a efectos practicos
se pueden despreciar las aceleraciones de marea producidas por cuerpos como el Sol, la Tierra o la Luna
a escalas de 1 metro.

A pesar de su pequeiiez, el campo de marea terrestre creado por la Tierra sobre un objeto en caida
libre cercano a su superficie se puede medir con un gradiémetro. Los gradidmetros actuales més precisos
permiten medir los campos de marea debidos a la Luna en la Tierra.

3.1.5. Campo de marea y fuerzas de marea

En este apartado se va a considerar el campo de marea para el caso en que la segunda particula esté
en caida libre y no rote con respecto al marco de la particula de referencia. Este marco de referencia es
“inercial” en el sentido post-1900, pero hay que tener cuidado porque en la visién pre-1900 serfa “no
inercial”. Un ejemplo de esto serian dos particulas en caida libre en el campo gravitatorio terrestre. Se
debe tomar una particula como particula de referencia e interpretar las ecuaciones obtenidas anterior-
mente dando la aceleracién relativa experimentada por la segunda particula respecto a la de referencia.

De acuerdo con el modelo newtoniano, se pueden considerar las aceleraciones relativas entre las dos
particulas como el resultado de la acci6n de las fuerzas de marea, f7(¢,x(t)), que estén relacionadas con
la aceleracién de la separacidn entre las dos particulas mediante la segunda ley de Newton. Las fuerzas
de marea no son “absolutas”, sino que son relativas al movimiento de la particula de referencia escogida.

Teniendo en cuenta [3.13]], la fuerza de marea para una separacién inicial horizontal en la direccién
serd:

f o —m= g bu (3.17)

donde M es la masa de la Tierra, m la masa de la particula test, y r la distancia del centro de la tierra
a la particula test, que en este caso coincide con el radio terrestre. La fuerza es horizontal, atractiva y
proporcional a la separacion horizontal inicial dz.

Para una separacion inicial vertical en la direccién z la fuerza de marea sera:

f e~ om s, (3.18)
r

siendo la fuerza vertical, repulsiva y proporcional a la separacién vertical inicial §z. Las diferencias con
la anterior son que el valor absoluto de la fuerza es el doble que el de la que actia en la separacion
horizontal y que las fuerzas tienen sentidos contrarios.

19



En una regién en la que la densidad de masa no sea nula, lo que sucede por ejemplo en el interior de
un planeta o de una estrella, las fuerzas de marea siempre serdn atractivas.

3.1.6. Los efectos del campo de marea: mareas y precesion de los equinoccios
Las mareas

En este caso, en vez de dos particulas se va a considerar una gota de agua liquida en la superficie
terrestre. Bajo la accién de las fuerzas de marea de la Luna y del Sol, la gota adopta la forma de un
elipsoide de revolucién: su eje “horizontal”, (X, Y), se encoge, tal y como se vio anteriormente, mientras
que el “vertical”, Z, se estira hasta que las fuerzas de marea se equilibran con las fuerzas que unen la
gota (la cohesion y la tensién superficial). La deformacién absoluta causada por las fuerzas de marea es
proporcional al tamafio de la gota. Entonces, las fuerzas de marea deforman la esfera a un elipsoide. Al
medir esta deformacion se obtendrd una medida absoluta de la presencia de campo gravitatorio.

Precesion del eje de un cuerpo rotante

El torque 7 que un campo de marea produce sobre un cuerpo con tensor de inercia IS, viene dado
L
por:

1
77 = e A% (—5SNILN + 3<5LSIMM> (3.19)
siendo €, el tensor de Levi-Civita.

Si el cuerpo rotante es una esfera, como su tensor de inercia es LS = It g» €l torque producido por el
campo de marea es nulo, porque se anula el término entre paréntesis de [[3.19]. Sin embargo, los cuerpos
que no tienen simetria esférica perfecta sufren una precesion en su eje de giro a causa del torque. Debido
a esto, como la Tierra no es una esfera perfecta, el campo de marea es el responsable de la precesién de
su eje de giro, lo que se conoce como precesion de los equinoccios. Esta precesion se descubrid en la
antigiiedad y fue medida con una alta precisién por Hiparco.

3.1.7. Recapitulacion sobre el Campo de marea

Mientras que el campo de marea se puede representar como A = —% %, el vector campo gravitatorio

se puede expresar como g = % En ambos casos aparece el factor de proporcionalidad m !, debido a
que las fuerzas gravitatorias y las de marea son proporcionales a la masa de la particula test. Sin embargo,
el factor % indica que el campo de marea no estd relacionado directamente con las propias fuerzas de
marea, sino que estd relacionado con los gradientes de estas fuerzas. Por lo tanto, el campo de marea no
€s un vector, sino que es un tensor.

Finalmente, hay que tener en cuenta que las fuerzas de marea que realmente aparecen en la naturaleza
son mds complicadas que las descritas aqui y que su descripcioén correcta es la dada por la teoria de
Einstein de la gravitacién. Aun asi, las fuerzas de marea de la teoria newtoniana son muy parecidas a
las fuerzas de marea reales de practicamente todos los fendmenos gravitatorios del Sistema Solar. Esta
aproximacion empieza a fallar en presencia de campos gravitatorios mds intensos o rapidamente varia-
bles con el tiempo, que se dan en situaciones astrofisicas. Los campos de marea reales dependen tanto
de la velocidad del punto de referencia, como de la de la particula test respecto al punto de referencia.
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3.1.8. La densidad de energia del campo gravitatorio

El objetivo de este apartado es hallar la energia potencial total del campo gravitatorio, Uy, ¥ Su
densidad de energia en cada punto, €(x). Como se vio en , se puede expresar el potencial gravitatorio
como la energia potencial por unidad de masa en cada punto. Por lo tanto, la energia potencial total serd
la integral de esa energia por unidad de masa multiplicada por 1/2 para evitar un contaje repetido (la
energia de la materia en el punto x debida a su interaccién con la materia situada en todos los demds
puntos y la energia de la materia situada en todos los demds puntos debida a la materia del punto x):

Umzé / / /D P(x)p(x)d’x (3.20)

Sustituyendo la densidad de masa por el laplaciano del campo gravitatorio mediante la ecuacién de
Poisson y aplicando el teorema de Green teniendo en cuenta que las masas ocupan una region finita del
espacio, por lo que en el infinito el potencial serd constante, se obtiene que la energia total del campo

gravitatorio seré:
1 2 73
of = ——— d 3.21
Uiot SWG///D|VQO(X) X ( )

El integrando de [[3.21] serd la densidad de energia del campo gravitatorio:

1
€(x) = — g5 IVeX)I’ (3.22)

que también se puede expresar en funcién del vector campo gravitatorio:

‘ 2

) — 80

— 3.23
&G ( )

3.2. Descripcion de la gravitacion en un marco de referencia ‘no inercial”

Las expresiones obtenidas en la seccién anterior tienen la ventaja de ser muy sencillas. Sin embargo,
esas ecuaciones solo son aplicables en marcos de referencia “inerciales”. Si se escoge como marco de
referencia, por ejemplo, la Tierra, hay que tener en cuenta las aceleraciones centrifugas y de Coriolis que,
como se ha hecho hasta ahora, pueden despreciarse en una primera aproximacién. Sin embargo, limitarse
al empleo tinicamente de marcos de referencia “inerciales” no permite una comprensiéon completa de la
gravedad. Para ello es necesario describir la gravedad también desde marcos de referencia no inerciales.

El empleo de la ecuacién de Newton en un marco de referencia “no inercial” necesita de la incorpo-
racion de las fuerzas inerciales, Fjerc, para poder describir de manera correcta el movimiento en dicho
marco. A partir de ahora se denotardn los marcos de referencia inerciales y no inerciales en el sentido
post-1900 con los acréonimos MR*“T” y MR*“nlI”, respectivamente.

Como se vio en el apartado relativo a la primera ley de la dindmica y los marcos de referencia iner-

ciales y no inerciales, los movimientos “ideales” en marcos inerciales en ausencia completa de todo tipo
. . e P . o d2x(t

de fuerzas, incluidas las de gravitacion, estdn descritos por la ecuacién d’;g) =

coordenadas newtonianas 2! dependen del tiempo de una manera afin lineal.

0, por lo que las tres

Estos movimientos observados desde un marco de referencia “no inercial” estardn descritos por fun-
ciones dependientes del tiempo que ya no serdn de la forma afin lineal anterior y que, por lo tanto, no
. . sz . . sz d?x(t)
satisfardn la ecuacion anterior, sino que cumplirédn otra de la forma =

las fuerzas inerciales.

= Finere, €n la que Fiepe sON
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Nunca es obligatorio utilizar un marco de referencia no inercial, ya que siempre es posible encontrar
un marco inercial para resolver un problema. Audn asi, en la prictica, los marcos de referencia que se
utilizan en la mayoria de experimentos son no inerciales, debido a que los laboratorios estan fijos en la
superficie terrestre y se mueven de manera solidaria con la rotacion terrestre. Entonces, para entender de
manera completa la gravitacion, se deben conocer en detalle las caracteristicas de los marcos de referen-
cia no inerciales.

3.2.1. Relacion entre marcos ‘““inerciales” y “no inerciales”

Un marco de referencia “no inercial” se puede imaginar como un marco espacial rigido que se mueve
en el espacio de una forma tal que cuando se observa desde un MR*“I” cada punto de dicho marco tiene
un movimiento no uniforme. Esta no uniformidad, vista desde el MR“T”, se puede deber a una de las dos
circunstancias siguientes o a una combinacién de ambas:

1. El marco rigido se traslada con una velocidad variable en el tiempo, pero sin rotacion.
2. El marco rigido esta rotando alrededor de un punto fijo en el MR“I”, pero sin traslacion.

Por ejemplo, el marco de referencia habitual del laboratorio, conocido como CTFT (centrado en la
Tierra y fijo en la Tierra), es “no inercial” porque se encuentra ligado a la superficie terrestre, asi que le
afectan la rotacion de la Tierra y, en menor medida, el movimiento de traslacion de la Tierra alrededor
del Sol, que no es un movimiento a velocidad constante. Ademads, teniendo en cuenta correcciones cada
vez mds pequefias, también afectan el movimiento no uniforme del Sistema Solar alrededor de la galaxia,
el movimiento de la galaxia, etc.

Si se ignoran estos efectos y se considera el sistema CTFT un marco “inercial”, lo que es una aproxi-
macién admisible a muchos efectos practicos, entonces un marco de referencia general “no inercial” serd
el ligado a un cuerpo que se encuentre en movimiento arbitrario con respecto a la superficie de la Tierra.

3.2.2. Relacion entre coordenadas espaciales en los marcos “inerciales” y ‘“no inerciales”

. i/ . ., . .
Si se denota como {R}! al elemento de la matriz de rotacién de la fila i’ y la columna i, entonces la
., . . . 3 . . :/ L,
transformacion de un juego de coordenadas inerciales z* a otro de coordenadas no inerciales x* sera:

/

" = {R} 4, ' = {R 1} (3.24)

La matriz R puede depender del tiempo, pero para aligerar la escritura no se indica de manera expli-
cita en las ecuaciones.

La matriz de rotacion es ortogonal. Ademads, al trabajar en el espacio euclideo, la matriz de la métrica,
G, coincide con la matriz identidad. Entonces, la relacion entre las matrices de rotacion directa e inversa
sera:

(R =) {GTH{RIH{CY (3.25)

Jk
A lo largo de este trabajo se va a utilizar la siguiente notacion tensorial para los objetos anteriores:

R", = {R}!, g7 = {G1}, gr = {G}F (3.26)
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Teniendo en cuenta que en el espacio euclideo la métrica g™/ coincide con la matriz identidad, 6%, las
ecuaciones de transformacidn en este espacio seran:

g . o
¥ = R".2", ' =R,'x’ 3.27)
Usando la notacién indicada en [[3.26]], las leyes de transformacién para un vector contravariante, £,

para un covector, El, Yy para un tensor Akl seran:
K’ k' ¢k = = K K I Ak
f =R k§ N oy = Rl’ =1, A U= R le/ A 1 (328)

Se considera ahora que el origen del marco no inercial se mueve con un movimiento no uniforme
que en el sistema inercial estd descrito por la trayectoria dependiente del tiempo a’(t) y que ademds los
ejes espaciales del marco rotan con respecto al sistema inercial con una rotacién dependiente del tiempo,
R(t), alrededor de un eje que pasa por el origen del marco no inercial. Entonces, la relacion entre las
coordenadas inerciales (¢, ') y las no inerciales (¢, z%) estard dada por

o' = {R};(t)(z" —d' (1)), zh = {R7}H (t)a" + a' (1) (3.29)
en notacidén matricial.

En notacién tensorial, [3.29] tomard la forma
' = R (t)(z! — al (1)), o =R, 1) +a’(t) (3.30)

En lo que respecta a la traslacién no uniforme, a’(t), la cantidad que interviene en la expresién de las
fuerzas de inercia no es la propia funcién a’ (), sino su segunda derivada con respecto al tiempo, que se
denotard como w’(t). Las componentes de esta aceleracion vistas desde el marco no inercial seran:

d?a’!

wi = RZ I(t) 7dt2

(3.31)

Para la rotacién, la cantidad que interviene en la expresion de las fuerzas de inercia tampoco es di-
rectamente la rotacién R" ;(t), sino su primera derivada con respecto al tiempo, es decir, la velocidad
angular instantdnea, wy(¢). Como la matriz R(t) es ortogonal, la matriz Q(t) = %RT(Q es antisimé-
trica. En notacién tensorial, {2°  (¢) serd un tensor de tipo (1, 1) en el espacio euclideo “instantineo” del

marco “no inercial”.

Como consecuencia de que la matriz de rotacién siempre es ortogonal, el tensor Q% (¢) que se obtiene
subiendo los indices es antisimétrico y es el dual del covector velocidad angular instantdnea, wy(t) :

Q09 (t) = eFwg(t), wi(t) = %eiijij(t) (3.32)

Subiendo el indice de wy(t) con la métrica espacial se obtiene el vector velocidad angular instantdnea

1 y
Wh(t) = 6wy (t) = §5lkeijk9” (t) (3.33)

Entonces, en el 3-espacio euclideo, 2’ 1 €s un tensor (1, 1) de segundo orden una vez contravariante y
otra covariante. El tensor 2% es dos veces contravariante, y por contraccién con el tensor de Levi-Civita,
produce un covector dual wy, cuyo indice también puede subirse para obtener un vector espacial w'.
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3.2.3. La ecuacion de caida libre en un marco ‘“‘no inercial”

El vector intensidad de campo gravitatorio permanece invariante bajo transformaciones inerciales pu-
ras, solamente se transforma como un vector absoluto bajo rotaciones. Entonces, cabe suponer que en las
transformaciones que pasan de un MR“T” a un MR“nl” ocurra lo mismo. Los movimientos de rotacién y
de traslacion pueden tener una dependencia temporal, mientras que para las transformaciones de Galileo
eran constantes.

Por lo tanto, bajo una traslacién no uniforme la intensidad de campo no varfa. Sin embargo, bajo una
rotacién habrd que transformar mediante la rotacién el vector campo gravitatorio. Partiendo de las ecua-
ciones de transformacién obtenidas en el apartado anterior, se obtiene que la aceleracién del movimiento
relativamente al marco no inercial ser4:

d?zk (1)
dt?

dz'(t)
dt

= gh(tx) — k() + {Q5(0) - 28 (1) (1) ' (1) + 20%5(1) (3.34)

En la ecuacién anterior intervienen conjuntamente aceleraciones cuyos origenes son aparentemente
distintos:

= Aceleraciones de origen gravitatorio, g’, que dependen de las coordenadas espaciales y de las
temporales.

= Aceleraciones cuyo origen es el movimiento no inercial del marco de referencia, w*(t) y QF (¢),
que no estdn producidas por la presencia de masas y que describen la velocidad angular del marco
no inercial. Dependen tnicamente de las coordenadas espaciales. Son las aceleraciones inerciales,
contenidas en cuatro sumandos:

1. El término de arrastre no lineal, —w*(t), debido a la no uniformidad de la traslacién.

2. El término de “arrastre de rotacién”, Q%z%(t), que se debe a la no uniformidad de la rotacién
y que a veces se denomina término de Euler.

L. p kO i
3. El término centrifugo, —Q% Q2" (t).

4. El término de Coriolis, 20k 42(1).

Resumiendo, en las aceleraciones “de inercia” hay un término, —w"(¢), independiente de la posi-
cién, un término, {QF (t) — Qk](t)QJl(t)}xz(t) lineal con la posicién, y otro término, 2Q% dx;lft), lineal

con la velocidad de la particula con respecto al MR*“nI”. Todos los términos pueden depender del tiempo.

Sustituyendo las matrices antisimétricas ;en || por sus duales se obtiene la siguiente expresion
equivalente para la ecuacidn de caida libre en un marco de referencia no inercial
d?z(t) dw’

) dx’
o gF —wh — 5’“[6”]- Exj — wk(wlxl) + (wlwl)xk — 2(5kle”jwlﬁ (3.35)

3.2.4. Los datos de no inercialidad de un marco de referencia ‘“no inercial”’

La no inercialidad estd descrita en cada instante de tiempo por las cantidades w*(t) y Q(t), que
como se ha explicado, dependen tnicamente del tiempo. Se conocen como “datos de no inercialidad” del
marco no inercial y contienen toda la informacion necesaria para caracterizar la no inercialidad de dicho
marco.
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w” () es la aceleracién lineal instantdnea del marco no inercial, tal y como la medirfa un “acele-
rometro absoluto” en reposo situado en el origen del marco inercial, mientras que Qil(t) es el tensor
antisimétrico que describe la velocidad angular instantdnea del MR*“nl” que mediria un sistema de tres
“girdmetros absolutos” situados en reposo en el origen del marco inercial y cada uno de ellos orientado
perpendicularmente a cada eje. Que sean absolutos quiere decir que estos instrumentos serian capaces
de registrar las aceleraciones o las velocidades angulares de rotacién con respecto al “espacio absoluto”
newtoniano. Sin embargo, ;existen estos acelerdmetros y girémetros? Si la respuesta a esta pregunta
fuera afirmativa, las cantidades w”(¢) y Q¢,(¢) serfan observables.

La aceleracion lineal solamente es observable sin ambigiiedad si se tiene la seguridad de que no hay
ninglin campo gravitatorio. En ese caso, un conjunto de tres acelerometros reales orientados segin los
ejes del marco no inercial y solidarios con él medirian la aceleracién lineal instantdnea del MR*“nI”". Por
el contrario, si no se puede determinar con exactitud la existencia o no de un campo gravitatorio, no es
posible medir w*(t) sin ambigiiedad.

En contraste, haya o no un campo gravitatorio, la cantidad w!(t), por lo que también las correspon-
dientes Q% () y QF!(¢), son realmente observables en la teorfa newtoniana mediante el sistema de tres
girébmetros. Se debe tener en cuenta que wl(t), o equivalentemente 2%, solo es observable en la teoria
newtoniana, en la teoria de la Relatividad General no lo sera.

3.2.5. Descomposicion electromagnética de las fuerzas gravitatorio-inerciales

Al describir la gravedad en un MR“I” solamente aparecen aceleraciones independientes de la velo-
cidad, descritas por g¥. Sin embargo, al realizar la descripcién en un MR“nI” aparecen contribuciones
adicionales, unas independientes de la velocidad y otras lineales con ella. Esto recuerda al electromag-
netismo, donde la fuerza especifica que se ejerce sobre una particula de carga q es:

F dx(t)

i )
q + dt

x B (3.36)

siendo E el campo eléctrico, B el campo magnético y x(t) la posicién de la particula en un instante de
tiempo.

En el caso de la gravitacién newtoniana, tanto las fuerzas gravitatorias como las inerciales son pro-
porcionales a la masa de la particula, por lo que las fuerzas especificas coinciden con las aceleraciones.
Se puede escribir una expresion andloga a [[3.36]] para el campo gravitatorio:

d?x(t) dx(t)
a2 8T Ty

x b (3.37)

donde se han introducido dos nuevos vectores denotados en cursiva, g (no confundir con g, el campo
gravitatorio) y b, que se definen como:

w(t) — (W(t) x x) — [w(t) x W(t) x x)] = g(t,x) + g(t,x) (3.38)

donde § y b son las contribuciones a g y b que provienen exclusivamente de la no inercialidad del movi-
miento.
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Para resaltar la analogia con el electromagnetismo, se denomina “campo gravieléctrico” a g. Este
campo describe la parte de las aceleraciones relativas al marco de referencia independientes de la velo-
cidad. Entonces, en cada marco de referencia, el campo gravieléctrico es la aceleracion neta que, bajo el
efecto conjunto de las fuerzas gravitatorias e inerciales que existen en el marco de referencia en el que
se esté trabajando, adquiere una particula que inicialmente esté en reposo en dicho marco.

Ademds, la particula test sufre una aceleracion lineal con la velocidad de la particula respecto al mar-
co de referencia, b. Para asegurar coherencia con la nomenclatura anterior, a esta parte de la aceleracion,
que es lineal en la velocidad, se la denominard campo gravimagnético.

Es muy importante resaltar que aunque se utilice esta nomenclatura no hay ninguna relacién fisica
con el electromagnetismo. La tnica relacién es formal.

Una de las diferencias fisicas mas destacadas entre ambas expresiones es que, en el caso del elec-
tromagnetismo, el campo magnético es debido a un movimiento de cargas. Este puede existir también
en un marco de referencia inercial, mientras que el campo gravimagnético resulta ser nulo en cualquier
marco de referencia inercial y solo aparece cuando se emplean marcos de referencia no inerciales. Ade-
mads, aunque el campo magnético depende de la posicién, el gravimagnético es constante en el espacio
y solo depende del tiempo. Por dltimo, mientras que en el campo electromagnético el movimiento de
cargas crea efectos adicionales, el movimiento de masas no tiene ningtin efecto de creacién de una nueva
componente gravimagnética del campo gravitatorio.

3.2.6. (Es posible distinguir y/o separar los efectos gravitatorios de los inerciales?

Es habitual mezclar aceleraciones de origen gravitatorio y de origen inercial. Por ejemplo, al estu-
diar los fendmenos fisicos que suceden en la superficie terrestre, es muy frecuente incluir el efecto de la
fuerza centrifuga de rotacion de la Tierra junto con el del campo gravitatorio de la Tierra, obteniendo asi
un campo gravitatorio efectivo. Como consecuencia de esto, la vertical efectiva no coincide exactamente
con la puramente gravitatoria. Al estar trabajando en un MR*“nl” en el que solamente hay una rotacién
uniforme con respecto a otro MR“I”, la tinica fuerza de inercia existente en el término independiente de
la velocidad es la centrifuga. Entonces, en este caso se considera el vector g en lugar de g como el campo
gravitatorio efectivo.

Parece que el origen de las aceleraciones inerciales es completamente diferente del de las gravitato-
rias, pero, por el contrario, las propiedades de ambas fuerzas son andlogas. La principal semejanza entre
estas aceleraciones es que ambas son independientes de la masa.

Las fuerzas de inercia a veces son calificadas como fuerzas ficticias o pseudofuerzas. Esto solo es
aceptable si se entiende en el sentido de que dichas fuerzas desaparecen por completo al utilizar un mar-
co inercial. Sin embargo, es falso en un sentido mds filosdfico, es decir, si se entiende como contrario a
real, ya que sus efectos son observables.

Tal y como se plantea en la formulacién de Newton-Cartan, que se verd en el préximo capitulo, las
fuerzas de inercia estdn descritas por una conexidn en el espacio-tiempo. Este objeto matematico tiene la
propiedad de que su anulacién en un sistema de coordenadas no implica que se anule en cualquier otro
(a diferencia del comportamiento de un tensor) y por eso las fuerzas de inercia aparecen tinicamente en
determinados marcos de referencia.
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La principal controversia que se presenta en las discusiones sobre fuerzas de inercia es la creencia
de que, para que algo sea real, debe manifestarse para cualquier observador. Sin embargo, hay muchos
ejemplos en la Naturaleza en los que dichas fuerzas se manifiestan aunque no sean medibles en todos
los marcos de referencia: los volantes de las primeras maquinas de vapor que se rompian debido a una
resistencia insuficiente a las fuerzas centrifugas que actuaban sobre ellos, las aceleraciones que siente
una persona en una montafia rusa, etc. Ademas, cuando se calculan las érbitas circulares de los planetas,
se tiene en cuenta el equilibrio medido en el marco co-rotante, que es no inercial, entre la fuerza de
atraccién gravitatoria y la fuerza centrifuga.

Entonces, cualquier formulacién de la gravitacién newtoniana que sea aplicable a todo tipo de mar-
cos de referencia debe incluir, ademds de las fuerzas gravitatorias, las fuerzas inerciales. El nombre de
fuerzas inerciales puede que no sea el mas indicado, ya que estas fuerzas solo aparecen en los sistemas
de referencia no inerciales, pero es la notacién histdrica.

Después de esta introduccion, surge la siguiente pregunta: ;pueden separarse de manera inambigua y
“absoluta” los efectos puramente gravitatorios de los inerciales? Atendiendo a [[3.34], la respuesta l6gica
a la pregunta parece ser que la parte puramente gravitatoria es g¥(¢, x), mientras que la parte puramente
inercial seria el resto de la ecuacién. Sin embargo, /es esto correcto?

Para responder a esta pregunta, primero se debe tener claro si, en el contexto de la gravitacién new-
toniana en el que se estd trabajando es posible averiguar, sin ninguna duda, mediante medidas realizadas
sobre el movimiento de las particulas test en caida libre, si un marco de referencia es inercial o no. Mds
concretamente, si es posible determinar mediante este tipo de medidas los datos de no inercialidad que
determinan el estado de movimiento instantdneo del marco no inercial relativamente a un MR*“T”.

Si se escogen diferentes particulas test con la misma posicidn inicial pero con distintas velocidades
iniciales, las aceleraciones iniciales dadas por la ecuacién del movimiento de caida libre en un marco no
inercial diferirdn unicamente en el término 2(2’“1. (t) dw;t(t) , lineal con la velocidad, mientras que el resto de
términos serdn idénticos. Si se toma una muestra amplia de particulas, se puede determinar sin ninguna
duda la cantidad Q""Z en el instante en el que se ha realizado la observacion . A continuacién, realizando
el proceso repetidamente en instantes cercanos: t, t+dt, etc., mediante un proceso de limite se obtendria

el valor instantdneo de QF(¢).

Teniendo esto en cuenta, se puede responder parcialmente a la pregunta anterior: si que es posible
separar de manera inambigua y absoluta los efectos puramente gravitatorios de los inerciales y si que se
pueden determinar los datos de no inercialidad, pero solo para el término de rotacién. Esto significa que
las fuerzas de inercia debidas a la rotacion tienen sentido observacional en la gravitacién newtoniana.
De hecho, Newton defendia esta postura y dio varios argumentos a su favor, entre los que destaca el del
cubo de Newton.

El argumento del cubo de Newton consiste en llenar un cubo de agua y observar su comportamiento al
girar el cubo. Si el cubo se encuentra en reposo, la superficie del agua permanecerd plana. Sin embargo,
al girar el cubo, la superficie adquiere un perfil parabdlico, tal y como se muestra en la figura siguiente.
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Figura 3.2: Experimento del cubo de Newton
Fuente: https://culturacientifica.com/2014/03/1 1/del-espacio-y-el-tiempo/cubo-de-newton/

Sin embargo, la estrategia tomada por Newton no fue capaz de zanjar la discusién sobre qué ocurre
con los marcos que no son inerciales debido a un movimiento de traslaciéon no uniforme. Se va a ver que
en este caso, tal y como Leibniz defendia, es imposible determinar si un marco es o no inercial debido a
su movimiento de traslacion no uniforme.

La ecuacion del movimiento de un marco no inercial en el que solo hay traslaciéon no uniforme sera:

d?z*(t)

=g (tx) - wh () (3.39)

En esta ecuacion se ve que no se pueden separar de forma inambigua los términos g*(t, x) y w®(t).
Esto es debido a la equivalencia entre las masas gravitatoria e inercial.

Un ejemplo de esta imposibilidad es el siguiente. Un observador que se encuentra en una nave espa-
cial cerrada, desde la que no puede ver el exterior, propone como criterio para saber si esta acelerando
linealmente o no con respecto al “espacio absoluto” medir la aceleracién en tres direcciones del espacio
mutuamente perpendiculares utilizando los tres acelerémetros de su kit. Si, por ejemplo, dos de los ace-
lerémetros marcan cero y el que mide la aceleracion en el eje z marca una aceleracion g # 0, se podria
interpretar dicha lectura de dos maneras alternativas:

1. El observador se encuentra en reposo respecto al Espacio Absoluto en una regién en la que hay
un campo gravitatorio en la direccién z y de sentido negativo de valor g. La nave podria estar, por
ejemplo, sobre la superficie de un planeta.

2. El observador se encuentra en una regién en la que no hay campo gravitatorio, moviéndose con un
movimiento de traslacién no uniforme de aceleracién g positiva en el eje z.
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Figura 3.3: Izquierda: (1) Observador en reposo respecto al Espacio Absoluto.
Derecha: (2) Observador en una region en ausencia de campo gravitatorio.
Fuente: http://www.laizquierdadiario.com/Un-siglo-de-relatividad-general

Este ejemplo muestra que es imposible decantarse por la opcién 1) o por la 2) dnicamente mediante
resultados observacionales. Entonces, es imposible medir la “aceleracién lineal con respecto al espacio
absoluto” y determinar los valores de g (¢,x(t)) y w*(t) por separado. Esto quiere decir que no se va a
poder determinar si un marco de referencia no rotante es inercial o no.

Por lo tanto, se pueden determinar los datos de no inercialidad para la rotacién, pero no para las tras-
laciones no uniformes.

3.2.7. El potencial de las fuerzas puramente inerciales en un marco “no inercial”’

En este apartado se va a trabajar en ausencia de campo gravitatorio. Por lo tanto, habra que eliminar

el vector campo gravitatorio de las ecuaciones del movimiento. Es decir, se utilizar4n los vectores g yb,
definidos en [3.38]], en lugar de g y b. Las aceleraciones de inercia que aparecen en dichas ecuaciones no
pueden derivar de un potencial escalar, es decir, de una funcién que en el marco de referencia escogido
se comporte como un escalar bajo rotaciones (permanezca invariante). Esto es asi porque el término de
Coriolis de la aceleracion, 2Q";d%t(t) = —25klelijwi%, depende de forma lineal de la velocidad de la
particula, y como un potencial ordinario no puede dar lugar a fuerzas que dependan de la velocidad, estas
fuerzas no pueden provenir de tal potencial ordinario. Las aceleraciones puramente gravitatorias, por el

contrario, si que derivan del potencial gravitatorio.

Volviendo a la analogia con el campo electromagnético, la fuerza que este campo ejerce sobre una
particula con carga también tiene una parte que depende linealmente de la velocidad, la fuerza magnética.
Las fuerzas electromagnéticas provienen tanto de un potencial escalar como de un potencial (co)vector.
En el caso del electromagnetismo, el potencial serd no nulo en cuanto haya un campo eléctrico y/o mag-
nético no nulo, y eso ocurre en cualquier marco de referencia inercial. Al realizar transformaciones entre
marcos inerciales, dicho potencial se transforma como un covector en el espacio-tiempo. Al considerar
cambios entre marcos de referencia arbitrarios, tanto inerciales como no inerciales, la ley de transforma-
cion covectorial se mantiene.
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Sin embargo, lo que sucede con las fuerzas de inercia es distinto porque dichas fuerzas solo aparecen
en los marcos no inerciales. Entonces, la naturaleza matematica de los potenciales gravitatorios no puede
ser un covector en el espacio-tiempo, ya que si un covector es nulo en un marco de referencia inercial,
automdticamente lo serd para cualquier otro marco, inercial o no.

Las aceleraciones inerciales que sufre una particula en caida libre, relativas al MR“nl”, provienen de
un objeto matemadtico llamado potencial inercial, que en cada marco no inercial estd descrito por dos

~ ~

objetos (U(t,x), (V(t,x)), que son funciones de las coordenadas espaciales no inerciales y del tiempo.

Bajo rotaciones, U(t,x) es un escalar, mientras que V(¢,z) es un vector. Las expresiones de dichos
potenciales estdn dadas por

~ (3.40)

{ U(t,x) = w(t)x — L(w(t) x x)2 = w(t)x — 2w’x? + L(wx)?
V(t,x) =w(t) x x

que se pueden expresar también en notacién tensorial:

{ U= dijwiad — Lwjwl (Oabal) + L(wjad)? = §a'a’ — 16;;00, 0 2kal (3.41)

Vi = epijwia! = fé;ﬂ-Qijxj
El lagrangiano expresado en funcién de los potenciales que cumple las ecuaciones del movimiento
deseadas es de la forma:

1 ~ 1 N~
L= 5mv2 —m(U—Wv) = 5mv2 —m(U — Vok) (3.42)

Para comprobarlo, habria que calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange, multiplicarlas por 6*!, con-
traer el indice [, y por dltimo, sustituir las expresiones de los potenciales.

La ecuacioén del movimiento en funcién de los potenciales sera:

2,k 7 v Vi v J
At () _ g (-a;f _ ‘W’) Lot (a"f - avl) da’ (1) (3.43)

dt? ozl Oxd dt
Ademds, se obtiene que los vectores § y b en funcion de los potenciales son:

3.2.8. El potencial gravitatorio-inercial en un marco ‘no inercial”

En esta seccién se realizard lo mismo que en la anterior pero en presencia de campo gravitatorio. Se
utilizardn las ecuaciones del movimiento obtenidas en [[3.34]l. En este caso, los potenciales serdn:

z (3.45)

{ U(t,x) = o(t,X) + U(t,x) = o(t,X) + W(t)x — L(w(t) x x)2
V(t,x) = V(t,x) =w(t) X x

que en notacién de indices tensoriales pueden escribirse como:

_ i1 ; koly o 1 '
{ U=t z)+ djw'al — swjw! (Ouarat) + §(wjzd)? (3.46)

Vi = ekijwixj
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El lagrangiano en funcién de dichos potenciales vendra dado por:
L 9 L 9 k
L= SV~ m(U—Vv) = MV~ m(U — Viu®) (3.47)

y actuando como en el apartado anterior se puede comprobar que a partir de dicho lagrangiano se obtie-
nen las ecuaciones del movimiento deseadas.

La ecuacién del movimiento en funcién de los potenciales sera:

a0 (‘mz‘m) o (axz axa> it (348)

Por ultimo, los términos g y b, que incluyen tanto las aceleraciones puramente gravitatorias como las
inerciales, en funcién de los potenciales estan dados por:

ou 9V, 1,../0V: 0V; OV
k kKl [ o l k = kij J ¢ kij J
=0 < oxt Ot ) ' b= 2° <8zl 8:Uj> o (349

Por lo tanto, queda demostrado que en cada marco de referencia no inercial el conjunto de las fuerzas
gravitatorias e inerciales derivan de un potencial construido por dos objetos: U, que bajo rotaciones se
transforma como un escalar, y V, que bajo rotaciones se transforma como un covector. Queda abierta
aqui la cuestién de como deben comportarse estos potenciales bajo cambios entre marcos de referencia
que incluyan movimiento relativo. Esta discusidn, en la que no se entra en detalle, confirma que la ley de
transformacién de estos dos objetos no es la de un covector en el espacio-tiempo, sino que forman par-
te, necesariamente, de un tensor simétrico de segundo orden, dos veces covariante, cuyas componentes
espacio-espacio coinciden con la métrica en cada espacio de simultaneidad.

3.2.9. Las fuerzas de marea en un marco ‘‘no inercial”’

Si se utiliza la ecuacion de caida libre en un MR“nl” para determinar la separacién relativa entre una

particula test de referencia y otra particula préxima a ella, z%(t) = z*(t) — Z*(t), se obtiene que la
aceleracién de dicha separacion seré:

2ork(t) _ og(t.5(1)
i Br oz (¢)

. ; dox
+{Qk — QR 1eal (1) + 20K dt< ) (3.50)

Esta ecuacién se puede entender como la descripcion completa de las aceleraciones de marea, tanto
gravitatorias como inerciales, que aparecen en un marco no inercial segtn la teoria newtoniana.

Al igual que se hizo en los apartados anteriores, se puede separar la parte lineal con la velocidad de
la separacion de las particulas, a la que denotaremos B(t), de los coeficientes que dependen linealmente
de la separacion relativa, —A(t, x), cuyo signo negativo se toma por convenio:

gkt @)

k .
Al(t, CC) : ax

@ - o eem) (3.51)
BE(t) == 20K (1) (3.52)
asi que [3.50] expresada en términos de A(t, z) y B(t) tendrd la forma:

déx(t)
dt

d?6x*(t)

o —ARs2l(t) —I—Bk

(3.53)
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Por analogia con el caso anterior, puede surgir la idea de denominar a A(¢, x) y B(t) campos de marea
eléctrico y magnético, respectivamente. Sin embargo, como se verd a continuacion, no es la mejor opcién.

Los campos A y B se pueden expresar en términos de los campos gravieléctrico, g, y gravimagnético,
b:

_ 9g"(t, )

k
Al(tvx) = 8.73[

BE (1) = 6" ey ;b (1) (3.54)
donde las componentes de Akl (t, ) coinciden con los gradientes espaciales del campo gravieléctrico, g*,
mientras que las de BY(¢) son directamente el tensor dual del vector campo magnético b’ (t).

Las aceleraciones de marea medidas desde un MR“nl”” adquieren componentes adicionales a las que
aparecen en un MR“T”. Dichas componentes dependen de las velocidades de separacién entre ambas par-
ticulas. Esto puede tomarse como un indicio de que, en la Naturaleza, las aceleraciones de marea reales,
es decir, las de la Teorfa de Einstein de la Gravedad, tienen una componente gravimagnética debida
tinicamente al campo gravitatorio. Sin embargo, en la teoria newtoniana no se describe este comporta-
miento. Por lo tanto, se mantendrd la notacién b(t) para el campo gravimagnético y B(t) para el objeto
que resulta ser un tensor ya que, aunque en la gravitaciéon newtoniana sean iguales, en la TEG no todo el
campo gravimagnético es no inercial, asi que las cosas cambiaran.

Procediendo como en los apartados anteriores se pueden desglosar A (,z) y B¥ ():

gk (t,x "k j "
{ AS (b, ) = — P50 {0 (1) — Q5 (OR(1)} = AS (1, 2) + Ak (1) (355)
BY(1,) = 20(t) = BY(1)
En el desglose se han introducido tres objetos nuevos:
At ) = - 22552 | — —ghi e,
Ak (1) == —{Q8(1) — Q% (), (1)} (3.56)

BY(t) = 20%(1)

Anteriormente se comprobé que g (¢, x) no se puede determinar con exactitud. Sin embargo, esta am-
bigiiedad no se transmite a A% (¢, ). Esto se debe a que el gradiente del dato de no inercialidad, w*(t),
es nulo porque w”(t) solo depende del tiempo. Por lo tanto, en la diferencia g*(t, 2) — w*(t), el tnico
término que aporta una contribucién a dicho gradiente es el campo gravitatorio, g¥(¢, ).

Actuando como en el apartado anterior, se obtiene que los campos Akl (t,x)y B’“l (t) se pueden expresar
en funcion de los potenciales Uy V como

. 0*U 9%V, L (OV OV, ; ,
At 0) ==& (%ﬂ@xi a 83}’&) 7 Bift) =& <3$l - 3xi> = 20! G

Cabe destacar que las componentes Akl involucran derivadas segundas de los potenciales, mientras
que las componentes B’fl involucran solamente derivadas primeras. Sustituyendo y derivando, || se
puede reescribir asi:

AR (t,z) = —o™ = - whwp + M (wjw?) — ke, BE (1) = 20" €07 (3.58)
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Es conveniente insistir en que al calcular las componentes Akl a través de los gradientes espaciales
9" (t,x)
Ox!
En el resto de sus términos solo intervienen los Qk] que dependen exclusivamente del tiempo. Por eso

del campo gravitatorio, inicamente el término puede depender de las coordenadas espaciales.

se separa Akl (t,x) en dos términos, uno que si que depende de las coordenadas espaciales y otro que no.

Como el campo g se comporta como un vector absoluto en la transformacién de un marco inercial
a otro no inercial, A debe ser un tensor absoluto de segundo orden, que se transformara al pasar de un
MR“T” a un MR*nI” de la forma:

A’ = R (HR/ (1A',

donde R involucra solamente la parte de rotacién de la transformacién. Entonces, como A(t, X) se trans-
forma como un tensor absoluto, serd fundamental en la descripcién del campo gravitatorio. Es lo que se
conoce como “tensor campo de marea”. [[3.50] puede expresarse en términos del tensor campo de marea
de la siguiente manera:

d?6x%(t) déx(t)
dt? dt
Al contrario de lo que sucedia con el campo gravitatorio al escoger un MR*“nl” adecuado, en el nivel
de las fuerzas de marea, el campo de marea, A(t, x), nunca puede anularse eligiendo un marco, sea este
inercial o no. Esto se debe a que el tensor campo de marea se transforma de manera tensorial lineal, as{
que si es nulo en un marco concreto, lo serd en todos.

~ —AR(t, 2(t)6x (1) + {le — Q807 ol (t) + 20K (3.59)

3.2.10. Las ecuaciones de campo en un marco de referencia ‘“no inercial”’

Partiendo de las ecuaciones de campo para un marco inercial y aplicando la ley de transformacién del
vector campo gravitatorio, se obtiene que las ecuaciones de campo en un MR“nl” son equivalentes a las
de un MR“T”:

—W = 47['Gp<t, x), 0" 6]‘le

Debido a que g'(t,z) no se puede determinar sin ambigiiedad, puede parecer extrafio que las ecua-
ciones de campo se den en términos de g’ (¢, x) en lugar de en términos de g*(t, ) — w”(t). Esto es asf
porque lo que interviene en las ecuaciones es el gradiente de dichas cantidades, asi que w”(¢) “desapa-
rece” de la ecuacion, tal y como se dijo anteriormente. Aun asi, las ecuaciones del campo gravitatorio se
podrian haber escrito sustituyendo g’ (¢, z) por g¥(t, z) — w”(t).

=0 (3.60)

Las ecuaciones de campo [[3.60] pueden expresarse en términos del potencial:
V3p(t,z) = 4nGp(t, z) (3.61)

obteniendo asi, al igual que en un marco inercial, la ecuacién de Poisson, pero ahora relativa a las coor-
denadas espaciales del marco no inercial.

Derivando g* (¢, ) — w"(t) y realizando las sustituciones oportunas, se obtiene la siguiente relacién:

o(ght,z) —w*) _ 9gh(t,z) _ 4
— ’ =— = A"(t,x 3.62
Izl Il l ( ) ( )
Por lo tanto, sustituyendo, se obtienen las ecuaciones de campo en funcién del campo de marea para
un marco no inercial:

Ak (t,x) = 4nGp(t, x), AV = AT (3.63)
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Queda demostrado que la ecuacion que relaciona las fuentes del campo, p(t,x), con el campo gra-
vitatorio descrito por el campo de marea, Aij, tiene la misma forma en cualquier marco de referencia,
inercial o no inercial. [3.63] es la precursora més directa de las ecuaciones de Einstein, que describen
el campo gravitatorio de acuerdo con la teoria de la Relatividad General desde el punto de vista de un
observador arbitrario.

Se ha visto que, aunque las ecuaciones de caida libre y de desviacion del campo de marea no parecen
ser iguales en un MR“T” y en un MR*“nl”, se pueden escribir de forma equivalente para todo tipo de mar-
cos. Al expresarlas de esta manera, aparece la estructura geométrica del espacio-tiempo newtoniano, una
conexion, descrita por la formulacién de Newton-Cartan. En esta formulacién el movimiento de caida
libre en el campo gravitatorio sigue una autoparalela de esta conexidn en el Espacio-Tiempo newtoniano
con aceleracién absoluta nula.

Por tltimo, se pueden expresar las ecuaciones de campo en términos del vector campo gravitatorio.
Para ello, se deben tener en cuenta los términos “de Euler” y centrifugo, y contrayendo en los indices k,

i del término {2 ,;(t) — ij(t)QJi(t)}, se llega a —Q]fj(t)ﬂjk (t) = 2wjw’, obteniendo asi:

09" (t, () :
Tk AnGp(t, z) — 2w;w’

3.3. Describiendo la gravitaciéon en un marco de referencia no rotante y
en caida libre

Las ecuaciones obtenidas hasta ahora toman una forma mads sencilla y clara si se utilizan marcos de
referencia asociados a un observador en caida libre y no rotante (MRclnr). Estos marcos, al contrario
que los que se utilizan habitualmente en Mecanica Cldasica, son locales, es decir, describen una pequeiia
regién del espacio durante un periodo de tiempo finito. Su origen estd ligado al centro de masas de un
objeto en caida libre en un marco no rotante y son esenciales en la teoria relativista de la gravitacién.

Las dos exigencias que se han impuesto para describir este tipo de marcos se pueden comprobar
observacionalmente. El origen del marco estard en caida libre siempre y cuando tres acelerometros mu-
tuamente perpendiculares situados en dicho origen marquen cero. Ademds, para comprobar que el marco
es no rotante, basta con que tres girdmetros mutuamente perpendiculares marquen también cero.

o o o
El movimiento del centro de masas del objeto estard descrito por det;(t) = g/ (t, X (t)), donde X (t)

describe la posicién del centro de masas del objeto y se supone conocido. Las coordenadas medidas se
denotan con un indice mindsculo con un dngulo circunflejo.

La condicién de ser no rotante respecto a un marco de referencia inercial implica, debido a que la
rotacién en el espacio-tiempo newtoniano tiene caricter absoluto, que la rotacién R ;(t) es independiente
del tiempo. Reorientando el eje de coordenadas de tal forma que la rotacién sea la identidad, R?; = 6%/,
la transformacién entre las coordenadas newtonianas, 2.7, y las del MRclnr, x', serd de la forma

2 =8, (! — X1(t)) (3.64)

Entonces, como la velocidad angular del sistema “no inercial”, w(t, l‘i), es nula, la ecuacién del
movimiento en este sistema serd, teniendo en cuenta las leyes de transformacion tensoriales:

il A i

= g a) —wt(t) = g (ta(0) ~ (e =0) (3.65)
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Mientras que en el MRclnr g’%(t, x(t)) es funcién del tiempo coordenado y de la posicién espacial,
w”(t), como es la aceleracién de caida del objeto, depende tinicamente del tiempo.

Sobre la trayectoria completa de la particula de referencia, que en el MRclnr es 2" () = 0, la fuerza
gravitatoria “real”, g* (x,t), se cancela con la inercia de arrastre, wk (t), dando lugar a un “campo gravie-

léctrico” que se anula durante toda la trayectoria de la particula. Por lo tanto, z*(¢) = 0 para k= 1,2,3,
es solucién de la ecuacion del movimiento. Sin embargo, las coordenadas de otra particula cercana que

también se encuentre en caida libre no serdn constantes a lo largo del tiempo. Es decir, 2¥(t) = 0 es

una solucién de la ecuacién que corresponde a un movimiento de caida libre, mientras que z*(t) = 3",
donde 3/* es una constante no nula, no es solucién.

Para verlo mejor hay que fijarse en la ecuacién del movimiento en términos del tensor de marea:

(t, 2(t))2 (¢); Ak (t,z) = —W = A (t,2) (3.66)

T

o
oA

donde se ve que si a:k(t) = yiC donde y’fC = cte # 0 es solucién o no de la ecuacién de caida libre
depende de si el campo de marea es nulo o no.

Si el campo de marea es nulo, entonces x*(¢) = y* donde 3* = cte # 0 sera solucién de la ecuacién.
La separacion entre diferentes particulas cercanas en caida libre se mantiene constante, es decir, la ace-
leracién de la separacion entre ellas es nula. Esto es lo que sucede en ausencia de gravitacion.

Sin embargo, si el campo de marea A es no nulo, las particulas inicialmente cercanas y en reposo
respecto a la particula de referencia no van a permanecer en reposo relativo respecto a ella: 5z%(t) = /"
con y* = cte # 0 ya no es solucién. Esto es lo que sucede en presencia de gravitacion.

La anulacién / no anulacién del campo de marea A es la auténtica firma de la ausencia / presencia de
campo gravitatorio.

En un marco de referencia en caida libre y no rotante asociado a un objeto que se toma como fidu-
cial, el movimiento de otras particulas cercanas que también se encuentran en caida libre en el campo
gravitatorio resulta ser muy parecido al movimiento ideal, visto en un marco de referencia “inercial” en
ausencia de gravitacion, pero nunca resulta ser exactamente igual, porque las aceleraciones, tal y como
se ha visto, solo se anulan en el origen del marco de referencia, es decir, sobre el centro de masas del
objeto de referencia. Como consecuencia, a estos marcos de referencia se los conoce, en la nomenclatura
“post-1900”, como marcos de referencia localmente inerciales (MRLI). Por desgracia, esta terminologia
puede llevar a confusién, ya que en el sentido “pre-1900” estos marcos no son inerciales.
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Capitulo 4

La formulacion geométrica de
Newton-Cartan

Como se ha expuesto anteriormente, a partir de 1923, con el trabajo de E. Cartan, se comprob6 que
la gravitacion newtoniana admite una interpretacion como teoria de curvatura, es decir, la gravedad no
aparece como una fuerza, sino como una manifestacion de que el espacio-tiempo es curvo. Las formu-
laciones convencional y geométrica de la gravitaciéon newtoniana son muy diferentes formalmente, pero
son equivalentes observacionalmente. En este capitulo se van a introducir las estructuras bésicas de la
formulacién geométrica de Newton-Cartan, tomando como punto de partida la descripcion detallada de
la formulacién convencional hecha en el capitulo anterior.

4.1. Conexiones y tensores de curvatura asociados

El objetivo de este apartado es reinterpretar las ecuaciones presentadas en la formulacién convencio-
nal en términos de objetos geométricos: conexiones y sus respectivas curvaturas. Para ello, se comienza
recordando el concepto de curvatura.

Para describir los espacios curvos se utiliza la geometria Riemanniana. Esta geometria fue formulada
por Gauss para el caso bidimensional y fue extendida posteriormente por Riemann para espacios de di-
mensién arbitraria. Las propiedades del espacio a pequefias escalas se parecen a la geometria euclidea,
pero no son exactamente iguales. Estas diferencias se deben a la curvatura, asi que cuanto mds difiera el
espacio de la geometria euclidea, mayor serd su curvatura.

Para el caso bidimensional, la curvatura en cada punto se define mediante un tinico nimero, conocido
como curvatura gaussiana. Si la curvatura cambia de un punto a otro, se denomina curvatura variable,
sin embargo, si no lo hace, se denomina curvatura constante. Ademads, puede ser positiva, como en una
esfera, o negativa, como en un plano de Lobachewski.

Para dimensiones superiores, al haber infinitas direcciones bidimensionales para cada punto, habra
infinitas curvaturas seccionales relacionadas entre si. Gracias a estas relaciones, la curvatura se puede
expresar en cada punto del espacio mediante el tensor de curvatura, caracterizado por un ndmero finito
de valores en cada punto.

Cabe preguntarse si el espacio fisico es curvo. Para comprobarlo, Gauss midi6 la suma de los tres
dngulos de un tridngulo (si hay curvatura la suma de los dngulos es diferente de 180°) formado por tres
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montafas y llegé a la conclusion de que, o la curvatura del espacio es nula, o es muy pequefia. Loba-
chewski llegd a la misma conclusién midiendo el paralelaje de una estrella. Hoy en dia, gracias a la
gravitacién de Einstein, se sabe que el espacio-tiempo es curvo. Sin embargo, en la mayoria de situacio-
nes esta curvatura es extremadamente pequefia.

Aunque este hecho tardé mas de 50 afios en quedar claramente establecido, es la conexién, y no la
métrica, el objeto matemadtico que puede tener curvatura. En parte, se tardé tanto en darse cuenta de
ello porque la métrica de los espacios riemannianos es no degenerada, asi que hay una tinica conexién
asociada a ella, por lo que la métrica es suficiente para describir la geometria de dichos espacios. Sin em-
bargo, cuando la métrica es degenerada, hay varias conexiones asociadas a ella y se hace imprescindible
describir la curvatura mediante la conexién.

La curvatura mide la aceleracion de la separacidn relativa entre geodésicas. En una superficie curva
con geometria localmente euclidea y métrica definida positiva, si se mide el progreso a lo largo de la
geodésica de referencia por la longitud recorrida [, la aceleracion de dicha separacion, dx(1), serd:

d?6x(1)

= —Kou(l) .1

siendo K la curvatura. Se puede ver el parecido entre [4.1]] y las ecuaciones que se obtuvieron para la
aceleracion de la separacion relativa de dos particulas en un campo gravitatorio, [3.17]] y [3.18].

Para poder explicar el principio de inercia es necesaria una conexion, que permite realizar una formu-
lacién matemaética completa del espacio-tiempo. La formulacién geométrica elimina el concepto confuso
de Espacio Absoluto y lo sustituye por una conexién en el espacio-tiempo, que es un elemento esencial
tanto en la teorfa de la gravitaciéon newtoniana como en la de Einstein. Las fuerzas de inercia, que son
nulas o no dependiendo del marco de referencia, reflejan las propiedades de transformacién de la cone-
xién, que también puede ser nula o no dependiendo de las coordenadas con las que se describa, debido a
que su ley de transformacién no es lineal.

Conviene insistir en que en la teoria de Einstein de la gravedad la conexién cuyas geodésicas son los
movimientos de caida libre es también el objeto esencial. La diferencia con la teorfa de Newton-Cartan
es que en esta ultima la conexién no estd determinada por las dos estructuras métricas degeneradas, lo
que deriva en que la conexién pueda no ser Unica, mientras que en la teoria de Einstein la conexién es
unica y estd determinada por la métrica. En la teorfa newtoniana las fuerzas de inercia estdn descritas por
una conexidn, llamada conexidn inercial, pero hay otra conexién que describe conjuntamente las fuerzas
de inercia y las fuerzas gravitatorias, conocida como conexion gravitatoria o de caida libre.

Tal y como se explicé anteriormente, por el principio de equivalencia de Galileo, la conexién iner-
cial, al igual que el espacio absoluto, es inobservable. Sin embargo, la conexion gravitatorio-inercial, al
describir conjuntamente los efectos gravitatorios e inerciales, si que serd medible mediante un sistema
de tres acelerémetros y tres girémetros. Con estos instrumentos se podrd comprobar si el movimiento de
una particula sigue o no una autoparalela de la conexidn gravitatorio-inercial.
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En ambas formulaciones el espacio-tiempo newtoniano es una variedad de cuatro dimensiones. Por
lo tanto, los sucesos estdn etiquetados mediante cuatro coordenadas, z*, con u = 0,1, 2, 3. El indice 0
se reserva para la coordenada temporal y el resto para las espaciales. La duracién temporal y la distancia
espacial se codifican mediante dos objetos: la métrica temporal £, y la (co)métrica espacial h*”, orto-
gonales entre si. Las dos métricas estdn degeneradas. Ademds, t,,,, solo define las duraciones temporales
y h*¥ solo define las distancias espaciales.

4.2)

Un vector del espacio-tiempo serd de género tiempo futuro/pasado si t,w* > 0/ t,w* < 0. Si
t,wh = 0, w es un vector de género espacio.

Es importante insistir en que el objeto h*, que es un tensor 2 veces contravariante y degenerado, no
puede entenderse como una métrica definida en todo el espacio-tiempo. La cantidad que juega el papel
de métrica espacial solo estd definida en cada subvariedad de simultaneidad S;, especificada por un de-
terminado valor de t.

A partir de la eleccioén de ¢, y h#*” se derivan dos conclusiones importantes. La primera es que ,,,,
incorpora el tiempo absoluto caracteristico de la fisica newtoniana y define una coordenada temporal
privilegiada, que es la misma para marcos inerciales y no inerciales. La segunda es que h*" estd asociada
con un espacio euclideo.

4.1.1. La conexion inercial

Para poder describir de forma completa el espacio-tiempo newtoniano es necesaria, ademas de la mé-
trica temporal y la cométrica espacial, una conexién compatible con ambas métricas, pero que no estd
determinada totalmente por ellas.

Al intentar describir el movimeinto de una particula desde un marco de referencia no inercial en el
sentido pre-1900 es necesario introducir unas fuerzas de inercia, que describen el movimiento del marco
respecto al espacio absoluto.

En la formulacién geométrica de la gravitacién newtoniana el principio de inercia es de la siguiente
manera: “En el espacio-tiempo hay una conexién, denominada conexién inercial, cuyas autoparalelas
son exactamente los movimientos inerciales ideales cuando el pardmetro afin a lo largo de estas autopa-
ralelas es el tiempo absoluto”.

Las autoparalelas de una conexién son las lineas cuya descripcién paramétrica en términos del para-
metro afin 7 satisface la ecuacion

D dx*
—— =0 4.3
Dt dr “3)
siendo D la derivada covariante, definidia para un vector abitrario (#(7) a lo largo de esa misma curva
como

D¢H(r)  d¢i() da”

pooen() Y
Dt dr 1% ap6 (7) dr 4

39



donde I' | 5 son los coeficientes de la conexi6n y se transforman de acuerdo con las leyes de transforma-
cién de los simbolos de Christoffel.

Para encontrar una conexion cuyas autoparalelas sean exactamente los movimientos inerciales ideales,

se debe definir la conexion I, cuyos coeficientes son todos nulos en un marco de referencia inercial:

FOOO(tVT) = 07 EOJO(t7$) EOOJ(t’ x) = O’ r JK<t7x) =0 (45)
I o (t, ) =0, I (tz)=T1,(t z) =0, I (tz) =0

Si se introduce I' en || y || se llega a || para las coordenadas espaciales, que es la ecuacion
del movimiento en un marco inercial para una particula libre. Ademds, para la coordenada temporal se

. 2,0 . ., . .
obtiene Cfi —> = 0y resolviendo la ecuacion se obtiene que 20 = t, es decir, que la coordenada temporal

coincide con el tiempo absoluto.

Aplicando la ley de transformacién de la conexidn, se obtiene que para un marco de referencia no
inercial todas las componentes de la conexién son nulas excepto

T o = —w'(t) + {)(t) — QLY (D)}al,  Tig, =T 4= —0(1) (4.6)

La curvatura de una conexién viene dada por la siguiente férmula:

8F’uuﬁ . 81—‘“1/04

Rt =
vaf — gye OxB

+TH A =TV T (4.7)

ra
siendo R" vaB el tensor de curvatura.

Sustituyendo los valores de la conexién inercial en [4.7]], se obtiene que la curvatura de la conexién

~

I" se anula, asi que I' es una conexién llana. Como R* vap €8 UN tensor, si es nulo en un sistema de
coordenadas determinado, lo sera en todos.

En resumen, con la conexién inercial el espacio-tiempo newtoniano tiene curvatura nula. En esa in-
terpretacién el movimiento en un campo gravitatorio debe verse como una fuerza externa.

4.1.2. La conexion gravitatoria

Debido al principio de Galileo, por el que se vio que no se pueden separar de forma absoluta las fuer-
zas inerciales de las gravitatorias, la conexién inercial no es observable. Por eso es conveniente introducir
la conexion gravitatoria o de caida libre, que describe conjuntamente las fuerzas gravitatorias e inerciales.

Se pueden identificar los movimientos en caida libre en un campo gravitatorio con las lineas auto-
paralelas de una conexién I'* ap coN el tiempo absoluto como pardmetro afin. Ademds, como el hecho
de que una curva sea autoparalela de una conexién es una caracteristica intrinseca, esta identificacién es
independiente del marco de referencia. Por lo tanto, es suficiente con realizar el andlisis para un marco
inercial, ya que el resultado en un marco no inercial serd automdticamente correcto.

Para definir la conexion, hay que relacionar la ecuacién del movimiento de un marco inercial en
d?z! (t)
di?

presencia de un campo gravitatorio, = g/, con la ecuacién que describe las autoparalelas de una
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conexién, [4.3]. Asf se obtiene una conexién con todas las componentes nulas excepto I' o (z,t) =
iy £):
g (z,1):

{ r?oo(t,x) =0, . rgjo(t,x) = F(I)OJ(t,m) =0, F(I]JK(t,x) =0 8)
I oolt,x) = —g'(z, 1), ' o(t,z) =T",,(t,z) =0, ' k(tx)=0

que es la conocida conexién gravitatoria, I', también llamada conexién gravitatorio-inercial.

Sustituyendo en se obtiene que todas las componentes del tensor de curvatura son nulas excepto

o o _ gl (t,x) _ 5IJ6290(t7x)
oxM OxM OxM oz

Rl oo = — (4.9)

en coordenadas cartesianas.

Las componentes puramente espaciales del tensor de curvatura de la conexién gravitatorio-inercial
se anulan. Esto concuerda con la suposicién que se hizo al principio de que el 3-espacio de la teoria
newtoniana es plano.

4.2. El tensor de curvatura y el campo de marea

Comparando [3.62] y [4.9], se puede escribir el tensor de curvatura en términos del campo de marea:
Ay =Rl gy (4.10)

asf que el tensor tridimensional campo de marea A’ s Se identifica con las tinicas componentes no nulas

del tensor cuadridimensional de curvatura de la conexidén gravitatorio-inercial del espacio-tiempo new-
: I

toniano, R* ), /0-

En este apartado se va a analizar el comportamiento del campo de marea y su relacién con el tensor
de curvatura. La separacién de dos geodésicas proximas 7 — z#(7) y 7 — z#(7) + dz#(7) estd dada
por la siguiente ecuacion de desviacion geodésica:

D252H(7) LR dz? ., dz’
S —_— :L‘ [
D72 valB dr dr

A continuacién, se reduce de 4 dimensiones a 3+1, es decir, se separa la componente temporal

de las espaciales. De la componente temporal se obtiene una identidad, ya que dz° = 0y R vap = 0

~ 0 4.11)

también. Para las componentes espaciales, teniendo en cuenta que las derivadas covariantes para 6’
respecto al tiempo estan dadas por las derivadas ordinarias y que solo los elementos R’ 070 Y R! 0o del
tensor de Riemann pueden ser no nulos, se obtiene que

251
dizg;(t) + R 0027 (1) ~ 0 4.12)

y comparando otra vez [4.12]] con la ecuacién obtenida para el campo de marea se vuelve a obtener la
relacién

ATy & R0 (4.13)

Se ha demostrado que el campo de marea coincide con las componentes no nulas del tensor de curva-
tura asociado a la conexion gravitatorio-inercial.
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4.3. Ecuaciones de campo en términos del tensor de Ricci

Para terminar, se van a reformular las ecuaciones de campo [[3.63]]. Teniendo en cuenta la relacién
[4.13]], estas ecuaciones se pueden reescribir de la forma:

Rl opo(t, @) = R' 19 + R 039 + R g30 = 47Gp(t, ), 075 R 410 = 6" R o (4.14)
El tensor de Ricci asociado al tensor de curvatura se define como
R5:= Ruwﬁ (4.15)
Entonces, las ecuaciones de campo en términos del tensor de Ricci estan dadas por
Roo = 4nGp(t, x), RIE = RE,, (4.16)
siendo las demds componentes de [7,,,, nulas.

Con esto queda claro el paso de la formulacién convencional de la gravitacién newtoniana, que se ha
descrito con detalle en el Capitulo 3, a una reinterpretaciéon geométrica en la que el campo gravitatorio
newtoniano pasa a ser una manifestacién de la curvatura de un espacio-tiempo newtoniano, que fisica-
mente se identifica con el campo de marea. Queda asi claramente establecido que la auténtica firma del
campo gravitatorio no es la presencia de un valor no nulo del vector intensidad del campo gravitatorio,
sino un valor no nulo del campo de marea.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha presentado la Teoria Convencional de la Gravitacién Newtoniana de una manera
que facilite el paso a la llamada teoria de Newton-Cartan, también conocida como formulacién geométri-
ca. Ademads, se ha procurado mostrar que esta interpretacion se puede entender como la presencia de una
curvatura en el espacio-tiempo newtoniano cuyas Unicas componentes no nulas coinciden con el campo
de marea. El objeto matematico clave para describir esta curvatura es una conexién, que estd estrecha-
mente relacionada con la ley de la inercia.

Para ello, en el primer capitulo se han dado los motivos a favor de este estudio y se ha realizado una
recapitulacion de todos los hitos histdricos en la reformulacion de la teoria newtoniana de la gravedad
como una teoria de curvatura del espacio-tiempo no relativista, iniciada por Cartan y que ha proseguido
a lo largo del dltimo siglo.

En el segundo capitulo se han estudiado los distintos marcos de referencia. En la teoria newtoniana,
debido al concepto de Espacio Absoluto, la existencia de marcos de referencia inerciales y no inerciales
representa un problema conceptual afiadido. Se han expuesto los distintos tipos de marcos y las coorde-
nadas asociadas a ellos.

En el tercer capitulo se ha realizado un desarrollo matematico de la teoria convencional de Newton
de la gravedad. Se ha partido de conceptos basicos como el campo y el potencial gravitatorios para llegar
al campo de marea, que no suele estudiarse a niveles elementales. Este desarrollo se ha efectuado de
manera muy completa y con un alto nivel de detalle, dejando asi debidamente enunciadas todas las ideas
y relaciones que luego permitirdn el paso a la formulacién geométrica de Newton-Cartan.

Por dltimo, en el cuarto capitulo se han reformulado geométricamente las relaciones mas importantes

obtenidas en el tercer capitulo. Esta reformulacién permite acceder de manera sencilla a la formulacién
de Newton-Cartan, lo que realmente es el objetivo esencial del trabajo.
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