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1. Introduccion

La teoria de la relatividad especial puede resultar dificil de comprender en
su totalidad para los estudiantes de fisica. Un entendimiento completo de
muchas situaciones fisicas suele requerir analizarlas desde varios puntos de
vista, y las sutilezas de la relatividad especial hacen que a veces se obtengan
resultados contradictorios si no se tiene cuidado. Por ello algunas de estas si-
tuaciones han sido mal llamadas “paradojas”. Ademads, rara vez en los cursos
de relatividad especial se analizan el tipo de problemas vistos en mecanica
cldsica. Para proporcionar un entendimiento mas completo de esta teoria, y
mostrar cémo cambian los problemas cldsicos cuando se consideran efectos
relativistas, se estudian en este trabajo cuatro casos muy ilustrativos del tipo
de cosas que hay que tener en cuenta para resolver problemas correctamente
en relatividad. Estos casos se analizan a conciencia desde varios puntos de
vista, mostrando que los resultados siempre concuerdan, y se presentan en
orden de dificultad conceptual para facilitar su lectura: cinematica en siste-
mas inerciales, cinematica en sistemas no inerciales, dindmica en sistemas
inerciales y, finalmente, dinamica en sistemas no inerciales.

El primer ejemplo analizado es la conocida paradoja de los gemelos, pro-
puesta por primera vez por Paul Langevin en 1911 (ver [4]). Luego veremos
un caso similar tipicamente llamado paradoja de la pértiga y el granero.
En tercer lugar, estudiaremos una paradoja mucho mas reciente, presentada
por James Suplee en 1989 (ver [5]), a menudo conocida como paradoja del
submarino. Por 1ltimo, resolveremos el problema tipico del péndulo simple,
inspirandonos en el trabajo realizado por Richard Price en [6].



2. Algunos resultados en relatividad especial

En esta seccién se recopilan aquellos hechos y férmulas de la relatividad
especial que necesitaremos en nuestra empresa. Los més conocidos o com-
plicados se dejaran sin demostrar, pero la deduccién de todas las férmulas
que no demostraremos puede encontrarse en las referencias [1] y [2].

2.1. La métrica del espacio de Minkowski

Los sucesos en relatividad especial tienen lugar en un espacio-tiempo de cua-
tro dimensiones, con una métrica asociada. Esta métrica, para un observador
inercial, tiene el siguiente aspecto:

1
ds* = n,, datdz” = dt* — = (dz® + dy? + dz?)

Aqui t es el tiempo medido por el observador inercial, x,y,z son las coordena-
das cartesianas de ese observador, y s seria la separacion espacio-temporal
entre dos sucesos por un cierto camino, que se obtiene integrando ds por
ese camino. Si el camino es género tiempo, esta separacién coincidird con
el tiempo propio 7 que mediria otro observador a lo largo de dicho camino.
El tensor 7, es el tensor métrico, y la constante c es la velocidad de la
luz en el vacio. De ahora en adelante, usaremos un sistema de unidades en
el que ¢ = 1, es decir, mediremos los tiempos en segundos y las distan-
cias en segundos-luz (sl). Ademads la mayoria de veces trabajaremos en una
dimensién espacial, con lo que la métrica de Minkowski quedaria:

ds* = dt* — da? (2.1)

2.2. Simultaneidad en relatividad

La relaciéon de simultaneidad entre dos sucesos no es absoluta, sino que
depende del observador. Consideremos dos observadores inerciales en una
dimensién, O y O’ cuyos sistemas de coordenadas seréan (z,t) y (2/,t).
Estas coordenadas estan relacionadas por las transformaciones de Lorentz.
Si @ se aleja de O con velocidad v, estas transformaciones son:

, 1 v , v 1

t = t— r, T =-— t+ T
V1—v? V1—v? V1 — 02 V1 — 02

(2.2)
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Los espacios de simultaneidad de O son las rectas t = cte, mientras que los
de O’ corresponden a t' = cte, que lleva a t = vz + cte. Recordemos que
la trayectoria de O seria x = vt. Es decir, la “pendiente” de las rectas de
simultaneidad de O’ es la inversa de la “pendiente” de su trayectoria. O lo
que es lo mismo, el “4ngulo” que hace la linea de universo de O’ con el eje
t es el mismo que el que forman sus rectas de simultaneidad con el eje x:
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Ponemos algunos de estos términos entre comillas porque realmente nos
estamos refiriendo a las nociones de pendiente y dngulo euclideas, y la geo-
metria del espacio-tiempo no es euclidea. Es interesante mencionar ademas
que estas dos direcciones son ortogonales para la métrica de Minkowski:
(t,vt) - (vz,z) = tvx — vtz = 0.

2.3. Movimiento a aceleracién propia constante

La aceleracién propia de un observador es la que marca un acelerémetro que
se mueva con el observador. Con esta definicién, es posible tener un movi-
miento a aceleracién propia constante. Dicho movimiento (en una dimension)
serfa descrito por un observador inercial por la siguiente trayectoria (ver [1]

para més detalles):
1 1
)=/ +12— = 2.3
() =/ 5 12— (23)

donde a es la aceleracién propia (recordamos que estamos usando un sistema
de unidades en el que ¢ = 1, por si algtin lector cuestiona la consistencia
dimensional de las ecuaciones). Similarmente, la métrica para tal observador
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seria:
ds? = e*% (df? — di?), (2.4)

donde Z y t son las coordenadas de radar para ese observador, que se rela-
cionan con las del observador inercial de la siguiente manera:

1 ~ - t
t=|(x+ - )tanhat, e** = .a7~ (2.5)
a sinh at

En la figura de la izquierda se ve el
T esquema que estamos planteando. El
observador Oy es inercial, mientras
que O se mueve con aceleracién pro-
pia constante, segiin la trayectoria da-
da por (2.3). En t = x = 0 los dos
observadores se cruzan. El observador
O puede perfectamente describir los
sucesos desde su punto de vista aun-
que no sea inercial, pero debe usar una
métrica diferente. Los espacios de si-
multaneidad de O en cada punto de su
trayectoria son rectas cuya pendiente
es la inversa de la pendiente de la rec-
ta tangente a la trayectoria.

Es posible, por supuesto, que un observador acelerado describa el espacio-
tiempo en unas coordenadas distintas a las de radar. Un ejemplo serian las
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coordenadas de Moller, dadas por las siguientes relaciones:

1 ~ 1 ~ 1
t= (:Z‘ + ) sinhat , == <fi + > coshat — — (2.6)
a a a

Y con métrica:
ds* = (1 4 az)?dt? — dz? (2.7)

Para Z pequenos, las coordenadas de radar y las de Moller son esencialmen-
te las mismas. Esto puede verse facilmente haciendo desarrollos de Taylor
tanto en las expresiones de las coordenadas como en las de la métrica. Cabe
destacar que x es la direccion en la que el observador acelerado se mueve con
respecto al inercial. Si estamos analizando un problema bidimensional, con
coordenadas z e y, y hay un objeto u observador acelerando en la direccion
y, habra por supuesto que cambiar la z por y y la & por 7 en las férmulas
anteriores.

2.4. El principio de equivalencia

Este principio es esencial para los dos tltimos problemas. El principio de
equivalencia establece la equivalencia local entre lo que ve un observador
en un campo gravitatorio g “hacia abajo” y lo que veria un observador
moviéndose con aceleracién propia g “hacia arriba”. Si el campo gravitatorio
es uniforme, entonces la equivalencia no es local, sino global. La consecuencia
mas directa de este principio es que la métrica para un observador en reposo
en un campo gravitatorio uniforme, es precisamente la dada por (2.4) 6 (2.7),
con a = g. Del mismo modo, la métrica correspondiente a un observador
en caida libre en un campo gravitatorio, seria la misma que en (2.1). Lo
cual corresponde, por supuesto, con que el acelerémetro de tal observador
marcaria 0 permanentemente, en contraste con el observador en reposo en
el campo gravitatorio, cuyo acelerémetro marcaria siempre g hacia arriba.
Para analizar entonces los problemas que involucren un campo gravitatorio
(que supondremos uniforme), nos olvidaremos de la fuerza gravitatoria y
en su lugar imaginaremos que todo el sistema esta acelerando hacia arriba.
Gracias a esto podemos analizar problemas con gravedad sin salirnos de la
relatividad especial.
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2.5. Dindmica relativista

Algunos de los problemas que veremos involucran fuerzas y nos obligan a
salirnos de la cinematica y entrar en la dindmica relativista. La ecuacién de
Newton sigue siendo valida en relatividad, con la siguiente forma, para un
observador inercial:

- dp

F = 5,

dt
donde no debemos olvidar que p es el momento relativista, g = ymov. Aqui
myg es la masa en reposo o propia de la particula que estemos analizando. ;Y
qué es v7 Por conveniencia definiremos v como v = %. Para un observador
inercial, este es el conocido factor Lorentz v = 1/v/1 — v2. Pero con nuestra
definicién, todo el razonamiento siguiente sirve también para sistemas de
referencia no inerciales. La expresion de v puede siempre deducirse de la
métrica, como haremos mas adelante. La ecuacion de Newton asi presentada,
sin embargo, es altamente inconveniente en relatividad. Es mucho mas til
expresarla en términos del tiempo propio, multiplicando por v a ambos lados:
o dp

vE = dr
Nos gustaria que el término izquierdo fuese la parte espacial de un cuadri-
vector K" en el espacio-tiempo. Cudl seria la parte temporal es obvio, ya
que al lado derecho tenemos la parte espacial del cuadrimomento. La parte
temporal de este 1ltimo es la energia, por lo que la parte temporal de nuestra
cuadrifuerza serd la derivada de la energia con respecto al tiempo propio.
En notacién covariante:

dp*
KH— 22
dr

. t
La componente temporal de la cuadrifuerza, K¢ = %LT = %, puede expre-

sarse también como K? = vF' - ¢. Ahora bien, como el cuadrimomento s es

igual a una constante por la cuadrivelocidad, cuya definicién recordemos es
m © el . ’ P

ut = dd% = fyddit, podemos ahora escribir un verdadero andlogo relativista

de la ecuacién de Newton:

K'u = m(]di (28)
T
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Esta ecuacion es valida para observadores inerciales. Claro, para dos obser-
vadores inerciales distintos, las cuadrifuerzas no seran las mismas, sino que
estaran relacionadas por las transformaciones de Lorentz:

K" = A" K" (2.9)

La matriz A IM es la matriz de Lorentz, cuyas componentes en una dimen-
sién espacial serfan los coeficientes de t y x en (2.2). ;Y cémo va la cosa
para observadores no inerciales? Para esos hay que introducir el concepto de
derivada covariante, que mide por asi decirlo el “cambio absoluto” de una
cantidad a lo largo de una curva (que serd la trayectoria de la particula),
descartando el “cambio extra” que pueda parecer tener esa cantidad debido
a que la estd midiendo un observador no inercial. La derivada covariante de
un cuadrivector £# a lo largo de una trayectoria z#(7) tiene esta expresion:

Der den dzP
O e a8 1
Dr dr +10s¢ dr’ (2.10)

donde T* ap SO0 los simbolos de Christoffel de la métrica. Estos simbolos a
su vez tienen la expresion:

1 677(111 8771/ﬁ 877aﬁ
e = _—npt 2.11
ap = ' <6xﬂ T o T e (2.11)

En esta expresion se ve claramente que la derivada covariante coincide con la
derivada ordinaria para un observador inercial. Obviamente, para un esca-
lar, la derivada covariante debe coincidir también con la derivada ordinaria,
ya que los escalares son percibidos de la misma manera por todos los ob-
servadores. ;Coémo seria entonces la derivada covariante de un covector w,?
Parece razonable que la derivada covariante tiene que seguir la regla del
producto de las derivadas normales. Ademas, £#w,, es un escalar. Podemos
entonces plantear la relacion:

D ("w,) _ d (& wy)

Dr dr
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De aqui es facil desarrollar usando la regla del producto y ver que necesa-
riamente:

Dwy — % T8 da®

—_— 2.12
Dt dr an W8T, ( )

Con esta nueva herramienta, la ecuacion del movimiento més general para
un observador cualquiera es:

Du*

— = K" 2.13
mo Dr ( )

Claro, ahora si queremos transformar la cuadrifuerza entre dos observadores
arbitrarios, no vale con usar la matriz de Lorentz, hay que utilizar la regla
de transformacién general:

’
’ oxH

KM =2
oxH

K" (2.14)



3. La paradoja de los gemelos

Empezamos con un clésico. El escenario es el siguiente: uno de dos gemelos
emprende un viaje espacial, mientras el otro se queda en la tierra. El gemelo
que se va viaja hasta una estrella cercana y vuelve. Ignoramos todo tipo de
efectos gravitatorios, centrandonos solo en lo que ocurre segun la relatividad
especial. De acuerdo con ésta, el tiempo pasa mas despacio para observadores
en movimiento, por lo que el gemelo que se ha movido volvera siendo més
joven que su hermano. No obstante, segin la relatividad, todos los sistemas
de referencia son equivalentes, por lo que podemos analizar el problema
desde la perspectiva del gemelo que viaja. En ese caso, el que se ha movido
es el gemelo que estd en la tierra, y por tanto el tiempo ha pasado més lento
para él y serd més joven. Estéd claro que las dos conclusiones obtenidas no
pueden ser ciertas al mismo tiempo. ;Quién tiene razén?

La resolucién es inmediata si se es muy cuidadoso con los postulados de la
relatividad especial. Todos los sistemas de referencia no son equivalentes.
Lo que son equivalentes son los sistemas de referencia inerciales, y estd
claro que el gemelo que viaja tiene que acelerar, como minimo para dar la
vuelta al llegar a la estrella. Por tanto, el analisis que habiamos hecho desde
la perspectiva del gemelo que viaja es incorrecto, y es él el que vuelve mas
joven. Uno podria preguntar: ;y acaso no acelera el gemelo que estéd en la
tierra, desde la perspectiva del que viaja? jSi! Pero hay que clarificar lo que
entendemos por observador inercial. Un observador es inercial si su acelera-
cién propia es nula. Es decir, si un acelerémetro que lleva el observador en
el bolsillo marca permanentemente cero. Este es el caso para el gemelo que
estd en la tierra (si ignoramos la gravedad), por lo que es inercial, pero no
para el gemelo que viaja.

Con esto podriamos irnos a casa y olvidarnos de esta no-paradoja, pero un
tratamiento maés intensivo aclarard bastante las cosas. Al fin y al cabo, la
relatividad especial nos permite analizar el problema desde el punto de vista
del viajero, aunque no sea un observador inercial.

3.1. A velocidad constante

Llamaremos O; al gemelo que se queda en la tierra y Oy al que se va. Su-
pongamos, por simplicidad, que la estrella se encuentra a 4 sl, y que la nave
en la que va Oy viaja a 0,8 sl/s. En ese caso, el gemelo tardara 5 segundos en
llegar a la estrella, medido por O;. Supongamos, aunque esto sea poco rea-
lista, que el viajero cambia de sentido instantdneamente, pasando a viajar a
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0,8 sl/s en el sentido contrario, tardando otros 5 segundos en volver a la tie-
rra. Una posible pregunta seria: si admitimos que puede cambiar de sentido
instantdneamente, jacaso no viaja siempre a velocidad constante, pasando
a ser un observador inercial? Si y no. No existe un observador inercial cuya
linea de universo sea la del viajero. En su lugar, habrd que considerar dos
sistemas de referencia distintos, que si son inerciales: el del viajero durante el
viaje de ida y durante el viaje de vuelta. Esta sencilla distinciéon nos permite
analizar el problema usando matematicas muy simples pero manteniendo la
esencia del problema.

Para calcular el tiempo transcurrido para el gemelo que viaja (en el viaje
de ida), usamos la métrica del espacio de Minkowski, ecuacién (2.1):

dr? = ds* = dt* — dz”

2
dr = Vdt2 —da?2 = /1 — (d:v) dt

dt
5 dr 2
T—/ 1—<dt> dt=+/1-10,82-5=35
0

Similarmente, el viajero medira otros 3 segundos transcurridos a la vuelta,
para un total de 6 segundos, en comparacién con los 10 segundos que mide
01. {Cémo se analiza el problema desde el punto de vista de Q2?7 Pues con
la misma métrica, claro, pues Qs se mueve a velocidad constante durante el
primer tramo. Desde el punto de vista del viajero, el otro gemelo se aleja de
él a 0,8 sl/s durante 3 segundos a la ida. Haciendo las cuentas, el resultado
es que esos 3 segundos corresponden a 1,8 segundos para el que estd en la
tierra. ; Qué esta pasando? Lo que sucede es que esos 1,8 segundos es el tiem-
po que mide O; desde el comienzo del viaje hasta un suceso de su vida que
es simultdneo con la llegada del otro gemelo a la estrella, pero simultdneo
desde el punto de vista del otro gemelo. Esto es porque los cédlculos los
hemos hecho desde el punto de vista de ese otro gemelo. En ese sentido la
simplificacién de que el viajero cambie de sentido instantdneamente intro-
duce una pequena dificultad conceptual: hay sucesos de la vida de O; que
no son simultaneos con ningtin suceso de la vida de Oy. Es mucho maés fécil
entenderlo con un grafico:
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3.2. A aceleracién propia constante

12

Para rematar el andlisis, vamos a considerar un caso un poco mas realista:
que Oy parta de la tierra con una cierta velocidad inicial y una aceleracién
propia constante dirigida hacia la tierra, llegando a la estrella y volviendo
en un solo movimiento continuo. Para facilitar los calculos, supondremos
que la estrella se encuentra ahora a 1 sl de la tierra, y que la aceleracion
del viajero es 0,25 sl/ s>, Para describir el movimiento usaremos un sistema
de referencia inercial centrado en la estrella. En ese caso, la ecuacion del

movimiento, segin la férmula (2.3) es:

z(t) = V16 + 2 —4

El tiempo total del viaje serdan 6 segundos, pues x(—3) = z(3) = 1 sl. Si
queremos saber cuanto tiempo ha transcurrido para Os, hay que usar de

nuevo la métrica:

dz\ 2 2
dr = 1—(”5) At = /1 dt
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La integral resultante es inmediata:

3 16 3 dt
T= ] dt =4 —F—— =
- Sy ()
t\ 3
= 4sinh ™! <> = 8sinh ™! () =8log2 ~ 5,55 s
4)| 4 4

Ademas, en esta situaciéon mas realista todos los sucesos de la vida de O

son simultdneos con algin suceso de la vida de Os. El esquema planteado
ahora es por tanto el siguiente:

Vamos a ver como se haria el cdlculo desde el punto de vista del viajero,
usando las coordenadas de radar con su métrica asociada. La ecuacion que
describe el movimiento de @7 en nuestro sistema de referencia inercial es
x(t) = 1. Sustituyendo en la ecuacién (2.5), y recordando que 1/a = 4,
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tenemos:

O] =+

t:5tanh£ —s{=4tanh™! ( >

1

t=-3 >t=—4tanh! (g)

to

t=3—>t=4tanh ! (g)

t1 vy 1o son los tiempos de partida y de llegada segiin el viajero. Vemos que
el tiempo total es 8tanh™!(3/5) = 8log2 s, como debe ser. Sustituyendo la
expresion de ¢ en funcién de £ en la segunda parte de (2.5) se tiene:

G Stanh(#/4) 5 1
 4sinh(f/4)  4cosh(f/4)

z 5 t
1= log 1 log <cosh 4)
di t
di M

Finalmente sustituimos en la expresién de la métrica (2.4), e integramos:

52 B ~\ 2 B t~2 1 ng 5
T:/ ex/4 1-— <d%> dt=5/ — /1 —tanh? <t> dt
f dt i, 4cosh(t/4) 4

2 d {

4tanh~1(3/5)
:5t3ur1hE :5'(3+3>:6s
—4tanh~1(3/5) 5 5

== 5 9  ~,
/{1 4 cosh?(t/4) 4

Ahora esta todo mucho mas claro: haciendo las cuentas desde ambos puntos
de vista, se obtiene siempre el mismo resultado para el tiempo que mide
cada gemelo, como no puede ser de otra manera.



4. La pértiga y el granero

Es un dicho comin en relatividad que lo que le pasa al tiempo le pasa
al espacio y viceversa. No hemos dedicado antes una seccién aparte a la
dilatacién temporal y otra a la contracciéon de las longitudes de las que
tanto se habla en relatividad, porque estos dos fenémenos son dos caras de
la misma moneda, y esa moneda es la métrica de Minkowski. La paradoja
de la pértiga y el granero es simplemente una versién dual de la paradoja de
los gemelos, en la que el desacuerdo se plantea en términos de longitudes en
vez de tiempos. Por ello, nos conformamos en esta secciéon con un andlisis
cualitativo, ya que los cdlculos pertinentes serian formalmente idénticos a
los de la seccién anterior, pero para las longitudes propias.

El planteamiento es el siguiente: tenemos una pértiga y un granero (con una
puerta delantera y otra trasera), tales que cuando los dos estédn en reposo
relativo la pértiga es mas larga que el granero. Entonces, consideramos una
situacién en la que la pértiga se estd moviendo a velocidades relativistas
hacia el granero, de modo que su longitud para un observador en reposo
con respecto a éste se verd contraida. Si la velocidad es lo bastante grande,
la pértiga cabra dentro del granero. En el instante en el que la pértiga se
encuentra completamente dentro del granero, cerramos las dos puertas (no
hay problema por asumir que las cerramos instantdneamente y al mismo
tiempo), y las volvemos a abrir inmediatamente. La pértiga entonces sale
tras atravesar el granero. ;Cdémo se ve la situacion desde el punto de vista de
un observador que se mueva con la pértiga? Pues para ese observador el que
aparece contraido es el granero, de modo que la pértiga nunca podria caber
dentro de él. Tenemos entonces una aparente contradiccién: para un obser-
vador, la pértiga queda atrapada momentaneamente en el granero, mientras
que para el otro esto no ocurre, y no queda claro si la pértiga llega a atravesar
el granero.

En primer lugar, debe estar claro, clarisimo e indudable que la pértiga acaba
atravesando el granero. Hemos concluido esto en un sistema de referencia
inercial y, como indica el principio de relatividad, debe ser cierto en el
resto de sistemas inerciales. Aparte de eso, el error es el mismo que con la
paradoja de los gemelos: no tener en cuenta la simultaneidad. En concreto,
los sucesos “la puerta delantera se cierra” y “la puerta trasera se cierra” son
simultdneos para el observador en reposo con respecto al granero, pero no
son simultaneos para el que se mueve con la pértiga. Debido a esto, si la
pértiga llega a estar atrapada en el granero o no, es, en efecto, una cuestiéon
relativa.
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4.1. Analisis con diagramas

Veamos que aspecto tiene la situaciéon para un observador en reposo con
respecto al granero. A los dos extremos del granero los llamaremos G y Go,
mientras que los dos extremos de la pértiga seran P; y Ps. La pértiga y el
granero recorren entonces unas “sabanas de universo” que se entrecruzan.
En el diagrama siguiente, la longitud de la pértiga en movimiento para el
observador O es igual a la del granero:

t
| g1

Los sucesos relevantes son:

e A: El extremo delantero de la pértiga entra en el granero.

e B: El extremo trasero de la pértiga entra en el granero. Cerramos la
puerta delantera del granero y la abrimos justo después.

e (: Kl extremo delantero de la pértiga ha llegado al final del granero.
Cerramos y abrimos la puerta trasera del granero.

e D: El extremo trasero de la pértiga sale del granero.
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Volvemos a destacar aqui que no hay ningiin problema por hacer que las
puertas se abran y se cierren instantaneamente. Si se plantea el problema
con unas puertas bidimensionales que tardan en abrirse y cerrarse, y ademas
se deja un cierto tiempo entre la apertura y el cierre de cada puerta, las
conclusiones a las que se llega son exactamente las mismas. Debido a esto,
es preferible no complicar innecesariamente el problema y quedarnos con
este modelo simplificado.

Analizando ahora como un observador @’ montado en el extremo delantero
de la pértiga ve la situacion quedara claro que no hay paradoja en absoluto:

/PZ

t
g1

Para O, la pértiga entra en el granero y llega al final, momento en el que la
puerta trasera del granero se cierra. Y esto ocurre antes de que el extremo
trasero de la pértiga entre en el granero y se cierre la puerta delantera. La no-
simultaneidad de estos dos sucesos es lo que resuelve la aparente paradoja.
Cabe destacar que en ningin momento hemos tenido que hacer referencia
a la contraccién de las longitudes o a la dilatacién de los tiempos para
resolver el problema. Esto es porque estos dos fenémenos vienen “incluidos”
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en la métrica. Al usar los diagramas de Minkowski y tener en cuenta que los
espacios de simultaneidad son ortogonales a la trayectoria del observador, ya
estamos considerando estos dos efectos. En la figura siguiente se muestra a la
perfeccién lo que ocurre desde los dos puntos de vista. A la izquierda, desde
el punto de vista del granero, la pértiga contraida llega a estar contenida
totalmente dentro de él. A la derecha, desde el punto de vista de la pértiga,
el granero contraido se mueve hacia ella, pero nunca llega a encerrarla.

>
7l \>\L>‘\>

4.2. Versién mejorada

Hay una pregunta obvia que el lector puede estar haciéndose: ;qué pasa si
no abrimos las puertas después de cerrarlas? Desde el punto de vista del
granero, la pértiga se quedaria atrapada y tendria que parar su movimiento,
dejando de estar contraida. Dado que ahora su longitud seria mayor que
la del granero, la pértiga tendra que doblarse o partirse. La otra opcién es
que la pértiga sea mas rigida que el granero, en cuyo caso se romperian las
puertas, pero aqui nos quedaremos con el primer caso. De nuevo, apelando
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al principio de relatividad, sabemos que la pértiga acabard rota y dentro del
granero también en el sistema de referencia de la pértiga. La pregunta aqui
es: si en ese sistema la pértiga siempre era mas larga que el granero, ;jcémo
hemos llegado a atraparla dentro?

La solucién recae de nuevo en la simultaneidad. En el sistema de referencia
del granero, todas las partes de la pértiga desaceleran al mismo tiempo (ins-
tantdneamente). Sin embargo, en el sistema de referencia de la pértiga, la
parte delantera desacelera primero, al llegar a la puerta trasera del granero.
La parte trasera de la pértiga “no se entera” de que esto ha ocurrido y sigue
moviéndose hacia delante, por lo que la pértiga se comprime hasta caber
dentro del granero, después de lo cual podra doblarse o romperse. Siendo
un poco mas precisos, cuando la pértiga choca contra la puerta trasera del
granero, los esfuerzos se transmiten por la pértiga como una onda viajando
a velocidad finita (obviamente menor que la velocidad de la luz). Un es-
tudio cuantitativo detallado de este caso requeriria, por tanto, una teoria
relativista de como los materiales experimentan esfuerzos y tensiones. Tales
consideraciones van mas alld del objetivo de este trabajo, y al final mencio-
naremos algunas otras paradojas en la literatura que exploran ese camino.



5. La paradoja del submarino

Entramos en terreno un poco mas moderno. También mas interesante. Con-
sideremos una bala (o un submarino, pero la bala quizads es mas facil de
imaginar en este problema) en un lago, tal que la densidad de la bala es
igual a la densidad del agua, pg. De acuerdo con el principio de Arquimedes,
la bala estd en equilibrio y no flota ni se hunde. Ahora disparamos la bala,
que pasa a moverse con una cierta velocidad horizontal v que supondremos
constante (ignorando la viscosidad del agua). La pregunta es: jla bala se
hunde o flota?

Desde el punto de vista del lago, la masa relativista (£/c?) de la bala aumen-
tard por un factor v, y su longitud se contraera por un factor 1/+, siendo el
resultado total que su densidad serd ppy? > pg. Como la bala es més densa
que el agua, se hundirad. Sin embargo, desde el punto de vista de la bala,
es el agua del lago la que se estd moviendo, por lo que siguiendo el mismo
razonamiento su densidad serd pogy?, que ahora es mayor que la de la bala,
por lo que la bala flotara. Se llega de nuevo a lo que parece ser una paradoja.

Esta paradoja es sustancialmente diferente de las demds. Para empezar,
entramos en terreno dindmico. Para este problema tendremos que analizar
las fuerzas que intervienen sobre la bala. Para seguir, incluimos en este
problema un campo gravitatorio (que supondremos uniforme), que no es
sabio considerar como una “fuerza corriente” en relatividad.

5.1. En el sistema “quieto”

Para sortear esta ultima dificultad, invocamos el principio de equivalencia.
Consideraremos un sistema de referencia inercial, de coordenadas (t,z,y), y
para ese sistema el lago se estd moviendo hacia arriba con una aceleracién
(propia) g. Este sistema le elegimos tal que la velocidad del lago en el mo-
mento ¢ = 0 sea nula (y por tanto también sera nula la velocidad vertical
inicial de la bala). De este modo nos ahorramos el tener que considerar la
fuerza gravitatoria. Por simplicidad consideraremos un lago rectangular (y
bidimensional), tal que la esquina inferior izquierda del lago en ¢t = 0 coinci-
de con el centro de nuestro sistema de referencia. La siguiente figura muestra
la situacién para t = 0:
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[

(O, 0, 0) Fondo del lago

La trayectoria del fondo del lago vendra dada por (2.3), pero dado que la
aceleracion de la gravedad es muy pequena (la de la tierra es del orden de
1078 s1/s?), podemos usar la aproximacién newtoniana:

1
y = 59t° (5.1)
Ademis, la velocidad horizontal de la bala serd muy grande, mucho més que
la velocidad vertical que pueda adquirir. Por ello consideraremos que v =~ v,

y v =1/y/1—(vi+v2) =~ 1/y/1—v2. La tnica fuerza actuando sobre la

bala es el empuje, que serd igual a la masa del agua desplazada por g. Si
Vo v mg son, respectivamente, el volumen y la masa en reposo de la bala, el
empuje sera:

dando lugar a una cuadrifuerza que puede integrarse directamente:

du¥ d
Ky:mog:moi—>uy:g7':—y
dr dr

Por otro lado, sabemos que % = 7, y que fli—f = u® = v, = cte. Inte-

grando estos resultados llegamos por fin a la descripcién paramétrica de la
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trayectoria de la bala:

T = \/ﬁ (5.2)

Si juntamos la primera y tercera ecuacién tenemos:
1 2\ 42
y:h+§g(1—vz)t (5.3)
Comparando con la ecuacién del fondo del lago (5.1), vemos que la bala se
hunde con aceleracién relativa gv? (conviene recordar que en estas unidades

la velocidad de la luz es 1, por lo que v, siempre serd menor que 1). ; Cudndo
chocara la bala con el fondo? Solo tenemos que igualar la y en las ecuaciones

(5.1) y (5.3):

1 1 1 1
ith =h+39 (1-v2) ¥ =h+ 5gzt2 — igvfﬁ,

1 [2n
t=—y )= 5.4
o\ (5.4)

La distancia recorrida horizontalmente cuando impacta sera:

que lleva a:

2h
T =0t =4/ — 5.5
; (5.5)

5.2. En el sistema “médvil”

La paradoja surgia del andlisis desde el punto de vista de la bala, porque
ahora la densidad del agua era mayor. Realmente, no hace falta complicarse
y analizarlo desde el sistema de referencia no inercial de la bala, sino que vale
con analizarlo desde un sistema de referencia inercial que se mueva horizon-
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talmente con la misma velocidad que la bala. Este sistema, de coordenadas
(t',2',y"), lo elegimos tal que el punto (¢,2',y") = (0,0,0) coincida con el
punto (¢,z,y) = (0,0,0). Como este sistema solo se mueve horizontalmente
con respecto al primero, las coordenadas y e vy’ seréan iguales. La relacién
entre las otras coordenadas viene dada por (2.2)(de nuevo aproximando v
por v;), sin mas que cambiar v por —v para obtener las transformaciones
inversas. Por ejemplo, la ecuacion del fondo del lago seria:

Y = et + vaa')? (56)

Un punto concreto del fondo del lago no tendra x' = cte, sino x = cte.
Para ver cudl seria en este sistema la aceleracion de ese punto, escribamos
la transformacién de Lorentz inversa en x:

z =7t +2') — 2 = - vt
Y

Juntando este resultado con la ecuacion (5.6) queda:

/

1 2 1 2
Y = 59 (vt (1 —02) +av,)" = 39 (7 + xvx>

Vemos que el coeficiente que acompana a %t’Q es /7% = ¢, que es lo que
deberemos considerar como aceleracién del lago en este sistema de referencia.
Si el lector no se encuentra cémodo con esta consideracién, siga leyendo.
Como ahora la densidad del agua es y2pg, pero el volumen de la bala no
estd contraido, el empuje sera:

Fy =~*poVog’ = mog

Y la cuadrifuerza en y' serd 7' Fy,, es decir, en la expresion de  tenemos que
poner la velocidad de la bala en el nuevo sistema de referencia. Despreciando
la velocidad vertical, asumiremos que 7' = 1, por lo que:

/ duy/
KY =mog =mo—— (5.7)

dr
.. Deberia sorprendernos este resultado? Pues claro que no. Podriamos haber-
lo obtenido haciendo las transformaciones de Lorentz de la cuadrifuerza KY.
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Dado que el movimiento de este sistema es solo horizontal, la coordenada

Yy =y “va por su cuenta”, asi que las cuadrifuerzas tienen que ser iguales.

Esto nos asegura que era correcto haber puesto ¢’ en la férmula de la fuerza.
7’ / .

Ahora ademads tenemos que % =~" =1y 2’ =0 (pues este sistema se mue-

ve horizontalmente a la misma velocidad que la bala). Juntando todo nos

queda la descripcién paramétrica del movimiento en nuestro nuevo sistema:

t'=r1

a' =0 (5.8)
1

y =h+ §g7'2

De nuevo, hemos hecho esto para aclarar lo que ocurre con el empuje en am-
bos sistemas: podriamos haber obtenido (5.8) mediante las transformaciones
de Lorentz de (5.2). De estas ecuaciones vemos que:

1
y =h+ 5gt’2, (5.9)

que también podriamos haber obtenido de (5.3) con las transformaciones de
Lorentz. Comparando con la ecuacién (5.6) a 2/ = 0, vemos que la bala se
hunde ahora con aceleracién relativa g(y2 — 1). Igualando (5.6) a 2/ =0y
(5.9), se obtiene el tiempo del impacto como:

oh 1 /2n
=5 =—1]— (5.10)
g(?—=1) v\ g

Por supuesto, estos valores de 2’ y ¢’ son las transformaciones de Lorentz de
los valores de x y t dados en (5.5) y (5.4), respectivamente. Conclusién: en
ambos sistemas de referencia la bala se hunde, los dos estan de acuerdo en
lo que ocurre. Quizas la forma mas clara de entender dénde estaba el error
en el razonamiento inicial es ver que segtn la ecuacién (5.7),

du?’ B dv,
dr  dt

=g

Es decir, la aceleracién de la bala es g, mientras que la del lago era g/+?,
que es menor, por lo que puede dar la impresién de que la bala flota en este
sistema de referencia. La solucién estd en que ahora el fondo del lago no es
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plano, sino curvo, tal como muestra la ecuacién (5.6).

Vamos a representar este comportamiento. Para ello, consideraremos que la
velocidad horizontal de la bala es v, = 0,8 sl/s y la aceleracién de la gravedad
es g = 0,02 sl/s2. El factor v serfa igual a 5/3. Finalmente, supongamos que
tenemos el lago mas profundo del universo, de 2 sl de profundidad, con la
bala partiendo de A = 1 sl. Las ecuaciones relevantes son:

1
y = %(O,Sx’ +1)?  (fondo del lago)
r=0— 2" =-0,8 (esquina inferior izquierda del lago)
' =0, y =1+001t% (bala)
En estas condiciones la bala se hundira en 7.5 s en este sistema de referencia.
La siguiente animacion muestra el proceso. El fondo del lago estd en rojo,

el punto A es la esquina inferior izquierda del lago y el punto B es la bala,
que “sube” mas deprisa que A a pesar de que acaba chocando con el fondo:

Esto nos ensena una leccién muy importante: el principio de equivalencia no
es nada trivial. La tinica razén por la que el fondo del lago se curva es que esta
moviéndose hacia arriba. Si este no fuera el caso, y su ecuacién en el primer
sistema fuese y = 0, entonces para el otro sistema seria 1/ = 0, también
plano. La curvatura es introducida exclusivamente gracias al principio de
equivalencia.



6. EIl péndulo simple en relatividad

Estamos listos para introducir el siguiente nivel de dificultad. En el problema
anterior, no llegamos a analizar la dindmica desde el sistema no inercial de
la bala (o del lago acelerando hacia arriba), pues sencillamente no nos hacia
falta. Ahora, sin embargo, vamos a estudiar el péndulo simple, y por supuesto
nos interesa ver la descripcién del movimiento en un sistema de referencia
no inercial: el de un observador estacionario en el campo gravitatorio de la
tierra. Nuestro péndulo consistird de una masa (propia) mg sujeta por una
cuerda de longitud [, que hace un dngulo 8 con la vertical. La amplitud de
las oscilaciones serd 6,4z

6.1. El método “ingenuo”

Como paso previo, vamos a ver cémo resolveria el problema un observa-
dor “ingenuo”, estacionario en el campo gravitatorio de la tierra pero consi-
derdndose a si mismo como inercial, tratando a la gravedad como una fuerza
corriente (sin usar el principio de equivalencia), y aplicando literalmente
los mismos procedimientos que usaria en mecéanica clasica. La tnica consi-
deracién “extra” que hay que hacer, es que la fuerza de la gravedad tira de
la masa relativista de los objetos, no de la masa propia. Algo que es razona-
ble pues la gravedad afecta a los fotones. Esta es la situacién que estamos
planteando:

)
X
0
l
. T .
ymog

Las relaciones entre z, y, y 6 son las usuales:

x=1sinf, y=—lcosl
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El movimiento es en la direccién tangencial, siendo la gravedad la tnica
fuerza con componente en esta direccién. Esta fuerza serd (negativa porque
se opone al crecimiento de 0):

Fy = —ympgsin 0

La cuadrifuerza sera

0
K% = —~4’mqgsinf = mo%v u’ = yvg = vl%f - %

Por tanto,

d*¢ 29

— +~y°=sinf =0

a2 "7
La ecuacién se parece a la del péndulo simple clasico, con un factor 72 extra.
Queremos expresar ese factor en términos de 6:

) 1 40 14de

- 2
7 1—v3’ v dt ~dr

Juntando las dos ecuaciones podemos despejar 72:

do\?
2_q.p2 (Y
" +1 dr

Por dltimo, haremos la aproximacion de angulos pequenos, sinf =~ 6. Con
todo esto la ecuacion del movimiento queda:

do\?| ¢
1+2(=2) [20= 1
+z(d7)]leo (6.1)

Por muy intimidante que parezca esta ecuacién, es posible encontrar expre-
siones explicitas de t y 7 en funcién de 6. El primer paso para ello es cambiar
de funcién incégnita de la siguiente manera:

d26

Tzt

do d?0  dv _dv do _dv

Tdr dr? T dr dedr d
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Nuestra nueva funcién v es la velocidad a la que cambia el dngulo, que
naturalmente serd 0 cuando el dngulo es maximo. La ecuacién diferencial
queda

dv g
vgg + (1+1%0?) 70=0,

que es separable, y podemos integrar directamente:

v wdv g [?
— == 0do
/0 1+ 1202 l /gmm

1 g
oz log (1+ Pv?) = = (62

- 2l max

_ 92)

v 2 ~\ar

o e90hea?) g <d«9>2

Y ahora despejamos el diferencial del tiempo propio dr:

B 1d6
\/egl(ognaz792) — ]_

dr (6.2)

Si empezamos a medir el tiempo propio en el momento en el que el dngulo
es cero, la expresion final quedaria:

9
_— / Ld6 (6.3)
0 \/egl(ggnaz_QQ) — 1

Partiendo de (6.2), también podemos obtener la expresién del tiempo que
mediria el observador estacionario en el campo gravitatorio de la tierra:

dt do\ ?
dr = o= dty[1—12 () — /dt2 — 12462

dt

12 do*

2 _ 142 12192 _
dr* =dt* —(*df = ) ]
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Despejando:

dt\? 1 12
— ) =1+ =
de egl(e'?na1792) — 1 1 — egl(927072naz)

Por lo que, de la misma manera que antes:

0
t= / [do (6.4)
0 \/1 — egl(0279%1az)

Por supuesto, ninguna de las dos soluciones obtenidas puede ponerse en
términos de funciones elementales. Un estudio a fondo de esta iltima férmula

revela los siguientes hechos:

e Una aproximacién de Taylor de orden dos (pero no de orden uno) en
torno a # = 6,,,, recupera exactamente la expresion clasica.

e Una aproximacién de orden dos en torno a § = 0 es generalmente
menos precisa, y no recupera la expresion clasica.

e Estas dos aproximaciones son casi indistinguibles de la expresion exac-
ta para valores razonables del campo gravitatorio y la longitud del
péndulo, y un 6,4, pequeino.

Para los valores més grandes de los parametros que son razonables, por
ejemplo I = 0,75 sl y g = 0,75 sl/s?, junto con un angulo maximo de 0,4z =
15° = 0,26 rad, se puede apreciar una diferencia entre la solucién para el
tiempo propio y la solucién para el tiempo estacionario:

Solucién relativista estacionaria

9 “_ Solucién relativista propia

0,26 +

0,26 +

La solucién clasica seria una funcién seno que iria “entre medias” de estas
dos, y no ha sido representada por claridad visual. Podemos estudiar también
el periodo para el observador estacionario T, y el periodo propio del péndulo
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T,. Sus expresiones son las siguientes:

Omaz Omaz
[do T, =4 1do

T, =4 ,
’ 0 V1 — e9l(0*~02,.,) 0 Vesl(62,4.-6%) _ 1

(6.5)

Podemos representar estas expresiones divididas por el valor del periodo
clésico, T, = 2m+/l/g, para distintos valores de g, considerando de nuevo
Ormaz = 0,26 rad y ahora [ =1 sl:

T/T,
1 4
Tp/Te
0,7 — g
1

Veremos en la siguiente seccion por qué no tiene sentido considerar casos en
los que gl > 1 (mas alld de que no podemos esperar que este método ingenuo
de buenos resultados para campos altos).

6.2. Con el principio de equivalencia

Esta claro que el analisis riguroso del péndulo debe hacerse con el principio
de equivalencia. Al contrario que con el submarino, en esta seccién no ha-
remos referencia a ningun observador inercial. En su lugar, resolveremos el
problema considerando exclusivamente un sistema de referencia no inercial,
de coordenadas ¥ e g, con la métrica dada por (2.7). Esto es:

ds?* = (1 4 g)?dt? — dz* — dg? (6.6)

Notemos que hemos cambiado la Z por § para considerar la § como la coor-
denada vertical. Planteamos entonces el siguiente esquema:
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La tnica fuerza actuando sobre el péndulo es la tensién. ;Cudl es ahora la
relacién entre T, § y 07 La eleccién obvia es la siguiente:

Z=Isinf, gy=—lcosb (6.7)

No obstante, debe quedar claro que esta no es la inica eleccién “razonable”.
Pensémoslo por un momento: si las relaciones (6.7) son correctas siendo Z e
y coordenadas de Moller, no serdn exactamente correctas para las coordena-
das de radar. No es evidente tampoco qué coordenadas tendriamos que elegir
para que las relaciones fueran exactamente esas. Para valores pequenos de la
longitud del péndulo y el campo gravitatorio, las coordenadas mas habitua-
les para describir observadores acelerados son practicamente iguales, y por
tanto estas relaciones serian correctas sin ninguna duda. Pero para valores
mas altos de los parametros hay discrepancia entre los distintos juegos de
coordenadas, por lo que debe quedar claro que las relaciones elegidas son
eso, una eleccién. Como tultimo detalle antes de meternos de lleno en el pro-
blema, podemos observar que en el punto méas bajo del péndulo §y = —I[, y en
la métrica habria un término con (1—gl)2. Por tanto, jsi g/ = 1 la métrica es
singular! La razén es esencialmente que un observador acelerado no puede
describir todo el espacio de Minkowski, sino solo una “cuna’. Por tanto no
tendra sentido analizar soluciones con gl > 1.

Terminados los preliminares, planteemos las ecuaciones del moviminto. Es-
tamos en un sistema de referencia no inercial, asi que tendremos que utilizar
la ecuacién general (2.13). La tnica fuerza que actia es la tensién, por lo
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que las ecuaciones serian:

D x

moi =~T; = —yTsinf
Dr
DuY

Mo = vTy = yT cos 6

Claro, no sabemos lo que vale la tensién. Necesitariamos una ecuacién extra.
Esta ecuacién seria la condicién de que la tensién sea la fuerza centripeta,
para la cual tendriamos que hacer un cambio a coordenadas polares. Ha-
cer eso seria trabajar innecesariamente, pues si trabajamos directamente en
coordenadas polares, la ecuacién del movimiento queda mucho maés sencilla
y solo necesitamos una. Dado que la tensién no tiene componente en la di-
reccién del movimiento (la que en coordenadas polares serd la direccion ),
la ecuacién del movimiento seria:

Du?

Z~ -0
mODT

Desarrollar esta ecuacién es un calculo realizable. Largo, pero sin mayor com-
plicacién. Los simbolos de Christoffel en las coordenadas ¢, , §, de Méller,
son conocidos y faciles de encontrar. Habria que pasarlos a coordenadas
polares (las ecuaciones de transformacién de estos simbolos son bastante
complicadas). O bien pasar la métrica a coordenadas polares y luego sacar
los simbolos de Christoffel utilizando (2.11) (este camino es probablemente
més sencillo). Ambos procedimientos son largos y tediosos, pero no que-
pa duda de que pueden hacerse sin problemas. Para ahorrarnos céalculos,
sin embargo, vamos a seguir un procedimiento de menor resistencia. Este
procedimiento consiste en observar que la componente temporal de la cua-
drifuerza, K* = 'yf - U, es nula, pues la tensién es siempre perpendicular a
la velocidad. Esto significa que

Dut 0
mo—— =
Dt ’
. . . ., i t
es decir, la componente contravariante de la cuadriaceleracién af = DD—Z es

0. Serfa extremadamente 1til si también fuera 0 la derivada normal de u?,

yva que tendriamos una constante del movimiento. Lamentablemente, esto
. . Duy .z .

no ocurre. Ahora bien, la componente covariante a; = -t también serd 0.
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Lo siguiente que seria obvio comprobar es si la derivada ordinaria de u; es
también 0. En este caso, la respuesta es positiva. Vamos a comprobarlo.

Para ello, usamos la férmula (2.12) para desarrollar la derivada covariante
de u;:

duj 3 dx®
a=0="g ~Dausg;

Resulta que la mayoria de simbolos de Christoffel de esta métrica son nulos.
Teniendo encuenta que ddij = u®, y quedandonos solo con los simbolos no

nulos, la ecuacién anterior queda:

dus; : - - :
ET upu® —T% uzul =0
dr M i

Vamos a ponerlo todo en términos de las componentes contravariantes:
_ & _ t_ ~\2 {
uy = N u” = nzu’ = (1+g9)°u

Sacando factor comin queda:

du> L .
dqj_t + utu® I’xﬁ -1+ gyj)2 I‘tﬁ] =0

Podemos calcular a mano esos dos simbolos de Christoffel o buscarlos en
algun libro. En cualquier caso, resultan ser:

Fig{ = g(1+ g7)

t

Por lo que resulta que el término que acompanaba a u‘u® se anula, y nos

queda:

du;
dr

=0 — u; = cte (6.8)

Este procedimiento no funciona para ug, ya que los simbolos de Christoffel
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en la expresiéon resultante no se cancelan. Tenemos entonces nuestra cons-
tante del movimiento. ;Cudl es la forma mas obvia de aprovecharla? Bueno,
sabemos que el médulo de la cuadrivelocidad, 7, utu”, vale siempre 1 para
cualquier observador. Desarrollando la expresién teniendo en cuenta cémo
es la métrica en nuestro sistema de coordenadas, tenemos:

1 — (1 + 95)2 (uf)2 _ (ui)Z _ (uy)Z

También hemos visto que u’ = u;/(1 + g§)?. Sustituyendo en la expresién
anterior llegamos a

o bien:

1+ g7)?

dz\*  [dg\?
1+ — ] + = cte
<dT> (dT
Esta ecuacién tiene toda la pinta de ecuacién de conservacion de la energia.
En efecto, la cantidad u; es constante esencialmente porque la fuerza es
normal a la trayectoria, es decir, no realiza trabajo. Asi pues, podriamos

considerar a u; como una especie de energia mecanica conservada. Teniendo
en cuenta (6.7), se llega a:

(1 — gl cos)?

2
1+ l2 (jﬁ) ] = cte = (1 — gl COS Gmax)2 (69)

La tultima parte es porque cuando el dangulo es maximo la velocidad de
variacion de 6 serd nula. De aqui podemos obtener directamente el tiempo
propio en funcién del angulo como hicimos en el apartado anterior:

/9 1do
T =
0 /(1 —glcosOmaez)?/(1—glcosh)? — 1

(6.10)

Podemos obtener también la expresién del tiempo t. Para ello, usamos la
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métrica:

dr = \/(1 + g9)2dt2 — di? — dj?2 = \/(1 + g9)2dt 2 — [2d0?

Con esto y (6.9), se puede llegar tras un cdlculo un poco engorroso a la
siguiente expresion:

1(1 = glcosbpqy)db

0
E:/ (6.11)
0 (1—glcost)\/(1— glcosOmaz)? — (1 — glcosh)?

Estas expresiones tienen la ventaja de que no presuponen angulos pequenos,
son validas para cualquier amplitud. Esto significa que si queremos com-
pararlas con las obtenidas en el apartado anterior tendremos que hacerlo
para un 6,,., pequeno. Pero antes, veamos que pasa si en la férmula ante-
rior consideramos campos y longitudes muy pequenos, gl < 1. Usaremos la
aproximacién (1 — £)? ~ 1 — 2¢. Entonces,

(1 — gl cosOpmaz)? — (1 — glcosh)? ~

~ 1 —2glcosbOpmar — 1+ 2glcost = 2gl(cos — cos Omaz),

y llegamos a:

EN/G [ (1 — glcosbOpmay)dd
0 (1 —glcos)y/2gl\/(cos O — cos Opas)

e /9 1 — gl cos Omaz de N
29 Jo 1—glcost \/(C089 — ¢08 O pmaz)

SNy —
29 Jo \/(COSG—COSGmax)

Esta es, exactamente, la expresion para el tiempo en funcion del dngulo para
el péndulo simple clasico, que se obtiene precisamente de la conservacién de

la energia.

Las soluciones obtenidas si que difieren sustancialmente de la solucién clésica
para campos grandes, y son dignas de ser representadas. Empezamos con el
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tiempo propio para Oq: = 15°, 1 =1sly ¢ =0,95 sl/s2 (valores altos):

Solucién relativista

6 “\_ Solucién clasica

0,26 +

—0,26 1 e

Para el tiempo coordenado con g = 0,75 sl/ s2 y el resto de parametros igual
que antes obtenemos:

Solucién relativista

9 “_ Solucién clasica

0,26 +

: : : : : : : \ t
2 v 8 N\ 12/ 14 16
—0,26 + _

Al igual que antes, podemos representar el periodo propio del péndulo y
el periodo medido por el observador estacionario, divididos por el periodo
clasico. La siguiente grafica es de nuevo para l =1 sl y 0,4, = 15°:

T/T.
2 £
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Las diferencias son ahora mucho ma&s grandes que lo que obtuvimos en el
. . . . 2
apartado anterior, teniendo T una asintota vertical en g = 1 sl/s”.

Pasemos ahora a estudiar las soluciones no oscilatorias del péndulo. Para
ello recordamos cémo se obtienen en el péndulo simple clasico, a partir de
la conservacién de la energia:

1 1, (do\?
§mv2+mgy:cte — il (dt) —glcost =cte = E,

De aqui obtenemos la velocidad angular:

dg 1
— = >\/2(E, + glcos ), 12
= V(B + glcosD) (6.12)

e integrando obtendriamos el tiempo en funcién del dngulo. Si el péndulo no
esta dando vueltas, entonces habra un angulo maximo, en el cual v = 0, por
lo que podemos escribir E.(0maz) = —9gl cos Opqs. Para que el péndulo dé
vueltas, E. debe ser mayor que el valor méximo de E.(0yqz), es decir, debe
cumplirse F. > gl. El caso E. = gl es el caso limite entre ambas situaciones
y corresponderia a un péndulo oscilando con un angulo maximo de 180°.
Con una energia ligeramente mayor el péndulo empieza a dar vueltas.

Podemos replicar este procedimiento si atendemos a la ecuacién (6.9). Ahi
también expresdbamos la “energia” conservada en términos del angulo méaxi-
mo, pero podriamos también haber considerado

2
141 <j€> ] =cte = E?
T

donde para que el péndulo de vueltas debe cumplirse FE, > 1 4+ gl. Esta
consideracion nos hubiese llevado a

9 1 E, ?
Y 1
dr l\/(l—glcos@) (6:13)

Comparando esta ecuacién con (6.12) para campos pequenos (donde deben
coincidir), obtenemos la relacién entre E, y E:

(1 — gl cos6)?

E?=2F.+1



6 EL PENDULO SIMPLE EN RELATIVIDAD 38

Esta relacién es necesaria para poder comparar las soluciones cldsicas con las
relativistas. Integrando la ecuacién (6.13) obtenemos la solucién relativista
para el tiempo propio, y siguiendo el mismo procedimiento que antes se
obtiene la solucién para el tiempo coordenado. Con [ =1 sl, g = 0,75 sl/ s
y una energia relativista F, = 2 > 1 4 gl, correspondiente a una energia
clésica E, = 3/2, las soluciones tienen el siguiente aspecto:

0 0
14 + 14 +
12 12 +
10 1 10 1
8 1 8 1
6 1 61
41 41
Solucién relativista Solucién relativista
2 1 “_ Solucién clasica 2T “_ Solucién clasica
% % % % % T % % % % % t
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Con esto concluye nuestro andlisis del péndulo simple relativista.



7. Conclusiones

Hemos visto algunas de las “paradojas” mas comunes e interesantes, conclu-
yendo que cuando se analizan las cosas con cuidado se obtienen resultados
consistentes desde todos los puntos de vista. Hemos observado una marcada
diferencia entre los problemas que se podian resolver solo con cinemética y
los que necesitaban de la dinamica, siendo estos tltimos de mayor dificultad
conceptual. Podriamos hablar, de hecho, de un siguiente nivel de dificultad,
que son paradojas en las que es necesario hablar de tensiones, esfuerzos y
elasticidad (en el estudio del péndulo simple la tensién era simplemente una
fuerza de ligadura, por lo que no hemos tenido que lidiar realmente con
ella), como la conocida paradoja de Bell, o la paradoja de Ehrenfest. Como
ya mencionamos en el problema de la pértiga y el granero, el estudio detalla-
do de tales paradojas requeriria de una teoria relativista de los materiales,
lo cual va mas all4 del objetivo de este trabajo.

Hemos visto también cémo un campo gravitatorio uniforme se puede tener
en cuenta sin salirnos de la relatividad especial a través del principio de
equivalencia, y cémo este principio lleva a conclusiones nada triviales, como
el cambio de curvatura del suelo para observadores moviéndose con cierta
velocidad relativa. También se ha ilustrado como tratar un problema tipico
como lo es el péndulo simple en relatividad, aunque en el andlisis no se
tuvieron en cuenta los posibles esfuerzos que experimentaria una cuerda
real. En resumen, el presente trabajo da cuenta del tipo de dificultades
que surgen al poner en practica los conocimientos aprendidos en los cursos
bésicos e intermedios de relatividad especial, y de cémo sortearlas.



Bibliografia

1]
2]

SIS

—————
[=2)
L 2 L

J

Mariano Santander. Notas de Gravitacion y Cosmologia. Universi-
dad de Valladolid, Facultad de ciencias. 2019.

David J. Raymond. Notas de dindmica relativista. URL: http://
kestrel .nmt . edu/~raymond/classes/ph321/notes/rel_dyn/
rel_dyn.pdf.

Luis Joaquin Boya y Mariano Santander. Paradojas Relativistas.
2005.

Paul Langevin. The evolution of space and time. 1911.

James M. Suplee. Relativistic buoyancy. 1989.

Richard H. Price. Projectiles, pendula, and special relativity. 2005.
Richard H. Price. Normal forces in stationary spacetimes. 2004.





