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Introduccion

En los anos 60 y 70 del siglo pasado, una nueva metodologia en teoria cuantica

de campos se desarrolld y popularizo. Fisicos y mateméticos empezaron a tomarse
en serio el estudio de soluciones clasicas de ecuaciones de campo no lineales, y a
interpretar algunas de estas soluciones como candidatos firmes para ser particulas
de la teoria. Formalmente, este tipo de particulas no habian sido reconocidas previa-
mente, al ser diferentes de las particulas elementales que surgen de la cuantizacion
de excitaciones de campos, expresadas como superposiciones de modos ondulatorios.
No obstante, desde entonces, el estudio de este tipo de soluciones no se ha deteni-
do, llegando a darles en ciertos casos una interpretacion de objetos fundamentales
extensos para altas energias.
Una de las caracteristicas fundamentales de las soluciones o particulas que nosotros
estudiamos, los llamados kinks, es su estructura topoldgica, la cual difiere de la es-
tructura del vacio. A una solucién estacionaria de campo situada en una componente
conexa del espacio de configuracién en que conecta, asintéticamente, puntos de va-
cio, se le conoce como defecto topologico. Si, ademas de esta caracter topoldgico, y
de anadir, o no, dependencia temporal a través de la correspondiente transformacién
de Lorentz, pedimos que sean ondas no disipativas soluciéon de ecuaciones de onda
no lineales, diremos que estas soluciones son los mencionados kinks. Si uno supone
que las oscilaciones cuanticas alrededor del vacio estan asociadas a deformaciones
continuas del campo, entonces tales excitaciones no cambiarian dicha topologia del
vacio. Es por ello que las particulas elementales de la teoria cuantica de campos,
tales como el fotén, no tienen una estructura topolégica propia. Es maés, la estabi-
lidad de las nuevas particulas se debe a su estructura topologica diferente a la del
vacio. Una importante consecuencia de esto es que, aunque no haya ninguna garan-
tia a priori de tener una energia grande o pequena, en todo caso, podemos afirmar
que estas nuevas particulas no pueden decaer directamente en un ntimero arbitrario
de particulas elementales. Hablaremos de algunos distintivos de la topologia propia
de estas nuevas soluciones, tales como la carga topoldgica o, més en general, de la
conexion dentro del espacio de configuracion de la teoria.

Los kinks, de esta forma, ademéas de soluciones topoldgicas son ondas propagan-
tes no disipativas solucién de ciertas ecuaciones de onda no lineales. Abandonando
provisionalmente el caracter topologico de las soluciones que nosotros tratamos, da-
mos la cronologia en el estudio general de este tltimo tipo de soluciones, los llamados
solitones. Tradicionalmente, los fenémenos ondulatorios has sido identificados por su
caracter dispersivo, es decir, por la propiedad por la que ondas propagantes se des-
vanecen en un tiempo finito. El hito “experimental” que cambié esta mentalidad fue
la observaciéon del ingeniero escocés Scott-Russell (1870, [1]) de “una onda solitaria
que viaja sin cambiar de forma, tamano ni velocidad”. Las ecuaciones de onda linea-
les solo admiten soluciones en forma de ondas solitarias o propagantes si la relacién
de dispersion entre frecuencias y niimeros de onda es lineal, caso en que todos los
miembros de un paquete de ondas viajan a velocidad constante sin interferencias
mutuas. Sin embargo, el planteamiento por Korteweg-de Vries en 1905 de la ecua-
cién que lleva su nombre ([2]), la cual describia el movimiento ondulatorio de aguas
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superficiales, revoluciono el estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(EDPs) no lineales que admiten ondas no disipativas como soluciones. A pesar de
su complejidad, en torno a 1965 se probd que esta ecuacion es resoluble completa-
mente (Kruskal, Miura, Lax, etc., véase [3] o [4]). Entre las soluciones encontradas,
estan las ondas solitarias, que preservan forma, tamafio y velocidad a lo largo de
su propagacion, dando un fundamento tedrico a la experiencia de Scott-Russell. La
resolucién de la ecuacién Korteweg-de Vries (ecuacion de KdV en adelante) fue un
gran impulso que llevé a la creaciéon y desarrollo de ideas y técnicas sobre esta teoria
de EDPs a lo largo de los ultimos 60 anos: el método de scattering inverso (Gard-
ner et al, [3]), pares de Lax y condiciones de compatibilidad no linales (P. Lax,
[4]), transformaciones espectrales clasicas (Sakharov, [5]), etc. También, propieda-
des inesperadas y efectivas en otras EDPs no lineales fueron ampliamente tratadas,
tales como en la ecuacién de sine-Gordon, estudiada en este trabajo, la cual explica
el efecto Josephson en fisica de semiconductores [6].

Por la parte cuantica, es natural preguntarse qué es lo que pasa con estas soluciones
de campo tan estables sometidos a algin formalismo de cuantizacion. La ecuacion
fundacional de las EDPs que determinan estas teorias clasicas de campos, la ecua-
cion KdV, nos da un soliton no cuantizable por ninguno de lo métodos hasta hoy
desarrollados. No obstante, existen otras teorias de solitones que si que son cuanti-
zables, como los modelos de kinks aqui tratados. Al principio de los 60, dado que
de los dos grandes tipos de hadrones, los mesones eran los ligeros, y los bariones
los pesados, era tentador pensar que bariones y mesones eran solitones cuantizados
y cuantos de interaccién, respectivamente. Skyrme y Finkelstein fueron pioneros en
esta idea, el primero de ellos precursor del llamado modelo de Skyrmiones [7], el
cual describe el limite clasico de los bariones, con los mesones entendidos como sus
cuantos de interaccion.

Generalizando estas interpretaciones sobre los solitones en términos de su interaccion
y/o identificacién con particulas elementales, la pregunta que surge es clara: jcémo
son los estados cuanticos de un solitéon o, mas en particular, de un kink cuantizado?
Los primeros y mas ilustrativos intentos fueron los dados sobre las teorias escalares
¢* vy sine-Gordon. En 1974, Dashen, Hasslacher y Neveu [8] desarrollaron las co-
rrecciones cuanticas de las masas clasicas de estos solitones, mediantes expansiones
hasta primer orden en h. Desde entonces, multiples mejoras se han ido desarrollan-
do de estos calculos, hasta llegar a la deduccion de una férmula cerrada para estas
correcciones, con la inclusion de contratérminos deducidos a partir del orden normal
del Hamiltoniano cuantizado de la teoria (Comtet, Cahill, y Glauber; 1976, [9]).
Esta no es la tnica técnica para la cuantizaciéon de ondas no lineales. A raiz de los
desarrollos anteriores, surgieron nuevos formalismos de cuantizacion de estos obje-
tos tales como: la identificacion de aproximaciones dadas en términos de expansiones
semicldsicas con modelos de fisica molecular, y de teorfas de muchos cuerpos (Golds-
tone y Jackiw, [10]), o la equivalencia, probada por Coleman [11], entre la teoria de
sine-Gordon y el modelo masivo fermiénico fundamental de Thirring (lo que confir-
maba que estos solitones, pese a su procedencia de teorias bosonicas, son fermiones).
A raiz de los métodos anteriores, nuevos descubrimientos se fueron dando en mode-
los mas complejos. En 1973, Nielsen y Olesen [12] redescubrieron teéricamente los
vortices de Abrikosov en un sistema diferente, los cuales pueden ser visto, matema-
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ticamente, como defectos topoldgicos en un contexto relativista. En 1994, Polyakov
[13] en Rusia e, independientemente, 't Hooft [14] en el CERN, encontraron objetos
extensos identificados como defectos topoldgicos puntuales, cuya densidad energé-
tica estaba localizada principalmente en una bola tridimensional con convergencia
exponencial a 0 mas alla de ésta, lo que llevé a interpretar a estos objetos como mo-
nopolos magnéticos, si son vistos a suficiente distancia. En Mosct, en 1975, cuatro
fisicos rusos - Polyakov, Schwartz, Typkink, y Belavin [15] - también descubrieron
solitones en teorfas gauge de Yang-Mills puras, en 1 + 4 dimensiones (una quinta
dimensién como tiempo imaginario en un espacio euclideo cuadridimensional), y sin
interaccion con la materia. Esta adicion dimensional gesté una nueva teoria, pariente
directo de la teoria de defectos topoldgicos, que es la teoria de instantones.
Cuando aumentamos dimensionalmente la complejidad de las teorias de campos,
nos encontramos con métodos de cuantizacion y célculos de correcciones cada vez
mas dificiles de tratar. Es por ello que, actualmente, la punta de lanza en dichos
calculos se encuentra en una no tan larga lista de formulas de éstos, en el marco
de teorias supersimétricas de Yang-Mills. Este es el caso, por ejemplo, del grupo de
Stony Brook group, formado por Rebhan, van Nieuwenhuizen, y Wimmer que, en [16]
(2003), dieron con dicha féormula de correcciones cudnticas para la masa del vortice
abeliano supersimétrico, hasta el orden de un lazo. Estos calculos del vortice SUSY
carecian de la dificultad de los calculos estandar anteriores, ya que las divergencias
de los fermiones cancelan a las de los campos de bosones. Sin embargo, el desarrollo
de nuestro trabajo no recurre a teorias supersimétricas, sino que se fundamenta en el
calculo de correcciones cuanticas, presentado por A. A. Izquierdo, W. G. Fuertes, M.
T. Mayado, y J. M. Guilarte, sobre la masa de vortices autoduales sin técnicas SUSY
en [17] y [18]. A raiz de esta metodologia, seguiremos el procedimiento de correccio-
nes de masas clésicas al orden de un lazo de [19] y [20], asi como de [21], aplicado en
nuestro caso sobre teorias escalares en 1 + 1 dimensiones. Es de remarcar que, pese
a la mayor complejidad de las teorias hoy encaradas, la “vieja” formula de Dashen,
Hasslacher y Neveu (férmula DHN) se encuentra con sorprendente asiduidad en los
desarrollos teodricos de estas fluctuaciones, si bien los métodos de regularizacion y
renormalizacién tienen que adaptarse a cada situacion.

Asi pues, en este trabajo, centramos el foco en un cierto tipo de soluciones no
disipativas de energia finita, enmarcadas en determinadas teorias de campos esca-
lares, con dos claros objetivos. El primero, mostrar la simbiosis en la que viven la
topologia del espacio-tiempo 1+ 1, y la propia teoria de campos estudiada. Y el se-
gundo, a partir de dicha interseccion clasica, y con toda la artilleria necesaria de la
teoria cuantica de campos, calcular las correcciones cuanticas de vacio para las ma-
sas clasicas de kinks y solitones de los modelos, respectivamente, ¢* y sine-Gordon.
Las teorias aqui tratadas estan inmersas en un universo de 141 dimensiones. A pesar
de esta aparente simpleza, las soluciones, campos o particulas con que trataremos
(kinks) constituyen un caso ilustrativo de lo que significan estas teorias de campos.
Esto nos permitira entender las practicas mas recurrentes de éstas, en términos de
conexiéon y homotopia, en espacios de configuracion con dimensiones arbitrarias, asi
como el procedimiento a seguir para calcular correcciones a la masa de una particula
hasta el orden de un lazo, es decir, hasta segundo orden en el desarrollo en serie de
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potencias del funcional accién o, dicho de otra forma, hasta primer orden en A. Utili-
zaremos la férmula DHN, con los contratérminos debidamente afiadidos para no solo
regularizar sobre el nimero de modos de fluctuacién, sino también compensando las
divergencias por el propagador del loop de la teoria, en primer orden.

En el primer capitulo, estudiamos la topologia del espacio de configuracién de una
cierta familia de teorias escalares y bosonicas de campos reales, junto a un estudio
de la estabilidad de las soluciones topoldgicas, y al teorema de Derrick [22]. En el
segundo capitulo, seguimos con el desarrollo clasico para dar con la ecuacién de
primer orden de Bogomolny, a partir de la cual deducimos las soluciones estaciona-
rias en dichos modelos. Desmenuzamos estos calculos en un contexto clasico sobre
los modelos ¢* y sine-Gordon, e incluimos también una reformulacién de las teorfas
de cara a manejar variables espacio-temporales y campos que sean adimensionales.
Finalmente, en el capitulo tercero, entramos en la teoria cuantica de campos con
el objetivo claro de calcular las correcciones cuanticas de las masas clésicas de los
kinks ¢* y sine-Gordon, para lo que nos valemos de la mentada férmula DHN.
Incluimos dos apéndices: uno dedicado al analisis funcional del espacio de Fock,
recurrente en la cuantizacion candnica del capitulo tercero; y otro dedicado a una
resolucion clésica y parcial de una ecuacién de Schrodinger unidimensional con el
potencial de Poschl-Teller, en el que hacemos uso del método de factorizacién (véan-
se las referencias [23] y [24] para mayor generalidad de estos métodos). Esta tltima
ecuacion aparece en numerosas ocasiones en diversos problemas espectrales del ca-
pitulo tercero, en términos del operador de segunda variacion de la energia en el
sector topoldgico kink.

Unidades y dimensiones

En este trabajo, utilizamos un sistema de unidades en que la velocidad de la luz
en el vacio es la unidad de velocidad: ¢ = 1. No obstante, la constante de Planck h,
asi como h, permaneceran explicitas, de cara a desarrollar correcciones semiclasicas
sobre la masa clésica de un kink. Bajo estas consideraciones, se tiene que [L] = [T,
ademés de que las dimensiones de la masa de las particulas son [M]| = L™ y que
[h] = ML.
La escala de longitud y energia de un soliton depende de las constantes de acopla-
miento de la teoria. En una teoria invariante Lorentz y en la que las unidades son
tales que ¢ = 1, como es nuestro caso, la energia del soliton se identifica con su masa
en reposo, en contraste con la practica habitual con particulas elementales, para las
que la masa es proporcional a h. Teniendo en cuenta que los efectos cuanticos se
hacen pequenios bajo h — 0, en este limite, el kink o solitén topoldgico, veremos,
tendra masa finita, pero las particulas elementales tendran masa proxima a 0.



Capitulo 1

Formulacion clasica de la teoria de
kinks

1.1. Primeras nociones de la teoria de kinks

Fijamos nuestro estudio clasico en la resoluciéon de ecuaciones de onda, de cara
a calcular algunas soluciones no disipativas de ciertas ecuaciones no lineales. Empe-
zamos dando la ecuacion de ondas mas sencilla.

82 82
Op=|—=— — = x,t) =0, 1.1.1
o= (5~ g ) 9l (11)
donde = y t denotan a las variables espacial y temporal, donde ¢ es una funciéon en
C?*(R""), y donde hemos denotado OJ = 9,0". Las dos principales caracteristicas de
este tipo de ecuaciones de onda son:

A. La forma y la velocidad de un solo paquete de onda se mantienen
constantes
Toda funcién con valores reales de la forma f(x =+ ct), perteneciente al espacio
C%(RYM), es solucién de (1.1.1). Es mds, basta tomar cualquier funcién f con
una sola variable, pertenciente a C*(R) (a lo que se suele llamar una funcién
localizada en el espacio), e introducir el argumento = 4 ¢t para construir asi
un paquete de ondas localizado que viaja a velocidad 4c¢, sin ningtin tipo
de distorsiéon en su forma a lo largo del tiempo y del espacio. Esto es claro
si entendemos que en el espacio de estas ondas planas, el sistema {sin(kz +
wt), cos(kx £ wt)} es ortogonal y completo, de tal forma que podemos escribir
la f anterior como sigue

flz —ct) = /dk[al(k) cos(kx — wt) + ag(k) sin(kx — wt)], (1.1.2)

donde el hecho de que la onda plana viaje sin atenuarse a velocidad ¢ surge
del hecho de que la hemos descompuesto en infinidad de componentes, a modo
de ondas planas, con la misma velocidad de propagacién w/k = c.

B. La velocidad y la forma asintética. En una colision de paquetes de
ondas, estos preservan forma y velocidad



8 CAPITULO 1. FORMULACION CLASICA DE LA TEORIA DE KINKS

Dada la naturaleza lineal de la ecuacién de ondas (1.1.1), y dados dos paquetes
de onda fi(x — ct) y fa(z + ct), su suma, a la que denotamos por fs(z,t), es
también una soluciéon. En tiempos negativos grandes (t — —o00), f3(z,t) estd
formado por dos paquetes de ondas separados, los cuales se acercan el uno al
otro sin distorsionarse. En un instante ¢ finito, estos paquetes colisionan. No
obstante, de nuevo a tiempos muy grandes, pero ahora positivos (t — o),
la solucién f3(z,t) se vuelve a escindir en dos paquetes de ondas, los cuales
recuperan sus formas y sus velocidades originales. Este argumento se puede
extender trivialmente a méas de dos paquetes de ondas.’

Sin embargo, la adicién de términos de distinta indole (no lineales, disipativos, aco-
plados, ...), convierten este tipo de ecuaciones diferenciales en objetos mas dificiles de
tratar. Nuestro objetivo enmascarado en el estudio clasico de solitones es el apreciar
y explotar los casos en que ecuaciones de ondas no lineales como las dadas, disfru-
tan de estas atractivas caracteristicas A y B, para después estudiar las particulas e
interacciones que afloran con la segunda cuantizacion de nuestras teorias clasicas.
Obsérvese, quedandonos con el caso mas sencillo, lo que pasa cuando anadimos un
solo término a la ecuacién (1.1.1), sin perder linealidad, pero perdiendo sencillez en
el calculo. Estamos hablando de la ecuacion de Klein-Gordon, la cual, recordemos,
debe su forma a la conservacion del cuadrimomento de una particula con masa m y
espin 0:

- 9 B 82 62 ) B

(O+m*)o(x,t) = <% ~ 5% +m ) o(x,t) =0. (1.1.3)
La linealidad de (1.1.3) permite seguir teniendo al conjunto dada por

{cos(kz £ wt), sin(kx + wt)},

como un sistema ortogonal y completo del espacio de soluciones contenido en C*(R'1).
No obstante, un sencillo calculo (basta, por ejemplo, utilizar la transformada de Fou-
rier del campo ¢) nos da una relacién de dispersién no tan trivial como en ondas
planas:

w? = k*c? + m*c, (1.1.4)
esto es, diferentes longitudes de onda de las ondas solucion viajan a velocidades de
propagacion diferentes w(k)/k, dando a la ecuacién (1.1.3) una naturaleza dispersiva.
Esto significa que una solucién ¢ de (1.1.3) que en ¢t = 0 tenga una forma de paquete
de onda localizado dada por

/dk[al(k) cos(kx) + ag(k) sin(kx)], (1.1.5)

se dispersard para tiempos t > 0. Esto nos hace perder la caracteristica A, y en
cuanto a B, ni siquiera un solo paquete de ondas es capaz de mantener su forma en
el tiempo, qué decir tiene que mas de uno tampoco lo hara.

Consideremos ahora la adiciéon en (1.1.1) de un término no lineal como sigue

2 2
(55— 35 ) ol + ¥a) =0 (1.16)

LA lo largo de la introduccién, nos referiremos a estas dos caracteristicas como caracteristicas
A y B, en orden de aparicion.
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Calculos numéricos de esta ultima ecuacion muestra la naturaleza dispersiva de las
ondas que de ella se derivan.

No obstante, ocurre a veces que los efectos disipativos y los términos no lineales
se cancelan los unos a los otros, dando asi ecuaciones de onda dispativas y no li-
neales con soluciones que cumplen la caracteristica A. Este tipo de soluciones son
llamados ondas solitarias. Lo mismo puede ocurrir con la caracteristica B, dando
en conjunto lo que se conoce como soluciones de tipo soliton. Sin embargo, a lo
largo de este trabajo, usaremos ambos términos de forma biunivoca. Recurrimos a
[11] para caracterizar estas soluciones en términos de energia. La idea clave para
entender la diferencia clasica de estas soluciones de la teoria con respecto al resto de
soluciones no homogéneas es la de disipacion. Supongamos que la entrada (0,0) del
tensor energia-momento T (la densidad espacial de energfa) de la teoria es siempre
no negativo, y que se anula para los puntos de vacio de la teoria, es decir, para las
soluciones de campo constantes que la minimizan. Una forma correcta de decir que
una solucién de la ecuacién (2.5.9) es disipativa es afirmar que

lim max, Ty (t, ) = 0. (1.1.7)

t—o00

De esta manera, las caracteristicas A y B conllevan a que 79 esté concentrada en una
region acotada del espacio. En otras palabras, la densidad de energia es localizada.
Con ello, podemos caracterizar a las soluciones clasicas estacionarias y no homogé-
neas como no disipativas a través de la energia. En resumen, una solucién soliton
es una solucion de una ecuacién de ondas no lineal de naturaleza no homogénea, no
singular y no disipativa®.

Es importante entender también que las teorias de campos escalares que nosotros
estudiaremos son no perturbativas: no se aplica un procedimiento perturbativo al
uso como se hace en la teoria de Klein-Gordon. Sin embargo, si que desarrollaremos
teoria de perturbaciones alrededor de soluciones no triviales y estacionarias. Esta
condicién de nuestras teorias se aprecian en los primeros pasos de su estudio clésico,
que nos lleva, por ejemplo en el caso del campo ¢*, a masas clésicas que divergen
con A — 0.

Nos situamos en la teoria de campos escalares, mas en concreto en el estudio de so-
luciones topoldgicas de los sistemas de ecuaciones no lineales en derivadas parciales
como sigue

Py 0% OU
Dz’ p dz?  O¢

1 J

=0, i=1,..,N, (1.1.8)

donde N € N’ es el ntimero de componentes que tiene el campo escalar. Nos limi-
taremos al estudio de campos escalares en un universo bidimensional, con una coor-
denada espacial y otra temporal. No obstante, incluso cuando generalicemos a 1 +n
variables, denotaremos por x,, = (o, ;) a las coordenadas en el espacio-tiempo de

2En este trabajo, entendemos por no singularidad a la condicién de continuamente diferenciable
en el correspondiente dominio de definicion.

3Denotamos por N al conjunto de nimeros naturales, sin incluir el cero. Usaremos la notacién
Np cuando lo incluyamos.
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Minkowski 14-n-dimensional, particularizando a x,, = (x, 1) = (¢, ) en el caso bidi-
mensional. Asi, los campos estudiados tendran la forma ¢(z,,) = (¢'(x,), ..., o™ (z,)),
y los funcionales de estos campos vendran dados por F' = F[¢, .., ¢V]. Observard
el lector que, aunque la forma y el contenido de los modelos ¢* y sine-Gordon estan
bien definidos, tomaremos, en varias ocasiones, puntos de partida generales sobre
estas dimensiones, con una métrica Lorentziana en el espacio de Minkowski que de-
notaremos por ¢g"”, y con signatura (+, —, ..., —), donde el signo menos se repite n
veces.

Todo nuestro estudio se particularizara en los campos escalares con las densidades
lagrangianas que siguen. Para ¢*,

A 2\ 2
cm=%@w%—z(&—%), (1.1.9)

y para sine-Gordon,

Llo] = % L POM P — % (1 — COS (%(ﬁ)) , (1.1.10)

ambos con N = 1 componentes, y con A\ y m constantes de la teoria.

Como veremos superficialmente, nuestro estudio clasico esta en perfecta analogia
con un enfoque mecanico clasico y geométrico, basado en el estudio de sistemas
completamente integrables de mecanica clasica, plasmados en las ideas y modelos
de Liouville. Bien es cierto que este estudio clasico tiene su formulacién analitica
en la resolucién de ecuaciones diferenciales como en 1.1.8, pero para llegar a ello,
necesitamos entender las magnitudes fisicas que hay detras de tales ecuaciones de
campos.

Toda la informacién dinamica del sistema esta contenida en el funcional accion,
definido sobre el espacio de configuracién de campos como sigue

Sig)i= [ (6.0, (L111)

donde L es la densidad lagrangiana general de una teoria escalar y bosénica dada
por

ﬂ@@@z%#¢WW—Uw% (1.1.12)

coni=1,... N, u=0,1,....n.

Antes de continuar, debemos hacer una parada para formalizar la escritura mate-
matica de las simetrias presentes en los sistemas fisicos estudiados. Para empezar, el
sistema debe ser invariante por transformaciones del grupo de Poincaré. Existe dos
tipos dentro de estas transformaciones:

1. Traslaciones espacio-temporales: Estan dadas por transformaciones infinitesi-
males de la forma

dat = ieP Pat = e, (1.1.13)



1.1. PRIMERAS NOCIONES DE LA TEORIA DE KINKS 11

donde P, = —id, denota a los generadores infinitesimales de este grupo de
transformaciones. Las corrientes asociadas a estas simetrias del sistema, dada
su condicién relativista, son

G = —Gu Lo, 0,0 + 0,070,¢’. (1.1.14)

Esto nos da unas cargas conservadas de la forma
P, = /d”x (—9u0L[¢, 0,8 + 0,70,¢7) . (1.1.15)

Como es bien sabido, Py se corresponde con la energia del sistema fisico, y P,
1 =1,...,n, son los momentos lineales del sistema. Mas explicitamente, dichas
cargas conservadas adoptan la siguiente forma

Polg] = /d”x (%%cbj@ocbj + %@qu@qu + U[¢>]) , (1.1.16)

Pi[¢] = /d"x@iqﬁj@oQSj. (1.1.17)

Al funcional Py[-] de (1.1.16) lo llamaremos funcional completo de energia, y
al funcional U[-] que aparece en el integrando de P[-] lo llamamos autointe-
raccion.

2. Transformaciones o rotaciones de Lorentz: Para este otro tipo de elementos
del grupo de Poincaré, tenemos las transformaciones infinitesimales

1
dzt = 52’5”"Mpax“ = Mg, (1.1.18)

con generadores infinitesimales M, = i(x,0, — ©,0,) + S,., donde S,, es
hermitico, ademéas de estar en el mismo algebra que el primer término. Las
corrientes son ahora como sigue

Juvp = (—gn L+ 8u¢iau¢i)(93xp - 9,/)\551/) = JuwTp = JuwTp = JupTw- (1.1.19)

De esto, se deducen las siguientes cargas conservadas
M, = /d”x(jo,,:cp — JopTv), p,v=0,1,....n. (1.1.20)

Estos generadores, introducidos por el teorema de Noether en virtud de la invariancia
relativista del sistema, satisfacen las propiedades de un élgebra de Lie (antisimetria,
identidad de Jacobi, bilinealidad). Los conmutadores de estos operadores infinitesi-
males, vistos como campos vectoriales, son los siguientes:

|P,,P,] =0,
(M, Py| = —igup Py +i9up P,
(M, M| = —i6,,M e + 16, My + 16,,M,,, — 10,5 M, (1.1.21)
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Todas las simetrias vistas hasta ahora responden tan solo a la invariancia relativista
formalizada a través de las transformaciones del grupo de Poincaré, o siguiendo
la notacién habitual en estos términos, a través de las transformaciones espacio-
temporales.

Por otra parte, en las teorias que estudiaremos existen grupos de simetrias discretos
que dejan invariantes las densidades lagrangianas dadas en (1.1.9) y (1.1.10). Para
el primer caso, tenemos el grupo finito Zs (bajo la transformacién ¢ — —¢), y en el
segundo tenemos las traslaciones ¢ — ¢ + (2n7), con n € Z.

De cara a deducir, de un mismo planteamiento, las ecuaciones de Euler-Lagrange y la
formulacién de la estabilidad de las soluciones obtenidas, presentamos el desarrollo
del funcional accién bajo modificaciones del campo d¢ hasta orden 2 en un entorno
de un campo solucion general, de la forma

S[¢,0¢] = Sol@, 6¢] + S1[9, 6¢] + Sa[, 6¢), (1.1.22)

donde cada uno de los términos significan lo siguiente:

1. Sy se corresponde con el funcional accién evaluado en el propio campo ¢, sin
deformaciones (i.e., se corresponde con la expresién 1.1.11).

2. 57 viene dada por las perturbaciones sobre el campo de orden 1, de la forma
ou

o¢t |’
sobre el que podemos aplicar el principio variacional o principio de Hamilton
(i.e., la curvas en el espacio de trayectorias que describe al sistema fisico debe

ser un punto critico del funcional accién). Con ello, deducimos las ecuaciones
de Euler-Lagrange de nuestro sistema, que son

ou
-7 =1,...,N. 1.1.24
a¢lz Y Y ( )

Notese que el espacio de configuracion completo del sistema es el que sigue

&wﬁm:—/ﬁmww{@mw+ (1.1.23)

O¢' = —

F = {é(x0,z;) € Maps(R'"™, V) : By[¢] < o0}, (1.1.25)

donde Py denota a la energia del sistema,, y donde V' es un espacio vectorial
N-dimensional. Cuando particularicemos en nuestros campos de estudio, nos
restringimos a V' = C, si no se indica otra cosa.

3. Sa[p, 6¢] procede de deformaciones de segundo orden sobre el campo, de la
forma que sigue
0*U
0Pt 0PI

1 . .
Sslp, 09 = ) /dH”xéng’ [5ij8M8“ + o’ (1.1.26)
Esta expresién es de nuclear importancia en el estudio de la estabilidad de
las soluciones de 1.1.24, asi como en la cuantizacién de la teoria que nosotros
aplicaremos. Esta expresion introduce en el campo pequenas fluctuaciones de
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segundo orden que podemos expresar a través del conocido como operador
general de sequnda variacion de la energia. En teoria de operadores, esto es lo
que se llama un operador diferencial Hessiano. Nosotros nos quedaremos con
la terminologia mas fisica. Dicho operador es

~ 0*U

Esto es, H es una matriz cuadrada de dimensién N x N. En las teorfas que
nosotros estudiaremos, este operador sera escalar (N = 1).

Si bien el desarrollo hasta ahora nos ha permitido obtener las ecuaciones de
Euler-Lagrange de una teoria escalar con N componentes, de momento no sa-
bemos nada del significado de los términos de segundo orden en el desarrollo
de la accién. En un contexto clasico, estos términos configuran el operador
diferencial Hessiano cuyo autovalores van a determinar la estabilidad o no es-
tabilidad de las soluciones de la teoria. Esta estabilidad serd una propiedad
que nos acompanara en todo el estudio clasico que sigue. Matematicamente,
la estabilidad significa no negatividad de los autovalores con respecto al ope-
rador Hessiano, que es una caso particular de operador de tipo Schrodinger.
Esto es debido a un resultado clasico de la teoria de operadores, por el que
una solucién es estable si y solo dicho operador Hessiano es positivo®. Fisica-
mente, nos dice que podemos descomponer la pertubacion en ondas dadas por
las autofunciones de dicho operador de tipo Schrodinger, con frecuencia bien
definida (i.e., no negativa).

De hecho, la correccién de masa de un kink o un solitéon que persigue este
trabajo, se obtiene sobre la cuantizacién y regularizacion de las fluctuaciones
que determina el operador Hessiano.

Aqui termina la pincelada inicial de las teorias de campos y de los proble-
mas espectrales que vamos a estudiar. Empezamos nuestra construccién con
el estudio de campos constantes con valores en V que minimizan el funcional
autointeraccion, asi como con el planteamiento que daremos a la evolucién
temporal en este trabajo.

1.2. Variedad de vacio y evoluciéon temporal

Nos centramos en una clase especial de soluciones: campos constantes que mini-
mizan el funcional energia. Desde un punto de vista cudntico, este tipo de soluciones
clasicas, aun por cuantizar, nos dan los valores esperados buscados de los campos
como operadores en el estado fundamental del sistema, para lo que usaremos la
terminologia de punto de vacio. Estamos lidiando con campos escalares en que no
incluimos consideraciones de campos gauge. Esto simplifica notablemente el proble-
ma.

Recordemos las expresiones de los funcionales accién y densidad lagrangiana de las

4M4s adelante, a partir de las autofunciones (1.8.4), y con este resultado, estudiamos la estabi-
lidad de los operadores de segunda variaciéon en nuestros modelos de kinks.
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teorias escalares estudiadas:
1 . .
Slol = [ e |g0,00°6 - vlal]
1 . .
£16, 0,0 = 50,60"6" — Uo]. (1.21)

Los operadores integrales cinético y potencial, sacados directamente de la densidad
lagrangiana, son los funcionales que siguen

700] = 5 [ @ (@no)

Blol = [ @' |3 @00 + Uldl] (122)

de lo que se deriva un funcional energia de la forma

Polo] = % / &'z (900)” + / &z B (8,»gb)2+U[¢]} | (1.2.3)

Al potencial de autointeracciéon U le imponemos las siguientes condiciones:

1. El funcional U : V' — R serd inferiormente acotado. Sin pérdida de generalidad
(bastarfa anadir una constante a la densidad lagrangiana), situamos el minimo
absoluto de dicho funcional en el elemento neutro de R con respecto a su suma,
es decir, imponemos U,,;, = 0.

2. Nos limitaremos a funcionales U con forma polinémica, global o localmente,
con indeterminadas en los campos de estudio.

3. Cuando particularicemos V' = R, el potencial de autointeracciéon U : V — R
serd una funcién dos veces diferenciable, esto es, U(+) € C*(R).

Una primera consecuencia de estas dos imposiciones es la de que, necesariamente,
todas las potencias de la expansion polinémica de U han de ser de exponente par.

1.2.1. Evolucién temporal

Damos ahora, brevemente, la nocién algebraica por la que podemos limitar nues-
tro estudio a soluciones estacionarias del espacio de configuracion dado en (1.1.25).
Denotamos por D al espacio de configuraciones estacionarias, dado por

D :={¢ € Maps(R",V) : E[¢] < o0}, (1.2.4)

teniendo en cuenta que Py[¢] = E|¢] para todo ¢ € D.

La omision de la dependencia explicita, con respecto a la variable tiempo, de las
configuraciones de F, puede verse como también como sigue. Fijémonos en que las
ecuaciones (1.1.24) pueden interpretarse como campos vectoriales, y sus soluciones
como curvas integrales, tangentes a este campo vectorial en cada punto de sus tra-
yectorias. Pues bien, basta tomar las orbitas de cada uno de los tiempos t para
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desarrollar el estudio que sigue, el cual pretende cubrir la conexiéon de D en térmi-
nos, solamente, de dos tipos de soluciones estacionarias: kinks y puntos de vacio. No
obstante, nos quedamos con una explicacion mas algebraica a través de la teoria de
grupos. En adelante, denotamos por ¢, a la secciéon de la configuracién ¢ € F en la
componente temporal t € R. En particular, para todo ¢ € F y todo t € R, se tiene
¢ € D.

Definicién 1.2.1. Sea ¢ € F. Llamaremos aplicacion de evolucion temporal a
la aplicacion T € Maps(R x D, D) tal que, fijado un instante arbitrario ty € R, viene
dada por la siguiente correspondencia:

T:-RxD—D
(t7¢t()) — ¢t0+t- (125)

A la seccion de esta aplicacion T por un cierto instante t € R, que manda cualquier
configuracion de campo a la misma configuracion en el instantet € R, la denotaremos
T;.

La aplicacién (1.2.5) es una aplicacion C* (en particular, continua) entre espacios
normados. La norma viene dada por la aplicacion E[-] en D, y extendida, en el
conjunto origen y por un producto, a la norma correspondiente conjuntamente con
la norma estandar en R.

Es inmediato que las aplicaciones 7; pueden ser entendidas como elementos de un
grupo que actuan sobre D. Es por ello por lo que al conjunto de aplicaciones {7} }ier
se le suele llamar grupo uniparamétrico de transformaciones temporales, con la ley
T, « Ty = Tyys, y con elemento neutro Ty. Asi haremos nosotros, y lo denotaremos
por T.

Dos consecuencias fundamentales se siguen de este analisis:

1. Dado que la restriccién de Maps(RY™, V') a aquellos campos independientes del
tiempo, en los que el funcional P, es finito, es un subconjunto de F regular por
sumas y productos por los escalares del espacio V', entonces podemos entender
dicha restriccion como un subespacio vectorial D de F.

2. Dada la independencia temporal, la restriccion anterior nos permite omitir el
término cinético del funcional Fy. Noétese que esta simplificacién preserva la
condicién semidefinida positiva de este funcional. Podemos pues seguir toman-
do Py como norma en D, aunque ahora tomara la forma de E. Es por ello que
a la energia, cuyo finitud determina los elementos de D, la denotaremos en
adelante como F.

Con todo ello, limitaremos nuestro estudio al espacio vectorial D.

Pasamos ahora a definir lo que entenderemos por solucién en nuestro espacio D,
para lo que nos servimos del principio de accién minima o principio de Hamilton,
asi como del funcional energia F ya definido.

Definicién 1.2.2. Sea ¢ € D una configuracion no singular. Diremos que ¢ es
solucion de la teoria de campos dada si y solo st la derivada funcional de E se anula
en su evaluacion en ¢. Esto es:

OFE
¢ € D solucion <— — =0. (1.2.6)

5p
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Para poder estudiar el contenido topoldgico de la teoria de campos que nos ocupa
con suficiente rigor, definimos también lo que entenderemos por variedad de vacio.
Recordemos que habiamos situado el minimo absoluto del término potencial U en
un valor real mayor o igual que 0.

Definicién 1.2.3. Dado D el espacio de configuracion de nuestra teoria de campos,
entenderemos por variedad de vacto o de puntos de vacio al siguiente conjunto
de elementos de V :

M :={¢ € D: ¢ = constante y Ulgp| = 0}, (1.2.7)

0, equivalentemente:
M:={¢p eV :Up| =0} (1.2.8)

A los elementos de M los llamaremos puntos de vacto.

De la condicion semidefinida positiva de U, y de la consideracion U, = 0, se
sigue sobre todo punto de vacio la condiciéon necesaria de cualquier extremo local,

esto es
oUu

O
para todo j =1,..., N,y todo ¢, € M.

(¢v) =0, (1.2.9)

1.3. Defectos topolégicos

Estudiamos ahora las nociones de arco-conexo en nuestro espacio de configura-
cién D, y de continuidad a través del grupo 7. Los elementos de éste, con t = 0
como instante de referencia, son

T: RxD—>D
(t7¢0)'_>¢ta

Estos conceptos nos permitiran apreciar nuestro problema de campos escalares des-
de una perspectiva mucho més general a través de la topologia que encierran estas
ideas.

Recordemos que estas aplicaciones del grupo 7 son continuas. A modo de ejemplo,
supongamos el caso mas sencillo en que D es arco-conexo. Por definicion de este con-
cepto sabemos que dos configuraciones cualesquiera de D pueden estas conectadas
por caminos, esto es, por aplicaciones continuas. En particular, es conexo, luego a
la hora de hablar de sus componentes conexas, es decir, de las clases de equivalencia
de la relacién binaria dada, para ¢, ¢ € D, por

01 Ry < ¢1,0o € D', para D C D conexo, (1.3.1)

podemos afirmar que existe una tinica componente conexa en D, lo que simplificaria
notablemente nuestro problema. En este caso, dada la continuidad de los elementos
T € T,y dada la preservacion de la condicién de conexo por continuidad, podemos
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afirmar que dos configuraciones de D podran ser conectadas a través de una de estas
transformaciones temporales. Si hubiera dos o mas componentes conexas (i.e., si D
no fuera conexo), que serd nuestro caso, este analisis se tendria que restringir a cada
una de ellas. En adelante, salvo que se diga lo contrario, nos limitaremos al ntimero
de componentes de campos escalares que a nosotros nos ocupan: N =1y n = 1.

Veamos que de este analisis aparece con completa naturalidad lo que nosotros enten-
deremos por defecto topologico. En primer lugar, de la acotacion inferior del funcional
E, y de la continuidad de los elementos de 7, se sigue que en cada una de las com-
ponentes conexas de D deber haber, al menos, una configuracién ¢,, que minimice la
energia E. Esto se debe a que, para tener valores finitos del funcional E, es necesario

que los valores
lim ¢(z) € M, (1.3.2)

r—+o0o

lo cual se aprecia directamente en nuestro caso de campos en una sola variable.
Probaremos esto mas adelante.

Ello implica que, en cada componente conexa de D, debe haber, al menos, una so-
lucion estable. Entederemos como tal a toda solucién que siga siendo solucion de
nuestra ecuacion de campo bajo perturbaciones dentro de un entorno de la solucion
original, en la topologia de D, que no es otra que la topologia fuerte de un espacio
normado.

De esta manera, a las soluciones de vacio les corresponderan su componente conexa,
y a las soluciones no de vacio, pero estables y minimizadoras de F, les correspondera,
si existen, una componente conexa diferente. Esto se traduce en que estas tltimas
soluciones no pueden transformarse a través de homotopias (en particular, a tra-
vés de elementos del grupo uniparamétrico 7)) a puntos de vacio, por hallarse en
componentes conexas diferentes. Es decir, un punto de vacio no puede evolucionar
temporalmente hasta ser, en un cierto instante, una de esas soluciones que estan
fuera de M, o estariamos violando la condiciéon de conexo de cada una de las com-
ponentes; y viceversa. Dicho de otra forma, estariamos violando la conservacion de
la energia. Mas adelante veremos que los puntos de vacio de los valores asintoticos
de estas soluciones (1.3.2) son necesariamente diferentes en z — 0o, y en x — —o0.
Con todo ello, definimos lo que entendemos por defecto topologico.

Definicién 1.3.1. Sea ¢ € D una configuracion no singular de nuestra teoria.
Supongamos que ¢ es un minimo local de E : D — [0,00), y que ¢ no estd en M.
Entonces, diremos que ¢ es un defecto topoldgico.

Para demostrar que las soluciones de este tltimo tipo definido son estables, se
debe comprobar que la segunda variacion de la energia en estos campos es una forma
cuadratica semidefinida positiva, con la inclusién del caso de autovalores nulos.

A continuacién, introducimos la nocién de grupo pequeno de un cierto elemento de
un grupo, indispensable para hablar de las 6rbitas o sectores de nuestra teoria.

Definicién 1.3.2. Sea G un grupo, y sea p € G, Llamamos grupo pequeno de p al
subgrupo H,, C G que fija p, esto es, tal que h*p = p, para todo h € G, y dada * la
ley de dicho grupo.

Como veremos que ocurre en nuestros dos modelos (¢* y sine-Gordon), suponga-
mos que existe un grupo discreto cuyas transformaciones dejan invariante el término



18 CAPITULO 1. FORMULACION CLASICA DE LA TEORIA DE KINKS

de autointeraccion, para lo que hace falta suponer que G esta formado por elementos
que operan en el espacio vectorial V. Dicho de otra forma, si denotamos por g¢ a
dicha accién de algin g € G sobre un elemento ¢ € V', se tiene:

Ulgg) = Ul¢], Vg € G. (1.3.3)

No confundamos esto con una simetria sobre todo el espacio de configuracion D.
Estamos suponiendo, simplemente, que G otorga a U[-] una simetria sobre las ele-
mentos de V', lo que en particular engloba a los elementos de la variedad de vacio
M.

Supondremos también que, dado un punto de vacio ¢, € M, todos los elementos de
M se pueden obtener de la forma g¢,, para algiin g € G. Veremos también que esto
se cumple en nuestro modelos.

Bajo estas suposiciones, es posible demostrar, aunque no lo hagamos aqui por exce-
der con ello los objetivos de este trabajo, que si consideramos H el grupo pequeno
de un punto de vacio ¢, arbitrario, con respecto a la representacion dada de GG en el
espacio V', entonces la variedad de vacio M es isomorfa al grupo cociente G/H, que
es grupo por ser H un subgrupo normal de G. Quedémonos pues con esta importante
relacion:

M =~ G/H. (1.3.4)

La simplificacién de que todos los puntos de vacio de M sean de la forma g¢, para
algiin g € G tiene dos interesantes consecuencias:

1. Excluye la posibilidad de degeneracién accidental por la que U presente ceros
constantes independientes de cualquier tipo de simetria.

2. Omite la existencia de cualquier otro grupo interno de simetria ajeno a G.

En general, si no asumiéramos que existe una sola orbita en G en términos de los
puntos de vacio, la variedad de ceros M se podria escindir en una uniéon disjunta de
r € N érbitas, de la forma

M =U'_G/G, (1.3.5)

con G, el grupo pequeno en la érbita indexada por a € {0,...,r}.

Ademas, con todas estas consideraciones, estamos en condiciones de enunciar lo que
se entiende por espacio de moduli para una variedad de puntos de vacio, y para el
grupo de simetria G' considerado. Este espacio se define como sigue

N=M/G={¢9 oW .. ¢"}, (1.3.6)

donde cada ¢, i = 0,...,r, se corresponde con la clase de los puntos de vacio co-
nectadas por transformaciones de GG actuando sobre M. En nuestras teorias veremos
que las variedad de moduli de vacio son conjuntos unipuntuales, lo que quiere decir
que todos los puntos de vacio de la teoria estan conectados via transformaciones
dadas por G. Por supuesto, esto no es un hecho general.



1.4. LA TOPOLOGIA DE D 19

1.4. La topologia de D

En este apartado, veremos la relaciéon entre condiciones de contorno de las confi-
guraciones de D y sus derivadas temporales, y la pertenencia a distintas componentes
conexas. Esto nos permitira identificar estas tltimas, y caracterizar asi las solucio-
nes de nuestras ecuaciones de campos, reducidas, por lo visto, al caso estacionario.
Particularizamos V' = C, y recordemos que ya hemos fijado N =1y n = 1.
Recordemos que hemos restringido nuestro estudio al subespacio D, esto es, a los
campos ¢ € Maps(R, C) tales que E[¢p| < oc.

Nuestro funcional energia se simplificaba a la expresion que sigue

Blo) = [ ds [UM s (amf] | (1.4.1)

Es inmediata la acotacion inferior que presenta el funcional de energia E sobre
elementos de D (con solo omitir el factor 1/2 del primer término):

Elg] > / dz [(8,0)° + Ulg)] (1.4.2)

Asi, para tener una energia finita E[¢] < 0o, como ya se mencioné en el analisis de
la evolucion temporal de puntos de vacio y defectos topoldgicos, es necesario que el
comportamiento espacialmente asintotico de nuestros elementos ¢ € D dada por los
limites

lim ¢(x), (1.4.3)

z—+o0

y que denotamos por ¢(+00), debe existir y debe ser, necesariamente, un cero de U,
o de lo contrario, el area barrida por la integral anterior se hara infinita, y con ello
tendriamos E[¢] = 0o, en contraposicién a nuestra suposicién ¢ € D.

Para que esa finitud bajo x — +oo también sea satisfecha por el término dada por
(1/2)(0,9)? en el funcional E[-], también debemos tener

lim8y0(x) = 0. (1.4.4)
Volviendo al lenguaje de més arriba, para que E[¢] < oo, necesariamente ¢(+o0) €
M o, de forma equivalente, ¢(+oo) € G/H. Englobando todas las condiciones de
contorno de ¢ en un mismo objeto, podemos interpretar esta correspondencia como
una aplicacion ¢(co) de Zs en G/H. Identificamos OR con Z,. Estamos haciendo
corresponder cada uno de los elementos de Zy = {—1,1} con cada uno de los dos
puntos de vacio ¢1(00) y ¢2(00), uno para cada direccién del limite xz — +oo.

1.4.1. Componentes conexas de D y su grupo de homotopia

Para continuar, necesitamos algunos resultados y definiciones de la teoria de
espacios topologicos conexos, asi como de la teoria de homotopias. No se aportaran
demostraciones, si bien se dard, puntualmente, la idea intuitiva de como se probaria.
Empezamos definiendo lo que entendemos por homotopia, la cual es la formalizacion
topoldgico-algebraica de la deformacién continua entre aplicaciones continuas.
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Definicién 1.4.1. Sean X e Y dos espacios topoldgicos, y sean fy y fi dos aplica-
ciones continuas de X en'Y . Sea I el intervalo cerrado y acotado |0, 1]. Diremos que
fo y fi son homotdpicas si y solo si existe una aplicacion continua F': X x I —Y
tal que F(x,0) = fo(z) y F(z,1) = fi(x) para todo z € X.

La relacion de homotopia entre aplicaciones continuas es una relacion de equi-
valencia. Esto nos permite escindir la familia de aplicaciones continuas entre los
espacios topolégicos X e Y en clases de equivalencia, las llamadas clases de homoto-
pia, necesariamente disjuntas. Esto tiene una interpretacion algebraica en el marco
de la teoria de grupos a través de los llamados grupos de homotopia, como veremos
ahora.

Identificaremos las componentes conexas de D a través de dichos grupos de ho-
motopia. Para ello, generalizamos nuestro problema otra vez a n variables espaciales.
Afirmamos que la misma correspondencia que se ha hecho en el apartado anterior
entre OR = Z, y G/H es extensible a S"~! con G/H, para n variables espaciales,
donde S™~! denota la esfera en el espacio euclideo n-dimensional. Fijamos un punto
arbitrario y € S"~! (e.g., su polo norte), y algin ¢y € G/H también arbitrario. Nos
restringimos al conjunto de aplicaciones continuas que sigue

S={f:9""=>G/H: f(y) = o} (1.4.5)

Notemos que hemos anadido una nueva restriccién sobre las aplicaciones continuas
estudiadas: deben tomar el punto ¢y € G/H en y € S" 1. Con el grupo dado por el
conjunto de clases de homotopia de S, junto a la ley interna naturalmente extendida
de la concatenacién de caminos en G/H, tenemos el n-ésimo grupo de homotopia
mo(G/H). Nos referimos a los elementos de 7, (G/H) como clases de homotopia de
G/H

Volvemos al estudio de la conexiéon de D. Las ideas presentas ya nos permiten enun-
ciar el siguiente resultado.

Teorema 1. Eziste una biyeccion entre el conjunto de clases de homotopia de G/H
y el conjunto de componentes conexas de D, extendida a n coordenadas espaciales.
Como consecuencia, el nimero de G/H coincide con el nimero de componentes
conexas de nuestro espacio de configuracion D, extendida a n coordenadas espaciales.

La idea clave de la demostracion de este teorema reside en que, como ya vimos
mas arriba para el caso unidimensional, existe una correspondencia biunivoca entre
aplicaciones de Maps(OR" = S~ G/H) y las condiciones de contorno de las confi-
guraciones de D, extendidas a n variables espaciales.

Dado {D;}ier el conjunto de componentes conexas con cardinal el de la familia de
indices I, y dado un campo ¢ € D;, la correspondencia se establece de la siguiente
forma:

Di +— [$(OR™)] € m,(G/H). (1.4.6)

Consecuencia directa de este teorema es el siguente corolario.
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Corolario 1.4.2. Si no hay ninguna ruptura espontanea de simetria en la densidad
lagrangiana de nuestra teoria de campos, entonces el espacio de configuracion deberd
ser necesariamente conexo.

Demostracion. Su demostraciéon es directa del hecho de que si no hay ruptura es-
pontanea de simetria, entonces el minimo de U no puede estar degenerado, con lo
que el grupo pequeno H del correspondiente punto de vacio es todo G: H = G.
Entonces, G/H = {lg}, con lo que el orden del grupo G/H es 1. Como, por el
teorema 1, el nimero de componentes conexas de D coincide con el niimero de clases
de homotopia de G/H, y como todas las aplicaciones continuas de S"~ ! a G/H dan
al mismo punto, entonces solo hay una clase de homotopia, luego D tiene una tinica
componente conexa. Entonces, D es conexo, y hemos terminado. [

Este resultado 1.4.2 ilustra, con un caso muy particular, hasta qué punto la
estructura topoldgica subyacente al espacio de configuraciéon D determina nuestra
teoria de campos estudiada. Afirma que si hay mas de un punto de vacio, se da una
ruptura espontinea de simetria que aflora considerando fluctuaciones (¢, z) sobre
cada punto de vacio ¢, € M. Precisamente, la cuantizacién de estas fluctuaciones
alrededor de un punto de vacio nos la energia de punto cero de la teoria en el sector
topologico de vacio.

1.5. Soluciones kink. Enfoque topolégico

Cuando los defectos topologicos surgen de ecuaciones de onda no lineales que
describen nuestros modelos de campos, se dan las llamadas soluciones de tipo kink.
Con el estudio anterior sobre la conexién de D, se tiene que decidir qué hacer con
los puntos fijados en los espacios topoldgicos involucrados, con los cuales describia-
mos el conjunto §. De cara a sentar un teoria solida independiente de estos puntos
(que, por ejemplo, fijAbamos en el polo norte en las variedades S™"~1), manejaremos
Unicamente espacios conexos de configuraciones, restringiéndonos, como es el caso,
a cada una de las componentes conexas de D en el caso de que este ultimo no sea
conexo. En tal caso, es bien sabido de la teoria de homotopias que la construccién
que sigue es completamente independiente del punto fijado en cada componente.
Estos aspectos topoldgicos en las teorias de campos, via grupos de homotopia, per-
miten identificar las clases del grupo cociente G/H (equivalentemente, M), a través
de subconjuntos de espacios euclideos R?, para algiin d € N (con d = 1 en el caso
que a nosotros nos ocupara de campos en una sola variable espacial).

No obstante, estas clasificaciones topologicas adquieren trascendencia solo cuando
nos salimos de los modelos de campos lineales, en que todo campo ¢ puede ser sus-
tituidos por un campo (1 — t)¢, con t € (0,1), dando asi una homotopia que nos
lleva del campo original ¢ al campo trivial ¢ = 0.

En general, el caso no lineal no es trivial. En estos casos, restringiéndonos al caso
particular de campos como aplicaciones de R" en algtin espacio topolégico Y (co-
mo es nuestro caso, Y = V, n = 1), afirmamos que, como R" es contractil a un
punto cualquiera, el inico invariante topolégico que conocemos en Y, a priori, es la
componente conexa donde el correspondiente campo toma sus valores. Por lo tanto,



292 CAPITULO 1. FORMULACION CLASICA DE LA TEORIA DE KINKS

podemos afirmar que tales configuraciones de campo pueden ser clasificadas por los
grupos de homotopia m1(Y’). En otras palabras, la aplicacién que lleva a cada una
de estas configuraciones a su grupo m(Y") esta bien definida.

Este tipo de clasificaciones topolédgicas se hace mas interesante cuando el funcional
energia decae a () para valores muy altos de la norma sobre el vector de coorde-
nadas espaciales (en nuestro caso, cuando x — +00)°. Esto es una consecuencia
de una razén fisica muy poderosa que ya ha salido varias veces en este trabajo: la
energia del campo tiene que ser finita. Precisamente, esta es la condicién que nos
llevaba a identificar las condiciones de contorno de nuestros campos en JR" con las
componentes conexas de D. Todo esto se resume en la siguiente correspondencia, la
siguiente pertenencia, y el siguiente isomorfismo:

D; «— [6(0R™)] € m,(G/H) = m,(M). (1.5.1)

En conclusion, aportamos un resultado que resume y anticipa lo que esta por venir.

Lema 1.5.1. El cardcter topologico de una configuracion de campo ¢ estd determi-
nado por la clase de homotopia de sus condiciones de contorno, interpretados como
elementos de M, y por lo tanto, via isomorfismo, de G/H. Es decir, dicho cardcter
queda completamente determinado por la clase de homotopia m,(M).

A modo de ejemplo, y a costa de generalizar los modelos que nos ocupan, tome-
mos G = SO(n), para alguin n € N. Ilustremos este caso particular a través de los
puntos siguientes, ya perfectamente entendible con la teoria expuesta. Recordemos,
ya que ahi estd la clave, que G/H = M, con lo que:

1. Si M consiste en una sola 6rbita de GG, entonces, o bien M tiene un tunico
punto, o bien M consiste, via isomorfismo, a una esfera S"!, dependiendo de
la forma del potencial autointeraccién U.

2. Si, en particular, M es un tnico punto, lo que significaria que la simetria se
recompone en la variedad de vacio (recordemos el corolario 1.4.2), entonces solo
existe la clase de homotopia trivial en 7, (M), y no habré defectos topolégicos.

3. Si, en particular, M = S™!, entonces sigue existiendo una ruptura espontanea
de simetria del grupo interno de simetria G, y la aplicacién (1.5.1) toma la
forma siguiente

D; < [p(OR™)] € 7,(G/H) = 7, (S" 1), (1.5.2)

de tal modo que las configuraciones de D estaran clasificadas por el grupo de
homotopia m, (5" 1).

Nos restringimos, ahora asi, a nuestro caso, n = 1, para poder enfrentarnos a nuestros
modelos ¢* y sine-Gordon. En este caso, R, es decir, lo que se conoce como la esfera

5Noétese, en el caso de los solitones, nosotros pedimos algo més fuerte: energia total finita.
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en el infinito S”! de R"™! para n = 1, toma la forma {—o00, c0}. De este modo, la
correspondencia entre condiciones de contorno y M vendria dada por

¢€:80 ! ={~00,00} = M. (1.5.3)
Esto nos lleva a enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2. Las componentes de M (o, equivalentemente, las de G/H ), en el caso
n =1, estdn clasificadas por el grupo de homotopia m(M).

Con el teorema 2, podemos identificar 71 (M) con el conjunto de puntos de vacio
topologicamente distintos. Entiéndase esta terminologia de diferencia topolégica en
términos de dicho teorema.

De este modo, la clase de homotopia de una configuracién de campo para ¢(x) se
puede identificar con un elemento del grupo 7 (M) x 71 (M).

Suponamos que M es finito y que m (M) estd formado por p € N puntos de C
(recordemos que, en nuestro D, tenemos V = C). Entonces, existen p* tipos topolé-
gicamente distintos de campos en D. Enunciamos un lema que resume esto tltimo.

Lema 1.5.2. Toda configuracion ¢ € D estd topoldogicamente caracterizada por un
elemento (v1,vq) € (M) x m (M).

Y ya, por fin, damos los dos casos generales clave para entender las configura-
ciones de campo que ocupan en este trabajo:

1. Si v; = vq, entonces el campo serd de la clase de cualquiera de los puntos de
vacio representantes de la clase de homotopia de v;.

2. Si vy # vq, entonces el campo conectard, via las homotopias antes descritas,
un punto de vacio representante de v; en —oo, con un punto de vacio repre-
sentante de v, en oco. Diremos que estos campos son tipo kink. El hecho de
que la evolucién temporal sea una aplicaciéon continua sobre R x D, y que las
soluciones kink estén en componentes conexas disjuntas de los puntos de vacio,
justifica el nombre dado a estas configuraciones: defectos topologicos.

En adelante, para no cargar las explicaciones, denotaremos exactamente igual a las
clases de w1 (M) y a los puntos de vacio de M.

Fijémonos en que la clave de la existencia de las soluciones de tipo kink esta en la
existencia de multiples puntos de vacio. Esta tltima, por el corolario 1.4.2, no puede
ocurrir si no hay ruptura espontanea de simetria.

Cerrando este planteamiento, estas soluciones son, precisamente, los defectos topo-
logicos de los que hablabamos en los razonamientos introductorios de este enfoque
topolodgico. La razén es sencilla: hemos visto que los campos de tipo kink son con-
figuraciones de D que conectan distintos puntos de vacio. En particular, un kink
no puede ser un punto de vacio, o si no, evidentemente, no podria conectar vacios
diferentes. Por lo tanto, la definiciéon dada para soluciones tipo kink es justamente
la de defecto topoldgico, esto es, una configuracién no singular ¢ € D, y distinta del
vacio. Como acabamos de ver, no hay mas soluciones en D que las de tipo kink y
los puntos de vacio, lo cual termina la demostracién de esta identificaciéon. Ademas,



24 CAPITULO 1. FORMULACION CLASICA DE LA TEORIA DE KINKS

recordemos el sentido de la terminologia utilizada: defecto topolégico es una solu-
cién con este caracter topolégico que pertenece a D, y si ademés es solucién de una
ecuacion de ondas no lineal, entonces dicha configuracion es un kink. En adelante,
usaremos uno y otro término biunivocamente.

1.6. Estructura de vacio

La densidad lagrangiana objeto de nuestro estudio (no estamos considerando
campos gauge), la cual involucra a un tnico campo escalar real ¢, es la que sigue

1

LIg] = 5 (9:0)" ~ Ulg], (16.1)

donde hemos vuelto a introducir la dependencia temporal del campo. La ecuacién
de Euler-Lagrange derivada de esta densidad lagrangiana es

ou
Up+ — =0. 1.6.2
o+ 5 (162)
Recordemos que estamos manejando un potencial de autointeraccion U acotado
inferiormente, con un minimo absoluto U,;, = 0, y dado en forma polinémica,

globalmente con finitos términos (¢*), o localmente con infinitos términos (sine-
Gordon) del campo ¢.
El funcional energia potencial o energia venia dado por la siguiente expresion

El¢] = /R (%a;p + U(¢)> dz. (1.6.3)

La energia cinética, por su parte, venia dada por

T[p] = %/}R@fqbdx. (1.6.4)

Recordemos también la definiciéon que dabamos para la variedad de vacio, indispen-
sable para el analisis que sigue:

M={¢eV :Ulp| = Unnld] = 0}. (1.6.5)

Como ya se ha estudiado en este trabajo, sabemos que la existencia de defectos
topologicos, esto es, de soluciones tipo kink, depende exclusivamente de la existencia
de multiples vacios en M, de tal forma que M pueda tener mas de una componente
conexa, por el teorema 1. En otras palabras, w1 (M) tiene que ser un grupo no trivial.
Denotamos la identificacion topoldgica de un elemento ¢ € D a través de la dupla
(p_,04) € m (M) xm (M) (que antes denotamos (v1,vz)), con ¢y = lim, 4., ¢(z) €
M. Con esta notacion, la clasificacién punto de vacio - kink se da de la siguiente
manera:

1. ¢_ = ¢, = ¢ € M. Entonces, por deformaciones continuas, el campo puede
transformarse en una constante ¢, € M, i.e., en un punto de vacio.
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2. ¢_ # ¢ = ¢ es soluciéon kink. Entonces, el campo no puede deformarse por
transformaciones continuas a un punto de vacio. Si pudiéramos deformar con
continuidad un kink ¢(z) a un vacio, necesariamente, en algin punto de la
deformacién, tendriamos un campo é, homotépico a ¢, tal que ¢(£00) no esté
en M, por lo que qg tendria energia infinita, violando la condiciéon continua de
dicha deformacién (i.e., violando la conservacién de la energia).

Estas soluciones de tipo kink siempre son funciones mondtonas crecientes o decre-
cientes estrictas, conectando un puntos de vacio ¢_ con otro ¢, para ¢_ # ¢..
Esta implicacion veremos que es consecuencia directa de un cierto tipo de ecuacion
estacionaria que describe dichas soluciones: la ecuacion de Bogomolny de primer
orden.

Presentamos dos formulaciones equivalentes de la estabilidad de una solucién ¢ de
la ecuacién de campo (1.1.24):

1. Diremos que ¢ es estable si y solo si el espectro del operador Hessiano dado
en (1.1.27) estd formado por autovalores no negativos.

2. Diremos que ¢ es estable si y solo si, bajo perturbaciones de ¢ en un entorno
de éste, el campo resultante sigue siendo solucion de (1.1.24).

Asi, el analisis hecho en términos de homotopias en el caso ¢, # ¢_ es la razén
fundamental por la que una solucién de tipo kink siempre es estable, ya que la
evolucion temporal es una caso particular de homotopia o, dicho de otra forma, de
deformacion continua, a través de la cual la energia ha de permanecer finita para
todos los valores del parametro homotopico. Més adelante entraremos en el detalle
de esto.

En otras palabras, y lo veremos para nuestros dos modelos, esta clasificacion topolo-
gica dependera de la forma que tome el campo escalar ¢(z) cuando lo representemos
en funcién de x. A cada uno de estos grandes grupos de soluciones en D (o, equiva-
lentemente, a cada una de las componentes conexas del espacio D) se les denomina
sectores topologicos del modelo.

1.7. Identificacion del kink como particula

Todos los argumentos utilizados en los apartados anteriores son validos para so-
luciones sin dependencia temporal que conectan asintéticamente puntos de vacio
iguales (elementos de M) o diferentes (soluciones kink). Asi, todo lo que sabemos
sobre las soluciones kink es que son defectos topolégicos y que tienen energia finita.
Tratamos en este apartado su intepretaciéon como solitones, i.e., como ondas propa-
gantes solucién de una ecuacion de ondas no lineal de la forma (1.1.8).

En términos formales, aportamos la siguiente definicién de soliton.

Definicién 1.7.1. Un soliton es una solucion no singular de la ecuacion de campo
(1.1.24), cuya densidad de energia permanece localizada en una region finita del
espacio y puede ser escrita de la forma

e(t,x) = e(x — vt), (1.7.1)



26 CAPITULO 1. FORMULACION CLASICA DE LA TEORIA DE KINKS

donde v € R es interpretado como la velocidad del soliton en un sistema de referencia

fijado.

En otras palabras, la densidad de energia es localizada y se mueve con velocidad
constante. Este anstanz tiene una implicacién que enriquece nuestra teoria: es una
justificacion alternativa a la omnipresencia del grupo uniparamétrico 7 de que po-
demos buscar soluciones de (1.1.24) centrandonos en soluciones estacionarias, pues
el resto se puede obtener a partir de una transformaciéon de Lorentz. Son formas
distintas de decir lo mismo.

Recordemos algunas de las propiedades que hemos ido deduciendo e imponiendo a
lo que hasta ahora entendiamos por solucién kink:

1. Por su condicién de solucion estacionaria,

Ay = 0. (1.7.2)

2. Son puntos criticos del funcional energia de nuestra teoria, dado por

Blol = [as E@w ¥ U[aﬂ] | (173

de lo que deducfamos la ecuacién de campo (1.1.24) de la teoria, para un solo
campo escalar, i.e., N = 1.

3. Como la energia del kink es finita, también han de serlo los dos términos del
integrando de (1.7.3). Esto ya lo probamos, y dedujimos de ello que

i or(x) € M, (1.7.4)
mientras que esta misma condicién sobre el término con la derivada 0,¢ im-
plicaba que
lim 0,¢(x) = 0. (1.7.5)
r—300

De hecho, como ya se menciond, si aplicamos una transformacién de Lorentz sobre
la solucién estacionaria de tipo kink ¢ (z), entendiéndola como en el sistema de
referencia centro de masas del kink, podemos obtener las solucién no estacionaria

gbk(t,x) = qbk (_IL‘ vt ,) y (176)
Vi

lo que explicita la condicién de onda propagante de este 1ltimo campo, a partir de
las condiciones dadas sobre la solucion estacionaria subyacente. Nétese que estamos
considerando ¢ = 1, con lo que v € (0, 1).

Al hilo del carédcter de solitén para nuestras soluciones kink que veremos en nuestros
modelos, y aunque estamos trabajando con teoria continuas de campos, los kinks
pueden ser interpretados como particulas clasicas. Siendo mas estrictos, dada su
densidad de energia parcialmente localizada pero no concentrada en un punto, se
pueden ver como objetos extensos. Tienen una masa en reposo M finita, y una
localizacién definida (en concreto una localizacion para su centro de masas). Por
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invariancia Lorentz en (1.7.6), estas soluciones propagantes tendran la energia que
sigue

E = (P2 + M*»)Y2. (1.7.7)

No obstante, hay una diferencia fundamental con las particulas clasicas de mecanica
clasica. Consideremos n puntos en el espacio, ordenados a; < -+ < a,, asi como n
soluciones tipo kink estacionarias f;(x), y la configuracién ¢ tal que ¢(x) = fi(x—a;)
en entornos de cada a;. Entonces, la tinica forma de que esta configuracién sea exacta
y esté bien definida es que

fi(00) = fit1(—00), (1.7.8)

por la propia naturaleza topoldgica de las soluciones kink. Esta sencilla condicion
de union de soluciones adyancentes tiene consecuencias muy grandes sobre la inter-
pretacion de los kinks como particulas. Retomaremos esto cuando hayamos tratado
mas a fondo las teorfas ¢* y sine-Gordon.

1.8. Estabilidad de las soluciones kink

Para estudiar la estabilidad de las soluciones tipo kink hay que hablar de las
perturbaciones hasta segundo orden en el funcional accién. Razonamos sobre una
teoria escalar de campos sobre la que existen, al menos, dos minimos degenerados
del término potencial, de tal forma que tengamos asegurada, siguiendo el hilo argu-
mentativo de este trabajo, la existencia de soluciones con energia finita no triviales
que minimicen, al menos localmente, dicho término. Si bien un tratamiento riguroso
nos llevaria a un estudio detenido de la teoria de operadores de Sturm-Liouville, nos
limitamos a tratar la estabilidad a partir de las ecuaciones de campo conocidas, y
de las caracteristicas vistas de las soluciones kink.

Estrictamente, y restringiéndonos a la dependencia espacial al delegar la temporal a
las transformaciones de T, una solucién ¢g(z) € D es estable en nuestro espacio de
configuracion si y solo si el operador de segunda variacién del funcional accién, en
dicha solucion, tiene todos sus autovalores mayores o iguales que cero. En la practica,
como veremos ahora, esto se prueba perturbando dicha solucién ¢g(z), a la que no-
sotros llamaremos ¢,,;, para enfatizar su condiciéon de minimo del término potencial
U, con una funcién v suficientemente regular, y dando los pertinentes desarrollos en
potencias de v para U.

Sea ¢, uno de estos minimos, y denotamos por ¥ (z,t) a una funcién arbitraria,
con orden de diferenciabilidad suficiente, que nos dé pequenas oscilaciones respecto
a Qmin- El desarrollo de Taylor del término potencial U quedaria como

U min — #min 0 U/ min — ®min ! U// min — ®min ?
Ul = ) U ] (0= ) U )= b 5

Uly]
Por a condicién necesaria de minimo local, se tiene que

U’ [¢mln] = 07



28 CAPITULO 1. FORMULACION CLASICA DE LA TEORIA DE KINKS

luego la densidad lagrangiana de la teoria hasta segundo orden en 1) es

U” [¢m1’n] (w - ¢m1’n>2
2!

L= 5 (0) (0) — U [buis] - ~0 (1.

Ademas, por el teorema de Noether, tenemos la siguiente ecuacién de campo
0,0" + U"[¢] + O (¢2) =0.
Hasta segundo orden en el desarrollo de U, se tiene
0,0"(x,t) + U" [pmm] (2, t) = 0. (1.8.1)

Esta ecuacion (1.8.1) es invariante frente a traslaciones sobre las componentes del
campo. Entonces, las soluciones de (1.8.1) pueden ser escritas como

Y(z,t) = Re Z ane™“tip, (z), (1.8.2)

con wy, a la que llamamos autovalor frecuencia o frecuencia, y 1,, determinadas por

- a§¢n + U” [¢m1’n] wn = wi¢n (183)

Noétese que (1.8.3) es una ecuacion de Schrodinger unidimensional, cuyo potencial
es U [¢pmm]. Por lo tanto, la solucion ¢(z,t) = dmin + (2, 1) es estable si y solo si
todos los valores propios energia w? de la ecuacién son no negativos. Veamos que
este es siempre el caso.

Sabemos que la teorfa es invariante frente a traslaciones, esto es, si f(x) es solucién,
entonces f(z + a) es también solucién para todo a € R. Por ello, ya conocemos un
autoestado de energia de la ecuacién de Schrodinger (1.8.3), que es

el cual aflora del generador de estas transformaciones traslacionales (0,), y de la
forma de las ecuaciones de campo. En concreto, si f(x) es solucién de la ecuacion
estacionaria de campo de la teoria, entonces

oU
0¢’
con lo que una derivacién con respecto a x en ambos términos, y una aplicacion de
la regla de la cadena en el segundo miembro nos lleva a

—02(00f) + U [§min) (0:f) = 0, (1.8.6)

02 f(z) = (1.8.5)

esto es, Yo(x) es autoestado en esta ecuacién de Schrodinger, con autovalor w, = 0.
El caracter mondtono estricto de las soluciones kink implica que ¢y no puede tener
nodos. Es bien conocido que para una ecuacién de Schrodinger unidimensional con
potencial arbitrario, el autoestado sin nodos es el autoestado de més baja energia.
Y su energia es cero. Es decir, no existen autovalores w? negativos. Esto demuestra
la estabilidad de las soluciones kink. Mas adelante, en 3.1.1, volveremos a tocar este
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tipo de autoestados cuando hablemos de modos nulos de las oscilaciones alrededor
de soluciones estables de la teoria.

Como ultimo apunte con respecto a la estabilidad de estos campos, supongamos por
un momento que sabemos cémo resolver explicitamente esta ecuacién (en una apro-
ximacién linealizada), de lo que obtendriamos una familia de soluciones de nuestra
ecuacién de movimiento (1.8.3). Esta familia seria especialmente interesante si entre
ellas hubiera soluciones enmarcadas en un espectro discreto {w;, }, con algin w,, # 0.
En ese caso, el autoestado asociado nos daria una solucién de la ecuacion lineali-
zada de movimimiento, que tiene energia finita, y que es periddica en el tiempo.
Adelantando acontecimientos, y tomando ya atisbos de lenguaje de teoria cuantica,
uno podria pensar que esta situacion tiene que ver con mesones ligados al kink. Por
otra parte, pudiera haber también una parte continua del espectro de (1.8.3), con la
cual solo podriamos formar una solucién de energia finita a través de paquetes de
onda, los cuales representarian mesones en scattering con el kink de fondo. Veremos,
cuando lleguemos a la teoria de campos cuanticos, que todo esto es verdad.

1.9. Teorema de Derrick

Este trabajo quedaria incompleto si no enuncidramos uno de los teoremas mas
sobrecogedores de las teoria de campos escalares: el teorema de Derrick [22]. Este
resultado confirma la no existencia de soluciones independientes del tiempo, distintas
de los estados fundamentales, para una teoria de N campos escalares complejos, en
D > 1 dimensiones espaciales. A continuacion, lo enunciamos y demostramos.

Teorema 3 (Teorema de Derrick). Sea ¢ una familia de N € N campos escalares
complejos, dados en un vector N-dimensional, en una dimension temporal y D € N
dimensiones espaciales. Supongamos que la dindmica de estos campos estd gobernada
por una densidad lagrangiana del tipo

£=3 0.0 - Ulg), (1.9.)

con U un funcional no negativo y nulo para los estados fundamentales de la teoria.
Entonces, si D > 2, la unicas soluciones independientes del tiempo no singulares, y
con energia finita, son los estados fundamentales.

Demostracion. Denotamos por z al vector con las D variables espaciales.
Dado ¢ un campo cualquiera, denotamos

1
Vi — —/ P (Vo)
2 RD

Vo = /RD dPzU|g]. (1.9.2)

Se tiene que Vi y V5 son no negativos, y solo se pueden anular las dos al mismo
tiempo si ¢ es un estado fundamental.



30 CAPITULO 1. FORMULACION CLASICA DE LA TEORIA DE KINKS

Supongamos ahora que ¢(x) es una solucién independiente del tiempo. Consideramos
la familia uniparamétrica de configuraciones de campos dada por:

oz, A) = o(Ax), (1.9.3)
con A > 0. Para esta familia de campos, el funcional energia viene dado por
V(A) =222V + AP (1.9.4)

Por el principio de Hamilton, esta funcién V() tiene que ser estacionaria para A = 1.
Entonces, tenemos la igualdad:

(D —2)V; + DVy = 0. (1.9.5)

Supongamos que D > 2. Entonces, necesariamente, V; y V5 se anulan simultanea-
mente, y ello completa nuestra demostracion en este caso.

Si D = 2, solo podemos decir que V5 se anula, luego necesitamos trabajarlo un poco
mas. Como V5 se anula, el campo es estacionario, ya que cero es su minimo absoluto.
Entonces, aplicando el principio de Hamilton separadamente al término V7, tenemos
que, necesariamente, V7 también se anula. O]

Note el lector que nada se ha dicho en el teorema 3 sobre las soluciones depen-

dientes del tiempo. Solo niega la existencia de soluciones estacionarias que no sean
estados fundamentales en teorias escalares con D > 2 dimensiones espaciales.
Pese a que a nosotros este teorema no nos afecta (tratamos con campos escalares
con una sola variable espacial), limita gran parte del enfoque topoldgico de estas
teorias, via soluciones estacionarias, a nuestro caso. Asi, podemos seguir razonando
con soluciones estacionarias sin perder la informacion que buscamos.



Capitulo 2

Energias clisicas. Modelos ¢ y
sine-Gordon

A continuacién, presentamos los modelos cldsicos de ¢* y sine-Gordon. Note
el lector que empezaremos dando las caracteristicas mas basicas, mucho de ellos
resultado de calculos muy sencillos, para nada innecesarios si queremos entender
la fisica que hay detras de estos. Mas adelante, cuando reformulemos las teorias
por medio de campos y variables adimensionales, presentaremos y desarrollaremos
toda la teoria topologica y analitica que subyace en estos campos de una forma mas
sistematica. Esto va fraguando nuestro camino hacia la cuantizacién, regularizacién
y calculo de correcciones a la energia clasica de estos campos, al orden de un lazo,
y en este tipo de teorias escalares.

2.1. Ecuaciones de Bogomolny de primer orden

Volvemos a restringirnos al estudio de soluciones estacionarias para nuestras
teorfas con n = 1 (recordemos que se puede recuperar el campo en un instante
determinado a través de la aplicaciéon de la correspondiente aplicacién evolucién
temporal a dicho instante, i.e., a través del grupo uniparamétrico 7).
Particularizando el funcional energia para el caso n = 1 de la familia de soluciones
independientes del tiempo, obtenemos que

1
El¢] = / dx {5 (D0())* + U[g]| - (2.1.1)
R
Consideramos la funcion, definida en todo R:

H(r) = 5 (0:6(2))* ~ Ulo(o)] (2.12)

En paralelo con el equivalente mecanico discutido mas adelante, esta funciéon puede
ser entendida como la energia de una particula dependiente del tiempo, que viene
dado por la variable real z, y para la que —U[¢(x)] puede ser interpretada como la
energia potencial de ésta. Por conservacion de la energia, y dado que lim, 1 ¢(x)
es un elemento de M, y que lim,_,1, 0,¢(x) = 0, necesariamente H = 0, puesto que

31
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no solo se ha de anular el primer término de H, sino también U. Integrando ahora
respecto a la medida de Lebesgue de R, se sigue la igualdad siguiente

/R da;%(ang(x))? - /R 42U (6 (x)]. (2.1.3)

Esta ecuacién, note el lector, es una forma particular del teorema del virial.
De esta ultima expresion, se sigue una acotacion inferior del funcional energia que
solamente depende de los valores de ¢ en el infinito, i.e., de la clasificacion topoldgica

de ¢ € D.
Tomando raices cuadradas, se sigue que

1 2
(Eaﬂb - \/U[¢}) > 0. (2.1.4)

Expandiendo este cuadrado e integrando en todo R, se sigue que

/R da G (0.0)" + U[cb]) > /R dx+/207610.6. (2.1.5)

Entonces, como es inmediato de la forma que tiene el funcional energia para solu-
ciones estacionarias (justamente el primer miembro de la tltima ecuacion), tenemos

que
/R da/2U 00,6

Formalmente, podemos escribir esta desigualdad en términos de ¢, y ¢_, dadas las
identificaciones topologicas ya estudiadas, como sigue

/iu dgzﬁ\/m‘ : (2.1.7)

De hecho, es inmediato probar esta misma acotacion inferior sobre soluciones de-
pendientes del tiempo, dado que el término cinético 1" es positivo.

Dada la autointeraccién U[¢], la forma en que se suele encontrar en la literatura esta
acotacion es en términos de un funcional W{¢|] definido por

Ulg] = % (‘%)2, (2.1.8)

con lo que la acotaciéon anterior se reescribe como

E> . (2.1.6)

E>

E > [Wipi] = Wio-]. (2.1.9)

Este tipo de acotacion, en que el funcional energia F esta acotado inferiormente en
términos de los datos topolédgicos del campo son las cotas de Bogomolny [25].
Dando un paso mas, para convertir en igualdades a estas desigualdades, los campos
¢ en cuestién han de ser estacionarios (i.e., ;¢ = 0, caso al que nos restringimos via
T), y deben satisfacer la ecuacién de Bogomolny de primer orden, es decir,

O = ++/2U[9)]. (2.1.10)



2.2. EQUIVALENTE MECANICO 33

Un caso particular de campos que satisfacen estas ecuaciones son los campos, ya
vistos, de tipo kink, dada la construccién seguida. En este caso, llamaremos kinks a
los casos con signo + en (2.1.10), y antikink a los casos con signo —.

Estas terminologias de kink y antikink proceden de un comentario hecho en la cons-
truccién de las soluciones kink del capitulo primero. Por la forma de (2.1.10), se
cumple que J,¢(x) es siempre mayor que cero, o siempre menor que cero. Es decir,
estas soluciones son siempre estrictamente crecientes (kinks) o decrecientes (anti-
kinks). Esto es consecuencia de que, en nuestros dos modelos, U[¢(z)] > 0 para todo
zr € R, dada ¢(x) la correspondiente solucién kink.

Se sigue del razonamiento seguido, acotacién incluida, que las soluciones de (2.1.10)
son minimos relativos del funcional energia, por lo que estas soluciones son puntos
criticos de dicho funcional. Entonces, son soluciones estacionarias de las ecuaciones
diferenciales de segundo orden de Euler-Lagrange (1.6.2).

Esto tltimo se deduce diferenciando, directamente, sobre la ecuacién (2.1.10):

1 du
V2U do

Ot = ‘fi—U (2.1.11)

Pop=+ .

2.2. Equivalente mecanico

Como acabamos de enunciar a modo de consecuencia del célculo de las cotas y
la ecuacion de Bogomolny de primer orden, las soluciones estacionarias de nuestra
teorfa escalar satisfacen (2.1.11). Recordando esto, presentamos el simil mecénico que
se puede hacer sobre este tipo de teorias, leyendo dicha ecuaciéon como la ecuacion
de movimiento de un problema mecanico clasico de particulas. En lo que sigue, los
argumentos de los funcionales se daran entre paréntesis, para remarcar el simil.
Interpretamos dicha EDO' (2.1.11) como la ecuacién que gobierna el movimiento de
un sistema mecéanico equivalente a nuestro sistema, en que

1) El campo ¢ es la particula.
2) La variable z es el tiempo para dicha particula.

3) El funcional —U, entendido como funcién de = para cada evaluacién en ¢(z),
es la energia potencial.

Esto nos deja un sistema mecanico integrable en que, a diferencia de las técnicas de
calculo directo del apartado anterior, podemos afirmar la existencia de una constante
de movimiento como sigue

1= 300 ~U(6), (2.2.1)

lo cual se interpreta como la energia de la particula en el sistema mecéanico andlogo.
Noétese que esta constante de movimiento es exactamente la funcién H(x) del apar-
tado anterior. Como era de suponer, son dos formas equivalentes de expresar lo
mismo. Al igual que entonces, las condiciones asintéticas lim, 1o 0,¢(x) = 0y

'En adelante, llamamos EDO a toda ecuacién diferencial ordinaria.
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lim, o ¢(z) € M implican que I = 0, de lo que se induce de igual forma la EDO
de primer orden de Bogomolny,

Ou¢(x) = £+/2U[0(x)].

El andlisis que sigue ya es completamente paralelo al dado en la desigualdad (2.1.7),
tomada ahora como igualdad, y con un significado mecanico mas nitido. Con ello, de-
finimos la funcion caracteristica de energia de Hamilton como sigue, salvo constante

de integracion:
W(e) = + / dén/2T(9), (2.2.2)

la que formaliza la evaluacion del funcional energia (i.e., la energia de la accién
de la particula equivalente), como una cantidad dependiente de la topologia de la
configuracion:

Elpr] = [W(¢'™) = W (8], (2.2.3)

con ¢y, la correspondiente solucién kink, y ¢° y ¢! puntos de vacio consecutivos.
Recalcamos que tanto este desarrollo del equivalente mecanico es idéntico a la situa-
cién de igualdad sobre las cotas de Bogomolny. No es mas que otra forma de decir
lo mismo.

2.3. Kinks del modelo ¢*

Este modelo consiste en una teoria de campos escalares y reales en que solamente
tenemos dos vacios. De ello se sigue que el grupo de homotopia es w1 (M) = Zs.
Recordemos que nos hemos restringido a funcionales U[¢] de tipo polinémico, con
potencias de orden par en los campos. Luego, si queremos un U con dos vacios
diferentes, como minimo tenemos que pedir que sea cuadratico. Si queremos, ademas,
que la ecuacion de campo resultante sea no lineal y del orden mas bajo posible, tendra
que ser, en definitiva, un potencial de autointeraccién cuartico. En general, tenemos
la siguiente forma de tal autointeraccion, con los coeficientes atin por especificar,

Ulg] = d + b¢* + c¢*, d,b,c €R. (2.3.1)

La primera regla de seleccién aflora del hecho de que E[¢] esta acotado inferiormente
por una valor mayor igual que cero. Entonces, ¢ > 0. Tomamos, por conveniencia
futura, c = A\/4, con A > 0 constante.

Supongamos que b > 0. Un sencillo calculo de las derivadas U’'[¢] y U”[¢] nos lleva
a que, en este caso, U solo tendria un minimo absoluto en ¢ = 0, con lo que M solo
tendria un punto, esto es, m (M) tendria una sola clase y, por ello, D tendria una
sola componente. Entonces, no habria soluciones kink. Necesariamente tenemos que
imponer b < 0. Escogemos b = —m?/2, con m una constante real y positiva.
Ademés, para tener Uy, = 0, escogemos, sin pérdida de generalidad, d = m*/4\.
Tenemos pues un funcional U de la forma que sigue

Ulg] = % (¢* —a?)?, (2.3.2)
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donde se ha denotado a = m/v/\.

De esta forma del término potencial, tenemos dos minimos globales degenerados
U(p) =0en ¢ =m/vVAy ¢ = —m/v/A, ambos constantes, con lo que tenemos dos
puntos de vacio con las expresiones siguientes

v_=—m/VA, vy =m/V\ (2.3.3)
Con lo anterior, la densidad lagrangiana de este modelo queda de la siguiente forma:

s A

L= % (0u0)" = 5 (¢° — a?). (2.3.4)

El anélisis dimensional de esta teoria seria como sigue, habiendo tomado ¢ =1,
(A = ML, [¢) = M*Y2LY? [N =M'L73 [m]=L" (2.3.5)
A través de la ecuacion de Euler-Lagrange, obtenemos la siguiente ecuacién de campo
0,0"p + \p (¢° — a®) = 0. (2.3.6)

Ahora bien, una forma trivial de identificar cada uno de los sectores topoldgicos en
que clasificamos las soluciones finitas de nuestro modelo en D, en el marco de la
teorfa ¢*, y teniendo en cuenta la forma que tienen los dos puntos de vacio (2.3.3),
es a través de la carga topolégica del modelo ¢* que, normalizada por meras
razones estéticas, se define como sigue

O — -
N = \ET, (2.3.7)

donde recordemos que ¢, y ¢_ denotan a los dos puntos de vacio que conecta la
correspondiente configuracién de D.

Autointeraccion phi4
U(phi)

151

Campo phi
-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 15

Figura 2.1: Potencial de autointeraccién del modelo ¢*, con m =1, A = 1.

Es claro, de la identificacién de m (G/H) con m (M), que N toma los valores 0,
1 6 —1, en funcién de si es puntos de vacio, kink, o antikink, respectivamente. En
otras palabras, podemos identificar cada componente conexa de D con uno de estos
valores de carga topolégica. Aunque en el desarrollo de esta teoria resulta innece-
sario, notemos que, de la expresién (2.3.7), podemos escribir la carga topolégica en
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términos de lo que se induce como una densidad de carga topologica, de la forma que
sigue

1 o0
N = \/X—/ ¢ dx. (2.3.8)
2m J_
En consecuencia, tenemos que:

1. Si N =0, la configuracion de campo de D en cuestion conecta puntos de vacio,
con lo que pertenece al sector topolégico del correspondiente punto de vacio
que conecta consigo mismo, v; 0 v_.

2. El campo de energia localmente minima con N =1 es el llamado kink, el cual
conecta v_ en —ooO con vy en oo.

3. Si aplicamos la simetria ¢ — —¢ a nuestra soluciéon kink, obtenemos una
solucién de campo kink en D tal que N = —1, i.e., tal que conecta v, en —oo
con v_ en oo.

4. No existen méas valores de N, dada la incompatibilidad de cualquier otra
posibilidad con las condiciones de contorno dadas por los vacios de la teo-
rfa (recordemos que hay p? soluciones estacionarias entre vacios y kinks, con
[M| = p < o).

A pesar del ultimo punto, es posible construir una configuraciéon que combine una
cantidad finita de kinks y antikinks alternados a lo largo de R. No obstante, no
existen soluciones estacionarias de este tipo. Lo veremos mas adelante.

La cota de energia de Bogomolny para una de estas 3 soluciones estacionarias de la

teoria ¢* es como sigue
¢+
do qb —a?
3

b+
Bx| o5 - | -
B A\ ¢3 O+ B \/’ (b
el | B s _a2<¢+_¢_>,]
donde, usando (b° — a)® = (b — a)(b* + ab + a?), se tiene que
A 2 _ 2
E> \@‘ (0= o) [0 |

A 2a° + a®
SV E NP L

—a
donde se toma el signo + para el caso de puntos de vacio, y — para el caso de

Y

soluciones kink; y donde, recordemos, ¢ = +m/ VA. Para los puntos de vacio
(¢ = ¢_), esta cota no aporta nada nuevo, dado que N = 0. Sin embargo, para las
configuraciones kink y antikink tenemos que ¢, ¢_ = —a?, luego

2 2
E > ‘5\/2)\Na3 = g\/2A|N|a3 > 0.




2.3. KINKS DEL MODELO ¢* 37

La igualdad se cumple para las configuraciones estacionarias que satisfacen la ecua-
cién de Bogomolny de primer orden (2.1.10), que para el modelo ¢* adopta la forma:

O = \/g (¢* —a?), (2.3.9)

donde se escoge el signo positivo de la raiz para el caso kink (como hemos hecho),
y el signo negativo para la configuraciéon antikink. Esta ultima ecuacion diferencial,
definida sobre todo R, es facilmente integrable:. Calculamos la primitiva para a
continuacion dar la solucién en términos de la constante de integracion.

\/5/ do
— —:iAx
¢2—a2
21 o—a\|l

exp(x2eAx) — exp(FEAx
—exp(j:m\/_Ax):>¢—a ( \f ) ( \7/3 )
d) +a exp(+5Ar) + exp(F 5 Ax)

m
= qa - tanh(£—=Axz).
(- A0)

De esta forma, la solucion kink es:

é(z) = a - tanh (%(:p - xo)) , (2.3.10)

donde x( es una constante de integracion que localiza el campo como funcién en R
que conecta v_ con v, si tomamos el signo +, y v4 con v_ si tomamos el signo —.
Ademas, la densidad de energia para esta configuracién estacionaria es el resultado
de un sencillo cdlculo con funciones hiperbdlicas:

1 A m? m
elor] = 5 (0ur)” + 1 (62 —a?)* = ﬁsech4 (E(:c — xo)) : (2.3.11)
con lo que la energia total, barriendo todo el area de esta densidad en R:

2\/§m3

E. —
F 3\

(2.3.12)

Desde el punto de vista de la teoria de la relatividad especial, esta energia Ej, en
unidades dadas en términos de ¢ = 1, se interpreta como la energia en reposo My
del kink, esto es, la energia en el sistema de referencia de centro de masas del kink,
entendido como objeto extenso.

Observando las gréaficas 2.2 y 2.3 es inmediato apreciar que, en x = xy con xg
la constante de integracion anterior, el campo ¢ se anula o, dicho de otra forma,
toma el valor medio entre los dos puntos de vacio que conecta. Curiosamente, este
mismo punto es en el que la densidad de energia del kink toma su valor maximo. En
particular, toma el valor m? /2.

Estas consideraciones nos llevan a interpretar xy como un parametro de localizacion
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Configuracion estacionaria phi*4 de tipo kink
Campo kink phi_k

0.6
04k

-4 -2 | 2 4

02
-04F
06|
Figura 2.2: Solucién tipo kink de esta configuracion centrada en zop = —1,0, m =
0,89.
Densidad de energia de la solucion kink en modelo phi*4
Densidad de energia
0
Figura 2.3: Densidad de energia de esta configuracion centrada en zo = —1/2, a =

0,63.
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del kink, esto es, la que seria la posicion del centro de masas del kink, con su energia
localizada una regién finita en torno a dicho punto (ver figura 2.3). Ademas, xq es un
parametro libre, pues la densidad lagrangiana de nuestra teoria es invariante frente
a traslaciones. Este andlisis permite establecer una biyeccién entre los pardmetros
libres reales zy € R de nuestras soluciones kink y dichas soluciones, identificando
asi las soluciones kink, como caso particular de minimos relativos de energia, con
una variedad, que en este caso es M = R, a la que en este contexto se le llama
variedad de Moduli del modelo ¢*. No entraremos en el estudio detallado de la teoria
de espacios de Moduli, aunque hacemos notar que dichas variedades dan cuenta de
determinadas relaciones de equivalencia subyacentes a estas teorias de campos, en
este caso en términos de un espacio de parametros en que se localizan las particulas.
Esto es una aplicacién particular sobre estas teoria escalares de un concepto mucho
mas amplio, que se puede ilustrar facilmente en geometria proyectiva. Por ejemplo, la
recta proyectiva P(R?) puede ser interpretado como espacio de Moduli del conjunto
de rectas vectoriales de R2.

Aplicamos ahora un boost de Lorentz sobre estos campos tipo kink, a partir de lo
que obtenemos la siguiente solucion:

¢r(t,r) = a - tanh (%7@ — vt — x0)> : (2.3.13)
donde v € (—1,1) es la velocidad del kink definida en términos de V/c¢ (con V la
velocidad real respecto al primer sistema de referencia, y ¢ la velocidad de la luz en
el vacio, tomada como ¢ = 1); y donde v = 1/4/1 — v? es un factor bien conocido en
relatividad especial.

Repitiendo una integracién analoga a la que se hizo para calcular la energia del
kink (esto es, su masa en reposo), y fijindonos en que lo tnico que ha cambiado, en
términos de integracion, es el factor v que acompana al argumento de la tangente
hiperbdlica, se obtiene la energia que sigue

_2\/§m3’y
3N

E (2.3.14)

Esto muestra la solidez de esta sencilla teoria unidimensional frente a los boost de
Lorentz, como era de esperar, ya que la teoria es invariante Lorentz tal y como ha
sido construida.
Una simple derivacion en la expresion del campo kink ¢y, dada en (2.3.13), nos lleva
a ¢ = —v¢’, luego el funcional energia cinética evaluado en este campo se puede
escribir como | e . -

T[¢] = §/ dz (0,¢)° = 5&/ drg*dz, (2.3.15)

—0oQ — 0o

y por el teorema del virial 2.1.3, esta expresion es igual a %M v?. Parece que la teoria
nos Esto sugiere lo ya enunciado: un kink se puede entender como una particula con
la masa en reposo M, localizada en torno a z.
Recuperando el analisis de (1.7.8), en la teorfa ¢* tenemos una situacién peculiar:
si tenemos un kink o un antikink, para poder formar un sistema con mas de una
de estas particulas, el siguiente campo ha der ser necesariamente un antikink o un
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kink, respectivamente, por las condiciones de contorno de estos campos. El siguiente
sera un kink o un antikink, y asi sucesivamente. Esto sugiere, mérito de Goldstone
y Jackiw [10], que kink y antikink de esta teorfa no son independientes, sino todo lo
contrario: son el mismo objeto. Asi, para ser coherentes con esta observacion, afir-
mamos que las tnicas configuraciones observables de ¢ son aquellas que permanecen
inalteradas por la transformacion ¢ — —¢.
Aportamos ahora una forma alternativa de probar que las soluciones estacionarias
de ¢* son no disipativas. Atendiendo a (1.1.7), y dadas las condiciones estacionaria
y de valores asintoticos en M de éstas, probamos que toda solucion de la teoria que
satisfaga

lim ¢(t,z) = — lm ¢(t,x), (2.3.16)

T—r00 T—r—00

es no disipativa. Notese que esto incluye a las soluciones estacionarias kink o antikink
de ¢*. Tal y como venimos dando el funcional energia, como integral en el espacio
de la entrada (0,0) del tensor energia-momento, podemos afirmar que dicha entrada
se puede acotar como

T (1) = (06t 2)) + S (@bt 2)) + 5 (67 — ) > Ulo(t, )]

Fijamos un ¢t € R arbitrario, con lo que por continuidad de dichas soluciones con

respecto a © € R, debe existir un x; € R para el que ¢ = 0. En este punto,
Aa?
Ty (t,21) > U[0] = I

con lo que

)\ 4
maxng(t,x) > Ta > 0.

Esto contradice (1.1.7), y por tanto demuestra la condicién no disipativa de dichas
soluciones.

Interaccién energética de kink-antikink en el modelo ¢*

En este apartado, calculamos la energia de interaccién de un par kink-antikink
bien separado, para probar que existe una fuerza atractiva entre estos. Para simpli-
ficar el desarrollo, particularizamos A = % y m = 1, siendo un procedimiento trivial
el de reescalar sobre las constantes generales originales.

Hay dos formas principales de practicar este calculo: una, que nosotros no haremos,
es la de obtener la energia de una configuracién estacionaria de la ecuaciéon de cam-
po, anadiendo distribuciones delta a modo de fuentes, para fijar kink y antikink a
cierta separacion; y otra, que nosotros elegimos, que es la de calcular la energia de
interaccion identificando la fuerza producida de un kink sobre el otro con un ratio
de variacion de momento.

A partir del tensor energia-momento T* dado en (1.1.16) y (1.1.17), damos el mo-
mento lineal en el intervalo (—oo, b], para algin b € R, como

b b
P:—/ ﬂw:—/ o dz, (2.3.17)
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donde, recordemos, ¢ denota la derivada temporal de ¢, v ¢/ la espacial. Fijémonos
en que, dado el andlisis dimensional (2.3.5) de este modelo, se sigue que [P] =
(MY2L=1/2)2[, = M, lo que da coherencia a esta definicién. Como dicho tensor T

Figura 2.4: Configuracién conjunta de kink y antikink independientes ampliamente
separados (b < a, a > 1).

se conserva, entonces 0, T} = 0. Por tanto,
oY + 0,T) = 0. (2.3.18)

Por la segunda ley de Newton, la fuerza F' de interacciéon entre los miembros de la
configuracion kink-antikink estéd determinada por la variacién temporal del momen-
to, lo que fundamenta la siguiente definicion. La fuerza asociada a este momento y
en ese intervalo (—oo, b)) es

b b
F=P= —/ O,TYdx :/ 0, T dx

b

- [+l

donde se ha usado la ecuacién (2.3.18), y se ha integrado sobre derivadas en z. La
fisica de esta expresion es que la fuerza en este intervalo es la diferencia de presiones
en los puntos extremos.

Consideremos ahora un par kink-antikink, con el kink en posicién a, y el antikink en
—a, para a > 1. La configuracion conjunta puede expresarse como sigue, por super-
posicion de ambos campos suficientemente separados, y afiadiendo una unidad para
tener condiciones de contorno en M (de otra manera, en z — 400, la configuraciéon
se anularfa, y con ello no podriamos tener elementos de M bajo estos limites):

o(x) = ¢1(z) + ¢a(2) + 1, (2.3.19)



42 CAPITULO 2. ENERGIAS CLASICAS. MODELOS ¢* Y SINE-GORDON

con ¢1 y ¢g, respectivamente, antikink y kink. Los expresamos como
¢1(z) = —tanh(z + a), ¢2(z) = tanh(z — a), (2.3.20)

donde se han omitido las constantes que acompaiian al campo kink. Supongamos que
b estan en (—a, a), de tal forma que —a < b < a. Entonces, a lo largo de este tltimo
intervalo, ¢o + 1 esta cerca de cero, lo que nos permite linealizar la combinacién
anterior. Asi, la fuerza puede aproximarse, hasta orden 1 en ¢, + 1, de la forma que
sigue

1 dU

P = | =308 +Ulor] = dioh+ (14 02) o lonl | 1

= [=¢hdh + (1 + )] | .. (2.3.21)

En la segunda igualdad se ha utilizado la ecuaciéon de Bogomolny de primer orden
(2.1.10) respecto a ¢y, por la que los dos primeros términos se cancelan. También se
ha usado la ecuacién de campo estacionaria (2.1.11) para el tltimo factor del dltimo
término.

Las configuraciones con las que estamos tratando tienen derivadas espaciales que
decaen a 0 en el infinito, luego solo habra contribucién de la evaluacién en b en el
primer término de (2.3.21). En cuanto al segundo, hemos supuesto que ¢9 es un kink
localizado en torno a a, con lo que, para r — —o0, se tiene que 1 + ¢, se anula.
Como b es un punto alejado de la posicién de kink y antikink, podemos aproximar
ambos campos por funciones equivalentes bajo limite infinito, escribiendo

O1(z) = =1+ 2exp(—2(x + a)), ¢2(z) = —1+ 2exp(2(x — a)). (2.3.22)
Esto simplifica la expresion de la fuerza de la forma

F ~ 16 exp(—2(b+ a)) exp(2(b — a)) + 8exp(2(b — a))
+ (=14 2exp(—2(b+a)))8exp(2(b — a)) = 32exp(—2R),

con R = 2a. Pese a la simpleza del argumento, este es perfectamente valido en el
sistema simplificado estudiado. Asi, si denotamos a la energia de interaccién entre
kink y antikink muy separados como Fj;, se tiene

dE;

F =32exp(—2R) = R

(2.3.23)

La riqueza de esta teoria radica en que F' es independiente de b, como es de esperar
dada la arbitrariedad de su eleccién. Identificando F' como la fuerza del kink sobre
el antikink, se sigue que

E; = —16exp(—2R) (2.3.24)

es la energia de interaccion necesaria para que ocurra dicho fenémeno. La condicién
atractiva de esta fuerza se ve facilmente si notamos que E; es negativa, y que decrece
(en términos del valor absoluto) para distancias grandes, y crece para R pequeno.
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2.4. Kinks del modelo sine-Gordon

Exploramos ahora un modelo de campos escalares, con un potencial de autoin-
teraccion que extiende, localmente y en torno a una solucién estable de la teoria, el
mismo potencial de ¢*, con términos de orden par en ¢. La ecuacién de campo que
surge de en esta teoria es una de las ecuaciones de onda no lineales mas conocidas.
Ya en 1862, la ecuacion aparecia con el estudio de superficies de curvatura negativa
y constante, como la ecuacién de Gauss-Codazzi para superficies de curvatura —1 en
un espacio tridimensional [26]. Fue redescubierta por Frenkel y Kontorova en su estu-
dio de dislocaciones en redes cristalinas, en el llamado modelo de Frenkel-Kontorova
[27]. Una de sus aplicaciones més sonadas es la de la unién Josephson de teoria de
superconductores [6], a mediados del siglo pasado. No obstante, esta ecuacién atrajo
mucha atencién en torno al afio 1970 ya que, como veremos en este apartado, admite
solucién de tipo solitén ([28] contiene un extenso resumen histérico de este tltimo
enfoque).

Partimos de una densidad lagrangiana de la forma que sigue

L= % L, PO"  — % (1 — cos (%qﬁ)) , (2.4.1)

donde A y m son constantes reales de la teoria, y donde el potencial de autointerac-

cion es, por lo tanto,
A A
Ulg| = - (1 — oS <_\7/n_¢>> ) (2.4.2)

El anélisis dimensional de este modelo, andlogamente al caso ¢?, serfa como sigue
1) = ML, [¢] = MYV2LY?, [N = M7L7%, [m] = L.

Notemos que si estudiamos pequenas oscilaciones alrededor de una solucion estable
de esta teoria, digamos por ejemplo ¢ = 0, podriamos extender la autointeraccion a
través del desarrollo de Taylor del coseno como sigue
2 3
U A 2 A
2mb 24m?
lo que nos hace pensar que esta teorfa, en un contexto de oscilaciones en torno a
una cierta solucién estable, es una extensién de la teoria ¢*. Algo asi como que en
¢* estamos truncando esta serie de Taylor. Esta aparente relacién se hara realidad
cuando formalicemos las ecuaciones espectrales que nos dan las fluctuaciones cuan-
ticas, con las que corregir las masas clasicas. Via la ecuaciéon de Euler-Lagrange,
tenemos la siguiente ecuacion de campo:

/
0,06 + &52 sin <Q¢> _ 0. (2.4.4)
m m

En este modelo, dada la forma del funcional U, la variedad de vacio estda formada
por constantes de la forma ¢ = 2mnm/ VA, para todo n € Z, con lo que, recordando
las biyecciones tratadas entre nuestros grupos de homotopia:

m(M) = Z. (2.4.5)

¢* + O0(9%), (2.4.3)
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Autointeraccion sine — Gordon
U(phi)

Campo phi

-6 -4 -2 - 2 4 6

Figura 2.5: Potencial de autointeraccién del modelo de sine-Gordon, con m = 1,
A=1.

Denotamos, de nuevo, por (¢_, ¢, ) a los pares de valores de vacio del modelo, al-
canzados por la correspondiente configuracion ¢ € D en x — 4o00. Recordemos
que estos valores identifican el sector y la naturaleza topologica propios del campo
estacionario en cuestion. La densidad lagrangiana (2.4.1) de esta nueva teoria es
invariante frente a traslaciones ¢ — ¢ + 2wm/ VA, lo que tiene una importante con-
secuencia: sin pérdida de generalidad, fijamos ¢_ = 0 para todas las configuraciones
que estudiaremos.

Los sectores topologicos de este modelo se caracterizan por una nueva carga to-
poldgica, ahora definida, a partir de dichos valores asintéticos de la configuracion,

COIMo: \/X(¢+ B ¢_)

2mm

N = , (2.4.6)

lo que se puede expresar como sigue

_nﬁi/wawg (2.4.7)

- 21m

Esto nos permite interpretar N como el nimero neto de solitones (i.e., la diferencia
entre el nimero de solitones y el nimero de antisolitones).
En esta teoria, haciendo uso de la periodicidad del integrando que sigue, y del hecho

de que estamos cubriendo N veces el dominio de integracién [0, %TT]’ la cota de

Bogomolny es
(2rm/VI)N A \
E> :I:/ 2 [—4 (1 — cos<£¢>>] do. (2.4.8)
0 m m

La igualdad para esta cota, i.e., la igualdad de Bogomolny de primer orden (2.1.10)
se alcanza para los campos que satisfacen

% (1 — Cos (%(b))] . (2.4.9)

Nos restringimos al caso de las configuraciones estrictamente crecientes de kinks (i.e.,
con el signo + en la igualdad anterior. El signo —, como ya ocurria en ¢*, nos darfa

Opp = £, |2
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los antikinks, estrictamente decrecientes). La resolucién de esta ecuacién diferencial,
sin entrar en el detalle del andlisis matematico, la resolvemos por métodos directos de
integracion. No exigimos precision en la variedad de integracién ni en las constantes
de integracion hasta formalizar el resultado. Se calcula la primitiva, teniendo en
cuenta que en +0x se incluye la constante de integracion a, que localiza la particula
clasica soliton. Asi,

+éx =

/\/ %1—cos<”¢ \/_/\/1608 ))

(2.4.10)

o

donde se ha usado que 1 — COS(\/X(b/m) = 2sin?(v/X¢/2m), con lo que

m3 dt m?> ds
_ S 2.4.11
ox )\/t\/l—t2 )\/1—82’ ( )

donde se han usado los cambios de variables t = sin(ﬁqﬁ/ Qm) y s =+v1-1t2

Ahora, escindimos la integral en dos fracciones simples, de forma que

1 1 m3. |1—s
s — = —In
1 s—1 s+1 2\ 1+s

—> ¢y (z) = 4—\/W;arctan (exp (i (:’;n_ a)>) (2.4.12)

donde a es una constante de integracion arbitraria, la cual localiza a la particula
clasica soliton. Escogemos la rama de la funciéon tangente para la que ¢_ = 0, asi
como que ¢4 = 2wm/ VA Asi pues, necesariamente, la carga topolégica adquiere el
valor N = +1. En otras palabras, hemos calculado la forma explicita de un campo
kink que conecta puntos de vacio consecutivos. Lo que varia qué puntos consecutivos
es la rama escogida. Esta deduccion adquirird mas sentido cuando hablemos, al final
de este apartado, de las posibles configuraciones multi-solitén de este modelo.

En cuanto al antikink, resolviendo la ecuaciéon de Bogomolny (2.1.10) con el signo
—, se obtiene la misma solucién con el signo cambiado, i.e., la correspondencia kink-
antikink de la forma ¢ — —¢.

Aplicamos una transformaciéon de Lorentz sobre (2.4.12) para enviar la solucién
estacionaria ¢(x) (en el sistema de referencia centro de masas del solitén), a un
solucion dependiente del tiempo con la forma de onda propagante,

Ba(t,x) = 4\/—”; arctan (exp <i /\(7(;3\—/%)75) )) , (2.4.13)

donde v € (0,1) nos da la velocidad de propagacion del solitén, teniendo en cuenta
que ¢ = 1.
Entremos de nuevo en la deduccién analoga a la realizada para el caso ¢* que nos

+ox =
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dé criterio para hablar de la posicién de este campo como objeto extenso clasico.
Fijémonos en que ¢s(a) = 47m/ VA, lo que, en términos del sector topolégico ocu-
pado por la solucién solitén (o en otras palabras, por medio de la identificacion de
su sector topoldgico con sus valores frontera), nos sugiere que ¢ ocupa la posicién
dada por la constante arbitraria a.

Esta ultima reflexion queda confirmada por la forma que adopta la nueva densidad
de energia. Nos proponemos pues calcular dicha densidad, quedandonos con el caso
del kink. Recordemos que, para una configuracion estacionaria tipo solitén

c(r) = 5 (0.0(x))* + Uld], (2.4.14)
donde
4\ 1
%9(2) m? [exp (25(z — a)) + exp (—25(z — a))]
_ Qﬂfsech <%(w _ a)) , (2.4.15)
y donde

Ulps(z)] = % [1 — cos (4arctan (eﬁ(x_“v)]

A 2)
=— 2 sin? (Zarctan (eﬁ(“”_“») =— [2 sin <arctan (em%(m_“»)
m m

\ 2
X COS (arctan <e$(x_a)>>}

2

8)\ m3(x a)
o4
m \/1+€m3(.1’a\/1_’_6:|: Sa:a
= ﬁsech (m3 (m—a)) (2.4.16)

Con todo ello, por (2.4.14), la densidad de energia clésica del solitén es como sigue

S )| I )

m2 m3 m3

4N A
= wsech2 (%(ZB - a)) : (2.4.17)

Esto sugiere que la energia estd concentrada en torno a z = a, razén de mas para
nuestra afirmaciéon anterior sobre la posicion del solitén. Integrando esta expresion,
tenemos una energia total de la forma

- .2 sech?(y)dy = 8/m. (2.4.18)
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Por un calculo andlogo al realizado en el modelo ¢*, la energia clasica del kink
propagante, con la forma y el sistema de referencia de (2.4.13), es E = 4v/m, con
v=1/V/1-2v%

En las figuras 2.6 y 2.7 se aprecia la estructura localizada del campo y de la densidad
en este contexto.

Configuracién estacionaria sine-Gordon de tipo soliton
Campo tipo solitén phi

X
-4 -2 r 2 4

Figura 2.6: Configuracion estacionaria del campo de tipo kink del modelo de sine-
Gordon, a =05, A =1, m=1.

Densidad de energia del solitén del modelo sine-Gordon
Densidad de energia

al

-4 -2 L 2 4

Figura 2.7: Densidad de energia del campo estacionario de tipo kink del modelo de
sine-Gordon, a = 0,5, A =1, m = 1.

Calculamos la carga topoldgica de la solucion estacionaria solitén de este modelo,
que por la construccion seguida ha de ser la unidad. Por (2.4.7), se sigue que

V=2 [ oo =220 2 [

27rm
=1, (2.4.19)

sech(u)du

donde se ha usado que [; sech(u)du = 7, con lo que N = 1.

Por construccién, esta solucion estacionaria de la ecuacion de Bogomolny de primer
orden (2.1.10) es un solitén con carga topologica unidad, de lo que se sigue que
cualquier sistema multi-soliton en el que necesariamente la carga no puede ser unidad
no serd soluciéon de (2.1.10). La clave de la prueba de esto lo encontramos en que
cualquier configuraciéon con N # 1 satisface la desigualdad estricta en (2.4.8). No
obstante, de forma andloga a lo que vimos en el tultimo apartado sobre sistemas
kink-antikink, dos solitones de sine-Gordon infinitamente separados tendran una
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energia de aproximadamente 2E, con E dado en (2.4.18), i.e., estarfamos sumando
las energias totales de los solitones independientes. Entonces, la energia potencial del
sistema de los dos solitones decrecera a medida que éstos se separan, lo que induce
una fuerza repulsiva entre los solitones. Un calculo analogo al del apartado anterior,
nos lleva a una energia de interaccion de dos kinks de sine-Gordon de la forma

E; = 32¢7 %, (2.4.20)

con R la separacion entre solitones. Este resultado fue probado por Perring y Skyrme,
cuando utilizan el modelo de sine-Gordon como un modelo “juguete” para teorias
de campos tridimensionales més realistas, el llamado modelo de Skyrme [7].
Como ya hicimos en la teorfa ¢*, recurrimos de nuevo a (1.7.8). Supongamos que
f1 es un solitén o antisoliton. Tomamos fy también como solitén o antisoliton, para
lo que, por (1.7.8), debemos escoger la rama de la funcién tangente que satisfaga
dicha relacion. Esto sugiere que no estamos construyendo un sistema de muchos
solitones y antisolitones, correspondientes a muchas ramas de arctan, sino que existe
un tnico solitén y un tnico antisolitén. Con esta eleccién, afirmamos que las tnicas
configuraciones observables ¢ en este modelo son las invariantes frente a ¢ — ¢ +
2mm/ V.
Anélogamente al estudio de ¢*, aunque adaptdndolo a la nueva variedad de vacio,
afirmamos que, dada la ecuacién de campo de sine-Gordon, cualquier solucién ¢(t, z)
tal que

4mm

lim ¢(t,x) — lim ¢(t,x) = —

es no disipativa. Notese que esta consideracion no incluye a las soluciones indepen-
dientes del tiempo de tipo kink y antikink en sine-Gordon, pues la diferencia de sus
valores asintéticos es justamente la mitad: 2rm/+/\. La razén de tomar la diferencia
como el doble de este tultimo valor es que éste es el minimo valor para el que se puede
aplicar el mismo argumento, via el teorema de Bolzano, que ya utilizibamos para
¢*. Repitiendo célculos casi idénticos, la entrada (0,0) del tensor energia-momento
es

TR 1) = (06t 2))? + 3 (D0t 0)) + (1 ~ cos (%s)) > Ulg(t, o).

Fijamos un ¢t € R arbitrario. Por continuidad de dichas soluciones con respecto a
x € R, debe existir un x; € R que anule la funcién cos(\/Xqﬁ(t,x)/m). En este
punto, que se puede tomar, por ejemplo, como ¢ = (mm)/(2v/A), 0 como cualquiera

de sus analogo médulo mm/v/\,

TSt 1) 2 Ullonm) /(2VA)] = -1,
con lo que

A
0
maXzTO (t,l’) Z ﬁ > 0.

De nuevo, esto contradice (1.1.7). Por lo tanto, se demuestra la condicién no disipa-
tiva de dichas soluciones, aunque no sean estacionarias.
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2.5. Reformulacion de la teoria. Resumen

En este apartado, reformularemos una teoria escalar de campo bosénico en un
espacio de 1 + 1 dimensiones, de cara a manejar magnitudes y variables adimen-
sionales, asi como dos constantes de la teoria que contengan toda la informacion
dimensional. Esta formulacion es la que utilizaremos para la cuantizacion y poste-
rior calculo de las correcciones cuanticas de masa de un kink, hasta el orden de un
lazo. Note el lector que lo que estamos a punto de hacer no es mas que reajustar
la teoria a nuestro interés, pero sigue siendo la misma. Volvemos a considerar el
espacio de configuraciéon F. Seguimos con la imposicion ¢ = 1, sin hacer lo mismo
con h para expresar dichas correcciones en funcién de dicha constante.

Centramos pues el estudio en RY!. El funcional accién de nuestra teorfa, evaluado
en un campo ¢ € F, viene dado por

S10) = [ E ((%”)2 Nt

con U el potencial autointeraccién de la teorfa, ¥(y,) : R — R € Maps(R"!, R),
con y' =y, y* = 7 las coordenadas locales, con un tensor métrico dado por g, =
diag(1, —1), u,v = 0, 1. El andlisis dimensional de la teoria asi dada es

: (2.5.1)

[h] =[5] =ML, [y]=L,
[ = M'Y2LY?, [U)= ML, (2.5.2)

Escribimos la accién como sigue

3101 = [ dr [Tt - Bww]]. (253)

ol = [ | (5) ] ,
mwwnz/@/éé%)+ﬁwmmr (25.4)
de lo que se sigue que [E] = [T] = M, con E el funcional energia o energia potencial,

y T el funcional energia cinética.
Consideramos my y 74 pardametros a partir de los cuales reformulamos la teoria como
sigue

Ty = MaYpu, /JJ:0717 ¢:’7d¢7

UW%M—%MMWL (255
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con dimensiones [my] = L™, [y4] = M~/2L~'/2. Denotaremos a las nuevas coorde-
nadas locales por xg = t, x1 = x. De esta forma,

[z,] = L7'L,
[¢] — M71/2L71/2M1/2L1/2
2
U] = [V_d?} ML ' =M1'L'L?ML™!, (2.5.6)
my

esto es, hemos reescalado la teoria para tener variables en R%!, campos y potenciales
de autointeraccion adimensionales.
El funcional accién se puede reescribir como sigue

i e (2529 ]
—= [ [ [ (a) Uw)(xu)]]:%swm (25.7)

Analogamente, el funcional energia

Bloul = [ 2 E (28024 M, )

mg Oz, 0%
. my 1 8(]5
-2 [ [5 (22 + viotan)

y de igual manera para T[], esto es, T[¢)(y,)] = (ma/y3)T[p(x,)] Aplicando la
ecuaciéon de Euler-Lagrange sobre (2.5.7), obtenemos la siguiente ecuacién de campo

= 2 Bl(x,)], (2.5.8)

oU
00

La versién estacionaria de esta ecuacién de campo (2.5.9) vendria dada de la siguiente
forma, la cual gobierna la forma de los campos kink o solitén:

0} — 02 = (2.5.9)

oU
6

A continuacién, con la teoria reformulada, resumimos las nociones més importan-
tes que hemos estudiado hasta ahora, de cara a recopilar toda la informacién que
utilizaremos para la cuantizacion y deduccién de una expresion para correcciones
cuanticas de la energia del campo kink. La justificacion de estas ideas ya ha sido
dada en este trabajo.

Do = (2.5.10)

1. Manejamos un espacio de configuracién dado por D = {¢ € Maps(R,R) :
E[¢] < oo}, como espacio normado con norma dada por la energia E|-]. Notese
que ya se particulariza el espacio vectorial V' = R.
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2. Si el funcional de autointeraccion de la teoria es un polinomio de grado a los
sumo 2, entonces (2.5.9) es una EDO lineal. De cara a tener una ecuacién de
campo no lineal, lidiamos con funcionales U que toman, o bien la forma de
un polinomio cuértico (¢*), o bien estd dado a partir de una funcién trigo-
nométrica (sine-Gordon). Ademds, imponemos U(¢$) > 0 para todo ¢ € R, y
U(-) € C*(R).

3. El contenido topolégico de la teoria esta determinado por su variedad de ceros,
M ={¢, € R:Ulp,] = 0}, (2.5.11)

sobre lo que asumimos, como asi sera en los modelos que nosotros estudiamos,
que el cardinal de M es a lo sumo infinito numerable, i.e., |[M| < X,.

4. Las condiciones iniciales de todas las configuraciones ¢ € D satisfacen las
siguientes relaciones

x1—1>I:Eoo o(x) € M, xgrinoo Ox¢(x) =0, (2.5.12)

lo que determina la familia entera de soluciones homogéneas y estacionarias

de la teoria. Afirmabamos que, por finitud del funcional E[-], o equivalente-

mente por conservacion de la energia, la condiciones (2.5.12) necesariamente
se cumplen, para todo elemento de D.

5. En nuestra teoria, asumimos la existencia de un grupo discreto G de sime-
tria. Este escinde la variedad de vacio M en una unién disjunta de orbitas
expresadas en términos de los grupos pequetios G,, a = 0,...,r, de la forma

M =U_,G/G,. (2.5.13)

También, la topologia de la teoria puede ser correctamente ilustrada si cono-
cemos la variedad de moduli de vacio

N = M/G. (2.5.14)

Esta nos da las clases de puntos de vacio conectados entre si por GG. Nosotros
nos restringimos a teorias con variedades N unipuntuales, lo que simplifica el
estudio a sectores de vacio conectados por transformaciones del grupo discreto

G.

6. Denotando por H al inico grupo pequeno de la teoria, que es subgrupo normal
de G, sabemos que M y G/H son isomorfos, lo que nos permite identificar los
puntos de vacio con los cogrupos del grupo cociente G/ H.

7. Existe una biyeccion entre las componentes conexas de D y el grupo de ho-
motopia 7 (G/H), es decir, entre las componentes conexas que inducen una
particién de D, y las clases de homotopia de (M ). La correspondencia bi-
univoca viene dada por

D; +— [p(00)] € m(G/H) 2 m (M). (2.5.15)
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Esto determina la naturaleza topoldgica implicita, en términos homotdpicos y
de conexion, del espacio D. Este se puede escribir como

J =0

con Cj; la componente conexa que contiene a los elementos oD ) € M
asintéticamente, i.e., Cj; es la componente conexa de las configuraciones ¢ € D
que satisfacen

lim ¢(z) = W e M

T—>—00

lim ¢(z) = ¢V € M. (2.5.17)

T—00
Las condiciones ¢ = ¢ o0 ¢() #£ ¢ determinan la naturaleza de vacio o
de kink de la configuraciéon de D, respectivamente.

La evolucién temporal es una transformacién homotépica (i.e., transforma
aplicaciones continuas ¢ € D entre las topologia usuales de R). Esto significa,
por la particiéon de D en las componentes conexas anteriores, que las condicio-
nes asintoticas de una configuracion dada no cambian en el tiempo. Esto es lo
que quiere decir que los sectores topoldgicos o componentes conexas C;; estan
topoldgicamente desconectados, en un contexto homotdpico.

El punto anterior tiene una gran consecuencia: los puntos de vacio ¢, € M
pertenecen a los sectores Cj;, para todo¢=0,...,7.

También en relacion al mismo punto, se da sentido a la terminologia de solu-
cion topoldgica cuando hablamos de kinks. Necesariamente, los sectores Cj ;41
no pueden contener soluciones estdticas y homogéneas de (2.5.9), sino que ne-
cesariamente han de depender explicitamente de la posicién, de cara a conectar
puntos de vacio diferentes.

2.6. Formalizacion de la teoria de sine-Gordon

Particularizamos dicha reformulacion sobre el modelo de sine-Gordon, de cara a
obtener campos y coordenadas locales adimensionales.

1.

2.

Consideramos m?3 = m? y 73 = A\/m? a partir de las constantes dadas de la
teoria en la densidad lagrangiana (1.1.10).

Con las constantes dimensionales anteriores, se tiene ¢ = v/t /m, y tenemos
la autointeraccién dada como sigue

Ulp] = =U[yp] = 1 — cos(¢). (2.6.1)

De esta forma, la densidad lagrangiana viene dada como

L= %((%gb)Q — (1 — cos(9)). (2.6.2)
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3. La variedad de ceros de la teorfa es M = {¢(™ = 27n : n € Z}. Nétese que
ahora se tiene |[M| = N,.

4. Observando la densidad lagrangiana, es inmediato ver que el grupo discreto
G = Zs X Z es un grupo de simetria de la teoria, generado por las reflexiones
de campos ¢ — —¢, y por las traslaciones de campos ¢ — ¢ + 27n, para todo
n € Z. Este grupo es el llamado grupo diédrico o diedral infinito, que puede
ser visto como el grupo de simetrias de los enteros.

5. De nuevo, el grupo pequenio sobre todos lo elementos de M es el mismo. De-
notando a este por Gy, tenemos que Gy = Zy. Asi, afirmamos que M = G/G,.

6. La variedad de moduli de vacio es unipuntual, ya que la accion de G sobre
los elementos de M es transitiva, es decir, dados dos elementos cualesquiera
oM v 03 de M, siempre existe al menos un g € G tal que ¢, = g¢ps. De esta
forma, podemos representar dicha variedad como N = M/G = {¢V}, y se
puede tomar como ¢® = 0, por comodidad. Esto quiere decir que todos los
puntos de vacio de M pueden ser conectados por G.

7. En el sector topolégico C; 11, la solucion del campo kink, obtenida a partir
de la soluciéon conocida en la teoria sin reformular a través de las relaciones
(2.5.5), es de la forma

¢r(x) = Hdarctan(e® *°) 4 2mn, (2.6.3)

donde se ha denotado ahora a la constante de integracién como zy € R. Notese
que hemos anadido un término 27n a la solucién clasica reformulada. Esto se
debe a que, por las transformaciones de G que conectan puntos de vacio en
términos de elementos de Z, basta tomar una solucion solitéon arbitraria en un
sector Cj; con 1, j consecutivos, e ir anadiéndole el término 27n correspondien-
te, en funciéon de en qué sector nos queramos quedar.

8. La funcion de energia caracteristica de Hamilton es, salvo constante de inte-
gracion

W (¢) :i/dgb 20 (p) = i—/dgb 2(1 — cos(9)) :i4cos(“§>. (2.6.4)

Por lo tanto, la energia en reposo del kink clasico de sine-Gordon se puede
calcular a partir de la diferencia de estos valores entre sectores contiguos como

sigue
(n+1) (n)
cos(gb 5 > — cos<¢2 )‘ =8. (2.6.5)

2.7. Formalizacién de la teoria ¢*

Elgx] = [W(¢!"D) = W(g!"W)| = 4

En este apartado, resumimos los aspectos clasicos de este modelo, al hilo de todo
el desarrollo topoldgico y algebraico de apartados anteriores, ya en términos de la
teoria reformulada con variables y campos adimensionales.
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. A partir de las constantes conocidas de la teoria dada en apartados anteriores,

definimos my = m?/2, y 73 = A/m?, con las dimensiones conocidas.

. Tenemos una autointeraccién de la forma Ul¢] = 3(¢* — 1)2. De esta forma,

la densidad lagrangiana de la teoria es

1 2 1, 9 2
L= (0,0)° = 5(¢* — 1. (2.7.1)

. La variedad de ceros de la teoria es M = {(—1)7 : j =0, 1}.

. El grupo discreto de simetria de la teoria es G =< ¢+ ¢, p — —¢ >, i.e., esel

grupo generado por las transformaciones identidad y reflexion sobre elementos
de D, las cuales dejan invariante la densidad lagrangiana de la teoria. Este
grupo es isomorfo al grupo multiplicativo Z,.

. Podemos expresar la variedad de ceros en términos de las érbitas de GG. Notese

que este grupo solo tiene un grupo pequeno, al que denotamos por Gy, sobre
cada uno de los puntos de vacio, que es el grupo trivial Gy = {id}, formado
unicamente por el elemento neutro, i.e., por la transformacion identidad.

. El grupo de homotopia del grupo cociente G/Gg, con Gy el tnico grupo pe-

queno, es m (M) = m(G/Gy) = Zs.

. La variedad de moduli del vacio de esta teoria es otra vez unipuntual, por la

transitividad de la accién de G sobre M. Esto nos da N = M/G = {¢(V}, i.e.,
una unica clase en M /G con un representante arbitrario, que se puede tomar
como ¢ = 0, por comodidad.

. Utilizando la expresién conocida (2.3.10) del campo kink con la teoria no

reformulada, al que denotamos por 1% (y), es inmediato que

Bul) = () = £ (%) (25 ) o (om0

= +tanh <——($ - l‘o)> = ttanh(z — o). (2.7.2)

. La funcién de energia caracteristica de Hamilton (2.2.2) en este caso particular

es como sigue, salvo constante de integracion
W(o) = [ dov/20(9) = + [ dov/ @~ 17
¢3
= i/d¢(q§2 —1) == {3 — 4 . (2.7.3)

Por lo tanto, la energia clasica del kink, esto es, la masa en reposo de dicha
particula clasica entendida como objeto extenso, viene dada por esta tultima
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funcion W(¢) entre las dos condiciones de contorno diferentes que aporta el
M de esta teoria, es decir

Elor] = [W(61) = W(¢)] = '(3 - ¢) o (? ) d)) o1

- (2.7.4)

Con todo ello, expresadas en términos de campos y variables espacio-temporales
adimensionales, hemos desarrollado el fundamento teérico de los kinks que afloran
en nuestros dos modelos, sin perder nunca de vista la topologia de D, ni los va-
lores asintéticos como elementos de M. También, conocemos las formas explicitas
de dichas soluciones kink. Con todas estas ideas, estamos en condiciones de tratar
la construccion de la teoria cuantica, sobre dichas soluciones y sobre los puntos de
vacio, que nos dara las correcciones de masa hasta primer orden en .
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Capitulo 3

Correcciones de masa al orden de
un lazo

En este capitulo, desarrollamos la teoria de perturbaciones sobre los dos tipos de
soluciones estacionarias estudiadas: puntos de vacio y kinks. Con ella, calculamos las
relaciones de dispersion que satisfacen las fluctuaciones en cada uno de estos sectores
topologicos. El objetivo tltimo es el de presentar correcciones cuanticas al orden de
un lazo de las masas clésicas de los kinks de sine-Gordon y ¢*. Hasta entonces, serd
necesaria la cuantizaciéon canoénica de los campos de fluctuacién involucrados, asi
como el tratamiento de determinadas ecuaciones de Schrodinger unidimensionales
con potenciales de Poschl-Teller.

3.1. Fluctuaciones cuanticas al orden de un lazo

Presentamos ahora la formulacién de los problemas espectrales que nos dan las
fluctuaciones cudnticas alrededor de soluciones estables de tipo vacio y de tipo kink.
Estas fluctuaciones, una vez cuantizadas, nos dan las energias de Casimir que busca-
mos, para después regularizarlas y renormalizar la masa, pasando por la correspon-
diente resolucion de ecuaciones diferenciales con operadores de Sturm-Liouville. Este
apartado formaliza la forma analitica que toma el proceso de perturbar soluciones
estables conocidas.

3.1.1. Oscilaciones semiclasicas alrededor de una solucion
estable

Ya reformulados, nuestros funcionales accion, energia y energia cinética son

Ste) = [ E (22 - o
Rl = far |1 (%) + U[as(m]] ,
(¢ = /dx % (g—fﬂ | (3.1.1)

o7

)
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Consideramos una solucién estable ¢(x) de nuestra teoria, i.e., una solucion es-
tacionaria de D tal que, en un entorno de ésta, el resultado de perturbarla bajo
fluctuaciones 7(t, x) siga siendo solucion de la ecuacién de campo (2.5.9). El subin-
dice s se refiere a su condicién de solucion estable. Las frecuencias de los modos que
nos dan un sistema completo de soluciones de las ecuaciones espectrales que deter-
minan las fluctuaciones, son reales. Este tultimo hecho se sigue de que, como vimos
en el estudio de la estabilidad de estas soluciones a partir de la ecuacion (1.8.3),
aquellos autovalores frecuencia tienen cuadrado positivo, es decir, son reales. En
otras palabras, y esto se vera con completa naturalidad en el desarrollo que sigue,
los autovalores de los factores espaciales de estos modos, con respecto a un cierto
tipo de operadores diferenciales Hessianos, son positivos.

De este modo, perturbamos estas configuraciones estables, y nos quedamos con los
campos ¢(t,x) = ¢s(x) + n(t,z), con n los campos fluctuacion. Desarrollamos los
funcionales energia y energia cinética hasta orden dos en 7, de forma que

E[s(@) + n(t,2)] = Eos(@) + ;7 / dwn<x>< 0+ Bﬂ )n<x>+0(n3),

T [ps(x) + ~ ——/dﬂ: (Gon(z))* + 0 (n*)

donde se ha utilizado la condiciéon necesaria de minimo local de ¢, sobre E, asi como
su condicion estacionaria. Truncar en los términos de orden 2 es lo que se llama
aproximar al orden un lazo.

Estas aproximaciones nos dan las siguientes ecuaciones de campo sobre las fluctua-
ciones 7(t, x):

Ofn(t, x) — Kn(t, x) =0, (3.1.2)
con K el llamado operador de sequnda variacion de E en ¢,, dada por

- 02U

K=-0+ |- : 3.1.3

Por la estabilidad de ¢;(z), K tiene valores propios no negativos. Entonces, para
ciertos valores w € R, podemos escribir el problema espectral en términos de K
como

K fo(x) = w?fy,(x), (3.1.4)
con f,(z) los factores espaciales de una familia completa de soluciones de (3.1.2). De
hecho, dada la linealidad de estas ecuaciones de campo espectrales, y por completitud
de la familia {g,(t) fu(2)} (la lamada familia de modos normales de fluctuacion en
el vacio) sobre el espacio de estas soluciones, podemos escribir las fluctuaciones como
sigue

n(te) = Y (Awgul(t) ful®) + ALgu(t) fo(@)), (3.1.5)
weSpec(K)
donde la imposicién de que n toma valores reales es lo que hace que desarrollemos
la suma en pares de términos conjugados. Los g,(t) son funciones g, : R — C, al
igual que f,(x).
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Cada término por separado de la suma (3.1.5) verifica las ecuaciones de campo
linealizadas (3.1.2), y como las funciones f,, : R — C son propias de K con valores
propios w?, se sigue que

0} 9w + WGy = 0. (3.1.6)

Es bien sabido que un sistema completo de soluciones de (3.1.6) viene dado por las
funciones g,,(t) = (1/v2w)e~™*, con lo que la fluctuacién se expresa como

n(t,x) = (Awe_iwtfw(x) + A;eiwt(t)fZ(x)) ) (3.1.7)

weSpec(K1/2)

5
S

Llegados a este punto, aplicamos el método estandar de cuantizacién candnica. Para
ello, restringimos el sistema a un intervalo finito [—L/2, L /2] con L > 0 una longitud
sobre el espacio-tiempo original, i.e., con dimensiones de longitud. Para adaptarlo a
nuestra teoria reformulada, restringimos el sistema, ahora sobre las variables espacio-
temporales adimensionales, a un intervalo finito [—{/2,1/2], con | = mg4L.
Imponemos periodicidad, con periodo [, sobre las funciones propias de K , Ju(x). A
través de la correspondiente transformada inversa de Fourier, se tiene

= i / fulk)e™dk

fwlz +1) = /fw )elk@+D ik g (3.1.8)

donde se ha anadido un desfase §(k) sobre la autofuncién trasladada f,(z + 1),
pues estamos tratando con completa generalidad estados ligados, semiligados y de
scattering, luego no hay ninguna garantia de que dicho desfase sea nulo. Como

fuw(®) = fu(z +1), se sigue que
e FHR) — 1 — kI +6(k) =2mn, n€Z, w=uwk). (3.1.9)

Esta imposicién de intervalo finito y periodicidad discretiza el operador K , 'y apor-
ta una densidad espectral py (k) = Oxn(k). Estamos denotando por k a uno de los
numeros de onda de este modo, en este sector topoldgico. Con los desarrollos que
siguen, se vera que este terminologia adquiere sentido.

Anadimos constantes de normalizaciéon sobre los modos, cuya célculo es el estan-
dar para estas situaciones en que se introducen sistemas linealizados con sistemas
completos {g,(t)fu(x)}, en intervalos finitos [—1/2,1/2] (véase [29]). Con ello, las
fluctuaciones resultan de la forma

con vg v my las constantes caracteristicas de la teoria.

Siguiendo el procedimiento estandar de cuantizaciéon candnica sobre estos campos, ya
desarrollados en términos de modos de Fourier, uno podria pensar que bastaria con
cuantizar los coeficientes A(k)* y A(k) como operadores de creacién y aniquilacién
de estados de momento k en el espacio de Fock (ver apéndice A). No obstante, en

A(k)e™ ) fi(x) + A(k) e fi(2)) . (3.1.10)
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este paso es pertinente hacer el siguiente comentario. Hay ciertos valores propios del
espectro Spec(K) que no se han tenido en cuenta en el desarrollo anterior: dada ¢, ()
una solucién estable, el operador de segunda variacién de la energia K siempre tiene,
en estos sistemas, nucleo no trivial. En otras palabras, existen autovalores nulos,
sobre los que los modos de Fourier anteriores no estan bien definidos, ya que estos
modos nulos hacen que la expresién (3.1.10) diverja. Sin embargo, las diferencias
de energias de punto cero que vamos a manejar vienen dadas, hasta el orden de un
lazo, como sumas infinitas de los términos estandar de energia de punto cero de un
oscilador arménico, hw, por tratar con sistemas cuantizados que son colectividades
de infinitos osciladores desacoplados. Este sencillo argumento justifica la omisién de
los modos nulos en los desarrollos generales de campos fluctuacién, como (3.1.10).
De hecho, no es dificil probar que dicho operador siempre tiene nicleo no trivial en
sistemas con ecuacién de campo (2.5.9). Lo enunciamos y probamos en el lema que
sigue.

Lema 3.1.1. Sea ¢4(x) una configuracién de campo estable para la teoria dada. Sea
también K el operador de sequnda variacion de E en ¢, dada por (3.1.3). Entonces,
dicho operador K tiene un nicleo no trivial unidimensional. Ademds, la autofuncion
de valor propio nulo serd proporcional a

Mo = Oy s (7). (3.1.11)

Demostracion. Supongamos que ¢, es una solucion estable de la teoria. En particu-
lar, satisface la siguiente ecuacion de campo

ou
D2p(x) = —. 3.1.12
0(e) = 5 (3.1.12)
Basta derivar con respecto a x en la tltima expresion, asi como aplicar la regla de
la cadena, para deducir que

Kny =0, (3.1.13)
con 1y = Ox¢s, como se queria demostrar. ]

A continuacion, particularizamos este procedimiento semiclasico en los sectores
de vacio y de kink.

3.1.2. Fluctuaciones cuanticas de vacio

Escogemos un punto de vacio ¢, € M y aplicamos sobre él pequenas fluctuacio-
nes, resultando un campo de la forma ¢(t, z) = ¢, +n(t, ). Por la ecuacién (3.1.2),
e introduciendo la O de Landau para clarificar el orden hasta el que desarrollamos el
funcional accién S|-|, que después omitiremos, se sigue que los términos cuadraticos
de S[-] en n, cuya diagonalizacién nos da las fluctuaciones buscadas, son

oo+t = [ [ E@n)? i (az - (%U)J .

+0(n’),




3.1. FLUCTUACIONES CUANTICAS AL ORDEN DE UN LAZO 61

donde el subindice ¢ hace referencia a que estos desarrollos en potencias de 7 estan
enmarcados en un contexto clasico, con S. como funcional definido sobre un espacio
de elementos que, a priori, son funciones y no operadores. Integrando por partes, se

tiene que
//d2 (0im)? /d:cn om) ]aR——//cF (02n)n
= —5//d2$(3t277)77

donde se ha usado que lim; ,1 7(t, x) = 0. Este comportamiento asintético de las
perturbaciones es necesario por la estabilidad de ¢,. Entonces,

2 2 2 1 (0°U 3
Seldw +n(t, )] d"x ——77(@77)+ 77(3 m =g\ Gg) o).
Pov
(3.1.14)
Por lo tanto, la ecuacién de campo linealizada que satisface 7 es
0*U

;— 02 %) = 1.1

[a o (a¢2> 1+ O) =, (31.15)

donde se suele denotar
<82—U> =v* € RT (3.1.16)
002 / 4,

lo cual es no negativo por ser ¢, un minimo relativo de U(-).

Las soluciones de (3.1.15) se expresan con un sistema completo de soluciones, cons-
tituido por lo que hemos venido llamando modos normales de fluctuacion de vacio,
que son, como ya se probo en el desarrollo general,

n(t,x) = fulz)e™ .

Las funciones fi(x) son funciones propias del operador segunda variacion de la ener-
gia en el vacio, Ky, dada por

Roful) = (=02 +0%) filw) = w(k)* (o). (3.1.17)

Analogamente al desarrollo del apartado anterior, un sistema completo de la anterior
ecuacion viene dado por fi(x) = e**, con los k distribuidos tal y como determine el
espectro Spec(K).

De esta forma, como fj,(z) es funcién propia de Ky con autovalor w(k)?2, sustituyendo
estos modos g (t, z) en (3.1.15) se tiene que

(0F — 0% +v*)i(t,x) = 0
= —w(k)® +k* +0> =0 = w(k)’ =k +°. (3.1.18)
Como ya hicimos para oscilaciones en torno a una solucién estable arbitraria, ubi-

camos el sistema en un intervalo finito [—1/2,1/2], recordando que en la teorfa re-
formulada es tal que [ = myL, con L el valor con unidades de longitud. Imponemos
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las condiciones periddicas fi(—1/2) = fx(l/2), asi como f,(—1/2) = f(l/2). Es-
to nos permite escribir (3.1.17) como el siguiente problema de Sturm-Liouville con
condiciones frontera no separadas:

P (@) + (wk)? —v?) fu(x) =0, = € [~1/2,1/2],
fe(=1/2) = fu(l/2),
fe(=1/2) = fi(1/2). (3.1.19)

Sin entrar en mucho detalle, desarrollamos la solucién de este problema de EDOs
estandar. Tenemos tres casos:

1. w(k)? —v? <0 (ie., w(k)* <v?).
Denotamos k = /v? —w(k)? € R, con signo positivo. Entonces, podemos
expresar la solucién general en [—[/2,1/2] como

f(z) = 1™ 4 ce™, (3.1.20)

con cp, ¢y € C constantes.
Imponiendo las condiciones de periodicidad, se sigue que

f(1/2) = f(-1/2) = Cl[ekl/Z _ 6—1<:l/2] _ 02[6kl/2 _ 6—kl/2]7
F1/2) = f(=1/2) = ck[e"? — e ™) = cokle ™™ — M) (3.1.21)

kL2 _ p—kl/2

Denotando v = e , que es no nulo, se tiene el siguiente sistema

kv kv

L& — v = 0
(3.1.22)
k701 + k?’}/CQ = 0.
Para que haya solucién no trivial, debemos tener
‘ v _V’ — 2k( kl/j2 kl/2)2 — O7 (3123)

lo cual no es cierto, pues la expresion entre corchetes nunca se anula, al ser
k,~ # 0. Entonces, no hay solucién no trivial para el caso w(k)? — v? < 0.

2. w(k)* —v? =0 (i.e., w(k)? = 0v?).
En este caso, la solucion general es de la forma f(x) = ¢; + cox, con ¢1,¢0 € C
constantes. Las condiciones de periodicidad implican que

1+ c(l)2) = 1 — ea(1/2).

Entonces, co = 0, con lo que tenemos un sistema completo de solucion unidi-
mensional dado por

v {1}, (3.1.24)

con autovalor w(k)? = v2.
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3. w(k)* —v? >0 (i.e., w(k)? > v?).
La solucién general viene dada por

f(z) = ¢y cos(kx) + cosin(kx), (3.1.25)

con ¢, ¢y € C constantes. Aplicando las condiciones de periodicidad, llegamos
a una expresion de la siguiente forma

Ik 2
sin (5) =0 = k,= % nez. (3.1.26)

Esto induce un sistema completo de soluciones dado por

2 2
S = {sin [0 , COS nre , (3.1.27)
! ! nez

ahora infinito numerable. Los autovalores vienen dados por

w? = v? + (4n*7?1%) > v*, (3.1.28)

para todo n € Z.

Con todo ello, tenemos el siguiente espectro discreto Specd(ffo) con el sistema loca-
lizado en [—1/2,1/2] y con las condiciones periddicas anteriores,
. 4n2r?
Specy(Ky) = {v?} U {v? + l—2}nez. (3.1.29)
La funciones propias de K en este sector, con el sistema en [—1/2,1/2], anadiendo
una constante de normalizacién 1/ V1 al estar manejando un sistema completo de
soluciones en L*[—1/2,1/2], son de la forma

La estaticidad del término potencial v? de la ecuacién de Schrédinger dada en
(3.1.19) implica un desfasaje nulo de los autoestados de scattering fi(z) para los
que w(k)? > v2.

Antes de pasar a la expresién general de las fluctuaciones en [—1/2,1/2], tratamos
el paso del espectro discreto de estados de scattering al espectro continuo de estos
mismos estados. Para ello, tomamos el limite [ — co, y llegamos a un espectro con-
tinuo bajo la condiciéon w(k)? > v?* de la forma {v? + k? : k € R}.

De esta manera, el espectro completo del operador de segunda variacién de nuestras
teorias en el sector de vacio, ahora en el espacio R, es

Spec(Ky) = {v?} U {0 + k*}ier. (3.1.30)

Asi pues, en este sector, tenemos un espectro con un estado semiligado con autovalor
localizado en el propio v? (més adelante se entenderd esta terminologia), y con una
familia infinita no numerable de autoestados de scattering con autovalor w(k)? > v2.
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Es decir, los modos normales de fluctuacion de vacio vienen dados como una familia
de ondas planas monocrométicas, con la anomalia situada en el caso w(k)? = v
Volviendo al sistema en [—1/2,1/2], la solucién general de (3.1.15) en el sector topo-
logico de vacio es una serie de Fourier como sigue

_ hﬁyé 2 —iw(k)t ikz * _tw(k)t —ikz
n(t,l’) = (m_dl) Z \/: ( (k)@ e —f-A(k?) (& (& ) s

(3.1.31)
dada como una combinacién lineal infinita de estados libres independientes, don-
de cada uno de ellos se formaliza como una onda plana monocromética. La tinica
diferencia de esta teoria en el sector de vacio con respecto a la teoria libre de Klein-
Gordon (ver capitulo 3 de [29]), aunque fundamental, es el espectro sobre el que
damos los autovalores w(k) de los operadores K)/?, determinado por Ky = —02+v2.
Como ya se mencion6 en el caso mas general, por el método estandar de cuantiza-
cién canonica, los coeficientes de Fourier A*(k) y A(k) se convierten en operadores
de creacién y aniquilacion Af(k) y A(k), uno el adjunto del otro, de mesones en el
vacio, como particulas fundamentales de espin 0. Esto nos sugiere la definicién de
N (k) = At(k)A(k) como el operador adimensional niimero de ocupacion, siguiendo
la linea estandar de la teoria de estados coherentes de la mecanica cuantica no rela-
tivista.

De esta forma, la correccion al orden de un lazo de la energia de vacio es la energia
dada cuando todos los autoestados del operador de fluctuacion, 1, estan desocupados
en el sector topologico de vacio, es decir,

N—oo
n=—N

ABy[ih,] = %AEO[(;SU] - @ ( lim ) w(kn)> . (3.1.32)

Probemos esta igualdad (3.1.32). Para ello, resumimos el formalismo de la cuanti-
zacion canonica que hemos mencionado anteriormente. Note el lector que no entra-
remos en los detalles de la teoria de distribuciones que nos permite desarrollar estas
teorias por esta via.

Consideremos una configuracién ¢ € D, con su momento conjugado

oc .
m(t,z) = a_qb = ¢(t, z), (3.1.33)

donde ¢ es la derivada temporal del campo ¢.
Por la correspondiente transformada de Legendre, tenemos el siguiente Hamiltoniano

no reescalado
. mq 2
H= 7 [(/ dar(t, z) > + E[qﬁ]} . (3.1.34)

El campo ¢ y su momento conjugado 7 pasan a ser operadores (5 y 7 que actian
sobre £2(D), de la forma

zhvd 59[ (x),1]

P (3.1.35)
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lo que induce la siguiente regla de conmutacion, dependiente de las constantes di-
mensionales de la teoria, asi como del instante ¢t que hemos afiadido como argumento
por coherencia

(b, 1), 7 (2, 1)] = izj&(a: — ), (3.1.36)

donde § : L(D) — C es la distribucién delta de Dirac en el 2’ € R sobre funciones
f(z), o viceversa.

Observemos la forma de la ecuacién diferencial sobre las fluctuaciones 7(t,z) en
términos del operador de segunda variacion completo, truncando en primer orden
de las potencias de n en (3.1.15):

2 2 82
[8 S <a¢2)

Si tomamos v? = (92U /0¢?),, como la masa al cuadrado, y ¢ como el campo escalar
bosénico de espin 0 que es, tenemos en (3.1.37) una ecuaciéon del campo libre de
Klein-Gordon. Este ultimo, conceptualmente, consiste en una colectividad infinita
de osciladores armonicos desacoplados. La tunica diferencia entre este sistema y el
nuestro, como ya se menciond, es la relacién de dispersién dada por w(k)? = k? + v?
sobre el espectro de Ko. Asi, partiendo del Hamiltoniano conocido de esta tltima
teoria, entonces el Hamiltoniano no reescalado que inducen los campos fluctuacion
cuantizados viene dado por

= ) (aa) + 3) (5.13%)

n=0. (3.1.37)

con & una constante dimensional, que dependera de las constantes de la teoria, y
que vamos a determinar a continuacién. Dada en (3.1.34) la expresién del Hamilto-
niano no cuantizado de la teoria, sabemos que la constante my/~3 contiene toda la
informacion dimensional del Hamiltoniano reescalado. Entonces, este tltimo es

(va/ma)Ho = Zhw ( fa(k) + %) : (3.1.39)

Para deducir (3.1.32), consideramos un estado coherente tal que n, = 0 para todo
momento k, i.e., dada por autoestados en el espacio de Fock propios de N (k) con
autovalor 0, para cualquier £ del espectro. Con ello, por la forma que tiene la re-
formulacién del Hamiltoniano, asi como la del funcional energia, la correccion de la
energia de vacio al orden de un lazo es

AEy[,) = %AEO[%]

d
N N
_ % 2 17 FLIU(kn) - hmd ,
=2 v J\};ngo E_N 5= 5 A}LH;O g_Nw(k‘n). (3.1.40)

AEo[¢y] = h;d i Y w(kn). (3.1.41)
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Situando el sistema en un intervalo finito [—1/2,1/2] con las condiciones de periodi-
cidad pertinentes, para regularizar esta teoria frente a las divergencia de las energias
de punto cero se toma un ntimero de modos de fluctuacién de vacio del orden de
N € Ny que, aunque arbitrariamente grande, es finito. Esto se denomina tomar un
cutoff en la energia de los modos de fluctuacion. Al final, para volver al sistema
original, tomaremos N — oo y | — o0.

Como los niimeros de onda consecutivos satisfacen la siguiente relacion

2nm

(kfn+1 — k'n>l = 27T, con kn = T (3142)

entonces, la densidad de estados en el espacio de momentos viene dada por la ex-
presion po(k) = po = 1/27.

Regularizada la teoria en este sector, retomamos [ — oo, N — oo. Por las pertinentes
sumas de Riemann, se tiene la siguiente relacion a partir de (3.1.41),

2 o0

W2 (1 [
=Y <—/ A2 + 02 + g) . (3.1.43)

2 27

agfo] = "2 ([ akm(iywn + 2)

—00

Note el lector que se ha anadido a la energfa anterior un término hvy3v/4. Este se
corresponde con el llamado autoestado semiligado de la teoria, que aflora cuando
[ — o0, y cuyo origen esta en el valor w, = v en la suma de (3.1.41), correspondiente
a un estado propio de K, constante, v al caso w(k)? = v? de la resolucion de (3.1.19).
Maés adelante se entrara en la interpretacion de este tipo de autoestados.

Este autoestado semiligado de la teoria, que siempre aflora, como hemos visto, en
el sector de vacio, también lo puede hacer en el sector de kink. Es un autoestado
diferente del estado wy—g = wv, i.e., del umbral del espectro continuo. El factor
1/2 multiplicando al valor w = v procede del llamado teorema de Levinson en
una dimension [30]. Mas adelante, también, entraremos en el detalle de este tltimo
resultado.

Bajo el limite | — oo es conveniente tomar una complecion del espacio de Hilbert
L*(R) a ZQ(R), de tal forma que tengamos pertenencia en este tltimo de las ondas
planas monocrométicas f(z) = e*?.

3.1.3. Fluctuaciones cuanticas de kink

Repetimos un razonamiento analogo al del sector de vacio, pero ahora con fluc-
tuaciones sobre las soluciones estables de tipo kink o solitén, ¢s(x) = ¢x(z).
En las dos teorias que estudiamos en este trabajo, asi como en cualquier otra de tipo
bosonico y escalar, podemos escindir el Hessiano de la autointeraccion como sigue

0°U o,
(3752>¢k(1) =0+ V(a), (3.1.44)

anadiendo un término dependiente de la variable espacial  que induce un desfasaje
sobre los autoestados de fluctuacién de scattering de la teoria.



3.1. FLUCTUACIONES CUANTICAS AL ORDEN DE UN LAZO 67

Esto nos deja la siguiente ecuacion de campo, ahora como ecuacion de ondas con un
nuevo término no estatico,

(07 — 07+ (v + V(2))] n(t,z) + O(n°) = 0. (3.1.45)

Se sabe que un sistema completo de soluciones de (3.1.45) viene dada por las expre-
siones generales 7,(t, ) = @t f. (z), los cuales nos dan los modos normales de las
fluctuaciones alrededor del kink. El factor espacial de estos modos esta determinado
por el problema espectral expresado en términos del siguiente operador de segunda

variacion de la energia )
K=-9?+v*+V(x). (3.1.46)

Recordemos, que bajo x — 400, las soluciones de tipo kink tienden a puntos de
vacio, i.e., a elementos de la variedad M de la teoria. Ademas, imponemos la siguiente

condicion: o o
— =? = <—> , 3.1.47

con ¢tV v ¢ puntos de vacio consecutivos del modelo. Como ya hemos visto, esto
es cierto en las teorias que nosotros estudiamos. La razén de que si se cumpla para
¢* y sine-Gordon es que, como ya hemos visto, estos tienen variedad de moduli de
vacio unipuntuales.

No obstante, esta tultima afirmacién no es cierta en general para cualquier teoria

escalar y bosoénica, ya que podria ocurrir que U(ZZ- ) #* U(2i), con U(Qi) y U(QZ- +1) los valores

i+1

de los Hessianos de U[-] en puntos consecutivos del M de la teoria. Esto ultimo ocurre

cuando la solucion kink conecta puntos de vacio pertenecientes a clases distintas del

espacio de moduli de vacio M/G, con G el grupo discreto de simetria de la teoria,

en coherencia con lo anterior.

En otras palabras, en el caso de que se dé la condicion asintética (3.1.47), y con ello

el comportamiento deseado de V' (x) para x — £o0, se cumple la siguiente igualdad
lim K = K, (3.1.48)

r—+oo

donde no debemos perder de vista que K, y K son operadores de distinta indole: el
primer es de tipo Helmholtz, mientras que el segundo es un operador de tipo Schro-
dinger. Como veremos, la resolucion de las ecuaciones espectrales de éste tltimo no
es tan trivial como en el caso de Ky. No obstante, el razonamiento sera relativamente
similar (sin olvidar la dificultad del término V'(z)), pues, como veremos también, la
restricciéon espacial a [—1/2,1/2] y las condiciones periddicas utilizadas lleva a una
discretizacion de K en términos de un operador de Sturm-Liouville regular y simétri-
co. Asi, en [—1/2,1/2], esto nos permitird hablar de familias numerables y crecientes
de autovalores de K.

Por esta razén, la funcién V(z) ha de satisfacer las siguientes condiciones:

ii) Kfq(x) = w(q)qu(:U).

iii) La relacién de dispersiéon general es w(q)* = ¢* + v
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La deduccion del dltimo punto es exactamente la misma que la del sector de vacio,
esto es, basta sustituir un modo normal 7,(¢,z) en (3.1.45) de forma que

(07 — 02+ (v + V(2)] ng(t,z) = (—w(q)® + ¢* +v* + V(2))ne(t, z) = 0, (3.1.49)

luego tomando & — £00, se tiene la relacion de dispersion enunciada.

Con todo ello, los modos normales de fluctuacién en el sector de kink no wvan a
ser ondas planas monocromdticas, sino ondas dispersivas distorsionadas del caso de
vacio por el kink, a través de V' (z). Ademas, existiran estados ligados del operador
K discretizado, cuyos autovalores permaneceran invariantes frente a [ — co.

En general, tendremos tres tipos de funciones propias de K cuando tomemos [ —
00, cuya construccion se vera explicitamente mas adelante cuando entremos en la
deduccion de la férmula de Dashen-Hasslacher-Neveu (DHN en adelante):

1. Estados de scattering

Los autovalores de esta parte del espectro vienen dados, con el operador dis-
cretizado, como {w(g,)? = ¢ + v?}nez, de lo que es de notar la acotacién
inferior por la constante v? de nuestras teorfas. Bajo | — o0, este espec-
tro pasa a tener una cardinalidad no numerable sobre los reales, de la forma
{w(q)* = ¢ + v*}yer-

El comportamiento asintético es el de una onda onda plana desfasada por una
funcién §(q), con ¢ € R, de la forma

fo(2) meelimt0@l g 400 (3.1.50)

donde §(q) es el desfasaje total inducido por la funcién V(x) del operador de
Schrodinger.

Con el sistema en [—[/2,1/2], e imponiendo las condiciones periédicas recu-
rrentes sobre las f,(x), se sigue que

o) = 5 [ Fae,

1 A . .
folx+1) = — / fu(q)e®@eietha, (3.1.51)
2 Jr
luego, como f,(x) = f,(z +1), entones €/®@+4) = 1 luego tenemos la relacién
de dispersion
qnl + (qn) = 2mn, n € Z. (3.1.52)
De esta forma, tenemos la siguiente igualdad para los niimeros de onda discre-
tizados 5 5 5

donde k,, es el nimero de onda analogo en el sector de vacio. De esto, se sigue
directamente la densidad de autoestados en el espacio de las ¢,, ya que

(1 = @)l + (6(n41 — 0(gn)) = 2m, (3.1.54)
lo que implica la densidad de autoestados que sigue
[ 1 00
pi(q) = 5=+ 5= 9) (3.1.55)

27 2w Oq
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es decir, la densidad de estados en el sector de kink es la del sector de vacio
desplazada por un factor que promedia la variacion del desfajase sobre la
constante 2.

2. Estados ligados
Tendremos una familia finita de autoestados sobre x, de la forma

{fun(@)s s fun (2) ], (3.1.56)

con b € N el niimero de nodos de cada configuracion propia de K , por ser este
ultimo operador de tipo Schrodinger. Estos conforman la parte numerable del
espectro del operador K. Recordando que estamos perturbando soluciones es-
tables, los autovalores correspondientes son no negativos, y dada la existencia
de modos nulos bajo cualquier forma del operador segunda variacion, los or-
denamos de la forma 0 = w? < w? < --- < w? < v% Es de remarcar que este
espectro tiene una cota superior estricta en el valor v? de la teorfa.

El comportamiento asintético [ — oo de estos autoestados viene dada por
las siguientes igualdades, que veremos en los modelos estudiados, aunque se
podrian generalizar sobre toda teoria escalar y bosénica de las aqui tratadas:

lim  fy, (z) = @792 lim f,, (z) = e~ (07w, (3.1.57)
— T—r00

lo que confirma una importante caracteristica distintiva de los estados ligados
con respecto a los semiligados: f,, € L*(R) para todo i € {1,...,b}.

3. Estados semiligados
Estos se dan si w? = v?, lo que implica la existencia de autoestados propios
de K que son ligados, y a la vez estan incluidos en el espectro continuo de
scattering. Un sena de identidad de estos estados, con respecto a los estados
ligados, es que, como se puede apreciar en (3.1.57), no hay ninguna garantia
de que el estado semiligado en cuestiéon sea de cuadrado integrable.

Como ya se demostro con total generalidad en estas teorias, siempre existen modos
nulos. El analisis anterior nos permite anadir una particularidad del autoestado con
valor propio nulo: el estado de més bajo autovalor w? es siempre ligado. Esto se
demuestra atendiendo a la ecuaciéon de campo estacionaria (2.5.10), ya que, dada
or(x) la solucién de tipo kink, se sigue que
2
0.l = (G5)  -ounla) (3.1.58)
éx ()

sobre lo que ha bastado derivar con respecto de z, y aplicar la regla de la cadena,
como ya se hizo en 3.1.1. Esto prueba que siempre existe una funciéon propia de K
con energia nula en el sector de kink, fi(z) = 0,¢x(z) con w; = 0, la cual forma
parte del espectro de estados ligados.

La autofuncién f;(z) nos da la parte espacial de una fluctuacion propia del problema
espectral general en este sector: el boson de Goldstone ([31],[32]), el cual no implica
ninguna contribucién fisica. Este es el resultado de la ruptura espontdnea de sime-
tria mediada por el kink y sobre la simetria del sistema con respecto a traslaciones
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espaciales del tipo x +— x + a, para todo a € R.

Ademas, en el marcos de nuestras teorias, como solucién estable del sector de kink
que es ¢(x), ésta ha de ser estrictamente moné6tona creciente o decreciente, en fun-
cién de su naturaleza de kink o de antikink. Esto implica que fi(z) = xgbk( ) n
puede tener nodos. En virtud de la teoria de operadores no negativos de Schrodlnger,
entonces f1(z) es la autofuncion de mas baja energia dentro del espacio de solucién
del problema espectral K f,,(z) = w? fu, (), i.e., describe el estado fundamental de
la teoria.

Asi pues, repetimos un razonamiento analogo al que nos llevé, en el sector de vacio,
a una expresion general de las perturbaciones dadas por (3.1.2) y (3.1.4): situamos
el sistema en un intervalo finito [—1/2,1/2], con | = myL para L la longitud di-
mensional; imponemos condiciones periddicas con dicho periodo [, e introducimos
constantes de normalizacién 1/v/1 en los f(x), de forma que

n(t, ) = \/m {Z\/— T Aje™ ] fu, (@)

et £ (1) + A*(gp) e ( , (3.1.59
n_z_joo Ty AT ) A ) >}} (3.1.59)
donde no se ha considerado el modo cero ya que éste no esta incluido en la aproxi-
macién de estas perturbaciones hasta el orden de un lazo. Recordemos que, bajo esta
aproximacion, las energias de punto cero de la colectividad de osciladores armoénicos
desacoplados en que resulta el sistema cuantizado, dependen de términos Aw, en que
frecuencias nulas w = 0 no contribuyen.
Anélogamente al caso de vacio, el estado semiligado posible (w? = v?) aparece con
[ — oo, cuando la energia del estado ligado de mayor energia coincide con el umbral
de autovalores del espectro continuo, de estados de scattering este ultimo. Por el
teorema de Levinson, se asigna un peso de 1/2 al valor propio de este autoestado
semiligado. Mas adelante se justifica este tipo de contribuciones del estado semili-
gado.
De nuevo, por el formalismo estandar de cuantizacién candnica, tomamos los co-
eficientes de Fourier A(k) y A*(k) en (3.1.59) como operadores en L£?(D), y los
denotamos como a(k) y af(k). Estos serdn operadores de aniquilacién y creacién de
mesones moviéndose en el sistema con el kink de fondo (scattering), o atrapados en
un pozo de potencial inducido por el propio kink (ligados). Esto permite, otra vez,
la construccién del operador niimero de ocupacién, definido como N (k) = af(k)a(k),
dado sobre el mismo espacio £%(D).
Como en el apartado anterior, la correccion de la energia clasica de kink viene dada
en términos de estados no ocupados del espacio de Fock para las fluctuaciones al-
rededor de kink, i.e., de estados coherentes con valores propios nulos de N (k) para
todo k en este sector. Por ello, dicha correccion se da como sigue

N

b
AEq[iy] = 7AE0[¢k] h?d (Nh_lgo > wign) +ij> . (3.1.60)
n=—N j=2

2

Probemos esta igualdad (3.1.60). Para ello, recordemos la forma del Hamiltoniano
clasico, en términos del campo 7 y su momento conjugado 7, sobre la teoria no
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reformulada,

2
=4 [(/dm(t,xf) + E[g] (3.1.61)
27d
Por un procedimiento analogo al del sector de vacio, utilizando la ortogonalidad
en L*(R) de las funciones propias de K, se escinde el Hamiltoniano cuantizado
en dos Hamiltonianos, cada uno correspondiente a una colectividad de osciladores
armonicos desacoplados (con las contribuciones de los espectros discreto y continuo):

00 b
~ hw(qy) 1 hw, 1
H=Y" —(al(gn)alg.) +5)+ Y —(ala; + ). (3.1.62)
n=-—00 Ta 2 j=2 Va 2
Recordemos que (v3/mgq)H es el Hamiltoniano de la teorfa reformulada. Denotando
por AEy[¢x] al autovalor, correspondiente a todos los nimeros de ocupacién nulos
en todas las componentes que determinan los elementos del espacio de Fock, de la

suma infinita de operadores y2H, se sigue que

AEOW%] = T;L_;AEO[Q%} = my [ Z hw(Qn) + Z %]

n=—N Jj=2

- AEO[¢k] o (hgbd) [ Z ’LU(Qn) + ij + Spwy

N b
= AEy[¢i] = al [ Z w(gn) + Z wj + Spwp

2 ,
n=—N 7=2

, (3.1.63)

donde, s, toma el valor 1 si w, < v (autoestado ligado), y 1/2 si w, = v, en virtud
del teorema de Levinson (tratado mas adelante). Esto termina la demostracion de
la igualdad (3.1.60), completada con el término del autoestado semiligado.
Volvemos al espacio original tomando | — oo, y tomamos también N — oo sobre el
cutoff de la energia. Para ello, nos valemos de las densidades conocidas, teniendo en
cuenta que los estados ligados y semiligado permanecen intactos. Se sigue que, bajo
estos limites,

2 0o b
AEO[qsk]:@ / dkpy (k)w(k) + ) w; + sywy

7=2

B hy3 o l 1 85( ) 5
= 5° /_ dk (27? P T VE? + 02+ E wj + spwy |, (3.1.64)
donde hemos usado que
o 1 85( )

Esta expresion (3.1.64) ha sido calculada como la energia de punto cero, tomada
como referencia, en el sector topologico del kink. Puede ser interpretado como una
correccion sobre la energia clasica del kink debida a las fluctuaciones hasta el orden
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de un lazo de estados desocupados en el espacio de Fock. Esto adquiere méas sentido
cuando calculamos las diferencias de estas correcciones entre ambos sectores. Pre-
cisamente, dichas diferencias seran nuestros objetos de estudio en la primera parte
del siguiente apartado.

3.2. Correccion cuantica de la masa: Formula DHN

Tal y como vienen dadas, las energias de vacio AFEy[¢,] y AEy[¢r] dependen de
integrales divergentes, ya que en estas teorias existe un nimero infinito de modos
de fluctuacion. En los anos 70, Dashen, Hasslacher y Neveu, propusieron un proce-
dimiento de regularizacién y renormalizacion en dos fases, del que derivé la llamada
formula DHN (véase [8]), la cual expresa, hasta el orden de un lazo, la correccién
cuantica a la masa clasica de un kink.

3.2.1. Renormalizacién de la energia de punto cero: diferen-
cia modo a modo

En esta fase, se desarrolla una renormalizacién de la energia de punto cero a
través de diferencias modo a modo de fluctuacién, entres los dos sectores topologicos
tratados.

Con los Hamiltonianos conocidos de las fluctuaciones en ambas componentes cone-
xas, tiene sentido definir la diferencia de energias de punto cero modo a modo, del
kink y del vacio, o energia de Casimir, como sigue

hy; 2 1/2 hv; al
AE[¢r] = _2dTrL2(]R) <K1/2 — K > = deéli?)o E (w; —vj), (3.2.1)
j=
donde j =1,..., N constituye cada uno de los indices de los autovalores no negati-

vos, ordenados de forma creciente, de ambos operadores discretizados K y K.
El simbolo Trz2) denota a la traza zeta regularizada de los operadores discretiza-

dos sobre el espacio L%(R) que denotamos K2 y K,/?  con autovalores {w;};en
y {v;};en, respectivamente. De ahi el exponente 1/2 de la potencia fraccionaria
del operador. Recordemos que esta discretizacién consiste en situar el sistema en
[—1/2,1/2], con | = myL, y en tomar las pertinentes condiciones frontera periddicas
sobre las funciones propias de K y K.

Formalmente, y pasando por [ — oo a un espacio infinito, esta diferencia AF;[¢py]
se da sobre el espectro completo de las potencias fraccionarias, con exponente 1/2,
de los operadores Ky = —92 + 02 y K = —92 + 02 + V (), es decir,

AE’l[gbk]:%ﬁ dooow— ) W, (3.2.2)

weSpec(K1/2) EGSpec(Ké/Q)

donde v? = (9°U/0¢*)4, € R constante, y donde (9°U/0¢?)4,(x) = v* + V() nos
da un pozo de potencial que decrece a su valor asintético v? para z — oo, pues,
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como vimos, lim, 4, V(z) = 0.

Una regularizacion de esta expresion es necesaria, dado que, como ya dijimos, esta-
mos sumando sobre un nimero infinito, e incluso no numerable, de valores w € R.
Esto nos permite desarrollar el célculo de la energia de Casimir (3.2.2). Usamos el
método de regularizacion sobre el nimero de modos como hemos venido haciendo.
Asi pues, confinamos el sistema en [—1/2,1/2], para tomar [ — oo al final. Re-
cordemos que las funciones propias de estos operadores de segunda variacion son:
de scattering (espectro continuo, w? > v?), y autoestados ligados y semiligados
(w? < v?). Imponemos condiciones frontera ficticias sobre estas autofunciones de la
forma f(41/2) = 0 sobre los estados de scattering, mientras que sobre los otros tipos
de estados anticipamos, incluso antes de tomar [ — oo, que los ligados decreceran
exponencialmente, y los semiligados tenderan a un valor constante.

Empezamos suponiendo que K no tiene estados semiligados, para después genelizar
la teorfa directamente. Denotamos Ko fi(z) = wW(k)2fr(z) v K f,(z) = w(q)?f,(z).
En cuanto a los estados de scattering, recordemos que, tanto para el modelo ¢* como
para el sine-Gordon, asi como para muchas otras teorias escalares de este tipo, se
tiene la paridad V(z) = V(—=x). Esto implica que las funciones propias de K son
pares o impares, lo que generaliza las condiciones frontera f,(1/2) = fo(=1/2).

A continuacion, describimos con mayor detalle los espectro de K y de K. La diferen-
cia con las descripciones anteriores de estos espectros esta en que ahora escindimos
los espectros continuos de los estados de scattering en autofunciones pares e impa-
res. Esto nos permite desarrollar la regularizacion de la teoria sobre la correccion
AFE[¢x] de forma separada sobre estos estados, que son los que nos dan la divergen-
cia.

Para ello, sobre estos tultimos autoestados de scattering, utilizamos el teorema de Le-
vinson unidimensional en el caso de un potencial simétrico, como es nuestra funcién
V(). Damos el resultado para cualquier V € C(R, C).

Teorema 4 (Teorema de Levinson en una dimensién). Sean b(k) = |b(k)[e**®) y
t(k) = |t(k)|e*®) las amplitudes de scattering de un sistema cuya evolucién espacial
esta gobernada por la ecuacion que sigue

V(@) + K (@) = u(), (3.2.3)

conv € C(R,C), ¥ € C}(R,C) la funcién que describe el estado del sistema, y k € C
constante. Sin € N es el numero de estados ligados presente en el sistema, entonces

La demostracion de este teorema requiere un analisis espectral riguroso de los
operadores autoadjuntos (Hamiltonianos libres y de interaccién) que describen los
autoestados dados por 1(x), en términos de proyecciones ortogonales en el caso finito
numerable, y de medidas espectrales en el caso infinito no numerable. Nétese que
nada se ha dicho sobre la paridad de v, caso que a nosotros nos ocupa. Otra forma
de demostrarlo, méritos al propio Levinson (1949), es por aplicacion del teorema de
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los residuos sobre el contorno de una regién de C sobre la funcion $(k)/s(k), con
s(k) = DetS(k), para S(k) la matriz de scattering, dependiente de las amplitudes
t(k) y b(k) del enunciado. El tipo de polos de s(k) y su nimero estdn determinados
por el nimero de estados ligados, asi como por b(0), que determina el residuo con
un polo que no tiene parte imaginaria, lo que justifica el factor 1/2.

Brevemente, supongamos que V' (z) = v(z) es par. Denotamos el ntimero de estados
ligados n = nt + n~, con n* y n~ el nimero de ellos que son pares e impares,
respectivamente. Denotamos 0%(q) y 0 (¢q) a los desfasajes de las autofunciones
pares e impares de una funcién f que satisface

— () +V(x)f(z) = Pf(x), v€[-1/2,1/2], | €R. (3.2.5)

Tomamos por convencion lim, ,.,d"(¢q) = 0 y lim, 0~ (¢) = 0. La familia de
potenciales V' (z) que a nosotros nos ocupan son los potenciales de Poschl-Teller, los
cuales son potenciales atractivos (V(z) < 0 para todo x € R) y transparentes (se
prueba més adelante, en (3.3.22)), como veremos mas adelante. Dicha transparencia
significa que la amplitud de reflexién del sistema es nula. Estos potenciales responden
a la forma general

V(z) = —s(s + 1)sech®(z), s € Ny. (3.2.6)

Con esta predisposicion, nos falta esclarecer qué pasa con el término b(0)/2 del teore-
ma 4. Recurriendo al desarrollo del apéndice B, la particula libre (s = 0) ®p(x) = e
de la que partimos toma un valor distinto de cero en k = 0, mientras que en el caso
mas general (s > 0) el autoestado de scattering satisface ¢r—o = 0, es decir, se da la
reflexion total en este limite y para este estado. El teorema de Levinson relaciona los
Hamiltonianos libres con los Hamiltonianos de interaccion, esto es, los que incluyen
V(z), y lo hacen a través del niimero de estados ligados, de los desafasajes, y de las
posibles anomalias con los correspondientes autoestados en un entorno de k£ = 0.
Pues bien, por su simetria, los autoestados impares son cero en el centro del poten-
cial para k& — 0. Esto se puede ver de forma que, si & — 0, la longitud de onda se
hace muy grande, y el estado no llega a sentir el potencial. Esto se resume en que el
desfasaje de los estados ligados impares es 0 mod . Por otra parte, el estado critico
procedente del estado de particula libre con ®;_y # 0, es par. Todo este argumento
fisico implica que el término b(0) serd el —1 genérico para los autoestados pares, y
sera ( para los impares.

Entonces, se cumple que, en un intervalo [—L, L] (véase para mayor detalle [33]),

St (o) — (it
lin 5*(g) = m(n* — 3).
limd~ (¢) =mn". (3.2.7)

q—0

Podemos generalizar este resultado a cualquier potencial transparente, con unitarie-
dad de la matriz de scattering, y con continuidad del autoestado en ¢ = 0, como
ocurre en nuestras teorias.

Los espectros de los operadores discretizados quedan de la siguiente forma:
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Espectro de K,

1. Autoestado semiligado
Basta escoger un elemento arbitrario fy(x) del espacio de soluciones dado en
(3.1.24), con autovalor v* (k=0).

2. Autoestados de scattering

a)

Autofunciones impares: Los ntiimeros de onda k,- vienen dados en un
espectro discreto por los n~ € N, tales que k,-1 = 27n_. Por imparidad,
se satisface que f,-(—z) = —f,-(x), con lo que, limitando el espacio
de soluciones dado en (3.1.27) a éstas, tenemos un sistema completo de
soluciones restringido a las soluciones impares de la forma

{fo-(z) = A, sin(k,-)}, (3.2.8)

con autovalores w(k,)? = k2. + v?, y con A,- constantes. Como ya se
hizo anteriormente en un caso mas general,

(K1 = k)l =21 = p_(k) = 5.

(3.2.9)
Autoestados pares: Por un razonamiento analogo al de los impares, se
tiene

kn+l = 27T, fn+ (:)3) = An+ COS(k‘n+J})

l
W (k) = k2 +0°, py(k) = 3 n™ e N. (3.2.10)

Espectro de K

1. Autoestados ligados
Existe un valor r € N que describe el nimero de estos estados ligados que,
recordemos, tienen valores propios w? < r2. Denotamos por r* al ntimero
de autoestados ligados pares, y r~ a los impares. Aunque de momento no

consideremos este caso, si w

2 — 92, entonces el autoestado ligado con mayor

w? pasa a ser un estado semiligado y contribuye con un peso s, = 1/2 a la
correccién de masa, lo cual ajusta nuestra teoria como veremos mas adelante.

2. Autoestados de scattering

a)

Autoestados impares: Deduccién analoga al del operador de Helmholtz
K, afiadiendo un desfasaje por efecto de V(z), i.e., tenemos funciones
propias espaciales de la forma f,,-(x) & A,,- sin[gn-z + 0~ (¢,,-)] para
x —1/2, con §(¢,,-) tal desfasaje, con m~ € N.

Como ya vimos en el caso de fluctuaciones generales sobre cualquier so-
lucién estable,

G-l + 6(gm-) = 2mm”. (3.2.11)
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Aplicamos el mentado teorema de Levinson sobre estos desfasajes, lo
que nos permite afirmar, adaptando el resultado a un intervalo acotado

[—1/2,1/2], que

lim 6 (¢q) =0, limo (¢q) = 2mm". (3.2.12)

q—00 q—0

De lo anterior surge la siguiente pregunta: ;cudl es el minimo de m™, al
que denotamos por m, , de cara a establecer indices en los sumatorios de
la correccion regularizada? Recurrimos al principio de incertidumbre de
Heisenberg. Si [ es suficientemente grande, entonces G S€ hard pequeno,
con lo que la expresién (3.2.11) implica que

Q= (1 +02(07)) +67(07) = 2mmy, (3.2.13)

donde hemos denotado

(3.2.14)

Entonces, por (3.2.12), tomando ! suficientemente grande (lo cual tiene
sentido, pues recordemos que el caso real se da en [ — 00), y recordando
que [ es la longitud del intervalo en que ubicamos el sistema, entonces
m™m, = 7r_, es decir, r_ =m, .

Como se viene haciendo de forma recurrente sobre las relaciones de dis-
persién, restamos (3.2.11) entre lo casos m~ y m~ + 1, de modo que

(Gm-+1 — Gm- )L+ (0" (gm-+1) — 0 (gm-)) = 2m, (3.2.15)
de lo que se sigue la siguiente relacion

) 1 06—
L1l

3.2.16
2r 2w Oq ( )

p(q) =

Autoestados pares: Ahora, denotamos por m, € N al niimero que etique-
ta a los autovalores de K. Por un procedimiento analogo, obtenemos las
siguientes funciones propias, relaciéon de dispersién, comportamiento en
torno a ¢ = 0 del desfasaje, minimo de m™, y densidad de estados:

fonr () &= A+ Cos(qm+x + 5+(qm+)), x—1/2
G+l + 01 (qm+) = 27m ™,

1
lim 6% (q) = 0, HH(]) 6 (q) = 2n(m™ — 5),
q—

q—00
l 1 06T
L 100%e)

2.1
2r 2w Oq (32.17)

mg =1, p(q) =

Note el lector que, dada la paridad e imparidad de las funciones propias
de este espectro, el razonamiento para m* < 0 es analogo.
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Con todas las relaciones de dispersion anteriores, la correccién, aun discretizada en

. . . B £1/2
[—1/2,1/2], viene dada por la diferencia entre los autovalores de K/? y KO/ como
sigue

T

AE; (6] = —3[sz
+ Z \ @ v — Z k2, +v?

m+_m0 nt=0
N

+ Z N Y e (3.2.18)
mT=mg n==0

Noétese que en (3.2.18) incluimos el estado semiligado de Ky, correspondiente a un
modo constante con autovalor w? = v?, en la familia de autoestados de scattering
pares, porque da cuenta del autovalor mas bajo de Ky en el espectro continuo.

Estamos aplicando una regularizacion de cutoff sobre el niimero de modos, impo-
niendo N = Ny y N’ = N, lo que equilibra los estados de scattering propios de K y
Ko. Damos una expresién para la segunda linea de (3.2.18), teniendo en cuenta que
para la tercera el procedimiento es andlogo. Asi, la segunda fila quedaria como

Cel D S A SN

m+—m0 nt=0

7"""1

h
Lt [ \/qn+ + 0?2 — \/k2 + v?) — Qs + v?
nt=0

n+0

(3.2.19)

Para simplificar la expresion, y omitir los factores [, calculamos el desarrollo de
Taylor de la funcién g € C*(R), dada por g(z) = V22 + v2, en un entorno de k,+,
sobre un punto ¢,,+ dentro de dicho entorno. Denotamos ¢ = ¢,,+ v k = k,+ a dos
de estos vectores de onda arbitrarios. La distancia entre ¢ y k estd mediada por las
relaciones de dispersién dadas en (3.2.17), de forma que

(k)

q—k=— +0(7?). (3.2.20)

La pertenencia de g a dicho entorno esta supeditada al hecho de que podemos tomar,
arbitrariamente, el [ tan grande como queramos. Asi, se tiene que

9(@) = V@ +v2=gk)+ (k) (qg—k) +O0((g— k)*) =

2 UQ . kd(k) —2
VE2 + —lm+0(l ). (3.2.21)

Entonces, como k,+ = 27wn*t /[, si sustituimos (3.2.21) en (3.2.19) la segunda linea
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toma la expresion que sigue

h;d Z Ve v - Z k2, +v?

m+_m0 nt=0
0 R T e < >
~—2 | = /@y +02 40
2 [ EOIW +ZO ot 12
hiy3 dk dw(k)
=l St (k) 4t 3.2.22
| g+ o). (3:2.22)

donde, en la dltima igualdad, se ha tomado [ — oo, con lo que utilizamos que, bajo
este limite, ¢,+ — 0 para n™ € {0,...,r7 — 1}, O(1/1*) — 0, p = 1/27. Ademds,
para llegar a la derivada de w(k) del integrando, se ha usado

I Dy — k
g \VEEY) = e

Como ya se dijo, el procedimiento para el caso impar es analogo. Asi, ya tenemos
expresiones listas para ser regularizadas sobre el espectro continuo, con respecto
a los autoestados de scattering pares e impares, que eran los que nos daban las
divergencias. Ahora tomando los operadores Ky y K en L*(R), y sumando también
las contribuciones de los autoestados ligados, tenemos la siguiente correccion de la
masa al orden de un lazo en términos de diferencias modo a modo

k—o00

2
AE (6] = "”dz ””d o — P ()5 (k)

k=0

() ([ §250 I R

i (%ﬁ) (/0 dkadali )w(k))’ (3.2.23)

donde se ha aplicado integracién por partes sobre integrales como la que aparece en
(3.2.22).

Para dilucidar el comportamiento asintético de los desfasajes, utilizamos la primera
aproximaciéon de Born, teniendo en cuenta que la funcién potencial que induce dichos
desfasajes es V(). Asi,

k—o0

6t (k) ~ —l/ dzV (x) cos®(kx), k — oo
0

0 (k) ~ —— /000 dzV (x)sin?(kz), k — oo. (3.2.24)
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Sustituyendo estas equivalencias bajo k — oo en (3.2.23), se sigue que

h h h 2
AE 6] = %zz %z o ;d,r,fv

2

+ %w(0)5+(0) + Z—ij(())a-(())

k—o0

Ry2 [ 05T (k) + 6 (k)

2 2 [e’s)
+ Lar] lim 4/1+4+ — / dzV (z)(cos?(kx) + sin®(kx))
A k2

+

w(k). (3.2.25)

Definimos 0(k) = 67 (k) + 6~ (k) como el desfasaje total de estos autoestados de
scattering, y usamos que w(0) = v. Por el teorema de Levinson, se sabe que

hy3 3 I3 i3
- —= 4+ —< =-——2 4+ —=2 =
y T Ut 0~ (0)v 5 Ut mr v =0,
h%Ql + h’Ych h’}/ h’)/ 1 h’y
Ut g0 (O 2 I |0 )| 370

(3.2.26)

lo que nos dice que estas diferencias sobre los estados impares tienen una contribucién
no nula. Entonces, la correcciéon a la masa de un kink al orden de un lazo, teniendo
en cuenta la paridad de V' a través de esta regularizacion de estados pares e impares,
adopta la siguiente expresion

d v o1 04 (k) (V(x))
;w,—§+;/o dk———= ok (k)+

h 2
AE, [¢k] = %

donde (V(z)) = [;° dzV ().

El término (—hv3v/4) nos dice que la contribucién del modo con nimero de onda
k = 0, por parte del operador Kg, es la mitad de la contribuciéon de un tnico estado
ligado con ese mismo autovalor w? = v?.

Veamos el caso en que K tuviera un autoestado semiligado (k =0, luego w? = v?).
Recordemos, con la notacién anterior, que el teorema de Levinson afirma que

6 (07) = 2rto,

67 (07) =2m(r~ — 5), (3.2.28)
lo que nos da, repitiendo exactamente el mismo razonamiento que antes, una misma
contribucién de (—hy32v/4) en AE;[¢y], ademéas de una contribucién de 1/2 al nimero
r = r* +r~. Con ello, y teniendo en cuenta que el estado ligado umbral es el que
cumple 6(¢gT) = n,m, con n, el nimero de estados ligados (w? < v?), el primer
término se cancela con este ultimo, pues dicho estado semiligado contribuye a través
de la frecuencia w, = v/2.
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De esta forma, la formula general para la correccion, considerando K con y sin
autoestado semiligado, es como sigue

m? [ & 1 [~ 95k
AE ] = % [Z w; — g + %/ a2
i=1 0

ok
(V(z))
» Wy , 3.2.29
+s,w, + o ( )
donde s, = % si K tiene estado semiligado, y s, = 1 en caso contrario. Como

veremos, las teorfas ¢* y de sine-Gordon s7 que admiten autoestado semiligado dados
sus operadores de sequnda variacién K. Bastard con tomar s, = 1/2.

Fijémonos en lo que hemos hecho. En vista a dar una expresion regularizable para
(3.2.2), hemos planteado los mismos problemas espectrales sobre K, y K. La escisién
de la parte del espectro con estados de scattering (w? > v?) en estados pares e
impares, nos ha permitido, ya bajo [ — 0o, desarrollar una expresién de AE;[¢x] en
términos de los frecuencias de los modos del espectro discreto w;, de las frecuencias
w(k), del desfasaje de las funciones propias con estas iltimas frecuencias al cuadrado
como autovalores, y la funcién V' (x) del Hessiano de la autointeraccién.

Todo este procedimiento tiene una ventaja adicional: nos permite distinguir, en
Spec(f( ), el infimo del espectro continuo y el valor propio del estado semiligado, al
tener este ultimo su propia contribucion.

Asi pues, regularizamos la expresion (3.2.29). Para ello, seguimos el método estdndar
de tomar un cutoff A sobre el nimero de onda k en la integral divergente de dicha
expresion, de modo que definimos

o = A6 (k
AB[(A) = 2 [2 wi- g4t [ anZg
=1

o

Wt 2

Con esta expresion, afirmamos que la correccion cudntica a la masa del kink con
todas las consideraciones hasta ahora dadas (sobre todo, cuantizacién del sistema
como colectividad de osciladores armoénicos desacoplados, presencia y paridad de un
V' no estatico, y posible presencia de autoestado semiligado), todas ellas hasta el
orden de un lazo, es

Jim AB[6(A) = AB[oi].

Decimos que dicha correccion o, idénticamente, la energia de Casimir del kink, esta
regularizada por medio de un cutoff A en el nimero de modos de fluctuacion.

3.2.2. Renormalizacion de la masa

En la expresién de AF;[¢g] de (3.2.29), la regularizaciéon de la teoria a través
de un cutoff A sobre los momentos de la integral va encaminada a solventar la
divergencia ultravioleta de vacio. No obstante, en una teoria con interacciones como
la que estamos tratando, existen otras divergencias ultravioleta, la cual se explicita en
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Figura 3.1: Diagrama de Feynman de la autoenergia que nos da la divergencia a un
lazo, con factor dado por (9?U/d¢?)s,.

el propagador de la interaccién del propio campo consigo mismo en un mismo punto.
Con ello, damos un paso mas alla en el proceso de regularizacion y renormalizaciéon:
en esta segunda fase de la deduccién de la féormula DHN, anadimos a la teoria el
contratérmino que compensa la divergencia que surge en la teoria cuantizada, al
desarrollar, hasta el orden de un lazo, la correlacion de dos campos cuantizados en
el punto z, = (¢, z). Necesitamos saber qué forma adquiere la integral divergente del
propagador, y qué constantes le acompanan. Utilizaremos el formalismo del orden
normal para el calculo de estas correlaciones, a través del teorema de Wick, y con
ello podremos dar el orden normal del Hamiltoniano cuantizado. La adicion de estos
nuevos términos nos dara la féormula buscada de correccion de la masa clasica.
Pretendemos calcular la correlacion en el vacio del campo cuantizado gZ; en x,. Por
comodidad, denotamos por gz@z(xu) a dicha correlacion. Para calcularla, partimos
de la correlacién de dicho operador en los puntos z, = (t,z) y y, = (¥, ), para
finalmente tomar ¢ = t’. Es decir, queremos calcular

(O1T{(,)p(y,.) }10), (3.2.30)

con T el operador que ordena los campos en el tiempo, y con |0) el estado de vacio
en el espacio de Fock, en imagen de Heisenberg, i.e., con dichos estados de vacio
independientes del tiempo.

En virtud del teorema de Wick, si tomamos ¢t = t/, la correlacién viene dada como
sigue

() = () : +00%, (3.2.31)
donde : - : denota al mentado orden normal (i.e., recolocamos los operadores crea-
cion y aniquilaciéon en que vienen dados los operadores, situando los primeros a la
izquierda, y los segundos a la derecha), y donde dv? es el término divergente del dia-
grama de Feynman con el lazo (ver figura 3.1), obtenido en primer orden de teoria
de perturbaciones. Este diagrama induce un propagador, con respecto al loop conec-
tado a través del vértice interno, que es divergente. Esta divergencia es la tinica que,
bajo estas consideraciones, tenemos que solventar ahora, teniendo en cuenta que con
el orden normal las divergencias ultravioletas de la teoria ya estan compensadas.
Dicho dv? viene dado a partir del mencionado propagador, sobre el tinico vértice
interno del diagrama. Este propagador es un propagador de Feynman al uso, dado
en el espacio de momento de la forma

d2 k eiku (Tp—yp)
dv? = 3.2.32
! /Rz (2m)? k ket — 02 + i’ ( )
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donde el término ie, con ¢ € RT, se aniade por conveniencia, por una inminente
aplicacion del teorema de los residuos. Entonces, denotando k = (ko, k1), se sigue

que
dk; ez‘k:o(t—t’)

Sv? = dky———s—— 3.2.33

= [ G L Pom e (3253)

donde w? = v* + ki. En adelante, denotamos 7 =t — ', y por I a la expresion entre
corchetes de (3.2.33). Escindimos en fracciones simples el integrando de I, de forma
que

dko eikoT eikm’ :|
I = — . 3.2.34
/R 2wy, [/{0 — (wy, —ie) ko — (—wy + ie) ( )

Denotamos

eik‘oT
I = [ dk —,
! /R Oko — (wy, — ig)

e’ik‘oT

I, = [ dk . 3.2.35
? /R ko — (—wy + i€) ( )

En cada una de las integrales I y Iy, tomamos las integrales sobre curvas en C que
sean contornos de regiones en dicho plano complejo, que a su vez contengan a cada
uno de los polos simples de los integrandos (wy — ie y —wy, + i€, respectivamente).
Con ello, podemos aplicar el teorema de los residuos, dada la convergencia a cero del
integrando, sin el factor exponencial, para |k| — oo en cada uno de los semiplanos
con Im(z) <0,y con Im(z) > 0, tomando debidamente los signos del parametro 7.
De esta forma, como se aprecia en la figura 3.2, tomamos 7 < 0 para I;, y 7 > 0 para

Im(w)
7 > 0 contour e E

w — 1€

" 7 <0 contour

Figura 3.2: Contorno de la integral parametrizada sobre una curva compleja para el
propagador de Feynman. Los polos son wj, F i€, y son simples. De cara a tener la
convergencia a 0 deseada del integrando, para 7 > 0 cerramos dicho contorno en el
semiplano superior, y para 7 < 0, en el inferior, englobando en cada una de estas
regiones al correspondiente polo.

I,. La forma de escribir estas restricciones sera a través de la funcién de Heaviside
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H, definida como H(z) = 0si x < 0,y H(z) = 1 si z > 0. Entonces, incluyendo
esta funcién y aplicando el teorema de los residuos directamente’, se sigue que

ekoT H (—1)
ko — (wy, — ig)

I, = 27i - Res ( , Wk — is) n(~y, wy — ic), (3.2.36)

con v la curva que parametriza dicho contorno, y n(7, wy — i€) su indice, que es la
unidad. Tomando ¢ — 0% tenemos el valor

I — —2mie™* " H(-7). (3.2.37)
Anélogo procedimiento, tomando también € — 0T, nos lleva a
I, — 2mie "™ H(T). (3.2.38)

Entonces, sumando los dos términos y tomando el limite 7 — 0 (mismo instante
para los dos campos de la correlacion), se sigue que

Ja —2m

(3.2.39)

2wk )

De esta manera, introduciendo este resultado de I en (3.2.33), obtenemos la siguiente

integral divergente
dk 1
= | ———, 3.2.40
/ AT k2 + 12 ( )
donde se ha denotado k; como k.
Discretizamos esta correlacién, situando el sistema en [—1/2,1/2], con condiciones
periddicas sobre los factores espaciales de los modos de fluctuacion, de la forma
f(=1/2) = f(1/2). En términos heuristicos, el paso al espectro continuo se da como

> o= %/ (3.2.41)

de forma que, discretizando,

1 — 1
2 _
ov =5 § - (3.2.42)

/ 212 ’

A continuacién, deducimos, en términos de este dv2, el contratérmino que hay que
anadir a la correccion al orden de un lazo. Para ello, recordemos la expresién de la
densidad Hamiltoniana cuantizada de nuestra teoria

0 ¢

= [ﬂm + 22200 | + U] (3.2.43)

!Tenga en cuenta el lector que la aplicacién aqui expuesta del teorema de los residuos estd
incompleta en su presentacion. El resultado al que llegamos es consecuencia de la integracién sobre
la curva con soporte [—M, M] U S(0,R), con M > 0 el valor cuyo limite M — oo nos daré el
dominio original, y con S (0, R) la semicircunferencia para un R > 0 sobre el que terminaremos
aplicando R — oo, con resultado cero en esta ultima integral.
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término de autointeraccién de H , ahora en términos de operadores creacion y ani-
quilacion.

De esta manera, por aplicacién estandar del teorema de Wick sobre el orden normal
en el Hamiltoniano, tenemos la siguiente expresion

2 2
CH:=H+: {1 — exp (—%5@2%&) U[cﬁ(xu)]] ;

- R, 0U[d(x, 0*Uo(x,,
- H— %502 : —£¢(2x ) 40 <h4fy§5v4 : —(ggbix ) :) : (3.2.44)

donde se ha desarrollado hasta primer orden la funcién exponencial (primer orden
en teoria de perturbaciones). Dada la convergencia de la integral dv? tal y como la
hemos deducido en (3.2.40), estos calculos muestran explicitamente la necesidad de
anadir un contratérmino a la teoria, ahora con factores conocidos en términos del
Hessiano 02U[¢(x,)]/0¢>.

Con todo ello, denotamos por AFEs[¢x] a la contribucién de la diferencia de con-
tratérminos de los sectores de vacio y de kink, cada uno de los cuales establece un
operador Hessiano distinto. Adoptamos la notacién de Dirac, con |0, K )y |0,K0>
los estados fundamentales (sin mesones) en cada uno de estos sectores. Asi, se tiene
que

AEs[¢y]
hiry2 . 0o . . O*U[¢ .
— _%5U2/Rdx (<O,K| : % 110, K) — (0, Ko| : % : |07Ko>> :

(3.2.45)

Por su construccién en el espacio bosénico de Fock, estos estados |0, K) y |0, Ko)
son estados coherentes, es decir, son estados propios de los operadores de creacién
y aniquilacién con que se formula la teoria cuantizada. En particular, son estados
propios de @2U[¢(x,)]/d4%. Esto hace que el ordenamiento normal de este iltimo
operador sea trivial sobre dicho estados, de forma que

0. k|- 200w Ua[‘igx”)] 0, &) — (0, Fo| - LU U(gig“” 10, Ko)
_ PUlg(@)] UL _ - 2 _
="  o¢ ve+V(z) — v =V (x).

Por lo tanto, sustituyendo la diferencia de valores esperados en (3.2.45), se sigue la
siguiente expresion como diferencia de contratérminos a anadir en la correccion al
orden de un lazo que dimos en (3.2.29):

2 dk
e [ Vo

Con todo ello, estamos en condiciones de dar una formula DHN general, tras regu-
larizar, considerar la simetria del potencial V(x), y tras anadir los correspondientes

(3.2.46)
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contratérminos. Formalmente, la expresion de las correcciones de la masa del kink,
respecto al punto de vacio escogido, hasta el orden de un lazo, seria como sigue

ABl] _ AR + ABlon] 123
h%zz h%z 2 =2
+igw -ty L dkL\/
2 4 2rm J,

+ % <1 - %/Rm> : (3.2.47)

En la practica, con la regularizacién dada, estas correcciones se calculan tomando el
limite A — oo sobre el cutoff de momentos de la forma que sigue

AE[g] . AB[g] 1

ﬁ’yg B /\lgl;o h’yg () = 2 j;wj

1 1 A 96(k)

— 8, Wy — lim dk———=V k? 2
—|—25w 4+27TA—>00/0 ok +v

O (1 1 (3.2.48)

4m 2A—>oo/ «/kr2+v2)

Con todo ello, particularizamos esta férmula sobre los modelos objeto de nuestro
estudio: sine-Gordon y ¢*. Para estos calculos, necesitamos conocer explicitamente
los espectros de K, y K de estos dos modelos, asi como las formas analiticas de
los desfasajes para los autoestados de scattering. Los espectros de Ko, de deduccion
estandar a partir de un operador de Helmtoltz discretizado, ya los conocemos (ver
(3.1.30)), con lo que bastarfa particularizar para v? = 1 para sine-Gordon, y v* = 4

para ¢*, pues

02U
USG[¢] =1- COS(¢) 7¢v = 27’L7T, nertZ = (W) = COS(va) = 17
¢U
1 0*U
Uplg] = 5(6" = 1)° ¢ = +1 — <3752>¢U = 602 — 2 = 4, (3.2.49)

donde se ha usado que (9°U/0¢*) = cos(¢) para sine-Gordon, y que (0*U/0¢%) =
642 — 2 para ¢*. El calculo de Spec(K) y de los desfasajes se trata en el siguiente
apartado.

3.3. Calculo de Spec(K) y 6(k)
Los problemas espectrales con los que lidiamos son
K fi(z) = w(k)? fo(), (3.3.1)

donde K = —92 4 (82U/ 0¢?) 4, (z)- Con todo ello, conocidos los Hessianos de las
autointeracciones de los modelos de sine-Gordon y ¢*, asf como las soluciones cla-
sicas de tipo kink/antikink generales ¢(x) = =4arctan(e®) para sine-Gordon, y
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d(x) = +tanh(z) para ¢! (se ha tomado la constante de localizacién zy como 0,
por comodidad), podemos deducir los operadores de segunda variacién en el sec-
tor kink para estas teorias. Los Hessianos de la autointeraccion, evaluados en estas
soluciones, son

el = cos(t4arctan(e®)) = 1 — 2sech”(x),
O/ e

(82_U> = 6(+tanh(r))? — 2 = 4 — 6sech?(x). (3.3.2)
0¢? bk (z)

Esto nos dice que la resolucién de (3.3.1) se corresponde con una familia més general
de ecuaciones diferenciales de la forma

f"(z) + s(s + Dsech?®(z) f(z) = (v* — w(k)?) f(z), (3.3.3)

donde se ha denotado a f;, como f,y donde, a priori, consideramos cualquier s € R.
Entramos en la resolucién, tanto para estados ligados y semiligado (w(k)? < v?),
como para autoestados de scattering (w(k)? > v?), de la ecuacién general (3.3.3).
El potencial V(z) = —s(s + 1)sech®(z) que aparece en el Hessiano del operador
de segunda variacion de la energia obedece a una familia amplia de potenciales, de
tipo transparente, llamada potenciales de Pdschl-Teller. En los apartados que siguen
entramos en la caracterizacion, en principio general y después particularizada, no
solo de los elementos necesarios para el cdlculo de AFEs[¢y], sino también de la fisica,
y parte de la matematica, subyacente a este tipo de problemas unidimensionales.
La condicién de transparencia del potencial aflorarda cuando hablemos de estados de
scattering, en términos de funciones hipergeométricas. Recordemos: un estado ligado
en estas condiciones determina un mesén atrapado en un pozo de potencial inducido
por el kink, mientras que un estado de scattering determina un mesén moviéndose en
un sistema con el kink de fondo, ambos en términos de autofunciones de un operador
de Schrodinger no estatico. Esto ultimo determina la diferencia fundamental con
las fluctuaciones de vacio. No describimos los estados de estos mesones con modos
dados como una combinacién lineal de ondas planas libres e independientes, sino
que ahora los estados de las particulas cuya colectividad engendra nuestro sistema
no son libres en término general. En el mismo cuerpo de este trabajo, presentamos
el desarrollo mas rapido hoy conocido para deducir el espectro de los autoestados
ligados, asi como las formas generales, en términos de funciones hipergeométricas,
de estos estados, viendo cémo aflora con total naturalidad el estado semiligado.
Haremos lo mismo con los autoestados de scattering, probando que el potencial de
Poschl-Teller es transparente, e incluyendo un breve desarrollo del célculo de 6(q)
para sine-Gordon. En el apéndice B exponemos los resultados, detallados en [33]
(p. 113), de las amplitudes de scattering y desfasajes de un sistema gobernado por
la ecuacion (3.3.3). Si bien desarrollaremos parcialmente el célculo de d(g) para
sine-Gordon, dada la densidad del calculo, aplicaremos directamente el contenido de
dicho apéndice para la teorfa ¢*.
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Figura 3.3: Potenciales de Poschl-Teller V(z) = —s(s + 1)sech?(x) para los casos
s = 1 (sine-Gordon, 10jo), y s = 2 (¢*, morado). Los autoestados con w? < v?
con v? = 1 para sine-Gordon, y v?> = 4 para ¢*, son mesones atados al pozo de
potencial determinado por V(z). Si w? > v?, estos autoestados describen mesones
moviéndones con el kink de fondo.

3.3.1. Calculo del espectro de autoestados ligados

Denotamos A = v* — w(k)?, y nos quedamos con el caso A > 0. Mostraremos

un calculo estandar de deducciéon de soluciones a través de la ecuacion diferencial
tipica de los polinomios de Legendre (o, en general, de funciones hipergeométricas),
a partir de (3.3.3), de lo que podremos deducir todos los autoestados presentes.
Escribimos la ecuacién a resolver de la siguiente forma

f"(z) + [s(s + L)sech®(z) — A] f(z) = 0. (3.34)

Aplicamos un cambio de variable via el difeomorfismo I' : R — (—1,1) dada por
u = tanh(z), z € R. Denotamos £ = v/), donde € € R dado que A > 0. Teniendo en
cuenta las siguientes relaciones

Optanh(r) = sech?(x),

D = ﬁ@c 0, = (1— ),
sech?(z) = sech®(arctanh(u)) = 1 — u?, (3.3.5)
entonces
f'(@) = (1= u*)d,[(1 = u®)duf(u)] = (1 —u®)[(1 = u?) f'(w)]". (3.3.6)

Todo ello nos permite reescribir (3.3.4) como sigue, previa divisén por 1 — u? # 0,

62

1 —u?

[(1—w?)f (w)] + [s(s+1) — f(u) = 0. (3.3.7)
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Pues bien, en este caso en que A > 0, esta es la conocida EDO cuya solucién se
da en términos de los polinomios de Legendre. No obstante, para poder describir
con exactitud los autoestados ligados, generalizamos la resolucién a funciones hi-
pergeométricas, con el cambio f(u) = (1 — u?)*/2h(u), con h € C*((—1,1),R), y con

z = 3(1 — ). Esto nos lleva de (3.3.7) a la siguiente ecuacién

2(1=2)h"+(e+1)(1 —22)h' — (e —s)(e+ s+ 1)h = 0. (3.3.8)

La solucién de (3.3.8) viene dada en términos de una funcién hipergeométrica, de-
pendiente de los parametros de (3.3.7), como sigue

Fw) = (1= @) 2Flc— s,c+ s+ 1,41, %(1 — )]

[e.9]

% (€ —9)n 5+s—|—1)n1_ "
Z TR (1—u)", (3.3.9)

n=

donde (), =z(x+1)...(x+n—1),con x € Cyn € Ny, es el llamado simbolo de
Pochhammer.

Esta serie (3.3.9) converge si |5(1 — )| < 1, i.e, si u € D(1,2), con D(1,2) el
disco centrado en u = 1, con radio 2. Sin embargo, a través de la correspondiente
prolongacién analitica, podemos tomar esta funcién también holomorfa en la region
dada por |u| > 1, salvo en la rama {z : Im(2) =0, |z| > 1}.

Notese que, con estas ultimas consideraciones, si u — 1, es decir, si z — o0, la
expresion (3.3.9) es finita; y si u — —1, es decir, si z — —o0, para tener convergencia
debemos imponer € — s = —n, con n € Ny (véase [34]). Esto implica que la funcién
hipergeométrica de (3.3.9) es un polinomio de grado a lo sumo n, y finito para
u— —1.

Recordemos que € = v\, v como A = v? — w? se tiene que

—n=ec—5=VA—5 = VA=s5-n

— w? =v> — (s —n)?, neNy. (3.3.10)

Esto clarifica, al fin, el espectro que podemos tener para cualquier teoria cuya ecua-
cién espectral en el sector kink es (3.3.4), para vv? — w? — s € Z~. En particular,

1. sine-Gordon (s =1, v* = 1)

¥ —-1=0 n=0
w? =v? —(1—n)* = (3.3.11)

2. ¢t (s=2,0v*=4)

v2—4=0 n=0

w?=1v*-2-n)?=¢ v?-1=3 n=1 (3.3.12)
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Estos espectro dan cuenta de los modos nulos en ambas teorias, asi como de estados
semiligados en w? = 1 (sine-Gordon), y w? = 4 (¢*), como el infimo del espectro
continuo de los K. En esta ultima, ademas, aparece un modo ligado, no semiligado
y no nulo, con frecuencia w? = 3, en la teorfa ¢*. Este tltimo fenémeno se debe
a que el modelo ¢* es una simplificacién del modelo de sine-Gordon, a partir del
truncamiento en el término de grado 4 en el desarrollo de Taylor de la autointeraccion
de esta tltima teoria.

3.3.2. (Calculos sobre estados de scattering

Recurrimos a un razonamiento analogo al del calculo de estados ligados, con una
importante diferencia: ahora A\ = v*—w(k)? < 0. Asi, partiendo de la misma ecuacién
(3.3.4), y con el mismo parametro A pero con signo cambiado, repetimos el cambio
de variable a través del difeomorfismo u = tanh(z), denotando ahora k = v/—\ € R.
Notese que ahora denotamos a este parametro como si fuera un vector de onda, y
tiene el sentido de que k = v/—X\ = Vw? — 02, i.e., es justamente el nimero de onda
de las relaciones de dispersion conocidas. Asi, aplicando estos cambios en (3.3.4), se
tiene que

2

1 —u?

(1 —u?®)f'(u)] + [8(3 +1) + } f(u) =0. (3.3.13)

Anadimos ahora un nuevo cambio de variable. Consideramos k& = i7, de tal forma
que

.
1 —u?

(1 — ) f/ ()] + {s(s +1) - } Flu) = 0. (3.3.14)

Resolvemos (3.3.14) igual que para los estados ligados, sin olvidar que 7 = —ie, y
e = v/—A. Consideramos f(u) = (1 — u?)~*/2h(u), z = 1(1 — u), de modo (3.3.14)

se convierte en
2(1=2)h" + (1t + 1) (1 =220 — (1= s)(t+s+1)h=0. (3.3.15)

Con todo ello, la solucién viene de nuevo dada en términos de una funcién hiper-
geométrica como sigue

j 1
flu)=(1- uz)_sz[—z’k —s,—itk+s+1,—ik +1, 5(1 — )]

—1-w) Yy (_Zk;jzslzkfl;; Doy _ e (3.3.16)

Notese que si tomamos u — 1, es decir, x — 0o, podemos aproximar
1 —u=1—tanh(z) =~ 2¢*, (3.3.17)

lo que nos daria, bajo el régimen asintético por el lado x — 0o, una forma asintética
de onda transmitida proporcional a e¥*?.



90 CAPITULO 3. CORRECCIONES DE MASA AL ORDEN DE UN LAZO

Por otro lado, bajo u — —1, es decir, x+ — —o0, la forma asintética del autoestado
viene dada por (para mayor detalle, ver [35]),

ik L(ik)0(1 —ik)
‘ [r<—s>r<1+s>]

fz) =

D(=ik)T(1 — ik) } (3.3.18)

+ et [F(—z’k Dkt 1+ )
Asi, los estados asintéticos de este sistema estan dados, de forma general, como
f(z) ~ ae™™ +be** 2 — —o0,
fz) = e 1 — oco. (3.3.19)
Denotamos b(k) y t(k) las amplitudes de scattering de reflexion y de transmisién, y

escribimos t(k) = 1+ ¢(k) de tal forma que el desfasaje se podra obtener a partir de
c(k) (ver [33], p. 105). Entonces,

_a  T(ik)D(—ik — s)D(—ik + s+ 1)
bk =7 = [(—ik)T(—s)L(1+s)

[(—ik — s)[(—ik + s+ 1)
T(—ik)T(1 — ik)

1
1+ c(k) = 5= t(k) = (3.3.20)
Notemos que (ver [33]), si s = n € Z, se obtiene transmision total |t| = 1, y ademds
I'(—n) = oo, lo que implica que b(k) = 0.
Usamos ahora que, para todo z € C,
™
r-r{a-z=——. 3.3.21
O (3321)

Utilizando esta relacién en la primera igualdad de (3.3.20), se sigue que

) cos? (7 (s + 1))

b(k)]" = — 2 oy
sinh?(k) cos? (7 (s + 1))

(3.3.22)

lo cual se anula si 0 > —s(s + 1), relacién que se cumple si s € N. En particular,
los potenciales de Poschl-Teller son transparentes si s € N, lo que demuestra
una afirmacién que viene siendo recurrente en este trabajo.

Entramos ahora en el calculo de los desfasajes. Para ello, necesitamos la forma
exacta de las formas asintéticas de los autoestados de scattering. Nos limitamos a
sine-Gordon (s = 1), pues el procedimiento para ¢* es andlogo, pero sus cdlculos nos
desviarian demasiado de nuestros objetivos. Ademas, en B presentamos someramente
un método de factorizacion que nos permite expresar la forma general de dichos
desafasajes, para potenciales de Poschl-Teller con s € N. Asi pues, en este caso, y
usando (3.3.16), se obtiene la siguiente forma exacta de autoestado de scattering

([36] y [33]):
(tk — tanh(x))
tk+1

fr(z) = ek (3.3.23)
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Tomamos x — 00, y como entonces tanh(z) — 1, es inmediata la forma de 1+ ¢(k).
Recordemos que b(k) = 0 para todo k, bajo el limite z — —o0. Asi pues,
1tk —1 2

Lelh) = 5= = elb) =~ (3.3.24)

Tengamos en cuenta, recurriendo a la deduccién dada en [33], que nuestro potencial
es par y transparente, lo que implica que los desfasajes asociados a los autoestados
pares e impares coinciden, y por ello ¢(k) = 2ie®*)/2sin(§(k)/2), con d(k) el desfasaje
asociado a ambos tipos de autoestados. Entonces, sustituyendo en (3.3.24), se sigue
que

i e k+i L
TaEe S®2gin(5(k)/2) = Pl sin(d(k)/2) cos(6(k)/2) + isin“(6(k)/2)
kQLH = sin(d(k)/2) cos(d(k)/2)

= sin?(§(k)/2).

_1
k241

De esta manera, dividiendo la segunda igualdad entre la primera, se sigue que
1
tan(o(k)/2) = T (3.3.26)

Para poder expresa el desfasaje, necesitamos dar una buena definicién de la funcién
arctan en C, para lo que quitamos la rama {re’™? : r > 0}, lo que nos da una
buena definiciéon para los valores 1/k € R\ {0}. De esta forma, podemos afirmar
que, para todo nimero de onda k el desfasaje para el estado de scattering descrito,
con generalidad, en el modelo de sine-Gordon, es

1
i(k) = 2arctanE, (3.3.27)
admitiendo la extension, aunque no esté dentro del dominio de §(k), de §(k) — 0
para k — oo.
Por su parte, enunciamos el valor que toma esta magnitud en el modelo ¢*:

d(k) = —2arctan (3.3.28)

3
2 — k2’
de nuevo en el dominio {re’™/? : r > 0}, admitiendo §(k) — 0 para k — oo.
Con todo ello, ya conocemos todos los autoestados ligados y autoestado semiligado,
los espectros finitos con los cuadrados de las frecuencias de los modos asociados a
todos estos, las formas explicitas de los autoestados de scattering, sostenidos sobre
un espectro continuo de autovalores, para todo s € N, y los desafasajes para sine-

Gordony ¢ (s=1y s=2).
3.4. Correcciones en el modelo de sine-Gordon

Dada su mayor simpleza analitica, empezamos por el modelo de sine-Gordon.
Resumimos los objetos mas importantes para el calculo de la correccion AE|¢y].
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Recordemos que V(z) = 1 — 2sech®(z), con lo que, como

/da: sech®(z) = tanh(7)|*_ = 2, (3.4.1)
R
se sigue que (V(z)) = —4. Asi, ya hemos deducido todo lo que sigue

(V(x )> —4, Spec(Ko) = {vf = 1} U {v(k)* = k* + L}rer,

Spec(K ) ={w; =0} U {wi = 1} U {w(q)* = ¢* + 1} ger,
l 1
k)= —, 0(q) = 2arctan—,
po(k) = 5—, 4(q) .
l 1 946(q) l 1 1

_ _t 1 3.4.2
pla) o +27T dq 2r w1+ q? ( )

donde el subindice 1/2 en el segundo espectro denota al estado semiligado, en relaciéon
a que la contribucién de la frecuencia de este modo se dara con un factor 1/2.
Sustituyendo todos estos valores en la formula DHN (3.2.48), se sigue que

AEy[¢x]

PR
22 44

1 A 96(k) 1 1 A dk
— I — V1= (1-= 1 —
+ o Am /0 dk o k= + - ( 5 Am ) )

2 1
— __ I 2 _ =
_m\lﬂﬂoodk< k2+1)”k+1 7r< 21520/ \/W)
Ll o]
v 0 VE2 + 1 % ;Agrolo «/k;2
1
S 4
. (343

Noétese que si nos hubiéramos quedado en la regularizacion con el cutoff de modos
de fluctuacién, la correccion seria

AE[¢]/(h3) = 0. (3.4.4)

No obstante, podemos tomar con total libertad el limite A — oo, el cual, con los
contratérminos anadidos (3.2.45), afiaden un término no nulo a la correccién total.
Como 73 = A\/m? es una de las constantes dadas en la teorfa de sine-Gordon, se
tiene que

R\ I\
2

Blor) = —— "5 ~ —031831 - (3.4.5)

Con este resultado concluimos que el analisis perturbativo de la accién hasta segundo
orden en potencias de la fluctuacion, asi como la naturaleza atractiva y transparente
del potencial de Poschl-Teller, la regularizacion sobre el niimero de modos, o la in-
clusion de contratérminos que compensen la divergencia considerada del propagador
que encontramos en el diagrama 3.1, determinan teéricamente una correccién nega-
tiva, lineal en A por la forma en que hemos truncado la expansion perturbativa, de
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la masa clasica del kink de sine-Gordon. La causa de esta correcciéon reside en una
idea recurrente en las teorias cudnticas de campos: las llamadas, con total genera-
lidad, fluctuaciones cuénticas de vacio. Estas se definen como cambios aleatorios y
pequenos en los valores de determinados campos, a razéon de las incertidumbres en
tiempo y energia. El fundamento esta en el principio de incertidumbre de Heisenberg
[37]. Este afirma que las incertidumbres de energfa y tiempo estén relacionadas por
la desigualdad

AEAt > ~h, (3.4.6)

N | —

con lo que, en el vacio, pares de particulas virtuales, con energia dentro del margen
de AFE, y con tiempos de vida més pequenos que At, son creadas y destruidas
continuamente. En nuestro caso, hemos estudiado el efecto de estas fluctuaciones
sobre el valor de una masa obtenida por métodos clasicos y, para ello, hemos recurrido
a técnicas de regularizacion y renormalizacion que nos han dado valores finitos y
concretos de dichas correcciones.

3.5. Correcciones en el modelo ¢*
Anélogamente, para el modelo ¢* tenemos los siguientes valores

V(@) = —12, Spec(Ko) = {t? = 4} U {o(k)? = & + 4pse,

Spec(K) = {w; = 0} U {w? =3} U{w? = 4}, o U {w(q)* = ¢* + 4} 4er,
l q

po(k) = %;5@) = —QarCtaHQ_—qQ,

l 196(q) 1 3 2+ ¢

- —— 7 - _ 5.1
pla) on om Jq 2r m(1+¢*)(4+¢?)’ (3:5-1)

con notacion anédloga. Sustituimos estos valores en (3.2.48), lo que nos da la siguiente
correccion via dicha féormula DHN:

ABs[py] 1 1 1
—pr =5 (04 V8) + V- Vi

Ll a2 Jprio 212y /

— lYm _ S — im

2T A—oo J (k2 4+ 1)(k2+4) Ar U 2450 \/kQ
= \/—g — § Iim | arcsinh é + Larc‘can ﬂ

T2 I AS, 2 V3 V4 + A2

_3 (1 — lim arcsinh (%)) _V3 3 ﬁaretan(\/g)

T A—o0 2 T T

1 3
2 (3.5.2)

T o/f3 o«

donde se ha utilizado que arctan(v/3) = 7/3, dada la rama escogida para la funcién
tangente en (—m/2,7/2). También, se ha utilizado la tabla de primitivas [38] para
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la segunda igualdad.

Ahora, si omitiéramos la adicién de los contratérminos (3.2.45), y solo nos quedara-
mos con la regularizacién con el cutoff sobre el nimero de modos, tendriamos una
correcciéon como sigue

ABE i)/ () = 1/2V/3. (3.5.3)

No obstante, con los contratérminos anadidos a raiz de la divergencia via la auto-
energfa del loop de la teorfa, tenemos, teniendo en cuenta que de nuevo 73 = \/m?,
la siguiente correccién total sobre la energia clésica del kink de ¢* hasta el orden de
un lazo:

A 13 hA
AE[g] = 5 (2—\/3 —~ %) ~ —0,0889043 - (3.5.4)

Analogo comentario al de sine-Gordon es aplicable a este tltimo resultado: de nuevo,
las fluctuaciones cuanticas resultan en una correccion negativa de la masa clasica
del kink, con una diferencia con respecto al caso anterior: ahora, limitandonos a la
regularizacion por el cutoff en la energia, la correcciéon es no nula y positiva, como
se aprecia en (3.5.3).

De esta manera, ya conocemos los valores tedricos con que las fluctuaciones cuanticas
de vacio desplazan el valor de la masa clasica de nuestros dos kinks, como funcién

de h.




Capitulo 4

Conclusiones

Presentamos a continuacion una lista de los resultados mas importantes de este
trabajo. Hemos referido las férmulas que presentamos con su numeracion original,
para que al lector interesado le sea més facil ir a la correspondiente ubicaciéon en el
propio trabajo.

1. Hemos estudiado la naturaleza topologica de las soluciones kink en una teoria
escalar y bosénica con espacio de configuraciones estacionarias

D = {¢ € Maps(R,R) : E[¢] < oo}, (1.2.4)

estudiando el caracter de conexién de D a través de la relacion M = G/H, con
H el grupo pequeno de todos y cada uno de los elementos de la variedad de
vacio M, G el grupo discreto de simetria de la teoria, y E[] el funcional energia
de la teoria. Todo el desarrollo, realizado sobre todo en el primer capitulo, ha
mostrado la marcada relacion existente entre las soluciones estacionarias de
estas teorias escalares y la topologia del espacio de configuracién, determinada
por las condiciones de contorno que ubicamos en M.

2. Hemos explorado algunas consecuencias de esta topologia propia de las solu-
ciones kink: su estabilidad, el comportamiento en el espacio de éstas a través
de las cotas y ecuacion de primer orden de Bogomolny, o el caracter atractivo
de los sistemas kink-antikink en ¢*, y el cardcter repulsivo de los sistemas kink-
antikink en sine-Gordon. Con respecto a esta tltima observacién, la topologia
de D determina todos los posibles sistemas multi-kink /antikink a través de las
relaciones

fi(00) = fiz1(—00), (1.7.8)

con f; v fix1 las soluciones estacionarias localizadas en puntos a; y a;;1 con-
secutivos en una sucesion de valores de R.

3. Hemos particularizado todo el desarrollo clasico anterior en los modelos de
¢* y de sine-Gordon, dando una forma particular a las biyecciones probadas
sobre los grupos de homotopia, 71 (M) = Z para sine-Gordon y m (M) = Zs
para ¢*; asi como a las soluciones tipo kink, monétonas, con densidad de
energia localizada en una region acotada del espacio, y masa en reposo finita.

95



96

CAPITULO 4. CONCLUSIONES

A través de las correspondientes transformaciones de Lorentz, hemos pasado
de estas soluciones estacionarias a las ondas propagantes no disipativas que
caracterizan esta teoria, en particular

Gga(t, x) = £tanh(y(x — o — vt)), (2.3.13)
bs(t, ) = £4 arctan(e?@207)) 4 97 (n € Z), (2.4.13)

con energias en reposo o masas clasicas dadas por

Elpg] = 4/3, (2.7.4)
Elpsc] = 8. (2.6.5)

. Sobre las soluciones clasicas anteriores, hemos desarrollado correcciones cuan-

ticas al orden de una lazo, en dos fases caracterizadas por distintos métodos de
regularizacion. Las correcciones que resultan son consecuencia del fenémeno
de las fluctuaciones cuanticas de vacio, las cuales se derivan del principio de
incertidumbre de Heisenberg. Dichas fases son:

1) Regularizacion por cutoff sobre el nimero de modos de fluctuacién, con
correcciones

AE; ¢y = 0, (3.4.4)
AE)[¢pg1] = BN/ (2V/3m?). (3.5.3)

2) Junto a lo anterior, por renormalizacién de la masa a través contratér-
minos anadidos a raiz del orden normal del Hamiltoniano cuantizado,

obtenemos
hA A\
AEs[psc| = s ~ —0,31831 - e (3.4.5)
A 1 3 hA
AE. =—|—4—-——-) - 43—. 3.5.4
2[%4] 3 (2\/3 W) 0,08890 Sm2 (3.5.4)

En (3.4.4) y (3.5.3) presentamos las correcciones, hasta primer orden en h,
de dichas masas clasicas, a través de las diferencias, calculadas modo a mo-
do, entre las energias de vacio de los sectores topologicos de kink y de vacio.
Sin embargo, no nos hemos quedado ahi, y de cara a solventar la divergencia
debida a la autoenergia dada en 3.1, hemos anadido la diferencia de los contra-
términos, de nuevo entre los sectores kink y de vacio, de las teorias escalares
de sine-Gordon y ¢*, también hasta primer orden en h. Este ultimo calculo
nos ha dado unas correcciones finales negativas dadas por (3.4.5) y (3.5.4).



Apéndice A
Espacio de Fock

Introducimos algunas nociones esenciales en la formalizacion de toda teoria cuan-
tica de campos, referentes al espacio de Fock. Nos limitamos a dar las nociones
basicas de los operadores creacion, aniquilacion, y nimero de ocupacion, asi como
de mostrar superficialmente la construccion y la forma de este espacio, con el cual
expresamos los estados cuanticos de las teorias de campos cuantizadas que se dan
en este trabajo. En este apéndice, seguiremos la referencia [39]

Sea H el espacio de Hilbert monoparticular, como lo puede ser frecuentemente el
espacio de clases de equivalencia de funciones de cuadrado integrable en R3, L?(R3),
para el caso de particulas sin espin, y sean ¢i(x) € Hy = H cada uno de sus ele-
mentos. En estos términos, un estado de dos particulas viene dado por el producto
tensorial

@1(1’1,1’2) ceH,=H®H (AO].)

Analogamente, para un estado de n-particulas,
On(T1,. .., 2,) € HO. (A.0.2)

Denotaremos por (-,-) al producto interno definido en el espacio de n particulas
H®™

Como es bien sabido, sistemas de particulas idénticas obedecen a las conocidas es-
tadisticas de Fermi o de Bose. En términos de elementos de un espacio vectorial de
Hilbert, esto se traduce en que tenemos estados simétricos de la forma

1
S:{gpn = E Z gpn(x,rl, P ,.I'ﬂ-n), (AO3)

0 antisimétricos como

1
S;QOTZ = E Z Sgn(ﬂ-)gpn(l‘ﬂ'la <o aan)~ <A04)

donde 7 denota a cada uno de los elementos del grupo simétrico GG,, de permutaciones
con cardinal n!, y donde se ha usado la aplicacién sgn : G,, — {—1,1}, para la
cual sgn(m) = +1 si ™ se descompone como composicion de un nimero par de
transposiciones, y sgn = —1 si lo hace en un nimero impar (téngase en cuenta
que las trasposiciones generan el grupo G,,). S;" v S;” son operadores proyeccion del
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espacio de estados de n particulas en el espacio de estados de n particulas simétricos y
antisimétricos, respectivamente. De esta forma, por su construccién podemos afirmar
que S;y S son operadores idempotentes y autoadjuntos, es decir,

(S2)? =55,
(wnv 52:9071) = (Sr:::d)m SOTL)- (AO5)

De esta forma, definimos los verdaderos estados fisicos de n particulas, ya sea para
la estadistica de Bose o la de Fermi, como sigue:

Hf = STH®", (A.0.6)

donde el signo + hace referencia a los bosones, y — a los fermiones. Nétese que lo
unico que hemos hecho ha sido simetrizar, o antisimetrizar, los estados producto
tensorial definidos sobre un producto tensorial de espacios de Hilbert que contienen
estados monoparticulares.

Asi, con esta estructura funcional, pasamos a definir el espacio en el que daremos
estados multiparticulares cualesquiera, con el signo dependiendo de a qué estadistica
estemos obedeciendo.

Definicién A.0.1. Todos los estados multiparticulares los vienen dados en el lla-
mado espacio de Fock, definido como:

F* =) H (A.0.7)
n=0

donde
Hy={aQ}, a€C, (A.0.8)

es el espacio de Hilbert unidimensional formado por los que llamaremos estados
de wvacio.

Notemos que un elemento de F* o, cuando se quiera generalizar para ambas
estadisticas, simplemente F, viene dado por una sucesién infinita de estados, los
cuales seran el correspondiente de vacio, el de una particula, el de dos particulas,
etc. Esto es, los elementos de F' son de la forma

Qb: (@valv"')a (AOQ)
donde, formalizando lo que acabamos de decir,

o =, paraalgin a € C, o1 € Hy,...,0, € H, ... (A.0.10)

De forma usual a como se suele definir el producto interno de una suma directa de
espacios de Hilbert, damos el producto interno del espacio de Fock como sigue
(o)

(6,0) = (Pns V), (A.0.11)

n=0
donde (-, -),, denota al producto interno de H=, que no es més que el de H, restringido
a estados simétricos o antisimétricos.
A continuacién, formalizamos, en estos espacios, la forma que tomara el operador
numero de particulas, que denotaremos por N.
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Definicién A.0.2. Sea ¢ = (o, p1,...) € F. Entonces, para todo n € Ny, definimos
el operador nimero de particulas N de la siguiente forma

(N¢), = npn, (A.0.12)

sobre un dominio dado por

D(N)={¢€F:Zn2||wn||i=|IN¢|I2<OO}- (A.0.13)

De esta definicién se sigue automaticamente el siguiente resultado.

Proposiciéon A.0.3. El operador numero de particulas N es no acotado, positivo y
auto-adjunto sobre el dominio D(N) dado en la definicion A.0.2.

El significado fisico de este operador es el de devolver como autovalores de los
correspondientes elementos generadores del espacio de Fock el ntiimero de particulas
en un determinado estado, dado en términos de coordenadas o de momentos, en
funcién de la representacion que se esté utilizando. De esta forma, cualquier operador
A que actie sobre el espacio de Fock F'y que conmute con N, es decir

[A,N] =0, (A.0.14)

no cambiara el nimero de particulas de lo estados del correspondiente sistema.
Ahora, introducimos los operadores que si que cambian el nimero de particulas.
Empezamos por el operador creacién a*(f), el cual crea una particula con “funcién
de onda” f € Hy,ie.,a*(f)Q2=f,y

(@ (f)d)n = VnSy(f ® pn1), neN, p€F, (A.0.15)

donde, por ahora, % es un mero formalismo. Veremos mas adelante que su significado
serd el de adjunto de otro operador. Por el factor /n, a* es no acotado para bosones,
mientras que si sera acotado para fermiones. Esto es debido a la antisimetrizacion
en el tltimo caso, hecho que no ocurre en el caso bosoénico.

Definidos los operadores creacion, los de aniquilacion se definen de forma analoga

(a(f)P)n(x1,. .., 20) = VN + 1/dxf*(x)<pn+1(x,x1, o xy), meNy (A.0.16)

esto es, absorbe una particula con funcién de onda f. En el vacio 2 = (1,0,...),
éste actia de la forma

a(f)2=0, feH. (A.0.17)

Con esta construccion, aunque no es trivial, enunciamos la relacion esperada de
operadores adjuntos de los operadores de creacién y aniquilacion:

a(f)=a* (N, feH, (A.0.18)
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lo que se puede interpretar como la definicion abstracta de los operadores de aniqui-
lacion.

A partir de a*, podemos definir, en los espacios de coordenadas y de momentos, los
funcionales a*(x) y a*(k) que toman valores en el espacio de operadores con origen
en I, de la forma

a*(f) = / dra*(z) f(x) = / dka* (k) f(k), (A.0.19)

con f la transformada de Fourier de f, y donde al operador a se le hace corresponder
expresiones analogas. Con este formalismo, si tomamos una base ortonormal {f;}
de Hy, con f; sus conjugados, podemos escribir estos objetos en términos de series
de Fourier como

i (k) = Za*(fn () = a (f) f(x),
a(r) =Y a(f)fix) = a(f;)f(x),
a(k) = Za( ) fi(x) = Za(ﬂ-) () (A.0.20)

Con todo ello, escribimos las siguientes expresiones de a*(k) y a(x) actuando sobre
componentes de elementos de F', en los espacios de momentos y de coordenadas.
Damos solo este par por su trivial analogia con las expresiones de a(k) y a*(x).

(d*(k)qb)n(kla R kn) = \/ESZ:((SU{: - kl)(pn—l(k% R kn))?
(@(2)P)n(z1, ... xn) = VN + Lppri (T2, ... xy). (A.0.21)

La primera expresién no es un operador, pues estd actuando sobre distribuciones
delta; mientras que la segunda si que lo es. Los operadores a y a*, escritos en
estos términos, no son mas que coeficientes de Fourier de una expansién en una base
ortonormal. Llegados a este punto, presentamos una forma en que se puede expresar,
a partir de los operadores creacién y aniquilacion, el operador niimero de particulas:

N = /dxat(x)a(x), (A.0.22)

o bien, a partir de (A.0.20), se tiene
N = Za (f)a(fe)(fy, fo) Za (f;)a (A.0.23)

De ello, y ya para conclulr esta construccion, se puede probar que
(N@)w = 1Sy on(w1,. ., 20). (A.0.24)

Todo ello formaliza, de manera superficial, el analisis funcional que hay detras de las
locuciones “estados en el espacio de Fock” o “cuantizamos tomando los coeficientes
de Fourier como operadores de creaciéon y aniquilaciéon”. Aunque, por supuesto, no
hemos hecho mas que rozar la punta del iceberg, a nosotros nos basta con quedarnos
aqui.



Apéndice B

Potencial de PT. Método de
factorizacion

En este apéndice recogemos, con las correspondientes justificaciones fisicas y/o
matematicas, la razon de ser y la forma de las amplitudes de scattering y de reflexion,
a las que denotaremos t(k) = 1+ c(k) y b(k) respectivamente, dependientes del
numero de onda k; asi como los desfasajes de los autoestados de scattering, para
un sistema fisico cuya evolucién espacial esta gobernada por la siguiente EDO de
segundo orden de tipo Schrodinger

— [ (@) + V(@) f(x) = M (a), (B.0.1)

donde A\ = w? —v?, preservando la notacién de los problemas espectrales del trabajo.
Noétese que si A > 0 (estados de scattering), A no es otra cosa que k2, con k el
numero de onda de las relaciones de dispersion de esta parte del espectro. En el
desarrollo que sigue, seguiremos el planteamiento de [33] (p. 109-113). El recorrido
de este apéndice sera el de aportar estos resultados a través del llamado método de
factorizacion, el cual nos permitira inducir éstos y otros contenidos de la teoria, a
partir de la teoria libre (potencial nulo) que sea companera (partner) de la teoria de
nuestro interés. Esto justificara, de una forma alternativa, determinados rasgos del
teorema de Levinson o del porqué de la transparencia de ciertos potenciales.
Cuando nos restrinjamos al caso de potencial de Poschl-Teller (PT en adelante),
tomaremos

V(z) = —s(s + 1)sech®(z), s € Ny, (B.0.2)

donde ya se estan tomando pardmetros s enteros no negativos. Las expresiones (3.3.9)
y (3.3.16) nos dan las soluciones generales, para A > 0y A < 0 (i.e., estados de
scattering y ligados de (B.0.1), donde u = tanh(x)). La particularizacién de estas
expresiones en casos concretos de s la daremos siguiendo las tablas de funciones
geométricas del capitulo 2 de [34].

Fijemos s = 1. Esto nos da el problema espectral en términos del operador de
segunda variacion de la energia, que denotabamos por K , en el sector kink de la
teoria de sine-Gordon. El tnico estado ligado de este sistema, que damos a partir de
(3.3.9) y [34], viene dado como

fi(x) = Nsech(z), N constante de normalizacion, (B.0.3)
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lo cual describe el modo normal nulo en este sistema, i.e.,
w,=0 (= X=-1). (B.0.4)

Por otra parte, ahora de (3.3.16) y de nuevo por [34], el estado de scattering exacto
viene dada como

ik — tanh(z)

ik B.0.5
ik+1 € ( )

fi(z) =

Ya probamos también que b(k) = 0 para todo k, dado que s € N. De este tltimo
estado de scattering, deduciamos los siguientes desfasaje y amplitud de dispersién
ik —1
ik+1

t(k) =14c(k) = d(k) = arctan(1/k), (B.0.6)

con la convencién de d(q) — 0 para ¢ — oo. Hasta ahora, no hemos dicho nada
nuevo. Este es un punto de arranque necesario para la formulacién del método de
factorizacion. En virtud de éste, serda un cierto tipo de soluciones de la teoria libre
de (B.0.1) y este primer potencial de PT los que, a través de la factorizacion del
Hamiltoniano, nos permiten generalizar las expresiones de t(k) y §(k). El método de
factorizacién fue iniciado por Schrodinger (1940, [40]), y aplicado por primera vez
con potenciales transparentes por Kay y Moses [41]. Si el lector desea profundizar
en este tema, en [41] encontrard una completa exposicién. Aqui nos limitaremos a
las nociones bésicas y necesarias para nuestro nuestras teorias de campos.

Nos basamos en los tres resultados siguientes de la ecuacion de Schrodinger en una
dimension:

1. Sea ¢ (x) una solucién con energia Fy conocida. Denotamos D = d/dx = — D7,
Escribimos el operador Hamiltoniano como H = —D?*+V (z), con Hpg = Ey¢o.
Entonces, el Hamiltoniano factoriza de la siguiente forma: escribimos ¢g(z) =
e @)y definimos el operador A = D + W'(x) = ¢oD¢y", de forma que
Apo =0, H— Ey=ATA, y V(x) — By = W(z)? — W"(z).

2. Si conocemos una soluciéon ¢ con energia E conocida, entonces existe una
segunda solucion, posiblemente sin significado fisico, con la misma energfa
E y obtenida con una cuadratura como sigue: sea ¢ dicha segunda solucion,
entonces ATA¢ = 0, pero Aqﬁ # 0. De esta manera, Ag esté en ker AT, Ademés,
como A¢ = 0, entonces AT¢~! = 0, y con lo anterior, se sigue que Ap = ¢~ 1.
Equivalentemente, como A = D + W'(x), se cumple la igualdad

$:¢/—< (B.0.7)

Esto significa que, para cada autovalor Ej, existe una familia de factorizaciones
para los que la solucién general es a¢+qu§, donde solo varian a y b. No todos los
elementos de esta familia son soluciones fisicas, sino que puede haber soluciones
sin una interpretacion dentro de nuestro sistema fisico.



103

3. Dada una factorizacién ATA, existe un Hamiltoniano compaiiero, H-—E, =
AAT, con el mismo espectro (hasta el estado fundamental), y donde existe una
relacién entre las soluciones propias de H y H dada de la forma

H¢n = n¢n - ﬁwn = nqvbn con ¢n - A¢n
Hy, = Eypy = H¢y = Engn con ¢, = Aty (B.0.8)

A las funciones auxiliares W (z) se les llama superpotenciales, por su presencia
en la Mecénica Cuéntica Supersimétrica (SUSY). Nétese que para encontrar
W (x), dado un potencial V' (z), se tiene

V(z)=W'(2)> - W"(z) + E, (B.0.9)

lo que equivale a resolver una ecuacién de Riccati.! El potencial compaiero
del dado originalmente vendra dado por

Vo(z) = W'(z)* + W (z). (B.0.11)

Hay casos en que un Hamiltoniano admite mas de una factorizacion, lo que
da lugar a calculos iterativos entre modelos vinculados por esta relacién de
“companerismo”, induciendo una cadena de Hamiltonianos companeros.

Nos centramos ahora en la familia Vi(z) = —s(s 4 1)sech?(z), s € Ny. Si s = 0,
estamos en el caso libre, para el que escogemos la solucion sin significado fisico, de
energia negativa —x? < 0, de la forma

¢x(x) = cosh(kz). (B.0.12)

Es claro que ¢.(r) — oo para x — +o00, i.e., ésta no es una solucién fisica. No
obstante, ya hemos dejado claro que esta solucion solo es un paso intermedio para
la construccién recursiva de soluciones que si que son fisicas.
El operador que factoriza el Hamiltoniano de esta teoria libre, dada ¢,, es A =
D + W'(z), con W(zx) = log(cosh(kz)), esto es, A = D — ktanh(xz). Entonces, por
(B.0.11), y tomando x = 1 por comodidad, el Hamiltoniano compafiero vendria dado
por

H— E = AA" = —D? 41 — 2sech?(x), (B.0.13)

lo que es, exactamente, el operador K del modelo de sine-Gordon, que configura
un Hamiltoniano unidimensional con potencial de PT para s = 1. Sabemos, por
el andlisis introductorio de este apéndice, que existe un tnico estado ligado (modo
nulo) que, salvo constante de normalizacién, toma la forma

fi(x) = sech(z), (B.0.14)

1Una ecuacién de Riccati es una forma de reescribir EDOs de segundo orden ¥ (z)+p(z)y’ (z) +
q(z)¥(x) = 0, mediante el uso de su invariancia por dilataciones ¢ — A\, y cambiando de variable

con P(x) = 68(03)7 de forma que la ecuacién se reduce a
¢'(x) = A2) + B@)o(2) + C(a)o(x)?, (B.0.10)

—/ ra . .7 . .7 . .
con ¢(x) = ¢ (). Esta ultima ecuacion es precisamente la ecuacién de Riccati.
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el cual es elemento de ker A, ya que
Afi(xz) = (0, — tanh(z))sech(z) = 0, (B.0.15)

v fi(z) # 0 para todo z € R, ademds de que, ahora si, f; € L*(R). Entonces, f; se
puede interpretar como el estado fundamental para V;(z) en (B.0.1).

Ademas, existe en la teorfa un autoestado, a priori ligado (autovalor en la parte
discreta de Spec(f( )), cuyo valor propio viene determinado por A = 0, esto es,
w? = v?, pero cuya energia no es nula. En un entorno de k = 0, este estado viene

dado como
fr=o(z) = —tanh(z), (B.0.16)

y, como veremos a continuaciéon, es la evaluacién en k = 0 de los estados de scat-
tering. Como vemos, fy—o(z) es impar, no nulo, y es el que, en el cuerpo de este
trabajo, hemos venido llamando autoestado semiligado del modelo de sine-Gordon,
en el sector de kink.

En virtud del método de factorizacion, la forma exacta, salvo constante de norma-
lizaicén, de las soluciones de scattering se deduce de la aplicacion de A sobre las
ondas libres e, esto es,

fr = N(D — tanh(z))e™*”. (B.0.17)

Ya sabemos que b(k) = 0 para todo k con estos potenciales transparentes V(x),
s € N. Ademas, de forma alternativa al calculo directo que ya desarrollamos en el
cuerpo del trabajo, esta factorizacion nos da la amplitud de dispersiéon y el desfasaje
de (3.3.24) y (3.3.27), una vez calculemos N en (B.0.17). Este método ha explicado,
hasta ahora, el caso mas sencillo de potencial transparente: en el caso de autoesta-
dos de scattering, se trata de un potencial companero de ondas libres que no tienen
término de onda reflejada (®y(z) = €** + 0 - e %), y como A = D — tanh(z) es
un operador lineal, entonces la amplitud de reflexion nula de estas ondas libres sera
amplitud de reflexion nula en la teoria companera.

Todo este planteamiento nos da otra interpretacion del 1/2 del teorema de Levinson.
La onda libre es tal que ®;_q(x) = 1 # 0, mientras que el comportamiento general
visto, hasta ahora para s = 1, del caso de Vi(z) con s € N, es de que fr—g = 0, es
decir, de reflexion total en & = 0. Es sobre este punto sobre el que la comparacién
entre Hamiltonianos libres y de interaccion, esencia de la demostracion del teorema
de Levinson, tiene lugar: la teoria libre se dice que es critica por su comportamiento
en k = 0, y eso influye en el nimero de autoestados ligados. Este calificativo de cri-
tico tiene el sentido de que si al potencial V' = 0 (teoria libre) lo reducimos, por un
valor § tal que § € (—¢,¢) con € > 0 tan pequetio como se quiera, entonces aparecera
un nuevo estado ligado, bien diferenciado del caso semiligado, i.e., del umbral del
espectro de estados de scattering.

Volviendo a nuestra familia de potenciales Vi(z), generalizamos la factorizaciéon he-
cha a derivadas del superpotencial de la forma W' (z) = —ltanh(x), generdndose asi
una familia de potenciales companeros de la forma

Vo(x) =0, Vi(z) = —2sech®(z), Vi(x) = —6sech®(z), ...,
Vi(z) = —s(s + 1)sech?(x). (B.0.18)
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Enunciamos los resultados hasta ahora vistos sobre el caso s = 1, para lo que basta un
razonamiento recursivo con superpotenciales, amplitudes de reflexién y transmision,
y desfasajes:

1. Amplitudes de reflexién: b(5)(k) = 0, para todo k, y todo s € N (por linealidad
de los operadores que factorizan cada Hamiltoniano).

2. Amplitudes de dispersién:

B (k= U(ik — (I—=1))...(ik — 2)(ik — 1)
tk) =1+ (k) = (ik + 1) (ik + (1 — 1)) ... (ik + 2)(ik + 1) (B.0.19)

3. Por la aditividad de los desfasajes,

5(k) = Z_ arctan (%) , (B.0.20)

escogiendo la rama que dé buena definicion para estas funciones arctan, como

C\ {rei™?:r > 0}.
Aplicamos todo esto en nuestras teorfas: [ =1y [ = 2.

a) Para | = 1, tenemos un estado ligado par, lo que implica un desfase de /2,
en acuerdo con el teorema de Levinson: m por el estado ligado, y —m/2 por el
estado critico del potencial libre companero, caracterizado en la teoria después
de la factorizaciéon como un estado semiligado. El desfasaje de los estados de
scattering ya ha sido dado en este trabajo (ver (3.3.27)).

b) Hay dos estados ligados, uno par y otro impar, asi como un estado no nulo
con A = w? —v? =0 (lo que se llama una resonancia de energia cero), que es
par. El desfasaje es

3q
d(k) = —2arctan <2 — q2) . (B.0.21)

En general, para Vi(z), s € N, tenemos s estados ligados, alternadamente pares e
impares, y una resonancia de energfa cero en A\(= w? —v?) = 0, que también alterna
en paridad con los anteriores.
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