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Resumen

En el presente trabajo se estudia una particula no relativista sujeta a un potencial
tridimensional esféricamente simétrico consistente en un pozo finito, una interaccién del
tipo coulémbico, y radial 6-0" de contacto en el borde del pozo.

Considerando el potencial de Woods-Saxon y definiendo las condiciones de contorno
apropiadas para las funciones radiales, fijando asi una extensién auto-adjunta del hamil-
toniano no singular, se encuentra analiticamente la funcién de onda de dicha particula.

Los estados ligados existentes son estudiados en detalle, y se extienden algunos de los
resultados de ordenacién de estados para potenciales continuos esféricamente simétricos.

El presente estudio sirve como una primera aproximacién a un modelo nuclear de campo
medio. Los resultados obtenidos con este modelo son contrastados con los obtenidos al
resolver numéricamente el modelo cldsico de Woods-Saxon para nucleones que completan
algunos isétopos doblemente magicos.

Abstract

In this work we study a non-relativistic particle subject to a three-dimensional sphe-
rical potential consisting of a finite well, a Coulombic potential and a radial §-¢’ contact
interaction at the well edge.

Considering the Woods-Saxon potential and defining the appropriate matching condi-
tions for the radial functions, thereby fixing a self-adjoint extension of the non-singular
Hamiltonian, analytical solutions for the wave function of this particle are calculated.

The existing bound states are thoroughly studied, and some of the well-known ordering
properties of continuous spherically symmetric potentials are extended.

The present study is implemented as a first approximation for a mean-field nuclear
model. Results derived within this model are compared with the ones obtained by solving
numerically the classical Woods-Saxon model for nucleons which complete double magic
nuclei.
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Introduccion

Motivacion

A lo largo de la historia de la fisica ha habido numerosos intentos de comprender
como se forma la materia. En la década de 1950, la mayoria de avances cientificos en el
estudio de la materia se debieron a descubrimientos del nicleo atémico. Tanto es asi que
numerosos cientificos, como son Ernest Rutherford, Paul Wigner o Maria Goeppert-Mayer
entre otros, han sido galardonados con el Premio Nobel en Fisica por sus contribuciones en
estas lineas de investigacion. Entre algunas de estas aportaciones, estd el modelo nuclear
de capas, que al igual que el modelo de capas electrénico, sugiere el llenado de niveles
mediante nucleones. Este modelo, motivado por diversas evidencias experimentales, da
lugar a lo que se conoce como numeros mdgicos, nimeros que corresponden a capas llenas
de nucleones, y que hacen que ciertos isétopos sean particularmente estables.

En el ano 1949 se aporté el primer modelo matemdtico que permitia reproducir a la
perfeccion la existencia de los niimeros mégicos que se encontraban experimentalmente (ver
[13]). El trabajo que se presenta en la presente memoria pretende proponer un modelo que,
utilizando un potencial que reproduzca todos los niimeros magicos, pueda ser resuelto de
forma analitica, y empleado para calcular los niveles de energia de nucleones adicionales
en isétopos doblemente magicos (es decir, con capas de neutrones y capas de protones
llenas). De esta forma, desarrollaremos una primera aproximacion a un modelo nuclear de
campo medio.

En el articulo [1], publicado en 2020, se ha realizado un andlisis de un modelo similar
al que nos proponemos ahora. Basicamente, se ha estudiado una particula no relativista
sujeta al mismo potencial que propondremos ahora, pero sin el término del potencial
coulémbico, ya que el nucleén estudiado en este caso es necesariamente un neutrén. Por
tanto, buscamos generalizar, en lo posible, la solucién y las conclusiones obtenidas en
[1], de forma que al hacer tender a cero los términos que se deriven de la influencia del
término coulémbico, se obtengan los resultados, en particular la funcién de la particula
bajo estudio, ahi enunciados.

Matematicamente, se va a realizar el estudio de una particula (el nucleén) no relativista
sujeta a un potencial tridimensional esférico consistende en un pozo finito, un término de
potencial coulombiano y una interaccién radial -6’ de contacto en el borde de este pozo.
Este potencial de contacto se define por las condiciones de ajuste apropiadas (véase la
referencia [2]), de forma que se fija una extensién autoadjunta del hamiltoniano no singular
resultante.

IX



X INTRODUCCION

Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es desarollar un modelo fenomenoldgico que nos
permita estudiar los posibles estados ligados, y la energia de los mismos, de nucleones (ya
sean protones o neutrones) dentro de un is6topo doblemente méagico. Més concretamente,
se pretende detallar a fondo cémo afectan los diferentes parametros involucrados en el
modelo que desarrollaremos en el ntimero de estados ligados, asi como ordenar la energia
en funcion de los nimeros cuanticos de cada estado ligado. Finalmente, se van a comparar
los resultados obtenidos a partir de este modelo con otros que se obtienen al resolver
numéricamente modelos similares.

Esquema de la memoria

En el Capitulo 1 se desarrollan muchas de las evidencias que llevaron al modelo nuclear
de capas, y se analizan posibles potenciales que reproduzcan hechos experimentales rela-
cionados con la existencia de los nimeros méagicos. Ademés, se recogen todos los isétopos
doblemente magicos actualmente conocidos.

Una vez que se ha presentado el modelo nuclear de capas, en el Capitulo 2 se formaliza
matematicamente el modelo que utilizaremos, y se resolvera la ecuacién de Schrédinger
para el sistema considerado. Para ello, se partira del estudio del caso en que el nucleén
adicional sea un proton, y finalmente se comprobara que haciendo tender los términos de
carga eléctrica a cero, se recupera la solucién analitica obtenida en [1] para el caso en que
el nucleén extra sea un neutrén.

Partiendo de la funciéon de onda encontrada en el segundo capitulo, en el Capitulo 3
se plantea la ecuacién secular del modelo resultante, y se resuelve para encontrar estados
ligados. En este capitulo se realiza un estudio profundo de los estados ligados (ntimero de
estados ligados, valor maximo del momento angular y ordenacién de estados en funcién
de los nimeros cudnticos), visto como modelo mateméatico, sin pretensiones de obtener
ninguna conclusién fisica.

Finalmente, en el Capitulo 4 se examina el modelo propuesto para valores realistas
de las constantes utilizadas, exponiendo un método general de andlisis, y aplicdndolo a
tres niicleos doblemente mégicos: 2°¥Pb, 4°Ca y 160. Las conclusiones obtenidas son com-
paradas con los resultados procedentes de la resolucién numérica de modelos similares.
Posteriormente, se presentan y discuten conclusiones del modelo desarrollado a lo largo de
este trabajo.

En el Apéndice A, se recoge la resolucién analitica de ecuaciones diferenciales ordinarias
que aparecen en el Capitulo 2 y algunas de las propiedades de las soluciones a estas mismas
ecuaciones, mientras que en el Apéndice B se recopilan las condiciones de ajuste apropiadas
que fijan una extension autoadjunta del hamiltoniano no singular.



Capitulo 1

Modelo nuclear de capas

A lo largo de este estudio, vamos a utilizar el modelo nucelar de capas. El objetivo
de este primer capitulo no es exponer de manera profunda dicho modelo, sino recoger los
resultados e ideas claves que se derivan del mismo, y que seran utilizadas de forma posterior
en esta memoria. Para el desarrollo de este modelo seguiremos el esquema empleado en el
capitulo 5 de [3].

Antes de comenzar a enumerar los diferentes experimentos que condujeron al modelo
nuclear de capas, es importante justificar la necesidad de los modelos nucleares, asi como
dejar claro qué conclusiones podemos esperar obtener de ellos. La importancia de los
modelos nucleares se ve méas que justificada por la imposibilidad de estudiar los nticleos
atémicos mediante potenciales nucleén-nucleén. Una de estas dificultades se debe a que
matematicamente, utilizar potenciales de este tipo implica resolver el problema de muchos
cuerpos, cuya soluciéon no se puede obtener de forma analitica. Otro problema adicional
se debe a la naturaleza de la propia fuerza nuclear. Hay evidencias para pensar que los
nucleones no interaccionan tnicamente mediante fuerzas mutuas de dos cuerpos, sino que
lo hacen mediante fuerzas de tres cuerpos, es decir, que la fuerza sobre el nucleén 1 no
solo depende de las posiciones individuales de los nucleones 2 y 3, sino que contiene una
contribucién adicional que surge de la correlacion de las posiciones de los nucleones 2 y 3.

Mediante los modelos nucleares esperamos obtener simplificaciones de problemas reales
que puedan ser analizadas desde el punto de vista matemaético, y que sean capaces de repro-
ducir, al menos de forma fenomenolégica, propiedades que se observen experimentalmente,
asi como predecir otras que puedan ser medidas en nuevos experimentos.

1.1. Introduccién al modelo nuclear de capas

Histéricamente, este modelo fue propuesto por D. Ivanenko y E. Gapon en el afio 1932,
pero inicialmente no fue aceptado. Posteriormente, fue desarrollado de manera indepen-
diente por fisicos como Eugene Paul Wigner, Maria Goeppert-Mayer o J. Hans D. Jensen,
quienes compartieron en 1963 el Premio Nobel en Fisica por sus “contribuciones a la teoria
del nicleo atomico y las particulas elementales, mediante el descubrimiento y aplicacion de
principios fundamentales de simetria, y por los descubrimientos sobre la estructura nuclear
de capas”.



2 CAPITULO 1. MODELO NUCLEAR DE CAPAS

Este modelo parte de la misma idea que el modelo de capas de los &tomos. En el modelo
de capas atomico, los electrones van llenando las capas electrénicas en orden creciente de
energia, siempre respetando el Principio de Exclusiéon de Pauli, y las propiedades qui-
micas de los dtomos (radio atémico, energia de ionizacidn,...) se explican a partir de los
electrones en la tltima subcapa no llena (los electrones de valencia). Este modelo atémico
es valido, ya que se comprueba experimentalmente que las propiedades que predice vari-
an de forma suave dentro de una misma capa, mientras que cambian de manera brusca
cuando empieza a llenarse otra capa.

El modelo nuclear de capas surge precisamente de aplicar esta misma idea de llenado de
capas a los nucleones. Esta propuesta no es casual, sino que existen numerosas evidencias
experimentales de la existencia capas en el ntcleo.

Los siguientes experimentos, que sugieren la existencia de capas nucleares, muestran
cambios bruscos en las propiedades cuando se tienen 2, 8, 20, 28, 50,82, o 126 protones o
neutrones en un mismo nucleo. Estos niimeros se conocen en fisica nuclear como nime-
ros mdgicos. El cambio repentino en las propiedades de nicleos con un ndmero magico
de protones o neutrones se explica de manera andloga al cambio en las propiedades de
atomos que se deducen utilizando el modelo electrénico de capas, es decir, estos niimeros
corresponden a capas completas de neutrones o de protones, considerando el llenado de
capas por separado para protones o neutrones.

1. Energia de separar dos protones o dos neutrones del niicleo atémico.

En fisica nuclear, la formula semiempirica de masas es una férmula que permite dar
la variacion de la energia de enlace en funcién del nimero masico A y del niimero
atémico Z. Sin embargo, si representamos la diferencia de energia necesaria para
arrancar dos nucleones del nicleo entre la obtenida mediante esta formula y la expe-
rimental, obtenemos la Figura 1.1, donde podemos ver que hay méaximos y minimos
para N (o Z) 2, 8, 20, 28, 50, 82 y 126. Estos cambios repentinos corresponden a
llenado de capas.

al— 28 a —
B - f— —
8 3 208py,
21— Pb126 - 2|— —
— 64 184
S 1}= 20 » - e N' 114¢, W _
= ol— l /‘\ \A 3
<
S / / ,J\: Eﬂ_ o 3 v
& -1 & 38p, llono
- -
22— Ca
-3 Ni — -2 20 82 —_
A — -3}— 1327¢ —
14
Sl — 4 —CS —
o 1 1 1 1
o 50 N 100 = " 00

Figura 1.1: Desviaciones en la energia de separaciéon de nucleones respecto a la férmula semiempirica de
masas. Para neutrones a la izquierda y para protones a la derecha.

2. Energia de emisién de particulas a.
El ggRn es un emisor natural de particulas a. Estudiar la energia de emision de las
particulas « emitidas por el ggRn inicamente nos permite intuir la existencia de uno
de los nimeros magicos, el nimero 128. Sin embargo, esto es mas que suficiente para
evidenciar la existencia de capas nucleares.

Sabemos de la teoria general de fisica nuclear que si un nicleo padre decae por
emisién de una particula « en un nicleo hijo que es muy estable, entonces la energia
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Figura 1.2: Energia de particulas a emitidas por isétopos de Rn.

de la particula a es muy grande. Si estudiamos el espectro de energia de emision
de la particula « en funcién del nimero de neutrones N de los isétopos de ggRn
obtenemos la Figura 1.2. Notemos el cambio de tendencia cuando el nicleo hijo
tiene N = 126 (nuimero mégico) neutrones, es decir, cuando el padre tiene N = 128
neutrones. El ntcleo hijo es muy estable, debido a que tiene la ultima capa de
neutrones completamente llena, y por tanto, la particula a es emitida con mayor
energia.

. Radio nuclear al anadir dos neutrones

Se puede demostrar que, tedricamente, el radio nuclear verifica Rgq x A'/3. En la
Figura 1.3 se ha representado el cambio en el radio nuclear al anadir dos neutrones.
Para enfatizar la diferencia, se ha dividido el cambio experimental entre lo que se
predice tedricamente. Se observan los niimeros magicos 20, 28, 50, 82 y 126.

o171 T T T T T T T T 1

1.0

AR/ARgyy

I

| .
0.0}— [ .
I

|
|
o | N T T B

I
I
|
10 20 30 40 50 60N70 80 S0 100 110 120 130

1
} | |
| | '

|
I I

Figura 1.3: Cambio en el radio nuclear cuando AN = 2.

. Seccion eficaz de captura para neutrones.

Si estudiamos la seccion eficaz de captura de neutrones en funcién de N, el niimero
de neutrones del niucleo blanco, obtendremos algo similar a la Figura 1.4. Notemos
que se ha utilizado una escala semilogaritmica, y que la seccién eficaz diferencial
decrece hasta dos 6rdenes de magnitud menor para los valores cercanos a N = 50, 82
vy 126.

Estos cuatro experimentos son algunos de los muchos que sugieren la existencia de

capas nucleares. Ante esta evidencia experimental, nuestro siguiente objetivo es desarollar
un modelo nuclear que reproduzca un llenado completo de capas nucleares precisamente
para los ntimeros mégicos: el modelo nuclear de capas.
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Figura 1.4: Seccién eficaz para la captura neutrénica para varios nicleos.

Este modelo tiene como hipdtesis fundamental que cada nucleén se mueve en un po-
tencial efectivo que es creado por todos los nucleones restantes (aproximacion de campo
medio). Bajo esta hipdtesis, debemos encontrar un potencial efectivo de forma que resolver
la ecuacién de Schrodinger para dicho potencial nos lleve a la existencia de capas nucleares
que estén llenas para un nimero magico de nucleones.

En un primer intento de encontrar dicho potencial, podemos probar si potenciales
cuya solucién es bien conocida conducen a la estructura de capas, y en caso de hacerlo,
si reproducen los nimeros magicos que se encuentran experimentalmente. Dos de estos
potenciales conocidos son el pozo de potencial infinito y el potencial del oscilador armonico.

La resolucion de la ecuacién de Schrodinger para estos potenciales lleva a las estruc-
turas de capas mostradas en la Figura 1.5. A la izquierda de cada nivel se ha indicado la
degeneracién del mismo, es decir, el nimero de nucleones que caben dentro. Esta degene-
racién viene dada por 2 (2¢ + 1), donde el factor (2¢ + 1) viene de los posibles valores que
puede tomar my (que son my = —£,... f), y el factor 2 de los posibles valores que puede
tomar mg, que en este caso son mg = +1/2.

Podemos observar que si en ambos casos se reproduce bien los niimeros mégicos bajos
(2, 8 y 20), ninguno de los dos potenciales reproduce correctamente los niimeros magicos
mas altos.

El hecho de que estos potenciales no reproduzcan de manera correcta los niimeros
magicos altos no deberia sorprendernos, porque tampoco son buenas aproximaciones de
un posible potencial nuclear. Por un lado, el pozo infinito no es buena aproximacién por
varios motivos: para separar un neutrén o un proton del nicleo, debemos dar una cantidad
infinita de energia para sacar el nucleén del pozo, lo cual, evidentemente, no es realista fi-
sicamente. Ademads, sabemos que el nicleo no tiene un borde marcado, sino que la densidad
de carga y materia desciende a cero suavemente a partir del radio nuclear medio R. Por
otra parte, el oscilador armoénico no tiene un borde suficientemente marcado, sino que es
todavia muy suave, y también requiere de energias de separacion infinitas.

Para intentar solventar este problema, se introduce el potencial de Woods-Saxon, cuya
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Pozo infinito Oscilador Arménico
2g 18
i 4s, 3d, 2g, 1i 2+ 10 + 18 + 26
3p 6 p
li 26 @
2f 14 3p, 2f, 1h 6 + 14 + 22
I © @
N , (79)
1h 22 3s, 2d, 1g 2 +10 + 18
2d 10
1g 18 2p, 1f 6 + 14
MEEION @
1f Q @ 14 2s, 1d 2 + 10
—
1d 10
IO ” 6
® o I ©)
1s 2 1s 2

Figura 1.5: Esquema de capas resultante del pozo de potencial infinito y del potencial del oscilador arménico.

expresion viene dada por
—V

~ 1+exp[(r—R)/a]’
En el capitulo siguiente dedicaremos una seccién al estudio de este potencial (Seccién
2.1), por lo que ahora nos quedaremos tinicamente con la expresiéon matematica y con la

estructura de capas que se deduce de la resolucion de Schrodinger para dicho potencial,
dejando para mas adelante un estudio de la forma y parametros fisicos involucrados.

V(r)

Utilizar este potencial, rompe la degeneracién que aparecia en el oscilador armoénico,
pues separa la energia de distintos valores del momento angular ¢. Sin embargo, tampoco
explica los nlimeros mégicos mas altos.

Para poder reproducir los nimeros méagicos més altos, hubo que introducir més térmi-
nos en el potencial. En el afio 1949 los fisicos Mayer, Haxel, Suess y Jensen mostraron que
introducir un término de potencial espin-o6rbita puede dar la separacién apropiada de las
subcapas. El potencial utilizado es de la forma

USO(T) = Veo F(T‘) L-S,

siendo V;, una constante propia de cada nicleo, y F'(r) una funcién radial cuya expresién
es irrelevante, inicamente importa que aparezca en el potencial Ug,(r) el factor L - S, que
es el que causa el reordenamiento de las capas nucleares.

Al igual que se hace en fisica atémica, al utilizar una interacion espin-orbita es conve-
niente emplear el momento angular total J = L+ S, ya que el operador momento angular
total conmuta con el nuevo hamiltoniano, que incluye el término con L - S, mientras que
S y L no lo hacen.
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Potencial de Woods-Saxon con
potencial espin-orbital

Potencial de Sa
~
Woods-Saxon N 1,5/ —————16 184
— 2d3)7 4 168
4s 2 168__._;..4_451,2—g 164
3d 10 166 —<T _ _ —p—2872 , 162
2g’ » %0 <:,‘ ‘2819I23(15I2—_%0 {gg
1i \ 26 138——<\\
< ) 1) 30— 14 126
» T ——— ;i
2f 14 106——===""_ 2fs/2 6 108
— / 10 92
-
-
1h 2 92—<T b e
~~1lhpe— Y
3 2 70——————\—2d“’2351,2 2 19
2d 10 68 === £03275 7 6 64
= o8 58
1g 18 58—<<_
T~ gy 10 50
T 2 40
2p 6 40 —==_ T lyp————6b6 38
1f 14 34 ——<<__ 93/2 4 32
T m
20
2s 2 20 e 1d3/22 4 20
1d 0 18—==T"T 5172 2 16
ENEEON B
————1p172 2 8
1p 6 8§ —==T_T"_
10 o O B
1s 2 2————— 1s1/2 2 2

Figura 1.6: Esquema de capas resultante del potencial de Woods-Saxon.

En la Figura 1.6 se ha representado la estructura de capas que se obtiene con el
potencial de Woods-Saxon, y con este mismo potencial pero incluyendo el potencial espi-
n-orbita.

Podemos apreciar que el nuevo término anadido es el que separa cada uno de los
niveles con £ > 0 en dos nuevos niveles. De hecho, se puede obtener de manera sencilla la
separacion de estos niveles calculando el valor esperado (L - S). Puesto que

JP=(L+S)?=L*+8*+2L-8,
se tiene que L-S = (J? — L% — J?)/2. Por tanto, tomando valores esperados en esta tltima,
igualdad, se deduce que

(L-8)= L[5+ 1) — (¢ +1) = s(s + D] 1 (1.1)

Notemos que s = +£1/2, luego si £ > 0, los posibles valores de j son j = £+ 1/2. Por tanto,
para cualquier pareja de estados con £ > 0, podemos calcular la diferencia de energia que
aparece debido al término espin-6rbita utilizando (1.1):

1
(L-8)j_pirjg—(L-8)jmy_1p2= 5(25 + 1)R%. (1.2)
De la expresion anterior se deduce que el splitting crece para valores més altos de £.

El modelo de capas nuclear sirve para predecir muchas propiedades nucleares, como
puede ser el momento dipolar magnético, el momento cuadrupolar eléctrico, o describir
algunos de los estados excitados de ciertos niucleos. Sin embargo, para nuestros proposi-
tos nos sirven las ideas hasta ahora desarolladas. Simplemente, resta por definir lo que
entendemos por nicleos doblemente mdgicos.
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1.1.1. Nucleos doblemente magicos

Los nicleos que tienen tanto un nimero magico de protones como un nimero magico de
neutrones son particularmente estables. Estos niicleos se conocen como nicleos doblemente
mdgicos.

En la Figura 1.7 se han representado todos los niicleos conocidos, ordendndolos segiin
el nimero de protones Z y del niimero de neutrones IN. Los colores simplemente indican
cuan estable es un nicleo, utilizando los colores oscuros (cercanos a negro) para aquellos
nucleos que son mas estables y los colores claros para aquellos que lo son menos.

Figura 1.7: Tabla nuclear tomada de la referencia [4].

En esta misma figura se han representado lineas de is6topos (mismo nimero de pro-
tones Z), y lineas isétonas (mismo nimero de neutrones V) para los niimeros magicos
8,20, 28, 50,82 y 126, de forma que los puntos de corte entre ambas lineas corresponden a
ejemplos de nicleos doblemente magicos.

Como se ha mencionado en la Introduccién, nuestro estudio se centra en el estudio
de los posibles estados ligados de nucleones dentro de niicleos doblemente magicos. Por
tanto, estudiaremos los ntcleos que aparecen en la interseccion de las lineas de isétopos e
isotonas representadas en la Figura 1.7, algunos de los cuales han sido resaltados en color
rojo.

Para proseguir con nuestro estudio, aplicaremos la hipdtesis de campo medio, es decir,
supondremos que el potencial al que se ve sujeto el protéon adicional es precisamente el
potencial efectivo debido al niicleo doblemente magico.

Finalmente, comentar que a lo largo de esta memoria, E‘X n~ denota la notacion nuclear
estandar, es decir, A hace referencia al nimero mésico (protones mas neutrones del niicleo),
Z al nimero atémico (nimero de protones), N al nimero de neutrones y X la especie
nuclear. En todo momento se indicard el nimero atémico A y la especie nuclear (en
esencia, Z), podiendo obtener a partir de ellos el nimero de neutrones en caso de que
fuese necesario.
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Capitulo 2

Modelo nuclear basado en
potenciales de contacto

La configuracién que estudiamos consiste en un nicleo de niimero mésico A, nimero de
neutrones N y nimero de protones (ntimero atémico) Z, a los que se anade un protén extra.
Los protones, ademés de la fuerza nuclear fuerte, experimentan la fuerza de Coulomb.

En este modelo, vamos a considerar los nucleones como particulas puntuales, sin nin-
guna estructura interna. Esta aproximacion es valida siempre que nuestro propdsito sea
estudiar la estructura nuclear a bajas energias. Por otra parte, las fuerzas nucleares se
describen sin atender a sus mecanismos subyacentes, es decir, sin atender a los grados de
liberdad mesonicos y de quarks.

Como ya se ha mencionado en el capitulo anterior, para estudiar sistemas de ntcleos
doblemente magicos con un protén adicional, utilizaremos la aproximacién de campo me-
dio, es decir, suponemos que cada nucleén se mueve en un campo externo creado por los
A — 1 nucleones restantes, e intuitivamente, consideramos el potencial efectivo como un
promedio temporal de las interacciones entre el nucledén y sus vecinos restantes.

A lo largo del capitulo, se pretende formalizar el modelo que emplearemos en esta
memoria, asi como encontrar las autofunciones del hamiltoniano resultante. Por otra parte,
se comprobard que en el limite de la carga del protén tendiendo a cero, se recuperan las
soluciones obtenidas en [1] para un sistema similar a este, pero que estudia la funcién de
onda de un neutrén adicional en un isétopo doblemente mégico, en vez de un nucledén
dentro de nicleo doblemente magico como ahora hacemos.

2.1. Potencial de Woods-Saxon

En nuestro modelo de estudio utilizaremos el potencial de Woods-Saxon, un potencial
de campo medio utilizado para describir las fuerzas aproximadas que aparecen sobre cada
nucleén (protones y neutrones) en el modelo nuclear de capas.

Este potencial, presentado originariamente en [5], se debe a Roger D. Woods y David
S. Saxon, y toma la siguiente expresién

Uo(r) = ~Vof () = ————"

1+ exp (’"_R) ’

a

r>0, (2.1)
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donde V) > 0 hace referencia a la profundidad del pozo de potencial, a > 0 al espesor de
la superficie del ntcleo, y R > 0 al radio nuclear. En la Figura 2.1 pueden verse varios
ejemplos de este potencial al variar exclusivamente el parametro a, dejando constantes Vj
y R. En nuestro modelo posteriormente consideraremos el limite a — 07, que, como ya
veremos de forma analitica, se comporta como un pozo de potencial (algo que ya se intuye
en la Figura 2.1).

Vo

=10

-20

-301

-40

-50F
— a =0.01 a = 0.2 a=03 — a=0.7

Figura 2.1: Potencial de Woods-Saxon para valores adimensionales de a, Vp = —50 y R = 3.39.

Por otra parte, podemos representar el potencial de Woods-Saxon para distintos valores
de R (en esencia, distintos niimeros atémicos), y distintos valores de Vj. En la Figura 2.2
podemos apreciar de manera intuitiva cémo Vj hace referencia a la profundidad del po-
tencial, mientras que R a la extensién del nticleo atémico.

Vo

-10¢

-20

-30

-40}

-50f
— Vo=50,R=14 — V,=50,R=34 — V=30,R=14 — V, =30,R= 3.4

Figura 2.2: Potencial de Woods-Saxon para distintos valores de Ry de Vj, con a = 0.2.

En este modelo, no solo aparecera el potencial de Woods-Saxon, sino también términos
que incluyen su primera y segunda derivada. Sin més que derivar dos veces la funcién f(r)
definida en (2.1), tenemos que

1 e(r—R)/a
flir)=————r—-, (2.2)
a (14 elr-R)/a)
1 e(r—R)/a (1 _ e('r—R)/a)

a2 (1 + elr—R)/a)3

()=

En la Figura 2.3 se ha representado la derivada primera y segunda de Woods-Saxon (a
la izquierda V = —Vio f'(r) y derecha V = —V f”(r)) para distintos valores del pardmetro
a. Como ya se ha mencionado, en nuestro modelo tomaremos el limite cuando a — 0%. En
la siguiente seccion se realizard un estudio analitico de este limite para ambas funciones.
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1
N
ol
<
A
S

-20f
—10}
—40f

-12¢

a=0.2 a=03 — a=0.7

Figura 2.3: Derivadas primera (izquierda) y segunda (derecha) del potencial de Woods-Saxon para Vs, = 5,
V,=5y R=a3.

Las siguientes propiedades del potencial (2.1) son las que hacen factible que este po-
tencial sea utilizado en fisica nuclear para aproximar el potencial existente alrededor de
un nucleo atémico:

= Crece de forma mondétona con la distancia r, por lo que se trata de un potencial
atractivo.

» Los nucleones cerca de la superficie del nicleo (es decir, en r = R a una distancia de
orden a) experimentan una fuerza grande hacia el centro del ntcleo.

= Se acerca rapidamente a cero cuando r — R > a, reflejando la naturaleza de fuerza
de corta distancia caracteristica de la fuerza nuclear fuerte.

= Para valores grandes de R es aproximadamente plano en el interior del ntcleo (en
r < R).

2.1.1. Constantes fisicas

Anteriormente se ha descrito el potencial radial de Woods-Saxon, cuya expresion es la
dada por (2.1). Segtin se ha mencionado, nuestro modelo tomar4 el limite en que a — 07,
pero atn resta especificar los valores de Vp, Vi, Vq v del radio atémico, R, que utiliza-
remos en el planteamiento del hamiltoniano de este modelo en los proximos capitulos. El
objetivo de esta seccién es precisamente recopilar las parametrizaciones usuales de estas
constantes, de forma que el potencial de Woods-Saxon suponga una buena aproximacién de
potencial nuclear, y ofrezca conclusiones fisicas que puedan ser comparables a lo observado
experimentalmente.

En la Seccién 3.1.1 de [2], se especifica que las parametrizaciones utilizadas usualmente
para el potencial de Woods-Saxon, asi como para el término V5, que aparece en el potencial
espin-érbita, son las siguientes:

R=rgAY? = 1.284Y3 fm, (2.4)

N -7
A

Vso = 0.44Vy MeV fm, (2.6)

Vo= (51 +33 > MeV, (2.5)
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donde A, N y Z denotan el nimero masico, nimero de neutrones y de protones respecti-
vamente.

Como ya se mencionado, estamos utilizando la aproximacién de campo medio, de forma
que podemos ver cada nucleén como si estuviese inmerso en un campo externo creado por
los demés A — 1 nucleones. Para nticleos con un exceso de neutrones, los protones sentiran
un potencial més fuerte que los neutrones, ya que el potencial protén-neutrén promedio
es mas fuerte que el potencial promedio neutrén-neutrén (o protén-protén). El signo de
(2.5) da cuenta precisamente de esto, debemos tomar el signo + para definir el potencial
que siente un protén debido a los restantes nucleones, y el signo — en caso de que se trate
de un neutroém.

2.2. Hamiltoniano del sistema

Consideremos el siguiente hamiltoniano para el centro de masas de nuestro sistema,

2

H(r) = 12)# + Up(r) + Uso(r) (L - S) + Uqy(r) + Vo (r), (2.7)

donde i denota la masa reducida, P el operador cinético, L y S los operadores momento
angular orbital y de espin respectivamente, Vi (7) el potencial coulombiano, y Uy(r), Uso(r)
y Uq(7) el potencial de Woods-Saxon, su primera y su segunda derivada, es decir,

1
1+ elr=R)/a’
V., R/
—— ma
V, er-B)/a (1 _ ((r=R)/a)
a2 (1 + elr—R)/a)3

Uo(r) = =Vo f(r) = =Vo

Uso(r) = % f/(T) = (28)

Uy(r) = Vo f"(r) =

Recordemos que podemos escribir el operador cinético en términos del momento angu-
lar L y las coordenadas radiales, pues

h2

P2 1 _,

I— v2
2 2u ’

y, puesto que en coordenadas esféricas el operador V? viene dado por

G 10,0\, 1 o 0N 1 # 19 (,0) I
- r20r or r2sin 6 00 06 r2sin?60 092 r20r or h2r2’

deducimos la siguiente expresién para este operador

2 2 2 2 /32
PP W, R[10(,0\ 1] 29
241 2/ 2u |2 or or 72

Las autofunciones de la ecuacion de Schrodinger correspondiente al hamiltoniano propuesto
(2.7) se pueden factorizar en una parte radial une;(r)/r y una parte angular Vg, (6, ¢),
donde Yy (0, ) es una combinacién lineal de arménicos esféricos Y, (6, ¢). Recordemos
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que, si L, S, y J son los operadores de momento angular orbital, momento angular de
espin, y momento angular total respectivamente, entonces tenemos que

L2y€jm(97 ¢) :h2£(€ + 1)y€jm(07 ¢)7 l= 07 1a 2a ceey = 17
S2 Vim0, ¢) =h?s(s + 1)Vejm (0, ¢), donde s =1/2, (2.10)
I Vijm(0,0) =h?§(j + 1) Vejm (0, 8), [0—s| <j<l+s,

de manera que YVyjm (0, @) es simultdneamente autofuncion de los tres operadores L2 S%y
J2 = (L + S)2. Por otra parte, podemos escribir la interaccién espin-érbita L - S como

(L-S)=-(J?-L1L>-8?),

| =

luego, sin méas que aplicar dicha expresion del operador a la combinacion lineal de arméni-
cos esféricos Vojm (0, @), se comprueba que

(L - 8)Vijm (0. ) = % (32 = L2 — 82) Yy (60, )

2
= % (GG +1) =Ll +1) = s(s+ 1)) Vejm(0, 9)
2
= % (j(j +1)—L(+1) - i) Vijm (8, ¢), (2.11)

donde en la titima igualdad se ha utilizado que s = 1/2. Vemos asi que Vg (6, ¢) es
también una autofuncién del operador (L - S). En vistas de (2.11), conviene definir

&= (i n-aern-7). (2.12)

y, puesto que j inicamente puede tomar los valores j = (+1/2,4—1/2/si{ >0,y j =1/2
si £ = 0, tenemos que

. 1
para j:£+§, con £ >0,
(2.13)

1
para j:£—§, con ¢ > 0.

Utilizando las relaciones anteriores, tenemos que la parte radial de la ecuacién de Schrodin-
ger independiente del tiempo para el hamiltonianon (2.7) satisface Hupne;(1) = Epgjtne; (1),

donde

2 2
o |~ ] )+ a0+ V) 4 V(). (214)
| dr r

Notemos que, usualmente, el término del hamiltoniano correspondiente al espin-érbita se
define con un factor 1/r. Sin embargo, se puede mostrar mediante resoluciones numéricas,
al igual que se muestra en la Tabla 1 de [1] para neutrones, que los efectos de este factor
sobre los niveles de energia de protones es despreciable para las ondas parciales s, mien-
tras que tiene efectos mas pronunciados para valores mayores de £ = 1. Puesto que esta
diferencia se puede absorber en la fuerza efectiva Vo, prescindiremos de el término 1/r en
nuestra definicién del factor espin-érbita.
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De cara a obtener un potencial efectivo mas manejable, vamos a considerar el limite
a — 0T en las expresiones descritas en (2.8). Para el potencial de Woods-Saxon Upy(r),
tenemos que

-V sir<R
lim Up(r) =< —Vo/2 sir=R ) =W[0(r—R)-—1], (2.15)
a—0t .
0 sir>R

donde 6(z) es la funcién escalén de Heaviside definida por

0 si0<x.
O(x) = 1/2 sixz=0. (2.16)
1 sixz > 0.

Para calcular f/(r) y f”(r), debemos utilizar la definicién de la derivada en el sentido de
las distribuciones.

Para un estudio avanzado sobre la teoria de distribuciénes se puede consultar el Capi-
tulo 7 de [6], pero sin entrar en muchos detalles técnicos, puede decirse que una distribucién
es una aplicacién lineal y continua de un espacio de funciones de prueba en C. En el caso
que nos ocupa, consideraremos como espacio de prueba el espacio de Schwartz S = S(R).
Si bien se puede formalizar, intuitivamente este espacio de prueba es el espacio de funciones
indefinidamente derivables y de decrecimiento rapido, es decir, es el espacio formado por
funciones de clase C>*(R), tales que tanto ellas como sus derivadas de cualquier orden
tienen a cero en el infinito (+00) mdas deprisa que el inverso de cualquier polinomio. Por
otra parte, si ¥(r) € S es una funcién cualquiera de este espacio, entonces la accién de la
distribucién f(r) sobre ¥ (r) se define, simbdlicamente, por

flp(r)]

W) | £()) = / T f ()

Nuestro objetivo ahora no es exponer de forma concisa el concepto de derivada de una
distribucién, sino que simplemente utilizaremos que dada una distribucion f, su derivada
p-ésima en el sentido de las distribuciones se define como aquella distribuciéon que actua

del siguiente modo
drf _Jdrf . @Y
(m) [¥] = <d$p y¢> = <f | ( 1)pdxp>. (2.17)

Haciendo la primera derivada de f en el sentido de las distribuciones y tomando el limite
a — 0%, tenemos que

i (00| 700 ) = = T ()| £0) == (90 | 1= 60 = )

a—0+ 0+
= (¥(r) [ =0(r — R)), (2.18)

donde se ha utilizado que lim, ,o+ f(r) = 1 — 6(r — R), como ya vimos en (2.15), y que
la delta de Dirac es la derivada de la funcién escalén de Heaviside definida en (2.16). Por
tanto, tenemos que

alir(r)lJf Vsoféjf/(r) = _‘/sogfjd(r - R) (2'19)

Repitiendo el procedimiento anterior, hallamos la siguiente expresién para la derivada
segunda
lim Uq(r) = lim Vof"(r) = —=Vyd'(r — R). (2.20)

a—0t a—0t
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Finalmente, si consideramos el niicleo atémico como una distribucién continua y uni-
forme de carga, cuya carga total es Ze, la parte del potencial coulombiano Vi (r) (energia
potencial electrostdtica de esfera maciza uniformemente cargada y un proton) viene dada
por

3 — (r/R)?
Ze? 3= (/R” , "<R,
Vo(r) = 2R (2.21)
dmeg | 1 r>R
r? )

donde el término Vi (r) afecta unicamente a protones, siendo cero cuando tratamos el
estudio de neutrones. En la Figura 2.4 se ha representado dicho potencial.

V.(r)] MeV

5 R 10 15 20 25 30 r fm

Figura 2.4: Energia potencial electrostética (2.21) para el nticleo de 2°*Pb (con Z = 82, y R = 7.53 fm).

Con todo ello, el limite cuando a — 0" del hamiltoniano (2.14) nos lleva al hamiltoniano
singular

2 [ d2 l(e+1)
24 [ a2 ]
+ Vol0(r — R) — 1] 4+ Vo (r) — Veo&ejé(r — R) = Vyd'(r — R),  (2.22)

sing = —

expresion con la que trabajaremos en las siguientes secciones.

2.3. Resolucion de la ecuacién de Schrodinger

En la seccién anterior se ha derivado (2.22), una expresion para la parte radial del
hamiltoniano de nuestro sistema de estudio. El modelo considerado parte del modelo de
Woods-Saxon cldsico, pero hemos considerado el limite a — 07, para poder encontrar
analiticamente la funcién de onda del nucleén bajo estudio, y se ha anadido el término ¢’
para compensar, en medida de lo posible, los efectos que tiene esta hipotesis.

Si no hubiésemos considerado la aproximacién a — 07, tendrfamos que, o bien emplear
métodos numeéricos, o bien utilizar el método de Nikiforov-Uvarov para poder resolver la
ecuacién de Schrodinger que se obtiene del modelo de Woods-Saxon.

El objetivo de esta seccion es determinar las autofunciones de dicho hamiltoniano, es
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decir, encontrar funciones uy(r) que verifiquen

&> L(f+1)  2uE N 2V

- + 0(r—R)—1)
2 2 2 2
dr r 2h i) (2.23)
+ %vc(r) +ad(r — R) + B8'(r — R) | ug(r) = 0,
donde se han definido 5 5
7 [
a= —ﬁvsofgj Yy = —ﬁVq. (2.24)

Los parametros definidos en (2.24) se deben entender como parametros independientes, sin
ninguna relaccién, en principio, con cualquier aplicacién a modelos nucleares. Por ello, la
ecuacion (2.23) puede ser considerada de manera abstracta como describiendo una parti-
cula cudntica sujeta a un pozo esférico con potencial coulombiano y con una interaccién
0-¢' en su borde.

La ecuacién radial de Schrodinger (2.23) estd definida en el intervalo 0 < r < oo.
Sin embargo, para poder resolverla, dividimos el espacio en dos regiones: 0 < r < Ry
R < r < 00. De esta forma, obtendremos una funcién de onda en cada una de las regiones
y aplicaremos condiciones adecuadas de ajuste en r = R, definiendo asi la parte singular
del hamiltoniano.

Cabe mencionar que en [1] se ha realizado un estudio detallado de un hamiltoniano
similar a (2.23), donde se omiti6 el término coulombiano. En esencia, en dicha referencia se
resuelve la ecuacién de Schrédinger para un neutrén ligado a un niicleo doblemente magico,
mientras que nuestro propésito ahora es resolver la misma ecuacion aplicada a un nucleén,
que en este caso puede ser o bien un protén o bien un neutrén, que se encuentra dentro de
un isétopo doblemente magico. Por tanto, esperamos poder recuperar las soluciones que
se obtienen en [1] a partir de las obtenidas en las préximas secciones sin més que hacer
nulos los términos que se deriven de la influencia de este potencial coulombiano.

Para resolver la ecuacién que define (2.23), abordaremos la resolucién en la regién
0 < r < R, que denotaremos por interior, y luego en r > R, que denotaremos por exterior.

2.3.1. Ecuacion de onda en la region interior

Para valores de r tales que 0 < r < R, tomando los términos de la ecuacién (2.23) que
afectan a esta region, y teniendo en cuenta la expresion para esta zona del espacio de la
energia potencial potencial coulombiana definida en (2.21), tenemos que

Tz T2 h2 h24mey 2R

[ A2 0(+1) 2u(E+Vh)  2u Ze2 3-— (T/RV} we(r) = 0 (2.25)

es decir, debemos resolver

9 2 2 2
Cu(r) | [2“(E+ Vo) _ BuZe® | pZe” r° UL+ 1) (2.26)

_ ATy =0.
a2 72 47’rh260R 4ﬂh260 R3 r2 ] W(T)

[uZe?R
= 2.27
g Arh2eq’ (2.27)

Definamos la constante g como
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de forma que la ecuacién (2.26) se escribe como

Ca e [ (B e e e

r2

En vistas de la expresion anterior, conviene introducir el parametro

R? [2u(E+Vy)  3g°
=— | — - = 2.2
=g [ 2 R (229)
como nueva constante, de forma que la ecuacién a resolver es simplemente
d2uy(r) 4gk gr\2  L(L+1)
oo et () - e =0 (2:30)

De cara a analizar el comportamiento de una posible solucién wu,(r), vamos a estudiar
por separado el comportamiento para r — 07 y » — oo. Aunque nos interesa la solucién
en el intervalo 0 < r < R, resolvemos la ecuacién (2.30) en todo el espacio, para proponer
luego un posible cambio de funcién incégnita.

Supongamos que r — 0%, de forma que, considerando solo los términos dominantes de
(2.30), tenemos que aproximadamente esta ecuacién se reduce a

d?ﬁ(;) B f(ﬁrj; 1)u2(7“) _o. (2.31)

Esta ultima ecuacién admite soluciones sencillas de la forma

ud(r) = Crrtt 4 Cyr .

Sin embargo, ¢ diverge en el origen, por lo que no tiene sentido fisico considerar ese
término. Fijando C; = 0, deducimos que cerca del origen la solucién radial se comporta
aproximadamente como u(r) ~ r‘*+1.

Supongamos ahora que 7 — 0o, de forma que podemos despreciar el término con 1/72
y la constante 4gx/R? de (2.30), luego en este caso, podemos aproximar la ecuacién (2.30)

por esta otra
d2u™>(r) gr\ 2
— 4+ (—) u™>(r) = 0. 2.32
o () ) (232
Notemos que la ecuacion anterior no depende de £. Tratemos ahora de buscar una solucién
de la forma u*°(r) = exp [s(r)]. Sustituyendo una funcién de esta forma en (2.32), tenemos
que
2 gr\? 2 gr\2
s [s”—l— () + (ﬁ) } =0 = [s”+ () + (ﬁ) ] =0. (2.33)

No requerimos todas las soluciones de la ecuacién anterior, sino sélamente una de ellas. Se
puede comprobar que

-2

igr
s(r) ===
verifica la ecuacién anterior si asumimos que s” no es tan relevante para la ecuacién
diferencial, que esta justificado debido a que dicha funcién permite considerar un cambio
de variable a partir del cual se puede resolver la ecuacién inicial. Por tanto, podemos

considerar un cambio de variable que se comporte como u°(r) = expl[s(r)] cuando r — oo,
donde s(r) es la funcién (2.34).

(2.34)
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Es cierto que el conjugado de la solucién anterior es también solucién de (2.32), pero
puesto que, para interpretaciones fisicas, no requerimos la funcién de onda en si, sino
modulo al cuadrado de la misma, consideraremos tinicamente la solucién dada por (2.33).

Segin acabamos de ver, una solucién fisicamente aceptable de (2.30) se debe comportar
como 7‘*! cuando r — 0%, y como exp [s(r)] cuando r — oo. Por tanto, tiene sentido
considerar el siguiente cambio de funcién incégnita

igr?
up(r) = pltt exp (29R2) ve(T), (2.35)

donde la nueva funcién incognita ve(r) no debe ser dominante en cero y en infinito.

Sin més que derivar y simplificar este cambio de variable (2.35) concluimos que

dug(r) B igr? ’ igr? dvg(r)
I P <2R2 T+ 1+ R ve(r) + o | (2.36)

Derivando de nuevo la expresion anterior, vemos que

Purr) _ <igr2> 1 [ (W )+ %(3 +20) -7 2r4> ur(r)

dr2 2R2 R4

(2.37)

.9 2
igr=\ dvg(r) o d*vp(r)

2r( 14+ ¢ .
+ 7’( O+ 2) T

Sustituyendo (2.35) y (2.37) en (2.30), y dividiendo el resultado por r*!exp(igr?/2R?),
se sigue que

d?vp(r) 2042 2igr\ due(r) dgk  ig
dr? + r + R? dr (7+7

o+ (B3 2£)>ul(r) = 0. (2.38)

Consideremos ahora el cambio de variable independiente
z =2, (2.39)

siendo v una constante que se elegird posteriormente. Sin mas que aplicar la regla de la
cadena, e identificando wy(z) = vy(r), tenemos que

doe _ d ey = d2der o dee

dr — dr T ar &z Ay
vy d [doy dwy 9 d2wy dwy 2wy
dr2  dr ( dr) Qe +(2m) 2L T

Sustituyendo en (2.38), llegamos a que

20+ 2 N 2igr> dwy <4g/{

2 d :
e we - )2+ (S 293+ 26)) we =0,

dz dz R2  R?

con lo que, sin mas que dividir por 4+, concluimos que

d2wy(2) 3 igz )\ dwe(z) gK ig 3
= = = 0. 2.4
g + (€+ 5 + R P + R + R l+ 5 we(z) =0 (2.40)
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En vistas de la ecuacién anterior, notemos que si tomamos v = —ig/R?, el cambio de varia-
ble considerado transforma la ecuacién (2.40) en una ecuacion diferencial hipergeométrica
confluente (ver Apéndice A):

(Lws) | (e + g - z) dwe(z) _ [1 <e+ 3) - m} wi(z) = 0, (2.41)

dz2 dz 2 2

cuya solucion general viene dada por
wi(z) = Ap1Fy (a,¢;2) + Bpzt 71 F (a+1—¢,2—¢;2), (2.42)

donde 1Fi es la funcidn hipergeométrica confluente de Kummer, A; y By constantes
arbitrarias, y

1/ 3\ . 3
a:2<€+2>—2/€, C:€+2, (243)

ya que ¢ ¢ Z para ningin valor de £.

Deshaciendo los dos cambios de variable efectuados, encontramos que

.9 s 2
. —igr —gr
U@(T) — eng2/2R2 |:A€ 7‘€+11F1 (a, c Rg2> + Bé T—f 1F1 <(I + 1-— C, 2 — C; ;2 >:| )

donde se ha definido la constante Bj por Bj = (—ig/R*)'~°By. En el segundo sumando
de la ecuacién anterior hay un factor r—¢. Por tanto, en vistas de la forma de la funcién
hipergeométrica confluente (ver la Definicién A.2 del Apéndice A), el primer sumando de
este factor es singular en r = 0. Luego necesariamente, a fin de tener una solucién que sea
valida fisicamente, debemos fijar B; = 0.

Con todo ello, la solucién fisicamente aceptable de (2.28) viene dada por

A 1 3 3 —
wp(r) = Ag rEHI 2R g (2 <g+ 2) — ik, L+ ;{g; > L, 0<r<R.  (2.44)

2.3.2. Limite Z — 0 en la region interior

Ya se ha mencionado que, haciendo nulos los términos que se derivan de la influencia
del término coulombiano, esperamos poder recuperar la solucién que se obtiene en [1] para
esta misma zona del espacio. La solucién alli obtenida para r < R viene dada por

1(E + V)

ye(r) = A \/UTJH%(JT), con g = S, (2.45)

donde J, denota la funcién de Bessel de primera especie. Recordando que la funcién J,
de Bessel se define por

o 2\ 2k—+v 5 46
kZ_OI‘k—i—V—i— (5) ’ (2.46)

podemos escribir la solucién (2.45) en forma de serie como

fz k+€+ )k! <7

2k+L+1
) : (2.47)
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Volviendo sobre la solucién que acabamos de hallar (2.44), y teniendo en cuenta la
expresién de 1 F; dada en (A.10), también podemos escribir la solucién (2.44) en forma de
serie como

; (3 (0+3) —in) ig \* o
ug(r) = Aprttleio /21 . (—) T (2.48)
kz_o (£+3), k! R?

donde (z), denota al simbolo de Pochhammer definido por (A.9). Notemos que

(3(e+3)-w) (_%)’“: [(C=in).. (=4 S in)] (_R_g)
(5B (). e

donde se ha definido ¢ = (¢ + 3/2), como ya se hizo en (2.43).

Por c¢émo se ha definido g en (2.27), si Z — 0, entonces g — 0, luego utilizando la
definicién de k en (2.29), se tiene

g
T (250

gk 1 [2u(E+Vy) 3¢
CR2T 4

donde la variable ¢ se ha definido como en (2.45), y por tanto, tomando el limite en (2.49),

concluimos que
1 3 o2\ *
it —|l+=)—1 —ig)k=(-=—) . 2.51
21510<2< +2) ““)k( ) < 4) 251

Utilizando el teorema de la convergencia dominada, con respecto a la medida de Dirac
(que es la suma sobre los naturales), se puede demostrar que estamos en condiciones de
permutar suma y limite, de forma que el limite de la suma cuando Z — 0 es igual a la
suma del limite cuando Z — 0 de su término general. Por tanto, teniendo en cuenta (2.51),
se tiene que el limite de nuestra solucién (2.44) es

(%)
hmo we(r AZZ z+1(€+22)k' 2k

20F1 AL (0+ 3
é+1

Zr ) k! <7>2k+£+1 =), (2:52)

k=0

donde se ha definido la constante \/ﬁA; por el término entre corchetes de la tltima expre-
sién y se ha utilizado que, por definicién del simbolo de Pochhammer (z),, (ver (A.9)), se

cumple que
3 I (¢+3)
(+2) =———2
( 2>k L0+ 3+k)

Observamos que haciendo el limite Z — 0 de (2.44), recuperamos la solucién que se
obtuvo en [1] para esta misma zona del espacio. Por tanto, hemos demostrado que los
resultados que acabamos de obtener para Z # 0 coinciden, dentro del nicleo, con lo
publicado en [1], que se obtiene como el limite (2.52) cuando Z — 0.
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2.3.3. Ecuacién de onda en la region exterior

Vamos ahora a resolver la ecuaciéon de Schrodinger para valores de r tales que r > R.
Teniendo en cuenta los términos no nulos que aparecen en (2.23), y la expresién de la
energia potencial coulombiana dada por (2.21), la ecuacién a resolver es

{_ d? N (l+1) 2uE  2p Ze? 1

it - = 2.
dr? r2 h2 h? 4d7eg 7‘] ue(r) =0, (2:53)

donde requerimos E < 0, ya que buscamos estados ligados. Definiendo g como hicimos en
(2.27), la ecuacién anterior se transforma en

d2up(r 2ulE 29> 4(0+1

Consideremos el cambio de variable dado por
z = nr, (2.55)

siendo 1 una constante que determinaremos posteriormente. Aplicando la regla de la ca-
dena, e identificando uy(r) = ve(z), se tiene que

dug  dz duy  duy

ar  dr dz Tz’

2.56
Cug _ d (dug) _ odo 22
drz  dr \ dr) 7 dz?’
con lo que tras aplicar el cambio de variable a la ecuacién (2.54), tenemos que
d?ve(z)  [2uE  2¢%n L0+ 1)n?
2 ¢ K gn n
- — =0. 2.57
dz? h? 2R 22 ve(2) (257)
Si dividimos la expresién anterior entre 12, obtenemos que
d2vy(2) 1 2uE  2¢g% 4(l+1)
= — — =0. 2.58
dz2 n? h2 nzR 22 ve(2) (2.58)
Puesto que E < 0, se cumple que E = —|E|. Definamos 1 como
_ . [8ulE]
n= 12 >0, (2.59)
y A como
2 2 7 2
_ ¥ _ e (2.60)
nRk 2mheo /8| E|
de forma que la ecuacién (2.58) es
d?v(2) A1 4+
2 _Z_ __/ =0. 2.61
dz? + z 4 22 ve(2) ( )

Notemos que la ecuacién (2.61) es una ecuacién diferencial de Whittaker (ver Apéndice
A.2), donde, utilizando la notacién del apéndice, k = Ay u = (1 4 2¢)/2, de forma que la
solucién general de dicha ecuacién viene dada por

velz) = AeMy g3 (2) + BeWy g (2), (2.62)
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siendo Ay y By constantes arbitrarias y M, y W , las funciones de Whittaker de primera
y segunda especie respectivamente.

Deshaciendo el cambio de variable utilizado, llegamos a que la solucién general de
(2.54) es
ug(r) = Ay MAJJF% (nr) + By W)\JJF% (nr), r> R. (2.63)

Sin embargo, dado que los desarrollos asintéticos cuando r — oo de estas dos funciones de
Whittaker vienen dados (ver Apéndice A.2.1) por

My 1 (r) ~ T(2 4202 (nr) T (14 £ = N),
aE . (2.64)

y teniendo en cuenta que 1 > 0, de cara a tener una solucién que sea vélida fisicamente,

debemos fijar Ay = 0, pues en el desarrollo asintético de este término aparece un factor
1 :

e2 que diverge cuando r — oo.

Con todo ello, la solucion fisicamente aceptable en la regién exterior viene dada por

V8ulE| r) , r>R. (2.65)

ug(r) = By W/\,H% ( N

2.3.4. Limite Z — 0 en la region exterior

En [1] se obtuvo que, para r > R, la solucién que proviene del mismo modelo fisico
pero sin términos de interaccion coulombiana viene dada por

2u|FE
we(r) = Dy \/,CTTKH%(W), donde p = ;;'7 (2.66)

donde K, denota la funcién de Bessel modificada de segunda especie, y Dy una constante
arbitraria.

Notemos que, segtin hemos definido 1 en (2.59) y p en la ecuacién anterior, tenemos
que 1 = 2p. Por otra parte, conviene recordar (ver 13.18 en [7]) la siguiente relacién entre
las funciones de Whittaker y las de Bessel modificadas de segunda especie:

W (22) = %K,,(z). (2.67)

Por tanto, el limite cuando Z — 0 de la solucién que obtuvimos en (2.65) viene dado por

d Z. J— — 2 R
M wg(r) = lm BeW, o1 () = Be Wy g1 (2pr) = Be\/; Vor Ko 1(pr) = wi(r),

donde se ha tenido en cuenta que de (2.60) se deduce que A — 0 por el hecho de que si
Z — 0 entonces ¢ — 0 por cémo se definié g en (2.27), y en la tltima igualdad se ha

definido Dy = Byy/2/7.

Por tanto, vemos que la solucion obtenida en este trabajo para la regién exterior es
consistente con la publicada en [1] para el caso especial en que Z = 0.



Capitulo 3

Ecuacion secular

En el capitulo anterior se ha analizado el modelo de estudio propuesto, y se ha resuelto
la ecuacion de Schrodinger resultante del hamiltoniano del sistema para las regiones interior
y exterior del nucleo, obteniéndose las siguientes soluciones en (2.44) y (2.65):

: 1
") Ay plleior?/2 1P (2 <€ + ;) — ik, L+ ;; —igr2> , 0<r <R, (3.1)
up(r) = 3.1
By W/\,Hé (nr), r>R,

donde las constantes que aparecen involucradas han sido definidas anteriormente. El objeti-
vo de esta capitulo es aplicar las condiciones de ajuste que aparecen al estudiar potenciales
que generalizan la delta de Dirac, tipo ad + 84’ para poder completar la solucién desde
un punto de vista tanto matematico como fisico, y poder extraer luego las conclusiones
adecuadas.

De entre estas condiciones, las definidas por Kurasov, ver [8], permiten construir una
extensién autoadjunta con el término de ¢ y el de &' soportados en el mismo punto, en
nuestro caso, r = R. Estas condiciones vienen expresadas en forma de sistema lineal por:

2+ 8
R* o—g R ’
(ZEER+§): i 2-p (ZEERD donde ug (R¥) = lim w(z), (3.2)
4-p* 2+

siendo « y (3 las dos constantes que se han definido como en (2.24).

El caso en que 8 = £2 obviamente no estd incluido en (3.2) y no serd estudiado en
este trabajo, pues para estos valores de (3, la ecuacién secular no relaciona los datos de los
limites en r = R™ con los de r = R, se indica en [9] que estos valores de 3 conducen a
las siguientes condiciones frontera:

ug (RY) — %ug (R)=0, w(R)=0, sif=2,
(3.3)
we (R) 4 2o (R) =0, w(RY)=0, sif=-2

En el Apéndice B, se comenta la existencia de cierta controversia acerca de las condi-
ciones de ajuste. En esta seccién adoptaremos estas condiciones y extraeremos las conse-
cuencias pertinentes.

23
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De (3.2), se deducen las siguientes ecuaciones:

2+

u (RY) = 5—pue(R7),
wh (BY) = 2w () + 55l (7). (3.4)

Dividiendo la segunda de ellas entre la primera, llegamos a que

uy (RY) 4o (2—B)* uy(R7)

- T QA B2 (R

w (B~ @10 (3:5)

Multiplicando la ecuacién anterior por (2 + 3)%/(2 — )2, y pasando el primer sumando al
término de la izquierda, tenemos que
uy(R7)  (2+B)*u, (R") 4oy

w(R™) ~ (2-B)2u(RY)  (2-B) (3.6)

Para concretar la ecuacién anterior, necesitamos calcular explicitamente u) (RT) y
uy (R™). Para ello, no hay mds que tomar las expresiones en (3.1) y, considerando las
expresiones dadas por (A.17) y (A.32), derivar respecto de r, y tomar el limite » — R¥.
Definamos los parametros a y b por

1 3 ) 3
a—2<€—|—2>—m, b_£+§’

de forma que la solucién interior se escribe como

. ) 2
up(r) = Ay RA1pigr? /2R 1F (a,b; _zz;) )

Si derivamos esta tltima expresion, teniendo en cuenta (A.17), y realizamos posteriormente
el limite uy(R™) = lim,_, g u(r), deducimos que

4iag
3420

Wp(R™) = Ag e PR (1 + 0.+ ig) 1 F (a,b; —ig) — VFi(a+ 1,04 1; —ig) |,

y dividiendo entre uy(R™), concluimos que

u,(R™) 14¢ g diag 1Fi(a+1,b+1; —ig)
— = + = - : . (3.7)
ug (R™) R R R(3+20) 1F1(a,b; —ig)

Por otra parte, la derivada ug(R™) en (3.1), utilizando para derivar la expresién (A.32),
viene dada por

n A 1

de donde se sigue ahora que

_n_A_ 2 s D (3.9)
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Con todo ello, sin mas que sustituir (3.7) y (3.9) en (3.6) y multiplicar posteriormente
por —R dicha ecuacion, llegamos a

diag 1Fi(a+1,b+1; —ig) , 4aR
— 140 e
3420 1Fi(a,b; —ig) TRt 5 gy
_@+p7inR Wi (1) . (3.10)
(2-0)%| 2 W)\,m—%(nR)

Esta ecuacién nos da una condicién que liga los valores de los pardametros fisicos que
aparecen en ella, implicita o explicitamente, es decir (R, ¥, Z,Vp, E,«, 3), y sirve para
determinar los niveles de energia aceptables.

La ecuacién (3.10) es trascendente!. Puesto que no podemos encontrar soluciones
analiticas (estados ligados) de la misma, vamos a recurrir a métodos gréficos, y repre-
sentar el lado izquierdo frente al lado derecho, de forma que las soluciones sean los puntos
de corte de ambas curvas. Para estudiar una ecuacién general de este tipo, tendriamos que
representar por separado la parte real y la parte imaginaria, ya que claramente (3.10) es
una expresion que involucra nimeros complejos.

Sin embargo, la ecuacién a la que hemos llegado tiene una propiedad interesante, y es
que tanto la parte imaginaria del lado derecho, llamémoslo ¥, como la del lado izquierdo,
llamémoslo ®,, son constantes, y ademads, iguales. Esto simplifica notablemente el estudio,
pues unicamente debemos preocuparnos de resolver la parte real de la ecuacién (3.10).

Para demostar esta propiedad que hemos mencionado, notemos que Im[¥,] = g, pues
el resto de términos que aparecen son reales, y las funciones de Whittaker involucradas
también toman valores reales.

Pero es que ademés, se cumple que Im[®;] = g. Para demostrarlo, probaremos el
siguiente teorema auxiliar.

Teorema 3.1.1. Dados tres numeros cualesquiera =, y, z € R, se tiene la siguiente
propiedad
(r+iy)1Fi(x 4+ iy + 1,20 + 1; —iz)

R
¢ x1F(x + iy, 2x; —iz)

=1, (3.11)
donde 1Fy(a,c; z) representa la funcion hipergeométrica confluente definida en (A.10).
Demostracién:

Notemos en primer lugar que, usando la regla de derivaciéon de las funciones hiper-
geométricas confluentes dada en (A.17), se tiene que

(x+iy)1Fi(x+iy+ 1,20+ 1; —iz)

3.12
x1Fy(x + iy, 2x; —iz) (3:12)

d
Qia InFy(x + iy, 2z; —iz) =

Recordemos que, como se muestra en (A.19), la primera relacién de Kummer establece

1Fi(a, by z) = €*1Fi(b—a,b; —%). (3.13)

Una ecuacién trascendente es una ecuacién que no se reduce a una ecuacién algebraica mediante
transformaciones algebraicas.
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Definamos M = 1 Fi(z + iy, 2x; —iz), de forma que, aplicando la transformacion de Kum-
mer (3.13) a M, se tiene que

M = \F(z + iy, 2x; —iz) = e # 1 Fy(x — iy, 2x; i2) = e *M*, (3.14)

donde w* denota el conjugado complejo de w € C. Tomando logaritmos en ambos lados
de la expresion anterior, tenemos que

InM=—iz+InM* = InM —InM* = —iz. (3.15)
Derivando respecto de z la ecuacién anterior llegamos a
d d *
— InM| - |—InM| =—i 3.16
[ dz " ] [ dz " } b (3.16)
de donde, utilizando w — w* = 2i Im(w), se sigue que

, d . d
2iIm [dz lnM} =—i = —1Im {2dzlnM} =1 (3.17)

Finalmente, usando que — Im[w| = Re[iw], tenemos que

. d . d . ,
Re [dezln M} = Re {2zdzln 1F1(z + iy, 2x; —zz)] =1, (3.18)
luego sustituyendo (3.12) en (3.18) queda probado (3.11). O

Volviendo sobre la ecuacion (3.10), que es la que nos interesa analizar, notemos que si
tomamos

1 3 b .
su lado izquierdo es

diag 1Fi(a+1,b+1;—ig) i(x+iy)1Fi(z+iy+ 1,20+ 1; —iz)

o, =
t=3 + 2/ 1F1(a,b; —ig) g x1 Fi(x + iy, 2z; —iz) ’

luego aplicando el Teorema 3.1.1 que acabamos de demostrar, es evidente que

(x+iy)1Fi(x 4+ iy + 1,22 4+ 1; —iz)
x1Fy(x + iy, 2z; —iz)

Im[®y] = — Re[i®y] = gRe [ =g.

Por tanto, inicamente debemos resolver la parte real de la ecuacién (3.10). Para poder
hacerlo, vamos a adimensionalizar los pardmetros dependientes de la energia que hemos
empleado. Para ello, es conveniente definir

2 2
=y 2R =B 00) (3.19)

de forma que las constantes a utilizar son:
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= Regidén interior: en esta zona del espacio, consideramos valores de la energia tales
que E > —Vj. Por tanto,

R* [2u(E+Vo)  3¢°| _ 1 2uR?
4g h2 R2| 49 W2

uZe’R
47T7i2€0 ’

;<€+2>_’“_;<£+2>—i<2§(1—6)—3g)- (3.22)

= Regién exterior: En esta zona del espacio, requerimos que E < (. Por tanto,

Su|lE 2u|E 2V 2

3 v2 3
%(1—5)—1":5(1—5)—19, (3.20)

KR =

(3.21)

12 h2
2g° 9°
B . 3.24
7’]R ’U()\/zg ( )

Tras haber realizado esta adimensionalizacién de los parametros, la ecuacién secular
(3.10) se escribe simplemente por ®;(¢) = ¥y(e), en donde P, viene dado por

diag 1F1(a+ 1,0+ %; —ig)

) =
&) 3+20 (Fi(a, 0+ 3; —ig)

(3.25)

siendo g y @ son los pardmetros adimensionalizados definidos en (3.21) y (3.22), y ¥, por

- vy @+PP[0R Wi ()
Vele) =1+ Ltig+ 55~ (5 gy 2 Wyey 0F) | (3.26)

donde g, n y A son (3.21), (3.23) y (3.24) respectivamente, y se ha definido

wej = 4aR. (3.27)

3.2. Estados ligados

En la seccién anterior se ha deducido (3.10), la ecuacién secular del modelo propues-
to. Tras haber realizado una adimensionalizacién de los parametros involucrados en dicha
ecuacion, estamos en condiciones de buscar los estados ligados. El objetivo de esta sec-
cién es precisamente encontrar las soluciones de la ecuacién secular, a fin de poder sacar
conclusiones fisicas del problema propuesto.

En la ecuacién secular pueden aparecer factores que divergen cuando W, 1 +e(nR) =0
2

y cuando 1 Fi(a, % + ¢, —ig) = 0. El siguiente paso para discutir la continidad de ¥, y ®,
(lado derecho e izquierdo respectivamente), es estudiar estos posibles ceros.

3.2.1. Ceros de la funcién de Whittaker

El lado derecho de la ecuacién secular es, tras adimensionalizar, ¥y(e). Veamos que se
trata de una funcién continua en € € (0,1). Para a poder asegurar la continuidad de dicha
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funcién, tenemos que ver que la ecuacién WM +1 (nR) = 0 no tiene ninguna solucién para
e € (0,1), pues esto darfa lugar a asintotas verticales.

Notemos que, segtin hemos visto en (A.30), la funcién de Whittaker se define en térmi-
nos de la funcién hipergeométrica confluente de segunda especie U (a, ¢; z), introducida en
la Definicién A.2, por

1
Wyu(z) = e~ (2 + =k, 1+ 2 z) ,

por tanto, los ceros de W ,(z) son exactamente los ceros de U (% +pu—rK,142u, z).

Para el caso que nos ocupa, queremos estudiar los ceros de W, 1_,(nR) = 0, donde
’2

¢ >0y los pardmetros adimensionalizados, como ya vimos en (3.23) y (3.24), son

9 9
77(5)2%0 s, ee(0,1) = ne((),g’),
2 2
g g
A(e) = — 0.1)= Ae[-o0 L
(e) oV e€(0,1) e( 0, U0>,

que como acabamos de ver, tiene los mismos ceros que la funcién hipergeométrica con-
fluente de segunda especie U(1 4+ ¢ — X\, 2+ 2¢,nR).

En la Seccién 13.9 de [7] se realiza un estudio detallado los ceros de la funcién hiper-
geométrica confluente de segunda especie. Sin embargo, para este caso concreto, podemos
aplicar directamente el Teorema 1 que se demuestra en [10], que establece que si a,c € R
y 2a — ¢ > —1, entonces cualquier cero z, de U(a,c;z) debe satisfacer que Re(z,) < 0, es
decir, que en tal caso, U(a, c; z) no tiene ceros reales positivos.

Notemos que en nuestro caso, 2a — b = —2)\, y puesto que A < 0, evidentemente
2a — b > —1. Por tanto, concluimos que la funcién que estamos estudiando no tiene ceros
reales positivos, de donde deducimos que ¥y(e) es una funcién continua en € € (0, 1).

3.2.2. Ceros de la funcién F}

A diferencia de lo que ocurria con ¥y, el lado izquierdo de la ecuacién secular (3.10), es
decir, ®4, no es continuo, y esto se debe a que 1 Fi(a, %+£, —ig) = 0 tiene, de hecho infinitas,
soluciones. Sin embargo, nos interesa estudiar la parte real de las soluciones de dicha
ecuacién en el intervalo € € (0, 1). Notemos que el tinico argumento de la funcién 1 Fi (a, ¢; 2)
que depende de la energia adimensionalizada ¢ es a, mientras que los argumentos ¢ = ¢+1/2
y z = —ig son constantes, por lo que buscamos lo que se conoce como “a-ceros” de la
funcién en la literatura especializada.

Encontrar una solucién analitica de dichos ceros es una tarea realmente dificil debido
a la complejidad de las funciones hipergeométricas. Sin embargo, se sabe (ver aparta-
do 13.9.10 de [7]) que para by z fijos en C, todos los a-ceros de la ecuacién 1 Fi(a,c;z) =0
son de la forma

! ((c - ;)27r2 + §z2 —8¢(z — 1) — 4% — 3) +0(n), (3.28)
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donde n es un nimero natural®. Evidentemente, las soluciones aproximadas mediante la
expresién anterior son mas precisas cuanto mayor sea 1, pues esta aproximacion numérica
es una O(n~ 1), denotando O la O-grande de Landau. Sin embargo, como veremos, la so-
lucién anterior proporciona aproximaciones realmente buenas incluso para valores enteros
de n pequenos. Simplificando la expresion (3.28), deducimos que

(-3+20nr?  npPr?  —3—4+ (-3 +¢) 7 —8e(-1+2)+ % (3.29)
8z 4z 16z ' '

ap = —

Para obtener los valores de € donde el lado izquierdo de la ecuacién secular diverge,

no tenemos mas que sustituir los valores de a y ¢ dados por (2.43) en la expresion (3.29),

e igualarlo al pardmetro a adimensionalizado dado en (3.22). Aunque los cdlculos son
ciertamente tediosos, se puede mostrar que la solucién a dicha ecuacién viene dada por

8g? ¢ Ann: nZx? 02 (—4 + 7r2)

0 _
f=1-2 4=
" 3up? V3 v3 v3 402 ’

n=12... (3.30)

En vistas de la expresién (3.30), deducimos que si €

nalizada 1F(a(€), 3 + ¢,—ig) = 0, entonces necesariamente €\ < 1, pues como ¢ > 0y
n=1,2,..., siempre se cumple que

es un cero de la funcién adimensio-

¢ Inn?
— et =520
Yo Yo
luego
O 8g> 1 {nm? n n2r? (2 (—4 + 7r2)
no 3up? 3 v3 v3 4o} ’

donde el término entre corchetes es claramente positivo.

De la expresién de (3.30) deducimos que si n es suficientemente grande, o vy suficiente-
mente pequenio, no tendremos ningin a-cero en el intervalo (0, 1), lo que como ya veremos
de forma analitica y mds precisa, influirda en el nimero de estados ligados.

3.3. Numero de estados ligados

El objetivo de esta seccién es obtener conclusiones sobre el nimero de estados ligados
de la ecuacién secular (3.10). Para facilitar el estudio y comprension del problema presente,
comenzaremos a analizar esta ecuacion para valores concretos de los pardmetros fisicos, y,
posteriormente, pasaremos a enunciar resultados y propiedades generales.

Como ya se ha comentado, la ecuacién (3.10) de este modelo se trata de una ecuacién
trascendente, y por ello no podremos resolverla de forma analitica, pero aun asi podemos
obtener diversas consecuencias a partir de procedimientos numéricos y graficos.

En la Figura 3.1 se han representado las funciones ®4(¢) y ¥y(e), definidas en (3.25)
y (3.26) respectivamente, asi como las asintotas verticales de ®, (lineas discontinuas)
aproximadas mediante la expresién (3.30) en el intervalo (0,1). Segiin hemos probado, la
funcién ¥, es continua en dicho intervalo.

?Donde consideramos la siguiente definicién de los niimeros naturales N = No\{0} = 1,2,3,...
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Los puntos donde ®, presenta singularidades han sido aproximados por la expresién
(3.30). Si bien sabemos que estos puntos no corresponden a soluciones analiticas, sino
numeéricas, podemos apreciar que son buenas aproximaciones incluso cuando n es pequeno.
Como veremos més adelante, en la Tabla 3.1 se muestra la calidad de la aproximacién de
estos ceros.

| | I [} 1 1 | I/
250 1 : : B e
| | I \/\ | | 1
| | I | | | 1
200, : : LT
: L1 | | |||
150+ \/ I i i | P
1 1 | | I 1 1 1
1 | | I [} 1 1
100/ { I I T I
1 1 1 I | I 1 1
1 1 1 I | I [} 1
50, | | U
B N NN N AN AL,
02 \ 104\ 06 \ 08 | 1
-50} | | l l T T I

Re[®(e)] — Re[¥(e)]
Figura 3.1: Estados ligados para la ecuacién secular (3.10). Las constantes utilizadas son § = 4, g = 3.5,
vo=30,0=1y wy = —20.

Por otra parte, sabemos que la funcién ®; no es continua en un punto de algin entorno?
de los puntos €2 dados por (3.30), pero entre dos puntos de discontinuidad consecutivos
esta funcidn es inyectiva y monoétona decreciente, y su imagen es la recta real, salvo que se
trate del primer intervalo (entre el punto de discontinuidad més cercano a € = 1), en cuyo
caso la imagen es la recta real positiva y una muy pequena parte de la recta real negativa.

Debido a la complejidad de las funciones hipergeométricas y de Whittaker, demostrar
estas propiedades (la monotonia de ¥, y la inyectividad e imagen de ® entre dos ceros
consecutivos) estd fuera del objetivo de este trabajo. En cualquier caso, estas han sido
demostradas para el caso ¢ = 0 en [1] y comprobadas para los casos que nos interesan en
este trabajo, en particular para todos los nicleos doblemente mégicos considerados en el
capitulo 4. De ahora en adelante, se tomaran estos resultados como ciertos.

3.3.1. Estados ligados frente al momento angular /¢

El objetivo de esta seccion es extraer conclusiones generales sobre cémo afecta el valor
del momento angular ¢ al nimero de estados ligados. En la siguiente seccién veremos que
existe un valor maximo del momento angular, al que denotaremos por fn.x, a partir del
cual la ecuacién secular (3.10) no tiene estados ligados. Sin embargo, el propdsito de esta
seccion es determinar el nimero de estados ligados en caso de que los haya.

Recordemos que los estados ligados vienen representados por los puntos de corte de
®, y Uy en graficas similares a la representada en la Figura 3.1. De entre estos estados
ligados, aquellos que corresponden a valores mayores de € estan mas ligados. Es intere-
sante remarcar que, como se sefiala en la Seccién 3.2.2 de [2], este modelo ofrece mejores

3Sabemos que dichas soluciones no son exactas, pero graficamente observamos que las aproximaciones
numéricas son muy precisas. De esta forma, aunque no conocemos con total precisién los punto de discon-
tinuidad, podemos garantizar que se encuentran en un entorno de los puntos dados por (3.30) contenidos
en el intervalo (0, 1).
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resultados precisamente para los estados més ligados. Para estudiar la dependencia del
nuamero de estados ligados frente al momento angular ¢, vamos a buscar graficamente las
soluciones de la ecuacién secular ¥y(e) = ®y(e), tomado como constantes las utilizadas en
la Figura 3.1, es decir, 8 =4, g = 3.5, vo = 30 y wy; = —20.

En la Figura 3.2 se ha representado la ecuacion secular para los valores de ¢ = 0,1, 2
y 3. Podemos observar que, en este caso, para valores mas bajos del momento angular ¢
tenemos mayor numero de estados ligados, pues hay un total 9 estados ligados para £ =0
y £ = 1, mientras que 8 estados ligados para £ = 2 y £ = 3. Notemos que en las cuatro
figuras ahi representadas se ha tomado el mismo valor de ng4.

I I 1 1 1 | | L ] I I [} | | |
250, | oo T 0 | [ N A B = o

| o LT o T
200 | = A w0

I I 1 1 1 | [ | | | [ | | | |
o | R w4 ]

I I I 1] [ 1 | [ I I ] I | | 1
w1 100/ (I I I A
w0 o

BN N NS A NN G\ W NN NN N,

! 0:2 | 0.4 0.6 \! 0.8\ 1 1 0.2 104N 1 06 L0811
=50} \ | | | | oo -50| | | 1 oo

(a) £ =0. Re[®(¢)] — Re[¥(e)] (b) £=1.

1| I 1 1 1 1 | |/‘ | I [ 1 1 | H/
20| | I R N O o I R

| o LT o LT
200 | I e i I N w0
ol | LT 1 | ||| o iRl

T o ]
1000 ! (N I N O 1004/ (I N N N

I I I I 1] 1 1 1 | | | | | 1 il
N o L

BN N N WA AN NN CINCINCN A L

! 0.2 ! 04 0.6 \! ! L1 01 0.4 ! 06! 10.8) 1
~s0| \ | oo R

() £ =2. @ ¢ = 3.

Figura 3.2: Estados ligados de la ecuacién secular (3.10) para =4, g = 3.5, vo = 30, we; = —20.

De hecho, que el nimero de estados ligados sea menor cuanto mayor sea el valor del
momento angular ¢, no ocurre uinicamente para este caso concreto, sino que podemos
extender este resultado para cualesquiera valores de los parametros fisicos. Para hacer
esta generalizacion, con las hipdtesis de monotonia de ¥, e imagen y monotonia de &,
entre dos puntos de discontinuidad consecutivos, inicamente debemos razonar a partir de
los a-ceros de la funcién hipergeométrica de Kummer 1 F; que aparece dividiendo en el
lado izquierdo de ecuacién secular (3.10).

Estos ceros vienen dados aproximadamente por la expresién (3.30). Viendo esta expre-
sién, se dedude que €% — —oo cuando n — o0o. Si queremos estudiar el nimero maximo
de estados ligados para cierto valor ¢ del momento angular, no tenemos méas que analizar
para qué valor de n los valores de ! dados por la expresién (3.30) estdn contenidos en
el intervalo (0,1). Segin vimos, todos ellos verifican que 52 < 1, luego tenemos que ver

4Como explicaremos més adelante, esto no corresponde al valor que se debe utilizar cuando se quieren
extraer conclusiones fisicas del modelo, pero puesto que los resultados de esta seccién se basan inicamente
en nimero de ceros de la funcién 1 F1 —independiente de w¢;— podemos tomar este pardmetro como constante
a fin de simplificar razonamientos.
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a partir de qué valor de ng se verifica que €2 < 0 si n > ng. Sin mds que considerar la
expresion (3.30) como funcién de n, y resolver la ecuacién cuadrética € = 0, deducimos
que

=31l + \/—24¢% + 9(0 + 2 + v?
ne = \/ 967T ( 0) ’ (331)

donde |x] denota la funcién suelo, una funcién que asigna a cada nimero real su nimero
entero méas cercano por defecto, y ademaés se ha asumido que

— 246> + 90+ > +3) > 0, (3.32)

ya que ny € N. Para obtener un solucién con sentido fisico, debemos tomar el signo + en
la solucién (3.31), es decir, consideramos unicamente la solucién

—3ml +\/—2492 + 9(£ + 2 + })
67

+
Ty

Por tanto, es evidente que si s es el nimero de ceros contenidos en el intervalo (0,1) de la
ecuacién 1 F(a(e), 3 4 ¢, —ig) = 0, entonces

s =méx {n/, 0}. (3.33)

En el caso que estamos estudiando, se cumple la desigualdad (3.32), ya que g = 3.5 y
vo = 30, luego —24¢> + 908 > (. Para los nicleos doblemente méagicos que consideraremos
en el capitulo 4, esta desigualdad siempre se verifica, como se muestra en la Tabla 3.2. En
la Figura 3.3 se ha representando, para las constantes con las que estamos trabajando, la
funcién discreta dada en (3.33) en funcién del valor del momento angular /.

[V}

S| N W A OO N o ©
— T T T T T T —F

5 10 15 20 25

Figura 3.3: Numero de puntos de discontinuidad de ®, para g = 3.5, vo = 30 y we; = —20 en funcién del
momento angular £.

El niimero de puntos de discontinuidad de ®, contenidos en (0,1) se ha asumido que
viene dado por (3.33) de forma exacta. Viendo en la Figura 3.3 el valor de s para £ =0, 1,2
y 3 deducimos que, para estos valores del momento angular, el nimero de puntos de
discontinuidad aproximado por esta funcién es exactamente el mismo nimero de puntos
de discontinuidad que podemos contar en las graficas correspondientes de la Figura 3.2.

De hecho, la expresion de (3.33) viene de asumir que los a-ceros de la ecuacién

3
1F1(a(e), 5 +4,—ig) =0
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son calculados de manera exacta a partir de la expresién (3.30). Para poder analizar la
precision en la aproximacién de estos ceros, podemos comparar estas soluciones aproxima-
das con las que se pueden obtener de manera més precisa mediande la ayuda de programas
de célculo® y de procedimientos numéricos.

En la Tabla 3.1 se han recogido los a-ceros de la funcién 1 F}, donde Aprox. representan
los primeros a-ceros obtenidos a partir de la expresién (3.30), y Num. los que hemos ob-
tenido a partir de resolver | Fj (a(e),E + %; —ig) = 0 mediante procedimientos numéricos.
Podemos apreciar que las aproximaciones obtenidas son realmente buenas. Esta misma
comparacién se ha realizado en la Tabla 4.6 para todos los ntcleos doblemente magicos,
donde se puede apreciar que las aproximaciones son igualmente buenas en estos casos.

20 =0 (=1 (=2 (=3

ntj Aprox. ‘ Num. | Aprox. ‘ Num. | Aprox. ‘ Num. | Aprox. ‘ Num.
n=1 0.953 | 0.952 | 0.941 | 0.941 | 0.927 | 0.928 | 0.908 | 0.911
n=2 0.920 | 0.919 | 0.897 | 0.897 | 0.872 | 0.872 | 0.843 | 0.844
n=3 0.865 | 0.864 | 0.832 | 0.831 | 0.795 | 0.795 | 0.755 | 0.755
n=4 0.788 | 0.788 | 0.744 | 0.743 | 0.696 | 0.696 | 0.645 | 0.646
n=>5 0.690 | 0.689 | 0.634 | 0.634 | 0.576 | 0.575 | 0.514 | 0.514
n==~6 0.569 | 0.568 | 0.503 | 0.503 | 0.433 | 0.433 | 0.360 | 0.360

Tabla 3.1: Algunos puntos de discontinuidad de ®; para g = 3.5, vo = 30 y we; = —20 en funcién del
momento angular /.

Por tanto, puesto que los ceros son aproximados con gran precisién para valores bajos
del momento angular ¢, podemos asumir que, para al menos estos valores de ¢, el nimero
de puntos de discontinuidad de ®, viene dado exactamente por (3.33).

Sin embargo, para valores mas altos del momento angular ¢ puede diferir por varias
unidades. Esto se debe a que se ha partido de una aproximacién numérica de los a-ceros

de la funcién hipergeométrica confluente, y la aproximacién no es tan buena para valores
de ¢ grandes.

Como ya se ha mencionado, este modelo ofrece mejores resultados para valores bajos del
momento angular £. De hecho, a través de los razonamientos que hemos realizado, estamos
en condiciones de enunciar un teorema sobre el ntimero de estados ligados para valores
pequenos del momento angular. Para ello, asumiremos las propiedades de monotonia e
inyectividad de ¥, y &, mencionadas anteriormente.

Teorema 3.3.1. El numero de estados ligados viene dado por
Ne=(s—1)+m+m,

donde s es el numero de puntos de discontinuidad de ®; en el intervalo (0,1), que para
valores bajos de { puede ser aproximado por (3.33), y se definen m y m' segin

m:{ 1 si @4(0) > Uy (0), o { 1 osi We(1) > ®y(1),

0 si Dy(0) < Ty(0), =10 si (1) < By(1). (3.34)

5En este caso, se ha utilizado Mathematica para encontrar las soluciones numéricas.
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Demostracion:

Es evidente que si ¥y es mondtona creciente en (0,1), y ¥, es inyectiva entre dos ceros
consecutivos, teniendo como imagen la recta real, entre cada par consecutivo de puntos
de discontinuidad de ®; necesariamente debe de haber un punto de corte® entre ®, y Uy,
dando lugar al menos a s — 1 estados ligados.

Ademis, si ®4(0) < ¥,(0) —como ocurre por ejemplo en las dos gréaficas de la derecha
de Figura 3.2— es evidente que hay un estado ligado adicional en cierto e tal que ¢ < ay,
siendo ay, el punto de discontinudad de ®, més cercano al origen.

Finalmente, si Wy(1) > ®y(1), entonces necesariamente tenemos un estado ligado adi-
cional para cierto €1 tal que a1 < €1 < 1, siendo a; el punto de discontinuidad de ®, mas
cercano a € = 1. O

3.3.2. Valor maximo del momento angular

En la seccion anterior se ha estudiado el niimero de estados ligados para cierto valor
del momento angular ¢, y se ha visto que para valores méds altos del momento angular
hay menos estados ligados. Esto parece sugerir la existencia de un valor £, del momento
angular a partir del cudl la ecuacion secular no tiene estados ligados. El objetivo de esta
secciéon es encontrar dicho valor maximo del momento angular.

Hemos visto que una condicién necesaria para que no haya estados ligados es que la
funcién ®, sea continua en el el intervalo (0,1) pues, como hemos deducido, puntos de
discontinuidad en este intervalo dan lugar necesariamente a estados ligados. Esta funcién
tiene infinitos puntos de discontinuidad, luego lo que debe ocurrir es que el primer punto
de discontinuidad, 5(1) utilizando la notacién anterior, sea negativo.

Por ello, si tomamos la expresién’ (3.30), y resolvemos, vista como funcién de ¢, la
ecuaciéon 5(1) = (, tendremos el valor del momento angular a partir del cual la funciéon ®,
es continua.

La ecuacién £)(¢) = 0 se trata de una ecuacién cuadritica cuya solucién viene dada

por

6 — 672 +2./(972 —36)v2 +9 (2m2 + 1) — 24 (72 — 4) g2
3(m2 —4)

L0, (3.35)

fmax = max

donde hemos supuesto que
(97% — 36) vg +9 (2n° + 1) — 24 (7* — 4) g* > 0, (3.36)

hemos tomamos la solucién correspondiente al signo +, y ademéds [z] denota a la funcién
techo, una funciéon que a cada ntmero real le asigna el nimero entero mas cercano por
exceso.

Es interesante remarcar que de la expresién anterior se deduce que vy (en esencia, Vp
y R) contribuyen a que el valor {y,,x sea mas grande, mientras que g (el término corres-
pondiente a la repulsién coulombiana) contribuye a que este valor sea menor. Esto tltimo
es coherente desde un punto de vista fisico, pues el potencial de Coulomb es repulsivo.

SPara demostrarlo no hay més que aplicar la propiedad de Darboux.

"Notemos que lo que verdaderamente debe ocurrir para que ®; sea continua es que a} < 0, siendo a
el punto de discontinuidad exacto, mientras que en nuestros razonamientos estamos buscando £max tal que
€9 —solucién numérica aproximada— verifique €9 < 0 si £ > iax.
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Al sustituir los valores con los que estamos trabajando, obtenemos que ¢, = 21.33, de
donde se deduce, utilizando (3.35), que el nimero méximo del momento angular para que
haya estados ligados es cercano a . = 22.

Por otra parte, hay que tener en cuenta que el hecho de que ®, sea continua es una
condicién necesaria, pero no suficiente. Una de nuestras hipétesis es que ¥y es una funcién
monotona, luego también debe ocurrir que W, (0) > ®,(0) para que no haya estados ligados.

En la Figura 3.4 se ha representado la ecuacion secular para valores de ¢ préximos a
£ = 22. A partir de estas graficas, observamos que la aproximaciéon del momento angular
maximo /.y dada por la expresién (3.35) difiere en unas unidades. Sin embargo, esto no
deberia sorprendernos en absoluto, pues como se ha mencionado, las aproximaciones a los
puntos de discontinuidad dadas por (3.30) son menos precisas para valores pequenos de
n, y la ecuacién (3.35) surge precisamente de aproximar €9, es decir, de utilizar la peor de
las aproximaciones a ceros de la funcién ; F7 que obtenemos mediante la expresion (3.30).
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, 350
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Figura 3.4: Estados ligados de la ecuacién secular (3.10) para =4, g = 3.5, vo = 30, we; = —20.

De nuevo comentar que este modelo ofrece buenos resultados para valores bajos del
momento angular, y aunque el valor maximo del momento angular para que no haya estados
ligados no es exacto, difiere a lo sumo en unas unidades, y proporciona una gran intuicién
hacia el valor exacto de fn.x, pudiéndose comprobar la validez de este posteriomente
mediante representaciones graficas.

Finalmente, es interesante remarcar que a lo largo de las ultimas secciones se ha asu-
mido que se verifican las desigualdades (3.32) para realizar un conteo analitico del ntimero
de estados ligados, y (3.36) para calcular el valor maximo del momento angular. Eviden-
temente, estas desigualdades no se verifican para valores cualesquiera de g, vg y £. Sin
embargo, se puede comprobar calculando los parametros fisicos correspondientes a todos
los isétopos doblemente magicos que estas desigualdades se cumplen en todo momento
para valores de los pardmetros realistas con posibles aplicaciones nucleares.



36 CAPITULO 3. ECUACION SECULAR

En la Tabla 3.2 se han recogido los valores de las desigualdades (3.32) y (3.36) para el
caso en que el nucleén en cuestién sea un protén, tomando para la primera® de ellas ¢ = 0.
Como podemos observar, estas desigualdades se verifican para todos los valores fisicos que
pueden tomar vg, g, y £.

Isétopo | Z | N | w | g | R/fm ]| des. (3.32) | des. (3.36)
sHe | 2 | 2 | 3.155 | 0.372 | 2.016 86.254 692.930
YHe | 2 | 8 | 3.349 | 0.434 | 2.736 96.429 752.656
%0 | 8 | 8 | 5.008 | 0.939 | 3.200 | 204.568 | 1387.390
30C 20| 20 | 6.797 | 1.730 | 4.343 | 343.957 | 2205.540
3Ca | 20| 28 | 6.822 | 1.784 | 4.615 | 342.555 | 2197.320

NI | 28| 20 | 7.602 | 2.110 | 4.615 | 413.283 | 2612.460
5ONi | 28 | 28 | 7.604 | 2.165 | 4.858 | 407.827 | 2580.430
IBNi | 28 | 50 | 7.678 | 2.288 | 5.426 | 404.871 2563.080
199n | 50 | 50 | 9.225 | 3.187 | 5.894 | 522.076 | 3251.030
1328n | 50 | 82 | 9.292 | 3.338 | 6.466 | 509.584 | 3177.710
28Pb | 82 | 126 | 10.940 | 4.612 | 7.524 | 566.677 | 3512.820

Tabla 3.2: Verificacién de las desigualdades (3.32) y (3.36) para todos los posibles nicleos doblemente
maégicos con un protén adicional.

En caso de que el nucleén sea un neutrén, el tinico pardametro que cambia respecto a la
Tabla 3.2 es g, que en este caso es nulo para todos los is6topos. Sin embargo, es evidente
que se verifican las desigualdades mencionadas, pues sustituyendo en ellas g = 0 se tiene

9+ +v) >0,  (97%—36) v +9(2n2 +1) > 0.

Por tanto, deducimos que para el estudio de un posible sistema fisico, donde se toman
valores realistas de las constantes, y no arbitrarios, las desigualdades mencionadas se veri-
fican en todo momento, y (3.33) y (3.35) devuelven el niimero de puntos de discontinuidad
de U, y el valor maximo del momento angular respectivamente.

Los razonamientos anteriores también se han basado en que la aproximacién numérica
a los a-ceros de la funciéon hipergeométrica confluente | F; son bastante precisos. En la
Tabla 4.6, situada en la Seccién 4.3 del Capitulo 4, se muestra la calidad de estos ceros.
Puesto que los primeros ceros, correspondientes a estados de baja energia, son aproximados
con gran precisién, podemos tomar para nuestros propésitos la aproximacién dada en (3.30)
como exacta.

3.4. Orden de los estados ligados

En la seccién anterior se ha estudiado el ntimero de estados ligados frente al valor
del momento angular ¢. Sin embargo, inicamente se ha mencionado que los estados méas

8Notemos que la desigualdad (3.32) es —24g°% 4+ 9(¢ + £2 +v¢) > 0, luego puesto que £ > 0, es suficiente
demostrar que —8g2 + 3v2 > 0.
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ligados son los correspondientes a los valores de € mayores, y que la energia de dichos
estados se puede obtener a partir de la expresién (3.38). Nuestro objetivo ahora es ordenar
los estados ligados, es decir, estudiar en detalle para qué valores de n, £ y j estos estados
estan mas ligados.

Los razonamientos anteriores se han basado inicamente en los ceros de la funcién 1 F7,
y por ello hemos podido suponer que wy; es constante, pues no nos hemos preocupado por
los puntos de corte de ®, y ¥y, sino inicamente del nimero de puntos de discontinuidad
de ®;. Sin embargo, se ha definido wy; = 4R, donde « viene dado por (2.24), y en vistas
de la expresién de §y; dada en (2.13), vemos una clara dependencia de wy; con los niimeros
cuanticos j y £. Por tanto, en esta seccion, donde vamos a analizar valores de la energia,
debemos incluir esta dependencia de forma explicita.

Se sabe que para potenciales continuos esféricamente simétricos, si E,,; denota la energi-
a de un estado ligado definido por los nimeros cudnticos n y ¢, entonces se tienen las
siguientes desigualdades

Ene < Eg1ye < Eggyesr)s et € No.

Para demostrar estas desigualdades se debe aplicar el Teorema de Sturm, asi como analizar
las propiedades espectrales del hamiltoniano, como se hace en la Seccién 6.2 de [11].

Para el caso que nos ocupa, no tenemos un potencial continuo esféricamente simétrico,
sino el potencial -0’ esféricamente simétrico. En este caso, hay que anadir la dependencia
adicional del nimero cuantico j. Sin embargo, trataremos de extender las conclusiones
anteriores a potenciales de este 1ltimo tipo con los que estamos trabajando.

Puesto que nuestro objetivo ahora no es obtener valores realistas de las energias para
nucleos concretos, sino estudiar la dependencia con los niimeros cuanticos, nos conforma-
remos con tomar wy; X £sij=jy =0+1/2, ywyj x —({+1)sij=jr=0+1/2. Alo
largo de esta secciéon tomaremos

—20¢  para j. ={(+

Wy = (337)

2000 +1) para j_=/{—

N =N =

Al igual que el resto de pardmetros de esta seccién, wy; no es un valor necesariamente
realista aplicable en el modelo nuclear, lo tinico relevante es que wy; < 0y wy; o< £ para
J+ ¥y wg >0y wej o< (0 + 1) para j_.

De ahora en adelante, denotemos por E,; a la energia del estado asociado a la energia
relativa Ent; -

Con la intencién de resolver la ecuacién secular, hemos realizado una adimensionali-
zacién de la energia. Hemos definido ¢ = |E|/V{ luego, puesto que E < 0 en la regién
interior, para obtener la energia iy, a partir de la energia relativa €,,, no tenemos méas
que aplicar

Enfj = _5n€j‘/07 (338)

donde recordemos que Vj ya tiene unidades de energia.

En la Figura 3.5 se ha representado la ecuacién secular para distintos valores del £ y de
j, tomando como pardmetros los utilizados anteriormente. Recordemos para £ = 0 hay un
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unico posible valor de j, que es j = 1/2, mientras que para ¢ > 0 se tiene que j = ¢+ 1/2.
Es interesante notar que, como ya se comenté durante el desarollo del modelo nuclear de
capas (ver expresién (1.2)), la separacién de energia para capas con valores de j; = ¢+1/2
yi-={—1/2es AE = (20 + 1)h?/2.

Como apreciamos en las graficas de la Figura 3.5, para valores mas altos de ¢, los estados
ligados asociados a jy y j_ estdn mas separados, mientras que para valores pequenos de
£ lo estan menos.

250+ 250

200+ 200+
150 150+
100+ 100

50 50

Re[®/(c)] — Re[¥y, ()] — Re[¥, ()]

I [ [ 1 1 1 1 |}
250 | | i I PP 250
I | I 1 1 1 1
I l I | [ 1 1 1
200 | | | i [ 200
I I I [ [ 1 1 1
I r 1 L [ 1 1 1
1501 | ‘ | | N I 150
100- /| | | | S I A 100,
50 | | | | . T 50
| | | | A
— L L L % I E | 8
0.2 0.4 0.6 0.9 1
(c) £ =2.

Figura 3.5: Estados ligados de la ecuacién secular (3.10) para 8 =4, g = 3.5, vo = 30 y we; dado en (3.37).

Sin méas que tomar los puntos de corte entre W, y &, encontrados en estas graficas,
podemos completar la siguiente tabla donde se recoge la energia de todos los estados
ligados para ¢ = 0,1,2, y 3, con los posibles valores de j;. = ¢+ 1/2y j_ = ¢ —1/2. Por
otra parte, la Tabla 3.3 recoge tanto todos los valores de la energia adimensionalizada de
estados ligados asi como la dimenesionalizada (obtenida a partir de (3.38)) para diferentes
valores del momento angular ¢, y del momento angular total j.

3.4.1. Dependencia con el nimero cuantico n

El objetivo de esta seccién es mostrar que, para cualquier valor de n, £ y j, se tiene la
desigualdad de la energia adimensionalizada

— ent; < —E(nt1)t; (3.39)
que, en vistas de 3.38, equivale a probar que

Ene; < Emyiye;s
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desigualdad ya conocida para potenciales continuos esféricamente simétricos. La demos-
tracién de esta desigualdad es trivial, pues sin més que tomar la expresion (3.30) y derivar
respecto de n se concluye que e/, = (—f7?—2n7?)/v3 < 0, luego E(nt1)t; < Ene;, equivalente
a (3.39).

=0 (=1 (=2 =3
Entj - - - g - - g -
jr | - v | - v | - Jr | Jx
o _, Adim ][ 0952 [ 0952 [ 0.942 [ 0.942 [ 0.928 [ 0.928 [ 0.912 | 0911
MeV || -28.560 | -28.560 | -28.260 | -28.260 | -27.840 | -27.840 | -27.360 | -27.360
o, Adim 0919 [ 0910 | 0898 | 0.898 | 0872 | 0.872 | 0845 | 0844
MeV || -27.480 | -27.480 | -26.940 | -26.940 | -26.160 | -26.160 | -25.350 | -25.320
L _ 5 Adim 0865 | 0865 | 0.832 | 0832 | 079 | 0.796 | 0.757 | 0.756
MeV || -25.680 | -25.680 | -24.960 | -24.960 | -23.880 | -23.880 | -22.710 | -22.680
o, Adim|[ 0789 | 0789 [ 0.745 | 0.745 | 0.698 | 0.698 | 0469 | 0.643
MeV || -23.670 | -23.670 | -22.350 | -22.350 | -20.940 | -20.940 | -19.479 | -19.440
. Adim 0691 | 0.691 | 0637 | 0.637 | 0579 | 0.578 | 0518 | 0517
MeV || -20.730 | -20.730 | -19.110 | -19.110 | -17.370 | -17.340 | -15.540 | -15.510
¢ Adim|[0572 [ 0572 [ 0.507 | 0.506 | 0.438 | 0437 | 0368 | 0.366
MeV || -17.160 | -17.160 | -15.210 | -15.180 | -13.140 | -13.110 | -11.040 | -10.90
o, Adim[0432 | 0431 | 0356 | 0355 | 0278 | 0.276 | 0.189 | 0.4
MeV || -19.960 | -19.930 | -10.680 | -10.650 | -8.340 | -8.289 | -5.670 | -5.520
g Adim 0271 [ 0270 | 086 | 0.184 | 0.10L | 0.097 | 0.01L | 0.010
MeV || -8.130 | -8.100 | -5.580 | -5.520 | -3.030 | -2.910 | -0.330 | -0.300
g Adim 0093 | 0.091 [ 0.01L | 0.006 - - - -
MeV || -2.790 | -2.730 | -0.330 | -0.018 - - - -

Tabla 3.3: Valores de la energia para algunos estados ligados de la ecuacién secular (3.10) para 8 = 4, g = 3.5,
vp = 30, y wy; definido en (3.37).

3.4.2. Dependencia con el niimero cuantico j

Al introducir el término de potencial espin-orbita, nos vimos obligados a trabajar con
el valor del momento angular total j. El objetivo de esta secciéon es mostrar que

T Enlyyyn < TRl (3.40)

La dependencia con el valor del momento angular j ya ha sido mencionada durante el
desarrollo del potencial de Woods-Saxon. Segtn vimos, introducir el potencial espin-érbita
definido en (2.8) separa los niveles de energia con ¢ > 0 en dos nuevos niveles (ver Figura
1.6). Ademss, la separacién entre niveles de energia con jy = £+1/2 es AE o< (20+1)h?/2.

Si Ugo(r) es negativo, entonces el estado con mayor nivel de j es “empujado hacia
abajo” en el esquema de niveles de energia, es decir, corresponde a un estado ligado mas
energético. Por ejemplo, el estado 1h del potencial de Woods-Saxon se desdobla, debido
a la interaccion espin-drbita, en dos niveles 1hyj/o y 1lhg o, siendo el primero de ellos mas
energético, pues ocupa una capa mas baja.

En vistas de (2.8), para que Ugo () sea negativo, debe ocurrir que V4, sea positivo, pero
recordemos que hemos usado la parametrizacion

N-Z
1/8020.44<51i33 y )
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con lo que es positivo. Para verlo, no hay més que observar en la Figura 1.7 los posibles
valores de N y Z para nucleos doblemente mégicos, donde sin mas que sustituir N, Z y
A se puede comprobar que Vi, > 0.

Por tanto, concluimos que debido al potencial de interaccion espin-érbita, aquellos
estados ligados que corresponden a un valor mayor de j serdn mas energéticos.

El razonamiento anterior se ha basado en el modelo nuclear propuesto. Sin embargo,
también podriamos haber razonado en base a la solucion que hemos obtenido. Notemos
que la dependencia con j estd dada por el térmimo wy;/(2 — 3)?. Este término es una
constante que se suma al lado izquierdo de la ecuacién secular. Sin m&s que tener en
cuenta las definiciones (3.27), (2.24) y (2.13), se deduce que

2 1
——ZVSOE para j={+ -, con £ >0,
j = h 2 3.41
W2 w(l+1) para j:€—§, con ¢ >0,

de donde se deduce que si £ > 0, entonces Wy, (&) > Uy, (¢) para todo € € (0,1), como
ya pudimos apreciar en la Figura 3.5. Pero debido al comportamiento de la funcién ®y(¢),
que es independiente de j, esto se traduce en puntos de corte para valores menores de ¢
con ¥y () que con Wy, (g).

3.4.3. Dependencia con el niimero cuantico /

En esta seccion se pretende mostrar que los estados ligados con energias relativas e,y
Y €n(e+1),; verifican que
— Eny; < “En(l+1);> (342)

es decir, que los estados estan mas ligados para valores més bajos del momento angular,
al igual que ocurre para potenciales esféricamente simétricos.

Para demostrar este resultado de forma analitica, habria que hacer un estudio de la
monotonia de ®, y ¥, respecto al parametro £. Sin embargo, debido a la dificultad que
esto conlleva, por la complejidad de las funciones involucradas, nos conformaremos con
mostrar como intuitivamente se puede comprobar este hecho de forma grafica para valores
concretos de las constantes.

En primer lugar, notemos que si queremos comparar los estados con valor del momento
angular {1 = £y ¢o = £+ 1, para que estos tengan el mismo valor del momento angular
total j, de forma que una posible diferencia de energia entre ellos proceda exclusivamente
del valor del momento angular orbital, debemos tener

. 1 2u
]1:£1+§:£+§ = w€1j1:_7h2‘/80‘€

, 1 1 2u
12252*§:£+§ = Whjp T s so(£+2)

pero razonando como en la seccién anterior, a partir de desplazamientos verticales, se
deduce que estos valores de wy; favorecen la desigualdad que estamos intentando probar,
luego debemos limitarnos a estudiar cémo afecta el valor de £.

En la Figura 3.6 se han representado las funciones ¥y(¢) y ®(¢) para distintos valores
de ¢, tomando tinicamente la primera de las ramas que aparecen para ¥,(¢). Dado un valor
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(a) ®y(e) para n = 1.

Figura 3.6: Variacién de las funciones de la ecuacién (3.10), ®,(c) = W,(e), con respecto a £ para vy = 20,
we; =20, g=2and g =1.

fijo de £, el primer estado ligado corresponde al corte de ambas funciones para este valor del
momento angular. Para observar cémo influye el valor de £ en la energia adimensionalizada
del estado ligado, fijemos por separado una curva correspondiente a un valor de ¢y fijo para
una de estas funciones, y estudiemos cémo influye el valor de £ en la otra funcién para el
punto de corte.

Supongamos £y un valor fijo, y fijémonos en los puntos de corte de curva Wy, (g) con
Oy, (€), v Py,(e) siendo £ < ¢5. En la Figura 3.7a se ha representado dicha situacion.
Podemos observar que si @, (e1) = Yy (1) ¥y Pr,(e2) = Uy, (e2), entonces ez < 7. Intuiti-
vamente, acabamos de ver que valores menores de £ en ® contribuye a estados ligados con
mayor energia relativa.

250
200
150
100
50
‘ : ‘ - £
0 €2 0.5 €1 1 0 €2 & 0.1 0.2
(a) Variacién de £ para ® con ¢1 < £2. (b) Variacién de £ para ¥ con #1 < £3.

Figura 3.7: Estudio de las energias relativas en funcién del momento angular £.

Por otra parte, podemos estudiar la situacion contraria. Fijando ¢y, estudiemos los
puntos de corte de ¥y, (¢) con las curvas @y, (¢) y Py, (¢), tomando de nuevo ¢; < ¢5. En la
Figura 3.7b podemos observar de nuevo, valores menores de £ en ¥ contribuye a estados
ligados con mayor energia relativa.

En el razonamiento anterior, se ha estudiado la energia del mayor de los estados ligados
(es decir, n = 1), pero si razondsemos con cualquiera de ellos, llegariamos a la misma
conclusién, pues lo tinico que cambia es que para n = 1 la imagen de la funcién no es toda
la recta real, sino la recta real positiva y (—z,0), siendo x > 0, mientras que para n > 1 la
imagen es toda la recta real. Hemos visto que valores menores de ¢ contribuyen, a través
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tanto de ®, como de ¥y, a estados mas ligados de energia, es decir, que

Ene; > En(l+1);s

de donde se deduce (3.42).

3.4.4. Estados de baja energia

Como se puede apreciar en las figuras mostradas a lo largo de este capitulo, los estados
ligados de baja energia, aquellos correspondientes a los primeros valores de n y ¢, pueden
ser aproximados por ey, , de forma que

82 ¢ Inm? n2x? 2 (772 — 4)

2

et 21— —5+ —5 — — —
e 31)% vg v v% 41}3

(3.43)

La ventaja de utilizar esta aproximacion, es que tenemos una expresién con la que po-
demos aproximar las energias adimensionalizadas de los estados ligados, de forma que se
pueden extraer conclusiones acerca de como influyen los ntimeros cudnticos, utilizando
razonamientos analiticos.

La aproximacién (3.43) tnicamente considera los a-ceros de 1F} (an,f + %; —ig), de
forma que no depende de wy;, i.e, de j. Notemos que el factor wg;/(2 — B)? que aparece en
W, no tiene otro efecto que un desplazamiento vertical sobre el eje de ordenadas respecto
al caso en el que se tuviese wy; = 0. Evidentemente, la aproximacion anterior se basa en
que el punto de corte entre ®, y ¥, se produce cerca del punto de discontinuidad de Wy,
y esto serd mejor aproximacion cuanto mayor sea el valor de ordenadas de este punto de
corte. Por tanto, si wy;/(2 — )2 > 0, la aproximacién anterior sera de gran calidad.

Revisemos la ordenacion de estados ligados utilizando esta aproximacién para bajas
energias:

= —cnr; < —E(nt1)e;: esta desigualdad es trivial, pues de (3.43) se deduce que el término

Inm?  n’r?
B (3.44)
Yo Yo
decrece con n.
n —gpy; < —Ep(er1);: esta desigualdad es también es trivial, pues
¢ Inm? (-4 0(mn—1 2 (r? -4
L nm e ):_( ) _ & ) (3.45)

2 2 2 2 2
v v 4vg UG 4vg
decrece con /.

—Enlyyyyy < TEnl,_ " eSta desigualdad tnicamente tiene sentido para £ > 0, pues
para £ = 0 no hay desdoblamiento. Como ya se ha mencionado, la dependencia con
J entra en la ecuacién a través de wy;/(2 — )2, siendo we; >0 para j, =0+1/2y
wpj < 0 para j; = £+ 1/2. Por tanto,

- 6’!’LE@_‘_1/2 S _€n£4_1/27 (346)

donde el hecho de que sea estrictamente menor pero parecida se deduce de que como
vimos AF x ¢, y estamos considerando bajas energias, luego valores pequenios de £.



Capitulo 4

Parametros fisicos

En los capitulos anteriores se ha realizado un andlisis tanto del modelo propuesto
como de las soluciones que se obtienen del mismo, pero sin utilizar valores realistas de
las constantes fisicas involucradas. Nuestro objetivo ahora es realizar este mismo estudio
con valores apropiados de todos los pardmetros involucrados, para asi poder sacar las
conclusiones de una posible aplicacion nuclear. A lo largo de este capitulo, tomaremos
como sistema sobre el que aplicar el modelo desarrollado un nucleén (ya sea protén o
neutrén) que completa uno de los nicleos de 2°8Pb, 4°Ca y 160 (que como se puede
comprobar en la Figura 1.7, son todos ellos doblemente méagicos). La masa reducida de
este sistema fisico —ntcleo incompleto mas nucleén— puede ser aproximada por la masa del
nucleén, pues como Mygcleo > Mnucleén ; TENEMOS que

1 _ Mndcleo Mnucleén 4.1
ik 1 1 = ~ Mnucleén ( : )
Mnticleo T Mnucleén

Mnicleo Mnucleén

que. en nuestro caso, tomaremos la masa del protén o neutrén en reposo. A fin de no hacer
repetitiva la escritura, siempre que no exista una posible confusién con respecto al is6topo
considerado, nos referiremos simplemente como caso con protén (resp. neutrén) al sistema
formado por este isétopo doblemente méagico completado mediante el protén adicional.

A lo largo de la discusién del modelo, hemos visto que las constantes que necesitamos
conocer para poder extraer resultados sobre el nimero de estados ligados y de la energi-
a de los nucleones adicionales son A, Z, Vy (a partir de los cuales se puede obtener R,
Vios V0 ¥ 9), los valores de ¢ y j (a partir de los que se calcula wy;), y de 3, siendo este
dltimo un parametro que usaremos para ajustar a medidas experimentales u obtenidas
de forma numérica. Cabe remarcar que en principio, salvo el radio nuclear R, todos estos
parametros dependen de si el nucleén que completa el isétopo es un protén o un neutrédn.
Sin embargo, una situacién muy habitual, como ocurre para el °Ca y el 160, es que un
ntcleo doblemente mégico tenga el mismo nimero de protones y de neutrones (ntcleo
doblemente mégico para el mismo nimero mégico). En este caso, en vistas de (2.5), se
deduce que se tiene V) = 51 MeV, independientemente del tipo de nucleén adicional; y lo
mismo ocurre para todos los parametros que se derivan a partir de V.

Sin mas que tener en cuenta los nimeros atémicos y masicos de cada una de las
especies nucleares anteriormente nombradas, asi como las definiciones de cada uno de los
parametros vistas en el capitulo anterior, podemos obtener valores de las constantes que
aparecen en la ecuacién secular de cada uno de los sistemas. Estos valores se han recogido
en la Tabla 4.1. En esa tabla, se han detallado inicamente las variables para los isétopos
que estudiaremos en este capitulo. Sin embargo, en la Tabla 4.7, situada en la iltima
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pagina de este mismo capitulo, se han recogido las constantes de este modelo propias de
todos los isétopos doblemente magicos existentes.

2 Pbias 20Cas0 £°0s
Prot. [ Neutr. Prot. [ Neutr. Prot. [ Neutr.
R/fm 7.542 4.343 3.200
Vo/MeV 57.98 44.02 51.00 51.00
Veo/MeV fm 25.51 19.36 22.44 22.44
W we; —18.43¢ —13.99¢ —9.361¢ —6.897¢
“ We; 18.43(¢+1) | 13.99(¢+ 1) 9.361(¢£ + 1) 6.897(£ + 1)
g 4.621 0 1730 | 0 0939 | 0
Vo 12.56 10.94 6.797 5.008

Tabla 4.1: Valores de la constantes fisicas involucradas en la ecuacién (3.10) para 33°Pbias, 19Caz y £°Os.

4.1. Andlisis del 2%®Pb

Una vez tenemos los valores concretos de los parametros fisicos de una especie nuclear,
estamos en condiciones de estudiar los estados y los niveles de energia de los mismos de un
nucledn ligado a este isétopo. En esta seccion se pretende hacer un andlisis detallado, que
sirva como ejemplo de cémo proceder para los demads sistemas mencionados, del nicleo
doblemente méagico de 2°®Pb. Como ya sabemos, si el nucleén adicional es un neutrén, este
no se ve afectado por los términos que se derivan de la fuerza de Coulomb. Para este caso,
podemos o bien utilizar las soluciones que se obtienen en [1], o bien utilizar las expresiones
encontradas a lo largo de esta memoria, tomando g = 0, puesto que ya vimos que en el
limite ¢ — 0 ambas soluciones son la misma.

30 i | | 30 I [
| | | | ! ’
| | | | i i
201 | | | 201 | i i
| | :, | ! .
| 1| I I
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— : | — A
el | | | | ! !
‘ L L '\ ! ‘ 3 j‘ L e
0.2 0.4 07 08 \ | 1 T 02 0.4 " 0708 1
(a) Ntcleo de 2°8Pb (completado con neutrén). (b) Niicleo de 298Pb (completado con protén).
Re[W,(e)] Re[®(¢)]

Figura 4.1: Estados ligados para el isétopo de 2°®Pb completado con un nucleén, para § =0y £ = 0.

Utilizando las constantes sacadas de la Tabla 4.1, podemos encontrar los estados ligados
para los diferentes valores del momento angular ¢ y del momento angular total j. En la
Figura 4.1 se ha representado, para ¢ = 0, ambos términos de la ecuacién secular (3.10)
para el caso en que el isétopo doblemente mégico se ha completado con neutrén o con un
protén (izquierda y derecha respectivamente), tomando 5 = 0. En este caso, j inicamente
puede tomar el valor j = 1/2.

Si consideramos el caso en que el momento angular orbital es ¢ = 1, ahora tenemos
que j puede tomar dos posibles valores, y estos son j = 1/2,3/2 que, como ya sabemos,
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implican una diferencia de energia debida al potencial espin-érbita. En la Figura 4.2 se ha
representado, de nuevo para [ = 0, el lado izquierdo y derecho de la ecuacién secular para
¢ =1y estos posibles valores de j, siendo j+ =3/2y j_ =1/2.

30 | | 30| | |
20 | | 20 5 |
10§ : | 10—/}///
/ . N | .
| 0.2 04 | 0.6 0.8 1 0.2 0.4 . 0.6 0.8 1
1 1 o\
(a) Niicleo de 298Pb (completado con neutrén). (b) Niicleo de 2°8Pb (completado con protén).
Re[®,(c)] — Re[W,(c)] para j, — Re[¥,(e)] para j.

Figura 4.2: Estados ligados para el isétopo de 2°®Pb completado con un nucleén, para 3 =0y £ = 1.

Utilizando las Figuras 4.1 y 4.2 podemos, sin mas que convertir la energia adimen-
sionalizada (valor de € para el cual hay un punto de corte de ¥, y ®,) con la expresién
(3.38), encontrar la energia de los diferentes estados ligados. Para designar a los posibles
estados, utilizaremos la notacion espectroscopica, con la salvedad de que en fisica nuclear,
a diferencia de fisica atémica, el indice n no indica el nimero cudntico principal, sino que
unicamente da cuenta el nimero de niveles con ese valor de ¢. Estos valores de energia
de posibles estados ligados han sido recogidos en la Tabla 4.2. En ella se han incluido los
valores comparativos tomados de [12], que han sido obtenidos al resolver numéricamente
un modelo del tipo Woods-Saxon, donde los datos iniciales de la simulacién se tomaron
de los parametros dados en el libro de Estructura Nuclear de Bohr y Mottelson, y fue-
ron posteriormente optimizados para producir una mejor convergencia con los valores de
energia disponibles para varios nicleos con ndmeros mégicos de protones o de neutrones.
Es decir, en esencia, se trata de un modelo de Woods-Saxon mejorado.

Como podemos observar, las energias obtenidas son similares. La columna 8 = 0 son
las obtenidas mediante el presente modelo, y WS las tomadas de [12].

Eneutr./MeV. Eprot./MeV.
B=0 ] WS =01 WS
0s1/2 —40.98 | —39.62 | —34.30 | —31.73
1s1/2 —31.94 | —29.19 | —25.02 | —21.26
3812 —17.25 | —14.81 | —10.04 —6.58
Ops3 /o —38.25 | —36.01 | —32.63 | —28.71
1ps /9 —27.03 | —23.22 | —20.58 | —15.19
2p3 /9 —10.61 —7.97 —3.57 -
0p; /2 —37.37 | —35.05 | —31.14 | —27.82
1py /9 —24.53 | —22.22 | —17.57 | —14.42
., | =601 | =693 | = -

Estado

Tabla 4.2: Energias para los estados ligados para nucleones que completan capas en el isétopo de 2°°Pb
para 8 = 0.
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4.1.1. Energia de ligadura en funcién de los niimeros cuanticos n, { y j

En el capitulo anterior vimos cémo ordenar la energia de ligadura en funcién de los
nuameros cuanticos n, £ y j. Es interesante comprobar que, en efecto, para los sistemas que
estudiamos se verifican las desigualdades que ahi enunciamos.

De los valores de la Tabla 4.2, es evidente que la desigualdad enunciada sobre n se
cumple en todo momento.

Respecto al momento angular ¢, vimos en (3.42) que —€nt; < —Ep(e+1);, que en vistas
de (3.38), equivale a Epp > E,(¢41),;- Recordemos que, en la notacién espectroscopica, los
estados s corresponden a un valor del momento angular ¢ = 0, mientras que los p a £ = 1.
Por tanto, las desigualdades mencionadas establecen que debe cumplirse que

|E(0s1/2)| > [E(0s1y2)], [E(1s12)| > |E(Ls1y2)],  [E(281/2)] > [E(251)2)],

que, efectivamente, son desigualdades que se satisfacen tanto para el caso en que el isétopo
se complete tanto con un protén como con un neutrén.

Por otra parte, vimos que si el potencial del espin-érbita es negativo, como es nuestro
caso, los estados estdn més ligados para j; que para j_, es decir, |Enge+1/2’ > ]Eng£71/2 |, que
para los estados que tenemos, se traduce en que se cumplan las siguientes desigualdades:

|E(0p32)| > [E(Op1j2)|s  [E(Ips2)| > [E(Ip12)l,  |E(2psj2)| > [E(2p1)2)],

donde se tiene en cuenta que la tltima de ellas solo se aplica a neutrones, pues para protones
no existe el estado ligado 2p; /2. De nuevo, podemos comprobar que estas desigualdades se
verifican para ambos casos.

4.1.2. Energia segun el tipo nucleén adicional

En el apartado anterior hemos comprobado las desigualdades ya conocidas de la energi-
a de los estados ligados. Sin embargo, a lo largo del estudio no hemos mencionado si la
energia de ligadura para cierto estado es mayor o menor en caso de que el nucleén que
completa el isétopo doblemente magico se trate de un protén o de un neutroén.

V(r)/MeV V(r)/MeV
10¢ 657“
. . . . r 45,‘
5 10 15 20
-10¢ 25\
-20f ¥ ‘ . \ ‘ r
5 10 15 20
-30¢ -15¢
-40| -35} &
(a) Para £ = 0. (b) Para £ =1.
Proténm — Neutron

Figura 4.3: Potencial visto por el nucleén que completa el isétopo doblemente magico.

En la Figura 4.3 se ha representado el término de potencial visto por el nucleén adi-
cional debido a las contribuciones del término coulémbico, el centrifugo y la parte de pozo



4.2. ESTADOS LIGADOS EN FUNCION DE § 47

de potencial. Evidentemente, esto no corresponde al potencial total del modelo, pero nos
puede servir para nuestros razonamientos.

En vista de los valores de la Tabla 4.2, es evidente que para este isétopo estd més
ligado el caso en el que se tiene un neutréon como nuclén adicional. En este caso, hay dos
efectos en sentidos contrarios. Por una parte, el término coulémbico es repulsivo, lo que
contribuye a que los nucleones a los que este potencial afecta, los protones, estén menos
ligados que los neutrones para un mismo estado. Pero por otra parte, el pozo de potencial
més profundo para protones. Sin embargo, al representar estos términos del potencial,
como se ha hecho en la Figura 4.3, se observa que el potencial visto por el neutrén es
menor en todo momento que el visto por un protén (se ha representado tnicamente para
{ =0y ¢ =1, pero el valor del momento angular contribuye a la parte del potencial
centrifuga, que es idéntica para protones y neutrones, luego nuestros razonamientos sirven
para cualquer valor de ¢). Por otra parte, el término en §(r — R) del potencial no es igual
para el caso que se complete con un protén o un neutrén, pero se ha comprobado que tras
calcular los niveles de energia de estados ligados, nuestra conclusién se mantiene. Siempre
que tratemos una situacién andloga a la recién estudiada, tendremos que los estados estan
mas ligados para neutrones que para protones.

4.2. Estados ligados en funcién de [

En el presente trabajo, se ha tomado el modelo de Woods-Saxon, y se realizado la
aproximacién a — 07 para poder obtener soluciones concretas de la funcién de onda.
Sin hacer esta suposicién, nos vemos forzados a emplear una resolucién numérica de la
ecuacién de onda, como se hace en [12]. Tras un estudio riguroso de las extensiones au-
toadjuntas del hamiltoniano del modelo de Woods-Saxon haciendo el limite mencionado,
hemos propuesto el término adicional ¢, que puede ser utilizado, ajustando el coeficiente
B, para compensar (en parte) la aproximacioén anterior. El objetivo de esta seccién es ex-
poner un procedimiento que pueda ser empleadoo para ajustar 5 a datos experimentales o
tabulados que se obtiengan al resolver numéricamente el modelo clasico de Woods-Saxon.
Se detallara el ajuste para el 2%Pb, y se realizard de manera més breve para los demés
isétopos considerados en este capitulo.

4.2.1. Anadlisis del 2°Pb

Ajustaremos el pardametro § para reproducir los datos que se obtuvieron numéricamente
en [12] para este caso, y que han sido recogidos en la Tabla 4.2.

En la Figura 4.4 se han representado el lado izquierdo y derecho de la ecuacién secular
para este sistema con diferentes valores de 8. Lo que vamos a hacer, de cara a estudiar
qué B reproduce mejor los datos numéricos obtenidos a través del modelo de Woods-Saxon
mejorado, es calcular las energias de ligadura de estos estados para diferentes valores de S,
y calcular la desviacién de los datos obtenidos respecto de estos primeros. Evidentemente,
podria ocurrir que para valores diferentes de 8 no haya los mismos estados ligados, aun-
que para estados de baja energia, que son en los que nos centraremos, esto es altamente
improbable.

Si Eg(nf;) representan las energias de ligadura obtenidas con este modelo, y Eexp. (n¢;)
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Figura 4.4: Estados ligados para la ecuacién secular (3.10) del 2°*Pb completado por un nucleén y £ = 0
para diferentes valores de 3.

las obtenidas numéricamente, buscamos fijar 5 de forma que se minimice

op=|v O [Es(nty) — B (nl) (12)

estados nt;

donde IV es el niimero de estados sobre los que se realiza la sumacién. Asi o es la desviacion
tipica de los niveles de energia obtenidos mediante nuestro modelo con respecto a los que
se obtienen al resolver numéricamente el modelo de Woods-Saxon.
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(a) Niicleo de 2°8Pb (completado con neutrén). (b) Niicleo de 298Pb (completado con protén).

Figura 4.5: Desviacién o respecto del valor de 8 para protones y neutrones para el 2°Pb.

Sin més que encontrar la energia de los estados ligados para un rango amplio de /3, con
los procedimientos anteriormente expuestos, y sustituir estos valores y los tedricos Eeyp.
en la férmula (4.2), podemos obtener algo similar a la Figura 4.5. Esta figura nos dice que
las energias que ofrece nuestro modelo se ajustan mejor a las experimentales para un valor
de B cercano el menor valor de og. En el caso presente, el minimo se alcanza en 8 = 8 en
el caso del neutrén adicional, y para 8 = 1 en el caso del protén adicional.

Para precisar todavia maés el valor de 8 que ajusta mejor las energias, podemos repetir
el procedimiento anterior, pero esta vez centrandonos en posibles valores de 3 cercanos a
B = 1 para el caso de protones, y cercanos a 8 = 9 para el caso de neutrones, y obtener la
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(a) Ntcleo de 2°¥Pb (completado con neutrén). (b) Nicleo de 2°8Pb (completado con protén).

Figura 4.6: Desviacién o respecto del valor de 8 para protones y neutrones para el 2°°Pb.

Figura 4.6. En esta figura podemos apreciar que los valores de 8 que minimizan el error
de ajuste de las energias de los estados ligados ofrecidas por este modelo a las tabuladas
son § = 8.9 y 8 = 0.85 para neutrones y protones respectivamente.

Representemos ambos lados de la ecuacion secular para estos valores éptimos de fS3.
Notemos que en los casos anteriormente considerados, se habia tomado el mismo S para
protones que para neutrones, mientras que ahora hemos elegido § diferente en cada caso
para ajustar a datos experimentales. Recordemos que la dependencia con j viene dada por
el término wy; /(2 — B)?, por tanto, cuanto mayor sea (2 — 3)?, menor serd la separacién
de estados para j4 y j—, como ocurre en la Figura 4.7 para el caso de los neutrones, en
donde g = 8.9.
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Figura 4.7: Estados ligados para un nucleén que completa el isétopo de 2°°Pb, con § =8.9 y 3 = 0.85.
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Encutr./MeV. Eprot. /MeV.
B=0 [B=89] WS B=0 [ B=085] WS
Os12 | —40.97 | —40.65 | —39.62 || —34.30 | —33.46 | —31.73
Ts;,5 | —31.93 | —30.67 | —29.19 || —25.02 | —22.95 | —21.26
3s12 | —17.25 | —14.81 | —14.81 || —10.03 | —584 | —6.58
Ops, | —38.25 | —37.14 | —36.01 || —32.63 | —30.53 | —28.71
Ipy, | —27.03 | —24.02 | —23.22 || —2058 | —16.34 | —15.19
2psy | —10.61 | —6.25 | —7.97 - = -
Opy, | —37.37 | —37.13 | —35.05 || —31.14 | —30.37 | —27.82
1p,,, | —2453 | —23.95 | —2222 || —17.57 | —15.82 | —14.42
2Dy, | —6.09 | —6.02 | —6.93 - - -

Estado

Tabla 4.3: Comparacién de las energias de ligadura para 8 = 0, para el § éptimo y las numéricas del
nucleén que completa el isétopo de 2°6Pb.

Recogiendo las energias de los diferentes estados ligados, obtenemos la Tabla 4.3. En
ella podemos ver que los datos que se obtienen a partir de este modelo se ajustan muy bien
a los que se publicaron en [12]. Se aprecia que introducir el término de ¢’ permite ajustar
notalemente mejor los datos respecto al caso en que no se tuviese este término (8 = 0).

4.2.2. AnAlisis del ¥Ca

Para estudiar los estados ligados del sistema formado por el nticleo del isétopo “°Ca con
un nucleén adicional, no tenemos més que proceder como anteriormente. Para ese caso,
emplearemos § para ajustar la energia de los estados ligados a los valores de las Tablas
3.3 y 3.4 de [2], que proceden de resolver numéricamente el modelo de Woods-Saxon.
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(a) Ntcleo de 4°Ca (completado con neutrén). (b) Ntcleo de 4°Ca (completado con protén).

Figura 4.8: Desviacién o respecto del valor de 8 para protones y neutrones para el “°Ca.

En la Figura 4.8 se ha representado las desviaciones de las energias de nuestro modelo
con respecto a las de [2]. Para el caso del protén adicional, vemos que los valores de o3
alcanzan minimos locales en torno a § = 1 y § = 6, y estudiando de forma detallada
valores cercanos a estos, se deduce que la minima desviacién se alcanza para § = 0.55,
como puede verse en la Figura 4.9. Por otra parte, para el caso del neutrén extra, para
B =1y p =T se alcanzan minimos en og, y, analizando rangos cercanos a estos, se deduce
que el minimo se alcanza en 5 = 7.45.

Viendo el valor de las desviaciones para cada uno de los casos mencionados, podemos
yva deducir que tendremos datos mas ajustados para el caso del neutrén adicional, pues la
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(b) Nticleo de 4°Ca (completado con protén).

Figura 4.9: Desviacién o respecto del valor de 8 para protones y neutrones para el °Ca.

desviacion es notablemente menor que para el caso del protén extra. Sin mas que tomar los
puntos de corte de las graficas de la Figura 4.10, podemos completar la Tabla 4.4, donde
se comparan las energfas de nuestro modelo con las de las Tablas 3.3 y 3.4 de [2].
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(a) Nicleo de 4°Ca (completado con neutrén), £ = 0.
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(c) Nicleo de 4°Ca (completado con neutrén), £ = 1.
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(d) Nicleo de “°Ca (completado con protén), £ = 1.

Figura 4.10: Estados ligados para un nucleén que completa el isétopo de “°Ca, con 8 = 0.5y 8 = 0.45

para neutrones y protones respectivamente.
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Eneutr./MeV. Eprot./MeV.

Estado 6=0 [ ) t: (/).5 [ Numérica 6=0 [ ,é):t 4.45 [ Numérica
0s1/2 —42.782 | —41.166 —38.842 —34.156 | —32.363 —29.982
1s1/2 —19.147 | —14.362 | —15.684 —10.856 | —5.809 —17.990
0ps3 /o —36.151 | —31.778 —29.541 —28.135 | —22.763 —21.255
1p3 /o —8.199 —4.149 —5.673 — — 1.092
0py /9 —31.354 | —30.488 —26.942 —23.972 | —22.133 —18.573
1py /s - - —3.320 - - -

Tabla 4.4: Comparacién de las energias de ligadura para § = 0, para el § éptimo y las numéricas del
nucleén que completa el isétopo de “°Ca.

4.2.3. Andlisis del O

Finalmente, en esta seccion se pretende proporcional el andlisis de los estados ligados
del is6topo de 0 con un nucleén adicional. En este caso, vamos de nuevo a ajustar los
valores de energia a los que se obtienen numéricamente para el modelo de Woods-Saxon
en [2] en las Tablas 3.1 y 3.2.

Como en las secciones anteriores, en primer lugar se ha buscado el valor de 8 que
minimiza la desviaciéon de las energias obtenidas a partir de nuestro modelo con respecto
a los de [2]. De la Figura 4.11 podemos observar que f = 1.5 y f = 6 minimizan esta
desviacion tan para el caso del neutrén adicional, mientras que para el caso del protén
adicional lo hace 5 = 6.
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(a) Nicleo de 160 (completado con neutrén). (b) Ntcleo de 60 (completado con protén).

Figura 4.11: Desviacién o respecto del valor de 3 para protones y neutrones para el '°O.

Estudiando la desviacion para valores de 8 cercanos a los anteriormente mencionados,
se puede observar (Figura 4.12) que el valor 6ptimo de § para el caso del neutrén y del
protén es respectivamente 8 = 3.05 y 8 = 6.05.

Tomando estos valores 6ptimos de 3, podemos representar ambos términos de la ecua-
cién secular, como se ha hecho en la Figura 4.13, y encontrar las energias de los diferentes
estados ligados, recogidas todas ellas en la Tabla 4.5.
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(a) Niicleo de 60O (completado con neutrén). (b) Ntcleo de 160 (completado con protén).

Figura 4.12: Desviacién o respecto del valor de 3 para protones y neutrones para el °0.

Estado B=0 [E%e‘iré/.l(\)/f’)e\[/.Numérica B=0 [Egm:tél\(/)lgvl Numérica
Osi2 | —37.292 | —33.181 | —31.091 [[ —30.462 | —28.337 | —26.445
Isi | —1.974 [ —0.267 | —3.970 — — —0.709
Ops/, | —27.015 | —15.917 | —18.612 [ —22.815 [ —11.561 [ —14.451
Op/, | —19.145 | —15.470 | —14.466 [ —14.708 | —11.088 | —9.328

Tabla 4.5: Comparacién de las energias de ligadura para 8 = 0, para el 8 éptimo y las numéricas del
nucleén que completa el isétopo de °O.
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(a) Niicleo de 80 (completado con neutrén) con £ = 0. (b) Niicleo de 60 (completado con protén) con £ = 0.
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(c) Nicleo de 60O (completado con neutrén) con £ = 1. (d) Niicleo de 60 (completado con protén) con £ = 1.

Figura 4.13: Estados ligados para un nucleén adicional en el isétopo de %0, con 8 = 3.05 y 8 = 6.05 para
neutrones y protones respectivamente.

Notemos que en este caso, nuestro modelo no precide el estado ligado 1s;/5 para el
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caso del protén adicional. Sin embargo, en los datos sacados de [2] se tiene una energia de
ligadura menor a 1 MeV, por lo que aunque nuestra prediccion es que ese estado no esta
ligado, la conclusién a la que se llega numéricamente resolviendo un problema similar es
que estd muy poco ligado, con lo que podemos estar satisfechos con las conclusiones de
nuestro modelo.

4.3. Tablas Adicionales

En esta seccién se pretende incluir una tabla en la que se muestre, como ya se ha
comentado, la calidad de la aproximacién de los a-ceros de la funciéon 1F; dada por la
expresion (3.30), y otra en la que se recopilen todos los valores de las constantes y pardme-
tros involucrados en el modelo desarrollado para cada uno de los isétopos doblemente
mmagicos (Tablas 4.6 y 4.7 respectivamente).

0 n=1 n=2
Entj Num. App. Num. App.
00 ¢=0 | 0.07440 | 0.07524 - -
160 ¢=0] 05110 | 0.5127 - -
f=11 0.1027 | 0.1006 - -
=0 06106 | 0.6136 - -
OCca "7=11 03930 | 0.3899 - -
/=2 0.1152 | 0.1026 - -
=0 0.6023 | 0.6056 — -
8Ca =11 0.3868 | 0.3835 - -
¢=2] 0.1112 | 0.09829 - -
¢=0 | 0.6203 | 0.6238 | 0.1103 | 0.1114
48N (=11 0.4486 | 0.4449 — -
=21 0.2281 | 0.2153 - -
(=01 06095 | 0.6131 | 0.0999 | 0.1011
56Ni T ¢=1 | 0.4383 | 0.4344 — —
/=2 0.2181 | 0.2048 - -
=01 05918 | 0.5958 | 0.0922 | 0.09352
"8Nji =11 0.4247 | 0.4204 — —
=21 02094 | 0.1953 — -
=0 0.5611 | 0.5658 | 0.2159 | 0.2178
(=1 | 0.4504 | 0.4443 - -

100
Sn =5 T 03047 | 0.2883 . .
7=3 | 0.1268 | 0.09789 - -
/=0 05367 | 05416 | 0.1965 | 0.1936
1s2g, (=1 | 04285 | 0.4218 = =

=21 0.2856 | 0.2681 - -
¢=3 | 0.1108 | 0.08042 - -
=01 0.439 0.4436 | 0.1926 | 0.1962
=1 0.3678 | 0.3572 | 0.02930 | 0.02738
208pp, "7 =21 0.2695 | 0.2463 - -
¢=31] 0.1471 | 0.1109 - -
=4 | 0.0020 | 0.0490 - -

Tabla 4.6: Comparacién de los puntos de discontinuidad de ®, aproximados por (3.30) (Num.) y los exactos
(App.)
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Conclusiones

Antes de concluir este trabajo de fin de grado, es interesante sacar las conclusiones
pertinentes a los resultados obtenidos mediante el modelo desarrollado a lo largo de esta
memoria.

Basicamente, este modelo busca ofrecer los mismos resultados que se obtienen a partir
del modelo de Woods-Saxon clasico. El problema de este tltimo, es que tinicamente puede
ser estudiado mediante procedimientos numéricos o procedimientos analiticos mas avan-
zados, como es el método de Nikiforov—Uvarov. En este trabajo, hemos tomado el modelo
de Woods-Saxon cldsico, y hemos considerado el limite a — 07, de forma que la funcién
de onda del nucleén que completa un isétopo doblemente magico pudiese ser encontrada
de forma analitica. Para compensar, en mayor forma de lo posible, los efectos de esta
hipétesis, se ha tomado una de las extensiones autoadjuntas plausibles del hamiltoniano
resultante. Més concretamente, se ha tomado la extensién correspondiente a anadir un
término &', soportado en el borde del pozo de potencial, adicional al hamiltoniano, cuya
constante , 3, ajustamos para obtener una minima desviacion a resultados experimentales
o numeéricos obtenidos a través del modelo clasico.

Mediante el modelo presentado se han obtenido el nimero de estados ligados para este
nucledn, el valor maximo del momento angular ¢ para que existan estados ligados y la
ordenacién de estos estados, generalizando algunas de las desigualdades conocidas para
potenciales continuos esféricamente simétricos (a pesar de que el potencial considerado no
es continuo). Es cierto que algunos de los resultados enunciados a lo largo del trabajo se han
basado en aproximaciones numéricas. Esto se debe, en mayor medida, a que no se conocen
expresiones analiticas para los a-ceros de las funciones hipergeométricas confluentes 1 F,
y lo maximo que podemos hacer es depender de soluciones numéricas aproximadas.

Sin embargo, estas aproximaciones resultan ser de gran calidad para todos los valores
fisicos, como ya se ha comprobado en la Tabla 4.6. Por otra parte, a lo largo del capitulo 3
también se han asumido ciertas desigualdades que han sido comprobadas en la Tabla 3.2
para todos y cada uno de los sistemas posibles. Finalmente, probar de manera analitica los
resultados de crecimiento y monotonia de ambos términos de la ecuacién secular enunciados
en esta memoria tendria un caracter prohibitivo debido su complejidad, y se escapa de los
objetivos de la misma, pero han sido corroborados al encontrar cada uno de los estados
ligados que aparecen en la Tabla 4.6, y puesto que en dicha tabla se han considerado todas
las combinaciones de valores fisicos posibles, pueden ser tomados como ciertos.

A lo largo de este estudio, hemos desarrollado un modelo fenomenolégico que explica a
la perfeccion los estados ligados de nucleones que completan isétopos doblemente mégicos.
En el proceso de estudio de este modelo, no solo se ha encontrado una generalizacién,
incluyendo el término coulémbico, de la solucién de Schrodinger del potencial estudiado

o7
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en [1], sino que se ha demostrado el Teorema 3.1.1, un teorema que no habia sido enunciado
y demostrado con anterioridad a este trabajo.

Finalmente, es interesante remarcar que la principal ventaja que tiene este modelo
simplificado respecto al de Woods-Saxon es que se pueden encontrar de forma exacta las
autofunciones, obteniendo propiedades analiticas del espectro resultante de este hamilto-
niano.



Apéndice A

Funciones Hipergeométricas
confluentes

A lo largo de la resolucién de la ecuacion de Schrédinger, hemos empleado diversos
cambios de variable que nos han conducido a ecuaciones diferenciales hipergeométricas
confluentes. Aunque la solucién de dichas ecuaciones diferenciales es bien conocida, en este
anexo se pretende recoger la resolucién de dicha ecuacién, usando el método de potencias
de Frobenius. Una descripcién méas detallada se puede encontrar en el capitulo 10 de [6].

A.1. Resolucidon de la ecuacion

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
d2

z@+(c—z)i—a w(z) =0, (A1)

dz

donde a y ¢ son constantes complejas arbitrarias. La ecuacién anterior se conoce como
FEcuacion de Kummer o Ecuacion hipergeométrica confluente. Dicha ecuacién tiene un
punto singular regular en z = 0, y un punto singular irregular en z = oo.

Busquemos una solucién de dicha ecuacién, escrita como serie de Frobenius, en torno
de z=0

o0
w = Zanz"’”‘. (A.2)
n=0
Las derivadas de dicha funcién son
[o.¢] [o.¢]
w' =" an(n 412" W =3 ap(n+ A) (A - 1)2"A2,
n=0 n=0

luego, sin més que sustituir en (A.1), tenemos que

Z an(n+ X (n+ X —1)z"A1 4 CZ an(n + Xzt

- Z an(n+ 22" —a Z a2 =0, (A.3)
n=0 n=0

59
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de donde se sigue que

Z an(n4+N)(n4+ A —14 )"t = Z an(n+ X+ a)z"t = 0. (A.4)

Sacando el primer término del primer sumatorio de (A.4), tenemos que

apA(A =1+ )M+ z:z”"'A {any1in+A+1)(n+A+¢c)—ap(n+A+a)} =0. (A.5)

n=0

En vistas de la ecuacién anterior, obtenemos por una parte la condicién inicial
AA=1+¢)=0 = AN =0,=1—c¢, (A.6)

y por otro lado, la relacién de recurrencia que deben verificar los coeficientes de la serie
(A.2):
m+A+1)(n+A+c)ans1 =(n+A+a)a,; n=0,1,... (A.7)

A.1.1. Solucién correspondiente a A =0

Sin més que sustituir A = 0 en la ecuacién de recurrencia (A.7), tenemos que

(n+a)

CESCE R (A.8)

(n+1)(n+c)app1 = (n+a)a, = anp1 =

de donde:

a
n=20 a; = 17-0%7

(a+1) (a+1)a
= 2T )M T 2 1 (et D)™

(a+2)  (a+2)(a+Da
= 3(c+2)? 7 Blct 2)(ct e

1) T T "

I (a+n—-1)--ra  T(c) I'(a+n) (a) ao:

et 1) T T@ et (o,

donde (x),, denota al simbolo de Pochhammer definido por

I'(z+n)

()n = ) =z(x+1)...(x+n-1), (x)o =1. (A.9)

Notemos que la solucién anterior inicamente vélida si ¢ ¢ Z_. Vemos, por tanto, que
aparece de forma natural definir la siguiente serie.

Definicién A.1 (Funcién hipergeométrica confluente). Dadas constantes complejas
arbitrarias a y c tales que ¢ no es entero negativo, se define la funcion hipergeométrica
confluente de pardmetros a y ¢ en z como

1Fi(a, ¢ 2) = Z (a)nz

(c)pn!’

n

(A.10)

n=0
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Es interesante notar que la funcién hiperfeométrica confluente | F converge en todo el
plano complejo para cualesquier valor de a y de ¢, pues sin mas que aplicar el teorema de
Cauchy-Hadamard, tenemos que puesto que

(a)n+1 'Zn+1
lim <C)"+1((a’;“)- — lim
n—00 (C)n?;! n n—oo

a+n
sz‘ =0, (A.11)

el radio de convergencia es infinito. Por otra parte, segin hemos visto, cualquier multiplo de
la funcién hipergeométrica confluente de parametros a y ¢, esto es, 1 F(a, ¢; z), es solucién
de (A.1).

A.1.2. Solucién correspondiente a A =1 —c

Sin mas que sustituir A = 1 — ¢ en la ecuacién de recurrencia (A.7), tenemos que

n+a+1l-c
nm+2—-c)(n+c)apt1=nm+a+1-ca, = an+1:(n(+2—c)(n+)1)an (A.12)
de donde:
0 a+1—c
n=20: a) = ———ay;
1 1(2—6) 0
(a+2—c) (a+2—-c)a+1—2¢)
o 2T 9B-0 T 2 1B3-0(2—0o
"9 a3:(a—|—3—c)a2:(a+3—c)(a+2—c)(a+1—c)a0;
3(4—c¢) 4—c)B3=0¢)(2—¢)
(a+n—c)---(a+1—-c) '2—c¢) T'la+n+1-c)
n—1: ap = apg = ag
E— nln+1—c¢)---(2—¢) FNa+1—¢) T(n+2—c)n!
_(a—}—l—c)na‘
R
Por ello, la solucién correspondiente a A = 1 — ¢ sera
oo
1—
w(z) = agzt ¢ Z uz” =2 F(a4+1—-¢2-c¢2). (A.13)

(2—0c)p

n=0

Notemos que en este caso, la solucién no tiene sentido si ¢ € {2,3,4...}, y que si ¢ = 1,
recuperamos la solucién para A = (0. Las dos soluciones que hemos encontrado estan
unicamente definidas si ¢ ¢ Z. En la siguiente proposicién se recoge la solucién general
cuando ¢ no es un numero entero.

Proposicién A.1. Sic ¢ 7Z, la solucion mas general de (A.1) viene dada por
w(z) = A1Fi(a,c;2) + B2 Fi(a+1—¢2—c¢z2), (A.14)

siendo A y B constantes.

De entre todas las combinaciones de soluciones propuestas en (A.14), se conoce como
funcion hipergeométrica confluente de seqgunda especie o funcion de Tricomi a la siguiente.
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Definicién A.2 (Funcién hipergeométrica confluente de segunda especie). Dadas
constantes complejas arbitrarias a y c tales que ¢ no es entero negativo, se define la funcion
hipergeométrica confluente de sequnda especie de pardmetros a y ¢ en z como

I'l—c) I'(c—1)

Ule,ei2) = sy ()

1Fi(a,c;2) + e 1Fila—c+1,2—¢2). (A.15)

La ventaja de esta solucién es que, si bien tampoco esta definida para ¢ € Z, existe
una continuacién analitica para cualquier valor de ¢ entero. El objetivo de este anexo no es
proporcionar un estudio detallado de la ecuacién (A.1), por lo que no se hallara de forma
explicita esta prolongacion. Para un estudio méas detallado de la funcién hipergeométrica
de segunda especie de Tricomi se recomienda [7]. En vistas de la expresién de la funcién
de Tricomi, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién A.2. La solucion mds general de la ecuacion (A.1) se puede expresar por
w(z) = A1Fi(a,c;2) + BU(a,c; 2), (A.16)

donde 1F1 y U denotan las funciones hipergeométricas confluentes de primera y segunda
especie respectivamente, y A y B constantes.

A.1.3. Derivadas de la funcién hipergeométrica confluente

Puesto que la solucién de (A.1) se puede expresar, si ¢ ¢ Z, en términos de funcio-
nes 1F1, es necesario conocer las sucesivas derivadas de estas funciones. En la siguiente
proposicién se deduce una expresién para las mismas

Proposicién A.3. Las sucesivas derivadas de la funcion hipergeométrica Fy(a,c;z) se

calculan segun

dm N (@)m
wlFl(a, cz) = O

1Fi(a+ m,c+m;2). (A.17)

Demostracion:
Derivando (A.10), tenemos que

d Zn(a)nz" = (a)p_12" ! a =~ (a)pp12"
1z e ez) ; B)an!l ¢ ; Gna(n—1! b nz:% ()1 (n)!
= % 1Fi(a+1,c+1;2) (A.18)
y derivando otras m — 1 veces, se sigue (A.17). O

A.1.4. Transformaciones de Kummer

Se conocen como transformaciones de Kummer a una serie de relaciones que involucran
a las funciones hipergeométricas confluentes de primera y segunda especie. Las dos prime-
ras relaciones de Kummer (las demds se encuentran detalladas en [7]) son las siguientes:

1Fi(a,c;2) =€ 1F1(c—a,c; —2),
Ua,c;2) = 2 U(a —c+ 1,2 — ¢; 2). (A.19)
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A.2. Ecuacion de Whittaker

A lo largo de la resolucién de la ecuacién de Schrodinguer en la regién exterior se ha
llegado a la ecuacidn diferencial de Whittaker. Si bien la solucién de dicha ecuacion es bien
conocida, en esta seccién se pretende proporcionar un cambio de variable que transforma
esta ecuacién en una ecuacion hipergeométrica confluente, cuya solucion ha sido descrita
en la seccién anterior. Consideremos la ecuacién diferencial de Whittaker, dada por

d? 1 k %—,uQ
[dz2+<—4+z+ = W = 0. (A.20)

De cara a estudiar el comportamiento de una posible solucion W(z), vamos a estudiar por
separado el comportamiento para z — 0 y z — co. Supongamos que z — 0, de forma que
considerando los términos dominantes de (A.23), tenemos

2w (2) i - HQ 0
2 T2 Wo(z) =0, (A.21)

ecuacién que admite soluciones de la forma
W(z) = Chz2 M4 Cyzath (A.22)

Supongamos que u > 0, de forma que para que la solucién no diverja en el origen, in-
dependientemente del moédulo de p, debemos fijar C7 = 0, con lo que deducimos que
WO(z) ~ 23t

Supongamos ahora que z — 00, y consideremos los términos dominantes de (A.23),
esto es, consideremos la ecuacién diferencial

dPwWe(z) 1__
cuyas soluciones son de la forma
z z
W (z) = Ciexp (5) + Cyexp (—5) . (A.24)

Para que la solucién anterior no diverga cuando z — oo , es necesario fijar Cy = 0.

Con todo ello, tiene sentido considerar el siguiente cambio de funcién incognita

W(z) = 22 exp (—;) v(2). (A.25)
Derivando y simplificando el cambio de variable anterior, tenemos que
dw 1 Z\ _—iiy dv
= == =z 1— 242 2z— A2
=g (-5) s |- s e + 2 5. (A.26)

y volviendo a derivar,
aw? 1 :
Iz = 9P (—§> LatH [ (-1-22+ 22 —duz + 4M2) v(2)
z

d dv?
+ (42 — 427 + 8u2) é + 422(;;2] . (A.27)
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Aplicando este cambio de variable, y dividiendo entre exp(—z/ 2)2‘1/ 21 tenemos que

T (S| FE e

donde identificamos una ecuacién hipergeométrica confluente de parametros

1
azi—/ﬁ—i—u, c=1+2pu.

Sin més que tener en cuenta la solucién de esta ultima ecuacién dada por (A.16), y deshacer
el cambio de variable efectuado, tenemos demostrada la siguiente proposicién

Proposicién A.4. La solucion mds general de la ecuacion diferencial de Whittaker (A.23)

viene dada por
W(z) =AMg,u(2)+ BWgu(2), (A.29)

donde M, , y Wy, denotan las funciones de Whittaker de primera y segunda especie
respectivamente, definidas segun

1
My, (2) = e*%Zz%Jr“lFl (2 +u—r,14+2pu, z) )

1
Wy u(z) = e 272 Y <2 +p— kK, 1+ 2pu, z> . (A.30)

A.2.1. Desarrollos asintdticos

En la resolucion de la ecuacién de Schrodinger han aparecido las funciones de Whittaker
en la region exterior, por lo que de cara a quedarnos con una solucién fisicamente aceptable,
debemos asegurarnos que las soluciones no divergen en el infinito. Para ello, estudiamos
sus desarrollos asintéticos cuando z — o0o. Estos vienen dados por

3
Weu(2) ~ e27 " |phz| < 3T J

1 1
My, (2) ~T(1 + 2p)e%‘zz_”/f‘<§ +pu— K) |phz| < 3T~ ) (A.31)

A.2.2. Derivadas de las funciones Whittaker

Las derivadas de las funciones de Whittaker de primera y segunda especie se calculan
segun tenemos las siguientes derivadas

Whea®) (1) Moy + 2 (454 0) Mrral

dz 2 2
de,u(z) B 1 K 1
dz <2 z> Wien(2) ZW1+mu(Z) (A.32)



Apéndice B
Condiciones de ajuste

En nuestro modelo, hemos utilizado un potencial en los que aparecen tanto 6(r — R)
como &' (r — R). Los potenciales de este tipo fijan condiciones de ajuste. Segin se ha
expuesto en el primer capitulo, de con vistas a resolver la ecuacién de Schrédinger, se
pretende resolver por separado la region interior y la exterior, y posteriormente, aplicar
las condiciones de ajuste apropiadas. El objetivo de esta seccién es precisamente recoger
dichas condiciones.

En este Apéndice, vamos a obtener las condiciones de ajuste para potenciales del tipo
Jd, y se expondran las condiciones para potenciales del tipo ad + 34’.

B.1. Condiciones para potenciales del tipo ¢

Consideremos un potencial del tipo
V(r) =Vod(r — R). (B.1)

El potencial V' tiene una discontinuidad infinita en » = R. Esto implica que si ¥(r) es la
funcién de onda resultante de resolver la ecuaciéon de Schroringer independiente de tiempo,
necesariamente v’ (r) no es continua. Para verlo, consideremos la ecuacién de Schrodinger
independiente de tiempo para este potencial

2 32 r
o S = (B V) u0)
20(r
dgg ) :%(%.5(T_R>—Ew<r>-

Integrando ambos lados de la ecuacién anterior entre R —e y R+ ¢, donde € > 0 tenemos
que

R+e d2¢(’l“) 2,& R+e
5 dr 72
R—¢ dr h R—¢
dy
dr

Vo-d(r = R) = E]¢(r)dr

d¢ B 2/,1, R+-e R+-e
Sy /R 5(r—R)w(r)dr—/R€ Edr,

R+-e¢ R—¢
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luego sin més que hacer el limite el limite ¢ — 07, concluimos que

dy dy

27/;
dr dr

D)
R—e h

Vo ¥(R). (B.2)

R+e¢

Es decir, existe una discontinuidad en la derivada de la funciéon de onda proporcional a la
funcién de onda en ese punto (y al pardametro del potencial de la funcién delta).

B.2. Condiciones para «ad + 8¢’

Para el caso que nos ocupa, el del potencial ad + 3¢, existen también condiciones de
ajuste que deben verificar la funciéon de onda y su derivada.

En los potenciales de este tipo, existe controversia acerca de las condiciones de ajuste,
pues las condiciones obtenidas mediante el procedimiento anterior (es decir, integrando la
ecuacién de Schrédinger) producen inconsistencias (ver [14]).

Las condiciones de ajuste para este tipo de potenciales han sido estudiadas en diversos
articulos, pero en este estudio utilizaremos las expuestas por Kurasov en [8], que permiten
construir una extensién autoadjunta con el término de ¢ y ¢’ soportados en el mismo punto.
Estas condiciones —expresadas en forma de sistema lineal— son las siguientes:

(R") 75 0 (R™)

g _| 2-p up onde w (BE) = 1 w(a). |

<“%<R+>) do_ 2-8 <uz<R->)’ donde ug (%) = lim, ue(e).  (B3)
4-p> 2+p

Para deducirlas, no se realiza la integraciéon de la ecuaciéon de Schrodinger, sino que se
emplean técnicas del analisis funcional. Una deduccion detallada excede los objetivos de
este trabajo, por lo que las tomaremos como ciertas sin exponer su demostracién.
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