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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado estd basado en la obtencién de las frecuencias
naturales de vibracion de diferentes tipos de sistemas incluyendo la influencia de
la gravedad.

Estas frecuencias se obtienen mediante métodos tedricos y simulaciéon con
Working Model, posteriormente se realiza la comparaciéon de los resultados
obtenidos con ambos métodos pudiendo asi validarlos. Se va a tener en cuenta no
solo la disposicion mecanica del sistema vibrante sino también su posicion espacial
y con ello evaluar la influencia de la gravedad en las frecuencias naturales

Se estudian las vibraciones libres de diferentes tipos de sistemas comenzando por
los mas sencillos, aquellos con un grado de libertad y continuando con sistemas
continuos de infinitos grados de libertad.

Palabras clave: Frecuencia Natural, Vibracién Libre, Peso, Simulacidn, Resolucion
Teorica.

Abstract

This project is based on the collection of the natural vibration frequencies from
different types of systems, including the influence of gravity.

These frequencies are collected by theoretical methods and simulation with the
Working Model. Subsequently, we will compare the results obtained with both
methods, so they can thus be validated. It will be taken into account, not only the
mechanical disposition of the vibrant system but its spacial position and therefore
evaluate the influence of gravity in the natural frequencies.

Free vibrations of different types of systems are being studied, beginning with the
simplest ones, those with a degree of freedom and continuing with continuous
systems of infinite degrees of freedom.

Keywords: Natural Frequency, Free Vibration, Weight, Simulation, Theoretical
Resolution.
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1.Introduccion

1.1. Justificacion

El presente Trabajo Fin de Grado responde a una doble finalidad: por un lado,
ser el cierre de los estudios en el Grado de Ingenieria en Tecnologias
Industriales de la Universidad de Valladolid y, por otro lado, servir de base para
la adquisicion de nuevos conocimientos sobre el comportamiento dinamico de
estructuras que rodean la vida de las personas.

En la actualidad, en las grandes areas metropolitanas, las estructuras tienden
a disenos ligeros, de gran altura y esbeltez mediante el empleo de materiales
flexibles. Esto produce que las construcciones no tengan exceso de rigidez y
amortiguamiento, lo que produce que ante determinados fendmenos
climaticos y naturales se generen vibraciones que disminuyen las
caracteristicas operativas de la estructura.

Gracias a los avances modernos en ingenieria civil durante las anteriores
décadas, las construcciones cumplen con una rigurosa normativa para prevenir
posibles problemas dinamicos ademas de cumplir con una estricta normativa
de seguridad para, de este modo, garantizar el buen estado de servicio de estas
a lo largo del tiempo.

Aun asi, las vibraciones pueden causar danos importantes en una estructura,
desde agrietamientos, desplazamientos, tensiones y fatiga, hasta el colapso
que puede producirse cuando la excitacion coincide con alguna frecuencia
propia y, en casos de bajos amortiguamientos del sistema, la estructura puede
entrar en resonancia con grandes amplitudes.

Por todo esto es muy importante determinar la frecuencia propia de una
estructura.

En el presente trabajo se va a analizar los métodos para determinar la
frecuencia propia de estructuras esbeltas, haciendo hincapié en la influencia
que la accidn gravitatoria tiene en ellas. Se estudian diferentes posiciones en
las que se pueden encontrar las construcciones de hoy en dia y la influencia de
esto en la frecuencia natural.

Este estudio va a tener dos grandes partes diferenciadas. La primera el analisis
de la frecuencia propia de elementos vibratorios en diferentes posiciones
teniendo en cuenta el efecto que la gravedad genera sobre ellos desarrollando
su estudio tedrico a través de las ecuaciones diferenciales y obteniendo sus
soluciones para determinar la frecuencia natural en funcion de las
caracteristicas fisicas y geometrias de la estructura. En la segunda parte se
analizan los mismos modelos utilizando el software Working Model (WM) y
exportando los resultados a Matlab con el objetivo de obtener las frecuencias
propias.
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La comparacion de los resultados obtenidos con los dos métodos nos va a
permitir validar los resultados.

1.2. Objetivos

Los principales objetivos fijados a la hora de realizar el presente trabajo son los
siguientes:

e Adquirir conocimientos acerca del comportamiento dinamico de las
vibraciones en estructuras.

e Realizar el planteamiento teoérico de dichos problemas mediante
ecuaciones diferenciales, utilizando métodos y teoremas aplicables a
cada uno de los casos y obteniendo las soluciones en cada caso.

e A partir de diferentes resultados validar cada uno de ellos y plantear
opciones de mejora en funcion de las posibles afecciones del sistema.

e Adquirir conocimientos sobre el tratamiento de un conjunto de datos y
representarlos mediante variables que nos permitan comprender la
informacion que aportan.

1.3. Metodologia

El presente estudio esta dividido en las dos partes enunciadas anteriormente
(Planteamiento tedrico y simulacion del problema mediante software). Ambas
partes se van a ir exponiendo de forma alterna a lo largo de todo el trabajo con
el objetivo de comparar y validar los resultados obtenidos.

En primer lugar, se va a exponer una introduccion al trabajo junto a los objetivos
y la metodologia a seguir (1).

Después se va a exponer la base tedrica asociada a los casos estudiados (2)

A continuacion, se va a analizar las estructuras de interés partiendo de casos
sencillos de sistemas discretos como es un péndulo simple de un grado de
libertad o elementos rigidos oscilando por el efecto de un muelle (3, 4y 5) a
sistemas continuos (6 y 7) (con infinitos grados de libertad).

En todos los casos se comparan los resultados obtenidos de forma teorica y
mediante simulacion.

Finalmente se expondran las conclusiones y linea futura (8).
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2.Fundamentos teoricos

2.1. Introduccion

La motivacion principal del estudio es el analisis de las vibraciones que
aparecen en estructuras y maquinas por si deben de eliminarse o reducirse
mediante un diseno apropiado.

Se define como vibracion mecanica [1] el movimiento de una particula o sélido
que se repite a intervalos iguales de tiempo (de forma periddica o ciclica).
Cuando un elemento realiza un desplazamiento periddico, de manera que se
mueve alternativamente en ambos sentidos sobre una trayectoria, el
movimiento generado recibe el nombre de oscilacion o vibracion, reservandose
normalmente el Gltimo término cuando el tiempo necesario para repetir el
movimiento sea muy pequeno.

Uno de los modelos matematicos que se utilizan para definir las vibraciones es
el movimiento arménico simple (m.a.s.) debido a que es de facil aplicacion a
sistemas mecanicos.

Un sistema que experimenta una vibracion tiene cuatro caracteristicas
fundamentales:

e Una masa vibrante

e Unafuerza restitutiva, que tienda a restaurar la masa a la posicion inicial
(muelle o gravedad).

e Una fuerza excitadora que origine la vibracion.

e Una fuerza que se opone al movimiento y disipa la vibracion
(amortiguador).

Es decir, la vibracion se produce cuando un sistema sale de su posicion de
equilibrio estatico y tiende a regresar a ella, pero cuando la alcanza ha
adquirido una cierta energia cinética que hace que la supere, generando el
movimiento oscilatorio.

Estas vibraciones en la naturaleza se originan debido a fuerzas de excitacion
como pueda ser el viento o un terremoto, pero estas también pueden estar
originadas por el uso de maquinas o el transito de personas en estructuras
ligeras.

2.2. Clasificacion de las vibraciones
En funcion de la naturaleza de las fuerzas que aparecen en la vibracion, éstas
se pueden clasificar en [1]:

e Libres. Cuando actian Unicamente fuerzas restitutivas, ya sean
elasticas y/o gravitacionales.
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e Forzadas. Cuando al sistema se le aplican fuerzas que le obligan a
oscilar.

En el caso que nos ocupa el objetivo de estudio son las vibraciones libres por
lo que para obtener de forma teérica la ecuacion que define la frecuencia
natural y simular los diferentes sistemas utilizando el software Working Model
(WM), se origina la vibracion de los sistemas apartandose de la posicion de
equilibrio estatico actuando y permitiendo que actlien exclusivamente sobre
ellas fuerzas restitutivas.

Como se indicaba en la metodologia, en el presente trabajo iran analizandose
distintos elementos, pasando de sistema discretos de un grado de libertad a
sistema continuos, estudiando cada uno por separado.

2.3. Vibracion libre de sistemas de un grado de
libertad

Se va a analizar el movimiento que adquiere un sistema cuando se separa de
la posicion de equilibrio estatico y se deja oscilar libremente. Se obtendra la
ecuacion diferencial del movimiento, se determinara y analizara su solucién y
se obtendra la frecuencia propia de vibracion [1].

Para definir las vibraciones libres en sistemas de un grado de libertad nos
basaremos en el sistema de masa suspendida de muelle considerandose el
peso de este Ultimo despreciable.

En el modelo analizado se considerara que la fuerza de restitucion la origina un
muelle lineal, lo que le da la denominacion de modelo muelle. Siendo este caso
similar a los que se analizan posteriormente y su ecuacion diferencial obtenida
es equivalente.

En primer lugar, cabe destacar que la fuerza activa corresponde al peso
constante (P) de la plomada situada en el extremo del muelle, mientras que la
fuerza restitutiva es debida al efecto del muelle que sigue la ley de Hooke ( 1)
por lo que la fuerza restitutiva (Fm) y el desplazamiento del extremo libre del
muelle (x), son proporcionales al coeficiente (k) del muelle.

E,=k-x (1)

Si inicialmente en el extremo del muelle se sitla una particula de masa m de
forma lenta y progresiva, el muelle tiende a deformarse hasta que el sistema
alcanza la posicion de equilibrio estatico (Fig. 1), posicion respecto de la cual
oscila.
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Fig. 1. Posicion de equilibrio estatico [1].

La relacion entre las fuerzas que actlan sobre el sistema en equilibrio estatico
es:

ZF=P—Fm=O (2)

En este instante el muelle adquiere un pequeno alargamiento (o elongacion)
gue se denomina flecha estatica (6,).

La relacion entre la flecha estatica, el peso de la masa y el coeficiente de
proporcionalidad del muelle es:

P=E, 8, (3)

=k-
P 4
5 = (4)
k
Si a partir de esta situacion el sistema se desplaza de la posicion de equilibrio
estatico y se libera, la masa oscila a uno y otro lado respecto de dicha posicion
adquiriendo caracteristicas dinamicas (Fig. 2).

gﬂ | % é -=.-
: I

-

-

c d

Fig. 2. Equilibrio dinamico [1].

En este caso en el que la masa se encuentra oscilando, la ecuacion de

equilibrio dinamico es:
z F =ma (5)

Para el analisis se considera el sumatorio de fuerzas en la direccion vertical
considerando el sentido positivo hacia abajo.

P—FE, =mi (6)

Definiendo la fuerza restitutiva del muelle en un instante arbitrario mediante:
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E,=k(x+3,) (7)

Se tiene:
P —kx — kb, = mi (8)

En la que teniendo en cuenta el valor de la flecha estatica la expresion queda:
mi+kx=0 (9)

Siendo esta la ecuacion diferencial homogénea ( 9) de las vibraciones libres de
sistemas de un grado de libertad, donde:

m - masa efectiva de la particula.
k - constante de resorte.

Se define como pulsacion natural o frecuencia angular del sistema (w) ( 10) a
la raiz cuadrada de la relacion entre la constante del resorte y la masa de la
particula, que se mide en radianes por segundo (rad/s).

(10)

w= [—
m

Esta relacion es la misma en todos los sistemas de un grado de libertad ya que
la ecuacion diferencial coincide.

Como se ha dicho anteriormente el movimiento que adquieren estos sistemas
se denomina movimiento armoénico simple (m.a.s.) y la solucion de su ecuacion
diferencial ( 9) se puede expresarse mediante:

x(t) = est (11)

Derivando dos veces respecto del tiempo y sustituyendo en la ecuacion
diferencial ( 9) se tiene:

s?eSt + sw?eSt =0 (12)
Cuya solucion:
s = +/—w? = +iw (13)
Sustituyendo esta solucion en la ecuacion diferencial se tiene:
x(t) = Ajet Wt + Ajetwt (14)
En la que aplicando la ecuacion de Euler para niumeros complejos:
el @t = cos(w - t) e ot = gen(w - t) (15)

Se tiene:
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x(t) = Ajcos(w - t) + A,sin(w - t) (16)

Donde A, y A, son dos constantes que dependen de las condiciones iniciales
del movimiento del sistema. Esta es la solucion en el dominio del tiempo a
sistemas con vibracion libre de un grado de libertad ( 16).

2.4. Vibracion libre en sistemas continuos

Para el analisis sistemas continuos [2] se parte de elemento infinitesimal de
una viga, la cual soporta esfuerzos a flexion (cortantes y momentos) en la que
se tienen en cuenta las siguientes hipotesis:

e Las deformaciones se consideran peqguenas.

e Lassecciones transversales permanecen planasy perpendiculares al eje
neutro durante el movimiento (modelo de Navier-Bernoulli),
despreciando la deformacion por esfuerzo cortante.

e Se desprecia el efecto inercial del giro de las secciones.

Con lo cual el equilibrio dinamico para este sélido infinitesimal va a ser el
siguiente:

dx

|~—] F(xy)

111101 YIRS

A
NEVAR

Fig. 3. Esfuerzos sobre el sélido infinitesimal [2].

dM, ~0 = Mz(x,t)+a'\€9()1t)dx M, (x,t) V, (x thx F(x,t)(d;)2=o = (17)
QM) im0 = v, - 2
SF, -ma, - —Vy(x,t)+Vy(x,t)+(3\/g(>z('0dx+F(x,t)dx=pA(x)dxaz\ét()2(’t) ~ 1
WD ) i) 8
En las que simplificando:
vy(x,t):aMz—(x’t) , ,
Wya—s(’t)+F(x,t)=pA(X)@ ) %WW(M)WA(X)%?I) -

A partir del estudio elastico relacionando esfuerzos con desplazamientos se
tiene:
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azv();'t):— My MZ(x,t)=—E(x)lz(x)azv(x’t) (20

ox E()1, (x) o
Que sustituido en la expresion anterior ( 19) considerando que el material y la
seccion son constantes en la barra, permite determinar la ecuacion de
equilibrio dinamico para un elemento infinitesimal de barra que gobierna las

vibraciones transversales en dicha barra.

—az“g;ﬁ“) CF(t)= pA(x)_aZ;t(;(’t)
e L e

E(x)=E

1L,(x)=1

Para el caso que nos ocupa de vibraciones libres se obtienen a partir de la
expresion anterior ( 21) imponiendo la condicion de que la fuerza exterior es
nula.

_aZ{E(x)IZ(x)aZV()Z('t)}+ F(x,t):pA(x)azgt()z(’t) N —62{E(x)lz(x)azv(x‘t)}—pA(X)aZC\;f)Z('t) (22)

ox? ox 5 5
oX OX
F(x,t)=0
En la que operando se tiene:
2 2 2
o 0T g
o%v(x,t) a*v(x,t) d*(xt) _ El, a%(kxt) (23)
- A =—Fl =——2z
A=Ar = A5 X T T a oA ox*

1L,(x)=1,

E(x)=E
En donde al término constante se le denomina velocidad de onda:

oo [EL (24)
- |5

Y a la ecuacion anterior en derivadas parciales ecuacion de onda.

av(x,t) _ El a*v(x.t)
oA o | kY)Y (25)

o |EL at? ox‘
=
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3.Péndulo simple

3.1. Hipotesis de pequenas oscilaciones

Se calcula la frecuencia natural de un péndulo simple [1], el cual esta formado
por una plomada circular de centro de masas (G), masa (m) y radio (r) colgada
en el extremo de un cable de longitud (L) que oscila respecto del extremo del
cable que pasa por el punto O (Fig. 4).

Fig. 4. Péndulo simple.

Se va a partir de la ecuacion de equilibrio dindmico de momentos respecto el
punto O:

— = 26
XMomp = Honp (26)

En esta se define que el sumatorio de momentos respecto del punto O es igual
a la derivada del momento angular respecto del tiempo en dicho punto O.

Desarrollando la parte derecha de la igualdad, la derivada respecto del tiempo
del momento angular en O se puede expresar en funcion de la derivada
respecto del tiempo del momento angular en el centro de masas de la plomada
G, mediante la expresion:

X X . . 27
Hotnmp = Henp + Tog X m ag (27)

ﬁthb— Derivada del momento angular en G.

Toc - Vector de posicion del punto O al punto G.

m - Masa de la plomada.

a; - Aceleracion del centro de masas de la plomada.

Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del
tiempo:
H =9 e 28
Hotnp = [Tlgtnp - W + Qx [Tgenp - W + 7o x mag (28)

En la que:
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oH = . _
—act””’ = [T]gtnp - W - Derivada del momento angular en G respecto del tiempo.
Heinp = [Tlgenp - W - Momento angular en G.

Donde considerando el sistema de referencia intrinseco (t, n, b) definido en la
Fig. 4 y que el sélido de mueve en direccion de las agujas del reloj, se obtiene:

2
o)
[Tleeny = m| 0 ; 0 |- Tensor de inercia masico de un disco plano de radio
0 0 fJ
2

0
w= (0) - Velocidad angular del sélido.
w=| 0 |- Derivada respecto del tiempo de la velocidad angular del sélido.

0
Q= <O) - Velocidad angular del sistema de referencia.

0
0
(Toc)enp» = | —L | - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0
ac
(@) np = <an> - Aceleracion del punto G.
0

Con lo cual operando se obtiene:

0
KX 0 29
Hotnp =\ . /m .12 (29)
0] + mLa,;
Donde la aceleracion tangencial, a;, se puede sustituir por O - L.
0
0 (30)

Hotnp =\ . fm -2
0] 5 +1%-m

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto
0 en componentes intrinsecas se define como:

ZMOtnb = (mx ﬁ)tnb + (%}x T)tnb (31)
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Siguiendo el sistema de referencia intrinseco y la configuracion definida en la
imagen anterior se obtiene:

0
(Toc)tnp = <—L> - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0
. —mg sen(0)
(Penp = (—mg cos(@)) - Peso de la plomada
0
. 0
(T)¢np = | T |- Tension de la cuerda
0

Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respeto del
punto O es igual a:

0
v 32
YMotnp = ( 0 ) (32)
—mgL sen(0)
Aplicando la ecuacion de equilibrio dinamico ( 26) en la componente binormal

se tiene:

m-r? (33)

—mgl sen(0) = 6 < + 12 -m)

En el caso de que ocurran pequenas oscilaciones, el angulo @ es pequeno con
lo cual el sin(@) tiende al propio angulo obteniendo una ecuacion diferencial

del tipo:
. (m-1? (34)
2] 5 +L>-m|+ mgLO =0
A partir de la cual la pulsacién al cuadrado del sistema vale ( 10):
) mglL (35)
Wn=Tm o2
( + L2 - m)

Ademas simplificando la ecuacion ( 35) suponiendo que la masa es puntual
(r = 0) se obtiene:

2_9 (36)
L
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3.2. Solucion exacta de la ecuacion diferencial

En este apartado el objetivo es resolver la ecuacion diferencial sin realizar
simplificaciones de pequenas oscilaciones [3], utilizando Matlab para obtener
la frecuencia propia de oscilacion del sistema.

Para ello se debe transformar la ecuacion diferencial de segundo grado no
lineal en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado para
posteriormente aplicar un método de resolucion numeérica. En este caso se
aplicara el método Runge-Kutta de orden 4.

La ecuacion diferencial no lineal de segundo grado de partida es ( 69):

—mgL sen(0) = @ (m-zrz ny -m) (37)

Realizando el cambio de variable anteriormente indicado:
y1=0 (38)
Y2 =0 (39)

Se obtiene un sistema de la forma:

Y2 = Y1
1
Y2 = 7z N\ [-mgLsen(y;) cos(5)] (40)
m (? + LZ)

Ademas hay que definir las condiciones iniciales siendo estas: @(0) = 0, y
6(0) = 0.

Con el cambio de variable se transforman en: y;(0) = 6, e y,(0) = 0.

Una vez hecho esto se programa en Matlab el método Runge-Kutta 4 (Fig. 5),
es un método genérico iterativo para resolucion de ecuaciones diferenciales

con el cual se obtienen valores del angulo 6 y la velocidad angular de oscilacion
del sistema en instantes de tiempo con un incremento definido.

kl = hf(.tu)'x)
A1
- hf(t;+5,y‘+5k1)
h1
k3= hf(t+5,00+5k)

ka= hf(t;+hy; +ks3)

1
Yis1 = Vi +3(~k1 + 2k, + 2k; + kg)

Fig. 5. Ecuaciones de definicion del método Runge-Kutta de orden 4.
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| reanm | + |

1 Jfunction [t,yl=rkdn(£,t0,tfinal,y0,M)

2 %Entrada - f es la funcion de la ecuacion diferencial

E % - t0 y tfinal son los extremos del intervalo

a 2 - y0 es la condicion inicial y(t0)

5 % - M es el numero de pasos = (tfinal-t0)/h

3 %Salida - [t,y] donde t es el vector de abscisas e

7 % ¥ es el vector de ordenadas (ambos se devuelven como

8 % vectores columna)

9 — h=(tfinal- t0)/M;

1@|= t=t0:h:tfinal;

11 - y=zeros (length(y0),M+1) ;

12 - yi(:,1)=y0;

13 - for n=1:M

14 — Kl=feval (f,t(n),y(:,n));

a5|= K2=feval (f,t(n)+(h/2),y(:,n)+K1* (h/2));

16 — K3=feval (f,t(n)+(h/2),¥(:,n)+K2* (h/2));

17 - K4=feval (f, t (n)+h,y(:,n)+K2*h) ;

18 - y(:,n+l)=y(:,n)+((h/6)* (K1+2*K2+2*K3+K4)) ;

19

20 - end

21 - t=t';

22 - y=y':

Fig. 6. Codigo implementado en Matlab para el método Runge-Kutta de orden 4.

A continuacion, se define en una funcion de Matlab el sistema de ecuaciones
diferenciales (Fig. 7):

| Ecuacion_Diferencial.m | + |

1 |function [f]=Ecuacion Diferencial(t,y)

2 %Entrada -t vector columna gque va de to a tf con pasos de valor h
3 % -y matriz gue guarda los valores de que toman yl e y2

4 %Salida -f matriz que guarda los valores de las derivadas de yl e y2
5

3= global m:

7 - global 1;

&)= global r;

5)|= global g;
10
il (= Kl=m* (((c*c)/2)+(1%1));
12 - K2=m*g*1;
13
14 - f(1)=y(2);
15 - £(2)=(1/K1) * (- (sin(y (1)) *K2));
13 (= f=f";
17 - end

Fig. 7. Cédigo en Matlab que define el sistema de ecuaciones diferenciales.

Una vez hecho esto, en un nuevo script de Matlab se define el método Runge-
Kutta para un intervalo de tiempo 400 segundos, con condiciones iniciales
iguales a O, = 0,2rad O, = 0 rad/s y con un total de 40000 pasos lo que
equivale a un incremento en cada paso de (Fig. 8), ya que cuanto menor sea el
tamano de los pasos y mayor tiempo de ejecucion, mejor sera la solucion del
espectro de frecuencia que nos ofrecera Matlab:

tr — to 400s (41)

h = = = 0,01
n? pasos 40000pasos s
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'\’ Resolucion_Ecuacion_Diferencial.m \Tl
11— cle
2-  clear all
3
4 - global m;
5 - global 1;
6 - global
7- global g7
8
9—
10 -
11 -
12 -
13
14 - [t,yl=rkén (@Ecuacion_Diferencial, 0, 60, [0.30;0],6000); %Metodo runge-kutta 4
15
16
117 |= figure();
18 — subplot(2,1,1);
19 - plot(t,y(:,1)); %Representacicn de la variacion del angulo frente al tiempo
20 - title('Variacion del angulo frente al tiempo');
il |= xlabel ('Tiempo(s) '} ;
22 - ylabel ('Variacion del angulo (rad)');
23
24 - Fs=1/(t(2)-t(1));
25 - subplot(2,1,2);
26 — meanfreq(y(:,1),Fs); %Espectro de frecuencias
27 - title('Espectro de frecuencias');

Fig. 8. Cédigo en Matlab para resolucion de ecuacion diferencial.

Los valores que van a tomar las variables van a ser:
m = 1kg - Masa de la plomada.

L = 4m - Longijtud del cable.

r = 0,5m - Radio de la plomada.

g =9,807m/s? - Aceleracion de la gravedad.

Ejecutando el script y se obtiene:

4 Figure 1 - O X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help 3
Nade @08 kE

Variacion del angulo frente al tiempo

5 0.2 T
2 “ ‘ H “ ‘ ‘ H |
o
c
~m
= 0
=)
801
i
E ‘
>-02
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo(s)

Espectro de fi

’ﬁ' T

L 0] xo0.247494

= Y 8.99939

oy

c

g 50

g N

= !

B

Z -100 | —

& ; i 7  E— R R I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Frequency (Hz)

Fig. 9. Resultado ecuacion diferencial obtenido con Matlab.

Podemos ver (Fig. 9) como se obtiene una frecuencia natural de valor 0,248
Hz.
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3.3. Simulacion

Una vez obtenida de forma simplificada y mediante la resolucion exacta de la
ecuacion diferencial la expresion de la frecuencia propia del péndulo, y aplicada
a un caso particular, se simula utilizando Working Model:

Fig. 10. Sistema simulado en Working Model.

En dicho modelo (Fig. 10) se consideran los mismos parametros geométricos y
fisicos anteriormente indicados.

El sistema se excita desplazandose de la posicion de equilibrio estatico un
angulo 0, = 0,2rad respecto de la vertical. Se ejecuta el programa y se mide
la coordenada x del centro de gravedad de la plomada (Measure->Position).
Ademas, el tiempo entre dos instantes de calculo en Working Model se fija en
0,01s (Fig. 11).

World Mlew Object Define Me

Gravity...

Air Resistance...

Electrostatics...

Eorce Field...

Run Ctrl+R

Reset Ctrl+T

Start Here Ctrl+H

Skip Frames »

Tracking » | Simulation Accuracy e
v AutoErase Track

£ Track CtrisE Animation Step Integrator Error

Erase Trac tri+

© Fast " Automatic ®  Automatic
Retain Meter Values
Mat * Accwate 0010 s Cancel
Erase Meter Values & -~ l—mm
#

Pause Control...

Preferences...
Fig. 11. Tiempo de calculo entre dos instantes en Working Model.

Se van a exportar los datos obtenidos y se analizan con Matlab (Fig. 12) para
determinar la frecuencia propia del sistema utilizando las funciones de sus
librerias, tal y como se muestra en el codigo siguiente:
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| Pendulom | + |

clc;

clear all;

filename='Pendulo.txt';
2 = importdata(filename);  %Se importna los datos a ua matriz

Tiempo=A(:,1); locan en un vector columna los datos del ftiempo

Bx=A(:,2);

locan en un vector columna los datos del eje x de §

figure ()

10— subplot (2,1,1);

11—  plot(Tiempo,Rx);

iz |= title('Variacion de la coordenada x del centro de grabedad de la plomada');
13

14 — Fs=1/ (Tiempo (2)-Tiempo (1))

A13|= subplot (2,1,2);

meanfreq (Ax, Fs) ;
title('Espectro de frecuencias');

Fig. 12. Cédigo en Matlab para el analisis de datos de simulacion.

Ejecutado el codigo se obtiene la variacion temporal de la coordenada x del
centro de gravedad de la plomada y su espectro de frecuencias (Fig. 13).

4 Figure 1 - [m} X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
Dade @08 kE
ariacion de la coordenada x del centro de gravedad de la plomada
,__OQV iacion de | denada x del tro d dad de la pl d
R T
o Il Nl I 1 I
2o LIV ILIE I ]
o ‘\‘I‘I“Ill'lll‘lll VL L]
& J"‘\"‘ \“M"‘I“'u\”
g O LU Y T
S
U URIRIRIRIRIRIRIRIRIRIRTRIRIRIRIRIAIR
] | IRIRIRIRIRIRIRIn T
s -0 || 1] | | | | H] | | 1|
2 |4 | [T It I | I | IR
£ IR TR T T T VR T A
8 5oLl U Y I WU
o] 10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo(s)
Espectro de fi
’R[ T T T
I o0
2 X 0.24349
z Y -0.488439
< \
S sl
g~
§ “‘“m T 'lu AL b b L ‘l "
2 T rl TVl’n L
£ 100 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Frequency (Hz)

Fig. 13. Variacion temporal del angulo y espectro de frecuencias en Matlab.

Como se puede observar en la Fig. 13 el valor de la frecuencia natural obtenido
es de 0,243Hz.

3.4. Comparacion de resultados

Se estudia como afecta la amplitud de las oscilaciones a la frecuencia natural,
por ello se varian las condiciones iniciales (0,) y se observa su efecto con cada
uno de los tres métodos de resolucion empleados.

Se dan valores al angulo @, en el dominio que va de 0,2 rad a 1,2 rad con un
incremento en cada paso de 0,20 rad.

Se consideran los mismos valores geométricos y fisicos de las variables que en
los casos anteriores.

A continuacidon, se muestra una grafica con curvas de puntos y lineas la
variacion de la frecuencia cuando varian las condiciones iniciales. En azul se
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va a mostrar la variacion de la frecuencia suponiendo pequenas oscilaciones,
en naranja se va a representar la variacion de la frecuencia mediante la
resolucion exacta de la ecuacion diferencial y en gris se representa los valores
obtenidos mediante la simulacion.

Variacion de las condiciones iniciales frente a |a frecuencia
0250

0.245

0.240

0.235

fn (Hz)

0.230
® fn Con Simplificacion(Hz)

fn Simulacion(Hz)
0.225

fn Exacta(Hz)

0.220

Oo(rad)

Fig. 14. Variacion de la frecuencia frente a las condiciones iniciales en Excel.

Del analisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones:

La frecuencia natural obtenida en cada caso con la simplificacion de
pequenos desplazamientos no varia con el angulo inicial, ya que en ella
no intervienen dichas condiciones iniciales.

La frecuencia obtenida mediante la simulacion con WM varia con las
condiciones iniciales, siguiendo una linea de tendencia clara
apreciandose que la frecuencia disminuye al aumentar las condiciones
iniciales.

Como se observa el resultado obtenido con la resolucion de la ecuacion
diferencial varia disminuyendo la frecuencia para mayores amplitudes
de la oscilacion, coincidiendo con lo esperado. Como se puede observar
el resultado obtenido con la resolucion de la ecuacion diferencial y con
la simulacion tienen tendencias similares.
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4.Péndulo con muelle de torsion

4.1. Hipotesis de pequenas oscilaciones con flecha

estatica nula
Se calcula la frecuencia natural de un péndulo de torsion, el cual esta formado
por una plomada de masa (m) y radio (r) colgada en el extremo de una barra
rigida de longitud (L) y masa despreciable frente a la de la plomada, que oscila
respecto a la posicion vertical de equilibrio estatica (en este caso no se produce
flecha estatica), colocandose en la articulacion un muelle de torsion de
constante elastica (k).

4@) Mm

a) b)
n
1 EG %

t

Fig. 15. a) Péndulo con muelle de torsion en equilibrio. b) Configuracion del péndulo de torsion
oscilando.

Hipotesis simplificativas:
e Oscilaciones de pequenas magnitudes.

Con la hipédtesis anterior se determina la ecuacion diferencial que rige el
movimiento. Para ello se utiliza nuevamente la ecuacion de equilibrio dinamico
de momentos respecto del punto de oscilacion O:

— = 42
XMooy = Honp (42)

En esta se define que el sumatorio de momentos respecto del punto O es igual
a la derivada del momento angular respecto del tiempo en dicho punto O.

Desarrollando la parte derecha de la igualdad, la derivada respecto del tiempo
del momento angular en O se puede expresar en funcion de la derivada
respecto del tiempo del momento angular en el centro de masas de la plomada
G, mediante la expresion:
= _ = SN N (43)
Hotnp = Hgtnp +Tog X mag

Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del
tiempo:

i == L . 44
Hotnp = [Tlgenp * W + Qx [Tlgenp - W + Tog x m ag (44)
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Donde considerando el sistema de referencia intrinseco (t, n, b) definido en la
Fig. 15y que el s6lido de mueve en direccion contraria a las agujas del reloj, se

obtiene:
2
Z 0 0
4
2
[Tlgenp = m| 0 % 0 |-Tensor de inercia masico de disco plano de radio r.
TZ
[0 0 -]

N
w

[

D:o ©

) - Derivada respecto del tiempo de la velocidad angular del sélido.

0
Q= <O> - Velocidad angular del sistema de referencia.
)
0
(Toc)enp» = | —L | - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0
ag
(@g)imp = (an) - Aceleracion del punto G.
0

Con lo cual operando se obtiene:

0
- 0 45
Hotmp = | . fm -2 (45)
0 + mLa;
Donde la aceleracion tangencial, a;, se puede sustituir por 6-L.
0
Hotnp = | . fm -2 (46)
+1*-m

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto
0 en componentes intrinsecas se define como:

ZMOtnb = (70_(536 ﬁ)mb + (%}x T)tnb + (m)tnb (47

29



ESCUELA DE INGENIERIAS
Universidad deValladolid INDUSTRIALES

Fig. 16. Esfuerzos que generan momentos sobre O.

Siguiendo el sistema de referencia intrinseco y la configuracion definida en la
imagen anterior (Fig. 16) se obtiene:

0
(o) enp = <—L> - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0
. —mg sen(0)
Peny = (—mg cos(@)) - Peso de la plomada.
0
. 0
(T)¢np = | T | - Fuerza de union entre la barra rigida y la plomada
0
0
(M), = ( 0 ) - Momento ejercido por el muelle de torsion.
—Mm

Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respeto del
punto O es igual a:

0

- 48

XMotnp = ( 0 ) (48)
—mgL sen(0) — M,,

El momento ejercido por el muelle de torsion se define como:

M,=k-0 (49)
Aplicando la ecuacién de equilibrio dinamico ( 42) se obtiene en la componente
binormal:

2

m-r (50)

—mgL sen(0) — kO = 6 < + L? -m>

En el caso analizado de pequenas oscilaciones el angulo 0, es pequeno con lo
cual sin(@) se aproxima al angulo obteniendo una ecuacion diferencial del tipo:
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(51)

. (m-r?
0( 5 +L2-m>+(mgL+k)@=O

De la cual se puede obtener que la frecuencia propia del sistema, siguiendo la
definicion de la ecuacion ( 10), sera:

mglL + k (52)

12
(mzr +L2-m)

Por otro lado, simplificando la ecuacion ( 52) suponiendo que la masa es
puntual (r = 0) se obtiene:

w2 =

mgL + k (53)
LZ2-m

w2 =

4.2. Hipodtesis de pequenas oscilaciones con flecha

estatica no nula
En este apartado se obtiene la frecuencia propia del sistema cuando el
equilibrio estatico no se encuentra en la vertical, con lo cual se produce flecha
estatica. Se va a partir de un sistema analogo al del apartado 3.1 pero en este
caso la posicion de equilibrio estatico vendra definida por otros factores.

Fig. 17. a) Flecha estatica de péndulo de torsion. b) Configuracion del péndulo de torsion oscilando.
Hipétesis simplificativas:
e Oscilaciones de pequena magnitud.

La flecha estatica se obtiene con la condicion de que el sumatorio de
momentos de las fuerzas exteriores es cero ya que en ese caso el sistema no
tiene movimiento.

SMowws = (Fog x P),, + (o xT), + My ), =0 (54)
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Pcos(a-00)

Fig. 18. Esfuerzos que generan momento sobre O en el equilibrio estatico.
Definiendo los parametros de la imagen anterior:

a - Angulo natural del muelle. Angulo que forma la barra cuando el sistema
no esta cargado.

§=a—4, - Angulo de equilibrio estatico. Angulo que forma la barra respecto
de la vertical cuando el sistema esta cargado.

& - Angulo de la posicion de equilibrio respecto del angulo natural del muelle.

0- Angulo de la barra en movimiento respecto de la posicién de equilibrio
estatico.

Siguiendo el sistema de referencia intrinseco (t, n, b) (Fig. 18) se define:

0
(Toc Dinp = (—L) - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0

. —mg sen(a — 6y)
(P)etnp = (—mg cos(a — 60)> - Peso de la plomada.

0
. 0
(T)¢np = | T | - Fuerza de union entre la plomada y la barra rigida.
0
0
(M) tnp = < 0 ) - Momento ejercido por el muelle de torsion.
My,

La fuerza que ejerce el muelle se define mediante:

M, =k- & (55)
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Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto el
punto O es igual a:

0
—mgL sen(a — 8,) + k - §,

Es importante resenar que la componente normal del peso no genera momento

respecto del punto O en la base intrinseca (t, n, b), pero en cambio la

componente tangencial del peso genera momento en la componente binormal

restandole al momento ejercido por el muelle de torsion, tal y como se refleja

la formula ( 56).
Se obtiene la siguiente ecuacion:
mgL sen(a — 6y) = k - 8, (57)
De la Fig. 17 se obtiene la ecuacion:
§=a—6, (58)
Operando:
mgL sen(8) =k - &, (59)

Con la anterior ecuacion ( 59) y conociendo los valores fisicos del sistema se
puede definir los valores de a y §,, a partir de un valor de § dado, obteniendo
la configuracion de la posicion de equilibrio estatico.

Con la hipédtesis anterior se determina la ecuacion diferencial que rige el
movimiento. Para ello se utiliza nuevamente la ecuacion de equilibrio dinamico
de momentos respecto del punto de oscilacion O:

ZMOtnb = ﬁOtnb (60)
La derivada del momento angular en O puesto en funcion del centro de masas
de la barra G:

Hotnp = Heenp + Tog X m ag (61)

Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del
tiempo, al igual que antes:

H =3 o 62
Hotnp = [Tlgenp * W + Qx [Tlgenp - W + Tog x m ag (62)
Se obtiene el mismo resultado:
0
T 0 63
HOtle = . Im- T'Z ( )
2] 5 +1%2-m
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Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto
O se define como:

Do = (5 5y + (i 1Ty # OB )y (O

t

Psin(5+8)

Pcos(5+8)

Fig. 19. Esfuerzos que generan momentos sobre O.

Donde siguiendo el sistema de referencia intrinseco (t, n, b)(Fig. 19) donde el
sistema se mueve en sentido antihorario se tiene:

0
(Toc Dinp = (—L) - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0

. —mg sen(0 + 6)
Penp = (—mg cos(O + 6)) - Peso de la plomada.

0
. 0
(T)¢np = | T | - Fuerza de union entre la barra rigida y la plomada.
0
0
(M) enp = < 0 > - Momento ejercido por el muelle de torsion.
_Mm

El momento del muelle de torsion se define mediante:
M, =k-(0—34) (65)

Se restan 8,y @ ya que se define como momentos positivo y negativo
respectivamente (Fig. 18 y Fig. 19) segun el sistema de referencia intrinseco
elegido. Ambas siempre van en la direccion contraria al movimiento.

Sustituyendo la ecuacion de definicion de la flecha estatica ( 59):

M,, = k-0 —mgL sen(6) (66)
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Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto el
punto O es igual a:

0
—mgL sen(0® + &) — k - @ + mgLsen(d)

Es importante resenar que la componente normal del peso no genera momento

respecto del punto O en la base intrinseca (t, n, b), pero en cambio la

componente tangencial del peso genera momento en la componen binormal

sumandose al momento ejercido por el muelle de torsion, tal y como se refleja

la formula ( 67).

Aplicando la ecuacién de equilibrio dinamico ( 60) se obtiene en la componente
binormal:

L (mer? (68)
—mgL sen(0® + §) — k- 0 + mgL sen(5) = 0 > +L°-m

—mgLsen(0) cos(6) — mgLcos(0) sen(5) — k - © + mgL sen(d)
. (m-r? (69)
=0 < + L2 -m)
2
En el caso analizado de pequenas oscilaciones el angulo @ es pequeno con lo
cual el sin(@) se aproxima al angulo y el cos(@) tiende a la unidad, obteniendo
una ecuacion diferencial del tipo:

2

r
+L2-m>

De la cual se puede obtener que la frecuencia propia del sistema, siguiendo la
definicion de la ecuacion ( 10), sera:

(70)

. [(m
—mgLOcos(6) — k-0 =0 <

2 _ (k + mgL cos(6)) (71)

w; >
m (% + L2>

Esta ecuacion engloba el caso del apartado 4.1 para § = 0.

También se podria calcular el apartado 3.1.siendo§ = 0y k = 0.

El cos(8) para angulos entre 90°y 270° es negativo. Esto va a hacer que para
un rango de valores de & no haya solucién, ocurre cuando:

k + mgL cos(8) <0 (72)

Despejando 8, los rangos de valores en los que no hay solucion es:
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8 € (90%,1809)

(73)

g), § € (1802,2702)

Ademas, analizando la variacion de § frente a f,, mediante Matlab se puede

observar:

Variacion_de_la_frecuencia_frente_a_la_posicionm +

05 (1)))+(K))/ (m* ((£*r/2)+(L*L))))/ (2%pi) ;

Fig. 20. Codigo en Matlab para el analisis de la frecuencia natural frente a la posicion del péndulo.

Los valores que van a tomar las variables van a ser:
m = 4kg - Masa de la plomada.

L = 4m - Longitud de la barra rigida.

r = 0,2m - Radio de la plomada.

K = 50N - m/rad - Constante elastica del muelle.
g = 9,807 m/s?- Aceleracion de la gravedad.

Ejecutando el script:

4 Figure 1 -

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Deds @08 R E

0.3

_

=1
o

Frecuancia natural (Hz)

o

0.05 | /

N /'
0.25 -

0 45 9 135 180 225 270 315
Variacion del angulo d (°)

360

Fig. 21. Variacion de la frecuencia natural frente a la posicion de la barra en Matlab.
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Como se observa la frecuencia es mayor cuanto mas abajo esta la plomada y
viceversa. Ademas, la frecuencia es nula en el rango en el cual el resultado no
es un namero natural.

Finalmente analizando la variacion de la frecuencia cuando varia el angulo 8 y
otra de las variables que definen la frecuencia (masa de la plomada, constante
elastica del muelle, longitud de la barra rigida y aceleracion de la gravedad).

Para ello se implementa un cédigo en Matlab que nos permita el analisis.

33

34 $VARIACION DE LA M

BEIE figure ()

36 — M inicial=(R)/(L*qg):

37 %Parte donde todos los angulos tiene frecuencia

38 — M 1=0:0.2:M inicial;

39—  DELTA 1 = 0:0.1:2%pi;

40 — [delta 1,m 1] = meshgrid(DELTA 1,M 1);

41 — f l=sgrt(((m_1.%(g*L).*cos(delta_1))+(K))./(m_L1.* ((r*r/2)+(L*L))))/(2%pi);
42 — mesh (delta 1,m 1,f 1);

43 — grid on

44 — title('variacion del angulo ‘delta y la masa de la barra frente a la frecuencia');
45 — xlabel ('Variacion del angulo “delta (°)'):

46 — ylabel ('Variacion de la masa de la barra (KEg)'):

47— zlabel ('Frecuancia natural (Hz)');

Fig. 22. Codigo en Matlab para el analisis de la frecuencia frente a la variacion del angulo § y la masa.

Este analisis cumple que la frecuencia no es nula para ningln valor de §, con
lo que se cumple que:

(74)
—>1
mLg
Las variables van a tomar los valores que se indicaron anteriormente.
4 Figure 3 o [m] X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help 2
Node @ 0&8| K E
Variacion del angulo J y la masa de la pl da frente a la fr
0.7 -
06
é 0.4
§ 0.3
g 0.2
- 0.1
0 -
o 4 0.5 y
2 1

Variacion del angulo § (rad)
Variacion de la masa de la plomada (Kg)

Fig. 23. Variacion del angulo § y la masa de la plomada frente a la frecuencia en Matlab.
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"4 Figure 3 == . X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

Nadse/@al0aE k=

Variacion del angulo § y la constante de resorte frente a la frecuencia

0.4 -

0.3

0.2

(ks

Frecuancia natural (Hz)

200

180

234567160

Variacion del angulo § (rad)
Variacion de la constante de resorte (N/m)

Fig. 24. Variacion del angulo § y la constante de resorte frente a la frecuencia en Matlab.

?FigureA = [m] X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Neds|@0B8|RE

Variacion del angulo § y la longitud de la barra frente a la frecuencia
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Fig. 25. Variacion del angulo § y la longitud de la barra frente a la frecuencia en Matlab.

4\ Figure 6 - m] X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

MEE DI

Variacién del angulo § y la aceleracion de la gravedad frente a la frecuencia

0.2

0.15 4

0.05 +

Frecuancia natural (Hz)
o
L

Variacion del angulo ¢ (rad)
Variacion de la aceleracion de la gravedad(m/s2)

Fig. 26. Variacion del angulo 0 y la aceleracion de la gravedad frente a la frecuencia en Matlab.

Del analisis de las anteriores figuras se deduce:
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e EnlaFig. 23 se observa como la frecuencia aumenta cuando disminuye
la masa de la plomada, atenuandose también el efecto de § en la
frecuencia natural.

e En cuanto a la Fig. 24 se ve como a mayor constante de resorte se
obtiene mayor frecuencia de vibracion, atenuandose también el efecto
de & aunque en menor medida que en los dos casos anteriormente
comentados.

e En la Fig. 25 se observa como la frecuencia aumenta la longjtud de la
barra, reduciéndose también el efecto de § en la frecuencia natural.

e En la Fig. 26 se observa como la aceleracion de la gravedad no influye
mucho en la frecuencia natural, pero si que es verdad que la frecuencia
se ve muy influenciada por & para valores altos de la aceleracion de la
gravedad disminuyéndose este efecto para valores de la aceleracion de
la gravedad cercanos a cero.

e Claramente la frecuencia se ve afectada mas por 6 cuando se producen
variaciones en la constante de resorte de muelle.

4.3. Solucion exacta de la ecuacion diferencial

En este apartado el objetivo es resolver la ecuacion diferencial sin realizar
simplificaciones de pequenas oscilaciones, utilizando Matlab para obtener la
frecuencia propia de oscilacion del sistema.

Para ello se debe transformar la ecuacion diferencial de segundo grado no
lineal en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado para
posteriormente aplicar un método de resoluciéon numérica. En este caso se
aplicara el método Runge-Kutta de orden 4.

La ecuacion diferencial no lineal de segundo grado de partida es ( 69):

—mgLsen(0) cos(6) — mgLcos(0) sen(5) — k - © + mgL sen(d)

. (m-r? (75)
=0 < + L2 -m)
2
Realizando el cambio de variable anteriormente indicado:
y1=6 (76)
Y2 =06 (77)

Se obtiene un sistema de la forma:

Y2 =1
1

Yo =————" [-mgLsen(y,) cos(8) — mgLcos(y;) sen(8) — k - y; + mgL sen(8)]
T
m (— + LZ)

2
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Ademas hay que definir las condiciones iniciales siendo estas: @(0) = 0, y

6(0) = 0.

Con el cambio de variable se transforman en: y;(0) = 6, e y,(0) = 0.

Una vez hecho esto se programa en Matlab el método Runge-Kutta 4, al igual
que en el problema anterior.

A continuacion, se define en una funcién de Matlab el sistema de ecuaciones
diferenciales (Fig. 27):

Ecuacion_Diferencial.m 47

function [fl=Ecuacion Diferencial (t,y)
%Entrada -t wector columna que va de to a tf con pasos de valor h

matriz que guarda los valores de que toman yl s y2

%$Salida -f matriz gque guarda los valores de las derivadas de yl e y2
global m;

global 1;

global r;

global g;

global K;

global delta;

Rl=m* (((r%1)/2)+ ((1%1)))
R2=K;|
K3=m*g*1;

f(l)=y(2):

£(2)=(1/K1) * (- (sin(y (1)) *K3*cosd (delta)) - (y (1) *K2) - (K3*sind (delta) *cos (y (1)) ) +(K3*sind (d=lta)));
£=f';

end

Fig. 27. Codigo en Matlab que define el sistema de ecuaciones diferenciales.

Una vez hecho esto, en un nuevo script de Matlab se define el método Runge-
Kutta para un intervalo de tiempo 400 segundos, con condiciones iniciales
igualesa O, = 0,1 rad @, = 0 rad/sy con un total de 40000 pasos lo equivale
a un incremento en cada paso de (Fig. 28), ya que cuanto menor sea el tamano
de los pasos y mayor tiempo de ejecucion, mejor sera la solucion del espectro
de frecuencia que nos ofrecera Matlab:

tr — to 400s (79)
h = = =0,01s
n? pasos 40000pasos

Fig. 28. Codigo en Matlab para resolucion de ecuacion diferencial.
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Los valores que se dan a las variables son los mismos que en el apartado

anterior.

Ejecutando el script y se obtiene:

4 Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Dads

0.

& 0E8 R E

Variacion del angul Iofrenteallem o

0.0!

u'!

o

|
|

-0.0:

&

cion del angulo (rad)

Varia

-0. 1

T
H H H \\ H \\

IR R
LR
u R H\ | H\ !
H‘u‘”‘u‘”‘\\”“\‘\”“\“‘\‘u‘ il \‘\”“‘\“”‘M“ﬁ

0

100 150 200 250 300 350 400
Tiempo(s)
Espectro de frecuencias

ncy (dB/Hz)

Power/freque
'

X 0.139997
Y 1.31785

-50 \\, T

Fig. 29. Resultado ecuacion diferencial obtenido con Matlab.

| | | | | | | |
5] 10 15 20 25 30 35 40 45
Frequency (Hz)

Podemos ver (Fig. 29) como se obtiene una frecuencia natural de valor

0,139Hz.

4.4. Simulacion
Una vez obtenida de forma simplificada y mediante la resolucion exacta de la
ecuacion diferencial la expresion de la frecuencia propia del péndulo con
muelle de torsion, y aplicada a un caso particular, se va a simular con Working

Model (Fig. 30).

Fig. 30. Péndulo de torsién de la simulacion en Working Model.

............................................................

En dicho modelo (Fig. 30) se consideran los mismos parametros geométricos y
fisicos anteriormente indicados y para una posicion de equilibrio estatico de

6 =909
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El sistema se excita desplazandose de la posicion de equilibrio estatico un
angulo de 0, = 0,10 rad. Se ejecuta el programa y se mide. Ademas, el tiempo
entre dos instantes de calculo en Working Model se fija en 0,01s.

Se mide la rotacion del muelle de torsion (Measure-> Rotation). Se exportan los
datos obtenidos y se analizan con Matlab (Fig. 31) para determinar la
frecuencia propia del sistema, utilizando las funciones de sus librerias, tal como
se muestra en el codigo siguiente.

| Pendulo_con muelle_de_torsionm ¢ | + |
e cle;
al= clear all
3
2= filename='Pendulo_con muelle de torsion.txt';
5 - A = importdata(filename); %Se 1 rtna los datos & una matriz
6-  Tiempo=A(:,1); 3 an en un vector columna los datos del tiempo
7= Bx=h(:,2); %Se colocan en un vector columna los datos de rotacion del muelle
8
9
10 - figure()
il |= subplot (1,2,1);
12 - plot (Tiempo, Ax) ;
13 — title('variacion de la rotacion del muelle de torsion');
14
15 — Fs=1/(Tiempo (2)-Tiempo (1))
16 — subplot (1,2,2);
17|= meanfreq(Ax, Fs) ;
18 - title('Espectro de frecuencias');

Fig. 31. Codigo en Matlab para el analisis de datos de simulacion.

Ejecutado el cédigo se obtiene la variacion temporal del angulo @ de la barra
de la posicion vertical y su espectro de frecuencias

4 Figure 1 — O X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Dde| @ 08| k[E

Variacion de la rotacion del muelle de torsion
T T T T T

O O (O
II‘ I I| \l | ‘
(| | | |
[ Y YT
| I 1] ‘H ||| “H

|

sosk AN

-3.15 fll |

Variacion del angulo (rad)
w

| |
azt| |1 IR
1] Il !

] 20 40 60 80 100 120 140 160
Tiempo(s)
Espectro de frecuencias
T T T T

X 0.142183
Y -4.46767
0

50 [ .

ol L Bl L Jul
iy m[- " ‘.‘ - WWW
-100 & L | I I L | | L L i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Frequency (Hz)

Powerffrequency (dB/Hz)

Fig. 32 Variacion temporal del angulo y espectro de frecuencias en Matlab.

Como se puede observar en la Fig. 32 el valor de la frecuencia natural obtenida
es de 0,142Hz.
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4.5. Comparacion de resultados

Se estudia como afecta la amplitud de las oscilaciones a la frecuencia natural,
por ello se varian las condiciones iniciales (0,) y se observa su efecto con cada
uno de los tres métodos de resolucion empleados.

Se dan valores al angulo 0, en el dominio que va de 0,1 rad a 0,6 rad con un
incremento en cada paso de 0,10 rad.

Se consideran los mismos valores geométricos y fisicos de las variables que en
los casos anteriores.

Variacion de las condiciones iniciales frente a la frecuencia

0.150

0440 | @ @reneiiaiianaiiang @osccianniiaiianans oroneaiianineaiias @eioaninnaiianinea, T

0.130

0.120

fn (Hz)

0.110

0.100 ® fn Con Simplificacion(Hz)

fn Simulacion(Hz)

0.0%0
fn Exacta(Hz)

0.080
0.000 0.100 0.200 0.300 0.400 0.500 0.600 0.700

Oo(rad)

Fig. 33. Variacién de la frecuencia frente a las condiciones iniciales en Excel.

Del analisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones:

La frecuencia natural obtenida en cada caso con la simplificacion de
pequenos desplazamientos no varia con el angulo inicial, ya que en ella
no intervienen dichas condiciones iniciales.

La frecuencia obtenida mediante la simulacion con WM varia con las
condiciones iniciales, siguiendo una linea de tendencia clara
apreciandose que la frecuencia disminuye al aumentar las condiciones
iniciales.

Como se observa el resultado obtenido con la resolucion de la ecuacion
diferencial varia disminuyendo la frecuencia para mayores amplitudes
de la oscilacion, coincidiendo con lo esperado. Como se puede observar
el resultado obtenido con la resolucion de la ecuacion diferencial y con
la simulacion tienen tendencias similares.
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5.Barra rigida articulada en un extremo con
resorte.

5.1. Hipotesis de pequenas oscilaciones con flecha

estatica nula.
Un sistema analogo al anterior es el formado por un sélido rigido homogéneo
con geometria de barra, oscilando respecto de un eje O situado en un extremo
al que se le anade un muelle lineal en el extremo contrario A, en donde el
muelle y barra son inicialmente perpendiculares. Las caracteristicas de la barra
son longitud (L) ancho (e) y masa (m).

En este caso se sitla la barra verticalmente, de forma que oscile respecto del
punto O, y que la posicion de equilibrio estatico pase por el centro de gravedad
de la barra G. Fig. 34 A).

<
Jx
.
o
oF T
o

E
3

A

Fig. 34. A) Barra articulada en equilibrio estatico. B) Configuracién de la barra articulada oscilando.

En estas condiciones el muelle situado en el extremo A se debe de colocar de
forma que no tenga flecha estatica, es decir, que en el equilibrio estatico no
ejerza ninguna fuerza sobre la barra, por lo que en la posicion de equilibrio
estatico el muelle con su longitud natural (Ln) mantenga la barra vertical, tal
como se indica en la Fig. 34 A).

Hipotesis simplificativas:

e Oscilaciones de pequena magnitud.
e Se considera que el muelle solo tiene desplazamiento en la direccion
horizontal.
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Fig. 35. Parametros de elongacion del muelle.

La relacion entre las componentes x, e y, de la vibracion en el extremo A de la
barra (condiciendo con el extremo del muelle) y el alargamiento AL, (Fig. 35)
en la direccion longitudinal del muelle se puede expresar:

(AL, + Ln)z = (xq + Ln)z + (ya)z (80)

En la que la componente vertical del extremo de la barra se puede poner en
funcion del angulo de oscilacion:

Yo = L — L cos(0) (81)
Aproximando para pequenas oscilaciones cos(@) =~ 1 se tiene:

Va =0
Por lo que:
X, = AL, (82)

El alargamiento en la direccion longitudinal del muelle se puede aproximar a su
proyeccion horizontal, x,.

De la misma forma, la fuerza del muelle serd también considerada solo en
componente horizontal.

Con las hipodtesis anteriores se determina la ecuacion diferencial que rige el
movimiento. Para ello se utiliza nuevamente la ecuacion de equilibrio dinamico
de momentos respecto del punto de oscilacion O:

2Motnp = Hotnp (83)

La derivada del momento angular en O puesto en funcion del centro de masas
de la barra G:

N = _ . 84
Hotnp = Hgenp +Tog X M ag (84)

45



ESCUELA DE INGENIERIAS
Universidad deValladolid INDUSTRIALES

Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del
tiempo es igual que antes:

H =00 P SIS 85
Hotnp = [Tlgenp * W + QX [Tlgenp - W + 796 x mag (85)

Donde siguiendo el sistema de referencia intrinseco de la Fig. 34. y
considerando que el sélido se mueve en direccion contraria a las agujas del
reloj, obtenemos:

e? 0 0
[Tletnp = ;"—2 [ 0 12 0 - Tensor de inercia masico de una barra esbelta
0 0 e?+172

de longjtud L y ancho e

0
w= (0) - Velocidad angular del sélido.
0

=

0
w = (0) - Derivada respecto del tiempo de la velocidad angular del sélido.
6

0
Q= <O) - Velocidad angular del sistema de referencia.

)
0
(ToG Dinp = %L - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0
ac
(@) tnp = <an> - Aceleracion del punto G.
0

Con lo cual operando se obtiene:

0
R 0 86
Hotnp = P e? 12 L (86)
m E-I_E +m ati

.2 . e . = L
Donde la aceleracion tangencial, a;, se puede sustituir por & "5

0
N 0
Hotnp = 6 el 12 (87)
mMzt3

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto
0 en componentes intrinsecas se define como:
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YXMotnp = (Tog X P)np + (?O—A)x Fm)xyz (88)

Fig. 36. Fuerzas que generan momentos sobre O.

De la ecuacion anterior ( 88) cabe destacar que, aunque el primer sumando se
obtiene en base (t n b) y el segundo en base cartesiana (x y z), ambos solo
aportan momento en la tercera componente que coincide en ambas bases, lo
gue nos permite simplificar los calculos.

0

(ToG Dinp = —é - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0

. —mg sen(0)
Peny = (—mg cos(@)) - Peso de la barra
0

0

(Toa )xyz = | —L | - Vector de posicién del punto A respecto del punto O.
0

(E)xyz = ( 0 ) - Fuerza ejercida por el muelle
0

La fuerza ejercida por el muelle se define mediante:
E,=k- x, (89)
En la que x, segun los parametros indicados en la Fig. 35 es.
x, = Lsen(0) (90)
E,=k- L-sen(0) (91)

Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto
del punto O es igual a:
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0
Vi 0 92
ZMOtnb = L (92)
—mg > sen(0®) — k L? sen(0)

Es importante resenar que la componente normal del peso no genera momento
respecto del punto O en la base (t n b), sin embargo la componente tangencial
del peso y la fuerza ejercida por el muelle en la base cartesiana (x y z) generan
momentos en componente z, ambos negativos, por lo que se suman sus
efectos, tal y como se refleja en la formula ( 92).

Aplicando la ecuacion de equilibrio dinamico ( 84) en la componente binormal
se tiene:

2
En el caso analizado de pequenas oscilaciones, el angulo @ es pequeno con lo
cual el sin(@) se aproxima al angulo obteniendo una ecuacion diferencial del
tipo:

L . [e? I? (93)
—mg = sen(@) —k L? sen(®) = Om ts

(94)
12 3

De la cual se puede obtener que la frecuencia propia del sistema, siguiendo la
definicion de la ecuacion ( 10), sera:

. [e? I? L
Oom|—+— +(mg§+kL2)@ =0

L 2
) _(mgi+kL)

Wn = 2 2
e L
m(f+%)
Ademas simplificando la ecuacion ( 95) suponiendo que la barra es de espesor
nulo (e = 0) se obtiene:

(95)

(mg% + k L?) (96)
2 _
w2 = 77

m-3

5.2. Hipotesis de pequenas oscilaciones con flecha

estatica no nula.

En este caso la barra se sitla en una posicion arbitraria de equilibrio estatico
estando el muelle colocado perpendicular a la barra en la posicion de equilibrio
estatico. Fig. 37 A).

48



Metodologias para la determinacion de
las frecuencias naturales en estructuras

esbeltas incluyendo el efecto del peso

: . . propio ESCUELA DE INGENIERIAS
Universidad deValladolid INDUSTRIALES

Fig. 37.A) Barra articulada en equilibrio estatico. B) Configuracion de la barra articulada oscilando.

Debido a la configuracion de la barra en el muelle aparece una flecha estatica,
es decir, en equilibrio estatico el muelle origina una fuerza sobre la barra, tal y
como se puede observar en la Fig. 37. A)

Hipétesis simplificativas:

e Oscilaciones de pequenas magnitudes.

e Se considera que el muelle solo tiene desplazamiento en la direccion de
elongacion del muelle.

e Muelle perpendicular a la barra en equilibrio estatico.

Fig. 38. Parametros de elongacion del muelle.

A semejanza de lo que ocurria en los casos anteriores, para pequenas
oscilaciones cos(0) ~ 1, el alargamiento en la direccién longitudinal del muelle
AL, se aproxima a su proyeccion horizontal h,, y de la misma forma, la fuerza
del muelle sera también considerada solo en componente perpendicular a la
barra.

La flecha estatica se obtiene con la condicion de que el sumatorio de
momentos de las fuerzas exteriores es cero ya que en ese caso el sistema no
tiene movimiento.

SMotny = (Tog x P),, + (Foax Fn) ;= 0 (97)
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Fig. 39. Fuerzas que generan momentos sobre O en el equilibrio estatico.
Definiendo los parametros de la imagen anterior:

a -Angulo natural del muelle. Angulo que forma la barra cuando el sistema no
esta cargado.

0 - Angulo de equilibrio estatico. Angulo que forma la barra respecto de la
vertical cuando el sistema esta cargado.

&, - Distancia que define la posicion de equilibrio respecto de la posicion
natural del muelle.

O- Angulo de la barra en movimiento respecto de la posicion de equilibrio
estatico.

De la ecuacion anterior ( 97) cabe destacar que, aunque el primer sumando se
desarrolla en base intrinseca mévil (t n b) y el segundo en base cartesiana fija
(i j k), ambos solo aportan momento en la tercera componente que coincide en
ambas bases, lo que nos permite simplificar los calculos.

0
(ToG Dinp = —% - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0
. —mg sen(d)
(P)etnp = (—mg cos(6)> - Peso de la barra.
0
0
(Toa )ijx = | —L | - Vector de posicién del punto A respecto del punto O
0
— Fm
(Fn)ijk = ( 0 ) - Fuerza ejercida por el muelle.
0

La fuerza que ejerce el muelle se define mediante:
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E,=k- &, (98)

Operando se obtiene gue el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto el
punto O es igual a:

0

ZMOtnb = 0 =0 (99)

—mg% sen(8)+k-L- &,
Es importante resenar que la componente normal del peso no genera momento
respecto del punto O en la base intrinseca (t n b), sin embargo la componente
tangencial del peso y la fuerza ejercida por el muelle en la base cartesiana (i j
k) generan momentos en componente z con distintos signo, por lo que se restan
sus efectos, tal y como se refleja en la formula ( 99).

Despejando la flecha estatica queda:

LY sen(6) (100)
o7 2k
Con las hipotesis anteriores se determina la ecuacion diferencial que rige el
movimiento. Para ello se utiliza nuevamente la ecuacion de equilibrio dinamico
de momentos respecto del punto de oscilacion O:
— = 101
YXMoinp = Hotnp ( )
La derivada del momento angular en O puesto en funcion del centro de masas
de la barra G:
ER KN . — 102
Hotnp = Hgenp + Tog x mag ( )
Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del
tiempo, al igual que antes:

Houp = [Tloenp W + 0 [Tlgeny - W + Tog x m @G (109
Se obtiene el mismo resultado:
0
Fom=| . e (104
Om <§ + ?>

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto
O se define como:

YMoinp = (og X P)enp + (Toa X Fnijk (105)
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Fig. 40. Fuerzas que generan momentos sobre O.

Siendo:
0

(ToG Dinp = —% - Vector de posicion del punto G respecto del punto O.
0

. —mg sen(6 + 0)
(Peny = (—mg cos(6 + 9)) - Peso de la barra.

0
0
(Toa )ijk = | —L | - Vector de posicién del punto A respecto del punto O.
0
(Fn)ijk = < 0 > - Fuerza ejercida por el muelle.
0

La fuerza del muelle se define mediante:
FE, =k-(hy +6;) (106)

En este caso se suman la flecha estatica y la elongacion del muelle ya que se
considera que el movimiento del sistema es en la direccion contraria a las
agujas del reloj, al igual que el movimiento generado por la flecha estatica (Fig.
39y Fig. 40).

Se puede definir h, segun los parametros definidos por la Fig. 38.
h, = L sen(0) (107)

m g sen(d) (108)

E, =k |Lsen(0) + T
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Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto el
punto O es igual a:

0

— 0 (109)
XMotnpy = L m g sen(5)
—-mg—= sen(6 +0) — kL - [Lsen(®) + —————
2 2k
Es importante resenar que la componente normal del peso no genera momento
respecto del punto O en la base intrinseca (t n b), sin embargo la componente
tangencial del peso y la fuerza ejercida por el muelle en la base cartesiana (i j
k) generan momentos en componente k con el mismo signo, por lo que se

suman ambos efectos, tal y como refleja en la formula ( 109).

Aplicando la ecuacion de equilibrio dinamico ( 101) se obtiene en la
componente binormal:

L , L . (e? 12\ (110)
—mg- sen(d + 0) — k L* sen(0) — mg > sen(6) = Om E+ )

—mg% [sen(8) cos(0) + cos(8) sen(@)] — k L2 sen(0) — mg% sen(5) (D

. e? I?
= 9m<E+§>

En el caso analizado de pequenas oscilaciones el angulo @ es pequeno con lo
cual el sin(@) se aproxima al angulo y el cos(0) tiende a la unidad, obteniendo
una ecuacion diferencial del tipo:

(112)

12 3 2
De la cual se puede obtener que la frecuencia propia del sistema, siguiendo la
definicion de la ecuacion ( 10), es:

. e? L2 L
Om|—+— +<kL2+mg—cos(5)>0 =0

(113)

, (K L? + mg% cos(6))

Wa 2 2
e L
m(f+%)
El cos(8) para angulos entre 90° y 270° es negativo y con lo cual no existen

valores naturales de raices negativas. Esto va a hacer que para un rango de
valores de & no haya solucién, ocurre cuando:

L 114
kL2+ng cos(6) <0 (114)

Despejando §, los rangos de valores en los que no hay solucion es:
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—2kL
8§ > arcos (—), 5§ € (909,1809)
2kL mg

S (115)
mg

<1, Hasta
—2kL
k& < 3602 — arcos (—), 6 € (180%,2709)
mg

Analizando la variacion de § frente a f,, mediante Matlab se puede observar:

Variacion_de_la_frecuencia_frente_a_la_posicion.m +

plot (Angulo_puntos, Fn)
grid or

label ('Vari
label (*

Fig. 41. Codigo en Matlab para el analisis de la frecuencia natural frente a la posicion de la barra.
Los valores que van a tomar las variables anteriores seran:
m = 2kg- Masa de la barra rigida.
L = 4m -Longitud de la barra rigida.
e = 0,2m - Ancho de la barra rigida.
K = 50N - m/rad - Constante elastica del muelle.
g = 9,807 m/s?- Aceleracion de la gravedad.

Ejecutando el script:

{4\ Figure 1 - [} X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help >

DcWe @ 08 RE

1.42

141 F 1

IS

w
©

Frecuancia natural (Hz)
@ w
9 &

0 45 90 135 180 225 270 315 360
Variacién del angulo d (°)

Fig. 42. Variacion de la frecuencia natural frente a la posicién de la barra en Matlab.
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Como se observa los valores minimos de frecuencia alcanzan el minimo cuando
6 es 180° y sus maximos cuando 6 es 0°,es decir, cuando mas abajo esté el
muelle lineal mayor sera la frecuencia de oscilacion.

Finalmente analizando la variacion de la frecuencia cuando varia el angulo 8 y
otra de las variables que definen la frecuencia (masa de la barra rigida,
constante elastica del muelle, longitud de la barra rigida y la aceleracion de la
gravedad).

Para ello se implementa un cédigo en Matlab que nos permita el analisis.

33

34 %VARIACION DE LA M

5= figure ()

6= M inicial=(K*L*2)/g;

37 %Parte donde todos los angulos tiene frecuencia

38 — M 1=0:0.2:M inicial;

39 - DELTA 1 = 0:0.1:2%pi;

40 - [delta_1,m 1] = meshgrid(DELTA 1,M 1);

41 — f 1=sgrt(((m_1.*(g*L*0.5).%cos(delta_1))+(K*L*L)) ./ (m_1.* ((e*e/12)+(L*L/3))) )/ (2*pi);
42 — mesh(delta_l,m 1,f_1);

43 — grid on

44 — title('Variacion del angulo \delta y la masa de la barra frente a la frecuencia');
45 — xlabel ('Variacion del angulo \delta (°)');

46 — ylabel ('Variacion de la masa de la barra (Kg)'):

47 — zlabel ('Frecuancia natural (Hz)'):

Fig. 43. Codigo en Matlab para el andlisis de la frecuencia frente a la variacion del angulo § y la masa.

Este analisis cumple que la frecuencia no es nula para ningun valor de §, con
lo que se cumple que:

2kL (116)
mg

Las variables van a tomar los valores que se indicaron anteriormente.

4 Figure 2 — O X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ]

Dads @08 KE

Variacion del angulo ¢ y la masa de la barra frente a la frecuencia

4.5 5

4 -

)
[
5]
|

3

Frecuancia natural (Hz,

4 20
2 040 ©
Variacion del angulo 4 (rad)
Variacion de la masa de la barra (Kg)

Fig. 44. Variacion del angulo § y la masa de la barra rigida frente a la frecuencia en Matlab.
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4 Figure 3 = [m] X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

DNeds @ 0E(kE

Variacion del angulo § y la constante de resorte frente a la frecuencia

Frecuancia natural (Hz)

Variacion del angulo 4 (rad)
Variacion de la constante de resorte (N/m)

Fig. 45. Variacion del angulo 8 y la constante de resorte frente a la frecuencia en Matlab.

4\ Figure 4 - [m} X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help kl

Dede |2 08|RE

Variacion del angulo § y la longitud de la barra frente a la frecuencia

Frecuancia natural (Hz)
1

6 0

Variacion del angulo 4 (rad)
Variacion de la lonaitud de la barra(m)

Fig. 46. Variacion del angulo § y la longitud de la barra frente a la frecuencia en Matlab.
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4 Figure 5 - O X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
Desde @08 RE

Variacin del angulo § y la aceleracion de la gravedad frente a la frecuencia

Frecuancia natural (Hz)
1

100

2

0 200
Variacion del angulo § (rad)
Variacion de la aceleracion de la gravedad (m/s2)

Fig. 47. Variacion del angulo 0 y la aceleracion de la gravedad frente a la frecuencia en Matlab.

Del analisis de las anteriores figuras se deduce:

e EnlaFig. 44 se observa como la frecuencia disminuye cuando la masa
de la barra rigida aumenta, aumentando también el efecto 6 en la
frecuencia natural.

e Encuanto a la Fig. 45 se ve como a mayor constante de resorte se tiene
mayor frecuencia de vibracion, atenuandose el efecto 6 en la frecuencia

e EnlaFig. 46, se ve como la longitud apenas influye sobre la frecuencia,
pero para longitudes proximas a cero se obtiene una gran variacion de
la frecuencia debida a la influencia de 6.

e Por dltimo en la Fig. 47 se observa como la aceleracion de la gravedad
no influye mucho en la frecuencia natural, pero la frecuencia se ve muy
influenciada por & para valores altos de la aceleracion de la gravedad
disminuyéndose este efecto para valores de la aceleracion de la
gravedad cercanos a cero.

5.3. Solucion exacta de la ecuacion diferencial.

En este apartado el objetivo es resolver la ecuacion diferencial sin realizar
simplificaciones de pequenas oscilaciones, utilizando Matlab para obtener la
frecuencia propia de oscilacion del sistema.

Se obtiene una nueva ecuacion diferencial en la que no se tengan en cuenta
todas las simplificaciones de pequenas oscilaciones del apartado 5.2. pero si
qgue se va a mantener la consideracion de que el muelle es perpendicular a la
barra en el equilibrio estatico.
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Se parte al igual que antes de la ecuacion de equilibrio dinamico ( 83), se
mantiene el valor de la derivada del momento angular en O ( 87) ya que no
sufre ningln tipo de simplificacion.

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores respecto del
punto O se define como:

YMoinp = (g X P)enp + (Toa X F)enb (117)

Fig. 48. Fuerzas que crean momento sobre O para grandes oscilaciones.

Siendo:
0
(ToG Dinp = —% - Vector de posicion del punto G respecto del punto O
0
. —mg sen(0 + 5)
(P)enp = (—mg cos(O + 8)) - Peso de la barra
0

0
(Toa enp = (—L) - Vector de posicion del punto A respecto del punto O.

0
. —F,,cos(@ — B)
(En)enp = < E,sin(0 — B) ) - Fuerza ejercida por el muelle
0

La fuerza ejercida por el muelle se define como:
E, =k (AL, — &) (118)

En este caso se restan la flecha estatica y la elongacion del muelle ya que se
considera que el movimiento del sistema es en la direccion contraria a las
agujas del reloj, al contrario que el movimiento generado por la flecha estatica
(Fig. 39y Fig. 48).
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Siendo el valor de la flecha estatica el obtenido en la ecuacion ( 100) ya que se
va a calcular en las mismas condiciones que el anterior apartado (5.2).

(119)
Fig. 49. Parametros de elongacion del muelle para grandes oscilaciones.

(AL, + L)% = (hg + L)% + (v,)? (120)

Sustituyendo el valor de h, e v, :
v, = L — Lcos(0) (121)
h, = L sen(0) (122)
Obteniéndose que el valor de AL, es:
(123)

AL, = \/(L sen(0) + Ly)? + (L — Leos(0))” — Ly,

Se analiza la variacion de la elongacion del muelle frente a la variacion del
angulo 6.

Se implementa en Matlab un cédigo (Fig. 50) para obtener dicha variacion,
solo se va a analizar un rango @ € [—m, +1] ya que es una funcion periédica.
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Variacion_de_la_elongacion_del_muellem +
1- clc
2 clear all
3
4— Angulo max=-2*pi; %Definimos los valores maximos que toma el angulo
5= Angulo_puntos=linspace (-Angulo_max,Angulo max, 6000); %Valores que toma el angulo
6 — Ln=2; %Longitud natural del muelle
i L=4; %Longitud de la barra rigida
8= Aln=zeros (1, length(Angulo_puntos));
9
10 — for i=1:length(Angulo_puntos)
fLiL (= BALn (i)=(((2*Ln*L*sin(Angulo_puntos(i))})-(2*L*L*cos (Angulo_puntos(i)))+(2*L*L)+(Ln*Ln)) ~0.5) -Ln;
12 — end
13
14 — figure ()
15 — plot (Angulo_puntos,ALn)
16 — grid on
L7 |= xlabel ('Variacion del angulo (rad)');
18 — ylabel ('Variacion de la elongacion (m)');
19— xlim([-2*pi,2*pi])|

ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES

%Variacion de la elongacior

Fig. 50.Cddigo de la variacion de la elongacion del muelle frente al angulo en Matlab.

Siendo la longitud natural del muelle y la longitud de la barra rigida

respectivamente, L, = 7my L = 4m.
Ejecutando el script se tiene:

4 Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Dede @ 08| RE

6

5

Variacién de la elongacién (m)

sl I I S

2 X -1.10288
N, | Y -292734

-3 -2 -1

Variacion del angulo (rad)

0

1

Fig. 51. Variacion de la elongacion del muelle frente al angulo en Matlab.

Como se observa la funcion pasa por el origen de coordenadas, coincidiendo

l6gicamente con AL, =0 y® = 0.

También se ve como para valores del angulo pequenos y negativos se obtiene
una elongacion negativa, pero para valores del angulo grandes y negativos se
originan elongaciones positivas, haciendo que la barra no oscile respecto a la
posicion de equilibrio estatico. Con lo cual se va a trabajar con valores del
angulo que no se vean influenciados por ese efecto. Para aumentar el rango de
valores, en el que se puede trabajar, se aumenta la longitud natural del muelle.

Una vez definida y analizada la elongacion del muelle (AL,), se obtiene el
sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores respecto del punto O:
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0
—_— 0 (124)
LMoenp = L mL g sen(5)
—mgz sen(@® +6) — k L AL,cos(@ — B) + —
Aplicando la ecuacién de equilibrio dinamico ( 83) se obtiene en la componente
binormal:
L mlL gsen(d
—mg— sen(0 + 8) —k L AL,[cos(O)cos(B) + sen(O)sen(B)] + g—()
2 2 (125)
N e? I?
=0m (E + ?>
Definiendo el valor de cos(f) y sen() mediante la Fig. 49:
Vg L— Lcos(0) (126)
sen(fB) = =
AL, +L, AL, +Ly,
hg + L, Lsen(0) + L, (127)
cos(B) = =

AL, +L,  AL,+L,
Siendo AL,,, el definido en ( 123).

Para la resolucion de esta ecuacion diferencial de segundo grado no lineal se
debe transformar en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado
para posteriormente aplicar un método de resolucion numérica. En este caso
se aplicara el método Runge-Kutta de orden 4.

Realizando el cambio de variable anteriormente indicado:
y, =0 (128)

Y, = 6 (129)
Se obtiene un sistema de ecuaciones de la forma:

Y2 =1
, 1
Vo =~ 7 28
e L
m\z5+ 3%
<12 3) , (130)
. I—mgz sen(y,; + 6) — kL AL,[cos(y;)cos(B) + sen(y,)sen(B)]

mL gsen(é
L mlyg ( )l
2
Ademas hay que definir las condiciones iniciales siendo estas: ©@(0) = 0, y
@(0) = 0.

Con el cambio de variable se transforman en: y;(0) = 6, e y,(0) = 0.

Una vez hecho esto se programa en Matlab el método Runge-Kutta 4, al igual
que en el problema anterior.
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A continuacion, se define en una funcién de Matlab el sistema de ecuaciones
diferenciales (Fig. 52):

Ecuacion_Diferencial.m o

‘function [f1=Ecuacion_Diferencial (t,y)
%Entrada -t vector columna que va de to a tf con pasos de valor h

atriz que guarda los valores de gue toman yl e y2

%Salida -f matriz gque guarda los valores de las derivadas de yl e y2
global m;

global 1;

global e;

global g;

global K;

global angulo_inicial;

global 1n;

Kl=m* (((=*e)/12) +((1*1)/3));

Bln=((sqgrt ((2*1ln*1*sin(y(1)))-(2*%1*1%cos (y(1)))+(2*1*1)+(1n*1n)))-1n);

cosbetta=(1n+(1*sin(y(1))))/ (Aln+lin);
sinbetta=(1-(1*cos(y(1))))/ (Bln+in);

Mmt=K*AIn*1* ((cos(y (1)) *cosbetta)+(sin(y (1)) *sinbetta));
K3=m*g*1*0.5;

f(1)=y(2);

£(2)=(1/K1) * (-Mmt— (cos (y (1)) *K3) + (K3*cosd (anqulo_inicial)));
f=f';

end

Fig. 52.Codigo en Matlab que define el sistema de ecuaciones diferenciales.

Una vez hecho esto en un nuevo script de Matlab se define el método Runge-
Kutta para un intervalo de tiempo de 400 segundos, con condiciones iniciales
iguales a O, = 0,25rad 6O, = 0rad/s y con un total de 40000 pasos lo
equivale a un incremento en cada paso de (Fig. 53), ya que cuanto menor sea
el tamano de los pasos y mayor tiempo de ejecucion, mejor sera la solucion del
espectro de frecuencia que nos ofrecera Matlab:

tr —to 400s

h = = 0,01s

~ n°pasos  40000pasos

Resolucion_Ecuacion_Diferencial.m +

1-  global m;

2- global 1;

3-  global e;

4 — global g;

5-  global X;

6 — m=2;

7= 1=4;

3= e=0.2;

9 - g=9.807;

10 — E=50;

il |= [t,yl=rk4n(@Ecuacion Diferencial, 0,10, [0.245;0]1,1000); %Metodo runge-kutta 4
12

3= figure():

14 — subplot(2,1,1):

13|= plot(t,¥(:,1)); %Representacion de la variacion del angulo frente al tiempo
aG|= title('Variacion del angulo frente al tiempo');
17

18 — Fs=1/(t(2)-t(1));

19)|= subplot(2,1,2)7
20 = meanfreq(y(:,1),Fs); %Espectro de frecuencias
21l |= title('Espectro de frecuencias');

Fig. 53.Codigo en Matlab para resolucion de ecuacion diferencial.

(131)

En este modelo se consideran los mismos parametros geométricos vy fisicos
anteriormente indicados. Siendo § = 90°.

Ejecutando el script y se obtiene:
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4 Figure 1 - m} X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o

Dede | @08 RE

Variacion del angulo frente al tiempo
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Fig. 54. Resultados de la ecuacion diferencial en Matlab.

Como se puede observar (Fig. 54) la frecuencia obtenida por la resolucion de
la ecuacion diferencial es de 1,357 Hz.

5.4. Simulacion

Una vez obtenida de forma simplificada y mediante la resolucion tedrica de la
ecuacion diferencial la expresion de la frecuencia propia de la barra con muelle
en el extremo, se simula utilizando Working Model ( 21).

f
p:3

Fig. 55. Sistema simulado en Working Model.

En dicho modelo (Fig. 55) se consideran los mismos parametros geométricos y
fisicos anteriormente indicados.

La barra oscila respecto a la posicion horizontal de equilibrio estatico (§ = 902).
En esta posicion el muelle tiene flecha estatica por lo que ejerce una fuerza

sobre la barra.

El sistema se excita desplazandose de la posicion de equilibrio estatico un
angulo de 0, = 0,25 rad respecto de la vertical. Se ejecuta el programa y se

63



Universidad deValladolid

ESCUELA DE INGENIERIAS

INDUSTRIALES

mide. Ademas, el tiempo entre dos instantes de calculo en Working Model se

fija en 0,01s.

Se mide la rotacion de la barra respecto a la horizontal (Measure->Position-
>Rotation Graph). Se exportan los datos obtenidos y se analizan con Matlab
(Fig. 56) para determinar la frecuencia propia del sistema, utilizando las
funciones de sus librerias, tal como se muestra en el codigo siguiente.

| Barra_rigida_con_muelle_copia.m

-]
al=|

L+

clc

clear all

filename='Barra_rigida_con_muelle_abajo.txt';
A = importdata (filename);
Tiempo=a(:,1);

Muelle abajo=2(:,2);

%5e importan los datos a un a matriz
3Se colocan en un vector columna los datos del tiempo

$Se colocan en un vector columna los datos de variacion del angulo

figure ()

subplot (2,1,1);

plot(Tiempo,Muelle_abajo); 3%Representacion grafica de la variacion del angulo frente el tiempo
title('Variacion del angulo frente al tiempo');

Fs=1/(Tiempo (2)-Tiempo(l)); %Periodo de muestreo

subplot(2,1,2);

meanfreq(Muelle abajo,Fs); %Obtencion del espectro de frecuencias
title('Espectro de frecuencias');

Fig. 56. Codigo en Matlab para el analisis de datos de simulacion.

Ejecutado el cédigo se obtiene la variacion temporal del angulo @ de la barra
de la posicion horizontal y su espectro de frecuencias (Fig. 57).

4 Figure 1 - ] X
File Edit View Insert Tools Desktop

Ddde (@ 08 kE

Window Help 2

Variacién del énguln frenle al liampo

T 01
g
Eo.os ‘(‘H I v 'A [l
3 ] M H | H \“ H
H OL""IH‘l"u“""‘m““m‘ I “M"”“HH”“H':"“\I; m\"”‘u"“‘ul"“u
]
N I R A
-E-n.os il \v\\v\ ’m \ N \\ w\f i \l ~
s
> 0.1 ; ;
0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo(s)
Espectro de frecuencias
’%‘ ol T T T
5
= J1 X 1.36585
E 1Y -11.5636
3', 50 fooo—— ~—__
o A
=
o
=
& 100 I I I I I I I
0 05 1 15 2 25 3 35 4
Frequency (Hz)

Fig. 57. Variacion temporal del angulo y espectro de frecuencias en Matlab.

Como se puede observar en la Fig. 57 el valor de la frecuencia natural obtenido

es de 1,366 Hz.

5.5. Comparacion de resultados
Se estudia como afecta la amplitud de las oscilaciones a la frecuencia natural,

por ello se varian las condiciones iniciales (0,) y se observa su efecto con cada
uno de los tres métodos de resolucion empleados.
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Se dan valores al angulo 6, en el dominio que va de 0,05 rad a 0,75 rad con
un incremento en cada paso de 0,10 rad. Se toman este rango de valores ya
gue como se puede ver en Fig. 51 el punto de inflexién ocurre para valores de
0 = —1rad.

Se consideran los mismos valores geométricos y fisicos de las variables que en
los apartados anteriores.

Variacion de las condiciones iniciales frente a la frecuencia

1.400
1.350
1.300
1.250

1.200

fn (Hz)

1.150
1.100 ® fn Con Simplificacion(Hz)

fn Simulacion(Hz)
1.050

fn Exacta(Hz)
1.000
0.000 0.100 0.200 0.300 0.400 0.500 0.600 0.700 0.800

©o(rad)

Fig. 58. Variacion de la frecuencia frente a las condiciones iniciales en Excel.

Del analisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones:

e La frecuencia natural obtenida en cada caso con la simplificacion de
pequenos desplazamientos no varia con el angulo inicial, ya que en ella
no intervienen dichas condiciones iniciales.

e La frecuencia obtenida mediante la simulaciéon con WM varia con las
condiciones iniciales, aproximandose al valor obtenido con la
simplificacion de pequenos desplazamientos, y aumentando al ser
mayor el desplazamiento inicial.

e Elresultado obtenido mediante la resolucion de la ecuacion diferencial
con Runge-Kutta, obtiene resultados muy similares a los obtenidos con
la simulacion, con lo que se puede concluir que ambos resultados son
validos y coinciden con la légica del sistema.
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6.Viga empotrada libre
El objetivo en este caso es obtener las frecuencias propias en el caso de una
viga empotrada libre considerando solo su propia masa.

6.1. Viga empotrada libre horizontal

y
A X
> B
L i

Fig. 59. Viga empotrada libre horizontal.

6.1.1. Ecuacion de equilibrio dinamico

Se parte de la ecuacion de equilibrio dinamico ( 21) para un elemento
infinitesimal de barra que gobierna las vibraciones transversales en dicha
barra.

aXZ 2

Considerando constantes en toda la viga el modulo de Young (E), la inercia (I;)
y la seccion transversal (A), para el caso de vibraciones libres (F(x,t)=0), se

20 007180 ) pr 0 (132)

obtiene:
d*v(x,t) _ d*v(x,t) (133)
ot? ox*
El, (134)
Vo

Con lo cual queda una ecuacion diferencial en la que la deformada depende
del tiempo y la posicion de estudio por lo que se va a resolver mediante la
separacion de variables [2] obteniendo dos soluciones, una temporal y otra
espacial. Para ello se aplica el método de Galerkin (separacion de variables):

v(x,t)=¢(x)-q(t) (135)
Luego ha de cumplir.

o*v(x,t o*v(x,t .
aiz e a>(<4 )} = H0-d)=-c g ()al) » W20 (136)
(x0)=9x)-90) ® e
Como el término a la izquierda de la igualdad depende del tiempo y el derecho de
la posicion solo pueden ser iguales si a su vez son iguales a una constante cuya
magnitud es menos la frecuencia natural de vibracion al cuadrado (la igualacion a
Cero 0 a una constante positiva no genera a movimientos vibratorios por lo que no
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se consideran), a partir de lo cual se pueden obtener dos ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo y cuarto orden independientes entre si.

G(t)+ »’q(t)=0

o) 2] =0 o

c

Cuyas soluciones son m.a.s. en funcion de la posicion y el instante de estudio,
respectivamente:

[0

o 00-(2) =0 = ole)= pe (138)

G(t)+ w?q(t)=0 = q(t)=B;sen(wt)+ B, cos(wt)= Bsen(wt + ¢,)
A partir de la expresion en funcion de la posicion se tiene:

2
57 (0-( 2] o0
#(x)= Ae™ , ,
#(x)= Ae™t = Az“e“—(%) Ae™ =0 = z“-(%) =0 (139)
¢ (x)= Ar%e™
¢ (x)= Ar%e™
§70 ()= Ate™
En la que:
#o2) - :
¢ = AP-p*=0 = 2=p* = a=4" (140)
o in
= c —in

Cuya solucion es del tipo:
B(x)= Ae™ + Aje ™ + Age'™ + A (141)

Expresion que se puede transformar teniendo en cuenta que:

0 -io 0 -io 0 -6 0 o
senez% COSH:% Sh9=e —€ ChH:e +e (142)
|
A partir de las cuales se obtiene:
0_¢0 % 4e” (143)
sho—chg=5—% & *€ _ o0
2 2
O ¢ efye” 144
shgscho=2 —& & +e " o (144)
2 2
isend +cosd = i e’ e + e’ +et —¢l0 (145)
2i 2
isend —cos @ =i ef e’ e’+e =7 (146)
2i 2

67



ESCUELA DE INGENIERIAS
Universidad deValladolid INDUSTRIALES

Luego:
#(x)= Ae™ + Aze’”X + Age'™ + Ae
= Sh(;x)+ Ch(rx)
—e ™ =Sh(px)-Ch(mx); = (147)
e'™ =isen(nx) + cos(rx)
* —isen(nx) - cos(nx)

= ¢(x)= Al[Sh(nx)+ Ch(x)]+ Ay [= Sh(zx)+ Ch(mx)]+ Agfisen(x) + cos(x)]+ A, [~ isen(rx) + cos(ix )]
En la que agrupando.

#(x)=[A, — A, Jsh(x)+ [A, + A, Joh(x) + i[Ag — A, Jsen (7x) + [ A + A, Jeos (7x) (148)

Y finalmente.
#(x)=[AL = Ay Jsh(mx) +[Ay + Ay ICh(ipx) +i[ Ag — A Jsen(ix)+ [A; + A, Jcos(x)
As = A1 - Az
A =A+h = (149)
A =i[Ag - A]
A=Ay + A,

= ¢(x)= A;Sh(sx)+ A;Ch(rx)+ A;sen(rx)+ Ag cos(rx)

6.1.1.1. Condiciones de contorno espaciales

Conocida la solucion de la ecuacion diferencial, dependiente de la posicion (
149).

Es necesario establecer las condiciones de contorno espaciales que definen la
estructura. Estas condiciones de contorno se dividen en geométricas y
naturales.

Condiciones de contorno geométricas

Son las que describen el impedimento del movimiento en alguna seccion de la
viga. En el caso existe a un empotramiento, que restringe el desplazamiento en
direccion transversal y el giro en la seccion donde actla en todo instante.

v(x=0,t)=0 (150)
V'(xi=0,t)=0
Condiciones de contorno naturales

Son las que describen las tensiones existentes en algun punto de la viga. En el
caso propuesto existe un extremo libre sin carga por o que no hay tensiones
normales y tangenciales en todo instante.

O'X(Xj =L,y,t)=0 (151)
rxy(xj = L,y,t)=0
Como la tension normal esta asociada a la derivada segunda del movimiento
respecto del parametro longitudinal.
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o, (x,y,t)= le(x,t)y El, >0 (x1)
ot x _ ElLvtxt (152)
= o, xyt)=- -
)| = Y L L
ox?

z

M, (x,t)=—El,

En la seccion extrema libre la tension normal en todos sus puntos es nula con
lo cual:

Elv"(x,t)
o, (X, y,t)=——2—"=
yt) l, y = v"(xj=L,t)=0 (153)
ox(xj,y,t)zo
Mientras que la tension tangencial esta asociada a la derivada del momento
flector respecto del parametro longitudinal.

v, (x,t)m, (x,y,t)
y(X.y.t)= y? d o*v(x.t)
: ax{_ Bl :Imz(x,y,t) .
Vy(x,t)zaMZ(X't) ooy X _—ELvt(xtm(xyt)  (154)
X bl, bl,
d2v(x,t)
M =—El
) =61, 5
En la seccion extrema libre la tension tangencial en todos sus puntos es nula
luego:
—ELv"(x,t)m,(x,y,t)
T, (X Y, t)= z z
(6 y.1) bl = vk ~Lit)-0 (155)

Txy(xi'y’t)zo
Y las condiciones de contorno naturales en este caso son:

ax(xj = L,y,t):O = v"(xj = L,t):O (156)
rxy(xj = L,y,t)=0 = v"'(xj = L,t)=0

6.1.1.2. Frecuencias naturales y modos propios de vibracion

La aplicacion de las condiciones de contorno permite determinar las
frecuencias naturales y modos propios de vibracion. Para ello se va a partir de
la solucion espacial de la ecuacion diferencial ( 149) que rige el movimiento y
de sus condiciones de contorno espaciales ( 150)( 156).

#(x) = A;Sh(mx)+ ACh(mx)+ A,sen(rx) + A, cos(rx) (157)
- \E (158)

c
El, (159)
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v(x.t)=4(x)-a(t)
v(xi=0,t)=0 = ¢(x=0)=0
V(x=0t)=0 = ¢'(x=0)=0 (160)
v"(xJ=L,t)=O = ¢"(xi=L)=0

v"'(xj = L,t):o = ¢"(xi=L)=0
Aplicando las condiciones de contorno a la solucién espacial y sus sucesivas
derivadas se obtiene:

#(x) = A;Sh(nx)+ A,Ch(nx)+ Asen(nx)+ A, cos(nx)
¢'(x) = AnCh(nx)+ AnSh(nx)+ Ancos(nx)— Amnsen(nx)

(161)
¢" (x) = An*Sh(nx)+ An*Ch(nx)— An’sen(nx)— An® cos(nx)
¢ (x) = An°Ch(nx)+ An’sh(nx)— An® cos(nx)+ Ayn’sen(nx)
Se obtiene:
;zﬁ(xj:O):A‘5+AB =0
¢'(xi=0)=An+An=0 (162)
¢" (xi=L)=An’Sh(nL)+ An°Ch(nL)— An’sen(nL)— Ajn*cos(nL)=0
¢™ (xi=L)=An°Ch(nL)+ An°Sh(nL)— An®cos(nL)+ Apnp’sen(nL)=0
Que expresado de forma matricial es:
#(x=0) 0 1 0 1 Al [0
#(6=0)|_| 7 0 o 0 AL_I01 (163)
¢"(xi=L) n°sh(nL) n*Ch(nL) -n’sen(nL) -n*cos(nL)||A 0
¢ (x=L)| |[n#°Ch(nL) #7°Sh(yL) -n’cos(nL) n’sen(nL) || A, 0
De las dos primeras ecuaciones se obtiene:
A==~ (164)
A=A
Y sustituyendo en las dos siguientes:
¢'(x)=0 _ |:Sh(7]|_)+ sen(nL) ch(nL)+ COS(}]L)HAS} (165)
¢ (x)=0] |ch(zL)+cos(rL) sh(mL)-sen(mL) || As

Para que la solucion sea no trivial el determinante de la matriz ha de ser cero.

Sh(n7L)+sen(nL) Ch(nL)+cos(zL)
Ch(nL)+cos(nL) Sh(nL)—sen(nL)
Desarrollando y simplificando:

0 (166)

[ sh(nL)+sen(nL)][ Sh(nL)—sen(nL)]-[Ch(nL)+cos(nL)][Ch(nL)+cos(yL)]=0  (167)
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Sh? (nL)—Sh(nL)sen(nL)+ Sh(nL)sen(n7L)—sen®(nL)—
—Ch?(57L)—-Ch(#L)cos(n7L)—Ch(nL)cos(nL)-cos® (7L) =0
—2Ch(n7L)cos(n7L)-2=0

Con lo que queda:

ch(m,L)cos(r,L)+1=0

ESCUELA DE INGENIERIAS
INDUSTRIALES

(168)

(169)

(170)

Ecuacion a partir de la cual se obtiene los valores de 7, asociados a las

frecuencias naturales.

De ellas la de menor valor sera de la frecuencia fundamental, la que la sigue

sera la frecuencia de primer armonico y asi sucesivamente.

La ecuacion se resuelve mediante el método de Newton-Raphson. Para ello se
utiliza Matlab que tiene una funcion implementada en sus librerias (fzero) que
permite obtener los resultados a partir de un valor semilla (Fig. 60). Como el
objetivo es conseguir las principales frecuencias de vibracion se repite la

busqueda de soluciones con distintos valores semilla.

Frecuencias_propias_y_modos_de_vibracion.m +
R clc
2- clear all

7 10 13 16 19); %Vector de valores semilla
1,length(X0)}; %vect
r i=l1:length(X0)

Sol(i}=fzero(8(x) cosh(x)*cos(x)+l ,X0(i)); %F

sqrr(BI/M_1) %Frecu

Fig. 60. Codigo en Matlab que obtiene en un vector los valores de 1; .

Se va a obtener los primeros 7 valores de 7,L:

mL =1875 1n,L=4694 n,L=7855

nel = 17,279  n,L = 20,420

n.L =10996 7L = 14,137

Con los que se determinan las frecuencias propias a partir de la expresion:

(Oi 2
m=4— = w=1n-C
\ ¢ = 2.

= =1 =1
El, PA
c= [—%
PA

Para ello se deben definir los parametros geométricos de la estructura. Se
selecciona un perfil normalizado de acero IPN160, cuyas caracteristicas son:

E = 210GPa - Médulo de elasticidad del acero.

Iz = 935cm*. Momento de inercia respecto del eje perpendicular al plano de

estudio.
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m/, =179 kg/m - Masa por unidad de longitud.
L = 10m- Longitud de la viga.

Con estos datos se obtienen los valores de las siete primeras frecuencias
propias, que son:

wy; = 11,645rad/s w, =72,978rad/s ws; = 204,341rad/s
w, = 400,426 rad/s w5 =661933rad/s wg=988,813rad/s
w; = 1381,069 rad/s
Que expresada en Hz:
fi=1853Hz f, =11,615Hz f; =32,522Hz
fa=63730Hz  f5 =105,350Hz f; = 157,374 Hz
f7 = 219,804 Hz

Los modos de vibracion asociados se obtienen utilizando la solucién espacial a
la ecuacion diferencial.

#()= ASh(7x) + ACh(7X)+ Asen(x)+ A, cos(x) (172)

Para ello es necesario determinar los valores de los coeficientes. En
expresiones anteriores se obtuvieron las relaciones entre ellos:

o 173
A=A (179)

As[Sh(Ui L)+ Sen(ﬂi L)] = _Ae[Ch(ﬂi L)“‘ COS(Ui L)]
Por lo que sustituyendo las dos primeras en la Ultima queda:
A7ZSh (L) + Am?Ch(m, L)+ Aggisen (L) + Ap? cos (L) =0 (174)

En la que operando y despejando:

ALSh(nL)+sen(pL)]=—A[Ch(nL)+cos(nL)] = A =-A, (s::((Zt))ISSSEZB (175)

De forma que:

Ch(#mL)+cos(nL)
Sh(m;L)+sen(nL)
.+ Ch(nL)+cos(nL)
A=—A=h Sh(mL)+sen(nL)
A=A
Que sustituidas en la ecuacion espacial queda:

A=A
(176)
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_, Ch(rL)+cos(rL) Ch(n;L)+cos(nL) B (177)
P(x)=—A Sh(n.L)+ sen (L) Sh(mx)+ ACh(mx)+ A Sh(nL)+ sen(nL) sen(7;x)— A, cos(77;x)

Donde operando:

(Sh(77i X) - Sen(m X))(Ch(ﬂi L) + C05(77i L))}

¢, (x)= A5|:(Ch('7i x) - cos(i7,x)) - (sh(77,L)+ sen(z, L))

(178)
Se obtiene la solucion en funcion del coeficiente A,, que se va a considerar
igual a la unidad ( A;=1).

Se ha implementado en Matlab un codigo que (Fig. 61) permite calcular los
modos de vibracion propia, en funcion de los valores de n,L obtenidos
anteriormente (Fig. 62).

Frecuencias_propias.y_modos_de vibracion.m +

Fig. 61. Codigo en Matlab que calcula y representa los modos propios de vibracion.

4 Figure 1 - m} X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Dode @ 0E kE

Modos propios de vibracion

Deformacién de la viga

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Longitud de la viga

Fig. 62. Modos de vibracién obtenidos con Matlab.

6.1.2. Método de Rayleigh-Ritz
El principio de Hamilton define que, para sistemas mecanicos, la evolucion
temporal de todo sistema fisico es que una cantidad denominada integral de
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accion adquiere un valor estacionario (minimo) cuando la trayectoria que
realizan sus puntos es el “camino correcto” [4].

Es decir, las trayectorias que sigan las particulas debe minimizar la accion (s),
definida como la integral de la funcion de Lagrange (L) entre dos instantes de
tiempo:

t2 (179)
s= f Ldt
t

1
La de Lagrange (L), aplicada a sistemas mecanicos depende de las
coordenadas de posicion y velocidad generalizadas de las particulas y del
tiempo, por lo que:

t2 (180)
s—ﬁlu%mmwu

Asimismo, todas las posibles trayectorias (caminos) que pueden seguir las

particulas durante el intervalo de tiempo analizado, se pueden parametrizar

mediante un nuevo parametro (&), de modo que, segun el Principio de

Hamilton, el valor de a minimice la integral de accion, es decir:

t2 _ (181)
s= | L@, @, de

t1
ds _0 (182)
da

Teniendo en cuenta esto:
d [t (183)
—f Ldt=0
da J,

Partiendo de que ocurran variaciones infinitesimales del camino respecto a la
trayectoria real del sistema, pero acordando que todas las trayectorias posibles
deben comenzar y acabar en el mismo punto, se obtienen las ecuaciones de
Lagrange.

oL d dL (184)
Definiéndose el lagrangiano (L) de un sistema mecanico como la diferencia
entre la energia cinética (T) y la energia potencial (V):
L=T-V (185)

Por otro lado, partiendo de que el lagrangiano no depende explicitamente del
tiempo y definiendo la derivada total del lagrangiano respecto del tiempo para
cada coordenada generalizada g; como:

Z [aL dg; , 9L dd,) oL (186)
dq, dt " ag, de) T ot
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dL (187)

—=0
dt
Se obtiene operando:

(188)
> G| -5

S (3ea)-1-

i

La energia mecanica del sistema, con lo que se tiene:

Siendo el término:

dE _ L (190)
dt ot
Aplicado que la funcion de Lagrange (L) no depende explicitamente del tiempo:
dE —0 (191)
dt
E = cte

Con lo que la energia mecanica del sistema es conservativa.

Definiéndose la energia mecanica como la suma de la energia cinética (T) y la
potencial (V):

E=T+V (192)

Con lo cual la energia de un sistema mecanico se conserva cuando las fuerzas
externas que actlan sobre él no dependen explicitamente del tiempo. Estos
sistemas mecanicos se denominan conservativos, en los cuales dichas fuerzas
se obtienen del gradiente de un potencial:

F(r)=-VV(r) (193)

Ejemplos de fuerzas conservativas fuerzas conservativas son gravitacionales o
elasticas.

Como se ha indicado anteriormente la energia mecanica es conservativa, por
lo que se pueden definir dos estados energéticos.

Estos estados son los de maxima energia cinética y minima potencial.
E = EC,max + EP,min (194)
Epmin =0
Y el estado de maxima energia potencial y minima energia cinética.

E = Epmax t Ecmin (195)
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Ecmin =0
Como la energia mecanica (E) se conserva se tiene:
E =cte = EC,max = EP,max (196)

Se recurre al método de Rayleigh-Ritz [5], procedimiento sencillo y eficaz para
obtener la pulsacion al cuadrado (w2) de un sistema vibratorio a partir de
conceptos energéticos. Se basa en partir de las ecuaciones de energia
potencial y cinética maximas (Ep max, Ecmax) €n funcion de la posicion y la
velocidad del sistema (v(x, t), v(x, t)) respectivamente.

Para este caso la energia potencial se define como:

(197)

EP = EP,elastica + EP,gravitacional

Se deprecia debido a las pequenas oscilaciones que ocurren la energia
potencial gravitacional respecto a la energia potencial elastica.

(198)

EP,elastica > EP,gravitacional

Ep = EP,elastica = EP,momento flector T EP,cortante (199)

Ocurre lo mismo con la energia potencial elastica debido al momento flector y
al cortante, donde esta Gltima es muy pequena en comparacion con la anterior.

EP,momento flector > EP,cortante (200)
2
1 (M, (x,1)) (201)
Ep = EP,elastica = EP,momento flector = E de
VA

Siendo la definicion del momento flector:

0%v(x,t) (202)
MZ(X, t) = EIZW
Se obtiene:
Ep = 1fEI 0v( ) d (209
P2 Z\ ox? x

Definiendo v(x, t) como la funciéon que da los desplazamientos de los puntos
de la viga en el tiempo.

Por otro lado, la energia cinética se define como:

Ec = EC,barra (204)
B 1J ov(x,t) Zd (205)
€72 at m
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Una vez hecho esto nos buscamos una solucion a la funcion v(x, t). La cual es
una funcion de x y de t por lo que se puede dividir en una solucion espacial y
otra temporal.

v(x, t) = ¢(x) - q(t) (206)
El caso que nos ocupa presenta vibraciones libres por lo que:
q(t) = cos(wt) (207)
Con lo cual se obtiene:
avg, 2 = ¢(x) - (—wsin(wt)) (208)
0%v(x,t) 9%¢(x) (209)
ax2  0xZ os(wt)

Reescribiendo la energia cinética como:

Ec = %f(qb(x) - (—w sin(wt)))?dm (210)
Ec = %j sin(wt)? W2(¢(x))2dm (211)
Sustituyendo dm = A p dx
Ee = 3 [ sinwn?w(9(0)’a p dx (212
Reescribiendo la energia potencial:
B =g [ E (%)2 (cos(wt))?dx (2

El teorema de Rayleigh-Ritz esta basado en que la energia potencial maxima y
la energia cinética maxima han de ser iguales debido a la conservacion de la
energia. Los maximos de ambas se alcanzan cuando:

E¢ max,» cuando sin(wt) =1

Ep max,» cuando cos(wt) =1

Obteniendo:
1 2 (215)
EC,max = EJ W2(¢(x)) Apdx
1 62¢(x) 2 (216)
EP,max = Ef EIZ( O x2 ) dx
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Del método de Rayleigh-Ritz se obtiene la siguiente ecuacion:

1 920 (x)\’ 1 (217)
2o (T ax= [ @enap il
Despejando la frecuencia natural:
1 92 2 (218)
20y EIZ( a(la)c(zx)) dx
W, =
2IHp(0) A p dx

Donde:

A - Seccion de la viga.

p - Densidad del material.

L - Longitud de la viga.

I, - Inercia del perfil en direccion perpendicular al plano de estudio.
E - Modulo de elasticidad.

m = A p L - Masa del perfil.

¢ (x) - funcién que da los desplazamientos de los puntos de la viga.

Se busca una solucion a ¢(x), esta funcion es aquella que define bien los
desplazamientos de la viga y cumple las condiciones de contorno ( 230)( 231).
Se prueba con la ecuacion de la elastica:
2 219
M, o) = 1, 0 =
Primero se obtiene el momento flector, pero antes se calculan las reacciones
en el extremo empotrado.

q(N/m

(T

Fig. 63. Reacciones de viga empotrada libre.

Siguiendo el criterio de signos marcado en la anterior imagen (Fig. 63) se
pueden aplicar las condiciones de equilibrio estatico:
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ZFX=0 ZFyzo ZMAZO (220)
Obteniendo:

RAX == 0 (221)
R4y = qL (222)
L? (223)

My =q B}

Definiendo g = A p g (Peso de la viga por unidad de longitud).

Una vez hecho esto se busca el momento flector de la viga.

Ly

q(N/m)

\K

;)

‘\O

My

Ray

Fig. 64. Diagrama para el calculo del momento flector.

Aplicando la condicion de equilibrio estatico para el momento en el punto C
(Fig. 64), el momento flector es:

x? (224)
M,(x) = —M, — Q7 + Rayx
x? L2 (225)
M,(x) = q(Lx — -~ 7)

Se procede a integrar para obtener la funcion que da los desplazamientos de
la viga, de la primera integral se obtienen los giros que ocurren en cada seccion

de la viga.
226
B(x)——fM(x)dx ( )
1 x? x3 I? ) (227)
H(X) —ﬁ q L7—?—?x +c
De la segunda integral se obtiene la funcion desplazamientos.
(228)

¢(x) = f 0(x) dx
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1 412
Y(x) =— q(L—————x2>+clx+czl

A continuacion, hay que obtener los valores de las constante ¢1 y ¢2 mediante
las condiciones de contorno, siendo estas:

6(0) =0 (230)

(229)

$(0)=0 (231)

Es decir, esto significa que esta impedido el giro y el desplazamiento en la
seccion del empotramiento con lo cual:

cl=0
c2=0
Por lo que:
oo Lo (1P (232)
P =grla\le 2 2"
Se calcula la frecuencia natural de la viga aplicando la ecuacion ( 218).
Siendo:
’¢x) _M,(x) _ 1[ - xf L (233)
oxz = gL gL |1 TP
m 234
a=A4pg=19 (239
Se obtiene como resultado:
, 162EI, (235)

Wn = 13mL3

6.1.3. Simulacion

Una vez obtenida mediante la resolucion de la ecuacion diferencial del
equilibrio dinamico y mediante el método de Rayleigh-Ritz la frecuencia propia
de la viga, se va a simular con Working Model (Fig. 65).

Fig. 65. Barra empotrada libre de la simulacion en Working Model.

En dicho modelo (Fig. 65) se consideran los mismos parametros geométricos y
fisicos anteriormente indicados.
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En este caso, debido a que el programa Working Model no trabaja con sélidos
elasticos, se ha usado la herramienta Flexbeam. Esta opcion consiste en dividir
un solido rigido en tantos elementos como se desee, unidos mediante resortes
y articulaciones que simulan el efecto de una viga flexible.
Script Window  Help
Run...

Editor

Run All Demo Files
Run Files In Selected Directory

Optimize
Create Constraint i .
Document Model Flexible Body Information X
Zoom to Extent Stuctural Stiffness oK |
Measure Between Points . i El= 3383760787 Nm™2
Flip Polygon  Highly St = Cancel
Multiple File Run " Minimally Stiff
Fin Friction " Custom Stifness M
Slot Friction
Slot Damper . Number of Elements to Represent the Flexble Body
Negate Velocity

n= |4
Unflex WARNING: Large values of El or n significantly reduce the simulation
Shear & Bending Moment | speed. The integration time is proportional to EI and proporbonal to n™2.

Fig. 66. Herramienta Flexbeam en Working Model

En el analisis se ha de indicar el nimero de elementos y la rigidez de las
uniones E1,.

Aunque cuantos mas elementos componen la viga mas se acerca al modelo
estudiado tedricamente, WM solo permite un total de 25 divisiones.

La viga analizada en WM, se va excitando desplazando su extremo libre desde
la posicion de equilibrio estatico, correspondiente a la configuracion deformada
de dicho punto debida a su peso propio hasta la posicion en la que se
encuentra al mismo nivel que el empotramiento.

Una vez liberado dicho extremo se mide (Measure-> Position-> Y Graph) la
variacion en componente Y del centro de gravedad del Gltimo elemento.

Después se van a exportar los datos para posteriormente analizarlos con
Matlab (Fig. 67) para obtener la frecuencia propia del sistema utilizando
funciones de sus librerias.

| Barra_empotrada_liorem | + |

5= filename='Barra empotrada_librefl.tzt';

&= A = importdata(filename); %Se importan los datos a un a matriz

7 - Tiempo=A(:,1); %Se colocan en un vector columna los datos del tiempo

8 — Variacion=a(:,2); %Se colocan en un vector columna los datos de variacion del angulo
9
10
il |= figure ()
12 — subplot(2,1,1);
13—  plot(Tiempo,Variacion); &%Representacion grafica de la variacion del angulo frente el tiempo
14 — title('Variacion del angulo frente al tiempo');

15|= xlabel ('Tiempo(s) ');

16— ylabel ('Variacion del angulo (rad)');

17

18 — Fs=1/(Tiempo (2) -Tiempo (1)); %Periodo de muestreo

19

20 — subplot(2,1,2);

21 - meanfreqg(vVariacion,Fs); %Obtencion del espectro de frecuencias
22 - title('Espectro de frecuencias');

Fig. 67. Codigo en Matlab para el analisis de datos de simulacion.
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Ejecutado el codigo se obtiene la variacion temporal del eje Y del Gltimo
elemento y su espectro de frecuencias (Fig. 68).

‘4] Figure 1 - O
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
Nede & 08| kE

s

Variacion del angulo frente al tiempo

2
o
=

o
[e)
o

n i A f

A

Variacion del angulo (rad)
(=]
n

0.3V v, NV
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo(s)
Espectro de frecuencias
5 T T T T T
I
g Oor
=
g ook f
g0 |‘ /| X 1.84049
g /
o | /| Y -14.8457
Q:E -40 4\_ "/ N
@
2 i ——— /
£ -60 L | TSN N e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Frequency (Hz)

Fig. 68. Variacion temporal en el eje Y del centro de gravedad del ultimo elemento y espectro de
frecuencias en Matlab.
Como se puede observar en la Fig. 68 el valor de la frecuencia natural obtenida
es de 1,840Hz.

6.1.4. Comparacion de resultados
Se estudia como afecta la variacion de la longitud de la viga a la frecuencia

propia, observando su efecto en cada uno de los tres métodos de resolucion
empleados.

Se varia la longitud desde los 6 metros hasta los 16 metros con pasos
constantes de 2 metros.

Se consideran los mismos valores geométricos y fisicos de las variables que en
los problemas anteriores.

A continuacidon, se muestra una grafica con curvas de puntos y lineas la
variacion de la frecuencia cuando varia la longitud de la viga. En azul se va a
mostrar la variacion de la frecuencia mediante la resolucion de la ecuacion
diferencial, en naranja se va a representar la variacion de la frecuencia
mediante el método de Rayleigh y en gris se representa los valores obtenidos
mediante la simulacion.
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Del analisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones:

fn (Hz)
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Variacion de la frecuencia frente a la longitud de la viga

® fn Ec.Diferencial(Hz)

® fn Rayleigh(Hz)

fn Simulacion(Hz)

2 4 6 8 10 12 14
L(m)

16

Fig. 69. Variacion de la frecuencia frente a la longitud de la viga en Excel.
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Los tres procedimientos obtienen resultados muy similares, con lo cual

se podria decir que los tres son validos para el caso que nos ocupa.

El método de Rayleigh-Ritz es el mas rapido para la obtencion de
resultados. Ademas, la aproximacion de la funcion ¢ (x) en el método

6.2. Viga empotrada libre inclinada

La diferencia de este caso con el anterior es que ahora vamos a considerar
que la viga en su posicion inicial puede encontrarse girada un angulo respecto
de la horizontal.

6.2.1.

Al igual que en el problema anterior se recurre al método de Rayleigh-Ritz.

Fig. 70. Viga empotrada libre inclinada un angulo §.

Método de Rayleigh-Ritz

de Rayleigh-Ritz es valida debido a la gran similitud entre los resultados
de los diferentes métodos.
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Definiendo la energia potencial como:

Ep = EP,elastica + EP,gravitacional (236)

Se deprecia debido a las pequenas oscilaciones que van a ocurrir la energia
potencial gravitacional respecto a la energia potencial elastica.

(237)

EP,elastica > EP,gravitacional

Ep = EP,elastica = EP,momento flector + EP,cortante + EP,axil (238)

Ocurre lo mismo con la energia potencial elastica debido al momento flector y
al cortante, donde esta Ultima es muy pequena en comparacion con la anterior.

EP,momento flector > EP,cortante (239)
Ep = EP,elastica = EP,momento flector T EP,axil (240)
2 2
1 [ (M,(x, 1) 1 dv(x,t) (241)
Ep = Ep elastica = Ef ZE—Ide + EJ N(x,t) - o dx
Siendo la definicidbn del momento flector:
0%v(x,t) (242)
M,(x,t) = El,— 5
Se obtiene:
1 a2v(x, )\, 1 av(x,t)\ (243)
Ep==| EL,| ——— —| N .
p ZJ Z( EP dx+zj (x,t) ox dx

Definiendo v(x, t) como la funcién que da los desplazamientos de los puntos
de la viga en el tiempo.

Por otro lado, la energia cinética se define como:

Ec = EC,barra (244)
£ - 1J ov(x,t) Zd (245)
€72 at m

Ahora buscamos una solucién a la funcién v(x, t), la cual es una funcion de x
y de t. por lo que se divide en una solucién espacial y otra temporal.

v(x,t) = ¢(x) - q(t) (246)
Nuestro caso a estudiar presenta vibraciones libres por lo que:
q(t) = cos(wt) (247)

Se obtiene:
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av(x,t 248
VS; ) = ¢(x) - (—wsin(wt)) ( )
*v(x,t)  0%¢p(x) W) (249)
ax2 09x? ostw
av(x,t) 0d¢p(x,t) (250)
= - cos(wt)
d0x d0x
Reescribiendo la energia cinética como:
1 251
B =5 [ @) (-wsinwe)ydm (254
1 252
E; = E.I- sin(wt)? Wz(qb(x))zdm ( )
Sustituyendo dm = A p dx
(253)

E. = %f sin(wt)? Wz(qb(x))zA pdx + %sin(wt)2 Wz(qb(L))zmC

Reescribiendo la energia potencial:

2 2 2
Ep=%jEQ<i£§9-mdw0>dx+%jN&Jy<&ﬁio-wﬁWO>dx (254)

Y N2 2 (255)
Ep = %f El, (%) (cos(wt))?dx +%f N(x,t) - <a¢§i’ t)> (cos(wt))?*dx

Se buscan los maximos de la energia cinética y potencial.
E¢ max, cuando sin(wt) =1
Ep max, cuando cos(wt) =1
Obteniendo:

Bomae =5 [ w(600)"4 p ax (259

: : 2 (257)
EP,max = %j‘ EIZ (a ¢(x)> dx +%fN(x; t) . <a¢(x, t)) dx

0x? 0x
Con lo cual del método de Rayleigh-Ritz se obtiene la siguiente ecuacion:

1 260\ 1 p(x, 0\’ 1
E_[Elz< aqjczx) dx+§.[N(x,t)-< ¢a§ ) dx=[zj(¢(x))2Apdx]w2 (258)

Despejando la frecuencia natural:

aZ 2 ] ) 2
b () et (S o s

Wn

LI 9() Ap ax
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A continuacion, se obtiene una ecuacion que defina ¢ (x), en funcion del angulo
6 y que ademas cumpla con las condiciones de contorno.

Para ello se estudia el equilibrio dinamico en configuracion deformada de un

elemento infinitesimal [6].
ds v+3¥ds
Y/X M-+ds

M
\ N+sds
D
§§§EQEEZ;;§22Q%
y dx
X I
Z 2 J

Fig. 71. Equilibrio en la configuracion deformada de elemento infinitésima.

Aplicando la ecuacion de equilibrio de momentos y la segunda ley de Newton a
la componente vertical:

dM . (260)
ZMA = E-i_ V - cos(@) — Nsin(f) =0
EF 3 dVd 3 Aazv(x,t) 4 (261)
yEas P TP T
Suponiendo que:
cos(f) = 1
sin(0) = 0
sin(8) dv(x,t)
tand = cos(6) 0~ dx
ds = dx
Se tiene:
dM dv(x,t) (262)
=——+4+N
dx + dx
Sustituyendo la ecuacion ( 262) en la ecuacion ( 261) se tiene:
d*M d?v(x,t) 0%v(x,t) (263)
— +N = pA————
dx? dx? ot2
Definiendo M como:
9%v(x,t) (264)

M=ElL,— >

Se obtiene la siguiente ecuacion diferencial:
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0*v(x,t d?v(x,t 2%v(x,t (265)
g IO D ot
0x* dx? at?

Siendo N el axil que define la viga, el cual es variable:

Por otro lado aplicando las ecuaciones ( 246) y ( 247) se obtiene:

9*¢p(x) qu( ) ( 266)

—El,——— pp cos(wt) + N(x) cos(wt) = —w?pA cos(wt)
Por lo que simplificando se tiene Ia siguiente ecuacion diferencial que nos
define ¢ (x):
94 (x d? (267)
—El, i )+N( )——— ¢( ) +w?pA=0
0x*
Siendo N(x):
N(x) = (a + bx) sin(6) (268)
N(L)=0 (269)
N(0) = — pALg sin(8) (270)
Obteniendo:
N(x) = —pAg(L — x) sin(6) (271)

Obteniendo asi la ecuacion diferencial que define ¢ (x) como:

4 d? 272
T80 pagt - sin@ X 2o =0 7

Esta ecuacion diferencial no lineal, se tiene que resolver por otros métodos de
calculo y para unos valores dados de las variables, siendo estos los del
problema anterior.

—El,

Para la resolucion de dicho apartado se va a utilizar el script del Anexo |
implementado en el software Mathematica, formulado por el cotutor M. Cacho.

6.2.2. Simulacion

Una vez obtenida mediante el método de Rayleigh-Ritz la frecuencia propia de
la viga, y aplicada a un caso particular, se va a simular con Working Model (Fig.
72).
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Fig. 72. Barra empotrada libre inclinada 60° de la simulacion de Working Model

En dicho modelo (Fig. 72) se consideran los mismos parametros geométricos y
fisicos anteriormente indicados.

En este caso § toma el valor de 60°.

En este caso debido a que Working Model no trabaja con soélidos elasticos, se
ha usado la herramienta Flexbeam, esta opcion consiste en dividir un sélido
rigido en tantas partes como se desee, las cuales se encuentran unidas
mediante resortes y articulaciones que simulan el efecto de una viga flexible.

Hay que de indicarle el nUmero de elementos que se desea y el producto E1,.

Cierto es que cuantos mas elementos componen la viga mas se va a acercar a
la solucion obtenida tedricamente, pero WM tiene limitaciones y solo nos
permite un total de 25 divisiones.

La viga se va a excitar debido a que los esfuerzos que actlian sobre la viga
crean una deformada originando una vibracion.

Se va medir la variacion en el eje Y del centro de gravedad del Ultimo elemento.
(Measure-> Position->Y Graph). Se exportan los datos obtenidos y se analizan
con Matlab (Fig. 73) para determinar la frecuencia propia del sistema,
utilizando las funciones de sus librerias, tal como se muestra en el cédigo
siguiente.
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| Barra_empotrada_con_cargam

o=

(1

A = importdata(filename);
Tiempo=A(:,1);
Variacion=A(:,2);

filename='Barra_empotrada_con_carga.txt';
%Se importan los datos a un a matriz
%Se colocan en un vector columna los datos del tiempo

%5e colocan en un vector columna los datos de variacion del angulo

figure()
subplot(2,1,1);

plot (Tiempo, Variacion); *Representacion grafica de la variacion del angulo frente el tiempo
title('Variacion del angulo frente al tiempo'):

xlabel(’ o(s)");

ylabel('

cion del angule (rad)');

Fs=1/(Tiempo(2) -Tiempo(1)); %Periodo de muestreo
subplot(2,1,2);
meanfreq(Variacion,Fs); 0Obtencion del espectro de frecuencias
title('Espectro de frecuencias'):

Fig. 73. Codigo en Matlab para el analisis de datos de simulacion.

Ejecutado el codigo se obtiene la variacion temporal del eje Y del

elemento y su espectro de frecuencias.

(4 Figure 1 - [m} X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
Dede (8 08 RE
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Fig. 74. Variacion temporal en el eje Y del centro de gravedad del Gltimo elemento y espectro de

frecuencias en Matlab.

Como se puede observar en la Fig. 74 el valor de la frecuencia natural obtenida

es de 1,826Hz.

6.2.3.

Comparacion de resultados

Se estudia como afecta la variacion del angulo § a la frecuencia propia,
observando su efecto en cada uno de los dos métodos de resolucion

empleados.

Se variar § desde los -90° a +90° con pasos constantes de 30°.

Se consideran los mismos valores geométricos y fisicos de las variables que en
los problemas anteriores.

A continuacion, se muestra una grafica con curvas de puntos y lineas la
variacion de la frecuencia cuando varia el angulo 6. En naranja se va a
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representar la variacion de la frecuencia mediante el método de Rayleigh y en
azul se representa los valores obtenidos mediante la simulacion.

Variacion de el angulo 6 frente a la frecuencia

192
1.9

1.88

== 1.86%.
=
Y
1.84 LS
@ fn Simulacion (Hz) 1.82
e
fn|Rayleigh (Hz)
18
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
Angulo &(°)

Fig. 75. Variacion de la frecuencia frente a la § en Excel.

Del analisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones:

Los resultados obtenidos en ambos métodos no se asimilan mucho.

Se observa como claramente el resultado con ambos métodos tiene la
misma tendencia, quedando claro que la frecuencia de vibracion varia
con é.

Se ve como la variacion es mucho menor para el resultado obtenido con
el método de Rayleigh-Ritz y mucho mayor con la simulacion. Esta
variacion se debe a que los resultados arrojados por Working Model no
sSON muy precisos y se obtienen resultados que no se asemejan con lo
calculado tedricamente.
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7.Viga empotrada libre con masa

Se estudia la frecuencia propia de vibracion para una viga empotrada libre
teniendo en cuenta que la masa de la propia viga no es despreciable y ademas
se localiza una masa vibrante en su extremo.

7.1. Método de Rayleigh-Ritz

Al igual que en el problema anterior se recurre al método de Rayleigh-Ritz [7].

y

A X E
N 2 B
3 L J

Fig. 76. Viga empotrada libre con carga en el extremo libre.

Definiendo la energia potencial como:

Ep = EP,elastica + EP,gravitacional (273)

Se deprecia debido a las pequenas oscilaciones que van a ocurrir la energia
potencial gravitacional respecto a la energia potencial elastica.

(274)

EP,elastica > EP,gravitacional

Ep = EP,elastica = EP,momento flector T EP,cortante (273)

Ocurre lo mismo con la energia potencial elastica debido al momento flector y
al cortante, donde esta Gltima es muy pequena en comparacion con la anterior.

EP,momento flector > EP,cortante (276)
2
1 [ (M,(x, 1)) (277)
Ep = EP,elastica = EP,momento flector = E de
z

Siendo la definicion del momento flector:

0%v(x,t) (278)
MZ(X, t) = EIZT
Se obtiene:
P2 Z\ 0x? x

Definiendo v(x, t) como la funcién que da los desplazamientos de los puntos
de la viga en el tiempo.
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Por otro lado, la energia cinética se define como:
Ec = EC,barra + EC,masa (280)

o L[ (@D zd 1 /v, D)) (281)
C_Ef ot m+§ T m,

Ahora buscamos una solucion a la funcion v(x, t), la cual es una funcién de x
y de t. por lo que se divide en una solucién espacial y otra temporal.

v(x,t) = ¢(x) - q() (282)

Nuestro caso a estudiar presenta vibraciones libres por lo que:

q(t) = cos(wt) (283)
Se obtiene:
ov(x,t (284)
”g’; )~ $0) - (~wsin(wt))
0%v(x,t) 9%¢(x) (285)
- ox - cos(wt)

Reescribiendo la energia cinética como:

1 1 286
B =3 [ (600 (cwsin(we)ydm +5 6@ - (-wsinGwo)?m,
1 1 287
Fc =35 j sin(wt)? w2(¢(x)) dm + > sin(wt)? w2((L)) m. (287)
Sustituyendo dm = A p dx
1 1 288
E; = E,[ sin(wt)? W2(¢(x))2A pdx + Esin(wt)2 W2(¢(L))2mc (285)
Reescribiendo la energia potencial:
1 926 (x) 2 (289)
Ep = EJEIZ (W-cos(wt)> dx
1 2¢(0)\° (290)
Ep = Ef El, (W (cos(wt))?dx
Se buscan los maximos de la energia cinética y potencial.
E¢ max,» cuando sin(wt) =1
Ep max» cuando cos(wt) =1
Obteniendo:
(291)

1 1
Ecmax = Ef W2(¢(x))2A pdx + §W2(¢(L))2mc

92



Metodologias para la determinacion de
las frecuencias naturales en estructuras

esbeltas incluyendo el efecto del peso

i ESCUELA DE INGENIERIAS
Universidad deValladolid propio INDUSTRIALES
1 az(p(x) 2 (292)
EP,max = Ef EIz( 9x2 dx
Con lo cual del método de Rayleigh-Ritz se obtiene la siguiente ecuacion:
1 260\ 1 2 1 ) (293
Ef El, <W dx = [Ef(qb(x)) Apdx +E(¢(L)) mc] w
Despejando la frecuencia natural:
1 .1 92 (x) 2 (294)
7f0 EIZ( a(iz ) dx

wyy

LIHPCO) A p dx +3 (L)) m,
Se busca una solucion a ¢(x), esta funcion es aquella que define bien los
desplazamientos de la viga y cumple las condiciones de contorno ( 230)( 231).
Se prueba con la ecuacion de la elastica:

Para ello se calculan las reacciones en la viga.

oy

y me-g(N)
q(N/m)
e AULILILLAIAAFARIAACARLIEAL,
Mo = § ]
Rar

Fig. 77. Reacciones de viga empotrada libre con carga.

Ry = 0 (295)
Ruyy = qL +m.g (296)
L? (297)

My =m.gL +q >
Definiendo g = A p g (Peso de la viga por unidad de longitud).

Una vez hecho esto procedemos a obtener el momento flector de la viga.

Yo
\x
/
y
q(N/m)
AL
bbby o
Moy X -
" Mz (x)
R.,

Fig. 78. Diagrama para el calculo del momento flector.
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Aplicando la condicion de equilibrio estatico para momentos en el punto C (Fig.
78), el momento flector es:

x? (298)
M,(x) = —M, — iy + Rpyx
x? L? (299)
Mz(x) = CI(Lx -5 _) + mcg(x - L)

2 2
Se procede a integrar para obtener la funcion que da los desplazamientos de

la viga, de la primera integral se obtienen los giros que ocurren en cada seccion

de la viga.
1 ( 300)
=— | M d
0C) = 5 | M. dx
1 x? x3 L7 x? (301)
= — L————— — -1 1
6(x) EL q( T 2x>+mcg<2 x>+cl
De la segunda integral se obtiene la funcion desplazamientos.
(302)

o (x) =f@(x) dx
x3 xt L2 x3 x?
Tt 2 A S (303)
<L6 2 4x>+mcg<6 L2>+clx+CZl

A continuacién, hay que obtener los valores de las constante c1 y ¢2 mediante
las condiciones de contorno, siendo estas:

1
d(x) =z |4

zZ

6(0) = 0 (304)
$(0) =0 (305)

Es decir, esto significa que esta impedido el giro y el desplazamiento en la
seccion de empotramiento con lo cual:

cl=0
c2=0
Por lo que:
1 x3 x* I? x3 X2
= Z 0z R S ( 306)
o0 =51 q<L 6 24 4 >+mcg<6 L 2)]
Ya aplicando la ecuacion de definicion de la frecuencia natural ( 294).
Siendo:
?p(x) M,(x) 1 x2 2 (307)
ox2 £, |1 Tz T el
L 1 L* L3 (308)
(L) =g | 9% ™93
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m (309)
= A = —
q pg I g
Se obtiene como resultado:
2 2
m m.m m
— + C + —C
Wrzl — E] 20 4 3 (310)

z 13m3L3+m§L3 +23mm§L3+6665m2mcL3
3240 9 210 184896

Vamos a intentar simplificar el polinomio para ello se multiplica y divide la

ecuacion por (m, + %m), polinomio sacado de [8].
Obteniéndose:

33m3  23mm? m3 61m*m,

L El, 2800 T 70 3 560 (311)
" L3(m, + 33 13m3 | 23mm2  md  6665m>m,

—_— C - - -
120™ (3240 T 210 T 9 * 184896

Dividiendo el polinomio del numerador y del denominador se obtiene que mas
0 menos el numerador es tres veces mayor al denominador.

Con lo cual se puede simplificar:
3EI,

a 33
L3(mc + mm)

2 _

w2 (312)

Se analiza como afecta a la frecuencia natural el aumento de la masa vibrante
en el extremo, para ello se crea un codigo en Matlab que nos implemente
dichas variaciones.

Variacion_frecuencia_frente_masa_vibrante.m +

1- clc

al= clear all

3

4 - EI=1963500;

gl= L=10;

6 — m=179;

7

g - mc=linspace (0,500,10000);

9 - f=zeros(1,length(mc));

10 — for i=1:length (mc)

11 — f(i)=sqrt ((EI/(L*3))* ((m*m/20)+(mc (i) *m/4) + (mc (1) *mc (1) /3)) / ((13*m*m*m/3240) + (mc (1) *mc (1) *mc (1) /9) +(23*m*1
12 - end

13 - figure ()

14 -  plot(mc, f)

1E[= title('variacion de la masa vibrante en el extremo frente a la frecuencia');
16 — xlabel ("V: on de la masa vibrante (Eg)');

17 — ylabel ('Variacion de la frecuencia (Hz)');
Fig. 79. Codigo en Matlab para la variacion de la masa vibrante frente a la frecuencia.

Obteniéndose como resultado:
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4 Figure 1 - [} X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
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o
T
-
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Fig. 80. Variacion de la masa vibrante frente a la frecuencia en Matlab.
Se observa claramente que a mayor masa vibrante en el extremo se obtiene

menor frecuencia de vibracion. Ademas, se produce una asintota en el eje
horizontal, es decir, nunca se alcanza el valor cero en la frecuencia.

7.2. Simulacion
Una vez obtenida mediante el método de Rayleigh-Ritz la frecuencia propia de
la viga, se va a simular con Working Model (Fig. 81).

Fig. 81. Barra empotrada libre con masa de la simulacién de Working Model

Se define la viga como un perfil IPN 160 y un acero S275.
E = 210GPa - Médulo de elasticidad del acero.

Iz = 935cm*. Inercia perpendicular al plano de estudio.

mj =179 kg/ - Masa por unidad de longitud del perfi.
m. = 30kg - Masa del extremo.

L = 10m - Longijtud de la viga.

En este caso debido a que Working Model no trabaja con soélidos elasticos, se
ha usado la herramienta Flexbeam, esta opcion consiste en dividir un sélido
rigido en tantas partes como se desee, las cuales se encuentran unidas
mediante resortes y articulaciones que simulan el efecto de una viga flexible.

Hay que de indicarle el nUmero de elementos que se desea y el producto E1,.
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Cierto es que cuantos mas elementos componen la viga mas se va a acercar a
la solucion obtenida tedricamente, pero WM tiene limitaciones y solo nos

permite un total de 25 divisiones.

La viga se va a excitar debido a que los esfuerzos que actian sobre la viga

crean una deformada originando una vibracion.

Para simular la masa vibrante se ha unido un rectangulo encima del Ultimo

elemento. (el de la derecha en la Fig. 81).

Se va medir la variacion en el eje Y del centro de gravedad del Gltimo elemento.
(Measure-> Position->Y Graph). Se exportan los datos obtenidos y se analizan
con Matlab (Fig. 82) para determinar la frecuencia propia del sistema,
utilizando las funciones de sus librerias, tal como se muestra en el codigo

siguiente.
| Barra_empotrada_con_cargam | + |
[
5= filename='Barra_empotrada_con_carga.txt';
6- R = importdata(filename); %Se importan los datos a un a matriz
7-  Tiempo=A(:,1); 2Se colocan en un vector columna los datos del tiempo
8 — Variacion=a(:,2); locan en un vector columna los datos de variacion del angulo
9
10
il (= figure ()
il7) |= subplot(2,1,1);
il3) = plot(Tiempo,Variacion); %Representacion grafica de la variacion del angulo frente el tiempo
14 - title('variacion del angulo frente al tiempo');
15 - xlabel('T po(s)');:
16 — ylabel('Variacion del angule (rad)');
17
18 - Fs=1/ (Tiempo (2)-Tiempo(1)); %Periodo de muestreo
19
20 — subplot(2,1,2):
21 -  meanfreq(Variacion,Fs); %Obtencion del espectro de frecuencias
title('Espectro de frecuencias');

Fig. 82. Codigo en Matlab para el analisis de datos de simulacion.

Ejecutado el codigo se obtiene la variacion temporal del eje Y del

elemento y su

espectro de frecuencias.
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Fig. 83. Variacion temporal en el eje Y del centro de gravedad del tltimo elemento y espectro de

frecuencias en Matlab.
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Como se puede observar en la Fig. 83 el valor de la frecuencia natural obtenida
es de 1,528Hz.

7.3. Comparacion de resultados

Se estudia como afecta la variacion de la longitud de la viga a la frecuencia
propia, observando su efecto en cada uno de los tres métodos de resolucion
empleados.

Se varia la longitud desde los 6 metros hasta los 16 metros con pasos
constantes de 2 metros.

Se consideran los mismos valores geométricos y fisicos de las variables que en
los problemas anteriores.

A continuacion, se muestra una grafica con curvas de puntos y lineas la
variacion de la frecuencia cuando varia la longitud de la viga. En naranja se va
a representar la variacion de la frecuencia mediante el método de Rayleigh-Ritz
y en gris se representan los valores obtenidos mediante la simulacion.

Variacién de la frecuencia frente a la longitud de la viga

3.5

25

fn (Hz)

15

fn Rayleigh(Hz)

05
fn Simulacion(Hz)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
L(m)

Fig. 84. Variacion de la frecuencia frente a la longitud de la viga en Excel.

Del analisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones:

e Los dos resultados tienen soluciones muy similares, pero si es cierto
que a mayor longitud de la viga menor es la diferencia en las soluciones

e Ademas, la aproximacion de la funcion ¢ (x) en el método de Rayleigh-
Ritz es valida debido a la gran similitud entre los resultados de los
diferentes métodos.
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8.Conclusiones y linea futura

8.1. Conclusiones

Comparando las ecuaciones obtenidas para la resolucion de cada uno de los
sistemas:

-Péndulo simple (3.1).

2 mgl (
Wn = m 313
-Péndulo con muelle de torsion (4.2).
(k + mgL cos(6))
"= 7 (314)
m (T + LZ)

-Barra rigida articulada en un extremo con resorte (5.2).

(& L? + mg% cos(6))

w2 e (315)
m(f+%)
-Viga empotrada libre (6.1.2).
w2 = 162E1, (316)
" 13mlL3
-Viga empotrada libre con masa (7.1).
3EI
w2 = ; 3 (317)
L3 (mc + mm)

Como conclusién final se observa como todas tienen una estructura similar,
con lo cual se puede decir que se ha analizado un sistema al que se le ha
anadido elementos. Estando el denominador compuesto, en todas ellas, por
operaciones en las que aparecen las caracteristicas geométricas del sistema
(inercias) y las masas de estos sistemas y los humeradores compuestos por
términos que representan los esfuerzos que crean el movimiento armonico
simple.

Se puede concluir también:

e Se ha conseguido completar el objetivo principal de analizar los efectos
del peso propio en la frecuencia de vibracion de los diferentes tipos de
sistemas que se planteaban.

e Se ha logrado contrastar los resultados mediante el analisis te6rico y la
simulacion con Working Model.

e En los sistemas estudiados se obtiene claramente como la gravedad es
uno de los factores a tener en cuenta variando las frecuencias de
vibracion de los sistemas en las diferentes posiciones que pueden
adoptar.
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e Se han obtenido conocimientos sobre nuevos métodos y teoremas para
la resolucion de los diferentes sistemas.

e Ala vista de las comparaciones realizadas entre los resultados tedricos
y los resultados de la simulacion se puede validar el proceso de calculo
de los valores arrojados por Working Model, concluyendo asi mismo que
el programa es valido para la simulacion de sistemas similares.

e Se ha aprendido a analizar un conjunto de datos mediante graficas que
nos permitan sacar conclusiones.

e Se concluye también como claramente las condiciones iniciales influyen
en la frecuencia natural, como se puede observar tanto en el péndulo
simple como en el péndulo de torsion y en la barra rigida articulada con
muelle en el extremo.

e En los sistemas continuos se ha logrado observar como la frecuencia
natural para vigas afectadas por su peso propio y para vigas afectadas
por su peso y una masa vibrante en su extremo se obtienen resultados
diferentes.

8.2. Linea futura

Como linea futura a dicho estudio se podria estudiar un sistema compuesto por
una viga empotrada libre que esta sometida a la accion de un muelle de torsion
en su origen y ademas en su extremo se localiza una masa vibrante, es decir,
un sistema que englobe a todos los ya analizados.

K L |

Fig. 85. Representacion de sistema a estudiar en el futuro.
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Anexo |

A continuacion se introduce el codigo implementado en Mathematica para la
resolucion del apartado 6.2.1.

ine]=datos={vE-»2.1x10~11,1z->935x10~-8,A->17.9,p>1,L->10,8->9.81};

infA]:= sol=Solve[-VEIzs*"4+Nxs*2+pAw”2=0//.datos,s]//Quiet;

(* ecuacion caracteristica *)

ne=sl=s/.sol [1] ;(*
raices *)
s2=s/.sol [2] ;
s3=s/.sol [3] ;
sd=s/.sol [4] ;

In[@]:=

)= F[x_]:=c1Exp[s1x]+c2Exp[s2x]+c3Exp[s3x]+c4Exp[s4x]

sol=Solve[{f[@]=0, f'[0]=0, f[L]01,f" '[L]=0}/.datos,{c1l,c2,c3,c4}] [1] ;

Y[x_]:=f[x]/.sol(* modo de vibracion *)

In[@]:=

infA]:= Nx=-(pAgL)/2Sin[a]; (* valor promedio (cte) *)

In[@]:=

)= dx=Table[a, {a,-90Degree, 90Degree,45/5Degree}](* angulos
*)

ouf-{-90°,-81°,-72°,-63°,-54°,-45° ,-36°,-27°,
-18°,-9°,0,9°,18°,27°,36°,45°,54°,63°,72°,81°, 90°}
nel=y=Table[w@=1;

al=NIntegrate[pAY[x]*2//.datos/.w->w0/.a->dx [j] ,{x,0,L//.datos}];

bl=NIntegrate[VEIzY''[x]*2/.datos/.w->wd/.a->dx [j] ,{x,0,L/.datos}];

wl=Sqrt[bi/al];

(* iterar *)
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For[i=1,
i<5,i++,

wo=wl;

al=NIntegrate[pAY[x]*2//.datos/.w>w0/.a->dx [j] ,{x,0,L//.datos}];

b1l=-NIntegrate[VEIzY''[x]*2/.datos/.w>w0/.a->dx [j] ,{x,0,L/.datos}]+

NIntegrate[NxY'[x]*2/.datos/.w->wO/.a->dx
03l ,
{x,0,L/.datos}]//Quiet;

wl=Sqrt[bl/al];

Is
Re[w1l]

»{j,Length[dx]}](* rad/s *)

outr={11.7424,11.7412,11.7376,11.7318,11.7239,11.714,
11.7024,11.6893,11.6752,11.6603,11.645,11.6297,11.6147,11.6005,
11.5873,11.5755,11.5655,11.5574,11.5514,11.5478,11.5466}

ni)= ListPlot[Table[{dx [i] /Degree,y [i] },{i,Length[dx]}],JoinedaTrue](* x: 2; y:
Hz*)

11.75

11.70 -

11.60

11.55

out[e]= -50 r 50
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