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propio 

 

Resumen 

Este Trabajo de Fin de Grado está basado en la obtención de las frecuencias 

naturales de vibración de diferentes tipos de sistemas incluyendo la influencia de 

la gravedad. 

Estas frecuencias se obtienen mediante métodos teóricos y simulación con 

Working Model, posteriormente se realiza la comparación de los resultados 

obtenidos con ambos métodos pudiendo así validarlos. Se va a tener en cuenta no 

solo la disposición mecánica del sistema vibrante sino también su posición espacial 

y con ello evaluar la influencia de la gravedad en las frecuencias naturales 

Se estudian las vibraciones libres de diferentes tipos de sistemas comenzando por 

los más sencillos, aquellos con un grado de libertad y continuando con sistemas 

continuos de infinitos grados de libertad. 

 

Palabras clave: Frecuencia Natural, Vibración Libre, Peso, Simulación, Resolución 

Teórica. 

 

Abstract 

This project is based on the collection of the natural vibration frequencies from 

different types of systems, including the influence of gravity. 

These frequencies are collected by theoretical methods and simulation with the 

Working Model. Subsequently, we will compare the results obtained with both 

methods, so they can thus be validated. It will be taken into account, not only the 

mechanical disposition of the vibrant system but its spacial position and therefore 

evaluate the influence of gravity in the natural frequencies. 

Free vibrations of different types of systems are being studied, beginning with the 

simplest ones, those with a degree of freedom and continuing with continuous 

systems of infinite degrees of freedom. 

Keywords: Natural Frequency, Free Vibration, Weight, Simulation, Theoretical 

Resolution. 
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1. Introducción 

1.1. Justificación 
El presente Trabajo Fin de Grado responde a una doble finalidad: por un lado, 

ser el cierre de los estudios en el Grado de Ingeniería en Tecnologías 

Industriales de la Universidad de Valladolid y, por otro lado, servir de base para 

la adquisición de nuevos conocimientos sobre el comportamiento dinámico de 

estructuras que rodean la vida de las personas. 

En la actualidad, en las grandes áreas metropolitanas, las estructuras tienden 

a diseños ligeros, de gran altura y esbeltez mediante el empleo de materiales 

flexibles. Esto produce que las construcciones no tengan exceso de rigidez y 

amortiguamiento, lo que produce que ante determinados fenómenos 

climáticos y naturales se generen vibraciones que disminuyen las 

características operativas de la estructura. 

Gracias a los avances modernos en ingeniería civil durante las anteriores 

décadas, las construcciones cumplen con una rigurosa normativa para prevenir 

posibles problemas dinámicos además de cumplir con una estricta normativa 

de seguridad para, de este modo, garantizar el buen estado de servicio de estas 

a lo largo del tiempo. 

Aun así, las vibraciones pueden causar daños importantes en una estructura, 

desde agrietamientos, desplazamientos, tensiones y fatiga, hasta el colapso 

que puede producirse cuando la excitación coincide con alguna frecuencia 

propia y, en casos de bajos amortiguamientos del sistema, la estructura puede 

entrar en resonancia con grandes amplitudes. 

Por todo esto es muy importante determinar la frecuencia propia de una 

estructura. 

En el presente trabajo se va a analizar los métodos para determinar la 

frecuencia propia de estructuras esbeltas, haciendo hincapié en la influencia 

que la acción gravitatoria tiene en ellas. Se estudian diferentes posiciones en 

las que se pueden encontrar las construcciones de hoy en día y la influencia de 

esto en la frecuencia natural. 

Este estudio va a tener dos grandes partes diferenciadas. La primera el análisis 

de la frecuencia propia de elementos vibratorios en diferentes posiciones 

teniendo en cuenta el efecto que la gravedad genera sobre ellos desarrollando 

su estudio teórico a través de las ecuaciones diferenciales y obteniendo sus 

soluciones para determinar la frecuencia natural en función de las 

características físicas y geometrías de la estructura. En la segunda parte se 

analizan los mismos modelos utilizando el software Working Model (WM) y 

exportando los resultados a Matlab con el objetivo de obtener las frecuencias 

propias.  
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La comparación de los resultados obtenidos con los dos métodos nos va a 

permitir validar los resultados. 

 

1.2. Objetivos 
Los principales objetivos fijados a la hora de realizar el presente trabajo son los 

siguientes: 

 Adquirir conocimientos acerca del comportamiento dinámico de las 

vibraciones en estructuras. 

 Realizar el planteamiento teórico de dichos problemas mediante 

ecuaciones diferenciales, utilizando métodos y teoremas aplicables a 

cada uno de los casos y obteniendo las soluciones en cada caso. 

 A partir de diferentes resultados validar cada uno de ellos y plantear 

opciones de mejora en función de las posibles afecciones del sistema. 

 Adquirir conocimientos sobre el tratamiento de un conjunto de datos y 

representarlos mediante variables que nos permitan comprender la 

información que aportan. 

 

1.3. Metodología 
El presente estudio está dividido en las dos partes enunciadas anteriormente 

(Planteamiento teórico y simulación del problema mediante software). Ambas 

partes se van a ir exponiendo de forma alterna a lo largo de todo el trabajo con 

el objetivo de comparar y validar los resultados obtenidos. 

En primer lugar, se va a exponer una introducción al trabajo junto a los objetivos 

y la metodología a seguir (1). 

Después se va a exponer la base teórica asociada a los casos estudiados (2) 

A continuación, se va a analizar las estructuras de interés partiendo de casos 

sencillos de sistemas discretos como es un péndulo simple de un grado de 

libertad o elementos rígidos oscilando por el efecto de un muelle (3, 4 y 5) a 

sistemas continuos (6 y 7) (con infinitos grados de libertad). 

En todos los casos se comparan los resultados obtenidos de forma teórica y 

mediante simulación. 

Finalmente se expondrán las conclusiones y línea futura (8). 
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2. Fundamentos teóricos 

2.1. Introducción 
La motivación principal del estudio es el análisis de las vibraciones que 

aparecen en estructuras y máquinas por si deben de eliminarse o reducirse 

mediante un diseño apropiado. 

Se define como vibración mecánica [1] el movimiento de una partícula o sólido 

que se repite a intervalos iguales de tiempo (de forma periódica o cíclica). 

Cuando un elemento realiza un desplazamiento periódico, de manera que se 

mueve alternativamente en ambos sentidos sobre una trayectoria, el 

movimiento generado recibe el nombre de oscilación o vibración, reservándose 

normalmente el último término cuando el tiempo necesario para repetir el 

movimiento sea muy pequeño. 

Uno de los modelos matemáticos que se utilizan para definir las vibraciones es 

el movimiento armónico simple (m.a.s.) debido a que es de fácil aplicacion a 

sistemas mecánicos. 

Un sistema que experimenta una vibración tiene cuatro características 

fundamentales: 

 Una masa vibrante 

 Una fuerza restitutiva, que tienda a restaurar la masa a la posición inicial 

(muelle o gravedad). 

 Una fuerza excitadora que origine la vibración. 

 Una fuerza que se opone al movimiento y disipa la vibración 

(amortiguador). 

Es decir, la vibración se produce cuando un sistema sale de su posición de 

equilibrio estático y tiende a regresar a ella, pero cuando la alcanza ha 

adquirido una cierta energía cinética que hace que la supere, generando el 

movimiento oscilatorio. 

Estas vibraciones en la naturaleza se originan debido a fuerzas de excitación 

como pueda ser el viento o un terremoto, pero estas también pueden estar 

originadas por el uso de máquinas o el tránsito de personas en estructuras 

ligeras. 

 

2.2. Clasificación de las vibraciones 
En función de la naturaleza de las fuerzas que aparecen en la vibración, éstas 

se pueden clasificar en [1]: 

 Libres. Cuando actúan únicamente fuerzas restitutivas, ya sean 

elásticas y/o gravitacionales. 
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 Forzadas. Cuando al sistema se le aplican fuerzas que le obligan a 

oscilar. 

En el caso que nos ocupa el objetivo de estudio son las vibraciones libres por 

lo que para obtener de forma teórica la ecuación que define la frecuencia 

natural y simular los diferentes sistemas utilizando el software Working Model 

(WM), se origina la vibración de los sistemas apartándose de la posición de 

equilibrio estático actuando y permitiendo que actúen exclusivamente sobre 

ellas fuerzas restitutivas. 

Como se indicaba en la metodología, en el presente trabajo irán analizándose 

distintos elementos, pasando de sistema discretos de un grado de libertad a 

sistema continuos, estudiando cada uno por separado. 

 

2.3. Vibración libre de sistemas de un grado de 

libertad 
Se va a analizar el movimiento que adquiere un sistema cuando se separa de 

la posición de equilibrio estático y se deja oscilar libremente. Se obtendrá la 

ecuación diferencial del movimiento, se determinará y analizará su solución y 

se obtendrá la frecuencia propia de vibración [1]. 

Para definir las vibraciones libres en sistemas de un grado de libertad nos 

basaremos en el sistema de masa suspendida de muelle considerándose el 

peso de este último despreciable. 

En el modelo analizado se considerará que la fuerza de restitución la origina un 

muelle lineal, lo que le da la denominación de modelo muelle. Siendo este caso 

similar a los que se analizan posteriormente y su ecuación diferencial obtenida 

es equivalente. 

En primer lugar, cabe destacar que la fuerza activa corresponde al peso  

constante  (P) de la plomada situada en el extremo del muelle, mientras que la 

fuerza restitutiva es debida al efecto del muelle que sigue la ley de Hooke ( 1) 

por lo que la fuerza restitutiva (Fm) y el desplazamiento del extremo libre del 

muelle (x), son proporcionales al coeficiente (k) del muelle. 

𝐹𝑚 = 𝑘 · 𝑥 ( 1) 

Si inicialmente en el extremo del muelle se sitúa una partícula de masa m de 

forma lenta y progresiva, el muelle tiende a deformarse hasta que el sistema 

alcanza la posición de equilibrio estático (Fig. 1), posición respecto de la cual 

oscila. 
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Fig. 1. Posición de equilibrio estático [1]. 

La relación entre las fuerzas que actúan sobre el sistema en equilibrio estático 

es: 

∑𝐹 = 𝑃 − 𝐹𝑚 = 0 
( 2) 

En este instante el muelle adquiere un pequeño alargamiento (o elongación) 

que se denomina flecha estática (𝛿𝑜). 

La relación entre la flecha estática, el peso de la masa y el coeficiente de 

proporcionalidad del muelle es: 

𝑃 = 𝐹𝑚 = 𝑘 · 𝛿𝑜 ( 3) 

𝛿𝑜 =
𝑃

𝑘
 

( 4) 

Si a partir de esta situación el sistema se desplaza de la posición de equilibrio 

estático y se libera, la masa oscila a uno y otro lado respecto de dicha posición 

adquiriendo características dinámicas (Fig. 2). 

 

Fig. 2. Equilibrio dinámico [1]. 

En este caso en el que la masa se encuentra oscilando, la ecuación de 

equilibrio dinámico es: 

∑𝐹 = 𝑚�⃗� 
( 5) 

Para el análisis se considera el sumatorio de fuerzas en la dirección vertical 

considerando el sentido positivo hacia abajo. 

𝑃 − 𝐹𝑚 = 𝑚�̈� ( 6) 

Definiendo la fuerza restitutiva del muelle en un instante arbitrario mediante: 
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𝐹𝑚 = 𝑘(𝑥 + 𝛿𝑜) ( 7) 

Se tiene: 

𝑃 − 𝑘𝑥 − 𝑘𝛿𝑜 = 𝑚�̈� ( 8) 

En la que teniendo en cuenta el valor de la flecha estática la expresión queda: 

𝑚�̈� + 𝑘𝑥 = 0 ( 9) 

Siendo esta la ecuación diferencial homogénea ( 9) de las vibraciones libres de 

sistemas de un grado de libertad, donde: 

m - masa efectiva de la partícula. 

k - constante de resorte. 

Se define como pulsación natural o frecuencia angular del sistema (ω) ( 10) a 

la raíz cuadrada de la relación entre la constante del resorte y la masa de la 

partícula, que se mide en radianes por segundo (rad/s). 

ω = √
𝑘

𝑚
 

( 10) 

Esta relación es la misma en todos los sistemas de un grado de libertad ya que 

la ecuación diferencial coincide. 

Como se ha dicho anteriormente el movimiento que adquieren estos sistemas 

se denomina movimiento armónico simple (m.a.s.) y la solución de su ecuación 

diferencial ( 9) se puede expresarse mediante: 

𝑥(𝑡) = 𝑒𝑠·𝑡 ( 11) 

Derivando dos veces respecto del tiempo y sustituyendo en la ecuación 

diferencial ( 9) se tiene: 

𝑠2𝑒𝑠·𝑡 + 𝑠ω2𝑒𝑠·𝑡 = 0 ( 12) 

Cuya solución: 

𝑠 = ±√−ω2 = ±𝑖ω  ( 13) 

Sustituyendo esta solución en la ecuación diferencial se tiene: 

𝑥(𝑡) = 𝐴1𝑒
𝑖·ω·𝑡 + 𝐴2𝑒

−𝑖·ω·𝑡 ( 14) 

En la que aplicando la ecuación de Euler para números complejos: 

𝑒𝑖·ω·𝑡 = cos(𝜔 · 𝑡)         𝑒−𝑖·ω·𝑡 = sen(𝜔 · 𝑡) ( 15) 

Se tiene: 
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𝑥(𝑡) = 𝐴1cos (ω · 𝑡) + 𝐴2sin (ω · 𝑡) ( 16) 

Donde 𝐴1 y 𝐴2 son dos constantes que dependen de las condiciones iniciales 

del movimiento del sistema. Esta es la solución en el dominio del tiempo a 

sistemas con vibración libre de un grado de libertad ( 16). 

 

2.4. Vibración libre en sistemas continuos 
Para el análisis sistemas continuos [2] se parte de elemento infinitesimal de 

una viga, la cual soporta esfuerzos a flexión (cortantes y momentos) en la que 

se tienen en cuenta las siguientes hipótesis: 

 Las deformaciones se consideran pequeñas.  

 Las secciones transversales permanecen planas y perpendiculares al eje 

neutro durante el movimiento (modelo de Navier-Bernoulli), 

despreciando la deformación por esfuerzo cortante.  

 Se desprecia el efecto inercial del giro de las secciones. 

Con lo cual el equilibrio dinámico para este sólido infinitesimal va a ser el 

siguiente: 
 

x 

dx
dx

dV
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y
y   

+ 

Vy 
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dx 
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M z
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Fig. 3. Esfuerzos sobre el sólido infinitesimal [2]. 
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En las que simplificando: 
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( 19) 

A partir del estudio elástico relacionando esfuerzos con desplazamientos se 

tiene: 
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( 20) 

Que sustituido en la expresión anterior ( 19) considerando que el material y la 

sección son constantes en la barra, permite determinar la ecuación de 

equilibrio dinámico para un elemento infinitesimal de barra que gobierna las 

vibraciones transversales en dicha barra.  
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( 21) 

Para el caso que nos ocupa de vibraciones libres se obtienen a partir de la 

expresión anterior ( 21) imponiendo la condición de que la fuerza exterior es 

nula. 
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( 22) 

En la que operando se tiene: 

   
 

 
 

 
 
 

       
4

4
z

2

2

4

4

z2

2

zz

2

2

2

2

z2

2

x

t,xv

A

EI

t

t,xv

x

t,xv
EI

t

t,xv
A

ExE

IxI

AxA

t

t,xv
xA

x

t,xv
xIxE

x








































































 

( 23) 

En donde al término constante se le denomina velocidad de onda: 

A

EI
c z




 

( 24) 

Y a la ecuación anterior en derivadas parciales ecuación de onda. 
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3. Péndulo simple 

3.1. Hipótesis de pequeñas oscilaciones  
Se calcula la frecuencia natural de un péndulo simple [1], el cual está formado 

por una plomada circular de centro de masas (G), masa (m) y radio (r) colgada 

en el extremo de un cable de longitud (L) que oscila respecto del extremo del 

cable que pasa por el punto O (Fig. 4). 

 

Fig. 4. Péndulo simple. 

Se va a partir de la ecuación de equilibrio dinámico de momentos respecto el 

punto O: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 
( 26) 

En esta se define que el sumatorio de momentos respecto del punto O es igual 

a la derivada del momento angular respecto del tiempo en dicho punto O. 

Desarrollando la parte derecha de la igualdad, la derivada respecto del tiempo 

del momento angular en O se puede expresar en función de la derivada 

respecto del tiempo del momento angular en el centro de masas de la plomada 

G, mediante la expresión: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝐺𝑡𝑛𝑏 + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 27) 

�̇⃗⃗⃗�𝐺𝑡𝑛𝑏- Derivada del momento angular en G. 

𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ - Vector de posición del punto O al punto G. 

𝑚 - Masa de la plomada. 

𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ - Aceleración del centro de masas de la plomada. 

Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del 

tiempo: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �̇⃗⃗⃗� + Ω⃗⃗⃗ 𝑥 [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �⃗⃗⃗� + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 28) 

En la que: 
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𝜕�̇⃗⃗⃗�𝐺𝑡𝑛𝑏

𝜕𝑡
= [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �⃗⃗⃗� ̇ - Derivada del momento angular en G respecto del tiempo. 

�⃗⃗⃗�𝐺𝑡𝑛𝑏 = [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �⃗⃗⃗� - Momento angular en G. 

Donde considerando el sistema de referencia intrínseco (t, n, b) definido en la 

Fig. 4 y que el sólido de mueve en dirección de las agujas del reloj, se obtiene: 

[𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 = 𝑚

[
 
 
 
 
𝑟2

4
0 0

0
𝑟2

4
0

0 0
𝑟2

2 ]
 
 
 
 

 - Tensor de inercia másico de un disco plano de radio 

r 

�⃗⃗⃗� = (
0
0
�̇�
) - Velocidad angular del sólido. 

�̇⃗⃗⃗� = (
0
0
�̈�
) - Derivada respecto del tiempo de la velocidad angular del sólido. 

Ω⃗⃗⃗ = (
0
0
�̇�
) - Velocidad angular del sistema de referencia. 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)𝑡𝑛𝑏 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗)𝑡𝑛𝑏 = (
𝑎𝑡
𝑎𝑛
0
) - Aceleración del punto G. 

Con lo cual operando se obtiene: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

�̈� (
𝑚 · 𝑟2

2
) +  𝑚 𝐿 𝑎𝑡

) 
( 29) 

Donde la aceleración tangencial, 𝑎𝑡, se puede sustituir por �̈� · 𝐿. 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

�̈� (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚)

) 
( 30) 

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto 

O en componentes intrínsecas se define como: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 ( 31) 
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Siguiendo el sistema de referencia intrínseco y la configuración definida en la 

imagen anterior se obtiene: 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)𝑡𝑛𝑏 = (
0
−𝐿
0
) - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝑚𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛩)
−𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝛩)

0

)  - Peso de la plomada 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
0
𝑇
0
) - Tensión de la cuerda 

Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respeto del 

punto O es igual a: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (
0
0

−𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩)
) 

( 32) 

Aplicando la ecuación de equilibrio dinámico ( 26) en la componente binormal 

se tiene: 

−𝑚𝑔𝑙 𝑠𝑒𝑛(𝛩) = 𝛩 ̈ (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) 

( 33) 

En el caso de que ocurran pequeñas oscilaciones, el ángulo 𝛩 es pequeño con 

lo cual el sin(𝛩) tiende al propio ángulo obteniendo una ecuación diferencial 

del tipo: 

�̈� (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) +  𝑚𝑔𝐿 𝛩 = 0 

( 34) 

A partir de la cual la pulsación al cuadrado del sistema vale ( 10): 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝒎𝒈𝑳

(
𝒎 · 𝒓𝟐

𝟐 + 𝑳𝟐 · 𝒎)
 

( 35) 

Además simplificando la ecuación ( 35) suponiendo que la masa es puntual 

(𝑟 = 0) se obtiene: 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝒈

𝑳
 

( 36) 
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3.2. Solución exacta de la ecuación diferencial 
En este apartado el objetivo es resolver la ecuación diferencial sin realizar 

simplificaciones de pequeñas oscilaciones [3], utilizando Matlab para obtener 

la frecuencia propia de oscilación del sistema. 

Para ello se debe transformar la ecuación diferencial de segundo grado no 

lineal en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado para 

posteriormente aplicar un método de resolución numérica. En este caso se 

aplicará el método Runge-Kutta de orden 4. 

La ecuación diferencial no lineal de segundo grado de partida es ( 69): 

−𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩) = 𝛩 ̈ (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) 

( 37) 

Realizando el cambio de variable anteriormente indicado: 

𝑦1 = 𝛩 ( 38) 

𝑦2 = �̇� ( 39) 

Se obtiene un sistema de la forma: 

{

𝑦2 = 𝑦1̇

𝑦2̇ =
1

𝑚(
𝑟2

2
+ 𝐿2)

· [−𝑚𝑔𝐿𝑠𝑒𝑛(𝑦1) cos(𝛿)] 
( 40) 

Además hay que definir las condiciones iniciales siendo estas: 𝛩(0) = 𝛩0 y 

�̇�(0) = 0. 

Con el cambio de variable se transforman en: 𝑦1(0) = 𝛩0 e 𝑦2(0) = 0. 

Una vez hecho esto se programa en Matlab el método Runge-Kutta 4 (Fig. 5), 

es un método genérico iterativo para resolución de ecuaciones diferenciales 

con el cual se obtienen valores del ángulo 𝛩 y la velocidad angular de oscilación 

del sistema en instantes de tiempo con un incremento definido. 

 

Fig. 5. Ecuaciones de definición del método Runge-Kutta de orden 4. 
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Fig. 6. Código implementado en Matlab para el método Runge-Kutta de orden 4. 

A continuación, se define en una función de Matlab el sistema de ecuaciones 

diferenciales (Fig. 7): 

 

Fig. 7. Código en Matlab que define el sistema de ecuaciones diferenciales. 

Una vez hecho esto, en un nuevo script de Matlab se define el método Runge-

Kutta para un intervalo de tiempo 400 segundos, con condiciones iniciales 

iguales a 𝛩0 = 0,2 𝑟𝑎𝑑  �̇�0 = 0 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y con un total de 40000 pasos lo que 

equivale a un incremento en cada paso de (Fig. 8), ya que cuanto menor sea el 

tamaño de los pasos y mayor tiempo de ejecución, mejor será la solución del 

espectro de frecuencia que nos ofrecerá Matlab: 

ℎ =
𝑡𝐹 − 𝑡0
𝑛º 𝑝𝑎𝑠𝑜𝑠

=
400𝑠

40000𝑝𝑎𝑠𝑜𝑠
= 0,01𝑠 

( 41) 
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Fig. 8. Código en Matlab para resolución de ecuación diferencial. 

Los valores que van a tomar las variables van a ser: 

𝑚 = 1𝑘𝑔 - Masa de la plomada. 

𝐿 = 4𝑚 - Longitud del cable. 

𝑟 = 0,5𝑚 - Radio de la plomada. 

g = 9,807m/s2 - Aceleración de la gravedad. 

Ejecutando el script y se obtiene: 

 

Fig. 9. Resultado ecuación diferencial obtenido con Matlab. 

Podemos ver (Fig. 9) cómo se obtiene una frecuencia natural de valor 0,248 

Hz. 
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3.3. Simulación 
Una vez obtenida de forma simplificada y mediante la resolución exacta de la 

ecuación diferencial la expresión de la frecuencia propia del péndulo, y aplicada 

a un caso particular, se simula utilizando Working Model: 

 

Fig. 10. Sistema simulado en Working Model. 

En dicho modelo (Fig. 10) se consideran los mismos parámetros geométricos y 

físicos anteriormente indicados. 

El sistema se excita desplazándose de la posición de equilibrio estático un 

ángulo 𝛩0 = 0,2𝑟𝑎𝑑 respecto de la vertical. Se ejecuta el programa y se mide 

la coordenada x del centro de gravedad de la plomada (Measure->Position). 

Además, el tiempo entre dos instantes de cálculo en Working Model se fija en 

0,01s (Fig. 11). 

 

Fig. 11. Tiempo de cálculo entre dos instantes en Working Model. 

 Se van a exportar los datos obtenidos y se analizan con Matlab (Fig. 12) para 

determinar la frecuencia propia del sistema utilizando las funciones de sus 

librerías,  tal y como se muestra en el código siguiente: 
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Fig. 12. Código en Matlab para el análisis de datos de simulación. 

Ejecutado el código se obtiene la variación temporal de la coordenada x del 

centro de gravedad de la plomada y su espectro de frecuencias (Fig. 13). 

 

Fig. 13. Variación temporal del ángulo y espectro de frecuencias en Matlab. 

Como se puede observar en la Fig. 13 el valor de la frecuencia natural obtenido 

es de 0,243Hz. 

 

3.4. Comparación de resultados 
Se estudia cómo afecta la amplitud de las oscilaciones a la frecuencia natural, 

por ello se varían las condiciones iniciales (𝛩0) y se observa su efecto con cada 

uno de los tres métodos de resolución empleados. 

Se dan valores al ángulo 𝛩0 en el dominio que va de 0,2 rad a 1,2 rad con un 

incremento en cada paso de 0,20 rad. 

Se consideran los mismos valores geométricos y físicos de las variables que en 

los casos anteriores. 

A continuación, se muestra una gráfica con curvas de puntos y líneas la 

variación de la frecuencia cuando varían las condiciones iniciales. En azul se 
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va a mostrar la variación de la frecuencia suponiendo pequeñas oscilaciones, 

en naranja se va a representar la variación de la frecuencia mediante la 

resolución exacta de la ecuación diferencial y en gris se representa los valores 

obtenidos mediante la simulación. 

 

Fig. 14. Variación de la frecuencia frente a las condiciones iniciales en Excel. 

Del análisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones: 

 La frecuencia natural obtenida en cada caso con la simplificación de 

pequeños desplazamientos no varía con el ángulo inicial, ya que en ella 

no intervienen dichas condiciones iniciales.  

 La frecuencia obtenida mediante la simulación con WM varía con las 

condiciones iniciales, siguiendo una línea de tendencia clara 

apreciándose que la frecuencia disminuye al aumentar las condiciones 

iniciales. 

 Como se observa el resultado obtenido con la resolución de la ecuación 

diferencial varía disminuyendo la frecuencia para mayores amplitudes 

de la oscilación, coincidiendo con lo esperado. Como se puede observar 

el resultado obtenido con la resolución de la ecuación diferencial y con 

la simulación tienen tendencias similares. 
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4. Péndulo con muelle de torsión 

4.1. Hipótesis de pequeñas oscilaciones con flecha 

estática nula 
Se calcula la frecuencia natural de un péndulo de torsión, el cual está formado 

por una plomada de masa (m) y radio (r) colgada en el extremo de una barra 

rígida de longitud (L) y masa despreciable frente a la de la plomada, que oscila 

respecto a la posición vertical de equilibrio estática (en este caso no se produce 

flecha estática), colocándose en la articulación un muelle de torsión de 

constante elástica (k). 

 

Fig. 15. a) Péndulo con muelle de torsión en equilibrio. b) Configuración del péndulo de torsión 

oscilando. 

Hipótesis simplificativas: 

 Oscilaciones de pequeñas magnitudes. 

Con la hipótesis anterior se determina la ecuación diferencial que rige el 

movimiento. Para ello se utiliza nuevamente la ecuación de equilibrio dinámico 

de momentos respecto del punto de oscilación O: 

 ∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 
( 42) 

En esta se define que el sumatorio de momentos respecto del punto O es igual 

a la derivada del momento angular respecto del tiempo en dicho punto O. 

Desarrollando la parte derecha de la igualdad, la derivada respecto del tiempo 

del momento angular en O se puede expresar en función de la derivada 

respecto del tiempo del momento angular en el centro de masas de la plomada 

G, mediante la expresión: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝐺𝑡𝑛𝑏 + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 43) 

Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del 

tiempo: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �̇⃗⃗⃗� + Ω⃗⃗⃗ 𝑥 [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �⃗⃗⃗� + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 44) 
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Donde considerando el sistema de referencia intrínseco (t, n, b) definido en la 

Fig. 15 y que el sólido de mueve en dirección contraria a las agujas del reloj, se 

obtiene: 

[𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 = 𝑚

[
 
 
 
 
𝑟2

4
0 0

0
𝑟2

4
0

0 0
𝑟2

2 ]
 
 
 
 

 -Tensor de inercia másico de disco plano de radio r. 

�⃗⃗⃗� = (
0
0
�̇�
) - Velocidad angular del sólido. 

�̇⃗⃗⃗� = (
0
0
�̈�
) - Derivada respecto del tiempo de la velocidad angular del sólido. 

Ω⃗⃗⃗ =  (
0
0
�̇�
) - Velocidad angular del sistema de referencia. 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)𝑡𝑛𝑏 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗)𝑡𝑛𝑏 = (
𝑎𝑡
𝑎𝑛
0
) - Aceleración del punto G. 

Con lo cual operando se obtiene: 

𝐻𝑂𝑡𝑛𝑏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̇ =  (

0
0

�̈� (
𝑚 · 𝑟2

2
) +  𝑚 𝐿 𝑎𝑡

) 
( 45) 

Donde la aceleración tangencial, 𝑎𝑡, se puede sustituir por �̈� · 𝐿. 

𝐻𝑂𝑡𝑛𝑏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̇ =  (

0
0

�̈� (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚)

) 
( 46) 

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto 

O en componentes intrínsecas se define como: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑀𝑚
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

𝑡𝑛𝑏
  

 

( 47) 
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Fig. 16. Esfuerzos que generan momentos sobre O. 

Siguiendo el sistema de referencia intrínseco y la configuración definida en la 

imagen anterior (Fig. 16) se obtiene: 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)𝑡𝑛𝑏 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝑚𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛩)
−𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝛩)

0

)  - Peso de la plomada. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
0
𝑇
0
)  - Fuerza de unión entre la barra rígida y la plomada 

(𝑀𝑚
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

𝑡𝑛𝑏
= (

0
0

−𝑀𝑚

) - Momento ejercido por el muelle de torsión. 

Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respeto del 

punto O es igual a: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (
0
0

−𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩) − 𝑀𝑚

) 
( 48) 

El momento ejercido por el muelle de torsión se define como: 

𝑀𝑚 = 𝑘 · 𝛩 ( 49) 

Aplicando la ecuación de equilibrio dinámico ( 42) se obtiene en la componente 

binormal: 

−𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩) − 𝑘𝛩 = 𝛩 ̈ (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) 

( 50) 

En el caso analizado de pequeñas oscilaciones el ángulo 𝛩, es pequeño con lo 

cual sin(𝛩) se aproxima al ángulo obteniendo una ecuación diferencial del tipo:  
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�̈� (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) + (𝑚𝑔𝐿 + 𝑘)𝛩 = 0 

( 51) 

De la cual se puede obtener que la frecuencia propia del sistema, siguiendo la 

definición de la ecuación ( 10), será: 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝒎𝒈𝑳 + 𝒌

(
𝒎 · 𝒓𝟐

𝟐 + 𝑳𝟐 · 𝒎)
 

( 52) 

Por otro lado, simplificando la ecuación ( 52) suponiendo que la masa es 

puntual (𝑟 = 0) se obtiene: 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝒎𝒈𝑳 + 𝒌

𝑳𝟐 · 𝒎
 

( 53) 

 

4.2. Hipótesis de pequeñas oscilaciones con flecha 

estática no nula 
En este apartado se obtiene la frecuencia propia del sistema cuando el 

equilibrio estático no se encuentra en la vertical, con lo cual se produce flecha 

estática. Se va a partir de un sistema análogo al del apartado 3.1 pero en este 

caso la posición de equilibrio estático vendrá definida por otros factores. 

 

Fig. 17.  a) Flecha estática de péndulo de torsión. b) Configuración del péndulo de torsión oscilando. 

Hipótesis simplificativas: 

 Oscilaciones de pequeña magnitud. 

La flecha estática se obtiene con la condición de que el sumatorio de 

momentos de las fuerzas exteriores es cero ya que en ese caso el sistema no 

tiene movimiento. 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑀𝑚
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  )

𝑡𝑛𝑏
= 0 ( 54) 
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Fig. 18. Esfuerzos que generan momento sobre O en el equilibrio estático. 

Definiendo los parámetros de la imagen anterior: 

𝛼 – Ángulo natural del muelle. Ángulo que forma la barra cuando el sistema 

no está cargado. 

𝛿 = 𝛼 − 𝛿0  - Ángulo de equilibrio estático. Ángulo que forma la barra respecto 

de la vertical cuando el sistema está cargado. 

𝛿0 - Ángulo de la posición de equilibrio respecto del ángulo natural del muelle. 

𝛩- Ángulo de la barra en movimiento respecto de la posición de equilibrio 

estático. 

Siguiendo el sistema de referencia intrínseco (t, n, b) (Fig. 18) se define: 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ )𝑡𝑛𝑏 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝑚𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛼 − 𝛿0)
–𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝛿0)

0

)  - Peso de la plomada. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
0
𝑇
0
)  - Fuerza de unión entre la plomada y la barra rígida. 

(𝑀𝑚
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑡𝑛𝑏 = (

0
0
𝑀𝑚

)  - Momento ejercido por el muelle de torsión. 

La fuerza que ejerce el muelle se define mediante: 

𝑀𝑚 = 𝑘 ·  𝛿0 ( 55) 
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Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto el 

punto O es igual a: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (
0
0

− 𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛼 − 𝛿0) + 𝑘 · 𝛿0

) = 0 
( 56) 

Es importante reseñar que la componente normal del peso no genera momento 

respecto del punto O en la base intrínseca (t, n, b), pero en cambio la 

componente tangencial del peso genera momento en la componente binormal 

restándole al momento ejercido por el muelle de torsión, tal y como se refleja 

la fórmula ( 56). 

Se obtiene la siguiente ecuación: 

 𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛼 − 𝛿0) = 𝑘 · 𝛿0 ( 57) 

De la Fig. 17  se obtiene la ecuación: 

𝛿 = 𝛼 − 𝛿0 ( 58) 

Operando: 

𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛿) = 𝑘 · 𝛿0 ( 59) 

Con la anterior ecuación ( 59) y conociendo los valores físicos del sistema se 

puede definir los valores de 𝛼 y 𝛿0, a partir de un valor de 𝛿 dado, obteniendo 

la configuración de la posición de equilibrio estático. 

Con la hipótesis anterior se determina la ecuación diferencial que rige el 

movimiento. Para ello se utiliza nuevamente la ecuación de equilibrio dinámico 

de momentos respecto del punto de oscilación O: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 
( 60) 

La derivada del momento angular en O puesto en función del centro de masas 

de la barra G: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝐺𝑡𝑛𝑏 + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 61) 

Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del 

tiempo, al igual que antes: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �̇⃗⃗⃗� + Ω⃗⃗⃗ 𝑥 [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �⃗⃗⃗� + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 62) 

Se obtiene el mismo resultado: 

𝐻𝑂𝑡𝑛𝑏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̇ =  (

0
0

�̈� (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚)

) 
( 63) 
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Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto 

O se define como: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑀𝑚
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  )

𝑡𝑛𝑏
 

 

( 64) 

 

Fig. 19. Esfuerzos que generan momentos sobre O. 

Donde siguiendo el sistema de referencia intrínseco (t, n, b)(Fig. 19) donde el 

sistema se mueve en sentido antihorario se tiene: 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ )𝑡𝑛𝑏 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝑚𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛩 + 𝛿)
−𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝛩 + 𝛿)

0

)  - Peso de la plomada. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
0
𝑇
0
)  - Fuerza de unión entre la barra rígida y la plomada. 

(𝑀𝑚
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

−𝑀𝑚

) - Momento ejercido por el muelle de torsión. 

El momento del muelle de torsión se define mediante: 

𝑀𝑚 = 𝑘 · (𝛩 − 𝛿0) ( 65) 

Se restan 𝛿0 y 𝛩 ya que se define como momentos  positivo y negativo 

respectivamente (Fig. 18 y Fig. 19) según el sistema de referencia intrínseco 

elegido. Ambas siempre van en la dirección contraria al movimiento. 

Sustituyendo la ecuación de definición de la flecha estática ( 59): 

𝑀𝑚 = 𝑘 · 𝛩 −𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛿) ( 66) 
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Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto el 

punto O es igual a: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (
0
0

−𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩 + 𝛿) − 𝑘 · 𝛩 +𝑚𝑔𝐿𝑠𝑒𝑛(𝛿)
) 

( 67) 

Es importante reseñar que la componente normal del peso no genera momento 

respecto del punto O en la base intrínseca (t, n, b), pero en cambio la 

componente tangencial del peso genera momento en la componen binormal 

sumándose al momento ejercido por el muelle de torsión, tal y como se refleja 

la formula ( 67). 

Aplicando la ecuación de equilibrio dinámico ( 60) se obtiene en la componente 

binormal: 

−𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩 + 𝛿) − 𝑘 · 𝛩 +𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛿) =  𝛩 ̈ (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) 

( 68) 

−𝑚𝑔𝐿𝑠𝑒𝑛(𝛩) cos(𝛿) − 𝑚𝑔𝐿𝑐𝑜𝑠(𝛩) sen(𝛿) − 𝑘 · 𝛩 +𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

=  𝛩 ̈ (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) 

( 69) 

En el caso analizado de pequeñas oscilaciones el ángulo 𝛩 es pequeño con lo 

cual el sin(𝛩) se aproxima al ángulo y el cos(𝛩) tiende a la unidad, obteniendo 

una ecuación diferencial del tipo: 

−𝑚𝑔𝐿𝛩cos(𝛿) − 𝑘 · 𝛩 =  𝛩 ̈ (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) 

( 70) 

De la cual se puede obtener que la frecuencia propia del sistema, siguiendo la 

definición de la ecuación ( 10), será: 

𝒘𝒏
𝟐 =

(𝒌 +𝒎𝒈𝑳𝐜𝐨𝐬(𝜹))

𝒎 (
𝒓𝟐

𝟐 + 𝑳
𝟐)

 
( 71) 

Esta ecuación engloba el caso del apartado 4.1 para 𝛿 = 0. 

También se podría calcular el apartado 3.1. siendo 𝛿 = 0 y 𝑘 = 0. 

El cos(δ) para ángulos entre 90º y 270º es negativo. Esto va a hacer que para 

un rango de valores de δ no haya solución,  ocurre cuando: 

𝑘 +𝑚𝑔𝐿 cos(𝛿) < 0 ( 72) 

Despejando δ, los rangos de valores en los que no hay solución es: 
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𝑆𝑖 
𝑘

𝑚𝐿𝑔
< 1,

{
 
 

 
 δ > arcos (

−𝑘

𝑚𝐿𝑔
) , δ ∈  (90º, 180º)

𝐻𝑎𝑠𝑡𝑎

δ < 360º − arcos (
−𝑘

𝑚𝐿𝑔
) ,        δ ∈  (180º, 270º)

 
( 73) 

Además, analizando la variación de δ frente a 𝑓𝑛 mediante Matlab se puede 

observar: 

 

Fig. 20. Código en Matlab para el análisis de la frecuencia natural frente a la posición del péndulo. 

Los valores que van a tomar las variables van a ser: 

𝑚 = 4𝑘𝑔 - Masa de la plomada. 

𝐿 = 4𝑚 - Longitud de la barra rígida. 

𝑟 = 0,2𝑚 - Radio de la plomada. 

𝐾 = 50𝑁 · 𝑚/𝑟𝑎𝑑 - Constante elástica del muelle. 

𝑔 = 9,807 𝑚/𝑠2- Aceleración de la gravedad. 

Ejecutando el script: 

 

Fig. 21. Variación de la frecuencia natural frente a la posición de la barra en Matlab. 
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Como se observa la frecuencia es mayor cuanto más abajo está la plomada y 

viceversa. Además, la frecuencia es nula en el rango en el cual el resultado no 

es un número natural. 

Finalmente analizando la variación de la frecuencia cuando varía el ángulo δ y 

otra de las variables que definen la frecuencia (masa de la plomada, constante 

elástica del muelle, longitud de la barra rígida y aceleración de la gravedad). 

Para ello se implementa un código en Matlab que nos permita el análisis. 

 

Fig. 22. Código en Matlab para el análisis de la frecuencia frente a la variación del ángulo 𝛿 y la masa. 

Este análisis cumple que la frecuencia no es nula para ningún valor de δ, con 

lo que se cumple que: 

𝑘

𝑚𝐿𝑔
> 1 

( 74) 

Las variables van a tomar los valores que se indicaron anteriormente. 

 

Fig. 23. Variación del ángulo 𝛿 y la masa de la plomada frente a la frecuencia en Matlab. 
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Fig. 24. Variación del ángulo 𝛿 y la constante de resorte frente a la frecuencia en Matlab. 

 

Fig. 25. Variación del ángulo 𝛿 y la longitud de la barra frente a la frecuencia en Matlab. 

 

Fig. 26. Variación del ángulo δ y la aceleración de la gravedad frente a la frecuencia en Matlab. 

Del análisis de las anteriores figuras se deduce: 
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 En la Fig. 23 se observa como la frecuencia aumenta cuando disminuye 

la masa de la plomada, atenuándose también el efecto de δ en la 

frecuencia natural. 

 En cuanto a la Fig. 24 se ve como a mayor constante de resorte se 

obtiene mayor frecuencia de vibración, atenuándose también el efecto 

de δ aunque en menor medida que en los dos casos anteriormente 

comentados.  

 En la Fig. 25 se observa como la frecuencia aumenta la longitud de la 

barra, reduciéndose también el efecto de δ en la frecuencia natural. 

 En la Fig. 26 se observa como la aceleración de la gravedad no influye 

mucho en la frecuencia natural, pero sí que es verdad que la frecuencia 

se ve muy influenciada por δ para valores altos de la aceleración de la 

gravedad disminuyéndose este efecto para valores de la aceleración de 

la gravedad cercanos a cero. 

 Claramente la frecuencia se ve afectada más por δ cuando se producen 

variaciones en la constante de resorte de muelle. 

 

4.3. Solución exacta de la ecuación diferencial 
En este apartado el objetivo es resolver la ecuación diferencial sin realizar 

simplificaciones de pequeñas oscilaciones, utilizando Matlab para obtener la 

frecuencia propia de oscilación del sistema. 

Para ello se debe transformar la ecuación diferencial de segundo grado no 

lineal en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado para 

posteriormente aplicar un método de resolución numérica. En este caso se 

aplicará el método Runge-Kutta de orden 4. 

La ecuación diferencial no lineal de segundo grado de partida es ( 69): 

−𝑚𝑔𝐿𝑠𝑒𝑛(𝛩) cos(𝛿) − 𝑚𝑔𝐿𝑐𝑜𝑠(𝛩) sen(𝛿) − 𝑘 · 𝛩 +𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

=  𝛩 ̈ (
𝑚 · 𝑟2

2
+ 𝐿2 · 𝑚) 

( 75) 

Realizando el cambio de variable anteriormente indicado: 

𝑦1 = 𝛩 ( 76) 

𝑦2 = �̇� ( 77) 

Se obtiene un sistema de la forma: 

{

𝑦2 = 𝑦1̇

𝑦2̇ =
1

𝑚 (
𝑟2

2
+ 𝐿2)

· [−𝑚𝑔𝐿𝑠𝑒𝑛(𝑦1) cos(𝛿) − 𝑚𝑔𝐿𝑐𝑜𝑠(𝑦1) sen(𝛿) − 𝑘 · 𝑦1 +𝑚𝑔𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛿)] ( 78) 
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Además hay que definir las condiciones iniciales siendo estas: 𝛩(0) = 𝛩0 y 

�̇�(0) = 0. 

Con el cambio de variable se transforman en: 𝑦1(0) = 𝛩0 e 𝑦2(0) = 0. 

Una vez hecho esto se programa en Matlab el método Runge-Kutta 4, al igual 

que en el problema anterior. 

A continuación, se define en una función de Matlab el sistema de ecuaciones 

diferenciales (Fig. 27): 

 

Fig. 27. Código en Matlab que define el sistema de ecuaciones diferenciales. 

Una vez hecho esto, en un nuevo script de Matlab se define el método Runge-

Kutta para un intervalo de tiempo 400 segundos, con condiciones iniciales 

iguales a 𝛩0 = 0,1 𝑟𝑎𝑑  �̇�0 = 0 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y con un total de 40000 pasos lo equivale 

a un incremento en cada paso de (Fig. 28), ya que cuanto menor sea el tamaño 

de los pasos y mayor tiempo de ejecución, mejor será la solución del espectro 

de frecuencia que nos ofrecerá Matlab: 

ℎ =
𝑡𝐹 − 𝑡0
𝑛º 𝑝𝑎𝑠𝑜𝑠

=
400𝑠

40000𝑝𝑎𝑠𝑜𝑠
= 0,01𝑠 

( 79) 

 

 

Fig. 28. Código en Matlab para resolución de ecuación diferencial. 
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Los valores que se dan a las variables son los mismos que en el apartado 

anterior. 

Ejecutando el script y se obtiene: 

 

Fig. 29. Resultado ecuación diferencial obtenido con Matlab. 

Podemos ver (Fig. 29) como se obtiene una frecuencia natural de valor 

0,139Hz. 

 

4.4. Simulación 
Una vez obtenida de forma simplificada y mediante la resolución exacta de la 

ecuación diferencial la expresión de la frecuencia propia del péndulo con 

muelle de torsión, y aplicada a un caso particular, se va a simular con Working 

Model (Fig. 30). 

 

Fig. 30. Péndulo de torsión de la simulación en Working Model. 

En dicho modelo (Fig. 30) se consideran los mismos parámetros geométricos y 

físicos anteriormente indicados y para una posición de equilibrio estático de 

𝛿 = 90º. 
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El sistema se excita desplazándose de la posición de equilibrio estático un 

ángulo de 𝛩0 = 0,10 𝑟𝑎𝑑. Se ejecuta el programa y se mide. Además, el tiempo 

entre dos instantes de cálculo en Working Model se fija en 0,01s. 

Se mide la rotación del muelle de torsión (Measure-> Rotation). Se exportan los 

datos obtenidos y se analizan con Matlab (Fig. 31) para determinar la 

frecuencia propia del sistema, utilizando las funciones de sus librerías, tal como 

se muestra en el código siguiente. 

 

Fig. 31. Código en Matlab para el análisis de datos de simulación. 

Ejecutado el código se obtiene la variación temporal del ángulo 𝛩 de la barra 

de la posición vertical y su espectro de frecuencias  

 

Fig. 32 Variación temporal del ángulo y espectro de frecuencias en Matlab. 

Como se puede observar en la Fig. 32 el valor de la frecuencia natural obtenida 

es de 0,142Hz. 
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4.5.  Comparación de resultados 
Se estudia cómo afecta la amplitud de las oscilaciones a la frecuencia natural, 

por ello se varían las condiciones iniciales (𝛩0) y se observa su efecto con cada 

uno de los tres métodos de resolución empleados. 

Se dan valores al ángulo 𝛩0 en el dominio que va de 0,1 rad a 0,6 rad con un 

incremento en cada paso de 0,10 rad. 

Se consideran los mismos valores geométricos y físicos de las variables que en 

los casos anteriores. 

 

Fig. 33. Variación de la frecuencia frente a las condiciones iniciales en Excel. 

Del análisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones: 

 La frecuencia natural obtenida en cada caso con la simplificación de 

pequeños desplazamientos no varía con el ángulo inicial, ya que en ella 

no intervienen dichas condiciones iniciales.  

 La frecuencia obtenida mediante la simulación con WM varía con las 

condiciones iniciales, siguiendo una línea de tendencia clara 

apreciándose que la frecuencia disminuye al aumentar las condiciones 

iniciales. 

 Como se observa el resultado obtenido con la resolución de la ecuación 

diferencial varía disminuyendo la frecuencia para mayores amplitudes 

de la oscilación, coincidiendo con lo esperado. Como se puede observar 

el resultado obtenido con la resolución de la ecuación diferencial y con 

la simulación tienen tendencias similares. 
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5. Barra rígida articulada en un extremo con 

resorte. 

5.1. Hipótesis de pequeñas oscilaciones con flecha 

estática nula. 
Un sistema análogo al anterior es el formado por un sólido rígido homogéneo 

con geometría de barra, oscilando respecto de un eje O situado en un extremo 

al que se le añade un muelle lineal en el extremo contrario A, en donde el 

muelle y barra son inicialmente perpendiculares. Las características de la barra 

son longitud (L) ancho (e) y masa (m). 

En este caso se sitúa la barra verticalmente, de forma que oscile respecto del 

punto O, y que la posición de equilibrio estático pase por el centro de gravedad 

de la barra G. Fig. 34 A). 

 

Fig. 34. A) Barra articulada en equilibrio estático. B) Configuración de la barra articulada oscilando. 

En estas condiciones el muelle situado en el extremo A se debe de colocar de 

forma que no tenga flecha estática, es decir, que en el equilibrio estático no 

ejerza ninguna fuerza sobre la barra, por lo que en la posición de equilibrio 

estático el muelle con su longitud natural (Ln) mantenga la barra vertical, tal 

como se indica en  la Fig. 34 A). 

Hipótesis simplificativas: 

 Oscilaciones de pequeña magnitud. 

 Se considera que el muelle solo tiene desplazamiento en la dirección 

horizontal. 
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Fig. 35. Parámetros de elongación del muelle. 

La relación entre las componentes 𝑥𝑎 e 𝑦𝑎 de la vibración en el extremo A de la 

barra (condiciendo con el extremo del muelle) y el alargamiento ∆Ln  (Fig. 35) 

en la dirección longitudinal del muelle se puede expresar: 

(∆𝐿𝑛 + 𝐿𝑛)
2 = (𝑥𝑎 + 𝐿𝑛)

2 + (𝑦𝑎)
2 ( 80) 

En la que la componente vertical del extremo de la barra se puede poner en 

función del ángulo de oscilación: 

𝑦𝑎 = 𝐿 − 𝐿 cos(𝛩)   ( 81) 

Aproximando para pequeñas oscilaciones cos(𝛩) ≈ 1 se tiene:  

𝑦𝑎 ≈ 0 

Por lo que: 

𝑥𝑎 = ∆𝐿𝑛 ( 82) 

El alargamiento en la dirección longitudinal del muelle se puede aproximar a su 

proyección horizontal, 𝑥𝑎 . 

De la misma forma, la fuerza del muelle será también considerada solo en 

componente horizontal. 

Con las hipótesis anteriores se determina la ecuación diferencial que rige el 

movimiento. Para ello se utiliza nuevamente la ecuación de equilibrio dinámico 

de momentos respecto del punto de oscilación O: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 
( 83) 

La derivada del momento angular en O puesto en función del centro de masas 

de la barra G: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝐺𝑡𝑛𝑏 + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 84) 
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Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del 

tiempo es igual que antes: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �̇⃗⃗⃗� + Ω⃗⃗⃗ 𝑥 [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �⃗⃗⃗� + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 85) 

Donde siguiendo el sistema de referencia intrínseco de la Fig. 34. y 

considerando que el sólido se mueve en dirección contraria a las agujas del 

reloj, obtenemos: 

[𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 =
𝑚

12
[
𝑒2 0 0
0 𝐿2 0
0 0 𝑒2 + 𝐿2

] - Tensor de inercia másico de una barra esbelta 

de longitud L y ancho e 

�⃗⃗⃗� = (
0
0
�̇�
) - Velocidad angular del sólido. 

�̇⃗⃗⃗� = (
0
0
�̈�
) - Derivada respecto del tiempo de la velocidad angular del sólido. 

Ω⃗⃗⃗ =  (
0
0
�̇�
) - Velocidad angular del sistema de referencia. 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ )𝑡𝑛𝑏 = (

0
−𝐿

2

0

)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗)𝑡𝑛𝑏 = (
𝑎𝑡
𝑎𝑛
0
) - Aceleración del punto G. 

Con lo cual operando se obtiene: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

𝛩 ̈ 𝑚 (
𝑒2

12
+
𝐿2

12
) +𝑚 𝑎𝑡

𝐿

2
 
) 

( 86) 

Donde la aceleración tangencial, 𝑎𝑡, se puede sustituir por �̈� ·
𝐿

2
. 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

𝛩 ̈ 𝑚 (
𝑒2

12
+
𝐿2

3
) 
) ( 87) 

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto 

O en componentes intrínsecas se define como: 
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∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑟𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑥 𝐹𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑥𝑦𝑧 ( 88) 

 

Fig. 36. Fuerzas que generan momentos sobre O. 

De la ecuación anterior ( 88) cabe destacar que, aunque el primer sumando se 

obtiene en base (t n b) y el segundo en base cartesiana (x y z), ambos solo 

aportan momento en la tercera componente que coincide en ambas bases, lo 

que nos permite simplificar los cálculos. 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ )𝑡𝑛𝑏 = (

0

−
𝐿

2

0

)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝑚𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛩)
−𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝛩)

0

)  - Peso de la barra 

(𝑟𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )𝑥𝑦𝑧 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto A respecto del punto O. 

( 𝐹𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑥𝑦𝑧 = (
−𝐹𝑚
0
0
)  - Fuerza ejercida por el muelle 

La fuerza ejercida por el muelle se define mediante:  

𝐹𝑚 = 𝑘 ·  𝑥𝑎 ( 89) 

En la que 𝑥𝑎 según los parámetros indicados en la Fig. 35 es. 

𝑥𝑎 =  𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩) ( 90) 

𝐹𝑚 = 𝑘 ·  𝐿 · 𝑠𝑒𝑛(𝛩)  ( 91) 

Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto 

del punto O es igual a: 
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∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

−𝑚𝑔
𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛩) − 𝑘 𝐿2 𝑠𝑒𝑛(𝛩) 

)  ( 92) 

Es importante reseñar que la componente normal del peso no genera momento 

respecto del punto O en la base (t n b), sin embargo la componente tangencial 

del peso y la fuerza ejercida por el muelle en la base cartesiana (x y z) generan 

momentos en componente z, ambos negativos, por lo que se suman sus 

efectos, tal y como se refleja en la formula ( 92). 

Aplicando la ecuación de equilibrio dinámico ( 84) en la componente binormal 

se tiene: 

−𝑚𝑔
𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛩) − 𝑘 𝐿2 𝑠𝑒𝑛(𝛩) =  𝛩 ̈ 𝑚 (

𝑒2

12
+
𝐿2

3
) 

( 93) 

En el caso analizado de pequeñas oscilaciones, el ángulo 𝛩 es pequeño con lo 

cual el sin(𝛩) se aproxima al ángulo obteniendo una ecuación diferencial del 

tipo: 

𝛩 ̈ 𝑚 (
𝑒2

12
+
𝐿2

3
) + (𝑚𝑔

𝐿

2
+ 𝑘 𝐿2)𝛩 = 0 

( 94) 

De la cual se puede obtener que la frecuencia propia del sistema, siguiendo la 

definición de la ecuación ( 10), será: 

𝒘𝒏
𝟐 =

(𝒎𝒈
𝑳
𝟐 + 𝒌 𝑳

𝟐)

𝒎(
𝒆𝟐

𝟏𝟐 +
𝑳𝟐

𝟑 )
 ( 95) 

Además simplificando la ecuación ( 95) suponiendo que la barra es de espesor 

nulo (𝑒 = 0) se obtiene: 

𝒘𝒏
𝟐 =

(𝒎𝒈
𝑳
𝟐 + 𝒌 𝑳

𝟐)

𝒎
𝑳𝟐

𝟑

 

( 96) 

 

5.2. Hipótesis de pequeñas oscilaciones con flecha 

estática no nula. 
En este caso la barra se sitúa en una posición arbitraria de equilibrio estático 

estando el muelle colocado perpendicular a la barra en la posición de equilibrio 

estático. Fig. 37 A). 
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Fig. 37.A) Barra articulada en equilibrio estático. B) Configuración de la barra articulada oscilando. 

Debido a la configuración de la barra en el muelle aparece una flecha estática, 

es decir, en equilibrio estático el muelle origina una fuerza sobre la barra, tal y 

como se puede observar en la Fig. 37. A) 

Hipótesis simplificativas: 

 Oscilaciones de pequeñas magnitudes. 

 Se considera que el muelle solo tiene desplazamiento en la dirección de 

elongación del muelle. 

 Muelle perpendicular a la barra en equilibrio estático. 

 

Fig. 38. Parámetros de elongación del muelle. 

A semejanza de lo que ocurría en los casos anteriores, para pequeñas 

oscilaciones cos(𝛩) ≈ 1, el alargamiento en la dirección longitudinal del muelle 

∆Ln se aproxima a su proyección horizontal ℎ𝑎 , y de la misma forma, la fuerza 

del muelle será también considerada solo en componente perpendicular a la 

barra. 

La flecha estática se obtiene con la condición de que el sumatorio de 

momentos de las fuerzas exteriores es cero ya que en ese caso el sistema no 

tiene movimiento. 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑟𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑥 𝐹𝑚
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

𝑖𝑗𝑘
= 0 ( 97) 
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Fig. 39. Fuerzas que generan momentos sobre O en el equilibrio estático. 

Definiendo los parámetros de la imagen anterior: 

𝛼 –Ángulo natural del muelle. Ángulo que forma la barra cuando el sistema no 

está cargado. 

𝛿  - Ángulo de equilibrio estático. Ángulo que forma la barra respecto de la 

vertical cuando el sistema está cargado. 

𝛿0 – Distancia que define la posición de equilibrio respecto de la posición 

natural del muelle. 

𝛩- Ángulo de la barra en movimiento respecto de la posición de equilibrio 

estático. 

De la ecuación anterior ( 97) cabe destacar que, aunque el primer sumando se 

desarrolla en base intrínseca móvil (t n b) y el segundo en base cartesiana fija 

(i j k), ambos solo aportan momento en la tercera componente que coincide en 

ambas bases, lo que nos permite simplificar los cálculos. 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ )𝑡𝑛𝑏 = (

0

−
𝐿

2

0

)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝑚𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

–𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝛿)
0

)  - Peso de la barra. 

(𝑟𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )𝑖𝑗𝑘 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto A respecto del punto O 

(𝐹𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑖𝑗𝑘 = (
𝐹𝑚
0
0
)  - Fuerza ejercida por el muelle. 

La fuerza que ejerce el muelle se define mediante: 
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𝐹𝑚 = 𝑘 ·  𝛿0 ( 98) 

Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto el 

punto O es igual a: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

−𝑚𝑔
𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛿) + 𝑘 · 𝐿 ·  𝛿0

) = 0   ( 99) 

Es importante reseñar que la componente normal del peso no genera momento 

respecto del punto O en la base intrínseca (t n b), sin embargo la componente 

tangencial del peso y la fuerza ejercida por el muelle en la base cartesiana (i j 

k) generan momentos en componente z con distintos signo, por lo que se restan 

sus efectos, tal y como se refleja en la fórmula ( 99). 

Despejando la flecha estática queda: 

𝛿0 =
𝑚 𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

2 𝑘
 

( 100) 

Con las hipótesis anteriores se determina la ecuación diferencial que rige el 

movimiento. Para ello se utiliza nuevamente la ecuación de equilibrio dinámico 

de momentos respecto del punto de oscilación O: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 
( 101) 

La derivada del momento angular en O puesto en función del centro de masas 

de la barra G: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = �̇⃗⃗⃗�𝐺𝑡𝑛𝑏 + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 102) 

Desarrollando el término de la derivada del momento angular en G respecto del 

tiempo, al igual que antes: 

�̇⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �̇⃗⃗⃗� + Ω⃗⃗⃗ 𝑥 [𝑇]𝐺𝑡𝑛𝑏 · �⃗⃗⃗� + 𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 𝑚 𝑎𝐺⃗⃗ ⃗⃗⃗ 
( 103) 

Se obtiene el mismo resultado: 

𝐻𝑂𝑡𝑛𝑏⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̇ =  (

0
0

𝛩 ̈ 𝑚 (
𝑒2

12
+
𝐿2

3
) 
) 

( 104) 

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores en el punto 

O se define como: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑟𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑥 𝐹𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑖𝑗𝑘 ( 105) 
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Fig. 40. Fuerzas que generan momentos sobre O. 

Siendo: 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ )𝑡𝑛𝑏 = (

0

−
𝐿

2

0

)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O. 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝑚𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿 + 𝛩)
–𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝛿 + 𝛩)

0

)  - Peso de la barra. 

(𝑟𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )𝑖𝑗𝑘 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto A respecto del punto O. 

(𝐹𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑖𝑗𝑘 = (
−𝐹𝑚
0
0
)  - Fuerza ejercida por el muelle. 

La fuerza del muelle se define mediante: 

𝐹𝑚 = 𝑘 · (ℎ𝑎 + 𝛿0) ( 106) 

En este caso se suman la flecha estática y la elongación del muelle ya que se 

considera que el movimiento del sistema es en la dirección contraria a las 

agujas del reloj, al igual que el movimiento generado por la flecha estática (Fig. 

39 y Fig. 40). 

Se puede definir ℎ𝑎 según los parámetros definidos por la Fig. 38. 

ℎ𝑎 =  𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩) ( 107) 

𝐹𝑚 = 𝑘 [𝐿𝑠𝑒𝑛(𝛩) +
𝑚 𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

2 𝑘
] 

( 108) 
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Operando se obtiene que el sumatorio de momentos de las fuerzas respecto el 

punto O es igual a: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

−𝑚𝑔
𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛿 + 𝛩) − 𝑘 𝐿 ·  [𝐿𝑠𝑒𝑛(𝛩) +

𝑚 𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

2 𝑘
]
) 

( 109) 

Es importante reseñar que la componente normal del peso no genera momento 

respecto del punto O en la base intrínseca (t n b), sin embargo la componente 

tangencial del peso y la fuerza ejercida por el muelle en la base cartesiana (i j 

k) generan momentos en componente k con el mismo signo, por lo que se 

suman ambos efectos, tal y como refleja en la fórmula ( 109). 

Aplicando la ecuación de equilibrio dinámico ( 101) se obtiene en la 

componente binormal: 

−𝑚𝑔
𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛿 + 𝛩) − 𝑘 𝐿2 𝑠𝑒𝑛(𝛩) − 𝑚𝑔

𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛿) =  𝛩 ̈ 𝑚 (

𝑒2

12
+
𝐿2

3
) 

( 110) 

−𝑚𝑔
𝐿

2
 [𝑠𝑒𝑛(𝛿) cos(𝛩) + cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝛩)] − 𝑘 𝐿2 𝑠𝑒𝑛(𝛩) − 𝑚𝑔

𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

=  𝛩 ̈ 𝑚 (
𝑒2

12
+
𝐿2

3
) 

( 111) 

En el caso analizado de pequeñas oscilaciones el ángulo 𝛩 es pequeño con lo 

cual el sin(𝛩) se aproxima al ángulo  y el cos(𝛩) tiende a la unidad, obteniendo 

una ecuación diferencial del tipo: 

𝛩 ̈ 𝑚 (
𝑒2

12
+
𝐿2

3
) + (𝑘 𝐿2 +𝑚𝑔

𝐿

2
 cos(𝛿))𝛩 = 0 

( 112) 

De la cual se puede obtener que la frecuencia propia del sistema, siguiendo la 

definición de la ecuación ( 10), es: 

𝒘𝒏
𝟐 =

(𝒌 𝑳𝟐 +𝒎𝒈
𝑳
𝟐 𝐜𝐨𝐬

(𝜹))

𝒎(
𝒆𝟐

𝟏𝟐 +
𝑳𝟐

𝟑 )
 

( 113) 

El cos(δ) para ángulos entre 90º y 270º es negativo y con lo cual no existen 

valores naturales de raíces negativas. Esto va a hacer que para un rango de 

valores de δ no haya solución,  ocurre cuando: 

𝑘 𝐿2 +𝑚𝑔
𝐿

2
 cos(𝛿) < 0 

( 114) 

Despejando δ, los rangos de valores en los que no hay solución es: 
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𝑆𝑖 
2 𝑘 𝐿

𝑚𝑔
< 1,

{
 
 

 
 δ > arcos (

−2 𝑘 𝐿

𝑚𝑔
) , δ ∈  (90º, 180º)

𝐻𝑎𝑠𝑡𝑎

δ < 360º − arcos (
−2 𝑘 𝐿

𝑚𝑔
) ,        δ ∈  (180º, 270º)

 
( 115) 

Analizando la variación de δ frente a 𝑓𝑛 mediante Matlab se puede observar: 

 

Fig. 41. Código en Matlab para el análisis de la frecuencia natural frente a la posición de la barra. 

Los valores que van a tomar las variables anteriores serán: 

𝑚 = 2𝑘𝑔- Masa de la barra rígida. 

𝐿 = 4𝑚 -Longitud de la barra rígida. 

𝑒 = 0,2𝑚 - Ancho de la barra rígida. 

𝐾 = 50𝑁 · 𝑚/𝑟𝑎𝑑 - Constante elástica del muelle. 

𝑔 = 9,807 𝑚/𝑠2- Aceleración de la gravedad. 

Ejecutando el script: 

 

Fig. 42. Variación de la frecuencia natural frente a la posición de la barra en Matlab. 
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Como se observa los valores mínimos de frecuencia alcanzan el mínimo cuando 

δ es 180º y sus máximos cuando δ es 0º,es decir, cuando más abajo esté el 

muelle lineal mayor será la frecuencia de oscilación. 

Finalmente analizando la variación de la frecuencia cuando varía el ángulo δ y 

otra de las variables que definen la frecuencia (masa de la barra rígida, 

constante elástica del muelle, longitud de la barra rígida y la aceleración de la 

gravedad). 

Para ello se implementa un código en Matlab que nos permita el análisis. 

 

Fig. 43. Código en Matlab para el análisis de la frecuencia frente a la variación del ángulo 𝛿 y la masa. 

Este análisis cumple que la frecuencia no es nula para ningún valor de δ, con 

lo que se cumple que: 

2 𝑘 𝐿

𝑚𝑔
> 1 ( 116) 

Las variables van a tomar los valores que se indicaron anteriormente. 

 

Fig. 44. Variación del ángulo 𝛿 y la masa de la barra rígida frente a la frecuencia en Matlab. 
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Fig. 45. Variación del ángulo 𝛿 y la constante de resorte frente a la frecuencia en Matlab. 

 

Fig. 46. Variación del ángulo 𝛿 y la longitud de la barra frente a la frecuencia en Matlab. 
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Fig. 47. Variación del ángulo δ y la aceleración de la gravedad frente a la frecuencia en Matlab. 

Del análisis de las anteriores figuras se deduce: 

 En la Fig. 44 se observa como la frecuencia disminuye cuando la masa 

de la barra rígida aumenta, aumentando también el efecto δ  en la 

frecuencia natural. 

 En cuanto a la Fig. 45 se ve como a mayor constante de resorte se tiene 

mayor frecuencia de vibración, atenuándose el efecto δ en la frecuencia 

 En la Fig. 46, se ve como la longitud apenas influye sobre la frecuencia, 

pero para longitudes próximas a cero se obtiene una gran variación de 

la frecuencia debida a la influencia de δ. 

 Por último en la Fig. 47 se observa como la aceleración de la gravedad 

no influye mucho en la frecuencia natural, pero la frecuencia se ve muy 

influenciada por δ para valores altos de la aceleración de la gravedad 

disminuyéndose este efecto para valores de la aceleración de la 

gravedad cercanos a cero. 

 

5.3. Solución exacta de la ecuación diferencial. 
En este apartado el objetivo es resolver la ecuación diferencial sin realizar 

simplificaciones de pequeñas oscilaciones, utilizando Matlab para obtener la 

frecuencia propia de oscilación del sistema. 

Se obtiene una nueva ecuación diferencial en la que no se tengan en cuenta 

todas las simplificaciones de pequeñas oscilaciones del apartado 5.2. pero sí 

que se va a mantener la consideración de que el muelle es perpendicular a la 

barra en el equilibrio estático. 
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Se parte al igual que antes de la ecuación de equilibrio dinámico ( 83), se 

mantiene el valor de la derivada del momento angular en O ( 87) ya que no 

sufre ningún tipo de simplificación. 

Por otro lado, el sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores respecto del 

punto O se define como: 

∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝑥 �⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 + (𝑟𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑥 𝐹𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑡𝑛𝑏 ( 117) 

 

Fig. 48. Fuerzas que crean momento sobre O para grandes oscilaciones. 

Siendo: 

(𝑟𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ )𝑡𝑛𝑏 = (

0

−
𝐿

2

0

)  - Vector de posición del punto G respecto del punto O 

(�⃗⃗�)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝑚𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛩 + δ)
−𝑚𝑔 𝑐𝑜𝑠(𝛩 + δ)

0

)  - Peso de la barra 

(𝑟𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )𝑡𝑛𝑏 = (
0
−𝐿
0
)  - Vector de posición del punto A respecto del punto O. 

( 𝐹𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝑡𝑛𝑏 = (
−𝐹𝑚cos(𝛩 − 𝛽)
𝐹𝑚sin(𝛩 − 𝛽)

0

)  - Fuerza ejercida por el muelle 

La fuerza ejercida por el muelle se define como:  

𝐹𝑚 = 𝑘 · (∆𝐿𝑛 − 𝛿0) ( 118) 

En este caso se restan la flecha estática y la elongación del muelle ya que se 

considera que el movimiento del sistema es en la dirección contraria a las 

agujas del reloj, al contrario que el movimiento generado por la flecha estática 

(Fig. 39 y Fig. 48). 
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Siendo el valor de la flecha estática el obtenido en la ecuación ( 100) ya que se 

va a calcular  en las mismas condiciones que el anterior apartado (5.2). 

𝐹𝑚 = 𝑘 · (∆𝐿𝑛 −
𝑚 𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

2 𝑘
) 

( 119) 

Siendo ∆𝐿𝑛 la definida en Fig. 49. 

 

Fig. 49. Parámetros de elongación del muelle para grandes oscilaciones. 

(∆𝐿𝑛 + 𝐿𝑛)
2 = (ℎ𝑎 + 𝐿𝑛)

2 + (𝑣𝑎)
2 ( 120) 

Sustituyendo el valor de ℎ𝑎  e  𝑣𝑎 : 

𝑣𝑎 = 𝐿 − 𝐿 cos(𝛩)   ( 121) 

ℎ𝑎 =  𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩) ( 122) 

Obteniéndose que el valor de ∆𝐿𝑛 es: 

∆𝐿𝑛 = √(𝐿 𝑠𝑒𝑛(𝛩) + 𝐿𝑛)2 + (𝐿 −  𝐿𝑐𝑜𝑠(𝛩))
2
− 𝐿𝑛 

( 123) 

Se analiza la variación de la elongación del muelle frente a la variación del 

ángulo 𝛩. 

 Se implementa en Matlab un código (Fig. 50) para obtener dicha variación, 

solo se va a analizar un rango 𝛩 ∈ [−𝜋,+𝜋] ya que es una función periódica. 
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Fig. 50.Código de la variación de la elongación del muelle frente al ángulo en Matlab. 

Siendo la longitud natural del muelle y la longitud de la barra rígida 

respectivamente, 𝐿𝑛 = 7𝑚 y 𝐿 = 4𝑚. 

Ejecutando el script se tiene: 

 

Fig. 51. Variación de la elongación del muelle frente al ángulo en Matlab. 

Como se observa la función pasa por el origen de coordenadas, coincidiendo 

lógicamente con  ∆𝐿𝑛 = 0  y 𝛩 = 0. 

También se ve cómo para valores del ángulo pequeños y negativos se obtiene 

una elongación negativa, pero para valores del ángulo grandes y negativos se 

originan elongaciones positivas, haciendo que la barra no oscile respecto a la 

posición de equilibrio estático. Con lo cual se va a trabajar con valores del 

ángulo que no se vean influenciados por ese efecto. Para aumentar el rango de 

valores, en el que se puede trabajar, se aumenta la longitud natural del muelle. 

Una vez definida y analizada la elongación del muelle (∆𝐿𝑛), se obtiene el 

sumatorio de momentos de las fuerzas exteriores respecto del punto O: 
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∑�⃗⃗⃗�𝑂𝑡𝑛𝑏 = (

0
0

−𝑚𝑔
𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛩 + δ) − 𝑘 𝐿 ∆𝐿𝑛cos(𝛩 − 𝛽) +

𝑚 𝐿 𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

2 

)  
( 124) 

Aplicando la ecuación de equilibrio dinámico ( 83) se obtiene en la componente 

binormal: 

−𝑚𝑔
𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝛩 + δ) − 𝑘 𝐿 ∆𝐿𝑛[cos(𝛩)cos(𝛽) + 𝑠𝑒𝑛(𝛩)𝑠𝑒𝑛(𝛽)] +

𝑚 𝐿 𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

2 

=  𝛩 ̈ 𝑚 (
𝑒2

12
+
𝐿2

3
) 

( 125) 

Definiendo el valor de cos(𝛽) y 𝑠𝑒𝑛(𝛽) mediante la Fig. 49: 

𝑠𝑒𝑛(𝛽) =
𝑣𝑎

∆𝐿𝑛 + 𝐿𝑛
=
𝐿 −  𝐿 𝑐𝑜𝑠(𝛩)

∆𝐿𝑛 + 𝐿𝑛
 

( 126) 

𝑐𝑜𝑠(𝛽) =
ℎ𝑎 + 𝐿𝑛
∆𝐿𝑛 + 𝐿𝑛

=
 𝐿𝑠𝑒𝑛(𝛩) + 𝐿𝑛
∆𝐿𝑛 + 𝐿𝑛

 
( 127) 

Siendo ∆𝐿𝑛, el definido en ( 123). 

Para la resolución de esta ecuación diferencial de segundo grado no lineal se 

debe transformar en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado 

para posteriormente aplicar un método de resolución numérica. En este caso 

se aplicará el método Runge-Kutta de orden 4. 

Realizando el cambio de variable anteriormente indicado: 

𝑦1 = 𝛩 ( 128) 

𝑦2 = �̇� ( 129) 

Se obtiene un sistema de ecuaciones de la forma: 

{

𝑦2 = 𝑦1̇

𝑦2̇ =
1

𝑚(
𝑒2

12 +
𝐿2

3 )

· [−𝑚𝑔
𝐿

2
 𝑠𝑒𝑛(𝑦1 + δ) − 𝑘𝐿 ∆𝐿𝑛[cos(𝑦1)cos(𝛽) + 𝑠𝑒𝑛(𝑦1)𝑠𝑒𝑛(𝛽)]

+
𝑚 𝐿 𝑔 𝑠𝑒𝑛(𝛿)

2 
 ] 

( 130) 

Además hay que definir las condiciones iniciales siendo estas: 𝛩(0) = 𝛩0 y 

�̇�(0) = 0. 

Con el cambio de variable se transforman en: 𝑦1(0) = 𝛩0 e 𝑦2(0) = 0. 

Una vez hecho esto se programa en Matlab el método Runge-Kutta 4, al igual 

que en el problema anterior. 
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A continuación, se define en una función de Matlab el sistema de ecuaciones 

diferenciales (Fig. 52): 

 

Fig. 52.Código en Matlab que define el sistema de ecuaciones diferenciales. 

Una vez hecho esto en un nuevo script de Matlab se define el método Runge-

Kutta para un intervalo de tiempo de 400 segundos, con condiciones iniciales 

iguales a 𝛩0 = 0,25 𝑟𝑎𝑑  �̇�0 = 0 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y con un total de 40000 pasos lo 

equivale a un incremento en cada paso de (Fig. 53), ya que cuanto menor sea 

el tamaño de los pasos y mayor tiempo de ejecución, mejor será la solución del 

espectro de frecuencia que nos ofrecerá Matlab:  

ℎ =
𝑡𝐹 − 𝑡0
𝑛º 𝑝𝑎𝑠𝑜𝑠

=
400𝑠

40000𝑝𝑎𝑠𝑜𝑠
= 0,01𝑠 

( 131) 

 

 

Fig. 53.Código en Matlab para resolución de ecuación diferencial. 

En este modelo se consideran los mismos parámetros geométricos y físicos 

anteriormente indicados. Siendo 𝛿 = 90º. 

Ejecutando el script y se obtiene: 
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Fig. 54. Resultados de la ecuación diferencial en Matlab. 

Como se puede observar (Fig. 54) la frecuencia obtenida por la resolución de 

la ecuación diferencial es de 1,357 Hz. 

 

5.4. Simulación 

Una vez obtenida de forma simplificada y mediante la resolución teórica de la 

ecuación diferencial la expresión de la frecuencia propia de la barra con muelle 

en el extremo, se simula utilizando Working Model ( 21). 

 

Fig. 55. Sistema simulado en Working Model. 

En dicho modelo (Fig. 55) se consideran los mismos parámetros geométricos y 

físicos anteriormente indicados. 

La barra oscila respecto a la posición horizontal de equilibrio estático (𝛿 = 90º). 

En esta posición el muelle tiene flecha estática por lo que ejerce una fuerza 

sobre la barra.  

El sistema se excita desplazándose de la posición de equilibrio estático un 

ángulo de 𝛩0 = 0,25 𝑟𝑎𝑑 respecto de la vertical. Se ejecuta el programa y se 
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mide. Además, el tiempo entre dos instantes de cálculo en Working Model se 

fija en 0,01s. 

Se mide la rotación de la barra respecto a la horizontal (Measure->Position-

>Rotation Graph). Se exportan los datos obtenidos  y se analizan con Matlab 

(Fig. 56) para determinar la frecuencia propia del sistema, utilizando las 

funciones de sus librerías, tal como se muestra en el código siguiente. 

 

Fig. 56. Código en Matlab para el análisis de datos de simulación. 

Ejecutado el código se obtiene la variación temporal del ángulo 𝛩 de la barra 

de la posición horizontal y su espectro de frecuencias (Fig. 57). 

 

Fig. 57. Variación temporal del ángulo y espectro de frecuencias en Matlab. 

Como se puede observar en la Fig. 57 el valor de la frecuencia natural obtenido 

es de 1,366 Hz. 

 

5.5. Comparación de resultados 
Se estudia cómo afecta la amplitud de las oscilaciones a la frecuencia natural, 

por ello se varían las condiciones iniciales (𝛩0) y se observa su efecto con cada 

uno de los tres métodos de resolución empleados. 
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Se dan valores al ángulo 𝛩0 en el dominio que va de 0,05 rad a 0,75 rad con 

un incremento en cada paso de 0,10 rad. Se toman este rango de valores ya 

que como se puede ver en Fig. 51 el punto de inflexión ocurre para valores de 

𝛩 = −1𝑟𝑎𝑑. 

Se consideran los mismos valores geométricos y físicos de las variables que en 

los apartados anteriores. 

 

Fig. 58. Variación de la frecuencia frente a las condiciones iniciales en Excel. 

Del análisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones: 

 La frecuencia natural obtenida en cada caso con la simplificación de 

pequeños desplazamientos no varía con el ángulo inicial, ya que en ella 

no intervienen dichas condiciones iniciales.  

 La frecuencia obtenida mediante la simulación con WM varía con las 

condiciones iniciales, aproximándose al valor obtenido con la 

simplificación de pequeños desplazamientos, y aumentando al ser 

mayor el desplazamiento inicial. 

 El resultado obtenido mediante la resolución de la ecuación diferencial 

con Runge-Kutta, obtiene resultados muy similares a los obtenidos con 

la simulación, con lo que se puede concluir que ambos resultados son 

válidos y coinciden con la lógica del sistema. 
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6. Viga empotrada libre 
El objetivo en este caso es obtener las frecuencias propias en el caso de una 

viga empotrada libre considerando solo su propia masa. 

6.1. Viga empotrada libre horizontal 

 

Fig. 59. Viga empotrada libre horizontal. 

 

6.1.1. Ecuación de equilibrio dinámico 
Se parte de la ecuación de equilibrio dinámico ( 21) para un elemento 

infinitesimal de barra que gobierna las vibraciones transversales en dicha 

barra. 
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( 132) 

Considerando constantes en toda la viga el módulo de Young (E), la inercia (Iz) 

y la sección transversal (A), para el caso de vibraciones libres (F(x,t)=0), se 

obtiene: 
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( 133) 
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( 134) 

Con lo cual queda una ecuación diferencial en la que la deformada depende 

del tiempo y la posición de estudio por lo que se va a resolver mediante la 

separación de variables [2] obteniendo dos soluciones, una temporal y otra 

espacial. Para ello se aplica el método de Galerkin (separación de variables): 

     tqxtxv  ,  ( 135) 

Luego ha de cumplir. 
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  ( 136) 

Como el término a la izquierda de la igualdad depende del tiempo y el derecho de 

la posición solo pueden ser iguales si a su vez son iguales a una constante cuya 

magnitud es menos la frecuencia natural de vibración al cuadrado (la igualación a 

cero o a una constante positiva no genera a movimientos vibratorios por lo que no 
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se consideran), a partir de lo cual se pueden obtener dos ecuaciones 

diferenciales ordinarias de segundo y cuarto orden independientes entre sí. 
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Cuyas soluciones son m.a.s. en función de la posición y el instante de estudio, 

respectivamente: 
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A partir de la expresión en función de la posición se tiene: 
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En la que: 
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Cuya solución es del tipo: 

  xi
4

xi
3

x
2

x
1 eAeAeAeAx     ( 141) 

Expresión que se puede transformar teniendo en cuenta que: 
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A partir de las cuales se obtiene: 




 








 e
2

ee

2

ee
ChSh  

( 143) 




 e
2

ee

2

ee
ChSh 









 
( 144) 




 i
iiii

e
2

ee

i2

ee
icosisen 









 
( 145) 




 i
iiii

e
2

ee

i2

ee
icosisen 









  
( 146) 



   

68 

 

Luego: 

 

   

   

   

   

                     xcosxisenAxcosxisenAxChxShAxChxShAx

xcosxisene

xcosxisene

xChxShe

xChxShe

eAeAeAeAx

4321

xi

xi

x

x

xi
4

xi
3

x
2

x
1

























































 ( 147) 

En la que agrupando. 

                 xcosAAxsenAAixChAAxShAAx 43432121    ( 148) 

Y finalmente. 

                 

 

         xcosAxsenAxChAxShAx
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 ( 149) 

 
 

6.1.1.1. Condiciones de contorno espaciales 
Conocida la solución de la ecuación diferencial, dependiente de la posición ( 

149). 

Es necesario establecer las condiciones de contorno espaciales que definen la 

estructura. Estas condiciones de contorno se dividen en geométricas y 

naturales. 

 

Condiciones de contorno geométricas 

Son las que describen el impedimento del movimiento en alguna sección de la 

viga. En el caso existe a un empotramiento, que restringe el desplazamiento en 

dirección transversal y el giro en la sección donde actúa en todo instante. 

 

  0,0'

0,0





txv

txv

j

j  ( 150) 

Condiciones de contorno naturales 

Son las que describen las tensiones existentes en algún punto de la viga. En el 

caso propuesto existe un extremo libre sin carga por lo que no hay tensiones 

normales y tangenciales en todo instante. 

 
  0t,y,Lx

0t,y,Lx

jxy

jx








 ( 151) 

Como la tensión normal está asociada a la derivada segunda del movimiento 

respecto del parámetro longitudinal. 
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En la sección extrema libre la tensión normal en todos sus puntos es nula con 

lo cual: 
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Mientras que la tensión tangencial está asociada a la derivada del momento 

flector respecto del parámetro longitudinal. 
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En la sección extrema libre la tensión tangencial en todos sus puntos es nula 

luego: 
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Y las condiciones de contorno naturales en este caso son: 
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6.1.1.2. Frecuencias naturales y modos propios de vibración 
La aplicación de las condiciones de contorno permite determinar las 

frecuencias naturales y modos propios de vibración. Para ello se va a partir de 

la solución espacial de la ecuación diferencial ( 149) que rige el movimiento y 

de sus condiciones de contorno espaciales ( 150)( 156). 

         xAxsenAxChAxShAx  cos8765   ( 157) 
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Aplicando las condiciones de contorno a la solución espacial y sus sucesivas 

derivadas se obtiene: 

         

         

         

         

5 6 7 8

5 6 7 8

2 2 2 2

5 6 7 8

3 3 3 3

5 6 7 8

x A Sh x A Ch x A sen x A cos x

' x A Ch x A Sh x A cos x A sen x

'' x A Sh x A Ch x A sen x A cos x

''' x A Ch x A Sh x A cos x A sen x

    

        

        

        

   

   

   

   

 ( 161) 

Se obtiene: 
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Que expresado de forma matricial es: 
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De las dos primeras ecuaciones se obtiene: 
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Y sustituyendo en las dos siguientes: 
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Para que la solución sea no trivial el determinante de la matriz ha de ser cero. 

       

       

Sh L sen L Ch L cos L
0

Ch L cos L Sh L sen L

   

   

 


 
 ( 166) 

 Desarrollando y simplificando: 

               Sh L sen L Sh L sen L Ch L cos L Ch L cos L 0                          
 ( 167) 
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2 2

2 2

Sh L Sh L sen L Sh L sen L sen L

Ch L Ch L cos L Ch L cos L cos L 0

     

     

   

    

 
( 168) 

   2Ch L cos L 2 0     ( 169) 

Con lo que queda: 

    01cos LLch ii   ( 170) 

Ecuación a partir de la cual se obtiene los valores de i  asociados a las 

frecuencias naturales.  

De ellas la de menor valor será de la frecuencia fundamental, la que la sigue 

será la frecuencia de primer armónico y así sucesivamente. 

La ecuación se resuelve mediante el método de Newton-Raphson. Para ello se 

utiliza Matlab que tiene una función implementada en sus librerías (fzero) que 

permite obtener los resultados a partir de un valor semilla (Fig. 60). Como el 

objetivo es conseguir las principales frecuencias de vibración se repite la 

búsqueda de soluciones con distintos valores semilla. 

 

Fig. 60. Código en Matlab que obtiene en un vector los valores de i . 

Se va a obtener los primeros 7 valores de Li : 

𝜂1𝐿 = 1,875      𝜂2𝐿 = 4,694      𝜂3𝐿 = 7,855      𝜂4𝐿 = 10,996      𝜂5𝐿 = 14,137 

𝜂6𝐿 = 17,279      𝜂7𝐿 = 20,420 

Con los que se determinan las frecuencias propias a partir de la expresión: 

2i
i i i

2 2 2z z z
i i i i

z

c
c EI EI EI L

mA mEI Ac
ALA


  

   





    


      





 ( 171) 

Para ello se deben definir los parámetros geométricos de la estructura. Se 

selecciona un perfil normalizado de acero IPN160, cuyas características son: 

𝐸 = 210𝐺𝑃𝑎 - Módulo de elasticidad del acero. 

𝐼𝑧 = 935𝑐𝑚4
- Momento de inercia respecto del eje perpendicular al plano de 

estudio. 
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𝑚
𝑙⁄ = 17,9

𝑘𝑔
𝑚⁄  - Masa por unidad de longitud. 

𝐿 = 10𝑚- Longitud de la viga. 

Con estos datos se obtienen los valores de las siete primeras frecuencias 

propias, que son: 

𝑤1 = 11,645 𝑟𝑎𝑑/𝑠      𝑤2 = 72,978 𝑟𝑎𝑑/𝑠     𝑤3 = 204,341𝑟𝑎𝑑/𝑠  

𝑤4 = 400,426 𝑟𝑎𝑑/𝑠       𝑤5 = 661,933 𝑟𝑎𝑑/𝑠     𝑤6 = 988,813 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝑤7 = 1381,069 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

Que expresada en Hz: 

𝑓1 = 1,853𝐻𝑧      𝑓2 = 11,615 𝐻𝑧     𝑓3 = 32,522𝐻𝑧  

𝑓4 = 63,730 𝐻𝑧       𝑓5 = 105,350𝐻𝑧     𝑓6 = 157,374 𝐻𝑧 

𝑓7 = 219,804 𝐻𝑧 

Los modos de vibración asociados se obtienen utilizando la solución espacial a 

la ecuación diferencial. 

         xAxsenAxChAxShAx iiii  cos8765   ( 172) 

Para ello es necesario determinar los valores de los coeficientes. En 

expresiones anteriores se obtuvieron las relaciones entre ellos: 

       ]cos[][ 65

86

75

LLchALsenLshA

AA

AA

iiii  




 ( 173) 

Por lo que sustituyendo las dos primeras en la última queda: 

       cos2 2 2 2

5 i i 6 i i 5 i i 6 i iA Sh L A Ch L A sen L A L 0            ( 174) 

En la que operando y despejando: 
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De forma que: 
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Que sustituidas en la ecuación espacial queda: 
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Donde operando: 
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( 178) 

Se obtiene la solución en función del coeficiente 6A , que se va a considerar 

igual a la unidad ( 6A =1) . 

Se ha implementado en Matlab un código que (Fig. 61) permite calcular los 

modos de vibración propia, en función de los valores de Li obtenidos 

anteriormente (Fig. 62). 

 

Fig. 61. Código en Matlab que calcula y representa los modos propios de vibración. 

 

Fig. 62. Modos de vibración obtenidos con Matlab. 

 

6.1.2. Método de Rayleigh-Ritz 
El principio de Hamilton define que, para sistemas mecánicos, la evolución 

temporal de todo sistema físico es que una cantidad denominada integral de 
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acción adquiere un valor estacionario (mínimo) cuando la trayectoria que 

realizan sus puntos es el “camino correcto” [4]. 

Es decir, las trayectorias que sigan las partículas debe minimizar la acción (s), 

definida como la integral de la función de Lagrange (L) entre dos instantes de 

tiempo: 

𝑠 = ∫ 𝐿 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 
( 179) 

La de Lagrange (L), aplicada a sistemas mecánicos depende de las 

coordenadas de posición y velocidad generalizadas de las partículas y del 

tiempo, por lo que: 

𝑠 = ∫ 𝐿(𝑞𝑖, �̇�𝑖 , 𝑡) 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 
( 180) 

Asimismo, todas las posibles trayectorias (caminos) que pueden seguir las 

partículas durante el intervalo de tiempo analizado, se pueden parametrizar 

mediante un nuevo parámetro (α), de modo que, según el Principio de 

Hamilton, el valor de α minimice la integral de acción, es decir: 

𝑠 = ∫ 𝐿(𝑞𝑖(𝛼), �̇�𝑖(𝛼), 𝑡) 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 
( 181) 

𝑑𝑠

𝑑𝛼
= 0 

( 182) 

Teniendo en cuenta esto: 

𝑑

𝑑𝛼
∫ 𝐿 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0 
( 183) 

Partiendo de que ocurran variaciones infinitesimales del camino respecto a la 

trayectoria real del sistema, pero acordando que todas las trayectorias posibles 

deben comenzar y acabar en el mismo punto, se obtienen las ecuaciones de 

Lagrange. 

𝜕𝐿

𝜕𝑞
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕�̇�
= 0 

( 184) 

Definiéndose el lagrangiano (L) de un sistema mecánico como la diferencia 

entre la energía cinética (T) y la energía potencial (V): 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 ( 185) 

Por otro lado, partiendo de que el lagrangiano no depende explícitamente del 

tiempo y definiendo la derivada total del lagrangiano respecto del tiempo para 

cada coordenada generalizada 𝑞𝑖 como: 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
=∑[

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡

+
𝜕𝐿

𝜕𝑞�̇�

𝑑𝑞�̇�
𝑑𝑡
] +

𝜕𝐿

𝜕𝑡
𝑖

 
( 186) 
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𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 0 

( 187) 

Se obtiene operando: 

𝑑

𝑑𝑡
[∑(

𝜕𝐿

𝜕𝑞�̇�
𝑞�̇�) − 𝐿

𝑖

] = −
𝜕𝐿

𝜕𝑡
 

( 188) 

Siendo el término: 

∑(
𝜕𝐿

𝜕𝑞�̇�
𝑞�̇�) − 𝐿

𝑖

= 𝐸 
( 189) 

La energía mecánica del sistema, con lo que se tiene: 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐿

𝜕𝑡
 

( 190) 

Aplicado que la función de Lagrange (L) no depende explícitamente del tiempo: 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0 

( 191) 

𝐸 = 𝑐𝑡𝑒 

Con lo que la energía mecánica del sistema es conservativa. 

Definiéndose la energía mecánica como la suma de la energía cinética (T) y la 

potencial (V): 

𝐸 = 𝑇 + 𝑉 ( 192) 

Con lo cual la energía de un sistema mecánico se conserva cuando las fuerzas 

externas que actúan sobre él no dependen explícitamente del tiempo. Estos 

sistemas mecánicos se denominan conservativos, en los cuales dichas fuerzas 

se obtienen del gradiente de un potencial: 

𝐹(𝑟) = −∇𝑉(𝑟) ( 193) 

Ejemplos de fuerzas conservativas fuerzas conservativas son gravitacionales o 

elásticas. 

Como se ha indicado anteriormente la energía mecánica es conservativa, por 

lo que se pueden definir dos estados energéticos. 

Estos estados son los de máxima energía cinética y mínima potencial. 

𝐸 = 𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑥 + 𝐸𝑃,𝑚𝑖𝑛 ( 194) 

𝐸𝑃,𝑚𝑖𝑛 = 0 

Y el estado de máxima energía potencial y mínima energía cinética. 

𝐸 = 𝐸𝑃,𝑚𝑎𝑥 + 𝐸𝐶,𝑚𝑖𝑛 ( 195) 
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𝐸𝐶,𝑚𝑖𝑛 = 0 

Como la energía mecánica (E) se conserva se tiene: 

𝐸 = 𝑐𝑡𝑒 = 𝑬𝑪,𝒎𝒂𝒙 = 𝑬𝑷,𝒎𝒂𝒙 ( 196) 

Se recurre al método de Rayleigh-Ritz [5], procedimiento sencillo y eficaz para 

obtener la pulsación al cuadrado (ω2) de un sistema vibratorio a partir de 

conceptos energéticos. Se basa en partir de las ecuaciones de energía 

potencial y cinética máximas (𝐸𝑃,𝑚𝑎𝑥, 𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑥) en función de la posición y la 

velocidad del sistema (𝜈(𝑥, 𝑡), �̇�(𝑥, 𝑡)) respectivamente.  

Para este caso la energía potencial se define como: 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 + 𝐸𝑃,𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ( 197) 

Se deprecia debido a las pequeñas oscilaciones que ocurren la energía 

potencial gravitacional respecto a la energía potencial elástica. 

𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 ≫ 𝐸𝑃,𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ( 198) 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 + 𝐸𝑃,𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

 

( 199) 

Ocurre lo mismo con la energía potencial elástica debido al momento flector y 

al cortante, donde esta última es muy pequeña en comparación con la anterior. 

𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 ≫ 𝐸𝑃,𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 ( 200) 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 =
1

2
∫
(𝑀𝑧(𝑥, 𝑡))

2

𝐸𝐼𝑧
𝑑𝑥 

( 201) 

Siendo la definición del momento flector: 

𝑀𝑧(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐼𝑧
𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
 

( 202) 

Se obtiene: 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 
( 203) 

Definiendo 𝜈(𝑥, 𝑡) como la función que da los desplazamientos de los puntos 

de la viga en el tiempo. 

Por otro lado, la energía cinética se define como: 

𝐸𝐶 = 𝐸𝐶,𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 ( 204) 

𝐸𝐶 =
1

2
∫(

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑚 
( 205) 
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Una vez hecho esto nos buscamos una solución a la función 𝜈(𝑥, 𝑡). La cual es 

una función de x y de t por lo que se puede dividir en una solución espacial y 

otra temporal. 

𝜈(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥) · 𝑞(𝑡) ( 206) 

El caso que nos ocupa presenta vibraciones libres por lo que: 

𝑞(𝑡) = cos(𝑤𝑡) ( 207) 

Con lo cual se obtiene: 

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜙(𝑥) · (−𝑤 sin(𝑤𝑡)) 

( 208) 

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
· cos(𝑤𝑡) 

( 209) 

Reescribiendo la energía cinética como: 

𝐸𝐶 =
1

2
∫(𝜙(𝑥) · (−𝑤 sin(𝑤𝑡)))2𝑑𝑚 

( 210) 

𝐸𝐶 =
1

2
∫sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝑑𝑚 

( 211) 

Sustituyendo 𝑑𝑚 = 𝐴 𝜌 𝑑𝑥 

𝐸𝐶 =
1

2
∫ sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥 

 

( 212) 

Reescribiendo la energía potencial: 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
· cos(𝑤𝑡))

2

𝑑𝑥 
( 213) 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

(cos(𝑤𝑡))2𝑑𝑥 
( 214) 

El teorema de Rayleigh-Ritz está basado en que la energía potencial máxima y 

la energía cinética máxima han de ser iguales debido a la conservación de la 

energía. Los máximos de ambas se alcanzan cuando: 

𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑥,  cuando  sin(𝑤𝑡) = 1 

𝐸𝑃,𝑚𝑎𝑥,  cuando  cos(𝑤𝑡) = 1 

Obteniendo: 

𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑥 =
1

2
∫𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥 

( 215) 

𝐸𝑃,𝑚𝑎𝑥 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 
( 216) 
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Del método de Rayleigh-Ritz se obtiene la siguiente ecuación: 

1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 = [
1

2
∫(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥]𝑤2 

( 217) 

Despejando la frecuencia natural: 

𝑤𝑛
2 =

1
2∫ 𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)
𝜕𝑥2

)
2

𝑑𝑥
𝐿

0

1
2∫ (𝜙

(𝑥))
2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥

𝐿

0

 

( 218) 

Donde: 

𝐴 - Sección de la viga. 

𝜌 - Densidad del material. 

𝐿 - Longitud de la viga. 

𝐼𝑧 - Inercia del perfil en dirección perpendicular al plano de estudio. 

𝐸 - Módulo de elasticidad. 

𝑚 = 𝐴 𝜌 𝐿 - Masa del perfil. 

𝜙(𝑥) - función que da los desplazamientos de los puntos de la viga. 

Se busca una solución a 𝜙(𝑥), esta función es aquella que define bien los 

desplazamientos de la viga y cumple las condiciones de contorno ( 230)( 231). 

Se prueba con la ecuación de la elástica: 

𝑀𝑧(𝑥) = 𝐸𝐼𝑧
𝜕2 𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
 

( 219) 

Primero se obtiene el momento flector, pero antes se calculan las reacciones 

en el extremo empotrado. 

 

Fig. 63. Reacciones de viga empotrada libre. 

Siguiendo el criterio de signos marcado en la anterior imagen (Fig. 63) se 

pueden aplicar las condiciones de equilibrio estático: 
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∑𝐹𝑋 = 0          ∑𝐹𝑌 = 0          ∑𝑀𝐴 = 0 
( 220) 

Obteniendo: 

𝑅𝐴𝑋 = 0 ( 221) 

𝑅𝐴𝑌 = 𝑞𝐿 ( 222) 

𝑀𝐴 = 𝑞
𝐿2

2
 

( 223) 

Definiendo  𝑞 =  𝐴 𝜌 𝑔 (Peso de la viga por unidad de longitud). 

Una vez hecho esto se busca el momento flector de la viga. 

 

Fig. 64. Diagrama para el cálculo del momento flector. 

Aplicando la condición de equilibrio estático para el momento en el punto C 

(Fig. 64), el momento flector es: 

𝑀𝑧(𝑥) = −𝑀𝐴 − 𝑞
𝑥2

2
+ 𝑅𝐴𝑌𝑥 

( 224) 

𝑀𝑧(𝑥) = 𝑞(𝐿𝑥 −
𝑥2

2
−
𝐿2

2
) 

( 225) 

Se procede a integrar para obtener la función que da los desplazamientos de 

la viga, de la primera integral se obtienen los giros que ocurren en cada sección 

de la viga. 

𝜃(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝑧
∫𝑀𝑧(𝑥) 𝑑𝑥 

( 226) 

𝜃(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝑧
[𝑞 (𝐿

𝑥2

2
−
𝑥3

6
−
𝐿2

2
𝑥) + 𝑐1] 

( 227) 

De la segunda integral se obtiene la función desplazamientos. 

𝜙(𝑥) = ∫𝜃(𝑥) 𝑑𝑥 
( 228) 
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𝑌(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝑧
[𝑞 (𝐿

𝑥3

6
−
𝑥4

24
−
𝐿2

4
𝑥2) + 𝑐1𝑥 + 𝑐2] 

( 229) 

A continuación, hay que obtener los valores de las constante c1 y c2 mediante 

las condiciones de contorno, siendo estas: 

𝜃(0) = 0 ( 230) 

𝜙(0) = 0 ( 231) 

Es decir, esto significa que está impedido el giro y el desplazamiento en la 

sección del empotramiento con lo cual: 

𝑐1 = 0 

𝑐2 = 0 

Por lo que: 

𝜙(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝑧
[𝑞 (𝐿

𝑥3

6
−
𝑥4

24
−
𝐿2

4
𝑥2)] 

( 232) 

Se calcula la frecuencia natural de la viga aplicando la ecuación ( 218). 

Siendo: 

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
=
𝑀𝑧(𝑥)

𝐸𝐼𝑧
=

1

𝐸𝐼𝑧
[𝑞(𝐿𝑥 −

𝑥2

2
−
𝐿2

2
)] 

( 233) 

𝑞 =  𝐴 𝜌 𝑔 =
𝑚

𝐿
 𝑔 

( 234) 

Se obtiene como resultado: 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝟏𝟔𝟐𝑬𝑰𝒛
𝟏𝟑𝒎𝑳𝟑

 
( 235) 

 

6.1.3. Simulación 
Una vez obtenida mediante la resolución de la ecuación diferencial del 

equilibrio dinámico y mediante el método de Rayleigh-Ritz la frecuencia propia 

de la viga, se va a simular con Working Model (Fig. 65). 

 

Fig. 65. Barra empotrada libre de la simulación en Working Model. 

En dicho modelo (Fig. 65) se consideran los mismos parámetros geométricos y 

físicos anteriormente indicados. 
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En este caso, debido a que el programa Working Model no trabaja con sólidos 

elásticos, se ha usado la herramienta Flexbeam. Esta opción consiste en dividir 

un sólido rígido en tantos elementos como se desee, unidos mediante resortes 

y articulaciones que simulan el efecto de una viga flexible.  

 

Fig. 66. Herramienta Flexbeam en Working Model 

En el análisis se ha de indicar el número de elementos y la rigidez de las 

uniones 𝐸𝐼𝑧.  

Aunque cuantos más elementos componen la viga más se acerca al modelo 

estudiado teóricamente, WM solo permite un total de 25 divisiones. 

La viga analizada en WM, se va excitando desplazando su extremo libre desde 

la posición de equilibrio estático, correspondiente a la configuración deformada 

de dicho punto debida a su peso propio hasta la posición en la que se 

encuentra al mismo nivel que el empotramiento.  

Una vez liberado dicho extremo se mide (Measure-> Position-> Y Graph) la 

variación en componente Y del centro de gravedad del último elemento. 

Después se van a exportar los datos para posteriormente analizarlos con 

Matlab (Fig. 67) para obtener la frecuencia propia del sistema utilizando 

funciones de sus librerías. 

 

Fig. 67. Código en Matlab para el análisis de datos de simulación. 
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Ejecutado el código se obtiene la variación temporal del eje Y del último 

elemento y su espectro de frecuencias (Fig. 68). 

 

Fig. 68. Variación temporal en el eje Y del centro de gravedad del último elemento y espectro de 

frecuencias en Matlab. 

Como se puede observar en la Fig. 68 el valor de la frecuencia natural obtenida 

es de 1,840Hz. 

 

6.1.4. Comparación de resultados 
Se estudia cómo afecta la variación de la longitud de la viga a la frecuencia 

propia, observando su efecto en cada uno de los tres métodos de resolución 

empleados. 

Se varía la longitud desde los 6 metros hasta los 16 metros con pasos 

constantes de 2 metros. 

Se consideran los mismos valores geométricos y físicos de las variables que en 

los problemas anteriores. 

A continuación, se muestra una gráfica con curvas de puntos y líneas la 

variación de la frecuencia cuando varía la longitud de la viga. En azul se va a 

mostrar la variación de la frecuencia mediante la resolución de la ecuación 

diferencial, en naranja se va a representar la variación de la frecuencia 

mediante el método de Rayleigh y en gris se representa los valores obtenidos 

mediante la simulación. 
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Fig. 69. Variación de la frecuencia frente a la longitud de la viga en Excel. 

Del análisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones: 

 Los tres procedimientos obtienen resultados muy similares, con lo cual 

se podría decir que los tres son válidos para el caso que nos ocupa. 

  El método de Rayleigh-Ritz es el más rápido para la obtención de 

resultados. Además, la aproximación de la función 𝜙 (x) en el método 

de Rayleigh-Ritz es válida debido a la gran similitud entre los resultados 

de los diferentes métodos. 

 

6.2. Viga empotrada libre inclinada 
La diferencia de este caso con el anterior es que ahora vamos a considerar 

que la viga en su posición inicial puede encontrarse girada un ángulo respecto 

de la horizontal. 

 

Fig. 70. Viga empotrada libre inclinada un ángulo 𝛿. 

 

6.2.1. Método de Rayleigh-Ritz 
Al igual que en el problema anterior se recurre al método de Rayleigh-Ritz. 
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Definiendo la energía potencial como: 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 + 𝐸𝑃,𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ( 236) 

Se deprecia debido a las pequeñas oscilaciones que van a ocurrir la energía 

potencial gravitacional respecto a la energía potencial elástica. 

𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 ≫ 𝐸𝑃,𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ( 237) 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 + 𝐸𝑃,𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 + 𝐸𝑃,𝑎𝑥𝑖𝑙 ( 238) 

Ocurre lo mismo con la energía potencial elástica debido al momento flector y 

al cortante, donde esta última es muy pequeña en comparación con la anterior. 

𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 ≫ 𝐸𝑃,𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 ( 239) 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 + 𝐸𝑃,𝑎𝑥𝑖𝑙 ( 240) 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 =
1

2
∫
(𝑀𝑧(𝑥, 𝑡))

2

𝐸𝐼𝑧
𝑑𝑥 +

1

2
∫𝑁(𝑥, 𝑡) · (

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥  
( 241) 

Siendo la definición del momento flector: 

𝑀𝑧(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐼𝑧
𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
 

( 242) 

Se obtiene: 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 +
1

2
∫𝑁(𝑥, 𝑡) · (

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥 
( 243) 

Definiendo 𝜈(𝑥, 𝑡) como la función que da los desplazamientos de los puntos 

de la viga en el tiempo. 

Por otro lado, la energía cinética se define como: 

𝐸𝐶 = 𝐸𝐶,𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 ( 244) 

𝐸𝐶 =
1

2
∫(

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑚 
( 245) 

Ahora buscamos una solución a la función 𝜈(𝑥, 𝑡),  la cual es una función de x 

y de t. por lo que se divide en una solución espacial y otra temporal. 

𝜈(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥) · 𝑞(𝑡) ( 246) 

Nuestro caso a estudiar presenta vibraciones libres por lo que: 

𝑞(𝑡) = cos(𝑤𝑡) ( 247) 

Se obtiene: 
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𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜙(𝑥) · (−𝑤 sin(𝑤𝑡)) 

( 248) 

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
· cos(𝑤𝑡) 

( 249) 

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
=
𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
· cos(𝑤𝑡) 

( 250) 

Reescribiendo la energía cinética como: 

𝐸𝐶 =
1

2
∫(𝜙(𝑥) · (−𝑤 sin(𝑤𝑡)))2𝑑𝑚 

( 251) 

𝐸𝐶 =
1

2
∫sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝑑𝑚 

( 252) 

Sustituyendo 𝑑𝑚 = 𝐴 𝜌 𝑑𝑥 

𝐸𝐶 =
1

2
∫sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥 +

1

2
sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝐿))

2
𝑚𝑐 

( 253) 

Reescribiendo la energía potencial: 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
· cos(𝑤𝑡))

2

𝑑𝑥 +
1

2
∫𝑁(𝑥, 𝑡) · (

𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
· cos(𝑤𝑡))

2

𝑑𝑥 

 

( 254) 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

(cos(𝑤𝑡))2𝑑𝑥 +
1

2
∫𝑁(𝑥, 𝑡) · (

𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
)

2

(cos(𝑤𝑡))2𝑑𝑥 
( 255) 

Se buscan los máximos de la energía cinética y potencial. 

𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑥,  cuando  sin(𝑤𝑡) = 1 

𝐸𝑃,𝑚𝑎𝑥,  cuando  cos(𝑤𝑡) = 1 

Obteniendo: 

𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑥 =
1

2
∫𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥 

( 256) 

𝐸𝑃,𝑚𝑎𝑥 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 +
1

2
∫𝑁(𝑥, 𝑡) · (

𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥 
( 257) 

Con lo cual del método de Rayleigh-Ritz se obtiene la siguiente ecuación: 

1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 +
1

2
∫𝑁(𝑥, 𝑡) · (

𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥 = [
1

2
∫(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥]𝑤2 ( 258) 

Despejando la frecuencia natural: 

𝑤𝑛
2 =

1
2∫ 𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)
𝜕𝑥2

)
2

𝑑𝑥
𝐿

0
+
1
2∫ 𝑁(𝑥, 𝑡) · (

𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥

)
2

𝑑𝑥
𝐿

0

1
2∫ (𝜙

(𝑥))
2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥

𝐿

0

 
( 259) 
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A continuación, se obtiene una ecuación que defina 𝜙(𝑥), en función del ángulo 

𝛿 y que además cumpla con las condiciones de contorno. 

Para ello se estudia el equilibrio dinámico en configuración deformada de un 

elemento infinitesimal [6]. 

 

Fig. 71. Equilibrio en la configuración deformada de elemento infinitésima. 

Aplicando la ecuación de equilibrio de momentos y la segunda ley de Newton a 

la componente vertical: 

∑𝑀𝐴 =
𝑑𝑀

𝑑𝑠
+ 𝑉 · cos(𝜃) − 𝑁 sin(𝜃) = 0 

( 260) 

∑𝐹𝑦 =
𝑑𝑉

𝑑𝑠
𝑑𝑠 = 𝜌𝐴

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
· 𝑑𝑥 

( 261) 

Suponiendo que: 

cos(𝜃) ≈  1 

sin(𝜃) ≈ 𝜃 

tan 𝜃 =
sin(𝜃)

cos(𝜃)
≈ 𝜃 ≈

𝑑𝑣(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥
 

𝑑𝑠 ≈ 𝑑𝑥 

Se tiene: 

𝑉 = −
𝑑𝑀

𝑑𝑥
+ 𝑁

𝑑𝑣(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥
 

( 262) 

Sustituyendo la ecuación ( 262) en la ecuación ( 261) se tiene: 

−
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
+ 𝑁

𝑑2𝑣(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥2
= 𝜌𝐴

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

( 263) 

Definiendo M como: 

𝑀 = 𝐸𝐼𝑧
𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
 

( 264) 

Se obtiene la siguiente ecuación diferencial: 
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−𝐸𝐼𝑧
𝜕4𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝑁

𝑑2𝑣(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥2
= 𝜌𝐴

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

( 265) 

Siendo N el axil que define la viga, el cual es variable: 

Por otro lado aplicando las ecuaciones ( 246) y ( 247) se obtiene: 

−𝐸𝐼𝑧
𝜕4𝜙(𝑥)

𝜕𝑥4
cos(𝑤𝑡) + 𝑁(𝑥)

𝑑2𝜙(𝑥)

𝑑𝑥2
cos(𝑤𝑡) = −𝑤2𝜌𝐴 cos(𝑤𝑡) 

( 266) 

Por lo que simplificando se tiene la siguiente ecuación diferencial que nos 

define 𝜙(𝑥): 

−𝐸𝐼𝑧
𝜕4𝜙(𝑥)

𝜕𝑥4
+ 𝑁(𝑥)

𝑑2𝜙(𝑥)

𝑑𝑥2
+𝑤2𝜌𝐴 = 0 

( 267) 

Siendo N(x): 

𝑁(𝑥) = (𝑎 + 𝑏𝑥) sin(𝛿) ( 268) 

𝑁(𝐿) = 0 ( 269) 

𝑁(0) = − 𝜌𝐴𝐿𝑔 sin(𝛿) ( 270) 

Obteniendo: 

𝑁(𝑥) = −𝜌𝐴𝑔(𝐿 − 𝑥) sin(𝛿) ( 271) 

Obteniendo así la ecuación diferencial que define 𝜙(𝑥) como: 

−𝐸𝐼𝑧
𝜕4𝜙(𝑥)

𝜕𝑥4
−−𝜌𝐴𝑔(𝐿 − 𝑥) sin(𝛿)

𝑑2𝜙(𝑥)

𝑑𝑥2
+𝑤2𝜌𝐴 = 0 

( 272) 

Esta ecuación diferencial no lineal, se tiene que resolver por otros métodos de 

cálculo y para unos valores dados de las variables, siendo estos los del 

problema anterior. 

Para la resolución de dicho apartado se va a utilizar el script del Anexo I 

implementado en el software Mathematica, formulado por el cotutor M. Cacho. 

 

6.2.2. Simulación  
Una vez obtenida mediante el método de Rayleigh-Ritz la frecuencia propia de 

la viga, y aplicada a un caso particular, se va a simular con Working Model (Fig. 

72). 
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Fig. 72. Barra empotrada libre inclinada 60º, de la simulación de Working Model 

En dicho modelo (Fig. 72) se consideran los mismos parámetros geométricos y 

físicos anteriormente indicados. 

En este caso 𝛿 toma el valor de 60º. 

En este caso debido a que Working Model no trabaja con sólidos elásticos, se 

ha usado la herramienta Flexbeam, esta opción consiste en dividir un sólido 

rígido en tantas partes como se desee, las cuales se encuentran unidas 

mediante resortes y articulaciones que simulan el efecto de una viga flexible.  

Hay que de indicarle el número de elementos que se desea y el producto 𝐸𝐼𝑧.  

Cierto es que cuantos más elementos componen la viga más se va a acercar a 

la solución obtenida teóricamente, pero WM tiene limitaciones y solo nos 

permite un total de 25 divisiones. 

La viga se va a excitar debido a que los esfuerzos que actúan sobre la viga 

crean una deformada originando una vibración. 

Se va medir la variación en el eje Y del centro de gravedad del último elemento. 

(Measure-> Position-> Y Graph). Se exportan los datos obtenidos  y se analizan 

con Matlab (Fig. 73) para determinar la frecuencia propia del sistema, 

utilizando las funciones de sus librerías, tal como se muestra en el código 

siguiente. 
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Fig. 73. Código en Matlab para el análisis de datos de simulación. 

Ejecutado el código se obtiene la variación temporal del eje Y del último 

elemento y su espectro de frecuencias. 

 

Fig. 74. Variación temporal en el eje Y del centro de gravedad del último elemento y espectro de 

frecuencias en Matlab. 

Como se puede observar en la Fig. 74 el valor de la frecuencia natural obtenida 

es de 1,826Hz. 

 

6.2.3. Comparación de resultados 
Se estudia cómo afecta la variación del ángulo 𝛿 a la frecuencia propia, 

observando su efecto en cada uno de los dos métodos de resolución 

empleados. 

Se variar 𝛿 desde los -90º a +90º con pasos constantes de 30º. 

Se consideran los mismos valores geométricos y físicos de las variables que en 

los problemas anteriores. 

A continuación, se muestra una gráfica con curvas de puntos y líneas la 

variación de la frecuencia cuando varía el ángulo 𝛿. En naranja se va a 
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representar la variación de la frecuencia mediante el método de Rayleigh y en 

azul se representa los valores obtenidos mediante la simulación. 

 

Fig. 75. Variación de la frecuencia frente a la 𝛿 en Excel. 

Del análisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones: 

 Los resultados obtenidos en ambos métodos no se asimilan mucho. 

 Se observa como claramente el resultado con ambos métodos tiene la 

misma tendencia, quedando claro que la frecuencia de vibración varía 

con 𝛿. 
 Se ve como la variación es mucho menor para el resultado obtenido con 

el método de Rayleigh-Ritz y mucho mayor con la simulación. Esta 

variación se debe a que los resultados arrojados por Working Model no 

son muy precisos y se obtienen resultados que no se asemejan con lo 

calculado teóricamente. 
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7. Viga empotrada libre con masa 
Se estudia la frecuencia propia de vibración para una viga empotrada libre 

teniendo en cuenta que la masa de la propia viga no es despreciable y además 

se localiza una masa vibrante en su extremo.  

 

7.1. Método de Rayleigh-Ritz 
Al igual que en el problema anterior se recurre al método de Rayleigh-Ritz [7]. 

 

Fig. 76. Viga empotrada libre con carga en el extremo libre. 

Definiendo la energía potencial como: 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 + 𝐸𝑃,𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ( 273) 

Se deprecia debido a las pequeñas oscilaciones que van a ocurrir la energía 

potencial gravitacional respecto a la energía potencial elástica. 

𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 ≫ 𝐸𝑃,𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ( 274) 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 + 𝐸𝑃,𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 ( 275) 

Ocurre lo mismo con la energía potencial elástica debido al momento flector y 

al cortante, donde esta última es muy pequeña en comparación con la anterior. 

𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 ≫ 𝐸𝑃,𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 ( 276) 

𝐸𝑃 = 𝐸𝑃,𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝐸𝑃,𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 =
1

2
∫
(𝑀𝑧(𝑥, 𝑡))

2

𝐸𝐼𝑧
𝑑𝑥 

( 277) 

Siendo la definición del momento flector: 

𝑀𝑧(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐼𝑧
𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
 

( 278) 

Se obtiene: 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 
( 279) 

Definiendo 𝜈(𝑥, 𝑡) como la función que da los desplazamientos de los puntos 

de la viga en el tiempo. 
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Por otro lado, la energía cinética se define como: 

𝐸𝐶 = 𝐸𝐶,𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 + 𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑠𝑎 ( 280) 

𝐸𝐶 =
1

2
∫(

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑚 +
1

2
(
𝜕𝜈(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑡
)

2

𝑚𝑐 
( 281) 

Ahora buscamos una solución a la función 𝜈(𝑥, 𝑡),  la cual es una función de x 

y de t. por lo que se divide en una solución espacial y otra temporal. 

𝜈(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥) · 𝑞(𝑡) ( 282) 

Nuestro caso a estudiar presenta vibraciones libres por lo que: 

𝑞(𝑡) = cos(𝑤𝑡) ( 283) 

Se obtiene: 

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜙(𝑥) · (−𝑤 sin(𝑤𝑡)) 

( 284) 

𝜕2𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
· cos(𝑤𝑡) 

( 285) 

Reescribiendo la energía cinética como: 

𝐸𝐶 =
1

2
∫(𝜙(𝑥) · (−𝑤 sin(𝑤𝑡)))2𝑑𝑚 +

1

2
(𝜙(𝐿) · (−𝑤 sin(𝑤𝑡)))2𝑚𝑐 

( 286) 

𝐸𝐶 =
1

2
∫sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝑑𝑚 +

1

2
sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝐿))

2
𝑚𝑐 

( 287) 

Sustituyendo 𝑑𝑚 = 𝐴 𝜌 𝑑𝑥 

𝐸𝐶 =
1

2
∫sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥 +

1

2
sin(𝑤𝑡)2𝑤2(𝜙(𝐿))

2
𝑚𝑐 

( 288) 

Reescribiendo la energía potencial: 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
· cos(𝑤𝑡))

2

𝑑𝑥 

 

( 289) 

𝐸𝑃 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

(cos(𝑤𝑡))2𝑑𝑥 
( 290) 

Se buscan los máximos de la energía cinética y potencial. 

𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑥,  cuando  sin(𝑤𝑡) = 1 

𝐸𝑃,𝑚𝑎𝑥,  cuando  cos(𝑤𝑡) = 1 

Obteniendo: 

𝐸𝐶,𝑚𝑎𝑥 =
1

2
∫𝑤2(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥 +

1

2
𝑤2(𝜙(𝐿))

2
𝑚𝑐 

( 291) 
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𝐸𝑃,𝑚𝑎𝑥 =
1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 
( 292) 

Con lo cual del método de Rayleigh-Ritz se obtiene la siguiente ecuación: 

1

2
∫𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 = [
1

2
∫(𝜙(𝑥))

2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥 +

1

2
(𝜙(𝐿))

2
𝑚𝑐]𝑤

2 
( 293) 

Despejando la frecuencia natural: 

𝑤𝑛
2 =

1
2∫ 𝐸𝐼𝑧 (

𝜕2𝜙(𝑥)
𝜕𝑥2

)
2

𝑑𝑥
𝐿

0

1
2∫ (𝜙

(𝑥))
2
𝐴 𝜌 𝑑𝑥

𝐿

0
+
1
2 (𝜙

(𝐿))
2
𝑚𝑐

 

( 294) 

Se busca una solución a 𝜙(𝑥), esta función es aquella que define bien los 

desplazamientos de la viga y cumple las condiciones de contorno ( 230)( 231). 

Se prueba con la ecuación de la elástica: 

Para ello se calculan las reacciones en la viga. 

 

Fig. 77. Reacciones de viga empotrada libre con carga. 

𝑅𝐴𝑋 = 0 ( 295) 

𝑅𝐴𝑌 = 𝑞𝐿 +𝑚𝑐𝑔 ( 296) 

𝑀𝐴 = 𝑚𝑐𝑔𝐿 + 𝑞
𝐿2

2
 

( 297) 

Definiendo  𝑞 =  𝐴 𝜌 𝑔 (Peso de la viga por unidad de longitud). 

Una vez hecho esto procedemos a obtener el momento flector de la viga. 

 

Fig. 78. Diagrama para el cálculo del momento flector. 
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Aplicando la condición de equilibrio estático para momentos en el punto C (Fig. 

78), el momento flector es: 

𝑀𝑧(𝑥) = −𝑀𝐴 − 𝑞
𝑥2

2
+ 𝑅𝐴𝑌𝑥 

( 298) 

𝑀𝑧(𝑥) = 𝑞(𝐿𝑥 −
𝑥2

2
−
𝐿2

2
) +𝑚𝑐𝑔(𝑥 − 𝐿) 

( 299) 

Se procede a integrar para obtener la función que da los desplazamientos de 

la viga, de la primera integral se obtienen los giros que ocurren en cada sección 

de la viga. 

𝜃(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝑧
∫𝑀𝑧(𝑥) 𝑑𝑥 

( 300) 

𝜃(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝑧
[𝑞 (𝐿

𝑥2

2
−
𝑥3

6
−
𝐿2

2
𝑥) +𝑚𝑐𝑔 (

𝑥2

2
− 𝐿𝑥) + 𝑐1] 

( 301) 

De la segunda integral se obtiene la función desplazamientos. 

𝜙(𝑥) = ∫𝜃(𝑥) 𝑑𝑥 
( 302) 

𝜙(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝑧
[𝑞 (𝐿

𝑥3

6
−
𝑥4

24
−
𝐿2

4
𝑥2) +𝑚𝑐𝑔 (

𝑥3

6
− 𝐿

𝑥2

2
) + 𝑐1𝑥 + 𝑐2] 

( 303) 

A continuación, hay que obtener los valores de las constante c1 y c2 mediante 

las condiciones de contorno, siendo estas: 

𝜃(0) = 0 ( 304) 

𝜙(0) = 0 ( 305) 

Es decir, esto significa que está impedido el giro y el desplazamiento en la 

sección de empotramiento con lo cual: 

𝑐1 = 0 

𝑐2 = 0 

Por lo que: 

𝜙(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝑧
[𝑞 (𝐿

𝑥3

6
−
𝑥4

24
−
𝐿2

4
𝑥2) +𝑚𝑐𝑔 (

𝑥3

6
− 𝐿

𝑥2

2
)] 

( 306) 

Ya aplicando la ecuación de definición de la frecuencia natural ( 294). 

Siendo: 

𝜕2𝜙(𝑥)

𝜕𝑥2
=
𝑀𝑧(𝑥)

𝐸𝐼𝑧
=

1

𝐸𝐼𝑧
[𝑞(𝐿𝑥 −

𝑥2

2
−
𝐿2

2
) + 𝑚𝑐𝑔(𝑥 − 𝐿)] 

( 307) 

𝜙(𝐿) =
1

𝐸𝐼𝑧
[−𝑞

𝐿4

8
−𝑚𝑐𝑔

𝐿3

3
] 

( 308) 
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𝑞 =  𝐴 𝜌 𝑔 =
𝑚

𝐿
𝑔 

( 309) 

Se obtiene como resultado: 

𝒘𝒏
𝟐 = 𝑬𝑰𝒛 [

𝒎𝟐

𝟐𝟎 +
𝒎𝒄𝒎
𝟒 +

𝒎𝒄
𝟐

𝟑
𝟏𝟑𝒎𝟑𝑳𝟑

𝟑𝟐𝟒𝟎 +
𝒎𝒄
𝟑𝑳𝟑

𝟗 +
𝟐𝟑𝒎𝒎𝒄

𝟐𝑳𝟑

𝟐𝟏𝟎 +
𝟔𝟔𝟔𝟓𝒎𝟐𝒎𝒄𝑳𝟑

𝟏𝟖𝟒𝟖𝟗𝟔

] ( 310) 

Vamos a intentar simplificar el polinomio para ello se multiplica y divide la 

ecuación por (𝑚𝑐 +
33

140
𝑚), polinomio sacado de [8]. 

Obteniéndose: 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝑬𝑰𝒛

𝑳𝟑(𝒎𝒄 +
𝟑𝟑
𝟏𝟒𝟎𝒎)

[

𝟑𝟑𝒎𝟑

𝟐𝟖𝟎𝟎 +
𝟐𝟑𝒎𝒎𝒄

𝟐

𝟕𝟎 +
𝒎𝒄
𝟑

𝟑 +
𝟔𝟏𝒎𝟐𝒎𝒄

𝟓𝟔𝟎
𝟏𝟑𝒎𝟑

𝟑𝟐𝟒𝟎 +
𝟐𝟑𝒎𝒎𝒄

𝟐

𝟐𝟏𝟎 +
𝒎𝒄
𝟑

𝟗 +
𝟔𝟔𝟔𝟓𝒎𝟐𝒎𝒄

𝟏𝟖𝟒𝟖𝟗𝟔

] ( 311) 

Dividiendo el polinomio del numerador y del denominador se obtiene que más 

o menos el numerador es tres veces mayor al denominador. 

Con lo cual se puede simplificar: 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝟑𝑬𝑰𝒛

𝑳𝟑(𝒎𝒄 +
𝟑𝟑
𝟏𝟒𝟎𝒎)

 ( 312) 

Se analiza cómo afecta a la frecuencia natural el aumento de la masa vibrante 

en el extremo, para ello se crea un código en Matlab que nos implemente 

dichas variaciones. 

 

Fig. 79. Código en Matlab para la variación de la masa vibrante frente a la frecuencia. 

Obteniéndose como resultado: 
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Fig. 80. Variación de la masa vibrante frente a la frecuencia en Matlab. 

Se observa claramente que a mayor masa vibrante en el extremo se obtiene 

menor frecuencia de vibración. Además, se produce una asíntota en el eje 

horizontal, es decir, nunca se alcanza el valor cero en la frecuencia. 

 

7.2. Simulación 
Una vez obtenida mediante el método de Rayleigh-Ritz la frecuencia propia de 

la viga, se va a simular con Working Model (Fig. 81). 

 

Fig. 81. Barra empotrada libre con masa de la simulación de Working Model 

Se define la viga como un perfil IPN 160 y un acero S275. 

𝐸 = 210𝐺𝑃𝑎 - Módulo de elasticidad del acero. 

𝐼𝑧 = 935𝑐𝑚4
- Inercia perpendicular al plano de estudio. 

𝑚
𝑙⁄ = 17,9

𝑘𝑔
𝑚 ⁄ - Masa por unidad de longitud del perfil. 

𝑚𝑐 = 30𝑘𝑔 -  Masa del extremo. 

𝐿 = 10𝑚 - Longitud de la viga. 

En este caso debido a que Working Model no trabaja con sólidos elásticos, se 

ha usado la herramienta Flexbeam, esta opción consiste en dividir un sólido 

rígido en tantas partes como se desee, las cuales se encuentran unidas 

mediante resortes y articulaciones que simulan el efecto de una viga flexible.  

Hay que de indicarle el número de elementos que se desea y el producto 𝐸𝐼𝑧.  
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Cierto es que cuantos más elementos componen la viga más se va a acercar a 

la solución obtenida teóricamente, pero WM tiene limitaciones y solo nos 

permite un total de 25 divisiones. 

La viga se va a excitar debido a que los esfuerzos que actúan sobre la viga 

crean una deformada originando una vibración. 

Para simular la masa vibrante se ha unido un rectángulo encima del último 

elemento. (el de la derecha en la Fig. 81). 

Se va medir la variación en el eje Y del centro de gravedad del último elemento. 

(Measure-> Position-> Y Graph). Se exportan los datos obtenidos  y se analizan 

con Matlab (Fig. 82) para determinar la frecuencia propia del sistema, 

utilizando las funciones de sus librerías, tal como se muestra en el código 

siguiente. 

 

Fig. 82. Código en Matlab para el análisis de datos de simulación. 

Ejecutado el código se obtiene la variación temporal del eje Y del último 

elemento y su espectro de frecuencias. 

 

Fig. 83. Variación temporal en el eje Y del centro de gravedad del último elemento y espectro de 

frecuencias en Matlab. 
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Como se puede observar en la Fig. 83 el valor de la frecuencia natural obtenida 

es de 1,528Hz. 

 

7.3. Comparación de resultados 
Se estudia cómo afecta la variación de la longitud de la viga a la frecuencia 

propia, observando su efecto en cada uno de los tres métodos de resolución 

empleados. 

Se varía la longitud desde los 6 metros hasta los 16 metros con pasos 

constantes de 2 metros. 

Se consideran los mismos valores geométricos y físicos de las variables que en 

los problemas anteriores. 

A continuación, se muestra una gráfica con curvas de puntos y líneas la 

variación de la frecuencia cuando varía la longitud de la viga. En naranja se va 

a representar la variación de la frecuencia mediante el método de Rayleigh-Ritz 

y en gris se representan los valores obtenidos mediante la simulación. 

 

 

Fig. 84. Variación de la frecuencia frente a la longitud de la viga en Excel. 

Del análisis de la figura se deducen las siguientes conclusiones: 

 Los dos resultados tienen soluciones muy similares, pero si es cierto 

que a mayor longitud de la viga menor es la diferencia en las soluciones 

 Además, la aproximación de la función 𝜙 (x) en el método de Rayleigh-

Ritz es válida debido a la gran similitud entre los resultados de los 

diferentes métodos. 
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8. Conclusiones y línea futura 

8.1. Conclusiones 
Comparando las ecuaciones obtenidas para la resolución de cada uno de los 

sistemas: 

-Péndulo simple (3.1). 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝒎𝒈𝑳

(
𝒎 · 𝒓𝟐

𝟐 + 𝑳𝟐 · 𝒎)
 

( 

313) 

-Péndulo con muelle de torsión (4.2). 

𝒘𝒏
𝟐 =

(𝒌 +𝒎𝒈𝑳𝐜𝐨𝐬(𝜹))

𝒎(
𝒓𝟐

𝟐 + 𝑳𝟐)
 ( 314) 

-Barra rígida articulada en un extremo con resorte (5.2). 

𝒘𝒏
𝟐 =

(𝒌 𝑳𝟐 +𝒎𝒈
𝑳
𝟐 𝐜𝐨𝐬

(𝜹))

𝒎(
𝒆𝟐

𝟏𝟐 +
𝑳𝟐

𝟑 )
 ( 315) 

-Viga empotrada libre (6.1.2). 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝟏𝟔𝟐𝑬𝑰𝒛
𝟏𝟑𝒎𝑳𝟑

 
( 316) 

-Viga empotrada libre con masa (7.1). 

𝒘𝒏
𝟐 =

𝟑𝑬𝑰𝒛

𝑳𝟑(𝒎𝒄 +
𝟑𝟑
𝟏𝟒𝟎𝒎)

 ( 317) 

Como conclusión final se observa como todas tienen una estructura similar, 

con lo cual se puede decir que se ha analizado un sistema al que se le ha 

añadido elementos. Estando el denominador compuesto, en todas ellas, por 

operaciones en las que aparecen las características geométricas del sistema 

(inercias) y las masas de estos sistemas y los numeradores compuestos por 

términos que representan los esfuerzos que crean el movimiento armónico 

simple. 

Se puede concluir también: 

 Se ha conseguido completar el objetivo principal de analizar los efectos 

del peso propio en la frecuencia de vibración de los diferentes tipos de 

sistemas que se planteaban. 

 Se ha logrado contrastar los resultados mediante el análisis teórico y la 

simulación con Working Model. 

 En los sistemas estudiados se obtiene claramente como la gravedad es 

uno de los factores a tener en cuenta variando las frecuencias de 

vibración de los sistemas en las diferentes posiciones que pueden 

adoptar. 
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 Se han obtenido conocimientos sobre nuevos métodos y teoremas para 

la resolución de los diferentes sistemas. 

 A la vista de las comparaciones realizadas entre los resultados teóricos 

y los resultados de la simulación se puede validar el proceso de cálculo 

de los valores arrojados por Working Model, concluyendo así mismo que 

el programa es válido para la simulación de sistemas similares. 

 Se ha aprendido a analizar un conjunto de datos mediante gráficas que 

nos permitan sacar conclusiones. 

 Se concluye también como claramente las condiciones iniciales influyen 

en la frecuencia natural, como se puede observar tanto en el péndulo 

simple como en el péndulo de torsión y en la barra rígida articulada con 

muelle en el extremo. 

 En los sistemas continuos se ha logrado observar como la frecuencia 

natural para vigas afectadas por su peso propio y para vigas afectadas 

por su peso y una masa vibrante en su extremo se obtienen resultados 

diferentes. 

 

8.2. Línea futura 
Como línea futura a dicho estudio se podría estudiar un sistema compuesto por 

una viga empotrada libre que está sometida a la acción de un muelle de torsión 

en su origen y además en su extremo se localiza una masa vibrante, es decir, 

un sistema que englobe a todos los ya analizados. 

 

 

Fig. 85. Representación de sistema a estudiar en el futuro. 
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Anexo I 
A continuación se introduce el código implementado en Mathematica para la 

resolución del apartado 6.2.1. 

 

In[  ]:= datos={vE→2.1×10^11,Iz→935×10^-8,A→17.9,ρ→1,L→10,g→9.81}; 

In[  ]:= sol=Solve[-vEIzs^4+Nxs^2+ρAω^2=0//.datos,s]//Quiet; 

resuelve silencioso 

(* ecuacion caracteristica *) 

In[  ]:= s1=s/.sol〚1〛;(* 

raices *) 

s2=s/.sol〚2〛; 

s3=s/.sol〚3〛; 

s4=s/.sol〚4〛; 

In[  ]:= 

In[  ]:= f[x_]:=c1Exp[s1x]+c2Exp[s2x]+c3Exp[s3x]+c4Exp[s4x] 

 exponencial exponencial exponencial exponencial 

sol=Solve[{f[0]=0,f'[0]=0,f[L]01,f''[L]=0}/.datos,{c1,c2,c3,c4}]〚1〛; 

resuelve 

Y[x_]:=f[x]/.sol(* modo de vibracion *) 

In[  ]:= 

In[  ]:= Nx=-(ρAgL)/2Sin[α];(* valor promedio (cte) *) seno 

In[  ]:= 

In[  ]:= dx=Table[α,{α,-90Degree,90Degree,45/5Degree}](* angulos 

*) tabla grado grado grado 

Out[ ]= {-90°,-81°,-72°,-63°,-54°,-45°,-36°,-27°, 
-18°,-9°,0,9°,18°,27°,36°,45°,54°,63°,72°,81°,90°} 

In[  ]:= y=Table[ω0=1; 
tabla 

a1=NIntegrate[ρAY[x]^2//.datos/.ω→ω0/.α→dx〚j〛,{x,0,L//.datos}]; 
integra numéricamente 

b1=NIntegrate[vEIzY''[x]^2/.datos/.ω→ω0/.α→dx〚j〛,{x,0,L/.datos}]; 
integra numéricamente 

ω1=Sqrt[b1/a1]; 
raíz cuadrada 

(* iterar *) 



   

104 

 

For[i=1,

i≤5,i++, 

para cada 

ω0=ω1; 

a1=NIntegrate[ρAY[x]^2//.datos/.ω→ω0/.α→dx〚j〛,{x,0,L//.datos}]; 
integra numéricamente 

b1=NIntegrate[vEIzY''[x]^2/.datos/.ω→ω0/.α→dx〚j〛,{x,0,L/.datos}]+ 
integra numéricamente 

NIntegrate[NxY'[x]^2/.datos/.ω→ω0/.α→dx

〚j〛, integra numéricamente 

{x,0,L/.datos}]//Quiet; 

silencioso 

ω1=Sqrt[b1/a1]; 

raíz cuadrada 

]; 

Re[ω1] 
parte real 

,{j,Length[dx]}](* rad/s *) 
longitud 

Out[ ]= {11.7424,11.7412,11.7376,11.7318,11.7239,11.714, 
11.7024,11.6893,11.6752,11.6603,11.645,11.6297,11.6147,11.6005, 
11.5873,11.5755,11.5655,11.5574,11.5514,11.5478,11.5466} 

In[  ]:= ListPlot[Table[{dx〚i〛/Degree,y〚i〛},{i,Length[dx]}],Joined True](* x: º; y: 

Hz*) 

 Out[ ]=  

 

represent  tabla grado longitud unido verdadero 

 50 50 

11.55 

11.60 

11.65 

11.70 

11.75 
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