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Resumen:

El presente Trabajo Fin de Grado busca realizar una aproximacion a una disciplina
matematica tan estudiada como es la Teoria de Juegos. El nacimiento de esta se
atribuye al matematico John Von Neumann y al economista Oskar Morgenstern con
la publicacion de su libro “Theory of Games and Economic Behaviour” en 1944. Mas
tarde y gracias a economistas como John Nash, William Vickrey o Paul Milgrom la
Teoria de Juegos alcanzaria su maxima relevancia al ganar estos estudiosos, entre

otros, los Premios Nobel de Economia.

Por otro lado, este trabajo versara exclusivamente en los juegos no cooperativos y en
concreto se expondran los ejemplos clasicos de la Teoria de Juegos y se hallaran los
Equilibrios de Nash de estos, tanto en los juegos en forma normal, siendo el mas
conocido el Dilema del Prisionero, como en los juegos en forma extensiva, siendo uno
de los ejemplos mas conocidos el Duopolio de Stackerlberg. No sin antes repasar la
terminologia y los conceptos basicos de la materia, como podrian ser los tipos de
estrategias (puras o mixtas), o el tipo de informacion existente en el juego, a modo de

introduccion.

Palabras Clave: Teoria de Juegos, Equilibrio de Nash, Juegos no Cooperativos,

Premios Noébel.

Clasificacién JEL: C7, C72, C70

Summary:

This Final Degree Project seeks to make an approximation to a mathematical discipline
as studied as Game Theory. The birth of this is attributed to the mathematician John
Von Neumann and the economist Oskar Morgenstern with the publication of his book
"Theory of Games and Economic Behavior" in 1944. Later and thanks to economists
such as John Nash, William Vickrey or Paul Milgrom Game Theory would reach its
maximum relevance when these scholars won, among others, the Nobel Prizes in

Economics.



Furthermore, this essay focuses purely on non-cooperative games, addressing
classical examples of Game Theory and their Nash Equilibrium, both in normal form,
where the Prisoner's Dilemma stands out, and in extensive form, where Stackerlberg's
Duopoly is best known. Before this and as an introduction to the topics, the terminology
and basic concepts such as the type of strategies (pure or mixed), or the type of

information that exists in the game, will be reviewed.
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1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE JUEGOS, OBJETIVOS DEL TRABAJO Y
METODOLOGIA

La Teoria de Juegos es una rama de las matematicas utilizada para el estudio de las
relaciones de conflicto y de cooperacion entre los integrantes de un juego. Los campos
de aplicacién son varios, como la sociologia o la biologia, pero donde méas se emplea

es en la economia.

En el analisis de un juego la premisa fundamental es que sus integrantes son
individuos racionales, es decir, optaran por aquella eleccion, entre las posibles, que

més utilidad les otorgue.

Existen dos tipos de juegos, los no cooperativos, en los que los integrantes de dicho
juego estdn en conflicto de interés, o los juegos cooperativos en los que los
integrantes buscan obtener las mejores recompensas para el grupo analizando las

estrategias 6ptimas, teniendo en cuenta que tomaran acuerdos vinculantes.

Este trabajo se basara en los juegos no cooperativos y a los premios que han sido
otorgados en este ambito, especialmente a John Nash (1928-2015), no obstante, cabe
destacar la importancia de los juegos cooperativos, gracias especialmente a Lloyd

Shapley (1923-2016), a quien se le otorg6 el Premio Nobel en el afio 2012.

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio basico sobre la Teoria de Juegos,
comentando brevemente sus inicios y los premios importantes que se han otorgado a
investigadores y académicos en este campo. También exponer los ejemplos clasicos

de juegos que existen y hallar sus Equilibrios de Nash.

Para dar a conocer la Teoria de Juegos, primero se explicara brevemente los
conceptos basicos de esta teoria, la definicidn, las partes de un juego y los tipos de
juegos. Posteriormente se hard hincapié en su historia y en los investigadores que
han hecho que la Teoria de Juegos sea tan importante, en especial John Nash y su
gran aportacién llamada “el Equilibrio de Nash”, cuya importancia es fundamental. Se
vera un analisis de los tipos de juegos, los de forma normal y los de forma extensiva,
para después ver los ejemplos mas clasicos de estos juegos y los Equilibrios de Nash
en cada uno de ellos. Para finalizar se extraeran unas conclusiones y se terminara

exponiendo la bibliografia utilizada para la realizacion del trabajo.



A modo de simplificacién, en el trabajo solo se va a referir a juegos en los que
participan dos individuos, ya que es mas sencilla su representacion, tanto de forma

matricial (forma normal), como de forma de arbol (forma extensiva).

2 HISTORIA SOBRE LA TEORIA DE JUEGOS

Segun el texto de Tenorio y Martin (2015), el nacimiento de la Teoria de Juegos actual
se atribuye al matematico John Von Neumann y al economista Oskar Morgenstern y
su libro comun “Theory of Games and Economic Behaviour” en 1944, siendo esta
publicacién clave, ya que gracias a ella se consiguieron formalizar todas las ideas
anteriores a la publicacion del libro. En él se establecieron los resultados de los juegos

de suma cero.

Los primeros escritos sobre Teoria de Juegos datan de 1704, gracias al matemético
y filésofo Gottfired Wilhelm Leibniz, quien en su obra Nouveaux Essais sur
I'entendement humain habla de la existencia de una nueva légica que depende de la
probabilidad.

En 1713 por parte de Waldegrave, establece el concepto de estrategias mixtas y su
resolucion de minimax, con la que mas adelante se conoceria la denominada

actualmente solucion “minimax".

Posteriormente, en 1838, el economista Antoine Agustin Cournot, desarroll6 su
modelo de dos empresas (duopolio), el resultado de este modelo coincide con el que

hall6 John Nash un siglo después en su denominado Equilibrio de Nash.

Otros matematicos que estudiaron la Teoria de Juegos durante esta epoca fueron
Zermelo con su articulo Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des
Schachpiels (1913), Borel con su articulo "La théorie du jeu et les équations intégrales
au noyau symetrique” (1921) o John Von Neumann con su articulo Zur Theorie der
Gesellschaftsspiele (1928), este ultimo realizando una demostracion del minimax y en

este mismo trabajo proponiendo la definicién de estrategia que se utiliza hoy en dia.

En la década de los afos 50 y 60, y a raiz de la publicacion en 1944 del libro “Theory
of Games and Economic Behaviour”, se publicaron numerosos articulos sobre la

Teoria de Juegos y sus aplicaciones a las diversas situaciones economicas. John



Nash destaco durante estos afios presentando su Tesis Doctoral en 1950 sobre los
juegos no cooperativos y estableciendo el punto de equilibrio o Equilibrio de Nash. En
ese mismo afo los matematicos Melvin Dresher y Merril Meeks Flood desarrollaron el
“Dilema del Prisionero”, formalizado poco después por Tucker. Durante los afios 60
se tratd de aplicar la Teoria de Juegos a distintos &mbitos como la biologia o la
economia y a la resolucién de problemas en el mundo real y se aplico dentro de la

llamada “Guerra Fria”.

Finalmente, en 1994 llego el anhelado reconocimiento para la Teoria de Juegos dentro
de la economia cuando John Nash, John Harsanyi y Reinhard Selten fueron
galardonados con el Premio Nobel de la Academia Sueca en Ciencias Econdmicas.

En este apartado del trabajo se expondran brevemente las biografias y los
reconocimientos por los que fueron premiados los distintos economistas o
matematicos en las diferentes ediciones de los Premios Nobel, relacionadas con la
Teoria de Juegos.

Los Premios Nobeles de Economia no son exactamente Premios Nobel, ya que no es
otorgado por la Fundacién Nobel, sino por el Banco Central de Suecia, que en 1968
creo el premio “Premio Sveriges Riksbank de Ciencias Econdémicas en memoria de
Alfred Nobel” y desde ese momento el premio ha sido otorgado por la Academia de
Ciencias Sueca con las mismas condiciones gue las otras categorias de premios que
se llevaban entregando desde 1901 (medicina, quimica, fisica, literatura e iniciativas

por la paz).

2.1 John Nash, John Harsanyi y Reinhard Selten

El otorgado en el afo 1994 por la Real Academia de las Ciencias de Suecia por “su
papel pionero en el analisis de los equilibrios en la Teoria de Juegos No

Cooperativos”.

John Forbes Nash (1928-2015)

Economista y matemético estadounidense. Estudid mateméticas en el Carnegie
Institute of Technology y posteriormente realizé un Doctorado en Economia en la
Universidad de Princeton. Publico en 1949 en la revista Annals of Mathematics un

articulo llamado “Non-cooperative Games” que resumio varias ideas de su tesis
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doctoral. En el articulo se exponian las estrategias y las predicciones que se pueden
dar en los juegos no cooperativos con informacion incompleta. Otro articulo que es
necesario sefalar de este autor es el titulado “Equilibrium Points in n-person games”,
publicado en la revista PNAS en enero de 1950.

Fue profesor en el MIT de Massachusetts. Su labor més resefiable en la Teoria de
Juegos es la de distinguir entre juegos cooperativos y los no cooperativos, ademas de
ponerle nombre al que es el equilibrio mas importante de la Teoria de Juegos, el
“Equilibrio de Nash”.

Lamentablemente John Nash es conocido por la enfermedad que sufria,
esquizofrenia, y que le mantuvo fuera del foco durante tres décadas. Aunque al final
de su vida pudo volver a incorporarse al trabajo y escribio varios articulos relacionados
con la teoria de ecuaciones en derivadas parciales no lineales y sus aplicaciones al
analisis geométrico, motivos que le valieron para ser premiado con el prestigioso

premio ABEL en el afio 2015.

John Harsanyi (1920-2000)

Nacido en Budapest en 1920. Estudié farmacia en la Universidad de Budapest y tras
la Segunda Guerra Mundial se doctor6 en Filosofia. En 1956 emigro6 a Estados Unidos
y gracias a una beca de la Fundacién Rockefeller estudié un Doctorado en Economia
en la Universidad de Standford. Inici6 una investigacibn para demostrar que
determinados juegos servian de modelo para ejemplificar interacciones econdmicas
complejas y analizé los juegos con informacién incompleta. Es decir, aquellos en los
gue no todos los jugadores conocen toda la informacion del juego, en este caso, se
desconocia la totalidad de pago (preferencias de los jugadores) y los transformaba en

juegos con informacion completa, con el fin de poder analizarlos mas facilmente.

Reinhard Selten (1930-2016)

Fue un economista y matematico aleman. Comenzé sus estudios de Matematicas y
Economia en la Universidad de Francfort y en 1969 se convirtio en profesor de esta
universidad. Posteriormente se trasladé a la Universidad de Berlin y a la de Bielefeld
para continuar con su labor docente y siendo finalmente Catedratico de Ciencias
Econdmicas en 1984 en la Universidad del Rhin Fiedrich Wilheln de Bonn.

Se dedico a estudiar las situaciones en las que las decisiones de un jugador tomadas

en el presente pueden influir tanto la decision de este como la del otro. También
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introdujo un refinamiento en el Equilibrio de Nash en su aplicacién a la interaccion

estratégica.

2.2 William Vickrey y James Mirrlees:

Se otorgo el premio Nobel de Economia por parte de la Academia de Ciencias Sueca
en 1996 a William Vickrey junto con James A. Mirrlees “por sus contribuciones

fundamentales a la teoria econdmica de los incentivos bajo informacion asimeétrica”.

William Vickrey (1914-1996).

Vickrey, canadiense de nacimiento, estudiéo Mateméticas en la Universidad de Yale, y
posteriormente en 1935 se trasladd a la Universidad de Columbia para estudiar un
posgrado en Economia. En 1946 comenzo6 su labor docente en la Universidad de
Columbia, en 1948 presento su tesis doctoral y en 1958 fue nombrado catedratico por
esta misma Universidad.

A lo largo de su carrera se preocup0 y estudié temas tan diversos como la equidad o
los servicios publicos.

Vickrey es conocido por las llamadas “subastas al segundo precio” o “subastas
Vickrey”. Este tipo de subasta se realiza a sobre cerrado y al segundo precio, esto
quiere decir que cada licitador escribe solo una oferta, la mete en un sobre y la cierra
y en este caso ganara la subasta quien haya realizado la puja mas alta. El concepto
de al segundo precio quiere decir que el ganador paga la cantidad de la segunda puja
mas alta. Estas subastas se realizan de esta manera ya que es una forma de que los
licitadores no sean contenidos, es decir, no pujen a la baja escondiendo su verdadera
valoracion del articulo subastado a la hora de proponer una oferta, ya que el presentar
una puja menor afecta si se quiere ganar la subasta, pero no si se observa el precio
final a pagar.

Las subastas Vickrey se diferencian de las convencionales, entre otras cosas, en que
en este tipo de subastas se conoce el precio maximo que el licitador que realiza la
puja podria llegar a pagar. Esto fue muy polémico, ya que el gobierno neozelandés
fue tachado de incompetente por aplicar las subastas vickrey en el afio 1990, con el
fin de subastar el espectro radioeléctrico.

Otro ejemplo de subasta Vickrey mas cercano en el tiempo es un estudio realizado
por la Universidad Miguel Hernandez para evaluar las preferencias hacia las



mandarinas por el mercado britanico, presentando diferentes variedades de estas,
dos de ellas espafiolas. La metodologia de este trabajo consiste en aplicar la subasta
Vickrey de segundo precio con dos tratamientos experimentales, la mitad realizé una
prueba de las mandarinas antes de realizar las pujas y la otra mitad simplemente
realizé las pujas. Los resultados que salieron en el estudio fueron, entre otros, grandes
diferencias entre las valoraciones de las mandarinas y el dinero que se esté dispuesto
a pagar por ellas y la preferencia por las mandarinas espafiolas, pero solo tras la cata

de estas.

James Mirrlees (1936-2018)

Inicid sus estudios de Matematicas en la Universidad de Edimburgo en 1954.
Posteriormente fue admitido en la Trinity College de la Universidad de Cambridge y
en 1963 finaliz6 un Doctorado en Economia. Al finalizar los estudios Mirrlees comenzé
a investigar sobre crecimiento econémico y trabajé para el MIT entre 1962 y 1963.
Mas tarde inicio su labor como profesor de Economia en la Universidad de Cambridge
y en la Universidad de Oxford, en esta ultima siendo nombrado catedratico.

Mirrlees se especializé en las economias de los paises pobres y aplico técnicas de
matematicas avanzadas para comprender aspectos econémicos y sociales. Por otro
lado, entre otros, analizo la eficacia social del IVA y elabordé una solucién para el
problema propuesto por Vickrey en el modelo de transacciones por ingresos
personales.

Entre otras distinciones, fue elegido presidente de la Sociedad de Econometria y
miembro honorifico de la Academia Americana de Artes y Ciencias y de la Asociacion
Americana de Economistas. Y entre sus obras se puede destacar el Manual de

analisis de proyectos industriales en los paises en desarrollo (1969).

2.3 Robert Aumanny Thomas Schelling

Otorgado en el afio 2005 “por haber mejorado nuestra comprension del conflicto y la
cooperacion a través del analisis de la Teoria de Juegos”, el cual se podia aplicar,
segun la Academia Real de Ciencias Sueca, en” politicas de seguridad y desarme, en
la formacion de precios en los mercados, asi como en negociaciones politicas y

econdmicas”. Con este estudio lograron acercar la economia y otras ciencias sociales.
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Robert Aumann (1930-)

Economista israeli nacionalizado estadounidense. En 1955 emigr6 a Estados Unidos
y se doctoro en el Massachusetts Institute of Technology. En 1959 comenzaron sus
inquietudes por la Teoria de Juegos analizando las diferencias entre juegos con
repeticion finita e infinita. Fue de los primeros en realizar un analisis formal de las
acciones repetidas hasta el infinito y estudiar las aplicaciones de estos a las relaciones

interpersonales.

Thomas Schelling (1921-2016)

Economista estadounidense nacido en California. Se gradu6é en Economia en la
Universidad de Berkeley en 1944 para posteriormente doctorarse en Harvard. Entre
otras labores, como la docente, fue investigador en materias tan diversas como la
estrategia militar, el cambio climéatico o el terrorismo. Algunos de sus trabajos han
servido para la resolucion y prevencion de conflictos.

Fue el encargado de desarrollar las ideas, que tiempo después se formalizaron y que
segun la Academia sueca “un gran mérito de Schelling fue emplear los conceptos de
equilibrio previos a juegos que recogian aspectos esenciales de interacciones

econdmicas y sociales relevantes”.

2.4 Robert B. Wilson y Paul Milgrom

Otorgado en 2020 por “la mejora en la teoria de subastas e invenciones de nuevos
formatos de subastas” (The Nobel Prize, 2022).

Robert B. Wilson (1937-)

Estudi6 Mateméticas en Harvard y posteriormente hizo un doctorado en
Empresariales. Trabajo en la Universidad de California y en la de Stanford, esta ultima
desde 1964. Fue uno de los primeros economistas que utilizé la Teoria de Juegos
para analizar las situaciones de mercado en la que los jugadores no cuentan con la
misma informacion. Investigd el disefio de subastas y estrategias de licitacion en
ambitos tan variados como las comunicaciones o la energia.

La Academia Sueca justifico el otorgar el Nobel a Wilson diciendo “mostrd por qué los

postores racionales tienden a colocar ofertas por debajo de su mejor estimaciéon del
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valor comun: estan preocupados por la maldicién del ganador, es decir, por pagar
demasiado y perder".

Paul Milgrom (1948-)

Estudié Matematicas en la Universidad de Michigan y se doctoré en Economia en la
Universidad de Standford. Fue profesor y catedratico en la Universidad de
Northwestern, en la Universidad de Yale y finalmente en la Universidad de Standford.
Dentro de la Economia abarco su investigacion en una amplia variedad de temas,
como las subastas, el disefio de mercado, la economia industrial o la Teoria de
Juegos.

La idea clave de su teoria de subastas se basa en abandonar el sistema de subastas
en sobre cerrado y optar por realizar pujas abiertas con el fin de que las empresas
puedan ver lo que otras les ofrecen. Este sistema ha llegado a ser adoptado por
diferentes administraciones en todo el mundo en el espectro radioeléctrico y en

subastas publicas.

2.5 Alvin Roth y Lloyd Shapley

Cabe destacar el premio Nobel otorgado a la Teoria de Juegos en juegos
cooperativos, por ello hay una mencién breve en este trabajo a Alvin Roth y Lloyd
Shapley.

El premio otorgado por la Real Academia de Ciencias Sueca en 2012 por “La teoria
de las asignaciones estables y la practica del disefio del mercado” (The Nobel Prize,
2022).

Alvin E. Roth (1951-)

En 1971 obtuvo una licenciatura en Investigacion Operativa por la Universidad de
Columbia. Posteriormente, en 1974 se doctor0 en Stanford en Investigacion de
Operaciones. Fue profesor de diferentes universidades como la de lllinois, Pittsburgh,
Harvard y Stanford. Roth es miembro de la Academia Americana de Artes y Ciencias,

de la Oficina Nacional de Investigacion Econdmica y de la Sociedad Econométrica.
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Lloyd S. Shapley (1923-2016)

En 1943, mientras estudiaba en Harvard fue reclutado para luchar en la Il Guerra
Mundial. Al terminar la contienda, en 1948 se gradu6 en Matematicas, para
posteriormente doctorarse en esta misma materia en la Universidad de Princeton
(1953). De 1954 a 1981 trabajé en la corporacion RAND para posteriormente ejercer
como docente en la Universidad de California.

Entre otros, algunos de sus galardones son el Premio de la Academia Americana de

Artes y Ciencias (1974) o el de la Academia Nacional de Ciencias (1978).

3 DEFINICION TEORIA DE JUEGOS

Segun el manual de referencia en este Trabajo Fin de Grado “Teoria de Juegos” de
Pérez, Jimeno y Cerda (2013), la Teoria de Juegos “estudia las relaciones de conflicto
y cooperacién a los que llamamos juegos, en las que interactian individuos
racionales, analizando los comportamientos y resultados que son de esperar, bien
mediante decisiones individuales (juegos no cooperativos), bien entre acuerdos entre

los participantes (juegos cooperativos)”.

Como bien se sefial6 en la introduccion del trabajo, la Teoria de Juegos es aplicada
en diversos ambitos, pero la més resefiable es la Economia y las diferentes Ciencias

Sociales.

3.1 Terminologia basica

Para entender las explicaciones sobre la Teoria de Juegos vamos a visualizar
previamente los conceptos basicos de la misma siguiendo el texto de Pérez, Jimeno
y Cerda (2013).

e Jugadores: participantes del juego cuyo cometido es encontrar la decision que
optimice su utilidad. Se necesita de al menos dos jugadores para poder realizar
el juego.

e Acciones: las distintas estrategias que puede elegir cada jugador en su turno.
Estas pueden ser finitas o infinitas.

e Informacion: datos que tienen los jugadores sobre las distintas variables del

juego.

13



o Estainformacion puede ser perfecta o imperfecta, dependiendo de si los
jugadores seran conocedores(perfecta) o no(imperfecta) de lo que haya
realizado el otro anteriormente.

o Otra forma de clasificacion puede ser completa (los jugadores conocen
toda la informacion relativa a las consecuencias de las jugadas), o
incompleta (los jugadores desconocen algo de informacion relativa a las
consecuencias de las jugadas).

e Estrategias: conjunto de acciones que realiza cada jugador.

e Perfil de estrategias: vector de estrategias perteneciente a cada jugador en el
gue se reflejan sus decisiones segun el desarrollo del juego.

e Resultados del juego: las distintas formas en las que un juego puede terminar,
dependiendo de las estrategias elegidas por los jugadores.

e Pagos: al finalizar un juego, son los resultados que obtienen los distintos
jugadores dependiendo del desarrollo del juego. El valor de estos pagos

dependera de cada jugador y de su utilidad.

3.2 Categorias de juegos

e Simétricos o asimétricos: Los juegos simétricos son aquellos en los que las
recompensas y castigos son los mismos para cada jugador, un ejemplo de ello
es el dilema del prisionero. Los juegos asimétricos son aquellos en los que las
recompensas son distintas para cada jugador.

e Juegos de suma cero: Son los juegos en los que el jugador ganador obtiene la
misma cantidad que ha perdido el otro jugador, ejemplos de ello seria tirar la
moneda y el poker.

e Simultaneos o secuenciales: Juegos en los que los jugadores actlan a la vez
0 uno toma la decision después del otro.

e Forma estratégica: una de las formas en las que podemos representar un
juego, también llamada forma normal. En ella la informacién acerca de los
pagos se ve reflejada en una tabla, en ella podemos ver las estrategias de cada
uno de los jugadores, asi como los pagos correspondientes a cada perfil de
estrategias tomadas por los jugadores si el juego se realiza de forma

simultanea.
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e Forma extensiva: la otra forma de representaciébn de un juego, también
conocida como forma de arbol, el juego se desarrolla de forma secuencial,
empezando por la decision del primer jugador y de ella dependera la decision
gue tome el proximo jugador.

e Estrategias puras: en este tipo de estrategia el jugador lleva a cabo una accién
con total certeza.

e Se denomina S al conjunto de perfiles de estrategias del juego, tal que
S=s1xs2X...sn. También se denomina como ui (si1, S2, ...Si1, Si+1, ..., Sn) a la
utilidad que recibe el jugador i cuando el resto de los jugadores realizan el
conjunto de estrategias puras (s1, S2, ...Si-1, Si+1, ..., Sn) Un juego finito en formal

normal puede ser representado como:
G ={Ji, (SDiey (Wi)ies}

e Estrategias mixtas: en este caso los jugadores, aparte de las estrategias con
100% de probabilidad, pueden elegir estrategias que no tengan una certeza

total, asignando distintas probabilidades a las estrategias puras.

4 FORMAS DE REPRESENTACION DE UN JUEGO

4.1 Juegos en forma normal o estratégica

Segun el trabajo de Gibbons (1993), en los juegos en forma normal o estratégica,
cada jugador elige su estrategia de forma simultdnea y al conjunto de estas
estrategias elegidas por cada jugador le corresponde una ganancia para cada uno.

Este tipo de juegos se les considera de dominio publico, ya que los jugadores son
conocedores de todas las estrategias de todos los jugadores y de las ganancias que

obtendria cada uno de ellos.

Para poder llevar a cabo la representacion de un juego de forma normal, se van a

necesitar de los siguientes elementos siguiendo el manual de referencia:

e Elconjunto J={1, 2, ..., n} de los jugadores
e El conjunto de estrategias de cada jugador, S; para cada i de J

e La funcidn de pagos de cada jugador: u; para cada i de J

15



Con estos elementos el juego se representa de la siguiente manera:
G =i, (SDiep (U)ies}

Se utilizard un pequefio ejemplo para sintetizar estos conceptos con un juego de 2

jugadores y con namero finito de estrategias puras.
Ejemplo 1:

Celia y Marta son dos amigas que viven cerca y tienen el problema de como volver a
casa, si andando o en autobus. A Celia le interesa mas volver andando, mientras que

a Marta todo lo contrario.

En la representacion matricial de este tipo de juegos es comdn que en las tablas se

representa al jugador 1 en las filas y al jugador 2 en las columnas.

Tabla 4-1:Representacion del Ejemplo 1 en forma estratégica

Celia (B)
Andando Autobus
Andando 2,5 5,3
Marta (A)
Autobus 7,3 8,1

Fuente: elaboracion propia

Aqui se puede observar como Marta (en adelante jugadora A) decide si volver a casa
andando o en autobus. Mientras que Celia (jugadora B) elige de igual forma entre las
mismas opciones. Por ejemplo, si A eligiera ir en autobus y B andando, los pagos

correspondientes serian 7 para Ay 3 para B.

4.2 Juegos en forma extensiva

Los juegos en forma extensiva representan los modelos dinamicos, aquellos en los
gue los jugadores toman sus decisiones después de saber la decision que ha tomado

el jugador anterior. En este tipo de juego hay que especificar los siguientes datos:

16



namero de jugadores, cuanto juega cada jugador, que puede hacer, la informacion
gue posee cuando tiene que jugar y sus posibles ganancias segun las distintas
posibilidades del juego. Estos juegos de representacion extensiva son conocidos
también como juegos en forma de arbol porque para su representacion se utilizan

diagramas en arbol.

Basandonos en el texto de Pérez, Jimeno y Cerda (2013). Un juego en forma

extensiva vendria representado de la siguiente forma:
r= {]l (X' O'), (A, a)' {xi}ie]: {Hi}iE]' (A(h))heHl p, 7‘}
siendo:

- J es el numero de jugadores, J={0,1,2, ..., n}. El O representa el azar, en caso de no

existir el azar en el juego, J={1, 2, ..., n}

- X simboliza el conjunto de nodos, cada nodo representa una posible situacion del
juego. Al nodo inicial, el que es la raiz del juego, se le representa con 0, para los

demas tenemos la siguiente funcion:

g: X —» X

X — g(x)

- A simboliza el conjunto de todas las acciones posibles y a(x) la accién que lleva

desde el nodo predecesor o(x) al nodo actual x. Se define de la siguiente manera:

x: X—{0} - A
X - olx)

- Xi simboliza el conjunto de nodos de decision en los que el jugador i puede elegir la
accién que va a realizar. En los nodos particulares de decision solamente es un

jugador el que realiza la accion, por lo que:

U X; = D(X)

ield

Vi, je€J, coni#j, se verifica que X; X, = &

Con ello comprobamos que {X;};; constituye una particion, por jugadores, del
conjunto de nodos de decision.
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-H; simboliza una familia de conjuntos de informacion y la funcion:

h: X —» H
x —  h(x

gue le asigna a cada nodo x un conjunto de informacién h(x) al que pertenece.

- p simboliza la funcién que asigna la probabilidad de cada accion por cada conjunto

de informacién.

p: HyxA = [0, 1]
(h, a) — p(h, a)

Tendra que verificarse:

plhya)=0, s1 a¢Ah) vy Z pth,a)=1,Vh e H,

acA(h)

- r simboliza la funcién de pagos que tiene el jugador i:

r: TX) - R"

x = )= (nx), ..., rx)

Si el ejemplo 1 tratara de un juego en el que las jugadoras realizaran sus jugadas de

forma secuencial, la forma de representarlo seria en un diagrama de arbol:

Figura 4-1:Representacion el Ejemplo 1 en forma extensiva

And

[NH]

A
W@:ﬁs
= 2
-“*PSE““C(?/&;:EL’JS _.ém-:lam:i/ \:ﬂ.umsdg
8.1

25 5.3 7.3

Fuente: Elaboracion propia
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En este diagrama de &rbol, se observa que Marta, jugadora A, realizar4 primero su
jugada, mientras Celia, jugadora B esperara su turno para luego tomar su decision
entre las posibles. Segun el desarrollo del juego se llegara a los pagos de un nodo u
otro. Por ejemplo, si Marta eligiera en primer lugar ir en autobus, en su turno, la
jugadora B podra elegir entre ir andando y obtener un pago de 3 o elegir ir en autobus
y obtener un pago de 1.

5 EQUILIBRIO DE NASH

A raiz del andlisis de equilibrio se puede hablar del concepto de Equilibrio de Nash
siendo éste una de las posibles resoluciones de un juego. “Un Equilibrio de Nash es
un perfil de estrategias del que ningun jugador desearia desviarse unilateralmente, es
decir, ninguno se arrepiente de la decision tomada, dadas las estrategias decididas
por el resto de los jugadores. Un Equilibrio de Nash esta formado por estrategias que
son Optimas para cada jugador dadas las estrategias del resto de jugadores” (Pérez,
Jimeno y Cerd4, 2013, 90).

En un Equilibrio de Nash un jugador no esté logrando el mejor resultado, sino que este
esta condicionado por las acciones del resto. Finalmente, en un juego pueden existir

multiples Equilibrios de Nash.

Para completar esta definicibn se van a realizar una serie de puntualizaciones
tomando como referencia el manual de Pérez, Jimeno y Cerda (2013). En primer
lugar, como es de suponer con la explicacion anterior, cada jugador tiene que jugar
una respuesta Optima teniendo en cuenta lo que cree que van a hacer los demas
jugadores. A raiz de esto, estas creencias sobre las estrategias del resto de jugadores

tienen que ser correctas, si no de nada servirian.

A continuacion, se podra ver la forma de hallar los Equilibrios de Nash en los juegos

en forma normal y posteriormente en los juegos en forma extensiva.

5.1 Juegos en formanormal

Una vez visto el concepto de Equilibrio de Nash y con ayuda del Ejemplo 1, se podra

ver la forma de hallar el Equilibrio de Nash en juegos de representacion normal.
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La forma de encontrar la solucion es mediante la correspondencia de respuesta
Optima, aquella en la que el jugador en cuestion tomara su decision en busca de la
gue le otorgue un pago mayor dependiendo de la estrategia que haya elegido (o haya

supuesto que elegira) el resto de los jugadores.

En la siguiente tabla se observa la aparicion de * y de “, estos simbolos indican que,
si el jugador 2 elige una estrategia, la estrategia 6ptima para el jugador 1 seria la que
porte el *. Si se trata del jugador 2, dada la estrategia que seguira el jugador 1, la

estrategia Optima seria la que porte el

Tabla 5-1: Equilibrio de Nash en el Ejemplo 1.

Celia (B)

Andando Autobus

Andando 2,5 5,3

Marta (A)
Autobus 7*3 8* 1

Fuente: elaboracion propia

Se observa en la tabla anterior que la casilla que muestra los pagos correspondientes
a la estrategia (Autobus, Andando) es el Equilibrio de Nash. En dicha casilla se
encuentra a la vez el * y la * que indican que ambas jugadoras elegirian dicha

estrategia como la 6éptima dada una de la otra.

Si el juego tuviera estrategias mixtas, habria que hacer su resolucion mediante
matrices que nos permitan hallar el Equilibrio de Nash en estrategias mixtas. En el
ejemplo 1 no es posible hallar dicha solucion. No obstante, en el apartado 6.2 se
expondra la forma de hallar el Equilibrio de Nash para estrategias mixtas sirviendose

del juego la batalla de los sexos.

5.2 Juegos en forma extensiva

Para los juegos de forma extensiva, el método para encontrar los Equilibrios de Nash

es mediante la induccion hacia atras. En dicho proceso, observamos como se eliminan
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los nodos del arbol que no elegiria el jugador que tenga que tomar la decision en ese

momento, ya que obtendria un pago menor.
Como en el caso anterior, el Ejemplo 1 servird de ayuda para entender este concepto.

Tabla 5-2:Equilibrio de Nash mediante la Induccién hacia atras.

Fuente: elaboracion propia

Se puede observar como la jugadora B, en sus nodos de decision elige la opcion que
mas pago le otorga, por lo que esa estrategia sustituira al nodo de eleccion. En el
primer nodo elegiria la rama cuyo pago final es (2,5) ya que le otorga mas utilidad que
el pago de la otra rama (5,3). Misma forma de seleccién para el otro nodo de eleccion
de la jugadora B. Por lo que nos quedaria en el paso intermedio, un arbol cuya Unica
eleccién es para la jugadora A, que elegira aquella decisién que mas pago le oferta,
al ser los jugadores racionales. Al final, con el método de induccion hacia atras, el
primer arbol que representaba el juego en forma extensiva queda reducido a una Unica
rama con un pago, en este ejemplo 1, el (7,3), que nos representa el Equilibrio de
Nash Perfecto en Subjuegos (ENPS).

Al referirse a ENPS indica que la forma de resolucion del juego es mediante la
induccion hacia atras. Empezando desde el ultimo nodo de eleccidon y siguiendo el
camino inverso, es decir, del ultimo al pendltimo y asi sucesivamente, hasta llegar al
primer nodo de eleccion. Este método es posible si los jugadores tienen informacion
completa del juego, ya que seran conocedores de las posibles decisiones y los efectos

gue tendra lo que decidan los demas jugadores.
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6 EJEMPLOS CLASICOS DE TEORIA DE JUEGOS EN FORMA NORMAL

Siguiendo el manual de referencia de Pérez, Jimeno y Cerda (2013) se intenta
describir y analizar muy brevemente ejemplos clasicos muy recurrentes que aparecen

en la Teoria de Juegos.

6.1 El dilema del prisionero

Se trata del juego mas famoso dentro de los ejemplos clasicos de Teoria de Juegos y

a la vez es el mas representativo.

Dos malhechores son arrestados tras cometer un delito grave, aparte de este han
cometido otro de menor grado. Los delincuentes son interrogados en habitaciones
separadas. En el caso de que ambos callen (a menudo llamado cooperacién) y no
delaten al otro seran condenados a un afio de carcel por el delito de menor gravedad,
si los dos confiesan (a menudo denominado no cooperacién) seran encarcelados por
el delito grave, pero se les reducira la pena a cuatro afios por confesar. Y, por dltimo,
si uno de ellos confiesa y el otro no, el delator quedara absuelto pero el otro cumplira

cinco anos de carcel.

Tabla 6-1: Dilema del prisionero

Preso 2
Callar Confesar
Callar -1,-1 -5,0
Preso 1
Confesar 0,-5 -4,-4

Fuente: Teoria de Juegos (2013).

Equilibrio de Nash: En este juego clasico existen 4 perfiles de soluciones posibles:

(Callar, Callar), (Confesar, Callar), (Callar, Confesar) y (Confesar, Confesar).
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Si el jugador 2 decide callar, la estrategia que mas pago le otorga al jugador 1 seria
la opcién de confesar. En el caso de que el jugador 2 decidiera confesar, para el

jugador 1 la estrategia que le otorga un pago mayor sera la de confesar.

Si el jugador 1 decidiera callar, para el jugador 2 su mejor estrategia seria confesar.
Si el jugador 1 tomara la decision de confesar, para el jugador 2 la mejor respuesta

seria la de confesar también.

Tabla 6-2:Equilibrio de Nash en el Dilema del Prisionero.

Preso 2
Callar Confesar
Callar -1,-1 -5,07
Preso 1
Confesar 0*, -5 -4x -4

Fuente: Teoria de Juegos (2013)

Se observa en la tabla anterior que la estrategia (Confesar, Confesar) es el Equilibrio
de Nash, ya que es la estrategia donde coinciden las respuestas 6ptimas de cada

jugador dada la estrategia del otro.

El dilema del prisionero refleja que para los jugadores, es mejor pensar en el bien
comun del grupo, lo que implica tomar la decision de no confesar, ya que ambos
jugadores tendrian una pena menor, el problema radica en que ambos jugadores
estan motivados para pensar en su propio beneficio, tomando la opcién de Confesar,
pero como esta estrategia la podrian tomar los dos jugadores, al final si deciden
ambos Confesar, seria mas perjudicial para el grupo, ya que ambos tendrian una pena

de céarcel mayor.

En resumen, el dilema del prisionero nos deja entrever que hay situaciones en las que
buscar el beneficio del grupo nos otorga una mayor recompensa que si todos

integrantes del juego pensaran solo en el beneficio propio ya que al hacerlo todos
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individualmente, se acabaria por perjudicar al grupo al actuar todos de la misma

manera.

6.2 Batallade los sexos

Dos novios tienen que elegir que van a hacer después del trabajo, si ir al cine o al
futbol. Tras la salida del trabajo no tienen forma de comunicarse, por lo que cada uno
decide ir a un lugar, al cine o al fatbol, y solo les queda esperar a los dos el haber ido
al mismo sitio. Ambos prefieren ir juntos a cualquiera de los dos sitios antes que ir
solos cada uno a uno distinto. El jugador 1 prefiere ir al fatbol y la jugadora 2 prefiere

ir al cine.

Tabla 6-3:Batalla de los sexos

Jugadora 2
Cine Futbol
Cine 1,2 0,0
Jugador 1
Fatbol 0,0 2,1

Fuente: Teoria de Juegos (2013).

Equilibrio de Nash:

En este caso, hay 4 perfiles posibles de EN: (Cine, Cine), (Cine, Futbol), (Futbol, Cine),
y (Futbol, Futbol):

En este juego, si la jugadora 2 decidiera ir al cine, el jugador 1 elegiria la misma
estrategia. Si la jugadora 2 decidiera ir al futbol, el jugador 2 también elegiria ir al
fatbol.

Si el jugador 1 decidiera ir al cine, la jugadora 2 tomaria la misma decision, mientras
gue, si el jugador 1 decidiera ir al fatbol, la jugadora dos también optaria por esta

decision.
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Tabla 6-4:Equilibrio de Nash en |la Batalla de los sexos.

Jugadora 2
Cine Futbol
Cine 1*2° 0,0
Jugador 1
Fatbol 0,0 2*1

Fuente: Teoria de Juegos (2013).

Para el juego de la batalla de los sexos en estrategias puras existen dos Equilibrios
de Nash: (Cine, Cine) y (Fuatbol, Futbol).

Existe en este juego la posibilidad de realizarlo mediante estrategias mixtas. En este
caso a cada estrategia se le otorgara una probabilidad.

Si ella decide ir al cine con la probabilidad p, entonces iria al fatbol con la probabilidad
(1-p). Para él, elegiria ir al cine con la probabilidad g, por lo que el chico tendria la
probabilidad de ir al futbol (1-q).

Tabla 6-5:Batalla de los sexos con estrategias mixtas.

Jugadora 2
Cine Futbol
Cine 1*2 0,0 q
Jugador 1
Futbol 0,0 21 1-q
P 1-p

Fuente: Teoria de Juegos (2013)

Siguiendo la tabla anterior, las siguientes estrategias quedarian definidas por estas

probabilidades:

(Cine, Cine): gp (Futbol, Cine): (1-q)p
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(Fatbol, Fatbol) : (1-q) (1-p) (Cine, Fatbol): g (1-p)

El Equilibrio de Nash en estrategias mixtas para este juego seria [(gg) , Gg)]

La forma de hallarlo es mediante matrices:

a o DGT)=0 @ I

a o, )=0 (1)

2 1
q=21-q@)~>q=2-2qg-q=; 1-q=3

e -0 N)-¢ 1-»C ()

@p 1 )(1)—(2 1 )(O)
p P){g) = (eP P){4
1 2
2p=1—p—>3p=1—>p=g 1-p==
En resumen, el juego de la batalla de los sexos, indica que los jugadores obtendran
un beneficio solo en el caso de que todos los jugadores elijan seguir la misma
estrategia, ya que en el caso contrario ninguno de los jugadores obtendria beneficio

alguno.

6.3 Cazadel ciervo

Dos personas deciden ir de caza juntas. Se les presenta el siguiente dilema: quedarse
guieto en el lugar donde estan para cazar el ciervo, o intentar cazar un ciervo, pero
estando también atentos a las liebres que se pueda encontrar por el camino. En el
caso de que los dos cazadores se mantengan en su puesto, saben que los dos podran
cazar al ciervo. En el caso de que uno de los dos decida no cooperar en el objetivo de
cazar los ciervos y se entretenga con las liebres, no podran cazar al ciervo. Los dos
prefieren un ciervo a las liebres y las libres a no cazar nada (lo que se llevaria el que

se dedicase a intentar cazar al ciervo en solitario)
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Tabla 6-6:Caza del ciervo

(donde V>2W, W>0) Jugador 2
Cooperar Buscar liebre
Cooperar Vv,V 0, 2W
Jugador 1
Buscar liebre 2W, 0 W, W

Fuente: Teoria de Juegos (2013).

En este juego, existen 4 perfiles que pueden ser Equilibrios de Nash:(Cooperar,
Cooperar), (Cooperar, Buscar liebres), (Buscar liebres, Cooperar) y (Buscar liebres,

Buscar liebres).

Para este juego, si el jugador 2 decide Cooperar, la mejor respuesta del jugador 1
seria cooperar también. Mientras que, si el jugador 2 decide buscar liebres, el jugador

1 también decidira buscar liebres.

La misma similitud para el caso del jugador 2, es decir, si el jugador 1 decide cooperar,
el jugador 2 tomara la misma decision, al igual que si el jugador 1 decide buscar

liebres, el jugador 2 también optara por esta estrategia.

Tabla 6-7:Equilibrio de Nash en la caza del ciervo.

Jugador 2
Cooperar Buscar liebre
Cooperar V* VvV’ 0,2W
Jugador 1
Buscar liebre 2W,0 AR

Fuente: Teoria de Juegos (2013).
Los equilibrios de Nash para este juego serian las estrategias de (Cooperar,

Cooperar) y (Buscar liebres, Buscar liebres).

27



En resumen, este juego nos indica que hay circunstancias en las que los jugadores
obtendran un beneficio mayor si deciden cooperar. En el caso de que no lo hagan las
recompensas que obtiene seran menores a la que podrian obtener cooperando, e

incluso, al no cooperar acabarian repartiéndose esa menor recompensa entre los dos.

Tabla 6-8 La caza del ciervo con estrategias mixtas.

Jugador 2
Cooperar Buscar liebre
Cooperar V,V 0, 2W p
Jugador 1
Buscar liebre 2W, 0 W, W 1-p
_ ] q 1-q
Fuente: Teoria de Juegos (2013)

Siguiendo la tabla anterior, las siguientes estrategias quedarian definidas por estas

probabilidades:
Cooperar, Cooperar: pq Buscar liebre, Cooperar: (1-p) q
Cooperar, Buscar liebre:  p(1-q) Buscar liebre, Buscar liebre: (2-p) (1-q)

Para hallar el Equilibrio de Nash en estrategias mixta se siguen los siguientes pasos:

S 0)(2;/ V(I)/)(lfp):(o 1)(2112/ I/(I)/)(lfp>

v 0)(1fp)=(2W W)(lfp)

w v-2w
Vp=Wp+W—>p=m 1—p=V_W
vV o2w 1) Vo o2w <0>
1- = 1-—

(q q)(o W)<O (q q)(o W)l

1 0

va w+w)(,)=wve w+wo(,)
w v-2w
Va=W+Wq-q=— l—q:V_W
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Con las matrices anteriores se halla que el Equilibrio de Nash en estrategias mixta

. w o V-2w W V-2w
para este juego es: {( ) ); ( ’ )}
v-w’v-w v-w’v-w

6.4 El halcony lapaloma

Dos seres vivos se pueden comportar de dos maneras diferentes: de forma violenta
(halcon) o de forma pacifica (paloma) a la hora de enfrentarse por un objeto V. En el
caso de que decidan comportarse ambos seres vivos de forma violenta, se les
acarrearan unos costes C y silos dos se comportan de forma pacifica se podran dividir
el objeto. Si cada uno toma una decision diferente, el que se comporta de forma

agresiva se queda todo el objeto V, mientras que el pacifico no obtendria nada.

Tabla 6-9:El halcén y la paloma.

Jugador 2
Paloma Halcén
Paloma V/I2, V2 o,V
Jugador 1
Halcon V, 0 V/2-C, V/2-C

Fuente: Teoria de Juegos (2013).

En este juego existen 4 perfiles posibles de Equilibrios de Nash: (Paloma, Paloma),
(Paloma, Halcén), (Halcén, Paloma) y (Halcon, Halcon).

Si el jugador 2 decidiera mantener una postura de paloma, para el jugador 1 le seria
mas beneficioso adoptar una postura agresiva. Mientras que, si el jugador 2 adoptara
la postura agresiva, la del halcon, al jugador 1 le otorgara beneficio adoptar esa misma
postura.

Este mismo razonamiento se aplicaria al jugador 2, en el caso de suponer que
posturas adoptaria su contrincante, por lo que, sea la postura que adopte el jugador

1, al jugador 2 su mejor respuesta seria adoptar la postura del halcén.
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Tabla 6-10:Equilibrio de Nash en el halcon y la paloma.

Jugador 2
Paloma Halcon
Paloma V2, VI2 o,V
Jugador 1
Halcon V* 0 V/2-C*, V[2-C’

Fuente: Teoria de Juegos (2013).

Se observa en la tabla anterior, que el Equilibrio de Nash de este juego es el perfil de

estrategias: (Halcén, Halcén).

El juego indica que hay contexto en los que los competidores pueden obtener una

recompensa a partes igual si deciden no competir por una misma recompensa, pero

en el caso contrario de que alguno de ellos decida competir para obtener toda la

recompensa, los demas jugadores podrian optar por esta misma estrategia por lo que

al final se repartiran dicha recompensa entre todos, pero pagando un coste por

competir entre ellos.

Tabla 6-11 Halcén y la paloma: Equilibrio de Nash en estrategias mixtas

Fuente: Teoria de Juegos (2013)

Jugador 2
Paloma Halcon
Paloma Vi2,VI2 o,V
Jugador 1
Halcén V* 0 V/2-C*, V[2-C
q 1-q

1-p

Con ayuda de los pagos y las probabilidades de la tabla anterior, se intentara hallar el

Equilibrio de Nash en estrategias mixtas para este juego mediante el uso de matrices:

@0 2=y

P)=o oy’

V/ZO— C) (1 f;o>

30



/2 0) (12) —( V/2-0) (ﬁp)

Vp/2=Vp/2+V/2—C+(p->p=1-= 1-p=2

(@ 1-a) (V(/)Z V/ZV— c) ((1)) =@ 1-9) (V(/)Z V/ZV— C> <2>
0
1

1
(Vq/2 Vq/2+Cq+V/2—C)(O):(Vq/2 Vq/2+Cq+V/2—C)<>

Vq/2=Vq/2+Cq+V/2—C—>q=1—VZ—C 1_q=§

El equilibrio de Nash seria: {(122€,%2), (22,2}

2 2 2 2

Pero este resultado no es posible, ya que si VC>1 la probabilidad tendria un valor
negativo, cosa que es imposible, por lo que no existen equilibrio de Nash en

estrategias mixtas para este juego.

6.5 Piedra-papel-tijera

Dos jugadores eligen a la vez uno de los tres objetos: piedra (R), papel (P) o tijera (T).
Cada jugador hace un gesto que representa cada uno de los objetos: piedra (pufio
cerrado), papel (mano abierta), tijeras (dedos anular y corazén extendidos). En el caso
de que los dos jugadores elijan el mismo gesto existe un empate y cada uno recibe
un pago cero. En el caso de que elijan distinto gesto el que gana obtiene un euro de

la persona que pierde de acuerdo a estas normas:

a) Piedra gana atijera
b) Tijera gana a papel
c) Papel gana a piedra
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Tabla 6-12:Piedra-papel- tijera

Jugador 2
R P T
R 0,0 -11 1,-1 r
Jugador 1 P 1-1 0,0 -1,1 S
T -1,1 1,-1 0,0 1-r-s
Fuente: Teoria de Juegos (2013) 9 P 1-a-p

Siguiendo la tabla anterior, las siguientes estrategias quedarian definidas por estas
probabilidades:

Piedra,Piedra: rq Papel,Piedra:  sq Tijera,Piedra: (1-r-s)q
Piedra,Papel: rp Papel,Papel: sp Tijera,Papel: (1-r-s)p

Piedra, Tijera: r(1-g-p) Papel,Tijera: s(1-g-p) Tijera,Tijera: (1-r-s)(1-g-p)

El Equilibrio de Nash en estrategias mixta para cualquier jugador es (74, /4, ¥53)
0o -1 1 r 0 -1 1 T
(100)(1 0 —1)( N >=(010)<1 0 —1)( N )
-1 1 0/M-r-s -1 1 0/ M—-r-s
0o -1 1 r
=(001) ( 1 0 —1> < s )
-1 1 0/ M-r-—s

r r r
(01—1)( S >=(—101)< S >=(1—10)< S )
1—-r—s 1—-r—s 1—-r—s

s—14+4r+s=—-r+1—-r—s=r—s

s—1+r+s=r—s—>35=—1—>s:§

32



—r+1—r—s=r—s—>—3r=—1—>r=§

0 1 -1\/1 0 1 -—1\/0
(qpl—q—p)<4» 0 1>Oo=iqp1—q-ﬂﬂ<—1 0 1><Q
1 -1 o0/\o 1 -1 0o/\o
0 1 -1\/0
=(qp‘1—q—4ﬂ<—1 0 1><0>
1 -1 o/\1

1 0
Qp—1+q1—2q—pq-p%§>=@p—1+q1—2q—Pq_P%})
0 0

0
=@p—1+q1—2q—pq—pﬁk)
1

2p—1+q=1-29q—p=q—p

1
Zp-1+q=q-p-p=3

1
1-2g-p=q-p-q=3

6.6 Peticiones de Nash

Se reparte un pastel entre dos jugadores de acuerdo con lo siguiente: los dos
jugadores tienen que escribir al mismo tiempo un namero entre el 0 y el 1, el
significado de estos numeros es la porcion de pastel que quieren. Sila suma de ambos
nameros es menor o igual que 1, cada jugador recibe la parte que queria. Si la suma
de ambos nimeros es mayor a 1, entonces ninguno de los jugadores recibira nada.

Como este juego tiene infinitas posibilidades no se puede representar de forma

bimatricial. Los elementos son los siguientes:
J={12}L 5§ =5 =[0,1]

[ 5 sl o5+ =<1 ( ) 5, si o5+ =1
w5y, 52) = i U(5y, 52) = )
151, 52) 0 si 5 +5 >1 S 0 si 5s,+5>1
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Figura 6-1Representacion del juego de las peticiones de Nash

S

s W

5

Fuente: Teoria de Juegos (2013).
En la grafica anterior se puede ver el conjunto de respuestas optimas de soluciones.

Il —5; si s;<1

$; sios <
Para Jl: Rl("'.z) = { - . - l Pal’a J2: R:{S]] = {[D l] . l
S s ) si §, =

Por lo que el Equilibrio de Nash seria: {(s1,52):s1 +s, = 1} U {(1,1)}

6.7 La estrategia maximin

Este tipo de estrategias son las empleadas para la resolucién de los juegos de suma
cero, aquellos en los que los jugadores obtienen la misma ganancia que pierden el
resto, como se ha comentado anteriormente.

La estrategia maximin consisten en asegurarse un pago minimo en un juego, es el
valor de seguridad por el que se decide cada jugador.

Para poder entender este concepto, la siguiente tabla sera de ayuda.

Tabla 6-13 Estrategias Maximin

JUGADOR 2
A B C minimos
A 9,1 19 2,8 1
JUGADOR 1 B 6,4 5,5 4,6 4
C 7,3 8,2 3,7 3
minimos 1 2 6

Fuente: Junta de Andalucia (s.f.)
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En la tabla anterior se puede observar los valores minimos que obtendria cada jugador
dependiendo de la estrategia que decidan seguir.

Si el jugador 1 decidiera elegir la estrategia A obtendra un pago minimo de 1, si eligiera
la B un pago minimo de 4 vy si eligiera la C un pago minimo de 3.

Mismo analices para el jugador 2, si elige A, obtiene 1, si elige B obtendra 2 y si elige
C obtendria el pago minimo de 6

La estrategia maximin consiste en elegir el mayor de los pagos anterior, es decir, de
los pagos minimos que podria obtener un jugador dependiendo la estrategia que
elijan, decidirse entre la que mayores pagos le otorgue. En el caso del jugador 1 sera
la estrategia B y en el caso del jugador 2 sera la estrategia C.

6.8 Duopolio de Cournot

Un reducido numero de empresas compite en el mercado vendiendo un producto
homogéneo y eligiendo de forma simultanea ambas empresas la cantidad que van a
producir para el mercado. El precio queda establecido por la cantidad total aportada
de acuerdo con la funcion de demanda inversa. Al equilibrio llegado este modelo se
le denomina Equilibrio de Cournot o de Cournot-Nash, ya que se alcanza el Equilibrio
de Nash mediante Cournot en este modelo. A continuacion, se encuentra el modelo
de duopolio de Cournot para dos empresas basandose en el manual de referencia

La funcién de demanda inversa es:

a—bQ s1 bQO<a

0 i b0 >a (donde b >0y Q =q, + q»)

PQ) = {

Las funciones de costes de las empresas son:
Ci(q,) = cqy, Cs(g,) = cqg, donde ¢ <a
la funcion de beneficios:

m(q1s g2) = qi(a — bg, — bgs) — cq, = q(a — bg, — bg, — ¢)
Ta(d. 42) = go(a — bg, — bq,) — eq> = g-(a — bg, — bg, — ¢)

Hay dos empresas cuyo espacio de estrategias son S;_S, = [0, %] y que suponiendo

gue los beneficios coincidan con las utilidades tienen la siguiente funcion de

ganancias:
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u(qy. q2) = q(a — bq, — bg, — ¢)
Us(qi1, g2) = go(a — bg, — bg, — c)

A continuacion, se observa el calculo del Equilibrio de Nash para la empresa 1:

max u,(q,, ¢,) = q,(@ — bq, — bg, — ¢)
q1
sujeto a: 0<q, <a/b

Hay que obtener la condicion de primer orden:

_a—«¢—bg,

0uy(qy; 42)/0qy = qi(=b) + (a = bg, = bg, =) =0; ¢, 2b

También, buscar la condicién de segundo orden, que sera la condicion suficiente de

mMAaximos.
uy(qy, g2)/0qt = —2b <0
Con todo lo anterior, se obtiene que la funcion de respuesta optima de la empresa 1,

E1l seria:

a—c— bg,
Ri(gy) = ——F—

Para el calculo del equilibrio de Nash de la empresa 2, E2, se resuelve de:

max uy(qy, ¢2) = gx(a — bgq, — bg, — ¢)
L]

sujeto a: 0 < g, <a/b

Realizando los mismos procesos que se han visto para E1, se obtiene para E2 su
funcién de respuesta optima:
a— ¢ — bg,

Rz{fh) = 2b

El Equilibrio de Nash ha de ser (g3, q5), por lo que g;sera respuesta optima de q; y

viceversa.

a—c — bg¥ a— ¢ — bgy

W=7, ="
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Resolviendo el sistema anterior se obtiene el conjunto de los puntos de equilibrio:

a—c a—c
EN _ * — F =
- flor-50 @50}

La cantidad: r—12 a—«c Los beneficios de (@ — ¢
: U = ————

3b cada empresa: 1 ob
 a— o)

uiy =

- 9b
El precio: a + 2¢  El beneficio total 2(a — ¢)?
P*¥=qaq— DbO* = . Uk= ——

3 en equilibrio 9

6.9 Duopolio de Bertrand

Se propone cuarenta afios después que el modelo de Cournot. Este modelo consiste
en gue las empresas compiten en precios, y estas se comprometen a producir todo lo
gue los consumidores demanden a el precio que las empresas decidan. Al equilibrio
llegado en este modelo se le denomina Equilibrio de Bertrand o Equilibrio de Bertrand-

Nash, ya que se alcanza un Equilibrio de Nash mediante Bertrand en este juego.
Basandonos en el manual de referencia, se tiene la siguiente informacion”:
Las hipétesis iniciales del duopolio son las siguientes:

e Los consumidores solo compran a la empresa con precios mas bajos, o0 a
ambas en partes iguales si sus precios son los mismos.

e La funcion g(p) es estrictamente decreciente en precios entre 0 y pc y nula para
los precios iguales o superior a pc.

e Las empresas tienen la misma funcion de costes, sin costes fijos y con los
costes marginales constates e iguales a ¢

e Se cumple que: 0<c<pm<pc, donde pm es el precio optimo de monopolio de

haber solo una empresa.
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Con las anteriores hipétesis se concreta la funcion de demanda para cualquier

empresa.

0 si pi>p;

) sl op; < p:

qipi pj) = aw Pi=F;
qp) . _

Las funciones de costes:

Cilg)) = cq1. Cx(q) = cqs

La funciéon de beneficios:

0 st p;>p;

- —0)g(p,) sl < p.

uipis ) = (pi — o)q(py) Pi <p;
(pi — Oqp) . _

T, St pPiTD

Para una compresién mas facil, se tratara de la existencia de dos empresas, E1 Y E2,

por lo que i=1,2. Con espacio de estrategias S1=S2= [0, +)

El Equilibrio de Nash para el duopolio de Bertrand es aquel en el que las empresas

tienen sus precios iguales al coste marginal tal que: p; =c¢,p; = ¢

Razonando mediante la correspondencia de respuesta optima se comprueba porque

ese punto es el EN.

o Si pi<c, cualquier precio en el que p2>p1 seria optimo, mientras que si fueran
p2<p1 obtendria beneficios negativos

o Si pi=c, cualquier precio p2=c daria un 6ptimo, pero de ser pz2<c obtendria
beneficios negativos.

o Si pm=p1>c, no hay precio posible de la otra empresa que otorgue beneficios.

o Si p1>pm, la Unica respuesta optima de E2 seria un pz2=pm
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7 EJEMPLOS CLASICOS JUEGOS EN FORMA EXTENSIVA

7.1 Duopolios: Stackelberg

Ejemplo de juego en dos etapas, propuesto por Stackelberg en 1934. Dos empresas
se enfrentan en un mercado (duopolio) produciendo un producto homogéneo y
compitiendo en las cantidades. Pero esta vez, a diferencia del duopolio de Cournot,
una de ellas tendra la ventaja de tomar la decision de produccion antes que la otra,
empresa lider y empresa seguidora, la cual decidira la cantidad a producir tras

observar el comportamiento de la empresa lider.

Funcién de demanda inversa:

a—Q st Q<a

0 S 0>a (donde a >0y Q=¢q, + q»)

PQ) = 7(

Funciones de costes:
Cg) =cq.  Cxg) =cq,  donde ¢ <a

Beneficios:

(g, ) = qila—¢q, —q,) —cqy =qla—q, —q, — ¢)
u>(qy, g) = g-(a — q, — q>) —¢q>, = g,(a — q, — g, — C)

Como se ha comentado antes, la empresa lider tomara la decision mientras que la

otra esperara.

Por el método de induccion hacia atrés, la Ez, va a suponer una cantidad fija g1, y con

ello resolver el siguiente planteamiento:
max (g, 42) = gxla — ¢ = g, — q5]
condicion de primer orden:

- ~ a—4q, — ¢
ouy(qy 42)/0g; =0 g — ¢ — g —29,=0, 92~
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Condicién de segundo orden:

521,.!3{(;,, qg}_;’éq% =-2<0

Con los procesos anteriores, se obtiene que la E2 respondera a cualquier estrategia

de la E1 de la siguiente manera:

a—q,—¢

R->(q)) = 5 , pral0<gqg, <a—c

Ahora se vera los pasos a seguir de la E, teniendo en cuenta la Rz de la otra empresa.

qila —q, —0)
max u,(q1, Ra(q1) = qula — ¢ — g, — Rag))] = — 5 '
Condicion de primer orden:
a—2qg,—c a—c
duy(qy. Ralgi))/dgy =0 ———=0, 4=

Condicién de segundo orden:

d’u(q,, Ro(g)/dg = —1 <0

La solucién para el Duopolio de Stackerlberg mediante la induccion hacia atras es la

siguiente:

a4 —C

2

Ro(a®) a—¢gif—c a—c
A7) = =
b AU S 5 4

qi =

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos es el que viene determinado por el

siguiente perfil de estrategias:

a—c
g% = (‘f‘“ =gf = 7 5§ = Rz(-])
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Donde R2(.):

a—q —
Ryqy) = ————

7.2 Juego del ultimatum

Existe una bolsa con n monedas iguales (siendo n un nimero mayor que 1) entre dos
jugadores. El jugador 1 saca un numero m (siendo 0 el minimo de monedas y el n el
nimero maximo) de monedas para darselas al jugador 2. Este ultimo jugador ve las
monedas y dice Si o No, respectivamente en el caso de que acepte o no acepte. Si
dice si, entonces se lleva las m monedas y el jugador 1 se llevaria n-m (las monedas
iniciales menos las que le ha dado al jugador 2). Si este dice que no, entonces ninguno

de los dos se llevaria monedas.

Figura 7-1:Juego del ultimatum con n=4

0
12 2 )2 12 2
ATAATAFA
A4 0 3 0 2 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 3 0 4 0

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de Teoria de Juegos (2013).

A continuacion, se observa la solucién del juego mediante el método de induccién
hacia atras para obtener el Equilibrio de Nash en este juego. Aunque este juego tiene

una particularidad, tiene dos soluciones posibles.
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Figura 7-2: Equilibrio de Nash para juego del ultiméatum (1)

I

I
L
(R
N
o
o

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de Teoria de Juegos (2013).

En este primer Equilibrio de Nash para este juego, se observa como en el primer nodo
de decisidn de la izquierda, el elegido por el jugador 2 en este primer caso es el que
otorga un pago de (4,0) para los jugadores y que ademas finalmente acabara siendo

el Equilibrio de Nash.

Figura 7-3: Equilibrio de Nash para juego del ultimatum (2)

4[_.,\_-'*_-—

0 3 7 1 0
0 5> 3 4

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de Teoria de Juegos (2013).

En este segundo Equilibrio de Nash, hay que volver a fijarse en el primer nodo de
decision de la izquierda, en esta ocasion el jugador 2 ha elegido la opcion que otorga
unos pagos de (0,0). Con ello en el siguiente paso de la induccion hacia atras, esta
opcion estaria descartada por el jugador 1 en beneficio de la opcion que otorga un
pago de (3,1) siendo esta el Equilibrio de Nash.

La peculiaridad de este juego radica en que el Equilibrio de Nash siempre va a ser la
opcion que dé al jugador 2 un pago de 0 o un pago de 1, dependiendo de la decision

gue tome en el primer nodo de eleccion de la izquierda. Este resultado es
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independiente del valor de n, ya que, por ejemplo, n =1000 y el Equilibrio de Nash

para el juego seria (1000,0) o (999,1) (dependiendo de la primera decision).

7.3 Juego del dictador

Este juego es similar al juego del ultimatum, se le diferencia en la actividad pasiva que
tiene el recipiente, ya que, en este, el dictador dice la cantidad del bien que decide
repartir entre €l y el recipiente, pero este no tiene la posibilidad de aceptar o rechazar
dicha cantidad. Este juego es muy famoso por ser usado en economia experimental,
para comprobar los comportamientos del dictador, de si se trata de una persona

altruista o egoista.

Segun el estudio realizado por Heinrich et al (2004) se puede comprobar como los
individuos que siendo racionales deberian quedarse con todo el bien de ser el
dictador, pero se observa que los dictadores suelen destinar una pequefa parte al

otro jugador.

7.4 Juego del reparto

Existe una bolsa con n monedas iguales (siendo n un nimero mayor que 1) entre dos
jugadores. El jugador 1 saca un numero m (siendo 0 el minimo de monedas y n el
namero maximo) de monedas para darselas al jugador 2. Al ver este el nimero de
monedas puede decir “Si” o puede decir “Resto”. En el caso que diga Si, entonces
recibe las monedas y si dice “Resto” entonces se queda con las monedas que queden
en la bolsa tras haber sacado las m monedas. El jugador 1 se queda con las monedas

gue no ha adquirido el jugador 2.

Figura 7-4: Juego del reparto para n=4

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de Teoria de Juegos (2013).
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A continuacion, se observa la solucion del juego mediante el método de induccion

hacia atr4s para obtener el Equilibrio de Nash en este juego.
Partiendo de la figura anterior, se obtiene la siguiente:

Figura 7-5: Equilibrio de Nash para juego del reparto (1)

[
Ml ) f—

R AN NS

=4
L

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de Teoria de Juegos (2013)

Figura 7-6: Equilibrio de Nash para juego del reparto (2)

I~
Pl ) f—

Resto Resto

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de Teoria de Juegos (2013)

Con este juego, se observa, que existen dos equilibrios de Nash. Uno cuando el
jugador 2 decide quedarse con el resto y otro cuando decide decir que acepta la
propuesta del jugador 1. Curiosamente, en este juego los equilibrios de Nash
coinciden con el mismo pago para cada jugador, ya que para el jugador 1 el mejor
meétodo es realizar un reparto equitativo, que de no ser asi corre el riesgo de que el

otro jugador elija quedarse con la opcidn que mas beneficio le otorgue.
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7.5 Juego de disuasién

La empresa Picarones & Company tiene poder de monopolio en el mercado de un
bien, este monopolio del bien le producen unos beneficios de 7 u.m. Por otro lado, la
empresa Homo Economicus S.L, decide estudiar la viabilidad de entrar al mercado
monopolizado por la empresa Picarones & Company, ya que, de hacerlo, aumentaria
sus beneficios de 3 u.m. a 5 u.m. siempre y cuando la empresa instaurada tenga una
buena actitud a su entrada estableciendo una competicién razonable.

De permitir la entrada en el mercado de la empresa Homo Economicus S.L, la
empresa Picarones & Company, tendria unos beneficios moderados de 5 u.m. De
darse el caso de que ambas empresas entren en conflictos, y decidan, por ejemplo,

competir en precios, ambas empresas se quedarian sin beneficios.

Figura 7-7: Juego de disuasion

Homo
Economicus
SL
No entrar Entrar
3,7 Picarones &
Company
Competencia dura Competencia suave
0,0 3,5

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de Teoria de Juegos (2013).

A continuacion, mediante la induccion hacia atras se vera reflejado el Equilibrio de

Nash del juego.

Figura 7-8: Equilibrio de Nash para el juego de disuasion

Homo Homo
Economicus S.L ' Economicus S.L

No entrar Entrar Entrar

wn
Ln

3,7 55

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de Teoria de Juegos (2013)
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Se observa como en un mercado monopolizado por una empresa, en la que en el
supuesto de que al entrar empresas a competir sus beneficios son 0, la mejor decision
es dejar entrar al resto de empresas y optar por una postura de competencia suave

gue no haga ver reducidos alin mas sus beneficios.

8 CONCLUSIONES

Las principales conclusiones a las que se han podido llegar con la realizacion de este
trabajo son las siguientes.

En primer lugar, la Teoria de Juegos es una de las ramas de las Matematicas que
mas aplicaciones tiene en el mundo real, como puede ser la Economia, la Biologia o
la Psicologia. Por otro lado, el atrevimiento por parte del Banco Central de Suecia
para crear el premio “Premio Sveriges Riksbank de Ciencias Econémicas en memoria
de Alfred Nobel” ayuddé enormemente a que la Teoria de Juegos tuviera el
reconocimiento merecido, siendo el primero y mas famoso el ganado por John Nash,
John Harsanyi y Reinhard Selten en 1994 por ser los pioneros en la materia.

Por otro lado, se ha repasado la terminologia basica de la materia y la definicion de
Equilibrio de Nash con el fin de que resultara mas sencilla la comprension posterior
de los ejemplos clasicos.

Finalmente se han hallado los Equilibrios de Nash en los diferentes ejemplos clasicos
de Teoria de Juegos, tanto en forma extensiva como en forma normal, destacando
entre estos ultimos el Dilema del Prisionero (planteado por Merril M. Flood y Melvin
Dresher en 1950). Todos estos equilibrios hallados han servido para entender como
existen ocasiones en las que la busqueda del beneficio individual cabe la posibilidad

de perjudicar al resto de jugadores, incluido uno mismo.
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