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RESUMEN

Este trabajo estudia posibles alternativas al coeficiente de correlacion lineal de Pearson
para cuantificar el grado de dependencia entre las dimensiones utilizadas para calcular
el indice de Desarrollo Humano (IDH). Lo primero que haremos sera definir el IDH, qué
mide y de qué dimensiones se compone. Después, definimos el coeficiente de
correlacién lineal de Pearson y los coeficientes alternativos presentados, basados en
rangos o en modificaciones robustas del coeficiente lineal de Pearson. En la aplicacién
empirica, aplicamos todos los coeficientes para medir las interrelaciones entre los pares
de las dimensiones del IDH utilizando datos de 142 paises para los afios 1990, 1995,
2000, 2005, 2010, 2015 y 2019. Todos los coeficientes que hemos estudiado indican la
fuerte relacién que existe entre las tres dimensiones que conforman el IDH, y entre
éstas, la mayor relacién de dependencia en los primeros afios se da claramente entre la
dimensién de la salud y de economia, pero en los Ultimos anos, la dependencia es mas

fuerte entre la dimension de la educacién y la economia.

Palabras clave: IDH, correlacién, desarrollo humano, Spearman, Kendall
ABSTRACT

This paper studies possible alternatives to Pearson's linear correlation coefficient to
qguantify the degree of dependence between the dimensions used to calculate the
Human Development Index (HDI). The first thing we will do is to define the HDI, what it
measures and what dimensions it is composed of. Then, we define Pearson's linear
correlation coefficient and the alternative coefficients presented, based on ranges or
robust modifications of Pearson's linear coefficient. In the empirical application, we
applied all coefficients to measure the interrelationships the pairs of HDI dimensions
using data from 142 countries for the years 1990, 1995, 2000, 2005, 2010, 2015 and
2019. All the coefficients we have studied indicate the strong relationship that exists
between the three dimensions that make up the HDI, and among these, the strongest
dependency relationship in the early years is clearly between the health and economy
dimensions, but in the later years, the dependency is stronger between the education

and economy dimensions.
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1. INTRODUCCION

Hay un consenso general de que el bienestar y el desarrollo humano, son conceptos
multidimensionales que no solo dependen de los ingresos sino también de dimensiones
no monetarias como la educacién o la salud. Por lo tanto, la mejoria en el bienestar
dependerd del nivel de avance de cada dimensién y del grado de asociacidn entre ellas.
Como sefialan Atkinson y Bourguignon (1982), para dos distribuciones conjuntas con los
mismos valores, pero con distinto grado de asociacidn, una menor asociacién entre las
dimensiones del bienestar es socialmente preferible. Por ejemplo, si tuviéramos un
ranking de paises del mundo en el que un pais ocupa el primer lugar en todas las
dimensiones del bienestar, otro pais fuera segundo en todas las dimensiones del
bienestar y asi sucesivamente, este mundo gozara de menor bienestar que aquel en el
cual todas las posiciones de los paises en todas las dimensiones estén menos

correlacionadas.

Por ello, seria interesante medir el nivel de dependencia entre las dimensiones que
componen uno de los indices de bienestar mas utilizados, el indice del desarrollo
humano, el indice del desarrollo humano (IDH), y este es el objetivo del trabajo. Estas
dimensiones, son la salud, la educacién y la economia. Para el analisis bivariado, existen
varias medidas de dependencia, entre las cuales, la mas conocida es el coeficiente de
correlacién lineal de Pearson, adecuada para distribuciones normales bivariantes. Sin
embargo, en el caso de variables cuya distribucién no es Normal, seria mas adecuando
utilizar medidas de dependencia basadas en rangos, como el coeficiente por rangos de
Spearman o el coeficiente Tau de Kendall, los cuales se centran mds en las posiciones de
cada individuo en las dimensiones que en los valores especificos. En este trabajo
analizaremos estos coeficientes y también calcularemos un coeficiente de correlacién

“robusto” basado en la mediana que trata de evitar la influencia de datos atipicos.

Nuestros resultados muestran que todos los coeficientes que hemos estudiado indican
la fuerte relacién que existe entre las tres dimensiones que conforman el IDH, y entre
éstas, la mayor relacién de dependencia en los primeros afios se da claramente entre la
dimensién de la salud y de economia, pero en los Ultimos afios, la dependencia es mas

fuerte entre la dimensidon de la educacién y la economia. Ademas, el coeficiente de
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correlacién de Pearson ofrece valores que no distan mucho de los valores del coeficiente
por rangos de Spearman mientras que el coeficiente Tau de Kendall siempre presenta

valores mas pequeiios y todos ellos difieren bastante de indice basado en la mediana.

El trabajo se estructura de la siguiente manera. En el capitulo 2, introduciremos el IDH,
las dimensiones que lo forman con sus respectivos indices y la forma de calcularlo. En el
capitulo 3, comenzamos por describir el coeficiente de correlacion de Pearson y
después, presentaremos las alternativas a este, en el orden siguiente: el coeficiente de
correlacién por rangos de Spearman, el coeficiente Tau de Kendall y la correlaciéon
basada en la mediana. En el capitulo 4 aplicaremos todos estos coeficientes para medir
la dependencia entre los posibles pares de los indices que conforman el IDH (indice de
salud, indice de ingresos e indice de educacidn) para los afios 1990, 1995, 2000, 2010,

2015y 2019. En el capitulo 5 resumimos las principales conclusiones.

2. EL INDICE DEL DESARROLLO HUMANO

La Organizacion de Naciones Unidas (ONU) es una organizacion internacional formada por
192 paises, que puede tomar medidas sobre los problemas que enfrenta la humanidad y tiene
cuatro propositos: Mantener la paz y la seguridad internacionales; Fomentar las relaciones de
amistad entre naciones; Favorecer la cooperacidn internacional para solucionar problemas
entre naciones y estimular el respeto a los derechos humanos; armonizar los esfuerzos de las
naciones por alcanzar estos propdsitos. En concreto, uno de los programas de la ONU, el
Programa de las Naciones Unidas para el Desarrollo (PNUD), se encarga de estudiar las
cuestiones esenciales para mejorar la calidad de vida de las personas entre las que
destacamos, la erradicacion de la pobreza, la desigualdad o los impactos de cambio
climatico. El IDH fue propuesto por el PNUD en el afio 1990. Tras estudiar el trabajo del
investigador MahBub al Hagq, el cual se basaba en las ideas desarrolladas por el Nobel
Amartya Sen, se llegd a la conclusion de que el desarrollo de un pais no se podia medir
Unicamente por el nivel de ingresos de este y para que el estudio del desarrollo de
cualquier pais se ajustara mas a la realidad, se debian incluir también variables que

midieran la salud y la educacion.



Como acabamos de apuntar, el IDH mide el nivel de desarrollo de un pais, en funcién de
tres componentes (salud, educacion y economia) que determinan el nivel de vida medio
en un territorio. A continuacién, repasaremos como se mide cada componente de dicho

indice (PNUD, 1990):

- La componente de la salud se mide en términos de esperanza de vida al
nacer.

- La componente de la educacién tiene dos subcomponentes, la tasa de
alfabetizacién de adultos y la tasa bruta combinada de matriculacién en los
tres niveles de ensefianza: primaria, secundaria y terciaria.

- Lacomponente de la economia, que recoge la riqueza de un pais, se mide por

el ingreso nacional bruto (INB) per cépita.

El PNUD, a la hora de definir el IDH, considera que su “objetivo no es crear un indicador
incuestionable del bienestar, sino reorientar la atencion hacia un desarrollo enfocado en
el ser humano y alimentar el debate sobre como propiciar el progreso de las sociedades”

(PNUD, 2010)

Cabe mencionar que el IDH no es la Unica métrica que el PNUD considera para medir el
progreso de un pais. Junto a este indicador, existen otros importantes como el IDH
ajustado por desigualdad o el indice de Desigualdad de Género (Rosales, 2017; Ventura,

2015).

2.1. Célculo del IDH

Como hemos citado anteriormente, el IDH es un indice que refleja tres dimensiones

basicas del desarrollo: salud, educacién y riqueza.

Para el cdlculo de los indicadores de cada dimension, en primer lugar, se tendrdn que
determinar valores minimos y maximos, lo que se denomina “valores limite”, para
transformar cada uno de los indicadores (expresados en diferentes unidades) en
numeros indices con valores entre Oy 1. La siguiente tabla muestra los valores limite de

cada indicador de cada una de las dimensiones:



Dimension Indicador Minimo Maximo

Salud Esperanza de vida (afios) 20 85
Esperanza de afios de escolarizacién 0 18
Educacion
Media de afos de escolarizacion 0 15
Ingreso Producto interior bruto per capita (2011 PPA %) 100 75000

Figura 1: Tabla de indicadores (PNUD, 2010).

Asi, para un pais dado, la forma de calcular cada indicador de dimensidn es la siguiente

(Gonzalez Garcia, 2016):

valor actual — valor minimo

indice de dimension = — —
valor maximo — valor minimo

En el caso de la educacién, esta formula se aplicard a cada uno de sus dos
subcomponentes y luego se calculard el promedio de ambos. En los ingresos,
aplicaremos logaritmos naturales de los valores minimos y mdaximos reales ya que la
contribucién de ingresos al nivel de desarrollo del pais presenta rendimientos

marginales decrecientes.

Dimension de la salud:

Como ya habiamos indicado antes, esta dimensién se mide con la esperanza de vida al

nacer. En concreto para el pais i, el indicador de salud, denominado IEV;, se calcula como:

EV;—EV ;i
IEVi — i min :
EVimax —EVmin

donde EV; representa la esperanza de vida del pais i y EVminy EVmax son los valores

minimo y maximo, respectivamente, de este indicador (véase Figura 1)

Dimension de la educacion:



Como ya habiamos mencionado antes, esta componente se va a medir a través de dos

variables.

Media de afios de escolaridad (MEE): Es un calculo del promedio de afios de
educacion que reciben las personas de 25 o mas anos a lo largo de su vida,
basados en los niveles de educacién alcanzados por la poblacién. El indicador

de este subcomponente, para el pais i se denomina IMEE;, se calcula como:

MEE;—MEEpin

IMEE; = ;
MEEpygx —MEEpin

donde MEE; es la media de afios de escolaridad del pais i y MEEmin Y MEEmax
son los valores minimo y maximo, respectivamente, de esta subdimensién
(véase Figura 1).

Afos esperados de escolaridad (AEE): Es el nUmero de anos esperados en los
gue un nifio de edad de matricularse en el primer nivel de educacién, pase
en los diferentes niveles de educacion. Es la suma de las tasas de
matriculacion primaria, secundaria, post- secundaria no terciaria y terciaria.

Para el pais i, este indicador, que denominamos como IAEE; se calcula como:

AEE{—AEEpmin .

IAEE; = ;
AEEmax —AEEmin

donde AEE; es la media de afios de escolaridad del pais i y AEEminy AEEmax
son los valores minimo y maximo, respectivamente, de esta subdimensién

(véase Figura 1).

Una vez que tenemos los dos subindicadores anteriores, procedemos al cdlculo del

indicador de educacién, que para un pais i vamos a denominar IE; de la siguiente forma:

. _ JAEE, + IMEE,
i =
2




Dimension de la economia:

Como hemos indicado anteriormente, para calcular el indicador de esta dimension
utilizaremos el PIB per capita ajustado PPA expresado en logaritmos. Asi, para el pais i,
este indicador, que denominaremos IPIB;, se calcula como:

log(PIB;) —log(100)

IPIB; =
* 1og(75000) — log (100)

donde PIB; representa el PIB per capita del pais i, y 100 y 75000 son los valores maximos

y minimos, expresados en ddlares, de este indicador (véase Figura 1).

Cuando ya hemos obtenidos los tres indices anteriores, uno para cada dimension, se
calcula el IDH del pais i como la media geométrica de dichos indices con la siguiente

formula:

IDHi; = 3[TIEV,  IE; = IPIB;

La siguiente figura sintetiza el procedimiento del cdlculo del IDH:

DIMENSION
IDH Una vida larga y saludable Conotimiento Un nivel de vida digno

Esperanza de vida al nacer T T. PIB per capita

INDICADDR _ asa de asa bruta de
] alfabetizacion de matriculacidn (PPA en USS)
adultos (TBM}
Indice de alfabetizacion de adultos Indice de TBM
K\ / ) V
INDICE DE [ndice de esperanza de vida \"::}\ f'/;j/ indice de PIB
3 %, Indi |

DIMENSION '/j Indice de educacion N naee g

|

Y
Indice de desarrollo humano (IDH)

Figura 2: Componentes IDH (Eustat, 2021).



2.2. Interpretacién IDH

El IDH asigna a cada pais un valor del 0 a 1, desde la calificacidn mas baja hasta la
mas alta, de modo que cada pais sera clasificado en el grupo correspondiente segun
su nivel de desarrollo (Sanchez, 2022), distinguiéndose los siguientes grupos (PNUD,

1990):

- Desarrollo Humano muy alto: paises con IDH superior a 0,80.
- Desarrollo humano alto: paises con IDH entre 0,70 y 0,80.
- Desarrollo humano medio: paises con IDH entre 0,50y 0,70

- Desarrollo humano bajo: paises con IDH por debajo de 0,55.

Un ejemplo del resultado podemos verlo en la Figura 3 con la categorizacidn de 6 paises

(Iberdrola, 2022):

El INDICE DE DESARROLLO HUMANO (IDH)

en el mundo
+ ALTO + BAJO
4= Worvega on:0,954) S 1 Niger (DH: 0377) |
N : Morieon (06 1001 4 - N00 W 0.2TT)
« Esperanza de vida: 82,3 afios. = Esperanza de vida: 62 afos
* Afios de escolarizacion (promedio): 12,6 afios. + Afios de escolarizacion (promedio): 2 anos.
+ Ingreso Nacional Bruto (INB) per capita: 68.059 dalares. * |ngreso Macional Bruto (INB) per capita: 912 ddlares.
0 Suiza (IDH: 0,946) ; Repiblica Centroafricana (IDH: 0,381)
* Esperanza de vida: 83,6 afios. * Esperanza de vida: 52,8 afos
* Afios de escolarizacion (promedio): 13,4 afios. » Anos de escolarizacion (promedio): 4,3 anos.
* Ingreso Nacional Bruto (INB) per capita: 59.375 dalares. * Ingreso Nacional Bruto (INB) per capita: 777 dolares.
‘ ’ { Irlanda (IDH: 0,942) . :  Chad (IDH: 0,401)
+ Esperanza de vida: 82,1 afios « Esperanza de vida: 54 anos
* Afios de escolarizacion (promedio):12.5 afios. + Anos de escolanizacion (promedio): 2,4 anos.

* Ingreso Macional Bruto (INB) per capita: 55.660 dolares. * Ingreso Nacional Bruto (INB) per capita: 1.716 dalares.

Fuente: PNUD {datos 20715).

Figura 3: Ejemplo de paises segun su IDH (lberdrola, 2022).
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2.3. Criticas al IDH

El IDH ha sido duramente criticado desde su creacidn. A continuacién, se expondrdn

algunos de los argumentos principales entorno a esto.

Como indicador, no puede captar toda la realidad y no incluye variables que puedan
reflejar la dificil situacién del pais. Por ejemplo, en un pais con una fuerte caida del PIB
per cdpita, cuya poblacion comienza a pasar hambre, sus fluctuaciones no se veran
reflejadas automdaticamente en el IDH. La esperanza de vida, en términos de la primera

variable, descendera, pero de forma paulatina.

Ademas, no hay una razon ldgica para decir que cualquiera de tres componentes del IDH
es mas importante, mas débil o igualmente importante que las otras dos. Hay muchas
mas variables que se pueden incluir en cualquier medida de desarrollo, ya que pueden
afectar a la calidad de vida directa o indirectamente a través de terceras componentes.
Por ejemplo, de nada sirve un buen sistema educativo para las mujeres (probablemente
la mitad de la poblacidn) si existe una extrema desigualdad de género (Montes de Oca

Noriega, 2018).

Otro punto importante es el ajuste de la desigualdad. Considere un pais con una
poblacién de 100. Por ejemplo, una persona que tenia una esperanza de vida de 40 afios
puede fallecer con 50 y una que tenia una esperanza de vida de 90 fallece con 50. La
expectativa de vida promedio es de 65 afios, pero la brecha es amplia. Lo mismo puede
ocurrir con la educacion o los ingresos. El ajuste por desigualdad es un gran paso en el

desarrollo de este indicador (Ibafiez, Mujica y Castillo, 2017).

Otra cuestidn sujeta a criticas es la composicion del indice. Se podrian agregar mas
indicadores, indicadores que reflejen los niveles de educacidn, salud e ingresos de una
manera mas relevante y confiable. De nada sirve tener un promedio de 10 afios de
escolaridad si la educacién es de mala calidad. Del mismo modo, una alta esperanza de

vida no garantiza que esos afos de vida sean de alta calidad (Lopez, 2022).
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En dltimo lugar, cabe sefalar, como ya mencionamos en la introduccién, que el bienestar no
solo depende de los avances en las distintas dimensiones que lo conforman, sino de la
dependencia entre dichas dimensiones; véase Atkinson y Bourguignon (1982). Sin embargo,
el IDH, como indicador de bienestar, sélo tiene en cuenta las distribuciones marginales de sus
tres dimensiones (salud, educacidon y economia), pero ignora la dependencia entre ellas,
siendo este uno de sus inconvenientes (Pérez y Prieto-Alaiz, 2016). Por ello, en la siguiente
seccion vamos a calcular, utilizando distintos coeficientes, la dependencia bivariante

entre dichas dimensiones.

3. MEDIDAS DE DEPENDENCIA

En este apartado definiremos varios coeficientes que nos permiten medir la
dependencia entre pares de variables. Decimos que dos variables son independientes
cuando el hecho de que una ocurra no altera las probabilidades de ocurrir de la otra,
por tanto, en este caso, la distribucion conjunta de ambas variables es igual al producto
de las distribuciones marginales de cada una de ellas. En caso contrario decimos que las
variables son dependientes. Para poder cuantificar el grado de dependencia entre los
pares de variables, se pueden utilizar muy diversos coeficientes. El mas conocido vy
utilizado es el coeficiente de correlacion lineal de Pearson, pero existen otros mas

apropiados para cuando las variables no siguen distribuciones normales.

Antes de definir los siguientes coeficientes, introducimos la siguiente notacion.
Suponemos que tenemos dos variables aleatorias X e Y, y disponemos de n pares de

observaciones de dichas variables, (x1,y1), (X2,Y2), ..., (Xn,Yn).

3.1. Coeficiente de correlacidn lineal de Pearson

Entre los numerosos autores que han tratado de cuantificar este grado de dependencia
mediante un coeficiente matematico, destacamos a Karl Pearson, quién propuso un
coeficiente, muy sencillo de calcular, que permite cuantificar el grado de correlacidon

lineal entre dos variables. Este coeficiente se define como:

_ Sxy

Tey = (1)

Sx* sy’
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teniendo en cuenta que:
Sxy €s la covarianza entre X e Y definida como:

s (=D i—y)

Sxy "

- 5, es la desviacion tipica de X definida como:

Z?:l(xi_f)

S, =
x n

- 5, esla desviacion tipica de Y definida como:

_ fZ’-L vi—y)
Sy — i 1nl

- X eslamedia de X definida como:

-y eslamediadeY definida como:

_ 1
y = Xy

n

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

El coeficiente de correlacion lineal 7y, toma valores entre -1y 1, y su interpretacion es

la siguiente (Etxebarria, 1999):

- Si 1y, <0, entre las dos variables se da una correlacion negativa: si una de las

variables crece, la otra tiende a decrecer y, si una variable decrece, la otra tiende

a crecer. A medida que rxy, se aproxime a -1, mayor sera la intensidad de esa

relacion negativa.

- Si 1, =-1, entre las dos variables se da una correlacion perfecta negativa: si una

de las variables crece, la otra sufrira un descenso proporcional conforme a una

relacion lineal exacta negativa.

- Siryy, > 0, entre las dos variables se da una correlacién positiva: si una de las

variables crece la otra tiende a crecer vy, si una variable decrece la otra tiende
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decrecer también. A medida que ryy se aproxime a 1, mayor sera la intensidad de
esa relacion positiva.

- Si obtenemos 7, =1, entre las dos variables se da una relacion lineal exacta
positiva: cuando una de las variables crece, la otra lo hace proporcionalmente y
conforme a una relacidn lineal exacta creciente.

- Si 7y =0, no hay relacion lineal entre las variables por lo que podemos decir
que serian dos variables incorrelacionadas, lo que no implica que sean

independientes, como ilustramos a continuacidn

El siguiente grafico muestra una serie de diagramas de dispersién de diferentes pares

de variables dependiendo de su coeficiente de correlacién de Pearson:

Grdfico 1: Diagramas de dispersion y coeficiente de correlacion lineal asociado.

En este grafico tenemos los diferentes escenarios que encontrariamos segun el nivel de
dependencia lineal entre las variables. Observamos que el coeficiente r,y va de 0 a 1
cuando la relacidn es creciente (la pendiente de la nube de puntos es positiva) y, de 0 a

-1 cuando la relaciéon es decreciente (la pendiente de la nube de puntos es negativa).

En el grafico 1 se representan dos casos que ilustran la propiedad antes mencionada, en
la que las dos variables estidn funcionalmente relacionadas (Y=|X|) o (Y=X?), y por tanto

son totalmente dependientes, aunque el coeficiente lineal de Pearson sea nulo porque
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la relacidn entre ellas no es lineal. Por lo tanto, son dos casos en los que observamos la

incapacidad del coeficiente 7y, para recoger cualquier dependencia que no sea lineal.

Cuando la distribucién conjunta de las dos variables X e Y es Normal, la independencia y
la incorrelacion lineal son propiedades equivalentes puesto que entre variables
normales bidimensionales solo puede existir una relacién lineal (Embretchs, McNeil y
Straumann, 2002). Sin embargo, en otros casos, como ilustran los dos ejemplos del
Grafico 1 antes mencionados, dependencia e incorrelacién no son equivalentes. De
hecho, el coeficiente de Pearson puede no ser el mds apropiado en distribuciones que
se desvian de la normalidad, por ejemplo, por ser asimétricas o por presentar
observaciones atipicas. En estos casos, pueden ser mas apropiados los coeficientes

basados en rangos o cuantiles, algunos de los que veremos a continuacion.

3.2. Coeficiente de correlacién por rangos de Spearman

El coeficiente de correlacién de Spearman es una medida no paramétrica de correlacion
por rangos, que mide el grado de asociacion entre dos variables calculando el coeficiente
de correlacién de Pearson entre los rangos correspondientes. Para obtener los rangos,
se ordenaran las variables de menor a mayor y se asignaran nimeros enteros positivos
(rangos) a los valores ordenados de las variables, empezando por el 1 para el valor mas

pequefiio, el 2 para el siguiente, y asi hasta n para el mayor valor observado.

Cuando tenemos calculados los rangos, los compararemos de tal manera que, si los
rangos de ambas variables son iguales, estaremos hablando de una relacién perfecta
positiva entre ellos y, si los rangos son contrarios, habra una relaciéon negativa perfecta
entre ellos. Entre estas dos situaciones extremas, encontraremos situaciones

intermedias de mayor o menor relacién positiva o negativa.

Cuando ya tenemos los rangos asignados, calculamos la diferencia entre ellos para la
misma observacion de cada variable. Por ejemplo, si tenemos las observaciones (X;,Yi) y
le asignamos sus rangos R(xi) y R(yi), respectivamente, la diferencia entre los rangos,

serd, di= R(xi) - R(yi). Podemos observar dicho procedimiento en la Tabla 1:
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X Y R(X) R (V) d
50 51 1 1 0
53 52 2 2 0
72 61 5 3 2
64 63 3 4 1
75 69 6 5 1
65 74 4 6 5
83 77 8 7 1
95 79 10 8 2
82 90 7 9 2
87 95 9 10 1

Tabla 1: Variables X e Y, con sus valores, rangos y diferencia entre rangos.

Una vez tenemos los rangos asignados y la diferencia entre estos, el coeficiente de

correlacién de Spearman (rs), se calcula de la siguiente forma:

_ 63, df
Ts = n(n2-1) (7)

Al igual que el coeficiente de Pearson, el coeficiente de rangos de Spearman toma
valores entre -1 y 1, y su interpretacion es la siguiente (Fernandez Cuesta y Fuentes

Garcia, 1995):

- 15 = 0: Asociacion nula entre las variables.

- 15 > 0: Asociacidén positiva entre las variables, los individuos que estan mejor
posicionados en una variable, también lo estan en la otra.

- 1, = 1:los rangos de las variables son iguales, hay asociacién perfecta positiva,
los individuos ocupan las mismas posiciones en ambas variables.

- 1y < 0: Asociacién negativa entre las variables, los individuos mejor posicionados
en una variable, son los peores posicionados en la otra.

- 1, = —1: los rangos son completamente contrarios, el primer individuo en el
ranking en una variable es el Ultimo en la otra y viceversa, hay asociacion

perfecta negativa.

En el ejemplo de la Tabla 1 hemos obtenido 1, = 0,878, por lo tanto tenemos una
asociacién positiva entre los rangos de las variables. Para los mismos datos de la Tabla
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1, calculamos el coeficiente de correlacidon de Pearson y obtenemos: rx,= 0,837, una

correlacién también positiva y fuerte, similar al coeficiente de Spearman.

Entre las ventajas del coeficiente de Spearman frente al de Pearson, podemos destacar,
gue permite medir la correlacién entre dos variables cuando las mediciones se realizan
en una escala ordinal y que es robusto a “outliders”, es decir, a observaciones que se

desvian del patrén del resto de los datos.

Ahora procedemos a calcular de nuevo los coeficientes, pero cambiando el valor de una
de las variables por un valor atipico. En concreto, utilizamos Y10= 950 en lugar de Y10=95
y obtenemos como resultado, rxy = 0,378 y r, = 0,878. Como podemos observar,
debido al valor atipico que hemos introducido, el coeficiente de correlacién lineal de
Pearson sufre un gran cambio y se reduce notablemente, pero el coeficiente de
Spearman no varia ya que Yio antes de que cambidramos el valor ya se encontraba en la

posicién mas alta.

3.3. Coeficiente Tau de Kendall

Para definir el coeficiente Tau de Kendall, el concepto mas relevante es el par
concordante. Si tenemos dos pares de observaciones (xiyi) y (Xp, Yp) decimos que los
pares son concordantes cuando (xi-xp) (yi-yp) > O es decir, cuando ocurre
simultdneamente o bien {(xi>Xxp) v (yi>yp)} o bien {(xi<xp) y (yi<yp)}. Veremos a

continuacion un ejemplo con los datos de la siguiente tabla:

[TU ) S SO 4

ro = [<

Tabla 2: Datos del ejemplo.

Veamos cuales de los pares son concordantes y cudles no:

- Los pares de observaciones (xi, y1) y (X2, y2) son concordantes porque (x1<xz) e

(y1<y2)

- Los pares de observaciones (x1,y1) Y (X3, y3) son concordantes porque (xi<xs) e

(y1<ys).
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- Los pares de observaciones (xz, y2) y (X3, y3) son discordantes porque (x2<x3) e (y2
>y3).
Una vez contados los pares concordantes, el coeficiente de Tau de Kendall se calculara

restando la proporcion de pares concordantes menos la proporcién de pares

discordantes y dividiendo entre el nimero de posibles pares de la siguiente forma:

. (nimero de pares concordantes)—(numero de pares no concordantes)

2

(8)

donde (%) = 1)

S es el nimero de todos los posibles pares que se pueden formar con

n observaciones.

Como los anteriores coeficientes estudiados, el coeficiente Tau de Kendall toma valores

entre -1y 1y su interpretacion es la siguiente (Liebetreau, 1983):

- 1 = 0: Ausencia total de relacién de las variables.

- 1 > 0: La mayoria de los pares son concordantes, por lo tanto, hablamos de una
relacion positiva entre las variables, los individuos bien posicionados en unas
variables tienden a estar bien posicionados en la otra.

- 1= 1: Todos los cruces son concordantes, por lo tanto, hablamos de relaciéon
positiva perfecta entre las variables, la ordenacién de los individuos en ambas
variables es idéntica.

- 7 < 0: La mayoria de los pares son disconcordantes, por lo tanto, hablamos de
una relacidn negativa entre las variables, los individuos bien posicionados en una
variable tienden a estar mal posicionados en la otra.

- 7= —1: No hay ningln par concordante, por lo tanto, hablamos de relacién

negativa perfecta entre las variables.

En nuestro ejemplo de la Tabla 1, hemos obtenido 7 = 0,733, por lo cual podemos
afirmar que hay una relacidn positiva entre las variables. Recordamos que, para estos
mismos datos de esta tabla, el coeficiente de correlacién de Pearson era ryy=0,837 y el
de Spearman rs=0,878. Por lo tanto, en este caso, el coeficiente de correlacién lineal de
Pearson y el de Spearman nos indican una correlacion mas fuerte que el coeficiente Tau

de Kendall. Siempre que las variables de estudio no tengan una distribucién conjunta
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Normal, sera mas adecuado el coeficiente Tau de Kendall o el de Spearman que el

coeficiente de correlacion lineal de Pearson.

Calculamos el coeficiente Tau de Kendall con nuestro dato atipico, Yio= 950, y
obtenemos que T = 0,733. Al igual que el coeficiente de Spearman, tampoco varia, lo
que indica que este coeficiente también es mas robusto que el coeficiente de correlacién

lineal de Pearson ante la presencia de datos atipicos.

3.4. Coeficiente de correlacion basado en mediana

Como acabamos de ilustrar, un problema del coeficiente lineal de correlacién de
Pearson es que, al estar basado en promedios, es muy sensible a datos atipicos, es decir,
a datos que difieren mucho del resto y no parecen provenir de la misma distribucién. Un
dato atipico podria aparecer como consecuencia de, por ejemplo, una guerra, una crisis
mundial como la derivada de la pandemia de la COVID-19, etc y por ello, para evitar la
influencia de estos datos atipicos surgen medidas de correlacidon robustas basadas en

cuartiles, ademas de las basadas en rangos calculadas previamente.

Por ejemplo, Shevlyakov y Smirnov (2011) proponen una alternativa robusta al
coeficiente de correlacion lineal de Pearson que consiste en sustituir en la ecuacion (1)
todas las medidas basadas en promedios por las correspondientes medidas basadas en

la mediana. Este coeficiente, que se denota rcomed, s€ define como:

- _ med((x-med(x))(y-med(y)))
comed — MAD(x)MAD(Y)

(9)

donde med(x) y med(y) son la mediana de x e y, respectivamente, y MAD es una medida
robusta de dispersién definida como la mediana de las desviaciones absolutas a la

mediana, es decir:
MAD(x) = med(|x — med(x)|) (10)

MAD(y) = med(ly — med(y)|) (11)
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Podemos observar que, en el numerador de la ecuacién (9), utilizamos las medianas en
vez de las medias, como haciamos en la ecuacion (2), y hacemos lo mismo en el
denominador, utilizamos el valor absoluto en vez de elevar al cuadrado, como se haria
en la desviacion tipica en las ecuaciones (3) y (4). De este modo, amortiguamos el efecto

adverso de las observaciones atipicas de gran magnitud.

Si calculamos este coeficiente con los datos de nuestro ejemplo de la Tabla 1,
obtenemos reomed= 0,967, mientras que después de introducir el dato atipico,
obtenemos reomed= 0,967. Como vemos, este coeficiente no varia al igual ocurria con el
coeficiente por rangos de Spearman y el coeficiente Tau de Kendall coeficiente y a

diferencia de lo que ocurria con el coeficiente de correlacidn lineal de Pearson.

4. APLICACION EMPIRICA

En esta seccidn vamos a aplicar los coeficientes que hemos desarrollado en la secciéon
anterior para medir la dependencia por pares entre los indices de cada dimensidén que

componen el IDH y, una vez calculados, comentaremos los resultados obtenidos.

4.1. Descripcion de los datos

Nuestro estudio lo realizaremos a partir de los datos procedentes de la aplicacién de la
base de datos del PNUD, “Human Development Report Office Stadistical Data API”
(http://ec2-54-174-131-205.compute-1.amazonaws.com/API/HDRO_APl.php) en la que

encontramos todos los datos que utilizan para sus estudios sobre el desarrollo humano.

Respecto al periodo de estudio, hemos tomado los afios, 1990, 1995, 2000, 2005, 2010,
2015 y 2019 porque queriamos un periodo lo suficientemente amplio para poder
estudiar una variacién del IDH en un periodo que incluya eventos relevantes que
pudieran afectar al desarrollo, como la “Gran Recesion de 2008” o la crisis de los anos

90, por ejemplo.

Respecto a la seleccidn de las variables, nos hemos centrado en las dimensiones que

componen el IDH que, como hemos visto en la seccidon 2, son salud, ingresos y
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educaciéon. Tenemos descargados directamente de Ila web del PNUD
(https://hdr.undp.org/data-center/human-development-index#/indicies/HDI) los tres
indicadores, uno para cada dimensidn, descritos en la seccién 2, asi como los propios

valores del IDH para cada pais y cada afio analizado.

Una vez seleccionados los afios y las variables, obtenemos una tabla para cada afio para
un maximo de 192 paises y aqui, nos encontramos el primer problema. Hay paises como,
por ejemplo, Buthan, que no ofrecen ningin dato de alguna de las variables
seleccionadas para los afios seleccionados por lo que en algunos afios tenemos una lista
con mas paises que en otros afios. El segundo problema es que hay otros paises, como
Andorra, que no ofrecen datos solo en alguno de los afios para las variables
seleccionadas. Para solucionar estos problemas y hacer una tabla unificada con el mismo
numero de afios analizados, paises y variables, realizamos una depuraciéon de datos y
eliminamos todos los paises que no ofrezcan todos los datos para todas las variables y
todos los afios analizados, obteniendo como resultado un total de 142 paises que son

sobre los que trabajaremos.
4.2. Evolucion del IDH
En el Grdfico 2 podemos observar la evolucién de la distribucién del indice del desarrollo

humano desde 1990 hasta 2019 representada a través de diagramas de caja, uno para

cada ano.

1990 1995 2000 2005 2010 2015 2019

Grdfico 2: Evolucion de la distribucion del IDH
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Hemos utilizado este tipo de grafico para ver de manera mas clara la forma de la
distribucidn y sus principales caracteristicas (posicidn, dispersion y forma) y su evolucion
a lo largo del tiempo. Cada diagrama de caja representa la distribucidn del IDH de los
142 paises para un aio concreto. En los extremos de la caja tenemos los cuartiles inferior
(Q1) y superior (Q3), mientras que los extremos de los bigotes nos indican el maximo y
minimo sin valores atipicos. Dentro de la caja observamos un aspa que nos indica el valor

de la media y la diseccién, que nos indica la mediana.

Como podemos observar, las distribuciones no son simétricas puesto que la mediay la
mediana no coinciden. Para todos los aifios analizados la mediana esta por encima de la
media. Ademas, las distancia entre el primer cuartil y la mediana es siempre mayor que
la distancia entre que la mediana y el tercer cuartil y la distancia entre el minimo y el
primer cuartil es siempre mayor que la distancia entre el tercer cuartil y el maximo. Por
lo tanto, la distribucion es asimétrica a la izquierda. Nuestro grafico no presenta valores

atipicos.

A simple vista, observamos que el IDH crece en todo el periodo analizado. Observamos
gue los minimos crecen a mayor velocidad que los maximos, por lo tanto, deducimos
que el IDH de los paises subdesarrollados aumenta a mayor ritmo que el de los paises
desarrollados. Observamos que, aunque habiéndose dado la crisis de la década de los

aflos noventa vy la crisis de 2008, no observamos ningun dato atipico en esos afios.

En el periodo afectado por la crisis de los afios noventa (1990 a 1995), el primer cuartil
es el Unico que decrece por lo que podemos intuir que la crisis de 1990 afecté mas a los

paises con un IDH bajo que a los de niveles mayores.

Respecto a las crisis de 2008, podemos observar que el IDH sigue aumentando, pero
observamos que, los paises con IDH bajo crecen mas rapido que los paises con un IDH
alto y muy alto, por lo tanto, podemos deducir que esta crisis afectéd mas a los paises
desarrollados que a los no desarrollados, que no vieron un importante aumento de su

desarrollo en ese periodo.

4.3. Distribucidon marginal y conjunta de las dimensiones del IDH
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Antes de pasar al calculo e interpretacion de los coeficientes de dependencia
presentados en la seccién 3, se mostraran una serie de graficos de la distribucién de los

indices de las tres dimensiones que componen el IDH.
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Grdfico 3: Histogramas de los indices que componen el IDH
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El grafico 3 muestra los diferentes histogramas de cada uno de los indices de las
dimensiones que componen el IDH. Cada fila representa un afio, desde 1990 (arriba)
hasta 2019 (abajo). En cada columna representamos un indice de dimensién: en el panel
izquierdo representamos los histogramas del indice de esperanza de vida, en el panel

central del indice de ingresos y, en el panel derecho, el indice de educacién.

Utilizando el grafico 3, observamos, la falta de normalidad de los tres indices que
componen el IDH. Por ejemplo, el indicador de salud presenta una clara asimetria a la
izquierda, al igual que el de educacidn. Por lo tanto, parece justificado el calculo de los
coeficientes de dependencia presentados en la seccion 3 para estudiar si las
conclusiones que de ellos se obtienen difieren de las obtenidas utilizando Unicamente

el coeficiente de correlacion lineal.

En el grafico 4 de la siguiente pagina se muestran los diagramas de dispersién de las
posibles combinaciones dos a dos de los tres indices que forman el IDH, uno por cada
dimensién, desde 1990 (arriba) a 2019 (abajo). En la columna de la izquierda, tenemos
el diagrama de dispersion entre el indice de salud y el indice de ingresos, en la columna
central, el indice de salud frente al indice de educacion y en la columna de la derecha,

el indice de ingresos frente al indice de educacién.

En primer lugar, observamos que todos los diagramas de dispersidn presentan una
tendencia decreciente: la mayoria de los puntos estan en el cuadrante superior derecho
y en el cuadrante inferior izquierdo y Unicamente una minoria de puntos esta lejos de la
diagonal principal. Por lo tanto, podemos decir que, por lo general, todos los pares de
indices representados presentan una relacidn positiva: a mayores niveles de educacién,

mayores niveles de ingresos y salud, y viceversa.

Ademas, observamos que, con el paso de los afios, las nubes de puntos se han
desplazado hacia la derecha y hacia arriba, especialmente en (salud, economia) y (salud,
educacién). Esto significa que los niveles de cada uno de estos indicadores han

aumentado y por ello, el IDH ha aumentado.

Intuimos que la mayor correlacion se dard, para la mayoria de afios analizados, entre los
indices de economia y educacion ya que presentan datos mas alineados y concentrados
entorno a la diagonal principal que los otros dos pares de dispersiones.
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Grdfico 4: Diagramas de dispersion de las combinaciones dos a dos de los indices que conforman el IDH.

4.4. Medidas de dependencia

A continuacioén, calculamos para cada afo los cuatro coeficientes de dependencia entre
los pares de variables representados en el Grafico 4. La Tabla 3 recoge los valores de

dichos coeficientes.
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S| e | e | memen | mam || emmy | mesw | mecw | meos | teems | gms | o
0 | 082 | 087 0793 | 0813 | 0846 | 078 | 060 | 0656 | 058 | 0693 | 079 | 0848
5 | 07% | 0838 | 0792 | 0797 | 088 | 078 | 0598 | 0668 | 0592 | 0648 | 0709 | 085
w0 | 0774 | 088 0818 | 079 | 080 | 0808 | 0585 | 084 | 0617 | 062 | 0819 | 0817
w5 | 0767 | 0812 0840 | 0795 | 08%6 | 083 | 050 | 082 | 060 | 0701 | 0887 | 0912
oo | 078 | 0832 084 | 0809 | 080 | 082 | 059 | 068 | 064 | 083 | 0777 | 093
w5 | 0831 | 08% 0877 | 0883 | 0800 | 0871 | 060 | 0§79 | 064 | 088 | 0882 | 0887
o | 083 | 0865 0882 | 0847 | 0874 | 087%6 | 06M | 0882 | 067 | 0%5 | 076 | 0956

Coeficientes de dependencia.

Tabla 3
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Para estudiar mejor la evolucion de cada coeficiente para cada par de dimensiones
relacionadas, presentaremos en el Grafico 5 todos los coeficientes calculados para cada

par de variables, de la siguiente manera.

En cada uno de los tres graficos, presentamos todos los coeficientes para cada afio que
hemos estudiado. En el primer grafico, tenemos todos los coeficientes que miden la
relacién entre salud (I_EV) y educacion (I_EDU) a lo largo del periodo analizado. De la
misma manera, los dos siguientes graficos de columnas corresponden a la relacion entre
economia (I_PIB) y educacién (I_EDU) y la relacién entre salud (I_EV) y economia (I_PIB),

respectivamente.

(I_EV, |_EDU)

1990 1995 2000 2005 2010 2015 2019
O Pearson: rP(I_EV, I_EDU]} OSpearman: rS{I_EV, |_EDU

M Tau de Kendall: K{I_EV, |_EDU Er_COMED: (I_EV, |_EDU)

(I_EV, I_PIB)

1990 1995 2000 2005 2010 2015 2019
O Pearson: rP{I_EV, I_PIB) OSpearman: rS{I_EV, I_PIB)

W Tau de Kendall: K(I_EV, |_PIB) mr_COMED: (I_EV, I_PIB)

(1_PIB, |_EDU)

1990 19495 2000 2005 2010 2015 2019
O Pearson: rP(I_PIB, |_EDU) OSpearman: Rs(l_PIB, |_EDU)

M Tau de Kendall: K{I_PIB, |_EDU)@r_COMED: (I_EDU, I_PIB)

Grdfico 5: Evolucion de los coeficientes de dependencia para cada par de dimensiones del IDH.
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De los resultados presentados en la Tabla 3 y en el Grafico 5 se deducen las siguientes

conclusiones:

e Todos los coeficientes son positivos y elevados, es decir, tenemos una relacién
de dependencia fuerte y positiva en todos los pares de indices relacionados.
Cuando un pais, por ejemplo, tiene un indice de ingresos alto, también
presentard indices de educacion y salud altos mientras que, si su indice de PIB es
bajo, los otros dos también lo seran.

e El coeficiente de correlacidn lineal de Pearson no toma valores muy dispares a
los otros coeficientes estudiados y, en todas las series, toma valores muy
parecidos al coeficiente de Spearman.

e Con los coeficientes de Pearson y Tau de Kendall, el grado de la dependencia
entre economia y educacidon aumenta afio tras afio a lo largo del periodo
analizado. Sin embargo, la dependencia entre salud y educacién y entre salud y
economia parece muy estable a lo largo de los afios analizados.

e El coeficiente de Kendall es el menor en todos los casos. Recordemos que, para
valores de Tau-Kendall mayor que cero, existe una relacion con el coeficiente de

Spearman que es la siguiente (Nelsen, 1991):

1,5T—05<1,<05—T—0,5*T?

e En general, la mayor relacién de dependencia se observa siempre entre salud
(I_EV)y economia (I_PIB), en todos los coeficientes utilizados, excepto en el caso
de reomed, que muestra mayor dependencia entre educacién (I_EDU) y economia
(L_PIB). No obstante, en los ultimos afios todos los coeficientes muestran su

maximo valor en la asociacién entre economia (I_PIB) y educacion (I_EDU).

Para completar el analisis, en el Grafico 6 representamos la evolucién de cada uno de
los coeficientes calculados para cada par de variables para los afios analizados. Arriba a
la izquierda presentamos la evolucidon del coeficiente de correlacién lineal de Pearson,
a su derecha el coeficiente de rangos de Spearman, abajo a la izquierda el coeficiente

Tau de Kendall y a su derecha reomed.
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Evolucién temporal Coeficiente de Correlacion Lineal Evolucion temporal Coeficiente de Rangos de
de Pearson Spearman
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=== (P{LEV,| EDU) == em (P[LEV,| PIB] s rP{I_PIB, |_EDL) = (5 EV,I_EDU e e (5{_EV,|_PIB) em—Rgl_PIE, |_EDL)
Evolucion temporal Coeficiente Tau de Kendall Evolucion temporal de la correlacidn lineal basado en
10 la mediana

Grdfico 6: Evolucion de los coeficientes de dependencia por tipo de coeficiente.

De este grafico, destacaremos las siguientes caracteristicas:

e Existe una gran similitud en la evolucién y en los valores de los coeficientes
de Pearson, de Spearman y de Kendall.

e Existe una gran diferencia, tanto en los valores como en la evolucién
temporal, de la correlacion basada en la mediana respecto a las otras tres
medidas.

e Larelacién de dependencia que mas aumenta a lo largo del tiempo con todos
los coeficientes, a excepcion de recomed, €5 Siempre entre educacién (I_EDU) y
economia (I_PIB).

e Las mayores fluctuaciones en el tiempo las presenta rcomed.
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos analizado el grado de dependencia entre los indices de cada una
de las dimensiones que componen el IDH (el indice de la dimensidn de la salud, el indice
de la dimensidén de la educacion y el indice de la dimension de la economia) para los

afios 1990, 1995, 2000, 2005, 2010, 2015 y 2019.

En primer lugar, hemos estudiado quién y para qué se creé IDH, qué variables lo
componen y cdmo se calcula. Después, hemos introducido el coeficiente de correlacién
lineal de Pearson y hemos discutido sus limitaciones para medir la dependencia entre
variables cuando estas se alejan de la normalidad, lo cual hace necesario utilizar otros
coeficientes. A continuacion, explicamos las alternativas que proponemos para tratar de
mejorar la cuantificacién de la dependencia entre las dimensiones que componen el
IDH. En concreto, hemos utilizado el coeficiente de asociacidon de Spearman, que esta
basado en rangos, el coeficiente Tau de Kendall, que se basa en el concepto de
concordancia, y el coeficiente rcomed, que es una medida robusta alternativa al

coeficiente de correlacidn de Pearson, basado en la mediana en lugar de en promedios.

En la aplicacion empirica analizamos, en primer lugar, la falta de normalidad en los
datos para justificar la posible falta de precisidn del coeficiente de correlacién lineal de
Pearson y el cdlculo de los otros coeficientes alternativos. Una vez calculados esos
coeficientes, hacemos un andlisis de los resultados. Nuestra primera conclusion es que
el coeficiente de correlacién de Pearson ofrece valores que no distan mucho de los
valores del coeficiente por rangos de Spearman mientras que el coeficiente Tau de
Kendall siempre presenta valores mas pequenos. Para los pares de variables estudiados,
claramente el que mas fluctua y se diferencia del resto de los coeficientes es “rcomed”,

gue estd basado en la mediana.

Otra conclusidn que se extrae de este trabajo es que todos los coeficientes que hemos
estudiado indican la fuerte relacion que existe entre las tres dimensiones que
conforman el IDH, y entre éstas, la mayor relacidon de dependencia en los primeros afios
se da claramente entre la dimension de la salud y de economia, pero en los Ultimos afos,

la dependencia es mas fuerte entre la dimensidn de la educacién y la economia.
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Por lo tanto, a pesar del incremento paulatino del IDH a lo largo de los afios analizados,
lo que significa que ha habido un aumento del bienestar en el mundo en los afios
analizados, podemos afirmar que los paises mas ricos tienden a ser los mas sanos y los
mejor educados mientras que los paises mds pobres tienden a tener niveles mas bajos
tanto en salud como en educacién, y esta como la dependencia entre los pares de

indices que componen el IDH ha ido en aumento.
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