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Presentacion

El presente Trabajo de Fin de Master, en adelante TFM, tiene el objetivo de completar la formacion
necesaria para ser docente. Es el final del Mdster Universitario de Profesor de Educacion Secundaria
Obligatoria y Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianzas de Idiomas, que tiene caracter

habilitante , es decir, permite a los alumnos que lo superan ejercer la docencia profesionalmente.

Segun la guia docente, el TFM es un trabajo de reflexion final en el cual el estudiante debera mostrar,
mediante dicho trabajo escrito y una presentacion oral publica ante un tribunal, que ha adquirido el
conjunto de competencias del master y que le capacitan para iniciar su actuaciéon como docente de su

especialidad en un centro de educacion secundaria.
Descripcion.

La descripcion de lo que se va a desarrollar en este TFM es la siguiente. Tras un andlisis de los
contenidos que aparecen en los actuales curriculos de Ensefianza Secundaria respecto al concepto de
simetria, se pretende desarrollar una serie de actividades practicas orientadas a la comprension y
reconocimiento de los distintos grupos de simetria de las figuras planas, asi como la descripcion de la
metodologia de su implementacion en el aula y los mecanismos pertinentes para la posterior

evaluacion de la actividad.

El objetivo principal de este TFM es realizar una reflexion acerca del concepto de simetria, presente
en el curriculo de matematicas en secundaria. Para ello, se trazara un resumen de los diferentes grupos
de simetria existentes, analizando las matematicas subyacentes de dichos grupos y valorando la

posibilidad de llevarlo al aula.
Estructura del trabajo.

El TFM consta de cinco apartados: contexto, contenidos matematicos, ubicacion en la ensefianza

secundaria, actividades para desarrollar en secundaria y conclusiones.

El contexto pretende establecer un marco teérico de trabajo, centrado en las competencias clave que
establece la ley vigente al comienzo del curso académico. Ademas se enmarcara el TFM dentro de los
conocimientos adquiridos en el Master y se introduciran diferentes teorias de aprendizaje y
metodologias que pueden ser aplicadas en el desarrollo de los contenidos matematicos que van a ser

expuestos.



El apartado de contenidos matematicos presenta un desarrollo de los movimientos en el plano y los
grupos de simetria que se generan a partir de ellos. Es un apartado donde se sintetizan los contenidos

matematicos que contiene el TFM.

El tercer apartado, pretende situar los contenidos de simetria expuestos en el segundo apartado dentro
del curriculo establecido por la ley vigente y los libros de texto, asi como dar y fundamentar razones

para su desarrollo en la educacion secundaria.

El cuarto apartado propone diferentes actividades para ensefar los grupos de simetria dentro de la

ensefianza secundaria, lo que incluye su fundamentacién y desarrollo.
Por 1ultimo se tiene un apartado de conclusiones que cierra el TFM.
Vocacion docente.

Aunque no se trata de un requisito necesario dentro de los objetivos de un TFM, he considerado
relevante y adecuado esbozar un resumen de mi historia personal y su relacion con la vocacion a ser

profesor, en particular, profesor de matematicas.

Mi relacion con la docencia parte, como en todos los casos, del otro lado, el lado del alumno. Cuando
uno es alumno inevitablemente realiza una continua evaluacidon de sus profesores y los clasifica en
buenos y no tan buenos, aunque sea en base a criterios subjetivos. Yo destacaba en matematicas y tuve
la suerte de participar en proyectos, como ESTALMAT, y concursos matematicos, como la Olimpiada
Matematica o el Canguro Matematico. En estos lugares tuve contacto con muy buenos docentes que
se mueven por el aprendizaje y la transmision de las matematicas. También tuve la suerte de tener una
gran profesora, exigente, pero muy dedicada a su labor docente, durante cinco afios en el instituto,

desde 2° de ESO hasta 2° de Bachillerato.

Estos buenos docentes ayudaron a hacer crecer en mi el gusto por las matematicas y, posteriormente,
realicé el grado en Matematicas en la Universidad de Valladolid. Entre los buenos docentes me
gustaria incluir al que ha sido mi tutor durante el periodo de practicas, que me ha mostrado mucha

dedicacion por los alumnos, mas alla de los contenidos matematicos.

Hasta aqui hemos respondido a la pregunta ;Por qué matematicas? Falta responder a la pregunta ;Por
qué profesor? Porque considero que compartir los conocimientos que tengo sobre matematicas es un
buen objetivo para dedicar la vida. Esto también se nutre de los docentes que he mencionado

anteriormente.



Si obviamos el explicar a mis compafieros de clase las dudas de matematicas que les surgian, mi
primer contacto con el lado del docente se remonta a mis 17 afios, cuando empecé a dar clases
particulares de matematicas y no he parado de darlas hasta este afio. He dado clases particulares de
todos los cursos del instituto a una gran variedad de alumnos, pero esas clases particulares siempre
tenian un Unico receptor. El hecho de dar clases particulares hizo que aumentara en mi el gusto por
ensefiar matematicas, aunque hay que apuntar que no es lo mismo ensefiar a un solo alumno que a un

grupo, lo cual siempre me ha sugerido mayor respeto.

Con las practicas docentes, realizadas en este Master, he tenido la oportunidad de ejercer la docencia
de matematicas en un aula por primera vez y la experiencia ha sido muy gratificante. No ha estado
exenta de complicaciones ni de errores que como novato y como humano he podido cometer, pero
cuando el docente pone entrega en lo que hace, los alumnos lo notan. Ademas los alumnos ensefian

mas de lo que parece.

El deseo con el que parto tras realizar este Master es el de poder dedicar mi vida para ensefiar
matematicas a los que no las conocen y ayudar al crecimiento formativo de los alumnos de

secundaria.






1. Contexto.

Uno de los objetivos del trabajo es situar los conocimientos adquiridos en el Master y aplicarlos

dentro del trabajo. En cada asignatura se han obtenido los siguientes conocimientos:

Procesos v contextos educativos: Conocer las cuestiones fundamentales del sistema educativo y

comprender los procesos educativos en la sociedad actual.

Aprendizaje v desarrollo de la personalidad: Conocer las caracteristicas psicologicas de la

adolescencia e identificar los diferentes enfoques de aprendizaje.

Sociedad, familia y educacién: Conocer y hacer propios los conceptos y problematica de la educacion,

familia y sociedad.

Complementos de matematicas: Dominar los contenidos tedrico-practicos de Matematicas que se
cursan en ESO y Bachillerato desde una perspectiva superior para que puedan desarrollar una
docencia que no esté sesgada. Profundizar y desarrollar temas de matematicas en el ambito de la

Educacion Secundaria.
Disefio curricular en matemadticas: Analizar contextos educativos y realizar planificaciones didacticas.

Didactica de las matematicas: Conocer los desarrollos teérico-practicos propios de los procesos de

ensefianza-aprendizaje de las Matematicas.

Metodologia v evaluacién en matemadticas: Conocer y saber aplicar metodologias, técnicas basicas de

investigacion educativa y procesos de evaluaciéon en Matematicas.

Innovacién docente en matematicas: Aplicar propuestas docentes innovadoras en el ambito de

Didactica de la Matematica.

Iniciacion a la investigacion educativa en matematicas: Identificar los principales problemas y lineas

de investigacion en Didactica de la Matematica relacionadas con la educaciéon matematica en

Secundaria y Bachillerato.

Modelos matematicos en educaciéon secundaria: Conocer y desarrollar diferentes modelos

matematicos y poder llevarlos al aula.



Resolucién de problemas en educaciéon secundaria: Adquirir estrategias para la resolucion de

problemas matematicos.

Précticas docentes: Conocer la realidad en el aula y poner en practica la docencia personal aplicando

los conocimientos adquiridos en el Méster, en el resto de las asignaturas.

Competencias clave.

A lo largo de todas las asignaturas del Master se ha hecho hincapié en la importancia de la evaluacion
por competencias, teniendo en cuenta las siete competencias clave. Esto resulta relevante a la hora de
realizar este trabajo ya que es necesario relacionar las competencias con los contenidos de simetrias

que vamos a desarrollar en el trabajo.

Las siete competencias son: comunicacion lingiiistica; competencia matematica y competencias
basicas en ciencia y tecnologia; competencia digital; aprender a aprender; competencias sociales y

civicas; sentido de iniciativa y espiritu emprendedor; conciencia y expresiones culturales.

Segun lo que establece el BOE en [11], con respecto a las competencias mencionadas anteriormente,

en relacion con los objetivos de las etapas, se debe cumplir lo siguiente:

e Las competencias clave deberan estar estrechamente vinculadas a los objetivos definidos para
la Educacion Primaria, la Educacion Secundaria Obligatoria y el Bachillerato.

e [a relacion de las competencias clave con los objetivos de las etapas educativas hace
necesario diseflar estrategias para promover y evaluar las competencias desde las etapas
educativas iniciales e intermedias hasta su posterior consolidacion en etapas superiores, que
llevaran a los alumnos a desarrollar actitudes y valores, asi como un conocimiento de base
conceptual y un uso de técnicas y estrategias que favoreceran su incorporacion a la vida
adulta y que serviran de cimiento para su aprendizaje a lo largo de su vida.

e La adquisicion eficaz de las competencias clave por parte del alumnado y su contribucién al
logro de los objetivos de las etapas educativas, desde un caracter interdisciplinar y transversal,
requiere del disefio de actividades de aprendizaje integradas que permitan avanzar hacia los

resultados de aprendizaje de mas de una competencia al mismo tiempo.
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En cuanto a la relacion con el curriculo, la mencionada ley establece lo siguiente:

e Las competencias clave deben estar integradas en las areas o materias de las propuestas
curriculares, y en ellas definirse, explicitarse y desarrollarse suficientemente los resultados de
aprendizaje que los alumnos y alumnas deben conseguir.

e Las competencias deben desarrollarse en los d&mbitos de la educacion formal, no formal e
informal a lo largo de la Educacion Primaria, la Educacion Secundaria Obligatoria y el
Bachillerato, y en la educacién permanente a lo largo de toda la vida.

e Todas las areas o materias del curriculo deben participar, desde su &mbito correspondiente, en
el desarrollo de las distintas competencias del alumnado.

e La seleccion de los contenidos y las metodologias debe asegurar el desarrollo de las
competencias clave a lo largo de la vida académica.

e Los criterios de evaluacion deben servir de referencia para valorar lo que el alumnado sabe y
sabe hacer en cada area o materia. Estos criterios de evaluacion se desglosan en estandares de
aprendizaje evaluables. Para valorar el desarrollo competencial del alumnado, serdn estos
estandares de aprendizaje evaluables, como elementos de mayor concrecion, observables y
medibles, los que, al ponerse en relacion con las competencias clave, permitiran graduar el
rendimiento o desempefio alcanzado en cada una de ellas.

e El conjunto de estandares de aprendizaje evaluables de un area o materia determinada dara
lugar a su perfil de area o materia. Dado que los estandares de aprendizaje evaluables se
ponen en relacion con las competencias, este perfil permitira identificar aquellas
competencias que se desarrollan a través de esa area o materia.

e Todas las areas y materias deben contribuir al desarrollo competencial. El conjunto de
estandares de aprendizaje evaluables de las diferentes areas o materias que se relacionan con
una misma competencia da lugar al perfil de esa competencia (perfil de competencia). La

elaboracion de este perfil facilitara la evaluacion competencial del alumnado.

Para esclarecer lo que implica cada competencia, en [11] se describe cada competencia de la siguiente

manera, resumidamente:
1. Comunicacion lingiiistica

La competencia en comunicacion lingiiistica es el resultado de la accion comunicativa dentro de
practicas sociales determinadas, en las cuales el individuo actua con otros interlocutores y a través de
textos en multiples modalidades, formatos y soportes. Estas situaciones y practicas pueden implicar el

uso de una o varias lenguas, en diversos &mbitos y de manera individual o colectiva.
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La comunicacion se refiere a la capacidad de expresar y explicar distintas realidades como conceptos,
pensamientos, sentimientos, hechos y opiniones, mediante el habla y la escritura de un modo
apropiado e interactivo. La adquisicion de capacidades comunicativas resulta imprescindible para

todas las facetas de la vida.

Ademas, la competencia en comunicacion lingiiistica proporciona una via de conocimiento y contacto
con la diversidad cultural que implica un factor de enriquecimiento para la propia competencia y que

adquiere una particular relevancia en el caso de las lenguas extranjeras.

Esta competencia constituye un objetivo de aprendizaje permanente a lo largo de toda la vida, ya que
va a ser empleada en todos los ambitos de la misma. Por ello es importante que se promuevan unos

contextos de uso de lenguas ricos y variados.

Esta competencia no incluye solamente la comunicacion en las diferentes lenguas de uso cotidiano,
sino que precisa de la interaccion de distintas destrezas, ya que se produce en multiples modalidades
de comunicacion y en diferentes soportes. Pueden incluirse dentro de esta competencia la capacidad

de comunicacidon matematica y el uso del propio lenguaje matematico.

La competencia en comunicacion lingiiistica es también un instrumento fundamental para la
socializacion y el aprovechamiento de la experiencia educativa, por ser la via principal de acceso al
conocimiento dentro y fuera de la escuela. De su desarrollo depende, en buena medida, que se
produzcan distintos tipos de aprendizaje en distintos contextos. Resulta esencial en el campo de las
matematicas para poder entender los enunciados de los problemas y los propios razonamientos

matematicos.

En resumen, para el adecuado desarrollo de esta competencia resulta necesario atender a los siguientes

indicadores:

e Comprender los textos, en particular los enunciados de los ejercicios y problemas.

e Extraer correctamente los datos de un texto.

e Saber descubrir el significado y proposito del texto.

e Saber distinguir las ideas principales de las secundarias.

e (Capacidad de sintetizar las ideas principales extraidas de cualquier via de comunicacion.

e Leer con fluidez.

e Expresarse con claridad y fluidez en el habla.

e Emplear correctamente el lenguaje corporal y los elementos secundarios del lenguaje como el

volumen o la entonacion.
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e Participar con una escucha activa que muestre atencion.

e Participar activamente en las actividades realizadas en clase, siendo capaz de plantear dudas.

e Saber redactar y exponer las ideas adquiridas.

e Presentar argumentos de manera adecuada, en particular los argumentos l6gicos empleados en
matematicas.

e Utilizar un vocabulario preciso y apropiado al contexto.

e Cuidar la presentacion de los trabajos realizados y las pruebas escritas.

e Emplear una correcta ortografia
2- Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia.

La competencia matematica y las competencias basicas en ciencia y tecnologia inducen y fortalecen

algunos aspectos esenciales de la formacion de las personas que resultan fundamentales para la vida.

Esta competencia es la que se desarrolla principalmente en la ensefianza de matematicas y su

desarrollo es el principal objetivo de dicha ensefianza.

La competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia contribuye a la capacidad
critica y vision razonada y razonable de las personas. Esta competencia incluye la competencia

matematica y las competencias basicas en ciencia y tecnologia:

La competencia matematica implica la capacidad de aplicar el razonamiento matematico y sus

herramientas para describir, interpretar y predecir distintos fenomenos en su contexto.

La competencia matematica requiere de conocimientos sobre los niimeros, las medidas y las
estructuras, asi como de las operaciones y las representaciones matematicas, y la comprension de los

términos y conceptos matematicos.

Forma parte de esta destreza la capacidad para realizar descripciones y explicaciones matematicas que
llevan implicitas la interpretacion de resultados matematicos y la reflexion sobre su adecuacion al
contexto, al igual que la determinacion de si las soluciones son adecuadas y tienen sentido en la
situacion en que se presentan. Esta competencia incluye la capacidad para relacionar las matematicas

y las distintas situaciones que se dan en el mundo o la vida cotidiana.

Asi pues, para el adecuado desarrollo de la competencia matematica resulta necesario abordar cuatro

areas relativas a los nlimeros, el algebra, la geometria y la estadistica.
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Las competencias basicas en ciencia y tecnologia son aquellas que proporcionan un acercamiento al
mundo fisico y a la interaccion responsable con él. Esta competencia contribuye al desarrollo del

pensamiento cientifico.

Las competencias en ciencia y tecnologia capacitan a ciudadanos para desarrollar juicios criticos
sobre los hechos cientificos y tecnoldgicos que se suceden a lo largo de los tiempos, pasados y

actuales.

Para el desarrollo de la competencia en ciencia y tecnologia resulta necesario abordar los
conocimientos cientificos relativos a la fisica, la quimica, la biologia, la geologia, las matematicas y la

tecnologia, los cuales se derivan de conceptos, procesos y situaciones interconectadas.

Para analizar la adquisicion de la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y

tecnologia, tendremos en cuenta los siguientes indicadores:

e Conocer y manejar los nimeros.
e Conocer y manejar los elementos matematicos basicos tales como operaciones, relaciones o
aplicaciones.
e Scleccionar las técnicas mas eficientes para resolver problemas matematicos.
o Interpretar los datos de manera adecuada.
o Utilizar los conceptos matematicos pertinentes para resolver problemas.
o Usar diversas representaciones matematicas para dar solucion a los problemas.
o Reconocer la solucion de los problemas y su significado.
e Utilizar adecuadamente la informacion proporcionada a través de métodos matematicos.
e Comprender, expresar y comunicar en lenguaje matematico.
e Emplear diferentes representaciones de un concepto matematico.
e Tener capacidad de razonamiento abstracto.
e Reconocer y valorar la importancia de la ciencia a lo largo de la historia.
e Descubrir la belleza a través de las matematicas y las ciencias.
e Aplicar el conocimiento cientifico-tecnologico para comprender lo que ocurre en nuestro
entorno.
e Tener la capacidad de formular hipétesis, comprobarlas y crear predicciones.

e Realizar aplicaciones del método cientifico a situaciones de la vida cotidiana.
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3. Competencia digital.

La competencia digital es aquella que implica el uso creativo, critico y seguro de las tecnologias de la
informacién y la comunicaciéon para alcanzar los objetivos relacionados con el trabajo, la
empleabilidad, el aprendizaje, el uso del tiempo libre, la inclusion y participacion en la sociedad. Para
ello, se deben conocer las principales herramientas informaticas, su correcta gestion, ademas de los

diferentes riesgos que puede conllevar el uso de Internet.

Esta competencia supone, ademds de la adecuacion a los cambios que introducen las nuevas
tecnologias en la alfabetizacion, la lectura y la escritura, un conjunto nuevo de conocimientos,

habilidades y actitudes necesarias hoy en dia para ser competente en un entorno digital.

Esta competencia precisa del desarrollo de diversas destrezas relacionadas con el acceso a la
informacion, el procesamiento y uso para la comunicacion, la creacion de contenidos, la seguridad y
la resolucion de problemas, tanto en contextos formales como no formales e informales. La persona
ha de ser capaz de hacer un uso habitual de los recursos tecnolégicos disponibles con el fin de resolver

los problemas reales de un modo eficiente.

Para el adecuado desarrollo de la competencia digital resulta necesario abordar los siguientes

parametros:

e Acceder a la informacion a través de diversos medios como pueden ser internet o los libros
impresos.

e Seleccionar las fuentes apropiadas para obtener informacion, utilizando diferentes fuentes
para conocer o ampliar el conocimiento.

e Manipular la informacion de forma autéonoma.

e Organizar adecuadamente la informacion obtenida

e Utilizar los medios digitales de comunicaciéon como las redes sociales o correo electronico
para comunicarse con otras personas adecuadamente.

e Gestionar estrategias para identificar y resolver problemas técnicos de manejo de aparatos
electronicos.

e Emplear programas matematicos especificos.

e Conocer y manejar técnicas basicas de programacion.

e Ultilizar los recursos tecnoldgicos disponibles a diario.
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4. Aprender a aprender.

La competencia de aprender a aprender es la capacidad de iniciar y persistir en el aprendizaje
individualmente o en grupos, organizar el propio aprendizaje y administrar eficazmente el tiempo y la

informacién. Es fundamental para el aprendizaje permanente que se produce a lo largo de la vida.

Esta competencia requiere, principalmente, la capacidad para motivarse por aprender. Esta motivacion
depende de que se genere la curiosidad y la necesidad de aprender, de que el estudiante se sienta
protagonista del proceso y del resultado de su aprendizaje y, finalmente, de que llegue a alcanzar las
metas de aprendizaje propuestas y, con ello, que se produzca en €l una percepcion de autonomia. Todo

lo anterior contribuye a motivarle para abordar futuras tareas de aprendizaje.

La competencia de aprender a aprender también requiere conocer y controlar los propios procesos de
aprendizaje para ajustarlos a los tiempos y las demandas de las tareas y actividades que conducen al
aprendizaje. La competencia de aprender a aprender desemboca en un aprendizaje cada vez mas

eficaz y autébnomo.

Esta competencia incluye una serie de conocimientos y destrezas que requieren la reflexion y la toma
de conciencia de los propios procesos de aprendizaje. Asi, los procesos de conocimiento se convierten

en objeto del conocimiento y, ademas, hay que aprender a ejecutarlos adecuadamente.

Para el desarrollo de la competencia de aprender a aprender vamos a tener en cuenta los siguientes

indicadores:

e Desarrollar un habito de estudio.

e Conocer las propias capacidades para trabajar de forma eficiente.

e Tener curiosidad y motivacion por el aprendizaje.

e Participar activamente en las actividades del aula siendo protagonistas del aprendizaje propio.
e Utilizar diferentes y adecuadas estrategias de aprendizaje, teniendo en cuenta los objetivos.

e Tener la capacidad de aprender de los propios errores, sin considerarlos un fracaso irreparable.
e Saber aplicar los conocimientos adquiridos en diferentes contextos.

e Evaluar el aprendizaje adquirido, capacidad de autoevaluacion.
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5. Competencias sociales y civicas.

Las competencias sociales y civicas implican la habilidad y capacidad para utilizar los conocimientos
y actitudes sobre la sociedad, entendida desde las diferentes perspectivas, en su concepcion dinamica,
cambiante y compleja, para interpretar fendmenos y problemas sociales en contextos cada vez mas
diversificados; para elaborar respuestas, tomar decisiones y resolver conflictos, asi como para
interactuar con otras personas y grupos conforme a normas basadas en el respeto mutuo y en
convicciones democraticas. Ademas de incluir acciones a un nivel mas cercano y mediato al individuo

como parte de una implicacion civica y social.
Esta competencia se divide en social y civica

La competencia social se relaciona con el bienestar personal y colectivo. Exige entender el modo en
que las personas pueden procurarse un estado de salud fisica y mental 6ptimo, tanto para ellas mismas
como para sus familias y para su entorno social préximo, y saber como un estilo de vida saludable

puede contribuir a ello.

Los elementos fundamentales de esta competencia incluyen el desarrollo de ciertas destrezas como la
capacidad de comunicarse de una manera constructiva en distintos entornos sociales y culturales,
mostrar tolerancia, expresar y comprender puntos de vista diferentes, negociar sabiendo inspirar
confianza y sentir empatia. Las personas deben ser capaces de gestionar un comportamiento de

respeto a las diferencias expresado de manera constructiva.

La competencia civica se basa en el conocimiento critico de los conceptos de democracia, justicia,
igualdad, ciudadania y derechos humanos y civiles. Las destrezas de esta competencia estan
relacionadas con la habilidad para interactuar eficazmente en el ambito publico y para manifestar
solidaridad e interés por resolver los problemas que afecten al entorno escolar y a la comunidad, ya

sea local o mas amplia.
Para desarrollar las competencias sociales y civicas se tendran en cuenta los siguientes indicadores:

e Tener un correcto comportamiento en el aula y su entorno, siempre con un clima de respeto.
e Ayudar a resolver conflictos que surjan.

e Mostrar interés en la participacion y en el derecho a aprender de los compatfieros.

e Comprender la historia y la realidad social del mundo.

e Poder analizar hechos y problemas sociales e historicos y pensar criticamente.

e Responsabilizarse de las consecuencias de las propias decisiones, tomadas en libertad.
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e Comprender las contribuciones a la sociedad de diferentes culturas
e Respetar los principios y valores establecidos.

e Entender la postura de los demas, sobre todo cuando sea diferente.
e Ser asertivo en las relaciones sociales.

e Tener capacidad para trabajar en grupo.
6. Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.

La competencia sentido de iniciativa y espiritu emprendedor implica la capacidad de transformar las
ideas en actos. Ello significa adquirir conciencia de la situacion a intervenir o resolver, y saber elegir,
planificar y gestionar los conocimientos, destrezas o habilidades y actitudes necesarios con criterio

propio, con el fin de alcanzar el objetivo previsto.

La adquisicion de esta competencia es determinante en la formacion de futuros ciudadanos

emprendedores, contribuyendo asi a la cultura del emprendimiento.

Esta competencia requiere de las siguientes destrezas o habilidades esenciales: capacidad de analisis;
capacidades de planificacion, organizacion, gestion y toma de decisiones; capacidad de adaptacion al
cambio y resolucion de problemas; comunicacién, presentacion, representacion y negociacion
efectivas; habilidad para trabajar, tanto individualmente como dentro de un equipo; participacion,
capacidad de liderazgo y delegacion; pensamiento critico y sentido de la responsabilidad;
autoconfianza, evaluacion y autoevaluacion, ya que es esencial determinar los puntos fuertes y débiles

de uno mismo y de un proyecto, asi como evaluar y asumir riesgos cuando esté justificado.

Para el adecuado desarrollo de la competencia sentido de la iniciativa y espiritu emprendedor resulta

necesario abordar lo siguiente:

Manejar la incertidumbre, asumir y gestionar el riesgo.

e Desarrollar la creatividad.

e Tener capacidad para resolver problemas.

e Tener capacidad critica para evaluar las posibles soluciones de problemas.
e Establecer metas reales.

e Ser activo en la toma de decisiones.
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7. Conciencia y expresiones culturales.

La competencia en conciencia y expresion cultural implica conocer, comprender, apreciar y valorar
con espiritu critico, con una actitud abierta y respetuosa, las diferentes manifestaciones culturales y
artisticas, utilizarlas como fuente de enriquecimiento y disfrute personal y considerarlas como parte de

la riqueza y patrimonio de los pueblos.

La competencia para la conciencia y expresion cultural requiere de conocimientos que permitan
acceder a las distintas manifestaciones sobre la herencia cultural a escala local, nacional y europea y

su lugar en el mundo.

La expresion cultural y artistica exige también desarrollar la iniciativa, la imaginacion y la creatividad
expresadas a través de cddigos artisticos, asi como la capacidad de emplear distintos materiales y
técnicas en el disefio de proyectos. Ademads, en la medida en que las actividades culturales y artisticas
suponen con frecuencia un trabajo colectivo, es preciso disponer de habilidades de cooperacion y

tener conciencia de la importancia de apoyar y apreciar las contribuciones ajenas.

El desarrollo de esta competencia supone actitudes y valores personales de interés, reconocimiento y

respeto por las diferentes manifestaciones artisticas y culturales, y por la conservacion del patrimonio.

Para el adecuado desarrollo de la competencia para la conciencia y expresion cultural resulta

necesario abordar los siguientes indicadores:

e Conocer, respetar y valorar las diferentes expresiones culturales.
e Conocer el origen de la propia cultura.

e Descubrir la belleza en la diversidad de las culturas.

e Aprender diferentes lenguajes de expresion culturales.

e Tener capacidad de comunicar emociones ¢ ideas.

e Participar en la vida y actividad cultural del lugar en que se vive.
e Valorar la libertad de expresion.

e Desarrollar la capacidad de esfuerzo, constancia y disciplina.

e Tener capacidad de trabajar en equipo.
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Teorias de aprendizaje.

En el presente TFM se va a trabajar teniendo en mente dos teorias de aprendizaje estudiadas en la
asignatura de Aprendizaje y desarrollo de la personalidad. Estas teorias son la del aprendizaje por
descubrimiento de Bruner y la del aprendizaje significativo de Ausubel, ambas se enmarcan dentro del

constructivismo.

La teoria del aprendizaje por descubrimiento fue desarrollada por el psicologo y pedagogo
estadounidense Jerome Bruner en la década de los 60. La principal caracteristica de esta teoria es la
pretension de que el alumno obtenga (descubra) los conocimientos por si mismo. Entre el resto de

caracteristicas destacan:

e Parte de la necesidad de la participacion activa por parte del alumno en el aprendizaje.
Requiere de despertar la curiosidad del alumno por el aprendizaje de contenidos nuevos.

e FEl aprendizaje se presenta en situaciones que desafian la inteligencia, impulsando la
resolucion de problemas.

e Para que se produzca aprendizaje se deben presentar alternativas para que se perciban
relaciones y similitudes entre los contenidos a aprender.

e El descubrimiento consiste en transformar o reorganizar la experiencia que se tiene de la
realidad, de manera que se puedan observar nuevos elementos de ella.

e El descubrimiento favorece el desarrollo mental, lo que se descubre por si mismo se adhiere
mejor al conocimiento personal.

e Importancia de los conflictos cognitivos que permitan contrastar al alumno los conocimientos.

En matematicas esta teoria se puede poner en practica mediante resolucion de problemas o planteando
los propios contenidos matematicos como herramientas que son descubiertas para afrontar un

determinado problema.

La teoria del aprendizaje significativo fue desarrollada por el psicologo y pedagogo estadounidense
David Paul Ausubel en la década de los 70. Esta teoria se presenta como oposicion al aprendizaje
memoristico, criticando de este la ausencia de relaciones que se establecen entre los diferentes

contenidos. Como principales caracteristicas se encuentran las siguientes.
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Un contenido es significativo cuando tiene una estructuracion logica propia o puede
establecerse por el que lo aprende.

Construye los contenidos sobre los conocimientos previos, que son el conjunto organizado de
ideas que preexisten al nuevo aprendizaje que se quiere instaurar.

Para construir el conocimiento se hace uso de los organizadores avanzados, que son conceptos
previos, que presentan un nivel superior de abstraccion y establecen una conexion entre lo que
ya conoce y lo que necesita conocer.

El aprendizaje significativo se da cuando una nueva informaciéon se relaciona con un
concepto ya existente; por lo que la nueva idea podra ser aprendida si la idea precedente
se ha entendido de manera clara.

El docente debe identificar los conceptos basicos de la disciplina, organizarlos y
jerarquizarlos

Los contenidos, para ser significativos, deben: tener sentido logico, por su organizacion y
estructuracion; integrarse en los conocimientos previos del alumno; despertar el interés del

alumno por aprender.

En la disciplina de matematicas, todos los contenidos se van construyendo sobre los contenidos

anteriores. Por ejemplo, la divisién se construye sobre el concepto de multiplicacion, que a su vez ha

sido desarrollado a partir del concepto de suma. Por esta razon se considera que el aprendizaje

significativo debe tener mayor importancia que el aprendizaje memoristico en el aprendizaje de las

matematicas.

A lo largo de TFM también se va a hacer uso de los cuatro principios basicos de Z. P. Dienes,

matematico hungaro, para la comprension de los conceptos matematicos por parte del alumno. Estos

principios se han visto en la asignatura de Innovacion docente en matemadaticas 'y son:

Principio _dindmico: la construccion de conceptos exige que el alumno realice experiencias
concretas con material adecuado y en forma de juego. De esta forma se establecen ideas
preliminares que facilitan la capacidad de abstraccion.

Principio de constructividad: los alumnos deben tener un primer contacto con las realidades
matematicas de forma manipulativa. Esto permite a los alumnos construir personalmente los
conceptos. Un ejemplo de material manipulativo es Geogebra, donde se pueden modificar
variables y observar los resultados de manera inmediata.

Principio de variabilidad perceptiva: implica presentar un concepto matematico a través de

distintas situaciones. Esto se hace para evitar la reduccion de un concepto a una situacion
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concreta. Por ejemplo, presentar un cuadrado con los horizontales y verticales y también con
los lados oblicuos.

e Principio de variabilidad matematica: un concepto matematico comprende un cierto nimero
de variables esenciales, asi como de elementos constantes. Este principio consiste en proponer
experiencias que supongan hacer variar lo mas ampliamente posible dichas variables para
remarcar lo que hay de constante. Cuanto mas diversas sean las experiencias que se
propongan para las distintas manifestaciones de un concepto, mejor serd la comprension de

¢éste por parte del alumno.

Metodologias.

A lo largo del TFM se van a proponer varias metodologias que puedan emplearse para el aprendizaje
de los contenidos expuestos. Estas metodologias han sido estudiadas en la asignatura de “Metodologia

y evaluaciéon en matematicas”
Leccién magistral participativa.

En la leccion magistral o método expositivo el profesor explica de forma oral, ayudandose de una
pizarra o una presentacion, unos contenidos que los alumnos deben aprender. Mientras el docente
expone ordenadamente los conceptos, los alumnos prestan atencion a la explicacion y toman apuntes

para poder repasar posteriormente las explicaciones y asi poder asimilar el conocimiento.

Se trata de una metodologia usada desde muy antiguo, ya los filosofos griegos sofistas la usaban y ha
continuado usandose como metodologia principal a lo largo de toda la historia de la educacion hasta la
actualidad. En las ultimas décadas, esta metodologia ha sido criticada porque no fomenta la
participacion directa del alumnado en el aprendizaje, siendo considerado un espectador, no obstante
sigue siendo la metodologia mas usada. Para contrarrestar esta critica se emplea una modalidad que se

denomina leccion magistral participativa.

El apellido de participativa implica que el docente introduce preguntas hacia el alumnado para captar
su atencion, fomentar su participacion en la propia explicacion y provocar que afloren las dudas
existentes para poder afrontarlas. Las preguntas deben invitar a que los alumnos expongan lo que han

entendido sobre las lecciones explicadas.

Entre las actitudes que debe tener el profesor para una adecuada leccion magistral participativa

destacan las siguientes:
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e Hacer que la leccion sea atractiva para los alumnos, buscando conectar con realidades
cotidianas de los mismos.

e Llevar preparada la exposicion para tenerla bien organizada, de modo que sea fluida y facil de
seguir por los alumnos.

e FEjemplificar rapidamente la nueva informaciéon para que los alumnos puedan relacionar los
distintos conceptos.

e Repetir la informacion expuesta, especialmente la de mayor importancia para que los alumnos
que no lo han captado a la primera puedan asimilar el aprendizaje.

e Realizar preguntas para que los alumnos puedan evaluar su propio aprendizaje con frecuencia.

e Captar la atencion de los estudiantes empleando varios registros de volumen en la voz.

e Conectar los conceptos explicados para que los alumnos tengan referencias.

Se trata de una metodologia de sencilla ejecucion y practica a la que los alumnos estan habituados. Es,
junto con la resolucion de ejercicios y problemas, la metodologia que mayormente fue empleada

durante el desarrollo de las practicas docentes, obteniendo buenos resultados.
Resolucion de ejercicios y problemas.

Esta metodologia, de uso frecuente en la ensefianza de matematicas, consiste en resolver diferentes
gjercicios y problemas, para adquirir técnicas que se puedan emplear para resolver situaciones

similares a las que se han resuelto. Con esta metodologia se pretende un aprendizaje por repeticion.

Es necesario diferenciar entre ejercicios y problemas. Un ejercicio consiste en reproducir un algoritmo
sistematicamente para obtener un resultado, por ejemplo, la resolucion de una ecuacion de primer
grado. Por otro lado, un problema requiere de realizar un razonamiento previo para establecer la via
de resolucion, tiene mayor grado de abstraccion. Cuando se repite un problema resuelto se convierte

en un ejercicio.

Para poner en practica esta metodologia es necesario utilizar previamente otra metodologia que
introduzca los conceptos necesarios para afrontar los ejercicios y los problemas. En particular casa

muy bien con la leccion magistral en la que ademas se puede exponer la resolucion de ejercicios.
Las principales actitudes que debe tener el docente en el uso de esta metodologia son:

e Realizar muchos ejercicios para sistematizar la resolucion de los mismos.

e Permitir que los alumnos se enfrenten con los problemas antes de proceder a su resolucion.
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e Promover el razonamiento sobre los algoritmos para prevenir de un aprendizaje puramente
algoritmico que se bloquee ante ejercicios y problemas nuevos.

e Seleccionar los problemas adecuadamente para el nivel de los alumnos
Aprendizaje cooperativo.

El aprendizaje cooperativo es un enfoque de la ensefianza que pretende organizar las actividades
dentro del aula en grupos de trabajo para realizar las tareas de manera colectiva. De este modo se
fomentan entre los alumnos las relaciones sociales y el trabajo en equipo. Con este enfoque, el
aprendizaje va a depender de la informacion que comparten los alumnos en el desarrollo de las

actividades educativas.
Entre las actitudes para el buen uso de esta metodologia se encuentran:

e Formar grupos de trabajo de aproximadamente cuatro alumnos atendiendo a las capacidades
de los miembros y la posibilidad de que se complementen.

e Promover comunicacion adecuada dentro de los grupos.

e Deben participar todos los miembros del grupo en el desarrollo de los trabajos teniendo en

cuenta las condiciones de cada alumno.
Aprendizaje basado en problemas.

Esta metodologia es similar a la expuesta anteriormente de resolucion de problemas, pero tiene
matices que la hacen distinta. Mientras que en la resoluciéon de problemas se plantean primero los
conceptos que permiten resolver los problemas, en el aprendizaje basado en problemas se plantea el
problema sobre el que se introducen los conceptos durante su resolucion. Ademas en esta metodologia

se suelen realizar los problemas en grupo, incluyendo la metodologia de aprendizaje cooperativo.

El objetivo es que los alumnos aprendan por descubrimiento, al ir encontrando las herramientas que
les permitan resolver los problemas. El aprendizaje basado en problemas refuerza el razonamiento

abstracto y la intuicion y ayuda a los alumnos a enfrentarse a problemas de diferentes caracteristicas.

Los problemas empleados en esta metodologia consisten en una descripcion, en lenguaje sencillo, de
conjuntos de fenomenos observables que requieren explicacion. La tarea de los estudiantes es discutir
acerca de estos problemas y aportar explicaciones necesarias que permitan afrontar los objetivos del
problema. Se concede la misma importancia al proceso de aprendizaje que a los conocimientos que se

pretenden adquirir.

24



Entre las principales actitudes para la correcta aplicacion de esta metodologia cabe destacar:

e Preparar adecuadamente los problemas para presentar los conceptos que se pretenden ensefiar.

e Permitir a los alumnos trabajar en grupo.

e Dejar que los alumnos se enfrenten con los problemas sin darselos resueltos.

e Proponer pistas adecuadas si los alumnos se bloquean, que permitan deshacer el bloqueo sin
resolver el problema.

e Centrar el aprendizaje en los propios alumnos, siendo el docente un facilitador del

aprendizaje.
Aprendizaje basado en experiencias.

Esta metodologia sostiene que el alumno aprenda mediante la realizacion de experiencias, tratando los
conceptos de forma directa y personal y pudiendo experimentar con ellos. Se trata de una metodologia
que intenta conducir, de forma natural, a la vision e interpretacion de las cosas de una nueva manera.
Su objetivo es poner al alumno en contacto con un fenémeno, bien sea conocido o parcialmente
conocido, que lo motive y lo induzca a reproducirlo, con el fin de conocerlo mejor, dominarlo y
utilizarlo. Pretende desarrollar la capacidad de las personas para aprender de su propia experiencia,

siempre dentro de un marco conceptual concreto y bien desarrollado.
Entre las caracteristicas mas importantes cabe destacar:

e El alumno debe ser un participante protagonista en el proceso de aprendizaje y no un mero
espectador.

e FEl aprendizaje experiencial sucede cuando las experiencias se apoyan en la reflexion, el
analisis critico y la sintesis.

e El alumno debe tomar la iniciativa y se le debe tomar en cuenta para los resultados.

e FEl alumno, a través del proceso experiencial, se encuentra comprometido a realizarse
preguntas, investigar, experimentar, resolver problemas, ser creativo.

e Las relaciones se desarrollan y alimentan: tanto las interpersonales como las intrapersonales.

e El resultado de las experiencias no es predecible, lo que permite que el profesor y el alumno
puedan experimentar el éxito y el fracaso, y se abre la posibilidad de hacer pedagogia del

fracaso, viéndolo como oportunidad de aprendizaje.
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Aprendizaje basado en juegos.

El aprendizaje basado en juegos es una metodologia que consiste en el empleo de juegos o actividades
ludicas para impartir unos conocimientos. Uno de los principales objetivos es provocar que el
aprendizaje sea atractivo para los alumnos, aumentando de este modo su interés por aprender. Se trata
de un concepto dinamico que se puede enfocar de multiples formas, buscando siempre la motivacion

del alumnado.
Entre las actitudes mas destacables para el buen funcionamiento se encuentran:

e Disefiar los juegos cuidadosamente para la correcta adquisicion de los conocimientos.
e Promover un ambiente de respeto para el desarrollo de los juegos.
e Fomentar la participacion de todos los alumnos.

e Alternar con otras metodologias para evitar la monotonia en el juego.

26



2. Contenidos matematicos.

Isometrias del plano.

En los contenidos del trabajo se van a utilizar continuamente isometrias o movimientos. Estos son

conceptos geométricos que se situan dentro de lo que se denomina espacio métrico.

En matematicas se define espacio métrico como un par (X, d) donde X es un conjunto y d es una

aplicacion que va de X en la semirrecta real positiva que cumple las siguientes propiedades:

e Positiva: d(x,y) = 0y d(x,y) = 0si,ysolosi,x = y.

e Simetria: d(x,y) = d(y, x).
e Desigualdad triangular: d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).

A la aplicacion d se la denomina distancia.

Dentro de un espacio métrico, se define una isometria como una aplicacion que conserva las
distancias entre los puntos. Es decir, la distancia entre dos puntos es la misma que la distancia entre

las imagenes de los puntos por la isometria. Si llamamos f a la isometria, se tiene que

d(x,y) = d(f(x), f(¥))-

Las isometrias también reciben el nombre de movimientos porque al aplicarlos sobre un objeto,
entendido como un conjunto de puntos, el objeto no se deforma ni cambia de tamafio, aunque si puede

cambiar la orientacion.

Si tenemos una isometria, f, dentro de un espacio métrico (X, d), se define la variedad invariante, I,
como el subconjunto de X tal que, si x € I, entonces f(x) = x. De forma similar, se dice que un

subconjunto Y c X es globalmente invariante si f(Y) = Y.

Nosotros trabajaremos con el plano euclideo, que es el espacio métrico que se emplea en la ensefianza

secundaria. Este espacio, sobradamente conocido por ser el mas utilizado, estd definido por el par

(RZ, d), donde R = {(x,y) conx,y € R}, y d es la distancia habitual definida por

Ay ), 0y ,)) =), = )+ 0, = 7))
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En el plano euclideo, existen cinco tipos de isometria:
e [aidentidad.
e Latraslacion.
e El giro.
e La simetria.
e La simetria con deslizamiento (o desplazamiento).

La identidad es la aplicacion trivial que lleva a cada punto del plano en si mismo. Para esta aplicacion

la variedad invariante es todo el plano y todo subconjunto del plano es globalmente invariante

La traslacion es una aplicacion que desplaza los puntos del plano a través de un vector no nulo. Si t es
una traslacion a través del vector u, t(x) = x + u. La variedad invariante de las traslaciones es el
conjunto vacio, ya que ningun punto es la imagen de si mismo por la aplicacion de traslacion. Los
conjuntos que son globalmente invariantes por una traslacion tienen que ser bandas infinitas con la

misma direccidon que u.

El giro es una aplicacion que gira los puntos del plano, un determinado angulo en el intervalo
(0,360) en grados, en torno a un punto que llamamos centro. La variedad invariante tiene un solo
elemento, que es el centro. La distancia de los puntos y sus imagenes al centro son iguales, ya que se
trata de una isometria. Los conjuntos que se mantienen invariantes pueden ser de tres tipos. Tienen
una forma circular, es decir el conjunto es una unioén de circunferencias que comparten centro con el
giro, pudiendo estar dicho centro. Si el giro es de un angulo de 180° los conjuntos globalmente

invariantes son simétricos respecto del centro del giro, por eso a estos giros también se los denomina
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. , . Y , 360 .
simetrias centrales. Si el giro tiene como angulo = _conn = 3, natural, entonces los conjuntos

globalmente invariantes se forman como uniones de conjuntos de n puntos que son los vértices de

poligonos regulares de n lados, con centro geométrico el centro del giro.

La simetria es una isometria que tiene como variedad invariante una recta, que se llama eje de
simetria. La imagen del resto de puntos del plano se define como el unico punto del plano que hace

que el eje sea la mediatriz. Si tenemos que s es una simetria con eje r, entonces

o s(x) =xsix€r

o r=m(xs(x))six ¢r,

donde m(x,y) denota la mediatriz de x e y. La variedad invariante es el eje de simetria y los

conjuntos globalmente invariantes son simétricos respecto del eje de simetria.
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La simetria con deslizamiento es la composicion de una simetria con una traslacion. No tiene variedad
invariante y los conjuntos globalmente invariantes son bandas infinitas como ocurria con las

traslaciones.

Las simetrias tienen la propiedad de que cambian la orientacidén de los objetos. Esto quiere decir que
si tenemos un tridngulo numeramos los lados en sentido antihorario de giro (1, 2, 3 respectivamente),
al realizar una simetria las imagenes de los lados quedan ordenadas en sentido antihorario de giro

(como 3, 2, 1 respectivamente).

Esta propiedad hace que el resto de movimientos del plano se puedan obtener como composicion de
simetrias. La identidad es una composicion de una simetria con ella misma, la traslacion se obtiene
como composicion de dos simetrias de ejes paralelos y el giro es la composicion de dos simetrias

cuyos ejes forman un angulo de la mitad del angulo del giro.

Grupos de simetria.

Sea P c R” una figura plana, se define su grupo de simetria, que se denota por S(P), como el

conjunto de todas las isometrias para las que P se mantiene globalmente invariante.

Para cualquier figura plana se tiene que su grupo de simetria no es el conjunto vacio, ya que la

identidad esta dentro del grupo porque deja invariante cualquier figura.

Los grupos de simetria se clasifican en grupos de frisos, grupos cristalograficos y grupos puntuales.
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Grupos de frisos.

Un friso consiste en una banda infinita en la que un objeto o motivo patron se desplaza a través de un
vector de forma indefinida. Llamaremos vector generador del friso al vector positivo de menor
modulo, tal que el friso queda invariante de forma global para la traslacion generada por dicho vector.

Existen dos vectores generadores ya que el opuesto también cumple esta condicion.

Todos los frisos resultan globalmente invariantes a la traslacion por su vector generador y por
cualquier multiplo entero de este. Teniendo en cuenta esto, es posible relacionar los frisos con los

nameros enteros.

Un friso queda totalmente determinado por el motivo y por el vector generador. Con estos dos

elementos se construye el friso de forma tnica.

Si consideramos el conjunto de todas las traslaciones para las que el friso es globalmente invariante,
tenemos un grupo isomorfo al conjunto de los niimeros enteros, donde la operacion es la composicion
de traslaciones. De este modo tenemos que la estructura algebraica de un friso es idéntica a la
estructura algebraica de grupo de los numeros enteros. Esto nos permitird, trabajando con frisos,

realizar un repaso de algunas propiedades de los nlimeros enteros.

En particular, si tenemos un friso F, generado por el vector v, para cada punto, x, del plano, se tiene

quex € F,siysolosi,x + kv € F, con k nimero entero.

Esta expresion algebraica recuerda a la solucion de un tipo de ecuaciones, que son las ecuaciones

trigonométricas
sen(x) = a, cos(x) =a y tg(x) =a,
que tienen respectivamente las soluciones
x = arcsen(a) + 2km,x = arccos(a) + 2kn y x = arctg(a) + km,
con k numero entero.

Esto no es casualidad, ya que las representacion grafica de las funciones trigonométricas se
corresponden con frisos. En particular, toda funcion periddica tiene una representacion grafica que se

corresponde con un friso, ya que se repite indefinidamente.
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Clasificacion de frisos

Para clasificar los grupos de frisos vamos a emplear dos notaciones que se pueden encontrar en [1].

La notacién cristalografica,estandarizada por la Union Internacional de Cristalografia, consiste en
cuatro simbolos pxyz. El primer simbolo, p, es comun a todos los grupos de frisos, proviene de la
palabra primitiva y se refiere a que el eje pasa por uno de los lados del motivo que se repite. El
segundo simbolo toma los valores m si existen simetrias de ejes perpendiculares a la direccion del
vector generador y 1 si no existen. El tercer simbolo toma los valores m si existe una simetria de eje
paralelo al vector generador, a si existe una simetria deslizante y 1 en otro caso. El cuarto simbolo

toma los valores 2 si existe un giro de 180° y 1 si no existe.

La notacion de Fejes Toth utiliza el formato F,™, donde n indica el orden mayor de rotacion y m vale
1 si el friso tiene simetria de eje paralelo a la direccion de traslacion, 2 si tiene simetrias de ejes
perpendiculares a la direccion de traslacion y 3 si tiene simetrias con deslizamiento, tomando el

minimo cuando tiene varias de las opciones.
Existen siete grupos de frisos:
Grupo 1: p111 o F,.

Solo es invariante por las traslaciones generadas por el vector generador o multiplos enteros de este.
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Grupo 2: p112 o F,.

El friso es invariante por las traslaciones generadas por el vector generador y multiplos enteros de este

y ademas, es invariante por giros de 180°.

Grupo 3: plal o F*.

El friso es invariante por las traslaciones generadas por el vector generador y multiplos enteros de este
y, ademas, es invariante por determinadas simetrias (transversales) con deslizamiento, cuyos ejes de

simetria son paralelos al vector generador.
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Grupo 4: pm11 o F2

El friso es invariante por las traslaciones generadas por el vector generador y multiplos enteros de este
y, ademas, el friso es invariante frente a determinadas simetrias cuyos ejes son perpendiculares al

vector generador.

Grupo 5: pma2 o F,2.

El friso es invariante por las traslaciones generadas por el vector generador y multiplos enteros de este
y, ademas, es invariante frente a determinadas simetrias con deslizamiento, cuyos ejes son paralelos al
vector generador, y también es invariante por determinadas simetrias con ejes perpendiculares al

vector generador.

El friso tiene una simetria longitudinal y una transversal con desplazamiento.
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Grupo 6: plml1 o F,".

El friso es invariante por las traslaciones generadas por el vector generador y multiplos enteros de este

y ademas, resulta invariante por una simetria cuyo eje es paralelo al vector generador.

Grupo 7: pmm2 o F,".

El friso es invariante por las traslaciones generadas por el vector generador y multiplos enteros de este
y, ademas, es invariante por una simetria cuyo eje es paralelo al vector generador y determinadas

simetrias con ejes perpendiculares al vector generador.
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Uso de los frisos

Los frisos, matematicamente, son objetos de longitud infinita, por lo que no se pueden construir; pero

si se pueden construir partes finitas de un friso, es decir, secciones de frisos.

Se han utilizado a lo largo de la historia en la arquitectura, con fines decorativos, en lugares como la
Alhambra de Granada. Sin embargo, los frisos se pueden encontrar en multitud de lugares, tales como
los tramos rectos de carreteras o la pavimentacion de las calles. Lo habitual es que se encuentren en

elementos que se alargan en una unica direccion, como caminos, columnas o bandas de una pared.

La imagen (sacada de [6]) muestra frisos situados en la Alhambra de Granada.
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Valladolid. (Fotografia realizada por Francisco Marcos Lomo).

R — | i"“ 1“.
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Friso del tipo pml1 localizado en la capilla mayor del convento de las Carmelitas Descalzas de

Calle Claudio Moyano, Valladolid. (Hecha con google maps por Francisco Marcos Lomo) Friso del
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Autovia A-62. (Hecha con google maps por Francisco Marcos Lomo) friso del tipo pm11.

Por otro lado, pueden considerarse frisos las funciones periodicas, en particular, las funciones

trigonométricas del seno, el coseno y la tangente.

Seno, friso del tipo pma2.

B
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Coseno, friso del tipo pma2.

Tangente, friso del tipo p112.

—1 4

-2 4

-3 4

Imégenes realizadas con Geogebra.

12

39



Grupos cristalograficos.

Al igual que los frisos, los grupos cristalograficos, o grupos de mosaicos, son infinitos en cuanto a
tamafio. Los grupos cristalograficos son recubrimientos del plano que consisten en la repeticion de
una loseta a lo largo y ancho de todo el plano. Mientras que en los frisos solamente se trasladaba en

una direccion, en los mosaicos el motivo que se repite se traslada en dos direcciones.

Todos los grupos cristalograficos son globalmente invariantes para las traslaciones generadas por dos
vectores, © y v, que son linealmente independientes entre si, ademas de para las traslaciones
generadas por cualquier combinacion lineal con coeficientes enteros de dichos vectores, au + bv,
con a, b € Z. Cuando dos vectores cumplen esta condicion, siendo los de menor modulo en sus

direcciones, diremos que son vectores generadores del mosaico.

Formalmente, sea M un mosaico y u, v vectores linealmente independientes. Entonces u y v son

vectores generadores del mosaico si se cumple lo siguiente:
X € Msi,ysolosi,x + au + bv € M,cona, beEZ.

Todos los mosaicos tienen, por definicion al menos un par de vectores generadores, pero este par no

es unico.

Del mismo modo del que se ha considerado para los frisos, si consideramos el conjunto de todas las

traslaciones generadas por combinaciones enteras de dos vectores generadores, obtenemos un grupo

isomorfo a Z , considerando como operacion la composicion.

Al paralelogramo que se forma con dos vectores generadores de un mosaico se lo denomina
paralelogramo fundamental o region fundamental. A la minima figura de la cual se puede obtener el
rectangulo fundamental mediante movimientos se la denomina motivo inicial. Con este paralelogramo
se puede teselar todo el plano realizando traslaciones generadas por una combinacién lineal de los

vectores con coeficientes enteros.

Los mosaicos guardan relacion con los frisos, pero con la diferencia de que los frisos so6lo tienen una
direccion de traslacion. Por esta razon, si restringimos un mosaico a una banda encontrada entre dos
rectas paralelas, cuya direccion se puede generar como combinaciones enteras de vectores

generadores del mosaico, la figura resultante resulta ser un friso.

40



Clasificacion de mosaicos

Hay 17 grupos cristalograficos. El hecho de que sean solamente 17 grupos fue establecido por Yevgraf
Fedorov en 1891. Puede encontrarse una demostracion de este resultado en [3], pero no se desarrollara

en este trabajo ya que no entra dentro de los objetivos del mismo.

En cuanto a la notacion se van a utilizar las mismas que se usaron con los frisos, la notaciéon de Fejes

Toth y la notacidn cristalografica.

La notacién cristalografica,estandarizada por la Union Internacional de Cristalografia, consiste en
cuatro simbolos Ixyz. El primer simbolo, [, toma los valores p si el eje pasa por uno de los lados del

motivo que se repite o csi pasa por el centro. El segundo simbolo, x, toma los valores 1, 2, 3,4, 6 en
., , : . o 360
funcién del menor angulo de giro que se puede encontrar en el mosaico, que coincide con —. El

tercer simbolo toma los valores m si existe una simetria de eje perpendicular a uno de los lados del
motivo inicial, g si existe una simetria deslizante y 1 en otro caso. El cuarto simbolo toma los valores
m si el mosaico tiene una simetria eje forma un angulo de 90° con la direccidbn y x = 2 o si el eje de
reflexion forma un angulo de 45° con la direccion x = 4 6 el eje de reflexion forma un angulo de 30°
con la direccidon y x = 3 0 x = 6; g si en los casos anteriores hay simetria con deslizamiento en

lugar de simetria y 1 en el resto de los casos.
Esta notacion puede aparecer simplificada, eliminando los simbolos repetidos.

La notacion de Fejes Toth emplea en este caso el formato W™, donde n toma los valores 1, 2, 3,4, 6
. . : . o 360
en funcion del menor angulo de giro que se puede encontrar en el mosaico, que coincide con ——. Por

otro lado m toma los valores 1 si el mosaico tiene simetrias de ejes paralelos a la direccion de
traslacion, 2 si tiene simetrias de ejes perpendiculares a la direccion de traslacion, 3 si tiene simetrias

con deslizamiento, y 4 si tiene simetrias con deslizamiento en dos direcciones.

Para la clasificacion de los mosaicos se puede seguir el siguiente algoritmo que se puede encontrar en

[6]. También se puede utilizar un algoritmo que se puede encontrar en [2].
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ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO DE GRUPOS CRISTALOGRAFICOS PLANOS

f . .
¢ Hay alguna simetria con S

¢Hay
alguna
simetria?

deslizamiento cuyo eje no

(1]

|_Sea un eje de simetria?

¢ Hay alguna simetria con S

deslizamiento?

©
=]

¢ Estan todos los
centros de
rotacion sobre

¢ Hay simetrias con ejes

¢Hay
alguna
simetria?

perpendiculares? ejes de simetria?

o
-

FEEI]

KRTIT

:Como es
la rotacién

°
3

g

¢ Hay alguna simetria con
deslizamiento?

gb

Pg

w

)
[ %]

i 3
¢ Estan todos los centros

¢Hay
alguna
simetria?

de rotacién sobre ejes de

ke simetria? v

p31im

-
w

e )
¢ Estan todos los centros

¢Hay
alguna
simetria?

de rotacion sobre ejes de

4

9
8

i simetria? J

E

¢Hay
alguna
simetria?

Ba0RARRAN

©
5

EHOEE @ B § 6

pém

5

(Las imagenes usadas en los diferentes grupos, pueden encontrarse en [7])

Grupo 1: pl o W,.

EI

Este grupo de mosaico es globalmente invariante para las traslaciones generadas por dos vectores, u y

v, que son linealmente independientes entre si, ademas de para las traslaciones generadas por

cualquier combinacion lineal con coeficientes enteros de dichos vectores, au + bv, cona, b € Z.

NMLJL|L|L
—)Pl
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Grupo 2: p2 o W,.

El mosaico se obtiene realizando tres giros de 180° del motivo inicial.

LI TJL]T
LI T[L]T
LIT|L]T
LiTiL|~

Grupo 3: p3 o W,.

p2

El mosaico se obtiene realizando dos giros de 120°.

-

\V

\

p3
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Grupo 4: p4 o W,.

El mosaico se obtiene realizando un giro de 180° y uno de 90°.
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Grupo 5: p6 o W,
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Grupo 6: pm o W2,

El mosaico se obtiene realizando dos simetrias de eje paralelos.

1| 111
|
|

] | e | |

Pm

Grupo 7: pmm o W,2.

El mosaico se obtiene realizando dos simetrias de ejes paralelos y otras dos de ejes perpendiculares a

estas.

ERIIEN
(AL
L
ElIgE
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Grupo 8: pmg o W,’.

El mosaico se obtiene realizando una simetria y dos giros de 180°.

L |
)
U |
)

pmg

Grupo 9: cmm o W,".

El mosaico se obtiene realizando dos simetrias de ejes perpendiculares y un giro de 180°.
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Grupo 10: p31m o W%

El mosaico se obtiene realizando tres simetrias que forman un angulo de 60° entre si.

AVAY

VAVA

Grupo 11: p3m1 o W;".

p31lm

El mosaico se obtiene realizando una simetria y un giro de 120°.
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N
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Grupo 12: p4g o W2

El mosaico se obtiene realizando una simetria y un giro de 90°.

AL

P

Ll

O

pag

Grupo 13: p4m o W,

El mosaico se obtiene realizando tres simetrias con ejes que forman angulos de 45°, 45° y 90°.

p4m
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Grupo 14: p6m o W'

El mosaico se obtiene realizando tres simetrias cuyos ejes forman angulos de 30°, 60° y 90°.

QR
=) =

Grupo 15: em o W'

El mosaico se obtiene realizando una simetria y una simetria con deslizamiento de eje perpendicular.

— —
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Grupo 16: pg o W,>.

El mosaico se obtiene realizando dos simetrias con deslizamiento de ejes paralelos.

pg

Grupo 17: pgg o W,*.

El mosaico se obtiene realizando dos simetrias con deslizamiento de ejes perpendiculares.

[ | S | || S
L] | |
[ | B | || S
L] | |

142453

Uso de los mosaicos.

Los mosaicos, como los frisos, estan asociados a figuras planas de longitud infinita, por lo que solo se
pueden construir fragmentos de mosaicos. A diferencia de los frisos, los mosaicos aparecen en
elementos que se alargan con repeticion en dos direcciones distintas. Se pueden encontrar mosaicos en

las plantas de habitaciones, en paredes o en plazas.
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Las siguientes imagenes (sacadas de [6]) muestran grupos de mosaicos situados en diferentes lugares

de la Alhambra.

TuyY g 2 o
3L TR
AR N

g pPgg p3m]
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Grupos puntuales.

Se denominan grupos puntuales ya que existe un punto, llamado centro, que es invariante para todos
los movimientos del grupo. A diferencia de los grupos de frisos y de los grupos cristalograficos, los
grupos puntuales son finitos, a excepcion del grupo de una figura formada por la unién de

circunferencias concéntricas; sin embargo, existen infinitos tipos

Estos grupos también se denominan grupos de Leonardo en honor a Leonardo da Vinci ya que utilizo
estos grupos con el fin de que al afiadir capillas a un nucleo central se conservara la simetria original..
Otra denominacion que tienen es la de rosetones o rosaceas, por ser lugares donde se presentan estos

grupos de simetria.

Como los movimientos de un grupo puntual tienen un punto invariante, no pueden estar dentro de
estos grupos ni traslaciones, ni simetrias con deslizamiento, ya que la variedad invariante de estos

movimientos es el conjunto vacio.

Dentro de los grupos puntuales existen dos tipos: los grupos ciclicos y los grupos diédricos o

diedrales.

Los grupos ciclicos estdn compuestos por la identidad y un nimero finito de giros. Todos los giros de

un grupo ciclico tienen el mismo centro. Se denota por C, al grupo formado porn — 1 giros de kgnﬂ

gradosconk =1, 2,.. n — 1.

El grupo C, es el grupo trivial cuyo unico elemento es la identidad, es decir, no existe en la figura
ningiin movimiento que la mantenga invariante. A continuacién se muestran los grupos de simetria

ciclicos desde C, hasta Cs,.

IO

(&) G
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Cs

Los grupos diedrales estdin compuestos por la identidad, simetrias y giros. Se denota por D, al grupo

g , : , . , 360
diédrico que esta formado por n simetrias cuyos ejes van formando angulos de <— grados yn — 1

giros de kg—flo gradosconk =1, 2,.. n — 1.

A continuacion se muestran los grupos de simetria diedrales desde D, hasta Dy.
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El grupo de simetria de un poligono regular de n lados es el grupo diedral D,, como se puede observar

en las siguientes figuras.

D3 D4
DS D6
D7 D8

Las imagenes se han elaborado con Geogebra.
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Se observa, tanto en los grupos ciclicos como en los diedrales como, a medida que aumentamos el
numero de giros, la figura adquiere una forma mas circular, lo que nos permite también introducir la
idea de limite utilizando estos grupos de simetria. Esto es algo que se puede emplear en la docencia,
para abordar el concepto matematico de limite desde distintos puntos de vista, atendiendo al principio

de variabilidad perceptiva de Dienes.

Uso de los grupos puntuales.

Los grupos puntuales se emplean habitualmente en elementos arquitectonicos que tienen una forma
circular, como por ejemplo los rosetones de las iglesias. La Catedral de Burgos tiene un rosetéon con
grupo de simetria Dy en la fachada occidental y otro con grupo de simetria Dy, en la fachada del

Sarmental; el roseton de la Catedral de Ledn se corresponde con un Dy,.

Por otro lado, en un ambito mucho mas cotidiano, los grupos de simetria diédricos aparecen con
frecuencia en los juegos competitivos. Esto se debe a que la simetria permite comenzar los juegos en
equilibrio o igualdad de condiciones, que se puede entender como un juego justo. Asi pues se pueden
observar grupos diedrales D, en el campo de juego de varios deportes como el fatbol, el baloncesto o
el tenis. También se pueden encontrar grupos diedrales en los tableros de juegos de mesa tradicionales
como el parchis para cuatro jugadores, D,, o el de seis jugadores, D4 0 en la distribucion de las piezas

de ajedrez, Dy, en un tablero que tiene un grupo de simetria C,.

Como ocurria con los frisos, que aparecen en las funciones perioddicas, el grupo D, se observa en las
funciones simétricas respecto del eje de ordenadas y el grupo C, en las funciones simétricas respecto

del origen.

También la propia forma humana y la de muchos animales tienen una configuracion simétrica que se

corresponde con grupos D;.

W =

T:lza 5[5

NREE W

Tableros de ajedrez y parchis. (Imagenes realizadas por Francisco Marcos Lomo)
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3. Desarrollo de simetrias en secundaria.

Simetrias en el curriculo.

Dentro del curriculo establecido por la ley en [12] para los cursos de secundaria, se tiene, en relacion

con la simetria y los grupos de simetria presentados en este trabajo, lo siguiente en cada curso.
Primer y segundo curso

En el bloque de geometria aparece lo siguiente:

Contenidos.

-Figuras planas elementales: triangulo, cuadrado, figuras poligonales.

Criterios de evaluacion.

-Reconocer y describir figuras planas, sus elementos y propiedades caracteristicas que permiten
clasificarlas, identificar situaciones, describir el contexto fisico y abordar problemas de la vida

cotidiana.

Estandares de aprendizaje.

-Reconoce y describe las propiedades caracteristicas de los poligonos regulares: angulos interiores,

angulos centrales, diagonales, apotema, simetrias, etc.

-Los dos cursos incluyen los mismos contenidos en lo referente a simetrias. Esto es una muestra del
caracter ciclico que presenta el curriculo de matematicas para el aprendizaje, repitiendo los contenidos

curso tras curso, ampliando levemente la materia.
Tercer curso académicas y aplicadas.
Contenidos.

-Movimientos del Plano: Traslaciones, giros y simetrias en el plano. Elementos dobles o invariantes.

Reconocimiento de los movimientos y valoracion de su belleza en el arte y la naturaleza.
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Criterios de evaluacion.

-Reconocer las transformaciones que llevan de una figura a otra mediante movimientos en el plano,
aplicar dichos movimientos y analizar disefios cotidianos, obras de arte y configuraciones presentes en

la naturaleza.
-Identificar centros, ejes y planos de simetria de figuras planas y poliedros.

Estandares de aprendizaje.

-Identifica los elementos mas caracteristicos de los movimientos en el plano presentes en la

naturaleza, en disefios cotidianos u obras de arte.

-Genera creaciones propias mediante la composicion de movimientos, empleando herramientas

tecnologicas cuando sea necesario.

-Identifica los principales poliedros y cuerpos de revolucion, utilizando el lenguaje con propiedad para

referirse a los elementos principales.

-Identifica centros, ejes y planos de simetria en figuras planas, poliedros y en la naturaleza, en el arte

y construcciones humanas. (académicas)
Cuarto curso académicas.
Contenidos.

-Iniciacion a la geometria analitica en el plano: Coordenadas. Vectores. Definiciones geométricas y
analiticas de las operaciones: suma de vectores y producto de nimero por vector. Ecuaciones de la
recta: vectorial, paramétricas, continua y general o implicita. Paralelismo, perpendicularidad:

condiciones de las coordenadas de los vectores.
riteri luacién

-Conocer y utilizar los conceptos y procedimientos basicos de la geometria analitica plana para

representar, describir y analizar formas y configuraciones geométricas sencillas.

Estandares de aprendizaje.

-Establece correspondencias analiticas entre las coordenadas de puntos y vectores.

-Calcula la distancia entre dos puntos y el modulo de un vector.
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-Utiliza recursos tecnologicos interactivos para crear figuras geométricas y observar sus propiedades y

caracteristicas.
Cuarto curso aplicadas.

No aparecen contenidos relacionados con la simetria explicitamente.

Simetrias en los libros de texto.

En los libros de Marea Verde, de 2° de Educacion Secundaria Obligatoria, en la unidad de Longitudes
y areas, en la pagina 125 aparecen ejercicios que implican mosaicos o grupos puntuales, aunque no se
trabajan las simetrias sino areas. En el tercer curso aparece una unidad entera dedicada a las
isometrias, Unidad 8: Movimientos en el plano y el espacio. Es idéntico para matematicas aplicadas y

para académicas.

La editorial ANAYA dedica una unidad completa a los movimientos y grupos de simetria en el tercer

curso. Se trata de la unidad 12: Transformaciones geométricas.

Competencias y grupos de simetria.

Los grupos de simetria permiten desarrollar todas las competencias clave, especialmente la

competencia matematica, que es la que mas se trabaja en la docencia de las matematicas.

La competencia lingiiistica se trabaja de diversas maneras en la ensefianza de los grupos de simetria.
Se introducen vocabulario nuevo que pueden aprender los alumnos, como isometria, friso, diedral...
Esto enriquece su lenguaje aumentando su capacidad para la comunicacion. Ademas se puede trabajar
implicitamente esta competencia mediante el desarrollo de las sesiones que involucran a los grupos de
simetria, mediante una metodologia de leccidn magistral participativa, donde los alumnos planteen

ordenadamente sus dudas.

La competencia matematica se trabaja desde una multitud de factores mediante el uso de los grupos de
simetria. El propio manejo de dichos grupos implica un control de nociones basicas de algebra y
geometria , como son los vectores y el plano euclideo. Ademas, como se ha expuesto en el trabajo,
los grupos de frisos guardan relacion con los numeros enteros y con las funciones periddicas, lo que
permite desarrollar indirectamente el conocimiento de areas como la aritmética o el analisis

matematico.
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Asimismo, usando los grupos de simetria, los alumnos pueden descubrir la belleza a través de las
matematicas, conocer diferentes representaciones de conceptos matematicos, manejar terminologia
matematica, relacionar las matematicas con elementos de la vida real o descubrir diferentes

aplicaciones de conceptos matematicos.

La competencia digital se trabaja mediante el uso de programas matemadticos especificos, como
Geogebra o Morenaments. Estos programas son muy intuitivos y ademas permiten a los alumnos

manipular los conceptos matematicos de una forma muy visual.

La competencia de aprender a aprender se desarrolla al trabajar las matematicas con un método
grafico, en oposicion a un método algoritmico. De este modo los alumnos generan nuevos modos de
aprendizaje que les ayudaran a asentar los conceptos. También es posible que la aparicion de los
grupos de simetria en distintos objetos de la realidad, despierte en los alumnos la curiosidad y la

motivacion por aprenderlos.

La competencia civica y social se puede trabajar mediante un aprendizaje colaborativo o mediante la
convivencia en el aula. También se desarrolla a valorar la herencia que han dejado diferentes culturas
en la plasmacion de grupos de simetria en diferentes lugares. Por otro lado, las simetrias generan una

sensacion de equilibrio e igualdad que puede ser aprovechada para que los alumnos adquieran valores.

La competencia emprendedora se puede trabajar poniendo el foco en la creatividad. Los alumnos que
asimilen las ideas que subyacen a los grupos de simetria pueden adquirir una creatividad que les
permita crear figuras mediante el uso de movimientos y simetrias. Ademas pueden tomar la iniciativa
y experimentar con la creacién de frisos y mosaicos, observando los diferentes resultados que

obtienen.

Los grupos de simetria han sido empleados por multitud de culturas diferentes, lo que implica que su
conocimiento contribuye a la adquisicion de la competencia cultural. Ademas el manejo adecuado de
los grupos de simetria permite realizar creaciones artisticas de gran belleza y valor, que contribuyen al

enriquecimiento cultural.
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4. Actividades académicas para la ensefianza de

grupos de simetria.

Se presentan a continuacion varias actividades que se pueden proponer a nivel de educacion
secundaria y que tienen relacion con los contenidos de simetria que se han desarrollado a lo largo del

trabajo.

Los grupos de simetria estan recogidos en los contenidos que establece la ley para el curriculo de
matematicas. Se pueden incluir en la asignatura de tercero de educacion secundaria, de matematicas
académicas que contiene lo siguiente en el apartado de geometria: “Movimientos del Plano:
Traslaciones, giros y simetrias en el plano. Elementos dobles o invariantes. Reconocimiento de los
movimientos y valoracion de su belleza en el arte y la naturaleza.” (BOCYL Viernes, 8 de mayo de

2015, Niim. 86, Pdg. 32209).

Todas las actividades que se van a plantear se sitian en un contexto de tercero de educacion

secundaria en un instituto localizado en la ciudad de Valladolid.
Actividad 1

Excursion a la Alhambra de Granada.

Resumen

La actividad consistira en realizar una excursion para hacer una visita cultural de la Alhambra. En esta
visita se prestara atencion a los grupos de simetria que alli se encuentran, relacionando las
matematicas con expresiones culturales y trabajando de forma comun disciplinas como el arte, la

historia y las matematicas.

Como ya se ha mostrado en paginas precedentes, la Alhambra alberga una gran riqueza en cuanto a
elementos matematicos empleados en la arquitectura se refiere, en particular, dentro de ella se pueden
encontrar muchos grupos de simetria cristalograficos, ademds de grupos de frisos y grupos de simetria
puntuales. Por otro lado, también tiene mucha riqueza matematica en cuanto a arcos, bdvedas y

proporciones, como la cordobesa; pero esto no sera objetivo de la actividad.
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Con esta actividad se pretende que el alumnado pueda descubrir las matematicas subyacentes en este
lugar, especificamente los grupos de simetria, aunque hay mucho mas, aparte de matematicas, que

enriquecen y justifican una visita cultural de uno de los monumentos mas emblematicos de Espafia.

Uno de los objetivos que se pretenden abordar es el desarrollo de varias competencias clave: la
competencia matematica observando los modelos matematicos que modelizan los distintos elementos
que en la Alhambra se pueden encontrar; la lingliistica a partir de las exposiciones del guia y los
dialogos que se establezcan con él; la digital en el manejo de dispositivos moviles para realizar
fotografias; la de aprender a aprender al abordar un enfoque de la informacion diferente del habitual
del aula, lo que promueve que los alumnos generen nuevos modos de aprendizaje; la competencia
civica y social se ve reforzada por la convivencia entre los alumnos durante todo el viaje; la iniciativa
emprendedora en la toma de decisiones para buscar los grupos de simetria; la competencia cultural se
ve enriquecida por el conocimiento de un monumento que tiene su origen y expresiones en una cultura

muy rica de los siglos XIII-XV.

Metodologia.

La metodologia empleada para el desarrollo de esta actividad es la del aprendizaje basado en
experiencias, ademas de leccion magistral por parte de los guias del lugar en las explicaciones sobre el

monumento.
Desarrollo.

Para el desarrollo de la actividad seria necesario hacer noche en la propia ciudad de Granada, ya que
la distancia que separa esta ciudad de Castilla y Ledn se traduce en un viaje de al menos 6 horas de
autobus. Esto genera el problema de que se requiere una fuerte inversion de tiempo y dinero por parte
de los alumnos para realizar el viaje, pudiendo ser motivo de rechazo de la actividad por parte de las
familias que menos recursos posean. No obstante la riqueza académica de esta actividad es suficiente

para plantearla y recomendarla a pesar de las dificultades.

Utilizando el recurso de Paseos Matematicos ofrecido por la Fundacion Descubre [8], se ha realizado
un itinerario indicando algunos los elementos matematicos de simetria que se localizan en los
diferentes espacios de la Alhambra. El itinerario parte de la Puerta del Vino y recorre los palacios

nazaries hasta el Mirador de Daraxa. Estos son los elementos destacados:

e Puerta del Vino: se puede encontrar un mosaico del tipo p31m sobre uno de los arcos de la

puerta.
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Mexuar: se observa un mosaico del tipo pmm en una pared y otro del tipo p4g en la planta
del suelo, ademas de diferentes frisos. En el oratorio del Mexuar se puede encontrar un grupo
diédrico D, en una de las fachadas.

Fachada de Comares: destaca por ser simétrica, es decir, el conjunto de la fachada tiene un
grupo diédrico D;. Ademads se pueden observar un friso del tipo pma2 y un mosaico del tipo
p4m si obviamos el color.

Corredor de Comares: en este lugar se puede encontrar un friso del tipo p11m que destaca por
tener las traslaciones verticales, en contraposicion a las traslaciones horizontales habituales de
los frisos. También se pueden observar mosaicos del tipo pm y pém, en el que se incluye un
grupo ciclico Cs.

Patio de Arrayanes: en este patio se destacan tres simetrias espaciales, dos que forman una
cruz y otra que se forma con el reflejo del estanque. Aunque no se trata de isometrias en el
plano euclideo se pueden considerar las proyecciones.

Sala de la Barca: se pueden observar en las paredes mosaicos del tipo cmm y p4m. Ademas
se pueden ver frisos y algiin grupo puntual.

Salén del trono: en las alcobas de este salon se pueden ver mosaicos que son del tipo pdgy
p4m, obviando el color.

Patio de los leones: en este patio se puede descubrir, en la emblematica fuente de los leones
vista desde arriba, un grupo diedral de simetria, el D,.

Sala de los reyes: se pueden ver mosaicos del tipo pmm, p6 y p4m, y si no tenemos en cuenta
el color, otro del tipo pém, en los pilares y paredes.

Sala de Abencerrajes: en la boveda se puede observar un grupo diedral Dg. En las paredes se
encuentran mosaicos del tipo cm, p3m1 y p4m, ademas de frisos de tipo pmm2.

Patio del Harén: en este lugar se pueden ver frisos del tipo pllm y pl12, ademas de
mosaicos del tipo cm y p4m y grupos puntuales C,, en el techo, y Ds.

Sala de Dos Hermanas: en la boveda de esta sala también se puede observar un grupo diedral
D;g. Por otro lado se pueden ver frisos del tipo pmaz2, si no se tiene en cuenta el color, o del
tipo pmll, si se tiene en cuenta el color. En la parte baja de la pared se observa una figura que
parece un mosaico, sin embargo, solo se repite por traslaciones horizontales y se trata de un
friso del tipo pmm2.

Mirador de Daraxa: se puede ver como el mirador tiene una simetria correspondiente al grupo

diédrico D;. Por otra parte se pueden ver mosaicos de tipo pé6m, obviando el color, y p4m.
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Este seria el recorrido propuesto para la actividad, aunque probablemente haya muchos mas grupos de
simetria que los mencionados. Se trata de una coleccion muy rica de grupos de simetria de diferentes

tipos, con los que los alumnos pueden aprender adecuadamente.

Los alumnos dispondran de un cuaderno de trabajo, con algunas de las fotografias de los motivos con
simetrias sefialados. Es aconsejable que, previo a la visita, los alumnos constaten a partir de las
definiciones correspondientes, que esas imagenes representan esos grupos, y su justificacion. En el
aula se pueden trabajar traslaciones, giros, simetrias, etc., a partir de motivos recortados en cartulina,
y observar como van disponiéndose bien en frisos, bien en mosaicos, bien en grupos puntuales.
Asimismo se incluira, dadas las facilidades que los moviles proporcionan, la elaboracion de un libro

digital de imagenes, realizadas por ellos mismos, y explicadas y comentadas matematicamente.
Evaluacion.
Para evaluar esta actividad se atendera a los siguientes factores sobre los alumnos:

e Participacion activa en la busqueda de grupos de simetria.

e Atencion prestada a las explicaciones de los guias.

e Motivacion ante los objetivos de la actividad y curiosidad por aprender.
e Adquisicidon de nuevos conocimientos.

e Valoracion positiva de la actividad.
Actividad 2.
Grupos de simetria por las calles de Valladolid.
Resumen.

Esta actividad consistira en realizar un paseo con los alumnos recorriendo las calles de Valladolid
identificando grupos de simetria en diferentes lugares de la ciudad. Es una actividad cultural que
podria realizarse dentro de la semana cultural que esta asentada en varios institutos de la ciudad y que

ocuparia media mafiana.

Objetivos y competencias.

El objetivo de esta actividad es similar al planteado en la actividad anterior, pero en este caso
quedarian solventadas las dificultades de desplazamiento si se plantea en un instituto que esté situado

en la propia ciudad de Valladolid, especialmente si el instituto esta localizado cerca de la zona central
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de la ciudad. Aunque en el TFM sera planteada para la ciudad de Valladolid, se podria adaptar a

cualquier otro lugar, ya que los grupos de simetria son empleados en multitud de lugares.

Las competencias clave se desarrollan de forma similar a la anterior actividad: la matematica
observando los modelos matematicos que modelizan los grupos de simetria que se encuentran en la
ciudad de Valladolid; la lingiiistica en las comunicaciones que se realizan entre los alumnos buscando
distintos grupos de simetria; la digital en el uso de dispositivos mdviles para realizar fotografias; la de
aprender a aprender al abordar un enfoque de la informacion diferente del habitual del aula, lo que
promueve que los alumnos generen nuevos modos de aprendizaje; la competencia civica y social se ve
reforzada por la convivencia entre los alumnos durante todo el paseo, buscando juntos elementos
matematicos; la de iniciativa emprendedora en la toma de decisiones sobre donde buscar los grupos de
simetria; la competencia cultural se ve enriquecida por el conocimiento de expresiones culturales que

se encuentran en el entorno habitual de residencia de los alumnos.

Metodologia.

La metodologia empleada para el desarrollo de esta actividad es la del aprendizaje basado en
experiencias, ya que los alumnos son los protagonistas para buscar por si mismos grupos de simetria

en la ciudad.
Desarrollo.

Por las calles de Valladolid se pueden encontrar multitud de elementos que contienen grupos de
simetria, desde las aceras de las calles, el piso de los carriles bici, las rejas de los balcones o elementos

decorativos de algunos edificios.

Ayudado de la referencia [1], se ha realizado una guia con lugares de Valladolid que contienen grupos

de simetria destacados. Un posible recorrido para realizar la actividad es el siguiente:

e Monasterio de Santa Isabel: se observan multitud de grupos puntuales dentro del claustro
como Dy, Dy, C4, Cs y C4. También se pueden ver frisos del tipo p111 en la capilla del
monasterio.

e Iglesia de San Pablo: se pueden ver grupos diedrales D; y Dg, en una capilla interior, y Dy,, en
la fachada lateral, visible desde el patio que da acceso a la Capilla del Colegio de San
Gregorio.

e Museo Nacional de Escultura: en la fachada se puede ver un mosaico del grupo p4g.

e Teatro Calderén: en parte de las fachadas laterales se encuentra un mosaico cmm.
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e (Calle Macias Picavea: en el balcon de la casa nlimero 7, se puede ver un Dy.

e Iglesia de Santa Maria la Antigua: frisos del tipo pmm2 y pm11. Grupos diedrales D, en los
propios frisos, y Dg en los rosetones y en el jardin de la plaza.

e Ruinas de la Colegiata romanica: se pueden ver grupos diédricos D, y frisos pma2.

e Plaza de la Universidad: friso p111, en la verja hacia Lopez Gémez y en la planta del patio de
los cipreses, donde estaban las antiguas colegiatas, se puede encontrar un mosaico del tipo
pmm.

e (Catedral: hay un grupo diedral D; dentro del museo y frisos del tipo pm11 en la fachada este.

e (Calle Lopez Goémez: en el nimero 24 se puede ver una fachada con un mosaico del tipo pém.

e (Calle Castelar: en el 6culo de la entrada al Pasaje Gutiérrez se puede encontrar un grupo
diédrico Dy

e (Calle Teresa Gil: en el cruce con la calle San Felipe Neri hay un pavimento que corresponde a
un mosaico p3ml.

e Colegio Garcia Quintana: situado en Plaza Espaifia tiene un friso pmaz2.

e (Calle Jose Maria Lacort: nimero 2 friso del tipo pm11.

e (Calle Manteria: nimero 27 hay un friso del tipo pm11 y en el niimero 32 uno del tipo pmm?2
en la reja del balcon.

e (Calle Muro: en el nimero 20 se encuentra friso del tipo pm11.

e Plaza Madrid: en los balcones del edificio nimero 2 hay un friso del tipo plml.

e (Calle Perti: en el nimero 17 se localiza un mosaico p6m.

e Calle Santiago: a la altura del nimero 19, adornando las rejas de varios balcones, se puede
encontrar un Ds y un friso p111.

e Patio de las Tabas: Grupos puntuales D, y C, ademas se pueden ver varios frisos.

e Plaza Marti v Monso: el pavimento de la plaza presenta un grupo cristalografico del tipo pgg.

En la referencia [1] se muestran grupos puntuales, frisos y mosaicos en diferentes lugares de la

ciudad. Las siguientes imagenes estan extraidas de [1].

Figura 3.86: Residencia Figura 3.87: Teatro Calderon
Alfonso Vilt
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F.igura 3.85: Frisos combinados
(a) iglesia de la Antigua

(b) Colegio de San Gregorio

(c) Convento de Porta Coeli

(d) Iglesia del Pilar

Figura 3.77: Frisos de tipo F;
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Figura 3.78: Frisos de tipo F{

R
g

mﬂiwarﬁi

Figura 3.80: Frisos de tipo F{

Figura 3.83: Frisos de tipo F}
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Figura 3.84: Frisos de tipo F#
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Figura 361 Grupos

de simetria Cg y Dy

lal Monasterio de
Santa lsabel

(b Caile Santiago, 19

.
Figura 363 Hexalébulos, grupo de simetria Dg
ol iglesia de San Pablo

b} Modelo

i) Palacie de Santa Cruz

Figura 3.56: Tritobulos, grupos diedrales Dy

Figura 365

Octalébulos. grupo

de simetria Dg

{a) Modeio

bl iglesia de La
Anligua

{c) Colle Arzobispe
Gendasegui

Figura 3.64: Octoldbulos.
Jrupo de simetria Dg

) lglesia de La Antigua
() Madelo

(e} Museo Catedralicio

Figura 366 Iglesia de
Santa Mario la Antigua

X3 7

{al Museo de Valladolid
(b} Museo Catedralicio

Figura 3.55: Trtilobulo

4

Figura 3.57: Monasterio de Santa Isabel.
Grupos ciclicos C,

11 159 Grupos de simetria D,
1 Monasterio Santa lsabel
Francesas”

rancesas”

(c) Iglesia de San Pablo

Grupos ciclicos C

> ! L
Figura 3.60: Cuadrilébulos o tetraldbulos. grupos de simetria D,
{a) Colegiata romanica
(b} Modelo
(c) lglesia de San Martin
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Los alumnos dispondran de un cuaderno de trabajo, con algunas de las fotografias de los motivos con
simetrias sefialados. Es aconsejable que, previo al paseo, los alumnos constaten a partir de las
definiciones correspondientes, que esas imagenes representan esos grupos, y su justificacion. En el
aula se pueden trabajar traslaciones, giros, simetrias, etc., a partir de motivos recortados en cartulina,
y observar como van disponiéndose bien en frisos, bien en mosaicos, bien en grupos puntuales.
Asimismo se incluira, dadas las facilidades que los moviles proporcionan, la elaboracion de un libro

digital de imagenes, realizadas por ellos mismos, y explicadas y comentadas matematicamente.
Evaluacioén.
Para evaluar esta actividad se atendera a los siguientes factores sobre los alumnos:

e Participacion activa en la busqueda de grupos de simetria.

e Descubrimiento personal de grupos de simetria.

e Motivacion ante los objetivos de la actividad y curiosidad por aprender.
e Adquisicidon de nuevos conocimientos.

e Valoracion positiva de la actividad.
Actividad 3.
Movimientos y elaboracion de grupos de simetria usando el ordenador.
Resumen.

Esta actividad consistird en utilizar Geogebra para manejar los movimientos que estan integrados en el
programa, experimentando con su funcionamiento. Posteriormente se emplearan los movimientos para
generar figuras con diferentes grupos de simetria. Para los grupos cristalograficos se empleara el
programa Morenaments. El tiempo estimado para realizar esta actividad sera de dos sesiones de 50

minutos.

Objetivos y competencias.

El objetivo de esta actividad es que los alumnos adquieran destreza en el manejo y entendimiento
tanto de las isometrias, como de los grupos de simetria, al mismo tiempo que utilizan las nuevas
tecnologias. Los programas sugeridos permiten al usuario realizar representaciones donde se

visualizan muy bien los conceptos que los alumnos deben adquirir.

Por otro lado, se pretende fomentar la creatividad. La facilidad con la que se realizan los mosaicos con

el programa Morenaments permite fabricar una gran cantidad de disefios con los que los alumnos
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pueden experimentar. El programa Geogebra también permite la experimentacion sencilla para disefiar

toda clase de disefios creativos.

Las competencias clave se desarrollan de diversas maneras, destacando la matematica y la digital: la
matemadtica trabajando con los conceptos geométricos de movimientos y manipulandolos con el
ordenador; la lingiiistica en las comunicaciones necesarias para comprender el modo de emplear los
programas y los objetivos de la actividad; la digital en el uso de programas informaticos durante todo
el transcurso de la actividad; la de aprender a aprender eligiendo las representaciones de los
movimientos que mejor ayuden al propio alumno a asimilarlo; la competencia civica y social se ve
reforzada en el comportamiento adecuado de los alumnos durante la actividad y en el cuidado del
material informatico del centro; la de iniciativa emprendedora en la toma de decisiones sobre como
generar los propios grupos de simetria; la competencia cultural se ve fortalecida al realizar disefios
artisticos mediante matematicas que ademas pueden estar inspirados en las culturas que los alumnos

conocen.

Metodologia.

Las metodologias empleadas en esta actividad son: resolucion de ejercicios y problemas, al realizar
los diferentes apartados de la actividad, y aprendizaje basado en experiencias, al promover la
experimentacion de los alumnos con los conceptos matematicos pudiendo manipular las variables que

estos poseen.
Desarrollo.

La actividad se desarrollara en un aula con ordenadores, siendo 6ptimo que haya un alumno por cada

ordenador, pero se podrian distribuir por parejas si los recursos materiales no son suficientes.

La actividad consta de dos sesiones en las que se trabajara principalmente con el programa Geogebra,
siendo la primera para la familiarizacion con el programa y los movimientos y la segunda para la
creacion de los grupos de simetria. Si los alumnos no han usado Geogebra anteriormente podria ser

recomendable realizar una sesion previa.
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La interfaz de Geogebra se muestra en la siguiente imagen:

% AL~ 0o 4=« it &

+ - N @

En la parte superior hay una barra con diferentes herramientas para representar puntos, segmentos,
poligonos, lugares geométricos, etc. A la izquierda se muestran todas las variables que se han

empleado en el dibujo que se muestra en el espacio que queda a la derecha.

Si se pulsa en el cuadro marcado en azul, se despliega una lista que se muestra en la siguiente imagen

donde estan todos los movimientos del plano para ser usados.
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Los ejercicios que se plantean para la primera sesion seran expuestos por el profesor y repetidos por

los alumnos. Tienen los siguientes enunciados:

e Dibuja un punto y un vector. Realiza la traslacion del punto por el vector. Dibuja un segmento
y realiza la traslacion del segmento por el vector. Dibuja una figura y realiza la traslacion por
el vector. Prueba con otros vectores y figuras.

e Dibuja un punto y una recta. Realiza la simetria del punto sobre la recta. Dibuja un segmento
y realiza la simetria del segmento sobre la recta. Dibuja una figura y realiza la simetria sobre
la recta. Prueba con otros ejes de simetria y figuras.

e Dibuja dos puntos. Realiza los giros de angulos 30° y 90° con uno de los puntos como centro.
Dibuja una figura y realiza los mismos giros en torno al punto. Prueba con otros angulos de
giro y figuras.

e Dibuja una recta y un vector paralelo. Realiza simetrias con deslizamiento de figuras con la

recta de eje y el vector de deslizamiento.
En la segunda sesion los ejercicios estan destinados a que los alumnos creen grupos de simetria.

e Realiza figuras que tengan grupos de simetria ciclicos.
e Realiza figuras que tengan grupos de simetria diedrales.
e Realiza figuras que tengan grupos de simetria de frisos.

e Realiza figuras que tengan grupos de simetria cristalograficos.

Para el ultimo ejercicio se puede usar el programa Morenaments.
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Evaluacion.
Para evaluar esta actividad se atendera a los siguientes factores sobre los alumnos:

e Buen manejo de las herramientas de los programas.

e Motivacion ante los objetivos de la actividad y curiosidad por aprender.
e Adquisicion de nuevos conocimientos.

e Creatividad en los disefios.

e Valoracion positiva de la actividad.
Actividad 4.
Desarrollo de grupos de simetria con aprendizaje basado en problemas.
Resumen.

Esta actividad plantea un problema matematico, que sirve para poner en practica la metodologia de
aprendizaje basado en problemas y trabajar los contenidos de los grupos de simetria. La duracion

estimada es de una sesion.

Objetivos y competencias.

El objetivo de la actividad es promover que los alumnos aprendan sobre los grupos de simetria por
descubrimiento, enfrentandose a un problema que requiere de su uso en el ambito de una situacion de
la vida real. El problema se plantea en términos que se pueden comprender sin conocer los grupos de

simetria, que iran descubriendo conforme avanzan en el problema.

El desarrollo de las competencias clave se aborda de la siguiente manera: la matematica en el uso de
ideas matematicas, del area de la geometria, para elaborar la resolucion del problema; la lingiiistica en
las comunicaciones realizadas entre los alumnos de cada grupo, en la comprension del enunciado y en
la redaccion de la solucidon propuesta; la digital en el disefio digital de la solucidon propuesta; la de
aprender a aprender en la busqueda de informacion util para solucionar el problema; la competencia
civica y social se ve reforzada en el intercambio de propuestas para afrontar el problema; la de
iniciativa emprendedora se trabaja en la toma de decisiones sobre como avanzar en la solucioén y en la
evaluacion de la misma; la competencia cultural se ve fortalecida en la creacion de disefos artisticos

mediante el uso de matematicas.
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Metodologia.

La metodologia empleada para esta actividad es principalmente aprendizaje basado en problemas, ya
que la propia actividad plantea un problema que los alumnos deben desarrollar. También se utilizara el

aprendizaje cooperativo para realizar el problema en grupo.
Desarrollo.

Para el desarrollo de la actividad se dividira a los alumnos en grupos de tres o cuatro alumnos,
atendiendo a las capacidades y necesidades de cada uno. Estos grupos recibiran el enunciado del

problema que deberan resolver cooperando entre ellos. El enunciado es el siguiente:

El ayuntamiento ha decidido construir una plaza de planta cuadrada de cuarenta metros de lado,
pero necesita ayuda para elaborar el diserio del proyecto. En el disefio de la plaza se ha decidido que

tiene que cumplir las siguientes condiciones.

® La plaza se tiene que ver igual si la miras desde el centro el centro de cualquiera de los
lados.

® [Fn el centro de la plaza se va a colocar una fuente que se debe ver con la misma forma si se
mira en la direccion de las diagonales del cuadrado o de las mediatrices de los lados.

® Las esquinas seran una baldosa cuadrada de un metro de lado, de tal modo que si se girase el
dibujo interior para algun determinado dangulo, distinto de 0, no cambiaria.

® [La plaza ha de tener un borde de un metro de grosor, de tal modo que, si se camina por él, se
debe observar el mismo diserio cada metro y debe verse igual si se decide caminar en sentido
contrario.

® La planta de la plaza debera formar repetirse cada metro si se camina desde cualquier punto
en la direccion de uno de los lados, siempre que no se alcance el borde o la fuente central,

pero no debe estar formada unicamente por cuadrados.

Se pide que se elabore un disefio que cumpla las condiciones expuestas para que el ayuntamiento

pueda llevar a cabo la elaboracion del proyecto.

Los grupos deberan trabajar para buscar una solucion del problema, reflexionando sobre las
caracteristicas de esta. El profesor facilitard ayuda cuando esta sea necesaria y resolverd dudas que los
alumnos tengan sobre el enunciado o sobre los objetivos de la actividad. Los alumnos podran disponer

de dispositivos digitales para realizar el disefio.

La solucioén del problema debe cumplir las siguientes condiciones de grupos de simetria:

74



e Laplaza globalmente tiene que tener el grupo de simetria C, o D,.

e El grupo de simetria de la fuente debe contener al grupo Cs.

e El dibujo de las esquinas deben tener un grupo de simetria ciclico o diedral, pero debe estar
girado 90° entre esquinas consecutivas.

e Los bordes deben contener frisos que tengan giros de 180°.

e Laplanta de la plaza debe ser un mosaico del tipo p4, p4g o p4m.
Evaluacion.
Para evaluar la actividad se atenderan los siguientes factores:

e Aportacion de ideas para avanzar en el problema.

e Uso de razonamientos correctos.

e Implicacion en el trabajo del grupo.

e Comunicacion adecuada con los compaiieros de grupo.

e Adquisicidon de nuevos conocimientos sobre grupos de simetria.
e C(Creatividad en la solucion del problema.

e Valoracion positiva de la actividad.
Actividad 5.
Identificar grupos de simetria en determinadas figuras.
Resumen.

La actividad consiste en presentar figuras planas que contengan diferentes grupos de simetria que los
alumnos deberan identificar, posteriormente se realizara un Kahoot en el que las preguntas estan
enfocadas a clasificar grupos de simetria en imagenes. La duracion estimada de la actividad es de una

sesion de clase.
jeti mpetencia;

El objetivo de la actividad es que los alumnos adquieran la capacidad de identificar los grupos de
simetria en diferentes figuras y realizar una experiencia de aprendizaje basado en juegos que despierte

su interés en el aprendizaje.

El desarrollo de las competencias clave se afronta de la siguiente forma: la matematica el la
identificacion de elementos matematicos; la lingiiistica en las comunicaciones realizadas entre los

alumnos y el profesor; la digital se aborda en el uso de recursos digitales como el Kahoot; la de
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aprender a aprender mejora al generar algoritmos de identificacion de conceptos; la competencia
civica y social se ve reforzada en el adecuado comportamiento al realizar el juego; la de iniciativa
emprendedora se trabaja en la toma de decisiones para seleccionar las respuestas; la competencia

cultural se ve fortalecida al incluir imagenes de elementos culturales.

Metodologia.

En esta actividad se emplea la metodologia de resolucién de ejercicios y problemas, ya que consiste
en la realizacion de ejercicios de identificacion de grupos de simetria. También se hara uso del

aprendizaje basado en juegos al realizar el Kahoot.
Desarrollo.

Se realizara una seleccion de imagenes que contengan diferentes grupos de simetria, de modo que
aparezcan ejemplos de frisos, mosaicos, grupos ciclicos y grupos diedrales. Es importante que se
muestren figuras de todos los tipos para ampliar al maximo el rango de grupos que los alumnos

pueden identificar.

En el aula se proyectardn sobre una pantalla unas cuantas imagenes, una a una, y se dejara tiempo
breve para que los alumnos debatan sobre el grupo que se trata, tras el que deberan, ordenadamente,
indicarlo. Durante ese tiempo los alumnos podran discutir e intercambiar sus razones. Cuando se
hayan realizado suficientes imagenes, se procedera a realizar el Kahoot, que habra sido elaborado con

otras cuantas imagenes del mismo estilo.

En las paginas precedentes del TFM se han mostrado multitud de imagenes que pueden ser empleadas
en esta actividad. Por otro lado, es recomendable realizarla como sesion previa a las dos primeras

actividades presentadas
Evaluacion,
Para evaluar la actividad se tendran en cuenta los siguientes factores:

e Identificacion correcta de los grupos de simetria.

e Adquisicion de nuevos conocimientos sobre grupos de simetria.

e Participacion respetuosa en el desarrollo de la actividad.

e Motivacion ante los objetivos de la actividad y curiosidad por aprender.
e (estion de las emociones ante los resultados del juego

e Valoracion positiva de la actividad.
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Conclusiones.

El uso de los grupos de simetria en la ensefianza secundaria deberia potenciarse, ya que, como se ha
mostrado a lo largo del TFM, permiten desarrollar las competencias clave y abordar diferentes

disciplinas, tanto dentro de las matematicas como fuera de ellas.

El aprendizaje de los grupos de simetria esta dentro del curriculo establecido por la ley, sin embargo
su estudio se reduce practicamente al tercer curso de la ensefianza secundaria, lo que impide realizar
un desarrollo profundo. Si se introdujeran también en el cuarto curso, se podria generar un aprendizaje

mas elaborado.

Entre las ventajas de su ensefianza se pueden destacar la amplitud de conceptos matematicos que se
pueden abordar y la variedad de metodologias que se pueden emplear. Los conceptos que se tratan van
desde la aritmética de los niimeros enteros a la geometria observable en la vida cotidiana o la simetria
y periodicidad de las funciones, perteneciente al area del analisis. Como metodologias se han

presentado ejemplos que utilizan seis diferentes que se pueden trabajar de forma complementaria.

En resumen, los grupos de simetria abren muchas posibilidades para el adecuado desarrollo de los

estudiantes de secundaria.
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