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1. INTRODUCCION

A lo largo de este trabajo vamos a centrarnos en estudiar la definicion de determinante de una
matriz cuadrada y sus propiedades, donde para ello vamos a desarrollar otros resultados que desde
nuestro punto de vista aparecen en los libros de texto de secundaria sin demostraciones y con una
minima justificacion que produce un aprendizaje en el aula donde los alumnos no comprenden de
manera adecuada los contenidos estudiados. Ademas, en este trabajo desarrollaremos una
propuesta didactica que suplan estas deficiencias en el proceso de ensefianza-aprendizaje
demostrando que todas las nociones que vamos a desarrollar pueden tratarse de forma rigurosa a

nivel de secundaria.

Para lograr todo esto, vamos a estructurar este trabajo principalmente en cuatro grandes bloques
que nos van a permitir desarrollar un desarrollo 6ptimo del estudio del determinante en la etapa

de bachillerato.

En primer lugar, se llevara a cabo un analisis de los contenidos estudiados dentro de las unidades
correspondientes al estudio de las matrices en el segundo curso de bachillerato, comparando los
contenidos correspondientes a las dos modalidades de bachillerato donde se introducen por
primera vez el estudio de las matrices. Estableceremos las principales diferencias entre ambos
cursos junto con los objetivos generales establecidos para la etapa académica de bachillerato y
los objetivos didacticos marcados para la asignatura en la que vamos a llevar a cabo la propuesta
didactica, desarrollando aquellos objetivos en los cuéles nuestra propuesta va a estar mas

enfocada, justificando la importancia que tiene su cumplimiento.

Después, se realiza un estudio exhaustivo de todo el contenido que vamos a abordar en la
propuesta didactica. Comenzamos con un desarrollo de la historia del Algebra y el determinante,
centrandonos en los personajes que son considerados los mas influyentes dentro de la historia del
Algebra y la nocion del determinante de una matriz cuadrada, como por ejemplo Leibniz o Gauss.
Después, desarrollaremos los principales conceptos y resultados que nos van a permitir poder
definir el determinante y demostrar sus propiedades, donde finalmente vamos a describir de forma
rigurosa la interpretacion geométrica del determinante, estableciendo la relacion existente entre
el area y el volumen generado por vectores. Por Gltimo, vamos a centrarnos en el programa
Maxima, describiendo las principales funciones y comandos que nos permiten manejar las
matrices, apreciando asi la importancia que tiene el desarrollo de las nuevas tecnologias en el

aula.

En el tercer bloque, vamos a realizar un anélisis comparativo de algunos de libros de texto de

bachillerato de matematicas en los que se estudian las matrices y el determinante, centrandonos
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en la estructura de cada libro, la forma de abordar todos los contenidos relativos a las unidades
correspondientes a las matrices y las demostraciones y justificaciones de cada uno.

En el cuarto bloque elaboramos la propuesta didactica para la ensefianza de las matrices y el
determinante en el aula, donde vamos a desarrollar todas las diferentes partes que constituyen una
unidad didactica, centrandonos en cubrir las deficiencias que desde nuestro punto de vista se
producen en el aula con la ensefianza la definicion de determinante. Vamos a exponer todos los
conocimientos necesarios que se requieren para su imparticion y su relacion con los cursos
posteriores, que en este caso corresponde con la etapa universitaria donde la importancia de las
matrices es fundamental, asi como el uso de Maxima que permitira observar a los alumnos la
importancia que tienen las matematicas en las nuevas tecnologias y en la comodidad que

representa el uso de la informatica para poder operar con matrices.

2. ANALISIS NORMATIVO

Para llevar a cabo la realizacion de una propuesta didactica, vamos a realizar un analisis normativo
del estudio de las matrices en secundaria y un desarrollo del contenido establecido desde la
Institucion Pablica de la educacion.

El contenido de matrices se ubica dentro del bloque de Numeros y Algebra junto con la resolucion

de ecuaciones de sistemas lineales en las asignaturas de Matemaéticas Il y Mateméticas Aplicadas

a las Ciencias Sociales Il en el segundo curso de Bachillerato dentro de las modalidades del

ambito Cientifico-Tecnoldgico y de Ciencias Sociales.

Primero vamos a establecer los Objetivos Generales de la etapa de Bachillerato y después vamos
a describir los contenidos marcados en las unidades correspondientes al estudio de matrices de

las dos materias mencionadas anteriormente.

Objetivos Generales de Bachillerato
Para la etapa de Bachillerato se han concretado una serie de objetivos generales que se pueden
extender a todos los cursos y todas las materias correspondientes a la etapa académica de los

cursos de Bachillerato.

Los Objetivos Generales de la etapa de Bachillerato que establece el BOE (Real Decreto

1105/2014 de 26 de diciembre), se expresan a continuacion:

a) Ejercer la ciudadania democratica, desde una perspectiva global, y adquirir una conciencia

civica responsable, inspirada por los valores de la Constitucion espafiola, asi como por los




derechos humanos, que fomente la corresponsabilidad en la construccion de una sociedad justa
y equitativa.

b) Consolidar una madurez personal y social que les permita actuar de forma responsable y
autonoma y desarrollar su espiritu critico. Prever y resolver pacificamente los conflictos
personales, familiares y sociales.

c) Fomentar la igualdad efectiva de derechos y oportunidades entre hombres y mujeres, analizar
y valorar criticamente las desigualdades y discriminaciones existentes, y en particular la
violencia contra la mujer e impulsar la igualdad real y la no discriminacién de las personas por
cualquier condicioén o circunstancia personal o social, con atencion especial a las personas con
discapacidad.

d) Afianzar los habitos de lectura, estudio y disciplina, como condiciones necesarias para el
eficaz aprovechamiento del aprendizaje, y como medio de desarrollo personal.

e) Dominar, tanto en su expresién oral como escrita, la lengua castellana y, en su caso, la lengua
cooficial de su Comunidad Auténoma

f) Expresarse con fluidez y correccion en una 0 mas lenguas extranjeras.

g) Utilizar con solvencia y responsabilidad las tecnologias de la informacion y la comunicacion.
h) Conocer y valorar criticamente las realidades del mundo contemporaneo, sus antecedentes
historicos y los principales factores de su evolucion. Participar de forma solidaria en el
desarrollo y mejora de su entorno social.

i) Acceder a los conocimientos cientificos y tecnologicos fundamentales y dominar las
habilidades basicas propias de la modalidad elegida.

j) Comprender los elementos y procedimientos fundamentales de la investigacion y de los
métodos cientificos. Conocer y valorar de forma critica la contribucion de la ciencia y la
tecnologia en el cambio de las condiciones de vida, asi como afianzar la sensibilidad y el
respeto hacia el medio ambiente.

k) Afianzar el espiritu emprendedor con actitudes de creatividad, flexibilidad, iniciativa,
trabajo en equipo, confianza en uno mismo y sentido critico.

I) Desarrollar la sensibilidad artistica y literaria, asi como el criterio estético, como fuentes de
formacién y enriquecimiento cultural.

m) Utilizar la educacion fisica y el deporte para favorecer el desarrollo personal y social.

n) Afianzar actitudes de respeto y prevencion en el &mbito de la seguridad vial.

Andlisis de contenidos de las matrices en Bachillerato

En este apartado vamos a exponer los contenidos y criterios de evaluacion que se establece en el
BOCyL (ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo) del bloque Il de Nimeros y Algebra para las
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asignaturas de Matematicas Il y Mateméticas Aplicadas a las Ciencias Sociales 1l donde se

desarrolla el contenido correspondiente a matrices.

Los contenidos y criterios de evaluacion establecidos dentro del Bloque Il de Mateméaticas
Aplicadas a las Ciencias Sociales Il son los siguientes:

Contenido

e Estudio de las matrices como herramienta para manejar y operar con datos
estructurados en tablas. Clasificacion de matrices. Operaciones con matrices. Rango
de una matriz. Matriz inversa. Método de Gauss.

e Determinantes hasta orden 3.

e Aplicacion de las operaciones de las matrices y de sus propiedades en la resolucién de
problemas en contextos reales.

e Representacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales: discusion y resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales (hasta tres ecuaciones con tres incognitas y un
pardmetro). Método de Gauss.

e Resolucion de problemas de las ciencias sociales y de la economia. Inecuaciones
lineales con una o dos incognitas. Sistemas de inecuaciones. Resolucién grafica y
algebraica.

e Programacion lineal bidimensional. Region factible. Determinacidn e interpretacion de
las soluciones dptimas. Aplicacion de la programacién lineal a la resolucién de

problemas sociales, econémicos y demograficos

Criterios de evaluacién

1. Organizar informacion procedente de situaciones del ambito social utilizando el

lenguaje matricial y aplicar las operaciones con matrices como instrumento para el
tratamiento de dicha informacidn. Aplicar el método de Gauss para resolver sistemas
lineales y calcular la matriz inversa.

2. Transcribir problemas expresados en lenguaje usual al lenguaje algebraico y
resolverlos utilizando técnicas algebraicas determinadas: matrices, sistemas de

ecuaciones, inecuaciones y programacion lineal bidimensional, interpretando

criticamente el significado de las soluciones obtenidas.




Los contenidos y criterios de evaluacion establecidos dentro del Blogue Il de Matematicas Il son

los siguientes:

Contenido

e Estudio de las matrices como herramienta para manejar y operar con datos
estructurados en tablas y grafos.

e Clasificacion de matrices. Operaciones. Aplicacion de las operaciones de las matrices
y de sus propiedades en la resolucion de problemas extraidos de contextos reales.

e Determinantes. Propiedades elementales. Menor complementario y matriz
adjunta. Rango de una matriz. Matriz inversa.

e Estudio de las matrices como herramienta para manejar y operar con datos
estructurados en tablas y grafos.

e Clasificacion de matrices. Operaciones. Aplicacion de las operaciones de las matrices
y de sus propiedades en la resolucién de problemas extraidos de contextos reales

e Ecuaciones matriciales. Representacion matricial de un sistema: discusion y resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales, posiblemente dependientes de un parametro.

e Meétodo de Gauss. Teorema de Rouché-Frobenius. Regla de Cramer.

e Aplicacion a la resolucion de problemas.

Criterios de evaluacion

1. Utilizar el lenguaje matricial y las operaciones con matrices para describir e interpretar

datos y relaciones en la resolucion de problemas diversos.

2. Transcribir problemas expresados en lenguaje usual al lenguaje algebraico y
resolverlos utilizando técnicas algebraicas determinadas (matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones), interpretando criticamente el significado de las soluciones.
Resolver ecuaciones matriciales sencillas. Obtener el rango de una matriz y la matriz
inversa (esta Gltima hasta orden 3), tanto por el método de Gauss como usando

determinantes.

En los contenidos y los criterios una de las principales diferencias entre las dos asignaturas se
encuentra en el estudio de los determinantes. En la materia de Matematicas Aplicadas a las

Ciencias Sociales 1l aparece definido el estudio del determinante y sus aplicaciones hasta las



matrices cuadradas de orden tres sin definir el determinante de una matriz de orden n, mientras
que en los contenidos de Matematicas Il se estudia el determinante de orden n, definiendo el
menor complementario y la matriz adjunta de un elemento de una matriz, asi como el célculo del
rango usando determinantes, el teorema de Rouché-Frobenius, el método de Cramer y el célculo
de la inversa utilizando determinantes hasta matrices de orden tres. El teorema de Rouché-
Frobenius y el método de Cramer son dos resultados fundamentales para la resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales, donde se permite discutir y resolver sistemas usando determinantes, lo que
supone una ampliacion del método de Gauss. EI método de Cramer tiene la particularidad de
presentar la solucion de un sistema de ecuaciones lineales como una formula cerrada y no

mediante un proceso o algoritmo que ha de llevarse a cabo

Otra de las diferencias que se pueden apreciar es el estudio de la programacion lineal
bidimensional y el estudio de regiones factibles que aparecen descritos en los contenidos de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il, ya que estd enfocado al estudio de las
matematicas aplicadas en el ambito de la economia, mientras que el contenido de Matematicas 11

estd mas “relacionado” al estudio de las matrices dentro del &mbito cientifico-tecnoldgico.

Mas adelante, desarrollaremos un analisis comparativo de una seleccién de libros de texto
utilizados en ambas asignaturas donde vamos a poder apreciar estas diferencias de una manera

mucho mas exhaustiva.

Como nuestra propuesta didactica va a estar enfocada al estudio exhaustivo de la definicién
rigurosa de determinante y sus propiedades analiticas y geométricas, vamos a desarrollar esta
propuesta didactica para un curso de segundo de bachillerato dentro del ambito cientifico-
tecnoldgico, y para ello vamos a enumerar los objetivos didacticos planteados dentro del bloque

de contenidos comunes de la asignatura de Matematicas II.

Obijetivos didacticos del area de Matematicas Il de 2° de Bachillerato

Los objetivos didacticos establecidos por el BOCyL (ORDEN EDU/362/2015 del 4 de mayo de

2015) para el blogue de contenidos comunes son los siguientes:

1. Expresar verbalmente de forma razonada el proceso seguido en la resolucién de un
problema.

2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de problemas,
realizando los calculos necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.

3. Realizar demostraciones sencillas de propiedades o teoremas relativos a contenidos

algebraicos, geométricos, funcionales, estadisticos y probabilisticos.




4. Elaborar un informe cientifico escrito que sirva para comunicar las ideas matematicas
surgidas en la resolucion de un problema o en una demostracion, con el rigor y la
precision adecuados.

5. Planificar adecuadamente el proceso de investigacion, teniendo en cuenta el contexto
en que se desarrolla y el problema de investigacion planteado.

6. Practicar estrategias para la generacion de investigaciones matematicas, a partir de:

a) la resolucién de un problema y la profundizacién posterior;

b) la generalizacion de propiedades y leyes matematicas;

c) la profundizacién en algin momento de la historia de las matematicas;

concretando todo ello en contextos numéricos, algebraicos, geométricos,

funcionales, estadisticos o probabilisticos.

7. Elaborar uninforme cientifico escrito que recoja el proceso de investigacion realizado,
con el rigor y la precisién adecuados.

8. Desarrollar procesos de matematizacion en contextos de la realidad cotidiana
(numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos o probabilisticos) a partir de la
identificacion de problemas en situaciones de la realidad.

9. Valorar la modelizacion matematica como un recurso para resolver problemas de la
realidad cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de los modelos utilizados o
construidos.

10. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer matematico.

11. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucion de situaciones desconocidas.

12. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, valorando su eficacia y aprendiendo de ellas
para situaciones similares futuras.

13. Emplear las herramientas tecnolégicas adecuadas, de forma auténoma, realizando
calculos numeéricos, algebraicos o estadisticos, haciendo representaciones gréaficas,
recreando situaciones matematicas mediante simulaciones o analizando con sentido
critico situaciones diversas que ayuden a la comprensién de conceptos matematicos o
a la resolucion de problemas.

14. Utilizar las tecnologias de la informacion y la comunicacién de modo habitual en el
proceso de aprendizaje, buscando, analizando y seleccionando informacién relevante
en Internet o en otras fuentes, elaborando documentos propios, haciendo exposiciones
y argumentaciones de los mismos y compartiendo éstos en entornos apropiados para

facilitar la interaccion

De todos los objetivos didacticos enumerados, este trabajo va a estar mas enfocado a desarrollar

los objetivos nimero tres y nimero seis, realizando una propuesta didactica centrada en demostrar
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todos los resultados y propiedades correspondientes a la definicion del determinante y sus
aplicaciones, justificando en todo momento todos los razonamientos y los pasos seguidos.

Para demostrar los resultados y justificar las definiciones que desarrollaremos a continuacion, la
profundizacion en la resolucion de problemas y la generalizacion de las propiedades del
determinante van a ser un aspecto clave en nuestra propuesta didactica. Todos los resultados y
resoluciones que se plantearan van a estar justificadas en todo momento, procurando dar respuesta
a los contenidos establecidos dentro de las normativas vigentes y a las necesidades educativas
correspondiente, donde estableceremos criterios y normas que permitiran una correcta puesta en

practica de una unidad didactica dentro de un aula.

En la propuesta didactica que realizaremos va a estar enfocada en cumplir el siguiente objetivo

didactico:

Practicar estrategias para la generacion de investigaciones matematicas, a partir de:
a) laresolucion de un problemay la profundizacion posterior;
b) la generalizacion de propiedades y leyes matematicas;
c) la profundizacion en algin momento de la historia de las matematicas;
concretando todo ello en contextos numéricos, algebraicos, geométricos,
funcionales, estadisticos o probabilisticos.

Para una adecuada formacidn de matematicas en los cursos de bachillerato, desde mi punto de
vista considero gque de entre todos los objetivos presentados anteriormente, este es uno de los mas
importantes ya que uno de los objetivos principales no es Unicamente la resolucion de problemas
o el desarrollo de métodos “algoritmicos”, sino también una reflexion de los pasos seguidos y una
profundizacion exhaustiva que nos permitan un mejor entendimiento de los conocimientos

estudiados.

También nos centraremos en el uso de herramientas tecnolégicas, que nos van a permitir realizar
calculos numéricos y manejar expresiones algebraicas que ayudaran a entender mejor el célculo
de determinantes en los casos en los que su resolucion sea un poco “laboriosa” y podremos
calcular la expresién de determinantes de orden cuatro u orden cinco, el calculo del rango de
matrices, la inversa de una matriz y otros muchos aspectos que podremos desarrollar de una

manera mas exhaustiva con el uso de programas y recursos tecnoldgicos.
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3. ANALISIS DE CONTENIDO

A lo largo de todo este apartado, vamos a llevar a cabo un estudio exhaustivo de los contenidos
que vamos a abordar en nuestra propuesta didactica, comenzando por un breve desarrollo de la
historia del Algebra y la historia del determinante, centrandonos en los matematicos que son
considerados mas influyentes dentro del Algebra. A continuacion, abordaremos el contenido
relativo a la definicion rigurosa de determinante, donde explicaremos los aspectos fundamentales
de las permutaciones y transposiciones que nos van a permitir definir el determinante y demostrar
sus propiedades. Por ultimo, describiremos la interpretacion geométrica del determinante y
terminaremos este apartado describiendo de forma general el programa Maxima y las funciones
y los principales comandos que nos permiten manejar las matrices para el desarrollo de los

conocimientos que se estudiaran en la propuesta didactica.
3.1 PERSPECTIVA HISTORICA

3.1.1 HISTORIA DEL ALGEBRA

El objetivo principal del algebra clasica ha sido la resolucion de sistemas de ecuaciones, por lo
que, desde esta perspectiva, el dlgebra tiene mas de 4000 afios de antigiiedad. En la Grecia clasica

existia un gran predominio de la geometria.

Un poco después, en el siglo 111 Diofanto de Alejandria escribe el primer tratado de algebra que
conocemos. En esta obra, en lugar de enunciar proposiciones o teoremas, escribié una serie de
problemas en la que resuelve algunos sistemas de ecuaciones algebraicas usando notaciones

similares a las utilizadas actualmente con los polinomios.

En la Edad Media en la India introducen el cero y los nimeros negativos mientras que los arabes

consiguieron importantes progresos dentro del algebra.

A principios del siglo 1X, Bagdad tenia una especie de Universidad llamada La Casa de la
Sabiduria. Uno de sus miembros mas destacados fue el matematico y astrénomo al-Jowarizmi

(780-850). Uno de sus tratados mas conocidos es Hisab al-jabr wa'l mugabalah, de influencia
india y greco-alejandrina, donde a partir del titulo de esta obra se ha definido la actual
denominacion del algebra. En esta obra se define la manera de resolver seis tipos de ecuaciones

de segundo grado.
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Los arabes también resolvieron algunas ecuaciones cubicas a las que dieron una justificacion
geométrica. Entre los que investigaron las ecuaciones cubicas, se encuentra Omar Khayyam
(1050-1123), quien definio el &lgebra como la ciencia de resolver ecuaciones. Esta definicion se
mantuvo casi hasta finales del siglo XIX. El algebra arabe se difundio, a través de Espafia, hacia
Europa.

En el siglo XVI en Italia se desarrolla un avance significativo en el estudio y la resolucion de las
ecuaciones de tercer y cuarto grado. En esa época, los descubrimientos cientificos se solian
mantener en secreto con el fin de ganar en los torneos que se realizaban, en los que se planteaban
problemas cientificos.

Niccolo Tartaglia (1499-1557) es considerado el primero en hallar un método general de
resolucion de ecuaciones de tercer grado, manteniéndolo en secreto, pero Gerolamo Cardano
(1501-1576), médico, astrélogo y matematico, consigui6 que Tartaglia le confiara su secreto. Asi,
fue Cardano quien publicé como propio el descubrimiento, lo que dio lugar a un gran conflicto
entre ambos La solucion de las ecuaciones de cuarto grado fue descubierta por el antiguo

secretario de Cardano, Ludovico Ferrari (1522-1565).

Aunque el contenido del &lgebra iba avanzando, la notacion simbdlica aun no estaba
suficientemente desarrollada. El avance en el simbolismo algebraico se suele atribuir a Frangois
Viete (1540-1603), que fue el primero en utilizar letras para simbolizar tanto las incognitas como
las constantes en las ecuaciones algebraicas. No obstante, muchos personajes aseguraban que su
lenguaje resultaba oscuro y dificil.

El matematico y fil6sofo francés René Descartes (1596-1650), en una de sus obras, trato las
propiedades y transformaciones de las ecuaciones algebraicas, mejorando el simbolismo

algebraico, haciéndolo mucho mas parecido al actual.

En el siglo X1X, Gauss es considerado, junto con Arquimedes y Newton, uno de los mas grandes
matematicos de todos los tiempos. De extraordinaria precocidad, en su tesis doctoral, presentada
en 1799, cuando tenia 22 afios, dio la primera demostracion de lo que se ha llamado Teorema

Fundamental del Algebra:

Toda ecuacion polinémica tiene, al menos, una solucion en el campo complejo.

Galois (1811-1832), que muri6 a los 21 afios en un duelo, desarroll6 la Teoria de Grupos,
aportacion fundamental para la matematica actual.

Los britanicos Hamilton (1805-1865), Sylvester (1814-1877) y Cayley (1821-1895)

formalizaron la teoria de matrices, dandole estructura algebraica.
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La teoria de determinantes, que venia del siglo XVI1I1 (Laplace y Vandermonde), fue completada
y formalizada por Cauchy en 1812.

Estas y otras muchas aportaciones fueron bésicas para la aparicion del algebra abstracta, cuya
culminacién fue ya en el siglo XX. Esta algebra contemporanea estudia las estructuras algebraicas
gue son sistemas de elementos entre los que se definen operaciones que cumplen ciertas
propiedades. El estudio abstracto de tales estructuras supone un alto nivel de formalizacién y una
enorme economia de pensamiento, pues los teoremas demostrados sobre la estructura abstracta
son inmediatamente aplicables a cualesquiera de sus concreciones.

En los primeros pasos del algebra, a la incognita se le llamaba la “cosa”. En aquel contexto la
cosa era un numero asociado a una magnitud concreta. En el lgebra moderna podriamos designar
también la “cosa” a las variables que intervienen. Y se haria con mucha mas propiedad que
entonces, pues esas variables ahora representan matrices, funciones, proporciones, vectores u

otros muchos objetos matematicos.

3.1.2 HISTORIA DEL DETERMINANTE

Los determinantes hicieron su aparicion en las matematicas mas de un siglo antes que las matrices.
El término matriz fue creado por James Joseph Sylvester, tratando de entender que era “la madre

de los determinantes”.

Algunos de los que son considerados los matematicos mas importantes de los siglos XV 'y XIX
contribuyeron al desarrollo de las propiedades de los determinantes. Muchos de los historiadores
e investigadores afirman que la teoria de los determinantes fue originada por Leibniz (1646-1716)
quién en 1693 utiliz6 un algoritmo equivalente al de los determinantes para poder resolver
sistemas de ecuaciones lineales. Sin embargo, hay quienes piensan gue el matematico Seki Kowa

utilizé los determinantes diez afios antes para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

También Colin Maclaurin (1730) y Gabriel Cramer (1750) utilizaron el determinante para
resolver sistemas de ecuaciones lineales y en 1772 Alexandre- Théophile Vandermonde realiz6

un estudio sistematico de los suyos.

En 1748, dos afios después de la muerte Colin Maclaurin (1698-1746), se publicé su Tratado de
Algebra, donde exponia la resolucion de sistemas de dos y tres ecuaciones con el mismo niimero
de incognitas, llegando a lo que actualmente conocemos como el determinante de una matriz de

segundo y de tercer grado.

Por su parte, Cramer (1704-1752) publicé en 1750 el tratado de geometria Introduccién al analisis

de las lineas curvas algebraicas, donde proponia la solucién de sistemas de ecuaciones lineales
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con el mismo nimero de incognitas y ecuaciones. EI método es similar al publicado en el tratado

de &lgebra de Maclaurin, pero es mas conocido por su claridad de notacion y generalizacion.

En 1772 Vandermonde (1735- 1796) realiz6 la primera exposicion I6gica y formal de la teoria de
los determinantes, reconociéndolos como funciones independientes. Describié una matriz que

ahora lleva su nombre como la matriz cuadrada

/ al ad ad a?) . ag\
al a} a} ai .. a}
a? a3 a3 a3 .. a? I

RPw k-
w
w
w
w

|

|

| a3 a3 a3 o .. a
\a ay ay ay .. a;}/

En 1772 Pierre-Simon Laplace (1749-1827) generaliz6 el método de Vandermonde para el

=3

desarrollo de los determinantes en productos de menores, y present6 el método general de la
expansion de un determinante en términos de sus menores complementarios. Al afio siguiente
Joseph-Louis de Lagrange (1736- 1813) expuso la solucién de determinantes de segundo y tercer
orden y los utilizé para fines distintos al de la solucion de ecuaciones simultaneas. En 1801 Carl

Friedrich Gauss (1777-1855) utilizé la palabra determinante en su teoria de nUmeros.

En 1815 Cauchy publicé una memoria en la que mejoraba el desarrollo de Laplace; en ella
proporcionaba la primera exposicion sistematica de los determinantes mediante la disposicion de

los elementos en filas y columnas y la notacion de los indices dobles a;; , asi como con el término

ecuacion caracteristica para p(4) , donde p representa un polinomio caracteristico matricial.

Mas tarde, Cayley y Sylvester contribuyeron notablemente al desarrollo de la teoria de os
determinantes. Mejoraron la nomenclatura que se venia utilizando hasta el momento, adoptaron
la doble barra vertical para designarlos y ampliaron su campo de aplicacién. En un articulo

publicado en 1855 Cayley dice:

“No obtuve la nocion de matriz a partir de los cuaternios de Hamilton, fue directamente de la de

determinante o como una forma conveniente de expresar las ecuaciones...”

Cayley y Sylvester ejercieron también su influencia en otros aspectos no menos relevantes como,
por ejemplo, ayudando a cambiar la mentalidad medieval de la Universidad de Cambridge en lo
que se refiere a admitir como alumnas a las mujeres; de hecho, una de las primeras y mas
eminentes discipulas de Sylvester fue Florence Nightingale, quien afios después destacaria por su

aportacién a la mejora de las condiciones en los hospitales y en la atencién médica en general.
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3.2 PERMUTACIONES Y TRANSPOSICIONES

En este apartado del trabajo vamos a exponer de forma rigurosa todos los principales resultados
y propiedades de las permutaciones y las transposiciones, demostrando en todo momento las
proposiciones, teoremas y corolarios que vamos a desarrollar y justificando en cada momento los

razonamientos y los pasos seguidos.

3.2.1 PERMUTACIONES

Dado un conjunto X no vacio, definimos Sy como el conjunto formado por todas las aplicaciones
biyectivas de X en X y junto con la operacion “composicion de aplicaciones” Sy €S un grupo,
decir, verifica las siguientes propiedades:

1. Lacomposicion de dos aplicaciones biyectivas es una aplicacion biyectiva.

2. La composicion de aplicaciones es una operacion asociativa.

3. Laaplicacion identidad en X, que representaremos por Idy, es biyectiva.

4. Todas las aplicaciones biyectivas tienen inversa.

A partir de todas estas propiedades vamos a poder realizar un desarrollo justificado de todo el

contenido y desarrollo de las permutaciones y el calculo del indice de una permutacion.

Definicion
Llamaremos grupo simétrico de orden n al grupo de las biyecciones del conjunto {1,2, ...,n}

y lo denotaremos por S,, y a sus elementos permutaciones (de n elementos).

Por ejemplo, si consideramos el conjunto X = {1,2,3} la siguiente biyeccion o: X — X

g X =X
1 —1
2 —3
3 —2
es una permutacion del grupo simétrico Ss, donde o(1) =1, 0(2) =3y o(3) = 2.
Como ejemplo de permutaciones, vamos a escribir todas las permutaciones del grupo simétrico
S
o,: o;(1)=1, 0,(2) =2, 0,(3) =3
0, 0,(1) =1, 0,(2) =3, 0,(3) =2
o3: 03(1) =2, 03(2) =1, 035(3) =3
o4 0,(1) =2, 0,(2) =3, 0,(2) =1
os: 05(1) =3, 05(2) =1, 05(3) =2
0g: 04(1) =3, 04(2) =2, 0,(3) =1
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A partir de la construccion de todos los elementos del grupo S5, podemos observar que tiene un
total de 6 elementos. Entonces podemos preguntarnos si es posible conocer el nimero de
elementos del grupo S, por lo que la respuesta es afirmativa y para ello vamos a demostrar el
siguiente resultado:

Lema

El grupo S,, es finito de orden n!

Demostracion

Una permutacion o € S,, puede aplicar el elemento 1 en cualquiera de los nameros 1,2, ..., n.
Una vez elegida la imagen del elemento 1, el 2 se puede aplicar en cualquiera de los n — 1
nameros restantes. Después, al igual que con el elemento 2, el 3 se puede aplicar en los n — 2
nameros restantes. Podemos seguir sucesivamente hasta que las imagenes de los elementos
1,2,...,n— 1 hayan sido elegidas. El ultimo elemento no seleccionado es la imagen de n, por lo

que se obtiene que existen un total de n(n — 1) ...1 = n! elementos de S,,.

Hasta ahora ya hemos definido el concepto de permutacion y demostrado que el nimero de
biyecciones del grupo S, es n!, por lo que el siguiente paso que vamos a exponer es la
representacion de una permutacion que nos pueda facilitar una manera mas intuitiva para poder
visualizar mejor las imagenes de una permutacion.

Sea ¢ € S,, una permutacion, una manera de poder representarla es mediante una representacion
matricial de la forma

( 1 2 n )
c(1) o) .. on)

Por ejemplo, si tomamos la permutacion o5 € S5 del ejemplo anterior, podemos expresarla

como
=0 1 3)

donde se cumple que a5(1) = 2, 0,(2) = 1y 05(3) = 3.

Con estas notaciones, es facil calcular la composicion y la inversa de trasposiciones, ya que Si

tenemos las trasposiciones oy, g, € Ss dadas por

=G ss1ave=lsiss)

las trasposiciones inversas y la composicién a,00; vienen dadas por

SRR R

wonn( 334D 2T DI 1Y
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3.2.2 TRANSPOSICIONES. INDICE DE UNA PERMUTACION

[Definicién \

Se define una transposicion como un ciclo de longitud 2. En forma matricial queda

definida como

G .)_<1 2 . i—1 @ i+1 .. j—1j j+1 .. n)
bI=\1 02 i-1  i+1 . j-1 i j+1 .. n

\intercambiéndose los términos i y j, permaneciendo los demas elementos invariantes. J

Proposicion

Toda permutacion o € S,, se puede descomponer como un producto de transposiciones.

Demostracion
Esta demostracion la vamos a realizar por induccion. Para n = 2, una permutacién es S, es una
transposicion, por lo que se verifica lo anterior. Supongamos que para n — 1 toda permutacion
se descompone en un producto de transposiciones y vamos a demostrarlo para n.
Sea ¢ € S,, una permutacion, donde vamos a suponer los siguientes casos:
e Si g(n) =n, entonces oy, n—1} € Sy—1, por lo que como para n — 1 se verifica lo
anterior, entonces ¢ = oj ... g, donde g; son transposiciones paral <i <r
e Si o(n) #n, denotamos a = o(n) y vamos a definir la siguiente permutacion
B = (a,n)o. En esta nueva permutacién tenemos que B(n) = n, asi que podemos
descomponer f = (a,n)o = 14 ... T, siendo t; transposiciones paral <i <r.
Entonces o = (a,n)1; ... T,, por lo que o se puede descomponer como un producto de

transposiciones.

Como ejemplo, si consideramos la permutacion o € S, definida de la siguiente manera

=G 51762 1)

vamos a realizar su descomposicion en un producto de transposiciones.

(123 45 6 7
(1’7)6_(3541627)

1234567)
354126 7

(2,5)(2,6)(1,7)0 = (é ;

(2,6)(1,7)0 = (
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(1,4)(2,5)(2,6)(1,7)o=(§ ; f j § 2 ;)
13)AHEH2EANe=(T 2 3 * 2 2 ;)

Finalmente hemos obtenido que o = (1,3)(1,4)(2,5)(2,6)(1,7).

Proposicion
Si Id = 0,0, ... g, donde todos los g; son transposiciones parai € {1, 2, ..., r}, entonces r es

par.

Demostracion
Si r = 2, entonces el resultado estd probado. Por lo tanto, vamos a suponer que r > 2 y
aplicaremos induccion. El producto de las dos primeras transposiciones o;0, podemos
expresarlas de una de las siguientes maneras:
(a,b)(b,a) =1d

(a,b)(a,c) = (b,c)(a,b)

(a,b)(c,d) = (c,d)(a, b)

(a,b)(b,c) = (b,c)(a,c)
Si nos encontramos en el primer caso, obtenemos que Id = g5 ... g, y por la hipdtesis de induccion
r — 2 es par. En los otros tres casos restantes, se sustituye el producto de g, 0, de la izquierda por
su igualdad en la parte de la derecha obteniendo un nuevo producto de r transposiciones que sigue
dando como resultado la identidad, pero la primera aparicion del nimero a esta en la segunda
transposicion del producto. Seguidamente podemos repetir el mismo procedimiento para el
producto o,05, y como antes obtenemos un producto de r — 2 transposiciones que es igual a la
identidad o un producto de r transposiciones donde la primera aparicion de a se encuentra en la
tercera transposicion. Continuando sucesivamente con el mismo procedimiento o bien obtenemos
un producto de r — 2 transposiciones que es igual a la identidad o bien obtenemos un producto
igual a la identidad en la que la primera aparicion del elemento a se encuentra en la Gltima
transposicion, por lo que entonces no fija el elemento a, lo que contradice que dicho producto sea

igual a la identidad. Finalmente, por induccidn se tiene que r — 2 es par y por lo tanto r es par.

A partir de este resultado, vamos a demostrar un resultado clave que nos va a permitir dar una

definicion que nos va a resultar clave a lo largo de todo este trabajo.
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Teorema
Sea g €5, y supongamos que g = a1Q@y ..., = 18, ... Bs siendo ay, ..., &, B1, -, Bs
transposiciones. Entonces se verifica que (—1)" = (—1)5.

Demostracion
Comold =00 =aq..a,(f;..0s) ' =a; ..o, 5t .. B1 Y = ay ...a,Bs ... By, €Ntonces por

el resultado anterior tenemos que r + s es par o lo que es los mismo (—1)" = (—1)%.

(Definicién \

Dada una permutacion ¢ € S,, con ¢ = 0y ..., siendo oy, ..., g, transposiciones, se define

el indice de o como Ind (o) = (—1)", pudiendo tomar Gnicamente los valores 1 0 —1.

Decimos que o es par si se puede expresar como un producto de un nimero par de

\transposiciones e impar en el caso contrario. J

Como ejemplo, si consideramos la permutacion o € S, del ejemplo anterior definida como

=G 54760 1)

Como ya realizamos anteriormente, esta permutacion se podia descomponer de la forma
o= (1,3)(1,4)(2,5)(2,6)(1,7), por lo que el indice de ¢ es (—1)°> = —1, siendo o una

transposicion impar.

A partir de aqui, vamos a probar un resultado que nos va a permitir calcular el indice del producto

de dos permutaciones, lo que nos va a ser de mucha utilidad después.

Teorema

Sean a, B € S,, dos permutaciones, entonces tenemos que ind(afB) = ind(a)ind(B).

Demostracién

Supongamos que a = @y ...a, Yy f = B ... Bs siendo a; y B; transposiciones, entonces tenemos

que af = ay ... a.f; ... Bs. Por tanto, ind(ap) = (—1)"* = (—1)"(—1)° = ind(a)ind(B).

A continuacion, vamos a definir el concepto de ciclo y realizar la descomposicién de una
permutacién en ciclos, lo que nos va a ayudar a poder representar una permutacién de una forma
mas “comoda” y va a facilitar un método mas practico para el calculo del indice de una

permutacion.
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3.2.3 CICLOS. DESCOMPOSICION DE UNA PERMUTACION EN CICLOS

/Definicién \

Una permutacion ¢ € S, se dice que es un ciclo de longitud r, donde r < n, si existe una

sucesion {a,, a,, ..., a,} € {1,2, ..., n} de nimeros distintos tales que

1) o fija todo elemento distinto de a4, ay, ..., a,

\ 2) o(ay) =ay0(ay) =as, ...,0(a,_1) = a,,0(a,) =a, j

A partir de esta definicién, una manera mas intuitiva de representar uncicloes o = (a4, a,, ..., a,)

1 2 3 4

5 4 3 1) es un ciclo de longitud 3

Por ejemplo, la permutacion a € S, definida como a = (

y se puede escribir como a = (1 2 4).

Un ejemplo de permutacion no ciclica es la siguiente:

=G 1534

Aunque a € Ss no sea ciclica, podemos descomponerla como producto (composicion) de dos

ciclos disjuntos que podemos expresar de la siguiente manera:

a=(l 2345

, 1t oa 4)=(12)(354)

Entonces nos podemos preguntar si podemos descomponer una permutacion de la forma anterior,
pero para ello vamos a dar unos conceptos y resultados previos que nos van a permitir dar una

respuesta a esta cuestion.

(o )

Diremos que dos ciclos @ = (a4, ay, ...,a,) Y B = (by, by, ..., byy) de S, son disjuntos si

efinicion

paratodos i,j, 1<i<r, 1<j<m,a; # b;. Esdecir, cuando el conjunto de elementos

que se mueven por « Yy el conjunto de elementos que se mueven por £ son disjuntos.

Proposicion

Ciclos disjuntos conmutan.
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Demostracién

Sean a, B € S, dos ciclos disjuntos que vienen definidos como

a=(a,a; ..a.)ypB = (by b, ..by)
Entonces podemos hacer el producto de los dos ciclos anteriores de las dos formas:

1) a(B@) =i=p(a() siino pertenece al conjunto {a,, ay, ..., a,, by, by, ..., bs}
2) a(Blay) = arr =B(ala))paral <k <r
3) a(B(by)) = bryr = B(alby))paral <k <s

donde hemos tenido en cuenta que a,.; = a; Y bgy1 = by, por lo que el producto de ciclos

disjuntos es conmutativo.

Proposicion
Toda permutacion de S,, se puede escribir como producto de ciclos disjuntos. Ademas,

esta descomposicion es Unica.

Demostracion

Consideramos un elemento b, € {1, 2, ...,n}talque a(b;) # b, y vamos a considerar la sucesion
by, b, = a(by), b3 = 0%(by), by = 03(b,), ... hasta que volvamos a conseguir un niimero b; de la
sucesion anterior en, por ejemplo, m pasos, es decir, ™ (b;) = b; siendo b; un término repetido
de la sucesion anterior. Entonces se tiene 6™ (b,) = 0" (b,) conr < m'y como la permutacién o
es biyectiva se tiene que 6™ "(b,) = b, y al ser a™(b,) el primer término repetido entonces
tenemos que r = 0.

Entonces, el ciclo
(by,0(by), ..., ™ 1 (by)) = (by, by, -+, by)

describe una parte de la permutacion. Si en el resto de elementos del conjunto {1,2,...,n}
permanece invariante entonces o es un ciclo y el resultado esta demostrado. En caso contrario, si
encontramos otro elemento que no permanece invariante, repetimos el proceso anterior y asi

sucesivamente. Después de un namero finito de pasos se obtiene la descomposicion.

Ejemplo
(1 2 3 4 5 6 7 . . -
Seao = (3 407 6 2 1) una permutacion de S, vemos que la permutacidn verifica
0(1)=3,03)=4,04)=7,0(7) =1
y que

0(2) =5,0(5) =6,0(6) =2
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y por tanto se puede expresar como o = (1,3,4,7)(2,5,6) descomponiéndose como un producto
de ciclos disjuntos.

Definicién
Sea o € S, se define el orden de o como el menor entero positivo m tal que 6™ (a;) = a;

paratodo a; € {1,2, ...,n}.

Por ejemplo, en la permutacién o = (1,3,4,7)(2,5,6) del ejemplo anterior, el orden de o es 12y

verifica 612(a;) = a; paratodo a; € {1,2, ...,12}.

La siguiente pregunta que nos podemos hacer es como calcular el orden de una permutacion,
donde para ello vamos a demostrar el siguiente resultado que nos va poder dar un criterio para
poder calcularlo, demostrando primero el orden de un ciclo y después el orden de una
permutacion, y para ello vamos a usar la descomposicion de una permutacion en ciclos disjuntos

gue hemos demostrado anteriormente.

(Proposicic’)n \

a) El orden de un ciclo o es la longitud del ciclo.

b) Sea o = 0,0, ...5;- Sudescomposicion en ciclos disjuntos. Entonces el orden de o

es el minimo comun multiplo de las longitudes de los ciclos o; para todo i €

K {1,2,..,r} J

Demostracion

a) Seao = (aq,a,,..,a,) €S, unciclo, entonces o(i) = i para todo i que no pertenezca
al conjunto {a,, a,, ...,a,} yo(a;) = o(a;41) parai <ryo, = a;.
Por tanto, o™ (i) = i para todo i no perteneciente al conjunto {a,, a,, ..., a, }. Ademas, se
verifica que
o(a,) = a,

Uz(a1) =o(ay) = a3
o"(a;) =0(a,) =a;

Lo mismo ocurre con todos los elementos del conjunto {a4, a,, ..., a,-}, por lo que el orden

del ciclo es r.
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b) Supongamos que el orden de una permutacién ¢ € S,, €s m, g = 6,03 ...0, €S SU
descomposicion en producto de ciclos disjuntos y m4, m,, ..., m,. €s el orden de cada
ciclo. Como ¢™ = Id, entonces a{"a;" ...a;”* = Id ya que el producto de ciclos disjuntos
conmuta. Como son permutaciones disjuntas, tenemos que o;™ deja los elementos fijos
parai = 1,...,r, por lo que my, m,, ..., m, dividen a m, luego el minimo comdn multiplo
de m;,m,, ..., m, divide a m.

my my

Ya que almi,az ) vy O dejan todos sus elementos fijos, tenemos que

gmem(myms,..me) — g y al.m‘c‘m(m”mz"“’mr) deja todos sus elementos fijos de donde

m.c.m(my,my,..,m m.c.m(my,my,...m
O.T)m.c.m(ml,mz,...,mr) =g, (my,m, ) o (my,m, r) =1Id

(0'10'2 .0
Por lo tanto, m divide al minimo comdn maltiplo de m,,m,, ..., m,., lo que demuestra

que m = m.c.m(mq, my, ..., m,.).

Antes de seguir continuando, vamos a realizar una pequefia observacion que nos va a ayudar a

comprender mejor la descomposicion de permutaciones en producto de ciclos y transposiciones.
Por ejemplo, si consideramos el ciclo (1,2,3, ..., k) podemos realizar la siguiente descomposicion:

(1,2,3,...,k) =1, k1, k-1) ..(1,3)(1,2)

ya gue si expresamos el producto de las transposiciones en forma matricial tenemos que

(1 2 3 .. k=2 k-1 k
(1'2)_(2 1 3 .. k=2 k-1 k)

1 2 3 .. k=2 k-1 k
(1'3)(1’2)_(2 31 .. k=2 k-1 k)

De manera inductiva, si continuamos sucesivamente hasta k llegamos al siguiente resultado

(1,k—2) ...(1,3)(1,2)=(§ § i kIZ 112:1 Z)

Le-DAk-2) . aDAD= () 5 3 -~ ¥~2 ko1
WLOWLk-D.aDaD=(] 7 3 = 72 ol Ko

Sin embargo, esta descomposicién no tiene por qué ser Unica, ya que por ejemplo en S, tenemos
que (1,L3)=(4,1D4,3)41D) =(2,1D(2,3)(21).
A partir de este ejemplo vamos a demostrar uno de los resultados que nos va a permitir mas

adelante poder definir el concepto de determinante.
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Proposicion
Todo ciclo se puede descomponer como producto de transposiciones

Demostracion
Sea o = (a4, a,, ..., a,) un ciclo del grupo simétrico S,,, entonces podemos realizar la siguiente
descomposicion:

(ag,az,...,a;) = (ay,a,)(ay, ar—1) ... (ay, az)

Sin embargo, la descomposicion de un ciclo en producto de transposiciones no tiene por qué ser
Unica, ya que por ejemplo en S, tenemos que (1,3) = (4,1)(4,3)(4,1) = (2,1)(2,3)(2, 1).

Hemos demostrado que toda permutacion se puede descomponer en productos de ciclos disjuntos
y a su vez que un ciclo se puede descomponer en un producto de transposiciones, asi que si unimos
los dos resultados tenemos que una permutacion se puede descomponer en un producto de
transposiciones, (resultado que demostramos anteriormente sin utilizar ciclos), lo que nos va a
permitir poder expresar cualquier permutacién como un producto de transposiciones (resultado
gue demostramos anteriormente sin utilizar ciclos). Sin embargo, como se ha indicado en el
ejemplo anterior, esta descomposicion no tiene por qué ser Unica.

Como ejemplo, si consideramos una permutacién a € S, dada por a = (1,3,5,6,2) siendo @ un
ciclo, entonces por los ejemplos anteriores podemos expresar a como un producto de
transposiciones de la siguiente forma:

a =(1,2)(1,6)(1,5)(1,3)
por lo que el indice de a es (—1)* = 1 siendo ademas par, por lo que ademas es facil comprobar

que el indice de un ciclo es igual a su longitud menos uno.

Proposicion
Sea 4,, el conjunto de todas las permutaciones de S,, de indice par. Entonces el conjunto 4,

es un grupo con la operacion composicion y tiene un total de n!/2 elementos.

Demostracion

Sean a y 8 dos permutaciones con indice par. Entonces podemos expresar las dos permutaciones
como producto de transposiciones de la siguiente forma:

a=aia..arypB = P12 .. Bs

donde ay, ..., @, Y B, ..., Bs SON transposiciones y r y s son nlmeros pares.

Entonces tenemos que el producto af = a; ... @B ... Bs €S una descomposicion del producto en

un namero par de transposiciones, por lo que obtenemos que la aplicacion composicion es
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asociativa en el conjunto 4,,. Ademas, como la permutacion identidad es par, entonces pertenece
al conjunto A4,,.
Para demostrar que es un grupo nos queda comprobar que el inverso de una permutacion de indice
par es también par. Para ello, si consideramos una permutacion de A,, expresada como producto
de permutaciones de la siguiente forma
0 = 0103 ... Oy

donde o4, 0, ..., g, SONn transposiciones y r es par, entonces tenemos que

o l=07t0Y ...oft =0,0,_;..0¢
ya que la inversa de una transposicion es ella misma. Por lo tanto, tenemos que o~ pertenece al
conjunto A,,.
A continuacién, vamos a pasar a calcular el nimero de elementos de A,,. Para ello, podemos
observar que S,, se descompone como unidn disjunta de 4, y S, %, donde S,;* denota al conjunto
de permutaciones con indice impar con n simbolos.
Definimos la aplicacion f: A, - Sy definida como f(o) = (1 2)o. Esta aplicacion esta bien
definida ya que si o pertenece a 4,,, entonces o = g ... g;- siendo oy, ..., g,- transposiciones con r
par. Entonces se tiene que (12)o = (12)0; ...d,, siendo un producto de transposiciones con
indice impar, por lo que la aplicacion f estd bien definida. De forma anéloga, se demuestra
también que la aplicacion es biyectiva.
Entonces, a partir de lo anterior, como la aplicacion es biyectiva, el nimero de elementos de 4,

y S;;1 son iguales y como el conjunto S,, tiene un total de n! elementos, el cardinal de 4,, es n!/2

3.3 MOTIVACION DEL DETERMINANTE

En la mayoria de los casos se presenta la nocion de determinante con una definicién poco clara
en la que en muchos casos los alumnos hacen uso del determinante sin comprender bien su
utilizacién en numerosos problemas, aplicandolo casi exclusivamente en la discusion de sistemas
0 el calculo de la inversa sin haber entendido bien su definicién y su razonamiento, realizando en
la mayoria de los casos un uso del determinante algoritmico y sin razonamiento o comprension.

Para ello, es muy importante primero crear situaciones en las que aparezca el célculo del

determinante sin haberlo definido previamente.

3.3.1 DETERMINANTE DE ORDEN DOS

Dado un sistema de dos ecuaciones y dos incAgnitas, vamos a buscar condiciones sobre los

coeficientes para que el sistema tenga solucion Unica.

{anx + a2y = by
az1X + azyy = b,
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Para ello, vamos a suponer que el coeficiente a;; # 0 y procederemos a aplicar el método de
resolucion de Gauss. Para ello, vamos a realizar en la segunda fila la operacion F, —?Fl
11

obteniendo el siguiente sistema equivalente:

a11x + a2y = by
11022 — a21a12y _ byay; —aziby

aiq aiq
Siaj a,, — az1a4, = 0 el sistema no tiene solucion Unica y en este caso el sistema tiene solucion
Unica si y solo si el coeficiente a;;a,, — azi1a,, # 0, obteniéndose como solucion para el

parametro y el siguiente resultado:

b,a;; — biay,

A11az2 — Q21012
Si a;; = 0, entonces nos encontramos con una matriz triangular superior dada de la forma

{ a;2y = by
az1X + azy = b,
que tendra solucion Unica si a,, Y a,; son distintos de cero, o equivalentemente, a;,a,; # 0

cuyas soluciones vienen dadas por
by a12b; — azzby
y=— , Xx=—7m"—""
iz A12021
En ambos casos, hemos llegado a que el sistema tiene solucion Unica si y solo si el escalar
107 — Az1042 # 0, lo cudl nos va a poder permitir definir el determinante de una matriz
cuadrada de segundo orden y su relacion con la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales

con dos incognitas.

(Definicién \
Sea A una matriz cuadrada de orden dos expresada de la siguiente manera
ai1 4iz
A= (ay a)
az1 Az
Entonces definimos el determinante de A como el escalar a;,a,, — a,;a;, Yy se denota por

o y

A partir de todos los resultados que hemos desarrollado hemos demostrado el siguiente resultado:
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/Proposicién \

aiq a12) (X) (bl) . e, . .
= tiene solucion Unica si
Az1 Q22/ \Y b, y

solo si el determinante de la matriz de sus coeficientes no es nulo. Ademas, las soluciones

Un sistema de ecuaciones de la forma (

de este sistema se calculan de la siguiente manera:

by aq ay, by
_ b, az _ 1821 b,
|a11 a12| |a11 a12|
az1 Q3

\ a1 Qp; /

En este resultado ha quedado demostrado el método de Cramer en un sistema de 2x2, donde antes

de dar una definicion de determinante, se ha expuesto la resolucion de un sistema de ecuaciones

y se ha demostrado la existencia del determinante dentro del calculo de la solucién

Hasta aqui hemos definido el determinante en el caso de una matriz de orden dos a partir del
estudio de la unicidad de la solucion de un sistema, dando asi una primera definicion de
determinante en la que se puede apreciar el razonamiento seguido de forma esquematica que se
puede ensefiar en el aula de una manera instructiva.

A continuacién, vamos a pasar a definir el determinante en el caso de una matriz de orden tres a

partir de la discusion de la unicidad de un sistema de ecuaciones de orden tres.

3.3.2 DETERMINANTE DE ORDEN TRES

Dado un sistema de ecuaciones de tres ecuaciones y tres incognitas de la siguiente forma

a1 x + apy + a3z = bl
az1X + azry + ay3Z = bz
asz1 X + a32y + a33Z = b3

y de forma analoga a lo que hemos hecho anteriormente vamos a suponer que el sistema tiene
solucion unica. En primer lugar, vamos a suponer que a41 # 0. (esto se puede suponer ya que si
a,1 = ap; = asz; = 0, entonces tenemos tres ecuaciones con dos incdgnitas, que siguiendo el
proceso de Gauss se obtiene o bien un sistema incompatible o bien un sistema compatible

indeterminado) y vamos a aplicar el método de reduccion para el sistema de ecuaciones anterior.

Para ello vamos a efectuar las operaciones elementales F, — ? F; enlasegundafilay F; — ? F;
11 11

en la tercera fila, obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones equivalente:

allx + alzy + a13Z = bl
(a11a22 — A1a412)y + (a11023 — 21043)Z = byay; — az1by
(a11a3; — az1a42)y + (ag1a33 — az1a43)z = bzay; — az by
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Para este sistema, si los coeficientes a;1a,; — az1a12 Y a11a32 — dz1a,, fueran ambos nulos,
el sistema no seria compatible determinado, por lo que al menos uno de los dos términos tiene

que ser distinto de cero.

En primer lugar, vamos a suponer que a;1a,, — az1a,2 # 0, Yy en la tercera fila realizamos la

operacion elemental F, — 212327921112 p ghtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

a11022—0Aa21012

triangular:

a11X + a2y + a13z = by

(a11a22 — az1a12)y + (a11023 — A21a43)Z = byay1 — az1by
Dz=K

donde D = a3;(a12a3 — A22a13) — A32(A11G23 — A21Q43) + A33(A11G2; — A21042) Y
K = (az1a32 — a31a22)b13 — (@11a3, — a31a12)by + (@112, — A21012)b3q

El sistema tiene solucion Unica si el coeficiente D es distinto de cero.

Si suponemos que a;;asz, — az;a;, * 0, al sistema de ecuaciones lineales anterior

allx + alzy + a13Z = bl
(a11a22 — A21a12)y + (A11023 — A21013)Z = byay; — az1by
(a11a32 — az1a12)y + (a11a33 — a31a13)Z = bzay; — az1by

vamos a realizar la operacién fundamental F, — 21222”2212 b ghtenjendo el sistema de

a11Q32—031012

ecuaciones
a1x +a;py + a3z =by
Gz=H
(a11a32 — az1a12)y + (a11a33 — az1a13)z = bza,; — az,by
donde G y H son pardmetros con G = —ay;(a11A22033 — A31A35043 + A31A12023 —
(31055013 — A3,053011 — A33042021) = —a11 D por lo que el sistema tiene solucién Unica

siysolosiD # 0.

En esta discusion que hemos realizado hemos supuesto que a,; # 0. Si suponemos que a,; # 0
0 que asz; # 0, el razonamiento que se sigue es analogo y se llega que el sistema tiene solucion
Unica, entonces D es distinto de cero y al igual que realizamos en matrices de segundo orden,

vamos a definir el determinante de una matriz cuadrada de orden tres.
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Gefinicic’m \

Dada una matriz A cuadrada de orden tres expresada de la siguiente forma

aj1 Qq2 Qi3
A=Az Gz az3
az1 Q3 04z3

Entonces definimos el determinante de A como el escalar

\ |A| = az1(a12a23 — az2013) — azx(a11023 — az1a43) + azz(a1a22 — az1042) J

3.3.3 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1) El determinante de una matriz A es igual al determinante de su traspuesta, es decir,
|Al = 1A

Demostracién

a a
|At|=|11 21

= {102y — Q12021 = Q110 — Ap1A1, = |A]|
alZ a22| 11422 12421 11422 21412

ajp dzp Azg
(] _
|A*| = @12 Q22 Q32| = a112,033 + Q12023031 + 13021032 — Q13022031 —
ai3 dz3z  dzz

— d23032011 — A330A21012
Si a partir de esta expresion reorganizamos los términos tenemos que
£ —
|A*| = a11a22033 + A21032Q13 + A31012023 — A31022013 — A32023011 — (33012021

= |A

2) Si los elementos de una fila o una columna se multiplican por una constante r, el

determinante queda multiplicado por dicho escalar.

Demostracion
Para el caso de una matriz de orden dos, vamos a suponer que r multiplica a la primera fila.

Entonces tenemos que

raqq4 raqp

|B| = = Ta11035 — TA12051 = 1(A1103; — A21a12) = 74|

z1 Q22
Para el caso de una matriz de tercer orden se procede de la misma forma. Si al igual que en caso

anterior suponemos que se multiplica la primera fila, se obtiene que
raqq4 raqp; Traiz
|B| = [@21 G2z Q23 [ =70y1A2,033 + A21A32013 + A317A12053 — A31A227A13 —
31 O3z 0433

—Q320537A11 — Q330217012 = T(A11A22033 + 21032013 + 31012023 —
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—Q3102013 — A32023011 — A33012021) = T|A]

GSi una fila o una columna de una matriz A se pueden descomponer en la suma de om
filas o dos columnas, el determinante de A sera igual a la suma de los determinantes de

las matrices formadas a partir de A con la fila o la columna separada en sus dos
sumandos.

ai1 + by agz + by
azi az,

by1 by
a1 Qp;

|a11 a12|
a1 Qp;

a1+ by az ags
az1 + by az; Ay

aj; A1z Ap3 b1 aiz a3

a1 Gz Qz3

+ |b21 azz  ay3

&

Demostraciéon

v

Para el caso de las matrices de orden dos, como en el ejemplo puesto, vamos a considerar que la

suma de la primera fila se expresa como la suma de las dos primeras:

a;1+b a;,+b
1 e 2= (ay; + by11)asz; — azy(asy + bya)

az1 az>

bi1 by

ai a12|
a1 Qa2

a1 Qa2

= 110y — p1Q12 + + b11G3; — Az1byp = |

En el caso de las matrices de orden tres, si suponemos que la primera columna se expresa como
la suma de dos columnas, entonces tenemos que

Ay + b1 Az ag3
Az + by Az ayz| = (agq + bi1)azazz + (azy + by1)as,asz + (az; +
asy +bz; az; ass

+ b31)a12023 — (A31 + b31)A22013 — A32023(a11 + byy) — azzasp(azy + byy) =
= Q11022033 T 1032013 T A31A12023 — A31022013 — A32023011 — A33012021 T+

+ b11022a33 + bp1A32013 + b31A12A23 — b31A22013 — A32A23b11 — A33a42by1 =

ai1; Qi 433 by, aiz; ags
= |dz1 Q2 QA23|+ b21 a;, dzz
az; Qazz Az bz; az, as;

4) Si en una matriz los elementos de una fila 0 una columna son cero entonces el

determinante es nulo.

Demostracién

Para el caso de las matrices de orden dos tenemos que

ai1 4z
0 0

En el caso de una matriz de orden tres tenemos que

|=a11*0_a12*0=0
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aj; A1z Ap3
a1 Az dz3
0 0 0

= Q11052 * 0+ az1a13 * 0 + aq2053 * 0 — aza13 %0 —

—Qz3011 * 0 — a1, x0=0

5) Si se intercambian dos filas o dos columnas entonces el determinante cambia de signo

Demostracion
Para el caso de matrices de orden dos, en este caso vamos a probar el resultado en el caso de

intercambiar las dos filas.

azq a22|
= (y101p — Q1102 = —(A1105, — Ap1a13) = —|A|
|a11 Ay 2112 — Q11022 11022 21012

Para el caso de orden tres, vamos a suponer gque intercambiamos la primera y la tercera columna
y vamos a calcular su determinante.

i3 A1z 411
(23 Q22 Q21 = ay13072031 + A23032011 + A33Q12021 — A33022011 —
a3z d3zz 4z

—032031013 — A31A1203 = —A11022033 — A1032013 — A31A12023 + A31022013 +
+0a3203a11 + A3301202; = —|A]
[ 6) Si una matriz tiene dos filas o columnas iguales, entonces su determinante es nulo. ]

Demostracion
a a; . . .
Sea A = ( a, az) una matriz de orden 2 con las dos filas iguales, entonces tenemos que

|A| = a.a, —a.a, = 0
Para el caso de una matriz de orden tres vamos a suponer que las segunda y tercera columna son
iguales y vamos a calcular su determinante.

a; a a
azy b b|=ay bc+ ayca+azab— —aszba —chay, —acay; =0
az; ¢ ¢

7) Si los elementos de una fila o columna de una matriz son combinacion lineal de las otras

dos filas o columnas, entonces su determinante es nulo.

Demostracion
Para el caso de una matriz de orden tres facil vamos a suponer que la segunda columna es
combinacion lineal de las otras dos, es decir

ai; Trag; +sagz a3 aj; Ta;p Qg3 a;; Sa;; a3
Ay T4y +SAy3 Qp3| = |Gz21 TAz1 Q3|4 [A21 SAz1 Q23| =
az; Tag3+sazz dass azy Ta;3 ass az; Saiz ass
ai; Q411 A4g3 a;; SAi1 413
=7r|lz21 Q21 0A23|+s|A21 SAz1 A3| =0
az1 Qaq3 dazz az; Saiz 0aszs
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8) Si a los elementos de una fila o columna le sumamos una combinacion lineal de las otras

dos filas o columnas, entonces el determinante no varia.

Demostracién

Para el caso de orden dos tenemos que

a1 +1raq; a12| _ |a11 a12| |ra12 a12| _ |a11 a12| |a12 a12| _
Az +1raz; ap a1 Az rdz; az; a1 Qp; az; Az
_ |a11 a12|
a1 Qp;
En el caso de las matrices de orden tres, el razonamiento es analogo.
ai ZV) a3
arq + raqq + Saszq [0%Y) + raq; + N EY) az3 + raiz + Saz3z| =
aszq asz ass
ai Z)) a3 ajq Z)) a3
=|ay; +raq; az; +raq; a3 +ragz|+|saz; Sasz; Sass| =
asi aszz aszs azi aszz aszs
a1 A1z Qg3 a;1 Q12 Qg3 a1 Qi Qg3 a1 Qi Qg3
= |Az1 Az Q23| +7r|A11 Q12 A13|(+s|d31 A3z 33| = [d21 d22 d23
az; dzz dzz az1 dazz dss az1 dazz dass az1 a4z dass

9) El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de sus
determinantes.

|A = B| = |A| * |B|

Demostracion
En esta ocasion solo lo vamos a demostrar para el caso de matrices de orden dos, ya que en el

caso de matrices de tercer orden el razonamiento es analogo y las operaciones son mas extensas.

a a b b .
Sean A = ( H 12) y B = ( 1 12) dos matrices cuadradas de segundo orden, entonces

Az1 Az b,y by,
tenemos que
AsB = (a11b11 + aizby;  apibiz + a12b22)
az1b11 + Az2b21  @z1b15 + Azzb2;

a11b11 + ay2b21  aq1b1; + aqg2by;

|4+ B| =
Az1b11 + azzby1  Az1b12 + azzba;

Por la propiedad de la suma tenemos que

ay1by1  aq1b12 + aqg2by;
Az1b11  Az1b1z + azzby;

a12by1  ay1b13 + a12by;

|4+ B| =
Azzb21  Az1b13 + azzba;

a11b11 + ay2b21  aq2by;
Az1b11 + azzby1  azzba;

ai1by1  aq1bqz
az1b11  az1bqy

a11by1 + ay2b21  aq2by;
Az1b11 + azzby1  azzba;

a12by1  aq1bqy
Azzby1  Az1b1;
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Vamos a extraer todos los factores comunes que se puedan.

ai;  Qiq ai; Qg2 a1z Q11
|A % B| = by,b | |+b b | |+b b | |
ubizg,.  a,, 1922 |g,.  a,, 21912 g, ayy

a1z Qg2 |a11 a12| |a12 a11|
+b21b12|a22 a22| = by1b;; Ayy Ay + by1b1; Ayy Aoy

Por la propiedad nimero cinco, como en la matriz

|a12 a11|
az; Az

tiene las dos columnas intercambiadas, entonces su determinante cambia de signo, luego
finalmente nos queda que

a1 Qg2 aiq a12| |a11 a12|
* = —_ = —_ =
A% Bl =buba |t 02| =barbiz [or 2| = [t 2| (urbez = basbia)
_ |a11 a12| bi1 b1z
az1 Q21 |by; by,

El desarrollo de la definicién de determinante puede recordarse facilmente con el siguiente
diagrama conocido como regla de Sarrus, que describe de forma gréafica los términos positivos y
negativos del determinante de orden tres.

3.3 DEFINICION DE DETERMINANTE

Anteriormente, para una matriz cualquiera de orden tres dada de la siguiente forma

a, a, as
A=(b1 by b3
c1 €3 C3

hemos definido su determinante como

|A| = a,b,c5 + bycyas + cia,bs — ¢ibyas — cobsaq — cza,by
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Si nos fijamos en los diferentes términos del determinante, aparecen todas las diferentes formas
de escoger un elemento de cada fila sin que haya dos de ellos en la misma columna. A partir de
aqui nos damos cuenta de que aparecen todos los términos correspondientes a las biyecciones del

conjunto {1, 2, 3}, es decir, todas las permutaciones del grupo S; dadas por

1 2 31 2 3\ (1 2 3\(1 2 3 (1 2 3\(1 2 3
(1 2 3) ’ (2 1 3) ’ (1 3 2) ’ (3 1 2) ’ (2 3 1) ’ (3 2 1)
También podemos observar que el signo que aparece afectando a cada término del determinante

es precisamente el indice de la permutacion correspondiente.

Por consiguiente, usando las propiedades de las permutaciones podemos dar una primera

definicion del determinante de una matriz de orden tres

|A| = z ind(0)as(1)bs(2)Co(3)

OES3
También si nos fijamos cuidadosamente, podemos escribir el determinante de la matriz A como
|Al = ay(bzcs3 — c2b3) — by(azcs — cza3) + ¢y (azbs — byas)

Estableciendo una relacién entre el determinante de una matriz de orden dos y los elementos de
una fila o una columna, por lo que mas adelante daremos una definicion inductiva del

determinante de una matriz de cualquier orden.

A continuacion, vamos a proceder a dar nuestra primera definicion del determinante de una matriz

general de orden n donde vamos a usar las permutaciones

ﬁ)efinicién \

Dada una matriz A de orden n de la siguiente manera

definimos el determinante de la matriz A como

4| = Z ind(d)ala(l)aw(z) = Ang(n)

k y

Esta fue la primera definicion de determinante que fue utilizada por Leibniz, por lo que su

importancia ha sido muy importante a lo largo de toda la teoria de los determinantes.
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A continuacion, vamos a pasar a demostrar las propiedades elementales que demostramos

anteriormente para el determinante de orden dos y tres para una matriz cuadrada de orden n.
PROPIEDADES
1) Sea A € M,,(R) una matriz cuadrada de orden n, entonces se verifica que |A| = |A|

Demostracién

Sea la matriz A expresada como

a1 vt Am
A = S " S
Ain " Ann

por lo que tenemos que |A*| = ¥ yes, ind(0)ag(1)185(2)2 - As(nyn Y Si aplicamos la igualdad

A15(1)A25(2) - Ano(n) = g-1(1)1q5-1(2)2 - As-1(m)n T€Ordenando los factores obtenemos que

|At| = z ind(a)ala—1(1)a20—1(2) ...ana—l(n) =

OESy

z ind(a_l)ala—1(1)a20—1(2) ...a,w—1(n) =

OESy
= z ind(T)alr(l)aZT(Z) e An(n) = z ind(T)alr(l)aZT(Z) - Qur(n) = |Al
t-les, TES,

donde hemos usado que ind(c) = ind(o~1) para toda permutacion o € S,,, hemos realizado la

sustitucion t = ¢~ 1.

2) Si a una matriz A se multiplica una fila (o una columna) por una constante r, entonces su

determinante queda multiplicado por r.

Demostracién

Sea B la matriz que se obtiene al multiplicar la fila i-ésima de A, se tiene que

/all aqip Ain \

B=|ray ragp .. Traz,

an1 Ano Ann

|B| = Z ind(a)aw(l) ...raia(i) ...ana(n) =r Z ind(a)ala(l) ...aia(i) ...ang(n) =

oESy oES)

=r|B|
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A partir de esta propiedad se obtiene también que si multiplicas una matriz cuadrada A de orden

n por una constante r, entonces se verifica que |rA| = r™|A|.

3) El determinante es multilineal en filas y columnas, es decir,

a;y .. aaq+bby .. an
py - Qaui +bby; ... ap,
aiq all‘ aln aiq bli aln
=al : A : :
ani Qni Ann an1 bm Ann

y lo mismo seria para las filas.
Demostracion

Sea A € M, (R) una matriz cuadrada de la forma

a1 adaq; + bbli
A= | aaiq + bbil e AQin + bbln |
an1 Ann

|A| = z ind(a)ala(l) (aaw(i) + bbia(i)) v Apg(n) =

OESy

=a z ind(0)a14(1) - Qig(i) = Ano(n) + b z ind(0)a15(1) - Dig(i) - Anon)

OESy OESy

por lo que se verifica que el determinante es multilineal.

4) Si auna matriz A cuadrada de orden n se le permutan dos filas o dos columnas, el determinante

cambia de signo.

Demostracién

Sea B la matriz que se obtiene de A intercambiando las filas i-ésima y j-ésima con i < j

/all aqip aln\

tenemos que
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IBI = Z ind(a)bla(l) ---bia(i) ---bja(j) ---bna(n) =

OESy

= Z ind(a)alg(l) aja(i) aia(j) ...ana(n) =

OESy
, 1 [ R v n
B Z ind (a(l) v o) o 0@ .. a(n)) Mo (D) = Fo (@) = Fio(j) -+ tno(n)
OES,
. .. L, | A | n
Si definimos la transposicion t = 1 j i n) entonces T = oo T €S una

permutacion. Ademas, también se tiene que ind(rt) = —ind(oot) = ind (o). Entonces

IAI = z ind(n)am(l) ...am(i) ...ajn(j) ...ann(n) =

TES

= — z ind(O')am(l) "'ajO'(i) '"aiO'(j) gy, = _|B|

OESy

5) Si A es una matriz triangular superior o inferior, entonces su determinante es el producto de

los elementos de su diagonal.

Demostracion

Sea A una matriz cuadrada de orden n triangular superior de la forma

a1 412 . Ai(n-1) Q1n
0 azp .. am-1 aZn\
A=]| 0 0 .. aym-1 Aaszn I

\ 0 0o .. 0

|A| = z ind(0)a15(1)26(2) -+ Ang(n) = 11022 - Ann

OESn

ann

6) Si una matriz tiene una fila o una columna de ceros, entonces su determinante es nulo.

Demostraciéon

Sea la matriz A una matriz cuadrada con la fila i-ésima nula, es decir

/ ai a2 \
I
I
I

| Ai-11 AG-1)2 - a(z n
A= | 0 0 0
I aG+11  aAG+02 - a(1+1)n
an1 A2 Ann

Si multiplicamos la fila i-ésima por una constante cualquiera r entonces se tiene que
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|A| = r|Al, por lo que se obtiene que |A| =0
7) Si una matriz cuadrada tiene dos filas o columnas iguales, entonces su determinante es nulo.

Demostracion

Supongamos que tenemos una matriz cuadrada A que tienen la fila i-ésima y la columna j-ésima
iguales, siendo 1 < i < j < n, entonces si intercambiamos las dos filas, tenemos que la matriz A
no varia y su determinante cambia de signo, es decir |A| = —|A|. Entonces su determinante es

nulo.

8) Si una matriz cuadrada tiene dos filas proporcionales, entonces su determinante es nulo.

Demostracién

Sea A una matriz con las filas i y j proporcionales, es decir, que la matriz es de la forma

an1 ano Ann

Entonces la matriz A se obtiene al a multiplicar la fila j-ésima por una constante r por una matriz

que tiene la fila i-ésima y la fila j-ésima, luego su determinante es nulo.

9) Si a una matriz cuadrada le sumamos a una fila una combinacion lineal de otras filas, entonces

su determinante no varia.

Demostracion
Si expresamos la matriz A de la forma A=(4; A, .. Ap) siendo A; vectores de
dimensiones nx1 y definimos la matriz B = (4; + X, a;4; |4, ...14,), entonces se tiene que

Bl = |Al + Xzl (Ai 1Az ] .. |44l ... 14D = 1Al

Hasta ahora hemos dado una definicién de determinante usando permutaciones, pero el calculo
usando esa definicion no es conveniente para calcular determinantes de mayor orden.

A continuacidn, vamos a proceder describir la definicion de determinante establecida por Laplace
gue nos va a permitir calcular determinantes de forma inductiva. Para ello, vamos a establecer un

par de definiciones previas.
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\

Sea A una matriz cuadrada de orden n, definimos el menor complementario de un elemento

Definicién

a;j con 1 < i,j < n al determinante que se obtiene quitando la fila i-ésima y la columna

j-ésima. Al menor complementario de a;; lo vamos a denotar por a;;.

- J

Definicién
Se denomina adjunto del elemento a;; de una matriz cuadrada de orden n como el escalar

(—1)"*Ja;; y los vamos a denotar por 4;;

Como ejemplo, si consideramos la matriz

1 4 6 2
(3 2 1 3
A_1875
5 6 2 1

El complementario del elemento a,, = 2 es el determinante de la matriz

1 6 2
c=\(1 7 3
5 2 1
cuyo determinante es |C| = 19.

Gesarrollo del determinante por columnas \

Dada una matriz A de orden n expresada de la siguiente manera

ai1 Qg2 A1n

a1 Az azn
A= 3 . 2

an1 Qn2 - Ann

se puede desarrollar el determinante de A como |A| = aq;|Aq;| + agil Az + - + anilApil

)

donde Aj; es una matriz adjunta de A paraj = 1,2, ...,n

\_

Demostracién

Vamos a denotar a la matriz A como A = (4%, 42, ..., A™) donde A’ representa la columna i-ésima

. . P t
paral < i < n. Consideramos la columna 4’ = (alj, ...,anj) gue podemos expresar como

n
J = el
A —Za”ei
e

2
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Por la linealidad del determinante (demostrada anteriormente) se tiene que
Al = ay;|(AY, ..., AT7L el ATFL, L AM)| + ay)| (AL, ..., AT L el AP, L AN +

n
+oo ot ag| (AL ., AT el AT, L AT)| = Z a;j| (AL, ..., ATt ef, AT, L An)|
i=1

Tenemos que demostrar que |(A%, ..., 4771, ef, AJ*1, ..., A")| = A;; paral < i < n, siendo 4;;

el adjunto del elemento a;;.

Para demostrarlo, trasladamos la columna j-ésima a la Gltima columna de la matriz

intercambiando la columna j - ésima con la columna (j + 1)- ésima, después la columna (j + 1)-

ésima por la columna (j + 2) — ésima y asi sucesivamente hasta cambiar la columna (n — 1)-

ésima por la columna n -ésima. Asi podemos desarrollar el determinante de la siguiente forma:
|(AY, ..., A0, ef, ATHL, . AM)| = (D)™ |(4, ..., AT=L, A0, L A ef))|

Ahora llevamos la fila i -ésima a la ultima fila, intercambiando la fila i- ésima por la fila (i + 1)-

ésima y asi sucesivamente hasta intercambiar la fila (n — 1) -ésima por la fila n -ésima.

Asi se obtiene que el determinante de la matriz (4%, ..., 4771, ef, AJ*1, ..., A™) es igual a

(—1)i (=) |(Aij Olt) (Aéj Olt)

donde A’ij es la matriz obtenida de A al eliminar la fila i -ésima y la columna j -ésima, por lo que

— (_1)i+j

se tiene que demostrar

/ all e al(j_)l al(j+1) s aln 0\
A ot I ai-1 - AG-DG-1) Ai+DG+) - Ai-vn 0 I
( b 1) = %+n1 - AEDG-D AE+DGHD e AG+Dn 0 |
a | . . . . . |
\ an1 an(j-1) An(j+1) Ann 0/

a;q ai(j_l) ai(j+1) Ain 1

Por lo que hay que demostrar que

, AL 0t
|4} = |( : 1)

Si tomamos una matriz M de la forma

/ mll ml(n_ 1) 0

M= : : :
Mup-11 - Mu-1)@n-1) 0 /

mnl mn(n_l) 1

De la definicion del determinante de una matriz
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M| = Z ind(a)mla(l) Mg (n)

OESy

En este caso my, = =+ = m,_1), = 0, asi que si a(n) # n, entonces my,,y = 0. Entonces en
el sumatorio anterior los Unicos términos no nulos son aquellos en los que o(n) = n. Asi

|M| = Z ind(o')mla(l) - Mp—1)o(n-1)Mnn
g€ESy,o(n)=n

= Mpp Z ind(o)Myg(1) - Mmn-1)0(n-1)
OESn—1,

!

s t
Entonces a partir de este resultado, como la matriz (AU 01) esta definida de igual forma, se
a

(%)
a 1

Quedando asi demostrado que este desarrollo por columnas es equivalente a la definicion de

verifica que

|A,ij| =

determinante que hemos desarrollado.

3.4 INTERPRETACION GEOMETRICA DEL DETERMINANTE

3.4.1 AREA Y DETERMINANTE

Definicion b
Dados dos vectores a = (Z;) yb= (Z;) del plano, definimos el paralelogramo generado
por a 'y b como el conjunto
H(a,b) ={aa+pb:0<a<10<pB <1}
g J

Geométricamente, el paralelogramo generado por ambos vectores seria el paralelogramo formado

de la siguiente forma:

a-+b

llustracion 1
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/Definicic')n \
Dados dos vectores a y b del plano, se define el area del paralelogramo definido por ambos

vectores como
A(a,b) = Vol(H(a,b)) = |al|b"|

siendo b"' la componente vertical de b respecto de a.

J

a-+b

Ilustracion 2

Proposicién
Sean dos vectores a y b del plano, entonces b se puede descomponer de la formab = b" + b"’

tal que b’ € Ray b"' es un vector ortogonal al vector a siendo esta descomposicién Gnica.

Demostracion
Si denotamos b’ a la proyeccion horizontal de b sobre el vector a, el angulo formado por los

vectores b’ y b es igual al que forman a y b que viene determinando por
<ab>

cos @ =————
lal|bl

Ilustracion 3
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Por la ilustracion anterior, podemos realizar el siguiente desarrollo:

@ [b'| <ab>
cos\d) =~VwV—F=—F—"7-—""
|bl  lallbl
Por lo que se tiene que
., <ab>
|b'| =
lal

Sabemos que b’ viene definida de la forma b’ = Ba donde S es un nimero real por lo que su

mddulo es igual a |B]|al

<ab>
——=Ib'l=1Bllal
|al
1Bl <ab> <ab>
a2 <aa>
. ,b . ,b . .
Entonces, si tomamos b’ = <|le> a, se tiene que b = <|Z|2> a + b". Si desarrollamos la igualdad

tenemos que

b — b <ab>
=h——a
<a,a>

Por la propiedad del producto escalar, podemos realizar el siguiente desarrollo
. <ab>
<b"a>=<ab> - ——<aga>=<ab>—-<ab>=0
<aa>

y hemos demostrado que b’ y b"" verifican que b’ € Ra y b"’ es ortogonal al vector a.

Para demostrar que la descomposicion es Unica, vamos a suponer que b se puede descomponer

de la siguiente manera
b =bj+ by =b)+ b}

donde b3 y b son vectores de la forma Ra y b;" y b3 son vectores ortogonales al vector a.

¢=bj—b}=by —b

A partir de esta igualdad, setieneque c = fay < c,a >=0,porloque< fa,a >= B <a,a>

= 0, obteniendo que f = 0y ¢ = Ba = 0, demostrando asi que la descomposicion es Unica.

A continuacion, vamos a demostrar las propiedades fundamentales que cumple el area, donde

para ello vamos a demostrar un resultado previo que nos va a permitir igualar las férmulas del

area del triangulo a partir de cualquiera de las tres bases y sus alturas correspondientes.
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Dado un tridngulo A ABC con AC = b, AB = c, R el circunradio y h, la longitud de la altura

Teorema (Brahmagupta)

AD del vértice A respecto de la base BC. Entonces
bc = 2Rh,

- J

Demostracién

Sea A’ el punto tal que AA’ es el diametro de la circunferencia y consideramos los triangulos

AADB Yy A ACA' que se muestra en la ilustracion

llustracion 4

Los angulos < DBA 'y < CA'A son congruentes (debido al teorema del arco capaz) como se
muestra en la ilustracién anterior. Ademas, el angulo < ACA’' estd inscrito en una
semicircunferencia, asi que es un angulo recto, por lo que < ACA’ y < ADB son congruentes.

Entonces los triangulos A ADB y A ACA’ son congruentes (A ADB ~ A ACA"), asi que
AD AC
AB ~ AA'
AD « AA" = AC + AB
AD x 2R = AC * AB
Entonces en esta Gltima expresion tenemos AD = h, y AA" = 2R, donde finalmente obtenemos

que 2Rh, = bc.
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e
Dado un triangulo A ABC con BC = a, AB = c y AC = b, entonces se verifica que
1 1 1 abc
Eaha = Ebhb = EChC =R
siendo R el circunradio de los vértices a,b y c.

-

orolario

Demostracion
De la igualdad anterior, si multiplicamos en ambos miembros por a, entonces se tiene que

abc = 2Rah,
1 B _abc
2% T g

Por el teorema anterior, tenemos también que se cumplen que
abc = 2Rbh, 'y abc = 2Rch,

Entonces se tiene que

PROPIEDADES DEL AREA

[ 1) Dados dos vectores a'y b del plano, se verifica que A(a,b) = A(b,a)

Demostracion

Para los vectores a y b, los vectores a’’ y b"' (siendo a’’ la componente vertical de a respecto de

by b'"" la componente vertical de b respecto de a) verifican que |a"’| = |h,| y |b"| = |h,| como

se muestra en la siguiente ilustracion:

E\“\hb

llustracion 5
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Por el teorema anterior, A(a,b) = |al|b"'| = ah, = bh, = |b|la"’| = A(b,a), por lo que se
demuestra en resultado que anddbamos buscando.

2) Dados dos vectores a y b del plano, entonces se verifica que A(a, 8b) = |B|A(a, b) siendo

B un nimero real.

Demostracion
Por la definicion de area, tenemos que A(a, 8b) = |al|(Bb)"| donde fb = aa + (Bb)"
con a es un namero real y se verifica que < a, (8b)"" = 0, siendo esta descomposicion Unica. De
la misma forma, para el vector b se puede descomponer de la forma b = pua + b" con < a,b” >
= 0. Si descomponemos b = Sua + Bb'" se cumple que

<apb'>=p<ab’">=0
Por lo que (Bb)" = Bb" y por la definicion de area tenemos que

A(a, pb) = lall(Bb)"| = |al|pb"| = |Bllal|bl = |B1A(a, b)

3) Dados dos vectores a y b del plano, entonces de verifica que A(Ba, b) = |B|A(a, b) siendo

B un nimero real.

Demostracion

Por la primera y la segunda propiedad, tenemos que

A(Ba,b) = A(b,pa) = |B|A(b,a) = |B|A(a, b)

4) Dados dos vectores a y b en el plano, entonces se tiene que A(a,b) = A(a, b + Aa) para

todo nimero real A.

Demostracion
Por la definicidn de area, tenemos que
A(a,b) = |al|b”| y A(a,b+2Aa)=|al|(b+2a)"|
Como ya demostramos anteriormente, podemos expresar b = aa + b"’ siendo b"' la componente
vertical de b respecto de a, donde esta descomposicion es Unica
b+Aa=aa+ra+b’"=(a+ANa+Db”
De esta igualdad tenemos que (@ + A)a € Ra 'y b"’ es un vector ortogonal al vector a, por lo que
se verifica que (b +2a)"" =b"".
A(a,b + 2a) = |al|(b+2Aa)"| = |al|b”| = A(a, b)
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5) Sean a y b dos vectores del plano, se verifica que A(a + Ab,b) = A(a, b) para todo nimero

real A.

Demostracion
Por la primera propiedad, se verifica que A(a + Ab,b) = A(b,a + Ab). Por la segunda propiedad
tenemos que A(b,a + Ab) = A(b,a) = A(a,b), por lo que hemos demostrado que

A(a + Ab,b) = A(b,a) = A(a,b)

A partir de estas dos Ultimas propiedades tenemos que se verifica A(aa, Bb) = |a||B|A(a, b)

siendo a y b vectores del plano y a, B nimeros reales.

Como resumen, hemos demostrado las siguientes propiedades:

4 )

1) A(a,b) = A(b,a)

2) A(a,b + aa) = A(a,b)

3) A(a+ ab,b) = A(a, b)

4) A(aa,pb) = |al||BlA(a,b)

- J

Podemos observar que el area cumple las transformaciones elementales excepto en la cuarta
propiedad que al multiplicarlo por un escalar el drea queda multiplicada por el valor absoluto

del escalar. Entonces,

A continuacion, vamos a calcular el médulo de b”, donde para ello vamos a desarrollar su

. ,b
producto escalar descomponiendo b’' en la forma b' = b — Ba con B = %
b"|?=<b—Ba,b—Pa>=<bb>—B<ba>-f<ab>+p*><aa>=
) <ab>
=<b,b> -20<ab>+p*<aa>=<bb> -2———<ab>+
<aa>
<a,b>? <a,a><bb>—-<a,b>?
——<aga>=
<a,a>2 <aa>
s <aa>-<ab>?2

<aa>

A partir de este desarrollo vamos a calcular el &rea de paralelogramo formado por ambos vectores.
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2 S <a,a><bb>—-<ab>?
(A(a,b))" =<a,a><b",b" 2<a,a> ~aas =

=<aa><bb>—-<ab>?

<aa><bb>-<ab>2= [S®%” <a'b>|—|(a1 ) (al bl)

<ab> <bb>"|\by b, a, b,

= |AtA|
_ (1 bl)
A= (az b,

Por las propiedades de los determinantes, |A*A| = |At||A| = |Al|A]| = |A|?, donde finalmente

donde A es la matriz definida por

hemos demostrado que

[ A(ab) = |det(A)| ]

es decir, el valor absoluto del determinante de la matriz A.

A partir de las propiedades anteriores y la definicion del area, podemos establecer la siguiente

afirmacion:

[ determinante = area + signo ]

El determinante como area tiene el mismo comportamiento respecto a las transformaciones
elementales excepto en la cuarta propiedad que establece que A(aa, Bb) = |a||B|A(a, b),
donde la igualdad se mantiene, pero no el signo.

Por ejemplo, si consideramos los vectores u = (3,1) y v = (—1,—2), vamos a calcular su

4=(1 2)

. ., 1 . .
Realizamos la operacion elemental F, — §F1 donde el determinante de los vectores u y v ni el

b3

. . . 3 .
Ahora aplicamos la operacion elemental F; + EFZ obtenemos la matriz

&

determinante y su area.

area varian
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Aqui obtenemos que det(u,v) = 3 * _?5 =-5vy A(y,v) = 13| |_?5| = 5, pudiendo observar la

diferencia que existe entre el determinante y el signo.

Otra manera mas intuitiva de poder demostrar el area generada por dos vectores puede realizarse
de forma geomeétrica, que puede ser mas adaptada a los alumnos de los cursos de secundaria donde

podran apreciar de una forma mas ilustrativa el calculo del area y su relacion con el determinante.

Sean u = (a,b) y v = (¢, d) dos vectores del plano, entonces el area del paralelogramo

formado por ambos vectores es el determinante de la matriz

)

Demostracion
Si representamos graficamente el paralelogramo formado por los vectores, podemos realizar la

siguiente descomposicion:

(e,d) P

Ilustracion 6

Los triangulos 1y 2 de la imagen son semejantes, donde sus los lados de ambos triangulos tienen
la misma longitud, por lo que el &rea de cada triangulo es igual a Cd/z

Los triangulos 3 y 4 también son semejantes y tienen los lados de ambos la misma longitud, por
lo que el area de cada triangulo viene es igual a ab/z y el area de los rectangulos 5y 6 es igual
a bc.

A continuacidon, vamos a calcular el &rea del rectdngulo mayor.

AR) =(a+c)(b+d)
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AR) = A1)+ A2) + A(3) + A(4) + A(5) + A(6) + A(P) = cd + ab + 2bc + A(P)
Si igualamos ambas igualdades, tenemos que
(a+c)(b+d)=cd+ ab+ 2bc + A(P)
ab+ ad+ cb +cd = cd + ab + 2bc + A(P)
A(P) = ad + bc — 2bc = ad — bc

A(P) = det (Z 2)

Cuando los puntos estan en otro cuadrante la formula que se acaba de obtener dara el negativo
del area del paralelogramo. Asi para el paralelogramo formado por dos puntos (a, b) y (c,d) su

area viene dada por
[dee ()l

Sean u = (a,b) y v = (¢,d) dos vectores del plano, entonces el area del paralelogramo

formado por los vectores u y v + pu es igual al area del paralelogramo formado por u y v.

Demostracion

Al igual que antes, vamos a realizar la siguiente descomposicion:

c+ pa a
b 6 4
(c+pa,d+ pb)
(e.d) d + pb
1
d+ pb 2
(a.b)
3 5 b
a c+ pa

Ilustracion 7

Los tridngulos 1 y 2 son semejantes y sus lados tienen la misma longitud, luego son semejantes
y cumple que

(¢ + pa)(d + pb)

A1) =AQ2) = 5
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Los tridngulos 3 y 4 son semejantes y sus lados también tienen la misma longitud, por lo que

son semejantes y verifican que

A(3) = A1) = a7b

Los rectangulos 5 y 6 son semejantes y tienen la misma area que viene dado por
A(5) = A(6) = (c + na)b

El area del rectangulo grande es igual a (b + d + pb)(a + ¢ + pa), por lo que se tiene que
b+d+pb)la+c+pa) =A01)+AR2)+ARB) + A(4) + A(5) + A(6) + A(P)
(b+d+pb)(a+c+pa)=_(c+pa)(d+pb)+ab+ 2(c+ pa)b + A(P)
ab + b(c + pa) + a(d + ub) + (d + ub)(c + pa) =
= (d + ub)(c + pa) + ab + 2(c + pa)b + A(P)
b(c + pa) + a(d + pb) = 2(c + pa)b + A(P)
a(d + pb) — (c + pa)b = A(P)
ad — cd = A(P)

De la misma manera, se puede demostrar que se verifican las mismas propiedades que
demostramos en el caso anterior, por lo que el area cumple las propiedades de las operaciones

elementales.

Dado un triangulo definido por tres vértices A = (x4, v1), B = (x3,¥2) Y C = (x3,y3), €l area

1 X y1 1
—det Xy Y2 1

2 X3 ys 1

del tridangulo es igual a

&

Demostracién

o B(I27 yz)

* C(x3,y3)
A($19 yl) :

o o o

Pl(a;h 0) P2($270) P3($3a 0)

llustracion 8
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Se puede calcular el &rea de este triangulo de la siguiente manera:
A(ABC) = A(P,ABP,) + A(P,BCP;) — A(PLACP;)
El area de un trapecio rectangulo es 1/2 de la distancia entre los lados paralelos por la suma de

las longitudes de los lados paralelos.

1

A(P,ABP,) = > (2 = x) (1 +y2)
1

A(P,BCPy) = 2 (x3 = x2)(y2 +y3)
1

A(PLACPs) = 5 (3 = x1)(y1 + ¥3)

1 1 1
A(ABC) = > (2 —x) (1 +y2) + > (x3 —x2)(y2 +y3) — > (x3 —x)(y1 +y3) =

1 1 1 1 1 1

= 5XY1m5%1Y2 + 5%3¥2 = 5X2¥3 ~ 5 X3)1 + 5%1Y3 =

1
=5 (21 — X1Y2 + X3Y2 — X2¥3 — X3Y1 + X1Y3)

1 X yr1 1
Edet Xy Yo 1
1

X3 Y3

Esta expresion es igual a

Cuando los puntos estan en otro cuadrante o se etiquetan en orden diferente, la formula que se
acaba de obtener daré el negativo del area del triangulo. Asi, para un tridngulo de vértices (x;, y;)
(x5,v2) Yy (x3,y3) tenemos que el &rea del triangulo viene dada por

1 x Y1 1
> det (xz Vo 1)

Xz y3 1

Ahora supongamos gue tenemos un paralelogramo formado por cuatro puntos 4, B,C y D como
se muestra en la siguiente figura:

B(z2, y2)

A(x1,y1)

C(x3,ys)

[

D(zx4,y4)

llustracion 9
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Como la diagonal divide al paralelogramo en dos triangulos iguales, entonces su area es igual a
X y1 1

det|x; vy, 1
x3 Y3 1

3.4.2 VOLUMEN Y DETERMINANTE

Para el caso de espacio R3, para definir el volumen de tres vectores, vamos a dar una definicion

previa.

/Definicién \

Definimos el paralepipedo formado por tres vectores u, v y w en el espacio como el conjunto

definido como
Hw,v,w) =f{au+Bv+uw: 0 < a,B,u < 1}

o J

=

llustracion 10

De la misma manera que definimos el area de dos vectores en el plano, vamos a definir el volumen

que genera tres vectores en el espacio.

/Definicién \

Sean u, v y w tres vectores del espacio, definimos el volumen del paralepipedo generado

por los tres vectores como
V(u,v,w) = Vol(H(u, v, W)) = Area(u,v) * |w"”|

Siendo w'’ la componente vertical de w respecto de los vectores u y w.

. J

Al igual que ocurre con el area en el caso del plano, en el espacio se verifica que el volumen

verifica las mismas propiedades que verificaba el area, como por ejemplo la siguiente propiedad:

54



Sean u, v y w tres vectores, entonces si a un vector se le suma una combinacion lineal de los

otros dos, el volumen no varia.

llustracion 11

En esta ilustracion se puede observar que al tomar tres vectores u, v y w, el volumen del

paralepipedo formado por los vectores u, vy au + fv no varia.

Finalmente, al igual que ocurria con el area, el volumen generado por tres vectores es igual al
valor absoluto del determinante de la matriz formada por los vectores salvo el signo, por lo que

queda reflejado

3.5 MARCO TECNOLOGICO. MAXIMA

Maxima es un sistema informatico disefiado para la manipulacion de expresiones simbdlicas y
algebraicas, incluyendo diferenciacién, integracién, desarrollos en series de Taylor,
transformadas de Laplace, ecuaciones diferenciales ordinarias, resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, matrices, tensores... Maxima puede también realizar gréaficas utilizando

funciones matematicas o tablas de datos en dos y tres dimensiones

Maxima es un programa para trabajar en modo consola (o linea de comandos). Existen, sin
embargo, varios interfaces graficos (GUI) para trabajar de forma mas amigable; actualmente los

de uso mas extendido son xMaxima, wxMaxima, pero hay muchos mas.

Maxima se puede descargar de forma gratuita y permite manejar de forma adecuada el manejo de
expresiones algebraicas, resolucion de ecuaciones lineales y el manejo de matrices, por lo que

supone una “herramienta” adecuada para que los alumnos de bachillerato aprendan a manejar
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matrices utilizando varias funciones que nos van a permitir calcular determinantes, resolver
ecuaciones lineales, reducir expresiones algebraicas, calcular el rango de una matriz y otros
muchos resultados que son fundamentales dentro de la programacién didactica que vamos a

desarrollar posteriormente.

Para introducir Maxima en nuestra propuesta didactica, vamos a introducir las principales
funciones y comandos de Maxima que nos van a permitir manejar matrices y realizar todos los

calculos y operaciones matriciales estudiadas dentro de los cursos de secundaria.

Como primer paso, para introducir una matriz en Maxima existen varias formas que permiten
definir una matriz. Como primer ejemplo, vamos a definir una matriz a partir de los elementos de

sus filas; para ello, mediante la instruccion

A: matrix([1, 2,4], [4, 3, x], [3, 1, 2]);

se obtiene una matriz de la forma
1 2 4
4 3 x
31 2

Az matrix([1, 2, 4], [4, 3, %], [3, 1, 2])
1 2 4

4 3 x
31 2

llustracion 12

En este caso cada una de las filas de la matriz corresponde con los tres vectores introducidos en
el comando anterior, por lo que para poder introducir una matriz se tendra que identificar cada
una de las filas e implementarlas dentro del comando. Para ello, introducimos la funcién matrix
antes de expresar los elementos de la matriz y separamos cada elemento de las filas dentro de los

corchetes con una coma, al igual que ocurre al cerrar cada corchete.

También es posible definir una matriz cuando el valor de un elemento (i, j)-ésimo de la matriz
esta definida en funcion de su posicion en la matriz. Como ejemplo, para una matriz de dimensidn

4 x 3 se puede escribir de la siguiente manera:
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ai, =i 2+3%];

genmatrix(a, 4, 3);

generando una matriz de la forma

4 7 10
7 10 13
12 15 18
19 22 23

En este caso los elementos de esta matriz verifican la expresion i? + 3;. Por ejemplo, el elemento

de la segunda fila y la segunda columna es igual a 22 + 3 * 2 = 10

afi, jl.=i"2+3-j
genmatrix{a, 4, 3)
_ -2 -
ar',.r' LRSS
4 7 1o
¥ 10 13
12 15 18
19 22 25
R

llustracion 13

También es posible extraer submatrices de una matriz con la funciéon submatriz en la que
podemos eliminar los elementos de las filas y columnas que se indican.
Un ejemplo que vamos a ilustrar es el siguiente:

A: matrix([1, 4, 2], [2, 1, 3], [2, 5, 2]);

submatrix(1, A, 3);

A partir de aqui se obtiene la siguiente matriz
2 1
G s)
Para ello, dentro de la funcién submatrix, al escribir la matriz A4, se ha indicado previamente las
filas que se desean “eliminar” y después las columnas que al igual que en el caso de las filas se
desean “quitar”. En este ejemplo se ha obtenido de la matriz A definida anteriormente al

“eliminar” la primera fila y la segunda columna. Otro ejemplo seria el siguiente:

submatrix(1, 2, A, 3);

(2 5)
en la que se ha eliminado las dos primeras filas y la tercera columna.
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También podemos afiadir filas o columnas a una matriz mediante los comandos addrow y
addcol. Por ejemplo, si consideramos la matriz A definida en el ejemplo anterior, podemos

escribir la siguiente instruccion:

addrow(A, [1, 2, 3], [2, 5, 1]);

w N

w

O~
N

U1 N Ul =
()

~_

[EEN

addcol( A, [2, 5, 9));

NN =
Ul =
N W IN
O 1N

Para las operaciones de matrices se expresan mediante los operadores +, — y * para la suma, resta

y multiplicacion de matrices.

A-matrix([1, 3, 2], [2, %, 3], [2+x, 2, 1+x]).
B: matrix([1,4,1], [2, 4, 1], [2,9.4])

A+B

A-B

x+2 2 x+1

2 T 3
4 x+4 3x+1
x+4 11 2x+1
1 12 2
4 4x 3x

2(x+2) 18 x (x+1)

llustracion 14

En este ejemplo hemos definido dos matrices y realizado su suma y su multiplicacién en la que
como se puede observar cémo en los ejemplos anteriores que Maxima permite introducir matrices
donde sus elementos son expresiones algebraicas, lo cual es Util para el estudio de los sistemas de
ecuaciones.

Para poder introducir las principales matrices, existen varios comandos que nos permiten

construir matrices conocidas sin tener que estar enumerando todos sus elementos.
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Como ejemplo, mediante la funcion_ident podemos construir la matriz identidad. Por ejemplo

ident(3);
da como resultado la matriz identidad de orden tres.

La funcién_zeromatrix permite construir matrices con todos sus elementos iguales a cero.

zeromatrix(3,4);

0 0 0O
0 0 0 O
0 0 0 O

donde se ha obtenido la matriz de dimensiones 3 X 4.

También es posible calcular la matriz traspuesta, el determinante de una matriz y su inversa

mediante las funciones transpose, determinant e invert.

Como ejemplo, a partir una matriz cuadrada vamos a calcular su matriz traspuesta, su

determinante y su matriz inversa.

A matrix([1, 3,1, [2,4, 71, [1,2,1])
13 x
247
121

transpose(A)
121
342

x 71

determinant(A)
5

invert{A)

llustracion 15

Como se puede apreciar, en este ejemplo hemos realizado el calculo de las operaciones descritas

anteriormente con una matriz que tiene un elemento con la expresion algebraica x.

También existen otras funciones como por ejemplo la funcion_rank que permite calcular el rango
de una matriz y la funciéon minor que nos calcula el menor de un elemento. Para la matriz A

definida en el ejemplo anterior, si introducimos la instruccion
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minor(A, 1, 2);
rank(A);

nos da como resultado la matriz

con rango tres.

Cuando los coeficientes de un sistema lineal se tengan en forma matricial y los términos
independientes en un vector, el sistema se podra resolver con la funcion linsolve by lu.

Como ejemplo, vamos a resolver un sistema lineal de la forma AX = B donde la matriz de
coeficientes Ay el vector columna B vienen dados por

1 3 1 12
A= (2 5 2), B = ( 5 )
4 7 8 3
A: matrix([2, 5, 1], [4, 3, 7], [1, 4, 2]);

B: matrix([1], [3], [9]);
linsolve_by Ilu(A,B)

A:matrix([2, 5, 1], [4, 3,71, [1, 4, 2])
B: matrix([1], [3], [9])

2 51
4 37
14 2
1
3
9

linsolve_by_Iu(A,B)

62

41
—— |, false
18

61

18

llustracion 16

En este caso la solucidn del sistema lineal es igual al vector columna
o)
x=| "/g

\ot/p/
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Como un ejemplo de actividad que resulta de interés para el desarrollo de nuestra propuesta
didactica va a ser el hecho de comprobar los términos del determinante de una matriz cuadrada
de orden cuatro. Para ello, si introducimos la instruccion

A: genmatrix(a,4,4);
determinant(A);

expand(determinant(A));

donde el comando expand reduce la expresion algebraica del desarrollo del determinante.

A genmatrix(a,4,4)

determinant(A)

a (a _|(

- - - + - -
1,122 33,38{4 83}184,3) a2J3(83,2a4,41 33,4842) a2}1(8&284,3 83,334,2})I a1,2

- - - + - +
(a, (a, ;a, -8, ,a, )2, (3, a -a  6a )+ (a & ,-a .3 ))+a

- - _ . _ _
(a, (a, ,a, -8, ,8, )2, a -a 6a )ta (a a a3 )-a,

- - - + -
(32,1(8&2&4,3 63,334,2)I 82,2(33,184& 83J384,1) a2,3(‘?3,184,2 33,2841))

expand(determinant(A))

- - + + - -
81,182,233,384,4 81,232,1a3,384,4 a‘1,132,3a3,23=1,4 a‘1,3‘?2,1a3,23=1,4 81,232,333,134,4 a1,3‘?2,2‘?3,134,4

+ + - - + +
a1,1‘?2,2‘?3,434,3 a1,2‘5‘2,1‘93,434,3 a1,1‘5‘2,4‘93,234,3 a1,432,1‘93,234,3 a’1,232,4‘?3,184,3 a’1,432,2‘?3,184,3 a1,1

a ,a .,-a ,a .a ,a ,-a _,a . a _a . +a ,a _a _a, . +a _a .,a ,a, .-a ,a _a, . a, .-a ,a

2,373,474,2 71,3721 73,4 74,2 1,1 72,4 73,374,2 1,4 72,1 73,3 74,2 71,3 72,4 3,1 4,2 1,4 72,373,1 4,2 1,223
a ,a ,+a, ,a ,a_ ,a, ,+a, ,a ,a _a, ,-a, ,a ,a ,a ,-a _,a ,a .,a, ,+a, . a _a .a
3,4 74,1 71,372,234 41 1,272,4 03,3 741 1,4 72,2 73,3 41 1,3 72,4 73,2 741 71,4 72,3 73,2 4

@

llustracion 17

En esta ilustracion el alumno va a poder observar los términos de una matriz de orden cuatro y

comprobar en algunos términos que el signo que acompafia a cada uno de ellos corresponde con
el indice del término correspondiente.

Esta es una primera actividad cuyo objetivo estd marcado en una primera observacién del
determinante de una matriz de orden mayor que tres, donde el célculo realizado a mano es
“laborioso”. Maxima nos ha permitido calcularlo de forma “inmediata”, por 10 que se puede

percibir como una “calculadora” para las matematicas.
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4. ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO

El libro de texto es uno de los principales recursos utilizado por los docentes en el aula, por lo
que es necesario hacer un analisis detallado de las diferentes opciones con las que pueden contar.
A continuacién, vamos a realizar un analisis de tres libros de texto enfocandonos principalmente
en el tema correspondiente a “Determinantes”. N0os vamos a centrar en sus contenidos y la forma
de razonar y proponer ejercicios y problemas, la claridad y la organizacion en las explicaciones,
reflexion de los procedimientos y formas de afrontar los problemas, asi como un andlisis
comparativo de los tres libros de texto, estableciendo las semejanzas y diferencias existentes entre

ellos.

4.1 LIBROS DE TEXTO

Hemos seleccionado tres libros de texto de editoriales diferentes, siendo dos de ellos libros de
texto de la asignatura de Matematicas Il del segundo curso de Bachillerato y el otro de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Los dos primeros libros de texto que vamos a
analizar han sido utilizados en el centro de educacién secundaria donde he podido realizar mis
préacticas y me ha permitido observar cdmo conciben los alumnos las matematicas. En el caso de
la modalidad de Ciencias y Tecnologia estuve presente durante la imparticion de las dltimas
sesiones de la unidad correspondiente al determinante de una matriz.

LIBRO DE TEXTO OXFORD

Bescds i Escruela, E., Pena i Terrén, Z., (2016) Matematicas Il

2° Bachillerato Editorial Oxford.
ISBN: 8435157434552

Portada del libro Matematicas Il
2° Bachillerato Editorial Oxford

LIBRO DE TEXTO ANAYA

Colera Jiménez, J., Gaztelu Albero, I., Oliveira Gonzalez, M2. J. y Colera oAUz
Canas, R. (2016). Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 1. MATEE&T ISCélsEﬁEILlI\%ADAS

2° Bachillerato Editorial Anaya. SOCIALES II
ISBN: 9788469812808 i

2

ANAYA

Portada del libro Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il

2° Bachillerato Editorial Anaya
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LIBRO DE TEXTO EDELVIVES

Cardona Garcia, S., Rey Navarro, J.A. (2016). Matematicas II.
2° Bachillerato Editorial Edelvives.
ISBN:9788414003572

Portada del libro Matemaéticas Il

2° Bachillerato Editorial Edelvives

4.2 CONTENIDO Y ORGANIZACION

LIBRO DE TEXTO EDITORIAL OXFORD

Este libro de texto esta estructurado en un total de catorce unidades, donde la Gltima unidad se

titula “Resolucion de Problemas” y las otras trece unidades estan estructurados en cuatro bloques,
donde nos vamos a centrar en la parte correspondiente al bloque de Algebra.
El blogque de Algebra de la asignatura Matematicas 1l del curso 2° de Bachillerato queda
estructurado en este libro en los tres primeros temas:

e Tema 1: Sistemas de ecuaciones

e Tema 2: Matrices

e Tema 3: Determinantes

En este andlisis del libro nos vamos a enfocar en el tema tres correspondiente a la unidad de
determinantes.

Esta unidad cuenta con una pequefia introduccidon historica breve del determinante, un total de
siete apartados, un apartado de ejercicios resueltos y una lista de ejercicios y problemas con

una pequefia autoevaluacion.

APARTADOS

Apartado 1: Determinantes de segundo orden (2 paginas)

En este apartado, se discute la resolucion de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas de forma generalizada, obteniendo asi la formula del determinante de una matriz y la

formula de Cramer en el caso de matrices cuadradas de orden dos.

Apartado 2: Determinantes de tercer orden (5 paginas)
En este segundo apartado se expone la formula general del determinante de matrices de orden tres
sin calcular la discusion de un sistema de orden tres, definiendo el menor complementario y el

adjunto de un elemento de una matriz. Después se describe la regla de Sarrus junto con una
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ilustracion gréfica usando grafos y por Gltimo se describe el método de Cramer junto con unos

ejemplos resueltos en matrices de orden tres.

Apartado 3: Determinantes de orden n (1 pagina)
Aqui se expone la definicion general del determinante de una matriz de orden n por su desarrollo
a través de la primera columna y la formula de Cramer para un sistema de n ecuaciones lineales

y n incdgnitas.

Apartado 4: Propiedades de los determinantes (1 pagina)
Aparecen enunciadas seis de las propiedades principales del determinante, asi como un ejemplo

de su aplicacion en cada uno de ellas.

Apartado 5: Calculo de la matriz inversa aplicando los determinantes (2 paginas)
Aparece la definicion de matriz adjunta de una matriz cuadrada de orden n, asi como la relacién

entre el determinante y la inversa de una matriz y el célculo de la inversa usando determinantes.

Apartado 6: Calculo del rango de una matriz aplicando los determinantes (3 paginas)
Se recuerda la definicion de rango de una matriz como el nimero de filas o columnas linealmente
independientes. A continuacién, se define el menor de orden k de una matriz A de dimensiones
m X n, asi como una nueva definicion del rango de una matriz:

Se denomina rango de una matriz al orden del mayor menor distinto de cero
Por altimo, se describe el proceso del calculo del rango mediante el uso del determinante mediante

un ejemplo extendido y detallado.

Apartado 7: Teorema de Rouché-Frébenius (5 paginas)

Se enuncia de manera rigurosa junto con un ejemplo el teorema de Rouché-Frébenius,
estableciendo la relacion entre el rango de la matriz de coeficientes, el rango de la matriz ampliada
y el nimero de incognitas del sistema, asi como un ejercicio resuelto de un problema de discusion

de un sistema de ecuaciones a partir del valor de un parametro desconocido.

En todos los apartados vienen ejercicios y ejemplos resueltos bastantes completos e ilustrativos
del temario de cada apartado, con pequefias observaciones que aparecen remarcadas en cada

ejemplo y una o dos actividades planteadas para gque sean realizadas por los alumnos.

Al final de esta unidad aparecen un total de diez ejercicios resueltos con explicaciones de los

pasos realizados, una lista de 48 ejercicios y problemas distribuidos en cuatro paginas donde el
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alumno podra poner en préctica todo el temario de esta unidad y una pequefia autoevaluacion
donde hay un total de siete ejercicios a realizar para poder evaluar los principales objetivos de
esta unidad.

El contenido de esta unidad estd perfectamente ajustada a los contenidos fijados en el BOCyL
(ORDEN EDU/362/2015 del 4 de mayo de 2015) y tiene breves anotaciones histéricas y
complementarias al lado de todas las explicaciones tedricas que ayudan a entender el temario de
las unidades. Todos los temas estdn muy bien presentados con ejercicios resueltos y una lista de

gjercicios propuestos para el alumno.

LIBRO DE TEXTO EDITORIAL ANAYA

Este libro de texto de la asignatura de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il de 2° de

Bachillerato estd compuesto por un total de trece unidades estructuradas en un total de tres

blogues:
o Algebra
e Analisis

e Estadistica y probabilidad
En esta especialidad de matematicas el bloque de geometria no se encuentra presente. Por tanto,
los determinantes estan enfocados a la discusion y resolucién de sistemas de ecuaciones, por lo

que el enfoque dado con respecto a los otros dos libros es ligeramente diferente.

Antes de empezar la primera unidad, encontramos un tema introductorio titulado Resolucion de
Problemas (al igual que ocurria con el libro de la editorial Oxford, con la diferencia de que en el
de Oxford aparecia en el Gltimo tema) donde se presentan pautas y consejos que hay que seguir a
la hora de afrontar un problema. Aparecen descritas las diferentes formas de resolver un problema,
como por ejemplo el método inductivo, las equivalencias entre dos 0 mas proposiciones, el

método de reduccion al absurdo...

Aparecen descritas las diferentes formas de poder resolver problemas y demostrar proposiciones
y teoremas debido a que a menudo se desconocen muchos de estos métodos para poder afrontar

las demostraciones en el &ambito universitario.

En este libro el bloque de Algebra queda estructurada en un total de cuatro temas correspondientes

a los cuatro primeros temas del libro:

e Tema 1: Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss.
e Tema 2: Algebra de matrices.

e Tema 3: Resolucion de sistemas mediante determinantes.

e Tema 4: Programacion lineal.
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A continuacién, vamos a realizar un andlisis del contenido y la estructura de tema tres
correspondiente a la unidad de determinantes. Esta unidad empieza con una introduccion historica
del determinante de una matriz detallada, cuenta con un total de diez apartados, una lista de

ejercicios y problemas y una pequefia autoevaluacion.

APARTADOS

Apartado 1: Determinante de orden dos (1 pagina)
Se presenta la formula del determinante de una matriz de orden dos junto con una pequefia

observacion para poder recordar mejor su formula.

Apartado 2: Determinante de orden tres (3 paginas)
Describe la formula del determinante de una matriz de orden tres junto con una breve descripcion

de la regla de Sarrus y aparecen enumeradas las propiedades fundamentales del determinante.

Apartado 3: Menor complementario y adjunto (1 pagina)
Aparece definido el “menor” de orden r de una matriz, el menor complementario de un elemento

de una matriz cuadrada y su adjunto.

Apartado 4: Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea (1 pagina)

Se explica el desarrollo de un determinante de una fila o una columna usando adjuntos.

Apartado 5: El rango de una matriz a partir de sus menores (1 pagina)
Se recuerda la definicion del rango de una matriz como el nimero de filas o columnas linealmente

independientes y se vuelve a definir como el maximo orden de sus menores no nulos.

Apartado 6: Criterio para saber si un sistema es compatible (1 pagina)
Se enuncia la condicion que aparece definida en el teorema de Rouché para saber si un sistema es

compatible usando el rango (en este caso la intencién es calcular el rango con el determinante).

Apartado 7: Regla de Cramer (2 paginas)
Aparece enunciada la regla de Cramer para un sistema de ecuaciones de ecuaciones lineales de

tres ecuaciones con tres incognitas y su aplicacion en otro tipo de sistemas.

Apartado 8: Sistemas homogéneos (1 pagina)
Se define qué es un sistema homogéneo y se enuncia el criterio para saber si tiene soluciones

utilizando el rango.

Apartado 9: Discusion de sistemas mediante determinantes (2 paginas)
En este apartado hay un total de cuatro ejercicios resueltos sobre la discusion y resolucion de un

sistema de ecuaciones lineales usando determinantes.
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Apartado 10: Célculo de la inversa de una matriz (1 pagina)
Aparece descrito el proceso para calcular la inversa de una matriz de orden tres utilizando

determinantes.

En cada uno de los diez apartados aparecen siempre varios ejemplos de ejercicios resueltos y una
pequena lista de ejercicio propuestos muy parecidos a los que aparecen resueltos.

Ao ultimo de la unidad hay una lista de ejercicios y problemas resueltos muy detallados con todo

el contenido de la unidad y una lista de 56 ejercicios y problemas propuestos muy completos.

El contenido de esta unidad se ajusta perfectamente al establecido en el BOCyL (ORDEN
EDU/362/2015 del 4 de mayo de 2015), notando diferencias notables con respecto al contenido
que se estudia dentro de la asignatura Matematicas Il. Tiene una buena estructura sabiendo
presentar todos los contenidos con ejercicios resueltos que facilita mucho los procedimientos para
saber aplicar bien el determinante en las matrices. Sin embargo, desde nuestro punto de vista, el
contenido tedrico esta presentado a lo largo de toda la unidad con “pocas” justificaciones o
demostraciones del contenido desarrollado lo que reduce todo este temario a la aplicacion de un

pensamiento “algoritmico”.

LIBRO DE TEXTO EDITORIAL EDELVIVES

Este libro de texto cuenta con un total de doce unidades estructuradas en los bloques
correspondientes en esta materia.
El bloque de Algebra esté dividido en dos unidades:

e Tema 1: Matrices y determinantes

e Tema 2: Sistemas de ecuaciones lineales
En este apartado nos vamos a centrar en el primer tema ya que es donde aparece definido el
determinante y sus propiedades.
Esta unidad esta estructurada en un total de siete apartados y una pagina al final con ejercicios y

problemas propuestos.
APARTADOS

Apartado 1: Definicion de matriz (2 paginas)
Se define el concepto de matriz, la dimension de una matriz y las principales matrices elementales,

como por ejemplo la matriz nula y la matriz identidad.

Apartado 2: Operaciones con matrices (4 paginas)

Se describen las principales operaciones basicas de matrices con diversos ejemplos ilustrados.
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Apartado 3: Determinantes (2 paginas)
Aparecen descritas la formula del determinante para matrices de orden dos y orden tres, se define
el menor complementario y el adjunto de un elemento de una matriz cuadrada y la formula general

del determinante de una matriz cuadrada.

Apartado 4: Propiedades de los determinantes (4 paginas)
Se enumeran las propiedades de los determinantes con ejemplos de su aplicacion en una matriz

de orden tres.

Apartado 5: Rango de una matriz (4 paginas)

Se define el concepto de rango y su célculo a partir de su definicidn o aplicando determinantes.

Apartado 6: Matriz inversa (4 paginas)
Se define la inversa de una matriz y se detalla los diferentes métodos para calcularla, ya sea a

partir de su definicion o usando determinantes.

Apartado 7: Ecuaciones y sistemas matriciales (2 paginas)
Aqui aparecen varios ejemplos de ecuaciones matriciales resueltos donde se utilizan las

propiedades de las operaciones elementales de matrices y la inversa de una matriz.

Después de todos estos apartados hay una pagina con un total de diecinueve ejercicios y
problemas propuestos. Los ejercicios propuestos estan planteados de forma apropiada para

desarrollar y aplicar correctamente los contenidos de esta unidad.

El contenido de esta unidad se ajusta perfectamente al establecido en el BOCyL (ORDEN
EDU/362/2015 del 4 de mayo de 2015). Presenta una estructura adecuada y una division del
contenido adaptado, pero la cantidad de ejercicios resueltos es mas escasa respecto a los de los
dos libros de texto anteriores. Ademas, desde nuestro punto de vista no se puede apreciar
razonamientos analiticos 0 geométricos en el concepto de determinante y sus propiedades. El
hecho de estar presente esta unidad antes de haber estudiado el tema correspondiente al estudio y
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales provoca que no se pueda explicar con mucha

claridad conceptos como el rango, el determinante, la inversa de una matriz...
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4.3 ANALISIS COMPARATIVO DE LIBROS DE TEXTO

A lo largo de este aparado, las comparaciones y los comentarios realizados estan dados desde
nuestro punto de vista, pudiendo no coincidir con la opinion de otros lectores que puedan no

compartir el desarrollo que vamos a exponer a continuacion.

Al comparar los tres libros podemos afirmar que se ajustan perfectamente a los contenidos
establecidos dentro del BOCyL (ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo de 2015) estando

estructurados de una forma apropiada todo el contenido desarrollado.

La inclusion de temas historicos es apropiada en todos los libros de texto, pero he de destacar en
este aspecto el libro de la editorial Anaya, donde al comienzo de cada unidad hay anotaciones y
aclaraciones bastante detalladas sobre inclusiones histéricas relacionadas con el contenido de

cada unidad gue incentivan la curiosidad del lector.

En lo que respecta a la presentacidn, los tres libros tienen buenos esquemas, con recuadros
correctamente marcados Yy divisiones de las explicaciones, pero en este caso voy a destacar los
libros de la editorial Anaya y la editorial Edelvives, los cuales permiten diferenciar de forma

visual las explicaciones tedricas y los ejercicios resueltos

En el analisis, la cantidad y la rigurosidad de las justificaciones y demostraciones de los procesos
realizados he de mencionar el libro de Oxford. A lo largo de todas las unidades las explicaciones
y los razonamientos seguidos en la resolucion de los problemas estan bien definidas, con
ilustraciones gue complementan de forma adecuada las explicaciones y comentarios sobre la

importancia de las resoluciones en algunos problemas.

En las unidades correspondientes al bloque de geometria hay ilustraciones en cada explicacién
que ayudan a entender de una manera mas intuitiva las operaciones con vectores en el plano y en

el espacio y las superficies como la esfera, el elipsoide, el hiperboloide de dos hojas...

Los libros de Anaya y Oxford tienen una cantidad razonable de ejercicios y problemas propuestos
en los que hay que aplicar todos los contenidos de cada unidad y relacionan muy bien todo el

temario aplicando los resultados y razonamientos que se deben de adquirir en cada unidad.

El libro de la Editorial Anaya resalto su manera de introducir contextos y aclaraciones histéricas

gue sirven como una introduccion muy adecuada en cada unidad.

El libro de la editorial Edelvives destaca por su buena presentacion al igual que ocurre con el libro

de Anaya y el libro de Oxford por su analisis exhaustivo de los problemas y el contenido.
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OXFORD

ANAYA

- Contenidos y ejercicios bien
justificados.

- Ajustada correctamente a
los contenidos establecidos.

- llustraciones e imagenes
muy visuales.

- Problemas y ejercicios
propuestos.

-Adaptacion de los problemas

en nuestro entorno.

- Buena estructura de los
temas.

- Ajustada a los contenidos
establecidos.

- Tema introductorio de
resolucion de problemas.

- Temas historicos

- Esquematizacion excelente
-Ejercicios 'y  ejemplos

resueltos.

EDELVIVES

- Buena estructuracion.
-Ejemplos y  ejercicios
resueltos

-Muy  ajustada a los

contenidos establecidos.

- Esquematizacién buena.

- Problemas adaptados a

nuestro entorno.

Como en la asignatura de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il no aparece el
determinante de orden n ya que en el BOCyL (ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo de 2015)
solo se indica el estudio de determinante en matrices cuadradas de orden dos y orden tres, nos
vamos a centrar en los libros de las editoriales de Oxford y Edelvives, donde vamos a establecer

una comparacién sobre la unidad correspondiente a los determinantes.

En el libro de Oxford, para el determinante de orden dos, se realiza una discusion de un sistema
de dos ecuaciones lineales con dos incognitas y demuestra el determinante de orden dos de la
manera en la que los demostramos anteriormente. Define el determinante de orden dos vy

demuestra la formula de Cramer en el caso de n = 2.

Como ejemplo, aparece resuelto el siguiente sistema de ecuaciones lineales usando las férmulas

y después hay dos actividades propuestas idénticas al ejemplo.

de Cramer

Para el determinante de orden tres, aungue no se demuestra su definicion discutiendo un sistema,
si deja indicado que se deduciria el determinante de la misma manera que en el caso de matrices
de orden dos. Se describe la relacion que hay entre la formula del determinante de orden tres y la
de orden dos, definiendo en esta parte el menor complementario y el adjunto de un elemento de

una matriz, al igual que se formula el método de Cramer para orden tres.
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Como ejemplos, aparecen varios ejercicios resueltos de sistemas de ecuaciones lineales de tres

incognitas utilizando el método de Cramer.

Para el determinante de una matriz de orden n, mediante la descripcion general de un sistema de
ecuaciones lineales aparece definido el determinante de orden n y el método de Cramer para un
sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas.

Para las propiedades de los determinantes, en este caso aparecen enunciadas las principales

propiedades con un ejemplo en cada caso, pero no justifica su demostracion.

En general, desde nuestro punto de vista en el libro de Oxford el concepto de determinante y sus
propiedades aparecen muy buenas justificaciones y te indica qué es el determinante. Sin embargo,
no esté definido el determinante utilizando permutaciones, lo que hace “pensar” en la existencia

de una definicion formal del determinante.

En el caso del libro de la editorial Edelvives, se exponen las formulas del determinante para
matrices cuadradas del orden dos y orden tres sin ninguna mencidn ni justificacion de la obtencion
de dichas formulas y se define el determinante de forma general definiendo el menor
complementario y el adjunto de un elemento. Después hay un ejemplo del célculo de un
determinante de orden poco detallado

Todo esto aparece explicado en dos paginas, por lo que no se establece ninguna reflexiéon o
relacién alguna del calculo de alguna de las férmulas con la resolucién de un sistema de

ecuaciones.

Las propiedades de los determinantes vienen enunciadas sin ninguna demostracion o justificacion,
pero el analisis realizado sobre su aplicacién para poder calcular el determinante a partir de las
propiedades es mas exhaustivo. Por ejemplo, cuando aparece la siguiente propiedad enunciada de

la siguiente manera:

Si a una de las “lineas” de un determinante se le suma o resta una combinacion lineal de las

“lineas” paralelas, el valor del determinante no varia.

Como ejemplo aplicando esta propiedad, aparece resuelto el calculo del determinante de la matriz

2 1 1 1
(1 -3 2 -3
4= 1 2 0 1
2 2 -1 3

junto con los siguientes consejos:
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e Seescoge una linea que contenga a un 1 o un —1 o, en su defecto, una en la que todos
los elementos sean multiplos.

e Si el determinante es de orden n, se hacen ceros n — 1 elementos de la “linea”
escogida.

e Para hacer ceros en una fila, se combinan columnas, y para hacerlo se combinan filas.

e Hay que usar combinaciones sencillas del tipo: i = “linea” i + k “linea” j.

e  Nunca se ha de multiplicar por ningun numero la “linea” que va a ser modificada.

Ambos libros se ajustan perfectamente a los objetivos marcados dentro del BOCyL (ORDEN
EDU/362/2015 del 4 de mayo de 2015), se aprecia un respeto hacia el lector y sabe utilizar un
lenguaje matematico apropiado en todo momento. Sin embargo, desde mi punto de vista, el
temario es mas detallado en el libro de Oxford, donde la rigurosidad y las justificaciones de las

definiciones y las demostraciones de los resultados estudiados es méas “profunda”.

Comparando los dos libros en la parte correspondiente a determinantes, mientras que el libro de
Oxford estd muy encaminado a entender bien los procesos y definiciones, el libro de Edelvives
estda muy enfocado a realizar ejercicios presentando sus resoluciones como “pasos”, sin entender

bien que se esta resolviendo.

Ambos libros estan perfectamente adaptados a una correcta ensefianza del correspondiente curso
de Bachillerato, pero desde mi punto de vista el libro de Oxford es mas analitico y presenta
numerosos problemas y ejercicios resueltos, mientras que el libro de Edelvives cuenta con un
namero menor de problemas propuestos, por lo que el alumno no va a poder poner en practica
todos los conocimientos adquiridos en esta unidad de una manera tan detallada que en el libro de
la editorial Oxford.
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5. PROPUESTA DIDACTICA

En este apartado del trabajo se expone una propuesta didactica centrada en el desarrollo del
determinante en secundaria. Esta propuesta didactica va a estar enfocada a suplir las deficiencias
que desde nuestro punto de vista aparecen establecidas en secundaria, en las que a menudo
aparecen las definiciones de determinante y sus propiedades de forma poco “justificada” en la
que se nota un cierto pensamiento “algoritmico” que como hemos comprobado en el analisis
realizado de los libros de texto anteriores, las propiedades aparecen sin demostraciones con solo

ejemplos resueltos en los que se “aplica” cada propiedad.

Para su realizacion se ha tenido en cuenta todo el contenido desarrollado anteriormente, como el
estudio de la interpretacion geométrica del determinante que no aparece mencionada en los libros
de texto. Para todo ello, el profesor se adaptara al nivel académico de cada uno de los alumnos,
estableciendo una serie de objetivos claros que permitan un aprendizaje significativo el cual
permita desarrollar las capacidades necesarias para afrontar los problemas y los contenidos

desarrollados en esta unidad.

El apoyo en los recursos TIC va a suponer un aspecto clave en esta propuesta didactica que va a
permitir un gran avance en el calculo de todas las operaciones algebraicas y matriciales. En esta
unidad nos centraremos en el uso de los programas Geogebra y Maxima, que nos van a ayudar a
mostrar las propiedades geomeétricas y realizar todos los calculos necesarios para desarrollar los

determinantes y resolver sistemas de ecuaciones lineales.

La siguiente propuesta didactica esta estructurada en los siguientes apartados:
e Introduccion contextual.
e Objetivos didacticos.
e Competencias clave.
e Contenidos.
¢ Metodologia.
e Recursos.
e Temporalizacién.
e Actividades de aprendizaje y ensefianza.
e Planes complementarios.
e Evaluacion.
e Atencion a la diversidad.

e Autoevaluacién didactica.
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5.1 INTRODUCCION CONTEXTUAL

Nos encontramos en la asignatura de Matematicas Il del segundo curso de Bachillerato del &mbito
Cientifico-Tecnoldgico que tiene la siguiente estructura:

e Blogue 1: Contenidos comunes
 Blogue 2: Algebra

» Bloque 3: Geometria

» Blogue 4: Funciones

e Bloque 5: Estadistica y probabilidad

La unidad did4ctica que vamos a desarrollar pertenece al Bloque de Algebra donde se estudian
las unidades correspondientes a matrices y la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales que
posteriormente son utilizadas en el siguiente bloque para calcular posiciones relativas de rectas y

planos, intersecciones de rectas y planos y otros muchos resultados.

Los contenidos del bloque de matrices que estan establecidos en el BOCyL (ORDEN
EDU/363/2015, de 4 de mayo) son los siguientes:

Contenidos

e Estudio de las matrices como herramienta para manejar y operar con datos
estructurados en tablas y grafos.

e Clasificacion de matrices. Operaciones. Aplicacion de las operaciones de las matrices
y de sus propiedades en la resolucidn de problemas extraidos de contextos reales.

e Determinantes. Propiedades elementales. Menor complementario y matriz
adjunta. Rango de una matriz. Matriz inversa.

e Ecuaciones matriciales. Representacion matricial de un sistema: discusién y resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales, posiblemente dependientes de un parametro.

e Meétodo de Gauss. Teorema de Rouché-Frobenius. Regla de Cramer.

e Aplicacion a la resolucion de problemas

En esta propuesta didactica nos vamos a centrar en la definicion de determinante y sus
propiedades, estableciendo las definiciones rigurosas del determinante y sus propiedades
algebraicas y geométricas descritas a lo largo de este presente trabajo. Para ello, vamos a utilizar
ciertos contenidos que no aparecen establecidos en el BOCyL (ORDEN EDU/363/2015, de 4 de
mayo) pero que son aplicables en un curso de Bachillerato y permitiran comprender de una forma

mas rigurosa el concepto de determinante y su interpretacion geométrica.
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Conocimientos previos

Para que el alumno logre una correcta asimilacion de los contenidos nuevos, es necesario que el

alumno posea una serie de conocimientos previos:

e Conocer la definicion de matriz y sus operaciones suma y producto.

e Identificar las principales matrices basicas (matriz identidad, traspuesta de una matriz...)

e Comprender la definicion de rango de una matriz.

e Distinguir las distintas operaciones fundamentales en la resolucion de un sistema de
ecuaciones lineales.

e Dominar el método de Gauss y saber aplicarlo en contextos de la vida real.

» Definicion rigurosa de funcién biyectiva y realizar correctamente la composicion de dos
0 mas funciones.

» Saber calcular la ecuacion de una recta en el plano euclideo.

e Interpretacion geométrica de la suma de vectores y su producto por un escalar.

» Identificar triangulos y otros poligonos congruentes.

» Manejar el producto escalar y sus propiedades. Angulo entre dos vectores.

El método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales, las operaciones elementales
con vectores y el producto escalar y sus propiedades son contenidos estudiados en la asignatura
de Matematicas |, por lo que se puede apreciar la importancia de los contenidos de cursos
anteriores en la que no solo se desarrollan conceptos dentro del bloque de Algebra de otros cursos,
sino que también nos vamos a enfocar en desarrollar la interpretacion geométrica del determinante
y su relacién con el area y el volumen, conceptos fundamentales para los cursos posteriores dentro
de la etapa universitaria. En gran parte de los grados universitarios el papel que desempefian las
matrices y el determinante es fundamental ya que, dentro del estudio de los espacios vectoriales,
las aplicaciones lineales, la matriz de Jordan y otros muchos resultados el manejoy la importancia

de las matrices y el determinante es fundamental para su desarrollo.

5.2 OBJETIVOS DIDACTICOS

Los objetivos didacticos planteados en esta unidad didactica son los siguientes:

1. Comprender la definicidon algebraica de determinante mediante la discusion de un sistema
de ecuaciones lineales y saber resolver problemas aplicados en contextos de la vida real
usando las matrices y el determinante.

2. Aplicar las propiedades del determinante que nos van a permitir establecer relaciones
entre las operaciones elementales de las matrices y las combinaciones lineales de

vectores.
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3. Definir el concepto de funcion biyectiva y saber establecer que propiedades se mantienen
entre dos conjuntos a través de una biyeccion.

4. Conocer el concepto de permutacion y dominar el calculo del indice a través de varios
métodos.

5. Establecer la relacion entre el concepto de volumen y el determinante. Aplicar el
determinante para calcular el volumen de figuras sencillas.

6. Comprender la definicion de determinante usando permutaciones y su equivalencia con
el desarrollo del determinante por filas o columnas.

7. Saber calcular el rango de una matriz mediante el determinante y establecer la existencia
de soluciones en un sistema de ecuaciones lineales.

8. Dominar el uso de programas informaticos que permitan realizar calculos matriciales y
nos permiten desarrollar y reducir expresiones algebraicas (como el desarrollo del

determinante de una matriz cuadrada) y resolver sistemas de ecuaciones lineales.

5.3 COMPETENCIAS CLAVE

Desde las instituciones de la Unién Europea se recomienda la adquisicion de las competencias
clave como una necesidad indispensable para todos los alumnos y se sefiala especialmente su
importancia para un correcto aprendizaje en cada una de las materias que se imparten en
secundaria. Ademas, es importante saber entrelazar el contenido y las habilidades en cada una de

las asignaturas para poder contribuir a un desarrollo completo del alumno.

Entonces las competencias clave se contemplan como conocimiento en la préctica, es decir, un
conocimiento adquirido a través de la participacién activa del alumno en practicas sociales, por
lo que se pueden desarrollar tanto en el contexto educativo formal a través del curriculo, como en

los no formales e informales.

Por lo tanto, las competencias se conceptualizan como un aprendizaje permanente que han de ser
entrenadas en todo momento y se van adquiriendo con el tiempo. Preparan al alumno para una

correcta evolucion dentro del mundo globalizado.

Las competencias clave se dividen en siete competencias que vamos a pasar a describir a

continuacion.

Competencia matematica y competencias basicas en ciencias y tecnologia (CM)

El contenido del area de matematicas estd intimamente relacionado con la adquisicion de estas
competencias. Esta habilidad esta presente en la identificacion y aplicacion de los diferentes
contenidos, argumentos y razonamientos para la resolucién de problemas matematicos. Sin

embargo, la contribucion a la competencia matematica se logra en la medida en que el aprendizaje
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de dichos contenidos va dirigido a su utilidad dentro de la vida cotidiana fuera del entorno
educativo. También el desarrollo de las destrezas y habilidades dentro del pensamiento
matematico contribuye al desarrollo de las competencias basicas en ciencias y tecnologia. La
presencia de las matematicas en las ciencias y la tecnologia es cada vez mayor, ya que suponen

una herramienta necesaria en todos los &mbitos.

e En esta unidad se desarrolla rigurosamente el concepto de determinante, sus propiedades
y su interpretacion geométrica, estableciendo una mejor comprension de su utilidad y su
aplicaciéon tanto en la resolucion de sistemas como en su estrecha relacién con la
geometria. También las nuevas tecnologias nos van a ayudar a adquirir también su

importancia en las ciencias y en nuestra vida cotidiana.

Competencia en comunicacion lingliistica (CL)

Los alumnos deben de tener la capacidad de saber utilizar el lenguaje como un medio de
comunicaciéon para saber interpretar de forma correcta los problemas planteados y saber

expresarse idoneamente y saber traducir los problemas matematicos a la vida cotidiana.

Para su desarrollo es necesario adquirir las principales expresiones y razonamientos del lenguaje
matematico, indispensables para poder entender y resolver los problemas matematicos de una

manera formal y sistematizada.

e Enconcreto en esta unidad se aportan estructuras lingtisticas y gramaticas que deben ser
interpretadas correctamente por el alumno. Surgen razonamientos y contenidos
relacionados con aquellos dados anteriormente que requieren el desarrollo de nuevos
desarrollos y notaciones que permiten expresar de diversas maneras algunos contenidos,
como las diferentes formas de expresar una matriz o las formas de poder expresar una

permutacion.

Competencia Digital (CD)

El desarrollo de las nuevas tecnologias y el dominio de las herramientas informéticas son cada
vez mas importantes dentro del area de las matematicas. Permiten hacer mas “divertidas” las
matematicas a los alumnos y nos ayudan a hacer mas “accesibles” conceptos abstractos gracias al
papel que desempefian las matematicas por ejemplo dentro del desarrollo de los videojuegos o el

uso de paginas web.

e El desarrollo de esta competencia se desarrolla a través del uso de diversos programas
informéticos, como el Maxima, que nos facilitard el célculo de las operaciones
matriciales y la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. También con el programa

Geogebra vamos a poder visualizar la parte geométrica del determinante. De esta forma
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se incentiva el uso de herramientas informaticas que ayuda a poder manejar las matrices

de una manera mas accesible.

Competencia de aprender a aprender (AA)

Es indispensable para el aprendizaje de los alumnos la posibilidad de utilizar diversas

herramientas matematicas y saber comprender la informacién que reciben de ellas.

Para el desarrollo de esta competencia es necesario incidir en los contenidos relacionados con la
autonomia, la perseverancia, el esfuerzo, la reflexién y analisis critico al abordar diferentes
situaciones de complejidad. También es necesario potenciar el desarrollo de estrategias y formas
de facilitar el aprender a aprender, ya que es importante transmitir diversas formas de poder

afrontar los problemas y entender los contenidos necesarios.

e En esta unidad el alumno aprendera diversas formas de poder definir el determinante, asi
como saber comprender de una forma adecuada sus propiedades y las formas de poder
comprender y aplicar su utilizacion en los problemas de una forma mas préctica. Para
ello, se estableceran todas las justificaciones y demostraciones necesarias que permitan
un mejor entendimiento de los conocimientos establecidos, asi como las diferentes formas

de razonar y resolver los problemas de la unidad correspondiente.

Competencia social y civica (CSC)

Con esta competencia se busca reforzar la capacidad de trabajo en equipo, ya que se inculcan
aspectos como la aceptacion de distintos puntos de vista, o distintas formas de proceder a las
soluciones matematicas. Con la imposicion de trabajos que necesiten la participacion de varios

compafieros fomentamos esta competencia.

e En esta unidad se desarrollara esta competencia con la realizacion de un trabajo grupal y
el uso de programas informaticos de forma grupal donde se fomentara la necesidad de

desarrollar una buena relacion y coordinacion entre los compafieros.

Sentido de Iniciativa y Espiritu Emprendedor (SIEE)

En esta competencia el alumno desarrolla una serie de aptitudes que les permiten desarrollar
sentido de iniciativa y mayor confianza en sus capacidades personales. Se fomentara la autonomia
en el desarrollo de problemas y el espiritu para afrontar retos, siendo constantes en el trabajo y en

la superacion de dificultades.

e Una buena manera de fomentar esta competencia es potenciar el uso de herramientas

informéticas y algunos recursos didacticos manipulativos donde el alumno pueda apreciar
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la importancia del determinante. Ademas, el uso que se le proporciona a las matrices y
los determinantes en las demas ciencias puede incentivar al alumno y promover un

desarrollo adecuado de su creatividad.

Conciencia y expresiones culturales (CEC)

Las matematicas son parte de nuestra cultura y estan muy presentes en nuestro entorno. Ademas,
hay que saber valorar todos los progresos conseguidos gracias a su desarrollo a lo largo de la
historia y la importancia que ha supuesto para todas las demas ciencias. La geometria estd muy
presente en la arquitectura, por lo que es una de las ramas de las matematicas que se puede apreciar
mejor. La importancia también de las matrices ha supuesto un gran avance en nuestra sociedad,
ya que no solo han servido para resolver sistemas de ecuaciones lineales, sino que dio lugar a la

teoria de grafos y otras muchas ramas presentes tanto en la ingenieria, economia y otras ramas.

e Esta competencia se desarrollara con los alumnos mostrando la evolucién histérica de las
matrices y los determinantes, haciendo algunas menciones sobre la importancia que
tuvieron algunos matematicos como por ejemplo Leibniz, Gauss, Cauchy y otros muchos

mas en el desarrollo tanto de las matrices como los determinantes.

5.4 CONTENIDOS

Los contenidos que vamos a desarrollar en esta unidad se clasifican en contenidos conceptuales,

procedimentales y actitudinales.

1. Contenidos conceptuales

- Definicién de determinante de matrices de segundo y tercer orden.

- Método de Cramer en matrices de segundo y tercer orden.

- Definicién de permutacion. Transposiciones e indice de una permutacion.

- Definicidn de ciclo. Calculo del indice de una permutacién usando ciclos.

- Definicién de determinante a través de las permutaciones.

- Desarrollo del determinante por filas o columnas. Menor complementario y matriz adjunta.
- Propiedades de los determinantes.

- Definicidn del area de dos vectores en el plano.

- Célculo del &rea de dos vectores. Propiedades del area.

- Relacion del area y volumen de vectores con el determinante.
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2. Contenidos procedimentales. (Aportacion de herramientas para realizar creaciones propias)

Se explicara cada uno de los pasos a seguir para que el alumno pueda adquirir habilidades en el

manejo de las matrices y los determinantes en varios contextos.

- Resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante el método de Gauss.

- Usar el determinante para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

- Identificar correctamente los términos en el desarrollo de las formulas de los determinantes.
- Aplicar las propiedades del determinante para calcular determinantes de mayor orden.

- Aprender a usar algunos programas informaticos relacionados con el calculo de matrices.

- Manejar el concepto de funcion biyectiva y permutacion.

- Saber utilizar las permutaciones y el indice para calcular el determinante.

- Comprender la relacion existente entre el volumen de vectores y el determinante.

- Calcular el volumen formado por varios vectores.

3. Contenidos actitudinales. (Aportaciones para un desarrollo de educacion en valores)

A través de los siguientes contenidos, se inculca ciertas formas de conducta y educacién en

valores.

- Limpieza y orden a la hora de plantear los problemas.

- Razonamiento analitico y geométrico en las demostraciones.

- Gusto e interés por entender los conceptos relacionados con matrices.
- Buena presentacion.

- Confianza en las capacidades de uno mismo para afrontar los problemas y expresar las

soluciones.
- Manejo apropiado de las nuevas tecnologias para el estudio de las matematicas.
- Saber reflexionar sobre los errores cometidos.

- Respeto y confianza con los compafieros.
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5.5 METODOLOGIA

La metodologia se puede definir como el conjunto de normas y decisiones que se aplican en un
aula para lograr los objetivos planteados en la unidad y poder contribuir de manera adecuada al
desarrollo de las competencias clave. El profesor tiene que adaptarse al tiempo y el espacio
necesario en cada unidad, valiéndose de los recursos y los diferentes medios que permitan un

desarrollo 6ptimo de las clases.

En esta propuesta didactica, la metodologia que se va a emplear serd una combinacion de

exposicion magistral participativa, donde el alumno podréa participar de forma activa en la clase

tras la asimilacion de conceptos y de aprendizaje cooperativo donde los alumnos se apoyaran

entre ellos para un correcto aprendizaje que permita un mayor acercamiento entre los compafieros
y aprender a trabajar de forma grupal, un aspecto fundamental a la hora de poder desempefiar un

empleo en el mundo laboral.

Leccién magistral participativa

La leccion magistral participativa consiste en exponer y explicar los diferentes contenidos y
conocimientos que se describen en la unidad, donde se pueden resolver dudas o plantear
problemas permitiendo las intervenciones de los alumnos en todo momento para poder exponer

sus dudas o propuestas y reflexiones sobre el contenido o la resolucién de problemas.

El profesor ird utilizando los recursos disponibles (pizarra, pizarra digital, proyector...) y los

alumnos podran ir tomando los apuntes y las anotaciones necesarias.

Esta es una de las metodologias mas empleada en el aula y es importante tener en cuenta
numerosos aspectos a la hora de explicar y plantear las ideas oportunas, como por ejemplo no
resolver un problema directamente, sino ir desarrollandolos por pasos y preguntar o sugerir a los
alumnos diferentes “razonamientos” que se pueden desarrollar y hacerles reflexionar sobre los

fallos cometidos.

Para ello, se pedira a los alumnos gque expongan todos los razonamientos que han desarrollado en
los problemas, explicando y justificando todos los pasos que han realizado para que ellos mismos
se den cuentan de sus propios errores. Sus compafieros podran intervenir y resolverles las dudas
que les hayan podido surgir, fomentando asi la capacidad critica de cada alumno y un correcto

desarrollo de apoyo y comprensién entre todos los compafieros de la clase.

En esta unidad, esta metodologia es imprescindible ya que el desarrollo de las explicaciones y las
demostraciones de las propiedades del determinante, su interpretacion geométrica y la resolucion

de problemas que desde nuestro punto de vista van a estar encaminadas a desarrollar un
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razonamiento un poco apartado del pensamiento “algoritmico” que se desarrolla a lo largo de

muchas unidades impartidas en secundaria.

Aprendizaje cooperativo

El aprendizaje y el trabajo cooperativo es un enfoque que trata de organizar las actividades en el
aula para poder convertirlas en una experiencia social y académica de aprendizaje para poder
fortalecer en los alumnos el trabajo grupal y el desarrollo del compafierismo en el aula.

Para ello, en algunas de las sesiones de la unidad se realizaran grupos heterogéneos con diversos
niveles de competencia, donde se va a crear una identidad de grupo y se desarrollara unas
relaciones de apoyo mutuo que incentivara la resolucién de problemas y una mejor asimilacion

de los contenidos explicados en clase.

Para ello, en las sesiones dedicadas al estudio de las permutaciones y los ciclos, como es un
contenido bastante aplicable al aula donde se pueden emplear diversos recursos didacticos, se
podra incentivar un mejor aprendizaje de la definicion de aplicacion biyectiva, el concepto de
permutacion y su descomposicion en ciclos y transposiciones, aspectos muy importantes para

poder introducir la definicion rigurosa de determinante.

A cada grupo se le repartird una serie de actividades donde no solo tendran que resolver los
problemas, sino que con la ayuda del profesor iran reflexionando no solo sobre su aplicacion, sino

también sobre su importancia dentro del algebra y sus aplicaciones en otras areas.

Para otro aprendizaje cooperativo, las sesiones dedicadas al aula de informatica, se realizan
grupos para poder manejar los diferentes programas y herramientas informaticas que nos

permitirdn manejar matrices de una manera mucho mas eficiente.

Para poder desempefiar ambas metodologias, el profesor tendra que realizar apuntes de apoyo,
investigar sobre las dudas que pueden plantearse en clase y saber gestionar el tiempo empleado y

los recursos existentes.

5.6 RECURSOS

Los recursos didacticos necesario para poder desarrollar esta Unidad Didactica deben de favorecer
un aprendizaje 6ptimo del alumnado, poniendo en practica todos los conocimientos adquiridos

esta unidad.

e Libro de texto donde los alumnos podran repasar los conceptos estudiados, hacer

problemas, repasar dudas, analizar ejercicios resueltos...

e Fotocopias de apoyo con contenido complementario con ejercicios resueltos vy

actividades y problemas planteados a los estudiantes.
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* Pizarra para poder desarrollar el contenido tedrico de la unidad, realizar esquemas y
anotaciones, resolver ejercicios y problemas planteados donde los alumnos podran tomar

anotaciones...

e Cuaderno del alumno para poder tomar todas las anotaciones y apuntes necesarios ya
sea del contenido explicado en pizarra, las fotocopias de apoyo o cualquier otro recurso.
Podran utilizarlo también para resolver problemas y plantear dudas que el profesor podra
corregir, ademas de ser un punto de apoyo clave para poder estudiar.

» Boligrafo, l4piz goma y otros utensilios que serviran para escribir en el cuaderno o
folios.

» Folios donde al igual que el cuaderno podran tomar apuntes.

e Ordenadores y otros recursos TIC que servirdn como un punto de apoyo bastante
efectivo para comprender los conceptos y realizar calculos utilizando herramientas

informaticas.

e Enlaces de paginas web complementarias para esta unidad.

5.7 TEMPORALIZACION

SESION 1

Para comenzar, se explicara la definicién rigurosa de funcion biyectiva y permutacion con varios
ejemplos de permutaciones expresados en forma matricial y la definicidn de transposicién e indice
de una permutacion.

Después se definira el concepto de ciclo, la descomposicion de una permutacion en ciclos y el
calculo del indice de una permutacion utilizando ciclos. Para ello, se expondran ejemplos en la

pizarra de permutaciones y su descomposicién en ciclos y permutaciones. (35 minutos)

Como un ejemplo se les puede descomponer la siguiente permutacién en ciclos.

Gisize

En esta permutacion, a partir de la “imagen” del uno, después la imagen del tres y asi
sucesivamente, su representacion en ciclos es la siguiente:

1 3 5 2 4)
manteniéndose el seis fijo ya que su imagen corresponde con coincide. Realizamos su
descomposicidn en trasposiciones:

14(12)(15)(@13)

y observamos que su indice es par.
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Después, se realizardn grupos de tres o cuatro personas donde resolveran actividades que
fomentaran el trabajo en equipo y el desarrollo social de cada alumno.

En esta sesion, el concepto de permutacion y el calculo del indice serdn los objetivos
fundamentales que nos van a permitir definir el determinante e identificar cada uno de los
términos en el desarrollo de la formula del determinante.

Al final de la sesion se entregaran apuntes de apoyo con actividades resueltas sobre el calculo del

indice utilizando ciclos y la representacién matricial de las permutaciones.

SESION 2

En esta segunda sesion, se expondré la definicion de determinante de las matrices de segundo y
tercer orden mediante la discusion de un sistema de ecuaciones lineales y el método de Cramer
al igual que en el desarrollo que realizamos en el punto [3.3 Motivacion del determinante]. Para
ello, el profesor podréa hacer uso del programa Maxima que en el caso del determinante de orden

tres los calculos podran ser mas visibles a los alumnos. (35 minutos)

Esta sesion se realizara de forma magistral en la pizarra, donde el objetivo principal va a ser que
el alumno comprenda la relacion existente entre la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
y la justificacion de las formulas del determinante sin que sean presentadas al alumno de forma

“magica” sin ningln razonamiento 0 justificacion.

Resolucion en pizarra de algin problema sobre el calculo del determinante de matrices cuadradas
y el método de Cramer en sistemas de ecuaciones lineales. (15 minutos).
Al final de la clase se mandaran un par de actividades para hacer junto con apuntes de apoyo de

temas anteriores de otros cursos que van a ser necesarios en esta unidad.

SESION 3

En esta sesidn se corregiran las actividades del dia anterior. Se pedird que un alumno salga a la
pizarra de forma voluntaria a resolver algln problema (10 minutos)

Después se demostraran las propiedades principales de los determinantes que desarrollamos
anteriormente en el caso de matrices de orden dos y orden tres, prestando especial atencion a los
razonamientos seguidos y sus aplicaciones a la hora de calcular un determinante. Algunas de las
propiedades se mandaran como actividad para que los alumnos los demuestren como actividad.
(25 minutos)

Se resolveran ejercicios en pizarra por parte del profesor y se mandaran un par de actividades
sobre el calculo de determinantes aplicando sus propiedades sin necesidad de tener que desarrollar

la férmula del determinante.
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SESION 4

En esta sesion se expondra la interpretacion geométrica del determinante tomando a su vez
anotaciones en la pizarra y los calculos que se realizan.

Para ello, se realizara un breve repaso sobre las operaciones con vectores en el plano y la
definicion de producto escalar y sus propiedades.

Se definird el area de dos vectores a y b en el plano utilizando productos escalares como
realizamos anteriormente, demostrando la descomposicién de un vector de la forma b = b’ + b"
como demostramos anteriormente.

Para las propiedades que describimos anteriormente, demostraremos Unicamente la propiedad que
establecia que A(a,b + Ba) = A(a, b), dejando las demas propiedades enunciadas junto con
algunas indicaciones que pueden servir a los alumnos a poder demostrarlas ellos.

Es importante hacerles entender que el area tiene las mismas propiedades que las operaciones
fundamentales a la hora de resolver un sistema (excepto en la propiedad A(aa,Bb) =

|a||B|A(a, b)), dejando entrever su relacion con el determinante.

Para el caso del volumen en el espacio, de forma analoga se les deja indicado que se puede
demostrar gque el volumen del paralelogramo formado por tres vectores en el espacio es igual al
determinante de la matriz formada por los tres vectores.

Esta parte es importante ya que es donde se aprecia la relacion entre la definicion del determinante

y el volumen de vectores junto con sus propiedades.

SESION 5

En esta sesion calcularemos el area de dos vectores usando productos escalares, llegando a la
igualdad que establecimos anteriormente que nos “defini6” el area como el valor absoluto del
determinante de ambos vectores. Para una visualizacién mas intuitiva, con la descomposicién que

realizamos anteriormente, al descomponer la suma de dos vectores de la siguiente forma:

d v (a.b)

o
=

llustracion 18

85



Para el caso del volumen en el espacio, de forma analoga se les deja indicado que se puede
demostrar que el volumen del paralelogramo formado por tres vectores en el espacio es igual al
determinante de la matriz formada por los tres vectores.
A lo largo de estas dos ultimas sesiones se dejara indicado la relacion existente entre el volumen
y el determinante, siendo interpretado el determinante como

determinante = &rea + signo
SESION 6
Al comienzo de esta sesion se expondra la definicion rigurosa de determinante usando
permutaciones e indices, identificando cada término de las formulas del determinante con la
permutacion y su indice correspondiente. Se realizaran dos ejemplos sobre el calculo del
determinante de orden dos y de orden tres, asi como explicar el calculo del determinante por su
desarrollo por columnas, pudiendo asi comparar ambos métodos de calculo. (30 minutos)
Durante el resto de la clase, se realizara un esquema de todo el contenido visto hasta el momento
con algunos ejercicios resueltos durante y se mandaran actividades para el dia siguiente.
(20 minutos)

SESION 7

Se empezara la clase explicando el célculo del rango de una matriz y su inversa mediante
determinantes con varios ejemplos. (20 minutos)

Se mandara hacer un par de ejercicios durante el resto de la clase y saldran voluntarios para

resolverlos en pizarra. Al final se mandaran problemas y ejercicios para la siguiente sesion.

SESION 8
Durante esta sesion se van a realizar ejercicios y problemas sobre todo el contenido visto a lo
largo de todas las sesiones anteriores. Se pediran a los alumnos resolver ejercicios en la pizarra

mandados en la sesién anterior y después el profesor resolvera ejercicios y problemas.

SESION 9

En esta octava sesion, se ira al aula de informatica. Se usaran algunos el programa Maxima que
permite manejar el calculo matricial y la resolucion de sistemas. Se explicaran como implementar
los siguientes aspectos:

- Implementar una matriz en Maxima.

- Manejar las operaciones elementales con matrices.

- Calcular el determinante con la funcion determinant.

- Calcular la traspuesta e inversa de una matriz.

- Resolver un sistema de ecuaciones lineales (linsolve_by lu)
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Esta sesion servira para realizar una pequefa introduccion en el manejo de las matrices dentro del
programa Maxima, pudiendo comprobar la importancia de las nuevas tecnologias dentro de las

matematicas.

SESION 10

En esta novena sesion se realizaran grupos de tres o cuatro personas atendiendo al nimero de
alumnos de la clase. Cada grupo tendra que resolver con la ayuda del programa Maxima una serie
de actividades planteadas. Para ello, el profesor ira resolviendo las dudas que puedan ir surgiendo

a los diferentes grupos realizados.

SESION 11
Se realizara un repaso de todo el temario visto a lo largo de toda la unidad y se realizaran en clase
gjercicios y problemas que permitan resolver todas las dudas y preguntas planteadas de cara al

examen.

SESION 12

En esta sesion se realizara un examen sobre el contenido de esta unidad.

SESION 13

Se resolvera el examen del dia anterior y las dudas planteadas por los alumnos.

5.8 ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE Y ENSENANZA

Las actividades de aprendizaje y ensefianza se iran realizando a lo largo de la unidad didactica y
se basaran en el temario desarrollado en las sesiones. Estas actividades llevaran un tiempo
asignado, por lo que se adaptara al nivel y el tiempo asignado de los alumnos y las sesiones y
tendran que adecuarse al desarrollo progresivo del contenido de la unidad. Parte de las actividades
propuestas han sido tomadas de algunos libros de texto mencionados anteriormente que estan

perfectamente ajustadas al aula.

Algunas de las actividades apareceran descritas junto con su solucién para que el lector pueda
comparar las formas de resolver las actividades y contemplar los razonamientos seguidos en su

resolucion.
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1. Actividades sobre la definicion de determinante y sus propiedades (orden 2 y 3)

Actividad 1: Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales y calcula sus soluciones a traves
del método de Gauss y el método de Cramer.

260

Solucién: Como primer paso para resolver por el método de Gauss, intercambiamos la primera y

HENIORY

Ahora, si denotamos F;, F, y F5 a las tres filas, realizamos las operaciones F;, F, — F; Y F3 — 2F;

la tercera fila:

respectivamente en la primera, segunda y tercera fila, lo que es equivalente a

b 6)-(5)

A continuacidn, realizamos las operaciones elementales F;, F, y F; — F,

b 6)-(5)

A partir de aqui tenemosque z =1,y = -2y x = 3.

Con el método de Cramer, si calculamos el determinante de la matriz de coeficientes y el

determinante de las matrices formadas al aplicar el método de Cramer obtenemos que

9 -1 1 2 9 1 2 -1 9
2 1 1 1 2 1 1 1 2
- 18 —-12 6
x:—9 2 2:—:3’ y:l 9 2:—:—2’ Z:—1 2 9:—:1
6 6 6 6 6 6

Este primer problema te permite poder comparar ambos métodos de resolucion de problemas,
recordando los pasos seguidos en la demostracion del calculo del determinante y la aplicacion
gue tiene su uso en la resolucion de sistemas.

Como objetivo también se encuentra el manejo de las operaciones elementales, donde al haber
estudiado el método de Gauss en el curso anterior y el calculo de los determinantes, donde pueden

aplicar la formula del determinante en un método de resolucion de ecuaciones.
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Actividad 2: Resuelve los siguientes sistemas por el método de Gauss y el método de Cramer
1 1 -1\ /x 1
8 14\(x\ _ (2 _
o€ M=) w1 1)0)-()
-1 1 1 z 1

oG 3 0-C) G 3 2)0-0)

Estos dos ejercicios te permiten poder comparar ambos métodos de resolucion de problemas,
recordando los pasos seguidos en la demostracion del calculo del determinante y la aplicacion
que tiene su uso en la resolucion de sistemas. Para este problema, la condicion impuesta es que el

determinante de la matriz de los coeficientes sea distinto de cero.

Actividad 3: Si consideramos la siguiente matriz cuadrada de orden tres

a b c
X y z

donde se tiene que |P| = 7, calcula el determinante de las siguientes matrices sin desarrollarlos.

c a b 3a 3b 3c
A=<r p q), B=<a+p b+q c+r>,

zZ Xy —x+a —-y+b —-z+4+c

a+2x b+2y c+2x —b c+b b5a
C=< p q T > Dz(—q r+gq 5p>

2x+p 2y+q 2x+r -y x4y b5x

Solucién: Esta actividad estd centrada en aplicar las propiedades de los determinantes sin
necesidad de tener que calcular el determinante.

En la matriz A, hemos intercambiado la primera y la tercera columna y después la primera y la

segunda.
a b c c b a b ¢ a
IPl=[p q r|==|r q p|=|q v p|=I14l=7
Xy z zZ r X r oz x
En la matriz B, se desarrollan los siguientes pasos
3a 3b 3c a b c

|IBl=|a+p b+q c+r|=3|la+p b+q cH+r
-x+a —-y+b —-z+c —-x+a —-y+b —z+c
a b c a b c a b c
=3l p q r ==3lp q T1|=-3|p q T
—-x+a -y+b —-z+c -x -y -z X y z
= -3|P| =-21
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En este desarrollo hemos usado la propiedad de multiplicar una fila por una constante y la
propiedad de que al sumar una fila otra fila el determinante no varia. Aqui el alumno podra
comprobar como mediante las propiedades que tiene el determinante se puede calcular el
determinante de una matriz sin necesidad de desarrollarlo, lo que permite un “ahorro” en los

célculos realizados y permite observar de forma mas intuitiva las propiedades del determinante.
Actividad 4: Calcular el determinante de la siguiente matriz

52 72 92
A=<72 92 112>

92 112 132

Actividad 5: Demuestra que el determinante de la matriz A definida por
a’> ab b?
A=(2a a+b 2b|=(a—-b)?
1 1 1
verifica que |A| = (a — b)?3 sin desarrollar el determinante.

Solucién: Como primer paso, vamos a restar a la primera columna la tercera columna, donde el

determinante no varia con esta operacion, obteniendo la siguiente matriz:
a’?—b* ab b?
2a—2b a+b 2b
0 1 1
Ahora, a la segunda columna le restamos la tercera (el determinante no varia) obteniendo la matriz
a’? —b? ab-b* b?
2a—2b a—b 2b
0 0 1
Por Gltimo, si a la primera columna le restamos la segunda multiplicada por dos, tenemos la matriz

a’ +b?>—2ab ab—b?* b?
0 a—b 2b
0 0 1
A partir de este desarrollo, se obtiene que |A| = (a — b)(a? + b? — 2ab) = (a — b)3.

Para este ejercicio, el alumno tiene que tener totalmente asimiladas el dominio de las operaciones

elementales de las matrices y conocer las propiedades principales del determinante.

Para su resolucion, los errores que puede cometer el alumno pueden ser variados, ya que tienen
gue razonar como expresar el producto realizado anteriormente como un determinante, lo que

presenta un cierto nivel de dificultad para los alumnos de bachillerato.
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Actividad 6: Demostrar que para dos matrices cuadradas A. B de orden dos se verifica que

|Al|B| = |AB|

Demostrar esta propiedad por parte del alumno para matrices de orden dos es una buena aplicacion
que permite obtener un resultado fundamental en el célculo de los determinantes. Con esta
actividad se pone de manifiesto si han entendido las demostraciones de las propiedades que se

han desarrollado en clase.

Actividad 7: Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que, cuando uno pierde
una partida, entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada uno de ellos
posea en ese momento. Cada uno pierde una partida y al final cada uno tiene 24 céntimos de

euros. ¢Cuanto dinero tenia cada jugador al iniciar el juego?

2. Actividades sobre permutaciones y transposiciones

Actividad 1: Demostrar que el grupo de las permutaciones S, es finito y tiene n! elementos.

Actividad 2: Demostrar que el producto de dos ciclos disjuntos es conmutativo.

Estas dos actividades pondran a prueba si el alumno ha entendido el concepto de permutacién y

de ciclo, pudiendo resolver ambas actividades de forma visual.

Como actividades grupales para este apartado, primero se realizara la siguiente actividad:
Actividad 3: Sean g;, 0, € S, las permutaciones dadas por

©=G2as176Y%°G 762143

Calcular los productos ¢, 0, Yy 0,0, Y Su descomposicion como producto de transposiciones.

Actividades en el aula

Las transposiciones son muy interesantes para ser llevadas a cabo en el aula a través de métodos
gue pueden resultar “atractivos™ para los alumnos, ya que les van a dar ideas intuitivas.

A continuacién, vamos a describir un procedimiento para poder calcular el indice de una
permutacion de forma constructiva. Como ejemplo, vamos a calcular el indice de la permutacién
o € Sg dada por

=G as1a6s )

Para ello, vamos a tomar las imé&genes de la permutacion de la siguiente manera:

91



Para la primera posicion, buscamos el nimero que ocupa la primera posicién y lo intercambiamos

por la posicién que tiene el nimero uno

Ahora, en la primera columna intercambiamos la segunda posicién por la posicion que ocupa el

namero dos en la segunda fila

2 4 5 1 8 6 3 7
1 4 5 2 8 6 3 7
1 2 5 4 8 6 3 7

2 4 5 1 8 6 3 7
1 4 5 2 8 6 3 7
1 2 5 4 8 6 3 7
1 2 3 4 8 6 5 7
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Como en la cuarta fila el cuatro se encuentra en la columna cuatro, no lo cambiamos y pasamos

al siguiente. Como en la columna 5 de la tltima fila se encuentra el ocho, intercambiamos el ocho

y el cinco.
2 4 5 1 8 6 3 7
1 4 5 2 8 6 3 7
1 2 5 4 8 6 3 7
1 2 3 4 8 6 5 7
1 2 3 4 5 6 8 7

Como en la Gltima fila el seis se encuentra en la sexta columna, entonces no lo cambiamos de

posicion. En la séptima columna se intercambian las casillas siete y ocho.

2 4 5 1 8 6 3 7
1 4 5 2 8 6 3 7
1 2 5 4 8 6 3 7
1 2 3 4 8 6 5 7
1 2 3 4 5 6 8 7
1 2 3 4 5 6 8 7
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Finalmente, como el niamero de filas que hemos bajado son cinco, el indice de la permutacion
anterior es (—1)% = —1.

Este método de calculo es muy constructivo y puede permitir al alumno percibir el calculo del
indice de una permutacion y puede ser llevada a cabo al aula mediante recursos manipulativos

muy ventajosos.

Mediante la division de la clase en grupos propuesto en la sesidn tres, se entregaran tablas y
cartulinas con nameros, describiendo un poco los procesos que hay que seguir y que va a servir
para que los alumnos aprendan a trabajar en grupo. Ademas, mediante este método y otros
totalmente similares nos permite no solo calcular el indice, sino descomponer permutaciones en

ciclos y transposiciones.

3. Definicion de determinante de orden n

ai1 Q12 Q13
Actividad 1: Si se considera la matriz A = Q21 Qaz2 4azz |, justifica razonadamente la
az1 dzz 0az3

férmula del determinante de la matriz usando su desarrollo por permutaciones.

Para resolver este ejercicio, el alumno tiene que demostrar que ha comprendido la definicion de
determinante y saber dominar el uso de permutaciones y el célculo del indice. Para ello, el
desarrollo de actividades grupales para calcular el indice es fundamental ya que permite un mayor

desarrollo de su uso en las matrices.

Actividad 2: ;Sabrias decir cual de estos dos productos pueden formar parte del desarrollo de un

determinante de orden 4?
a) 12033031047

b) ajsasiaz3as;

Actividad 3: Calcula el determinante de las siguientes matrices

1 0 -1 2 1 -1 2 0
(2 3 2 =2 (2 1 3 1
A_2421 B_31—43
31 5 -3 2 1 7 0
1 2 3 —4 -1 3 2 -1
(21 2 1 2 -2 1 3
C‘1245 D‘o—5104
2 4 -2 1 7 -8 9 =2
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4. Actividades con Maxima

Actividad 1: Define las siguientes matrices que se definen a continuacion y establece para que
casos las matrices tienen determinante nulo.
2 x+5 3
(2 3+x _
a=(5 377 v B—<7 4 7)
1 3x  x
Solucién: Para esta actividad primero implementaremos las matrices anteriores y calcularemos

sus determinantes. Para ello, en el caso de la matriz A si implementamos el siguiente codigo
A: matrix([2, 3+Xx], [3, 4-X]);

determinant(A);

solve(determinant(A));

A matrix([2, 3+x], [3, 4-x])
2 x+3
3 4-x
determinant(A)
2(4-x)-3(x+3)

solve(determinant(A))

X=—-—
5

llustracion 19
Para el caso de la matriz B se procede de la misma manera.
B: matrix([2, x+5, 3], [7, 4, 7], [1, 3*X, X]);

determinant(B)

solve(determinant(B));

Esta actividad supone una pequefia introduccion al manejo de matrices en Maxima en la que el
alumno pondra a prueba la implementacién de matrices con Maxima y el calculo del determinante
de una matriz en la que se resolvera ademas mediante la funcion solve la expresion resultante de

calcular el determinante de la matriz correspondiente en cada caso.

Actividad 2: Resuelve por el método de Cramer el sistema de ecuaciones lineales AX = B siendo

la matriz de coeficientes A y el vector columna B de la forma
2 1 3 1
A=|1 2 4 B=|2
3 4 6 4
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Solucidn: Para resolver este ejercicio con Maxima, lo primero que se le planteara al alumno sera
resolver el problema en pasos, donde para ello primero deberemos implementar las matrices.
A: matrix([2, 1, 3], [1, 2, 4], [3, 4, 6]);

B: matrix([3], [1], [4]);

Ax: matrix([3, 1, 3], [1, 2, 4], [4, 4, 6]);

x: determinant(Ax)/determinant(A);

Az: matrix([2, 1, 3], [1, 2, 1], [3, 4, 4]);

z: determinant(Az)/determinant(A);

dando como resultado
(1)
ey

También si implementamos el siguiente codigo
A: matrix([2, 1, 3], [1, 2, 4], [3, 4, 6]);

B: matrix([3], [1], [4]);

linsolve by lu(A,B);

se obtiene el mismo resultado.

Az matrix([2, 1, 3], [1, 2, 4], [3, 4, 6])
B: matrix([3], [1], [4])
linsolve_by_Iu(A B)

2 13
124
346
3]
7
4

1
4
Actividad 3: Dada la siguiente matriz

2 1 x+4
A=(9 «x 2
6 3 x+2

Calcula el rango de la matriz en funcién de los valores del parametro x usando determinantes.

1
rl false
1
g

Ilustracion 20
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Solucion: Para resolver este problema, primero calculamos el determinante de la matriz A por lo

que vamos a obtener una ecuacion de segundo grado.

A matrix([2,1, x+4], [9, x, 2], [6, 3, x+2])
2 1 x+4
9 x 2
6 3 x+2

determinant(A)
2(x (x+2)-6)+(27-6 x) (x +4)-9 (x +2)+12

expand(determinant(A))

2
-4 x -2x+90

lustracion 21
Mediante el comando solve como en el caso anterior resolvemos la expresion anterior obteniendo

. 9 .- .
las soluciones x; = S Y X= —5. Para todos los valores distintos se tiene que el rango de la

. . 9 . .
matriz es igual a tres. Para x = 2 vamos a introducir el comando

B: matrix([2, 1, 9/2+4], [9, 9/2, 2], [6, 3, 9/2+2]);
C: submatrix(1, B, 1);

determinant(submatrix(1, B, 1));

B: matrix([2, 1, 9/2+4], [9, 912, 2], [6, 3, 9/2+2])

determinant(submatrix(1, B, 1))
L)
4

llustracion 22

A partir de aqui se obtiene que el determinante de la submatriz es distinto de cero, luego el rango

es igual a dos.

Para el caso de x = —5 se procede de la misma manera.
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=]

smatrix([2, 1, -5+4], [9, -5, 2], [6, 3, -5+2])

=)
|

determinant(submatrix(1, B, 1))
9

llustracion 23

5.9 PLANES COMPLEMENTARIOS

Como planes complementarios participaremos en actividades sugeridas por el Departamento, el

centro o cualquier otra entidad publica o privada.

Se realizaran ofertas a los alumnos para participar en olimpiadas matematicas, gymkanas
matematicas, actividades interactivas no solo relacionadas con las matrices, sino también
perspectivas historicas sobre su importancia y visitas guiadas a la universidad para que los
alumnos vayan conociendo el entorno al que se van a enfrentar el curso préximo. Como ejemplo
de prueba de gymkana se puede proponer varios problemas relacionados con grafos que permitan
relacionar problemas ya conocidos, como poder dibujar la estrella del pentagono sin “levantar el

lapiz”, proponer rutas y saber establecer los diferentes caminos a través de matrices...

5.10 EVALUACION

La evaluacion nos permite obtener informacion sobre el aprendizaje adquirido por los alumnos y
comprobar el grado de adquisicion de los objetivos didacticos planteados. De esta manera vamos
a poder comprobar si los recursos didacticos empleados han favorecido la imparticion de la
unidad, si la metodologia ha estado perfectamente ajustada y otros muchos aspectos que vamos a

evaluar.

Criterios de Evaluacién, Estdndares de Aprendizaje evaluables y Competencias basicas

Los Criterios de Evaluacion vienen establecidos por el cumplimiento que se plantean en los
objetivos marcados dentro de esta propuesta didactica. Los Criterios de Evaluacion propuestos
estan vinculados a unos Estandares de Aprendizaje Evaluables, es decir, a las capacidades que

debe adquirir el alumno con los contenidos de la unidad.
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A continuacion, vamos a desarrollar una tabla en la que vamos a especificar los criterios de

evaluacion, los estandares de aprendizaje evaluables vinculados y las competencias que se

desarrollan en cada caso.

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje

Competencias

evaluables
1. Utilizar el lenguaje matricial | 1.1  Expresa  correctamente la | CM, CL, AA,
para representar transposiciones y | composicion de permutaciones | CSV
calcular el indice de una | manejando correctamente su
permutacion. interpretacion matricial.
1.2 Comprende la relacion entre las | CM, CL, AA,
transposiciones y el indice de una | CSC
permutacion.
1.3 Descompone permutaciones en | CM, CL, AA,
producto de ciclos  disjuntos | CSC
estableciendo una compaosicion
adecuada de las imagenes de cada
elemento.
1.4 Calcula el indice de wuna|CM, CL, AA,
permutacion a  partir de su | CSC
descomposicién en ciclos.
2. Resolver un sistema de | 2.1 Aplica correctamente el método de | CM, CL, AA,
ecuaciones lineales y calcular la | Gauss a un sistema de ecuaciones | SIEE
formula de determinante hasta | lineales.
orden tres mediante la resolucion | 2.2 Justifica razonadamente el célculo | CM, CL, AA,
de un sistema e interpretar su | del  determinante en  matrices | SIEE
significado cuadradas.
2.3 Calcula determinantes de matrices | CM, CL, AA
cuadradas hasta orden tres.
2.4 Resuelve sistemas de ecuaciones | CM, CL, AA
lineales utilizando el método de
Cramer.
3. Realizar demostraciones | 3.1 Utiliza adecuadamente el desarrollo | CM, CL, AA,
sencillas relativas a las | de los determinantes en matrices | SIEE
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propiedades de los determinantes
en el caso de matrices hasta orden
tres.

cuadradas de orden dos y orden tres
para demostrar sus propiedades.

3.2 Relaciona de forma adecuada las
implicaciones que se establecen entre

algunas de las demostraciones.

CM, CL,
SIEE

3.3 Calcula determinantes de algunas

matrices usando las propiedades,

analizando los  elementos que

constituyen la matriz.

CM, CL,
SIEE

4. Utilizar los productos escalares
entre vectores para calcular el area
de dos vectores y el volumen de
tres vectores y su relacion con el

determinante.

4.1 Maneja adecuadamente el producto
escalar de dos vectores y maneja
adecuadamente las propiedades del

producto escalar.

CM, CL,
SIEE

4.2 Define adecuadamente el area de
dos vectores en el plano y comprende

las propiedades del area.

CM, CL,
SIEE

4.3 Calcula el area de dos vectores en el
plano, identificando la formula del

determinante.

CM, CL,
SIEE

4.4 Calcula el volumen de tres vectores

y establece la relacion con el

determinante

CM, CL,
SIEE

5. Calcular el determinante de una
matriz a  partir de las
permutaciones y el desarrollo de

los determinantes por columnas.

5.1 Definir correctamente la definicion
de determinante usando permutaciones,
estableciendo la relacion entre cada
término del determinante con la

permutacion y su indice

correspondiente.

CM, CL,
SIEE

5.2 Calcula el determinante de una
matriz a través de su desarrollo por filas

o columnas.

CM, CL,
SIEE

6. Obtener el rango de una matriz
y la matriz inversa (esta Ultima

hasta orden 3), tanto por el método

6.1 Determina el rango de una matriz,
hasta orden cuatro, aplicando el método

de Gauss o determinantes.

CM, CL,
SIEE

100



de  Gauss como  usando | 6.2 Determina las condiciones para que | CM, CL, AA,

determinantes. una matriz tenga inversa y la calcula | SIEE
empleando el método mas adecuado.

7. Uso habitual de las tecnologias | 7.1 Utiliza adecuadamente el programa | CM, CL, AA,

de la informacibn 'y la | Maxima para realizar las principales | CD, SIEE,

comunicacion en el proceso de | operaciones matriciales basicas. CsC

aprendizaje. 7.2 Calcula la traspuesta de una matriz, | CM, CL, AA,
el determinante y la inversa de una | CD, SIEE,
matriz cuadrada y resuelve sistemas de | CSC
ecuaciones lineales usando Maxima.

8. Expresar verbalmente el | 8.1 Utiliza el lenguaje matematico de | CM, CL, AA,

proceso seguido en la resolucion | forma adecuada en el proceso de la | SIEE, CSC,

de un problema. resolucion de un problema. CD
8.2 Aplica los contenidos teéricos de | CM, CL, AA,
forma adecuada para resolver un | SIEE, CSC,
problema CD

Instrumentos de evaluacion

Prueba escrita

Al final de la unidad, los alumnos realizardn un examen donde pondran a prueba todos los

conocimientos adquiridos. La prueba escrita estara compuesta por una serie de ejercicios y

problemas parecidos a los que se han realizado en clase.

Trabajos cooperativos

En esta unidad se valorara las actividades y problemas grupales que se han realizado en clase.

Para ello, se valorara no solo la coordinacion del grupo, también se observara la aportacion y

esfuerzo de cada miembro.

Actitud y participacion en clase

Se valorara el comportamiento de cada alumno en clase y la participacion activa que se puede

evaluar cuando por ejemplo se resuelven dudas cuando el profesor propone un dilema, hacer los

gjercicios y problemas mandados en pizarra...

Cuaderno de clase
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Se tendré en cuenta los apuntes tomados en clase, la presentacion de las actividades realizadas, la
limpieza, la presencia de los problemas resueltos. Es necesario también notar los errores

cometidos anotaciones propias apuntadas en el cuaderno.
Participacion en actividades complementarias
La participacion en actividades complementarias es una parte importante ya que es donde se

manifiesta el interés del alumno en la materia.

Todos los instrumentos mencionados van a suponer un punto de apoyo para establecer la nota del

alumno, donde se van a tener en cuenta todo lo mencionado anteriormente.

Criterios de calificacion

Los criterios de calificacion que vamos a emplear en esta unidad didactica son los siguientes:

e 70 % prueba escrita realizada al final de la unidad.
e 20 % basado en la participacion, el esfuerzo y dedicacién mostrados.

e 10% comportamiento y actitud en clase.

Para la calificacion de la unidad didactica, se hard la media aritmética teniendo en cuenta los
porcentajes mostrados, donde el alumno tendréd que sacar un 5 0 mas de media para poder aprobar
y para poder realizar la media debera de obtener una calificacion en la prueba escrita igual o

mayor que un 4,5.

Para los alumnos gue no hayan alcanzado la nota requerida, se les dard material de apoyo y

actividades de recuperacion gque deberan de entregar al profesor al final.

Si al final se obtiene una calificacidn negativa, tendran que recuperar el temario correspondiente
a esta unidad al final del trimestre mediante la realizacion de una prueba escrita que supondré el

100% de la calificacion de esta unidad.

5.11 ATENCION A LA DIVERSIDAD

La diversidad entre los alumnos de secundaria y bachillerato esta presente a la hora de impartir
clases en un centro escolar. No todos los alumnos tienen las mismas capacidades ni el mismo
interés por la materia. El ritmo de aprendizaje de cada estudiante es diferente, donde se pueden
presentar alumnos con un grado menor de comprension o alumnos con altas capacidades, por lo
que el profesor tiene que saber adaptarse a todos los alumnos. Por todo esto, es conveniente dar
respuesta a la diversidad de intereses, motivaciones, capacidades y estilos de aprendizajes que los

alumnos manifiestan.

102



Por todo esto, es necesario conocer las circunstancias personales de los alumnos, el rendimiento
académico de los afios anteriores, prestar una atencion especial a cada alumno fijandose si

desarrollan las tareas, si se comporta adecuadamente con los compaifieros de clase...

Entre las medidas de atencion a la diversidad se encuentran medidas de apoyo para alumnos con
necesidades educativas especiales como adaptaciones curriculares significativas, adaptar el
contenido a las personas con sobredotacion intelectual con fotocopias de apoyo con el contenido
mas explicado o mandar actividades adaptadas a su nivel.

Para todo esto vamos a llevar a cabo las siguientes medidas para poder dar respuesta a todos los

alumnos.

a) Fichas de refuerzo para los alumnos que presenten dificultades y repaso de los contenidos

explicados para que puedan comprenderlos mejor.
b) Actividades de refuerzo para poder repasar los problemas y el temario de la unidad.

c) Atencidn personalizada para alumnos con sobredotacidn intelectual con fichas de apoyo con
un cierto grado de dificultad, proponerles libros, paginas web o cualquier otro recurso donde se

pueda encontrar el temario mas detallado...

d) Reuniones con los padres de los alumnos para conocer las circunstancias personales de cada

alumno

e) Reuniones de los tutores de los diferentes cursos para comentar el avance de los cursos del

centro.

f) Reuniones del departamento correspondiente para prefijar examenes, horarios, programar el

contenido adaptandolo al nivel de la clase...

g) Evaluaciones por parte del equipo orientativo del centro.

5.12 AUTOEVALUACION DIDACTICA

Tras finalizar la imparticion de la unidad didactica, el profesor hara una reflexion critica y
analizard todos aquellos aspectos que considere oportunos y permitan valorar los criterios
establecidos durante el desarrollo de la unidad. Para ello, al final de la unidad el profesor realizara
una autoevaluacién donde se tendra en cuenta las notas obtenidas por los alumnos, los objetivos
propuestos al comienzo de la unidad, las dificultades planteadas por los alumnos, la metodologia

llevada a cabo...
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Como ejemplo de algunas de las preguntas que realizariamos en el cuestionario y la forma de

poder ir contestandolo seria el siguiente.

Buena Mala Regular

Comportamiento del docente en el aula.

Claridad en las explicaciones y la resolucion de

problemas.

Metodologia empleada.

Temporalizacion utilizada en el aula

Dificultad planteada en las actividades y los exdmenes.

Esquematizacion del contenido de la unidad

Desarrollo adecuado de las clases

Interés mostrado por el profesor en el aula

Preocupacion del profesor de que los alumnos entiendan

el temario

Respeto del profesor hacia los alumnos.

En la autoevaluacion pueden incluirse mas preguntas, ya que la mejora de la docencia siempre
esta y cada dia hay que descubrir nuevas formas de poder acercarse un poco mas al aula y saber
transmitir al alumno no solo los conocimientos de la materia, sino la importancia de la
comunicacién entre los grupos de la clase, aportar visiones mas positivas en los alumnos que

presenten un menor rendimiento académico...

Mediante esta autoevaluacion el profesor analizara las respuestas dadas por los alumnos y a través
de ellas no solo podré ver su propia autoevaluacidn, sino el punto de vista de cada alumno y la

percepcion que tiene la clase sobre el docente.

6. CONCLUSIONES

Durante el desarrollo de este trabajo de fin de master he podido analizar de una manera mas
“profunda” la importancia de las matrices y el determinante en la etapa de bachillerato y los

diferentes conocimientos y objetivos clave planteados en la propuesta didactica.

Durante el desarrollo de este trabajo hemos expuesto todos los resultados principales que nos han
permitido poder definir el determinante mediante permutaciones que como detallamos en este

trabajo, esta definicion de determinante no aparece reflejado en los libros de texto de secundaria,

104



donde generalmente solo aparece la definicion de determinante de una matriz cuadrada a través

del desarrollo por filas o columnas.

En la propuesta didactica realizada, hemos incluido contenidos que no aparecen reflejados en los
libros de texto de secundaria pero que son aplicables a un curso de bachillerato y como hemos
comentado a lo largo del trabajo nos han ayudado a poder desarrollar el determinante de una
forma mas intuitiva que no se basa en “aplicar” una formula “magica”. Para ello, uno de los
objetivos principales de esta propuesta ha sido la demostracién y justificacion de los resultados,
centrandonos sobre todo en las propiedades y la interpretacion geométrica del determinante,

apreciando la relacién entre el area y el volumen con el determinante.

La importancia de las nuevas tecnologias en el aula también ha estado presente, ya que durante la
realizacion del presente trabajo he podido apreciar la importancia que tienen programas
informaticos para el manejo de las matrices, y en este caso Maxima, aunque existen otros
programas como MatLab y Octave que también nos permiten manejar no solo matrices, sino

también otras muchas funciones que facilitan el calculo.

Gracias a la elaboracion de este trabajo de fin de master he podido comprobar la gran importancia
que tiene la demostracion de los resultados en el aula, ya que al igual que ocurre con el
determinante y todos los resultados que hemos desarrollado en este trabajo, hay muchos
resultados que desde mi punto de vista pueden ser demostrados en el aula. Por tanto, a la hora de
desarrollar una unidad didactica no debemos centrarnos Gnicamente en los contenidos que hemos
establecido, sino también en las maneras en las que queremos ensefiarlos y los objetivos que
hemos fijado. Debemos ser capaces de transmitir los contenidos no como conocimientos aislados,
sino ser capaces de enlazarlas con sus aplicaciones y establecer conexiones con otras materias, no

solo con las que a priori puedan parecer mas afines, sino con todas.
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