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RESUMEN

En la actualidad, el &lgebra ha sido motivo de numerosos estudios e investigaciones debido a las
problematicas encontradas en el proceso de ensefianza-aprendizaje. Este trabajo trata de
comprender la evolucién del pensamiento algebraico de los estudiantes en la transicion de Primaria
a Secundaria, asi como las dificultades que estos presentan, a partir de tareas de generalizacion de

patrones.

De este modo, se lleva a cabo una investigacion cualitativa que recoge los resultados de estudiantes
desde 5° de Primaria hasta 4° de Secundaria a una propuesta de actividades que involucran la
generalizacion de patrones. Ademéas de la secuencia de tareas a desarrollar en estas etapas

educativas, también se elabora una rubrica de evaluacién de los niveles de algebrizacion.

El objetivo principal es comprender las dificultades que tiene el alumnado en el paso de un
pensamiento aritmético a un pensamiento algebraico y proporcionar herramientas que puedan
servir de referencia en la practica docente, con el fin de evitar desajustes en tareas de razonamiento

algebraico.

Palabras clave: Pensamiento algebraico, generalizacion, tareas, patrones.

ABSTRACT

Currently, algebra has been the subject of numerous studies and research due to the problems
encountered in the teaching-learning process. This work aims understand the evolution of algebraic
thinking of students in the transition from Primary to Secondary School, as well as the difficulties

they present, based on pattern generalization tasks.

Thus, a qualitative research work is carried out to collect the results of students from 6th grade of
Primary to 4th of ESO to a proposal of activities that involve the generalization of patterns. In
addition to the sequence of tasks to be developed in these educational stages, an evaluation rubric

for algebraic levels is also elaborated.

The main objective is to understand the difficulties that students have in the transition from
arithmetic to algebraic thinking and to provide tools that can serve as a reference in teaching

practice, in order to avoid mismatches in algebraic reasoning tasks.

Keywords: Algebraic thinking, generalization, tasks, patterns.
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INTRODUCCION

En los dltimos afios, el algebra ha sido motivo de innumerables investigaciones debido a las
problematicas encontradas en el proceso de ensefianza-aprendizaje. Esta tiene una gran presencia como
contenido matematico en diferentes etapas del sistema educativo, especialmente en la etapa de

Secundaria Obligatoria y Bachillerato.

Pensar algebraicamente esta caracterizado por la introduccion de simbolos para representar objetos, el
uso de letras para representar cantidades o que una notacion particular tenga distintos significados, entre
otros aspectos. Segin muestran diversos estudios, esta introduccion y manipulacion simbélica causa
dificultades en la mayoria de los estudiantes, sobre todo, en la transicién de Educacién Primaria a

Secundaria.

En particular, autores como Wagner y Parker (1999, como se cit6 en Castro, 2012), sugieren que las
dificultades y obstaculos en el aprendizaje del algebra pueden ser clasificadas en tres tipos: aquellas
que son intrinsecas al objeto, otras que son inherentes al propio sujeto y otras que son consecuencia de

las técnicas de ensefianza.

Como respuesta a esta problematica, las investigaciones en educacion matematica se han centrado en
estudiar la introduccion de formas de razonamiento algebraico desde los primeros niveles de Educacion
Primaria. De hecho, durante los tltimos afios, algunos curriculos de Educacion Primaria (NCTM, 2000;
ACARA, 2015) ya han incorporado conocimientos de naturaleza algebraica.

Asimismo, diversos investigadores consideran los procesos de generalizacion como una via de acceso
a esta introduccion temprana al pensamiento algebraico. Fomentan que se promueva su estudio a través
de situaciones de variacion y cambio que involucren la generalizacién de patrones y secuencias que

vinculen la visualizacién, exploracion y manipulacién de nameros y figuras.

Desde esta perspectiva, la finalidad de este trabajo es comprender la evolucion del pensamiento
algebraico en la transicion de Primaria a Secundaria a partir de una propuesta de tareas basadas en la
generalizacion de patrones y de una rdbrica de evaluacion, asi como determinar el nivel de algebrizacién
gue poseen los alumnos de cada curso. Ademas, el matiz fundamental de este estudio es el de un trabajo
de investigacion, lo cual permitirad examinar como se ha ajustado dicha propuesta con el fin de mejorarla

para la practica docente.

En el primer capitulo se realiza una contextualizacion del problema, es decir, se recogen las razones
que originan la realizacion de este estudio y que permitieron generar el problema de investigacion. Todo
ello sustentado en investigaciones antecedentes que forman parte de la linea de investigacion:
problematica aritmético-algebraica y dificultades en el pensamiento algebraico. Ademas, se dan a

conocer los objetivos que se persiguen.



INTRODUCCION

El segundo capitulo corresponde a una descripcion del marco tedrico que sustenta el trabajo. Se explican
las principales teorias que sustentan los procesos algebraicos: Capas de generalidad (Radford, 2010a,
2011), la Teoria Antropoldgica de la Didactica (Bosch et al., 2006) y la Teoria del Enfoque
Ontosemiotico (Godino et al., 2007, Godino et al, 2008, Godino, 2012, Godino et al, 2017), los patrones
en el aprendizaje del algebra, y la generalizacion como proceso de ensefianza. Ademas, se expone el

modelo de demanda cognitiva segun Smith y Stein (1998) de tareas de generalizacidn de patrones.

El tercer capitulo engloba todo el marco metodoldgico de la investigacion. Se expone el tipo de
investigacion utilizado, Investigacion Basada en Disefio, cuyo objetivo es evaluar si la propuesta de
tareas de generalizacion de patrones se ajusta al proceso de ensefianza-aprendizaje en la transicién de
Primaria a Secundaria. Ademas, se presenta el contexto de estudio, el instrumento de recogida de datos

y las fases propias del disefio de investigacion.

En ellas se recoge la exploracion y comprension del tema de investigacion, la preparacién y el disefio
de la propuesta de tareas y de la rubrica de evaluacion, asi como la implementacién de dichas
actividades en el aula. Para finalizar, se expone el analisis de los datos, destacando algunos errores y

dificultades encontradas, y la evaluacion y reflexion de la investigacion.

Por ultimo, en el cuarto capitulo, a partir del estudio realizado desde las diferentes tareas planteadas y
las actividades realizadas por estudiantes desde 5° curso de Primaria hasta 4° curso de Secundaria se

dan a conocer las conclusiones.



CAPITULO 1. ANTECEDENTES Y PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1 ANTECEDENTES DEL PROBLEMA

El algebra, como contenido del curriculo de Matematicas, esta muy presente en las diferentes etapas en
el Sistema Educativo, especialmente desde Educacidén Secundaria Obligatoria. Sin embargo, en los
altimos afios han surgido propuestas de introducir ciertas cuestiones de pensamiento algebraico en
Educacion Primaria (Socas, 2011).

De acuerdo con este autor, las investigaciones en pensamiento algebraico a nivel internacional
ultimamente se han orientado, por un lado, “al analisis de las caracteristicas esenciales del pensamiento
algebraico, niveles de organizacién y problemas que ocasionan en la ensefianza y en el aprendizaje” y,
por otro lado, en “la descripcidn y estudio de respuestas y procesos de solucion de estudiantes y
profesores en tareas especificas de dicho pensamiento” (Socas, 2011, p. 6).

Ademas, sefiala que la investigacién en pensamiento algebraico trata de encontrar soluciones a
preguntas como: ¢qué pueden hacer los estudiantes y los profesores en las distintas etapas o niveles del

Sistema Educativo en pensamiento algebraico?

Estos estudios, si se toman como referencia los contenidos tratados, se pueden agrupar en tres grandes

nucleos (Socas, 2011, p. 6):

1. Latransicién del pensamiento numérico al algebraico, analizando los aspectos del primero que
son la base para los conocimientos de la aritmética generalizada.

2. Los procesos especificos del pensamiento algebraico como la sustitucion formal, la
generalizacion y la modelizacion.

3. Labusqueda de propuestas que mejoren la ensefianza y el aprendizaje del algebra en Educacién

Secundaria.

En el marco de las consideraciones tedricas, estos sefialan la falta de paradigmas teéricos en la
investigacion del algebra y centran su atencién en los fendmenos didacticos, cuyas causas puedan
atribuirse a la materia matematica implicada en el proceso de ensefianza — aprendizaje del lenguaje

algebraico.

Kieran (1992, como se citd en Socas, 2011) adopta una perspectiva histérico — epistemoldgica y hace
unarevision y reconceptualizacion de gran parte de las investigaciones existentes en &lgebra en términos
de un modelo que denota “experimental — estructural”. Este autor trata de analizar y comprender mejor

las dificultades que los estudiantes tienen al aprender el algebra y los problemas de su ensefianza.



1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Ademés, realiza una distincion entre usar letras para representar incognitas en la resolucion de
ecuaciones, usar letras para representar datos, expresando soluciones generales, y usar letras como
herramienta para promover reglas que expresen las relaciones numéricas, que surgen en lenguaje

algebraico en momentos historicos diferentes.

Socas (2011) relata que parte de los procesos cognitivos implicados en el aprendizaje del algebra escolar
tiene sus raices en el desarrollo histérico del algebra como sistema simboélico. Por tanto, acepta como
punto de partida que la discusion historica y el andlisis epistemologico del pensamiento algebraico
juegan un papel esencial a la hora de determinar los procesos de ensefianza — aprendizaje del algebra

escolar.

En particular, Bednarz et al. (1996, como se citd en Socas, 2011) ofrecen en su libro un analisis y
reflexion sobre las distintas vias de introduccion del algebra en el ambito escolar. Las aproximaciones
gue tratan son la generalizacion de patrones numéricos y geométricos, la resolucion de problemas, la

modelizacion de fendmenos fisicos y matematicos, y la introduccién de problemas funcionales.

En los Gltimos afios, Kieran (2007, como se cit6 en Socas, 2011) aporta un nuevo trabajo en el que hace
una revision de la ensefianza y el aprendizaje del algebra, mostrando nuevas formas de construir
significados para los simbolos algebraicos y para su manipulacion. Ademas, se centra en las diferentes
fuentes de significados para el lenguaje algebraico en la etapa de Educacién Secundaria Obligatoria.

Por otro lado, Carraher y Schilemann (2007, como se cit6 en Socas 2011) realizan una amplia revision
sobre el razonamiento algebraico de los alumnos de 6 a 12 afios, con el fin de apostar por esta corriente
de investigacion y fundamentar en ella que el algebra tiene un lugar en el curriculo de Educacion
Primaria. A esta corriente se la denomina “Early Algebra” y abarca tanto el razonamiento algebraico

como las relaciones algebraicas en la etapa de Primaria.

En consecuencia, la transicion de la aritmética al algebra ha sido y es un tema de investigacion
permanente. Socas (2011) sefiala que esta transicién ha sido abordada, en un primer momento, tratando
de entender la relacion entre la aritmética y el algebra para poner énfasis en aquellos aspectos que

puedan mejorar este paso.

Esto ha originado diversas propuestas (Pre-algebra, Early Algebra) en el desarrollo curricular
condicionadas, entre otras cuestiones, por los resultados obtenidos en las investigaciones desarrolladas

sobre las dificultades y errores en la ensefianza, y aprendizaje de la aritmética y el algebra.

1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.2.1. PROBLEMATICA ARITMETICO-ALGEBRAICA

Verschaffel y De Corte (1996, como se cit6 en Cortés et al., 2016, p. 241), caracterizan el pensamiento

4



CAPITULO 1. ANTECEDENTES Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

aritmético en Educacion Primaria como la estructura cognitiva que tiene que ver con los conceptos
numeéricos y el sentido de los numeros, el significado de operaciones aritméticas, el control de hechos
béasicos de la aritmética, el calculo mental y escritura de la aritmética o la lectura y escritura de
problemas verbales y habilidades aritméticas.

Sin embargo, la division de estos contenidos en el curriculo escolar es muy clara; aritmética para
Educacion Primaria y algebra para Educacion Secundaria Obligatoria. De hecho, esta tradicion
curricular ha impulsado investigaciones centradas en “la busqueda de “cortes” entre la aritmética y el
algebra (Filloy y Rojano, 1989), o la nocion de obstaculo epistemoldgico, utilizada para dar cuenta de

los problemas de aprendizaje del algebra, entre otros” (Cortés et al., 2016, p. 242).

La transicién de la aritmética al algebra es, por tanto, un paso importante para abordar conceptos mas
complejos dentro del curriculo de Matematicas. Los estudiantes deben lidiar con un cambio en las

notaciones y estructuras con las que habian trabajado en toda la etapa de Primaria

Kieran (2004, p. 140) afirma que “los estudiantes operan en un marco de referencia aritmético y tienden
a no ver los aspectos relacionales de las operaciones, es decir, su atencion se centra en el calculo™. Por
tanto, para desarrollar una forma de pensar algebraicamente se requiere de ciertos enfoques que
incluyen, pero no se limitan a (Kieran, 2004, p. 140-141):

- Las relaciones y no simplemente en el calculo de un nimero.

- Las operaciones, asi como sus inversas, y en la idea relacionada de hacer/deshacer.

- Representar y resolver un problema en lugar de simplemente resolverlo.

- Un enfoque tanto en nimeros como en letras. Esto incluye trabajar con letras que a veces
pueden ser incognitas, variables o parametros, aceptar expresiones literales y comparar
expresiones de equivalencia basadas en propiedades.

- El significado del signo igual.

Asimismo, Rojas y Vergel (2013) afiaden otros cambios significativos como la concatenacion de

simbolos, el uso de paréntesis o el reconocimiento y uso de estructuras.

En cuanto al estudio de las dificultades y errores de la relacion entre la aritmética y el algebra, Socas

(2011) distingue, a grandes rasgos, tres etapas.

Y En la primera etapa, la investigacién consistia en hacer recuentos del nimero de soluciones
incorrectas a una variedad de situaciones problematicas. El objetivo era realizar un analisis de
los tipos de errores detectados y realizar una clasificacion que permitiera examinar como surgen
y qué factores podrian haber influido en ellos. (Socas, 2011).

»  Enunasegunda etapa, afiade Socas (2011), se tom6 conciencia de que el error era algo normal

en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Brousseau et al. (1986, como se cito en Socas,



1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

2011, p. 11) describen que “los errores que cometen los alumnos muestran, en algunos casos,
un patron consistente”. Esto los lleva a sefialar posibles caminos en los que el error puede
presentarse; errores como consecuencia de concepciones inadecuadas, como la aplicacion
correcta de un procedimiento sistematizado que es inapropiado, como consecuencia del uso de
métodos propios del estudiante, etc.

Ademas, “esta segunda etapa se caracteriza por reconocer que los errores son también fruto de
otras variables en el proceso educativo, como del profesorado, del curriculo, del contexto y de
sus interacciones” (Socas, 2011, p. 11).

Y En los dltimos afios, correspondientes a la tercera etapa, se encuentran estudios en los gque se
abordan globalmente los obstaculos y errores que se dan en el aprendizaje del lenguaje
algebraico en Educacién Secundaria. Estas dificultades son organizadas en cinco grandes
categorias que permiten describir su procedencia:

Dos de ellas estan asociadas a la propia disciplina, complejidad de los objetos de las
matematicas y procesos de pensamiento matematico. Una tercera esté relacionada con
los procesos de ensefianza desarrollados para el aprendizaje de las matematicas. La
cuarta esta asociada a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos y, la quinta,
se relaciona con las actitudes afectivas y emocionales hacia esta materia (Socas, 2011,
p. 12).

De esta forma, Socas (2001, 2007) aborda los errores que cometen los alumnos desde tres origenes
distintos; obstaculos (cognitivos, didacticos y epistemol6gicos), ausencia de sentido (semidtico,

estructural y autbnomo) y actitudes afectivas (emociones, actitudes y creencias).

En consecuencia, dadas las dificultades y errores que tienen los alumnos, el panorama investigador
refleja en los Gltimos afios una insatisfaccién generalizada sobre las formas tradicionales de la
ensefianza del algebra. Esto ha generado una preocupacién por hacer del algebra un estudio accesible
para todos y buscar formas mas efectivas que las tradicionales para abordar con garantias la ensefianza

de esta rama de las matematicas.

Diversas investigaciones ponen de manifiesto que la aritmética es primordial para acceder al algebra y

la bisqueda de la relacion entre ambas ha llevado a considerar dos posiciones diferentes.

Una sustenta que el algebra tiene sus raices en la aritmética y que depende fuertemente de su
fundamentacién, dado que esta tiene muchas oportunidades para simbolizar, generalizar y razonar

algebraicamente.

La otra posicion sugiere que se debe promover en la Educacion Primaria el desarrollo de los aspectos
algebraicos que ya posee el pensamiento de los nifios, o bien, que se deben fomentar cambios en la

forma de pensar de los alumnos que les conduzca al pensamiento algebraico.
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1.2.1. PROBLEMAS ASOCIADOS AL PENSAMIENTO ALGEBRAICO

Los problemas asociados al pensamiento algebraico han sido estudiados en diferentes trabajos. En
particular, desde la perspectiva de la psicologia cognitiva, Kieran y Filloy (1989, como se cit6 en Flores
y Escribano, 2017, p. 55) han identificado los factores que influyen sobre la ensefianza y aprendizaje
del algebra, que ponen de manifiesto las consecuencias de considerar el algebra como aritmética

generalizada.

Segun Godino y Font (2004) y Cajaraville et al. (2012), las primeras experiencias con el razonamiento
algebraico estan relacionadas con la aritmética generalizada. Estas experiencias de los estudiantes con
la aritmética son importantes para la comprension progresiva del lenguaje algebraico y, ademas, el
concepto matematico que hace posible esta generalizacion es el de variable.

Diversos trabajos aludidos en Flores y Escribano (2017) tratan de encontrar soluciones a preguntas
como: “;,qué pueden hacer y qué no pueden hacer los estudiantes en los niveles de comprensién del

algebra?” (Flores y Escribano, 2017, p. 56). Esta percepcion se puede agrupar en los siguientes nicleos:

Los obstaculos epistemolodgicos (intrinsecas al objeto) debidos, en gran parte, a la naturaleza del algebra,
su lenguaje, los elementos que lo componen y/o las reglas que lo rigen. En los estudios de Kieran (1997,
como se citd en Flores y Escribano, 2017, p. 56), se sefiala que, en los problemas del algebra elemental,
en los que se presenta la variable como un valor desconocido, las demandas conceptuales de los

estudiantes se centran en:

- Comprender las letras como objeto que se usa para representar incdgnitas, nimeros
generalizados y relaciones entre cantidades.

- Traducir los problemas a modelos algebraicos, basados en ecuaciones que representan las
cantidades desconocidas y los datos restantes del problema.

- Resolver dichas ecuaciones.
Estas demandas generan dificultades de aprendizaje en muchos alumnos.

Otros problemas mencionados en Gallardo y Piz6n (2000) estan relacionados con la comprension sobre
la concatenacion de términos algebraicos en relacion con la del sistema de numeracion, las
transformaciones entre nimeros positivos y negativos en expresiones algebraicas, la inversion
incorrecta de las operaciones (transposicion de términos en una ecuacion) o la diferencia de la incognita

respecto a su coeficiente.

Por ultimo, en cuanto a los obstéaculos o dificultades ontogénicas, es decir, inherentes al propio sujeto,

nos encontramos las relacionadas con la complejidad que supone la abstraccion y la generalizacion.
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1.2.1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

Debido a la problematica presentada, el problema general de esta investigacion es la existencia de

dificultades al pasar de un pensamiento aritmético (operacional) a un pensamiento algebraico.

De forma mas especifica, en este trabajo nos centraremos en las dificultades que se localizan en la
introduccion de razonamientos o experiencias basadas en patrones en la transicién de Primaria a

Secundaria.

1.2.2. PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Partiendo del problema especifico definido anteriormente, se ha llegado a las siguientes preguntas las

cuales orientan el trabajo de investigacion:

1. ¢CoOmo establecen los estudiantes de Primaria y Secundaria la regla que define un patrén?
2. ¢Como justifican esa regla?

3. ¢Qué nivel de algebrizacion se puede esperar de cada curso o etapa educativa?

1.2.3. OBJETIVOS DE ESTUDIO

El objetivo general de la investigacion es acercarse a la comprension, mediante la observacion de las
soluciones a las tareas de generalizacion de patrones, de la evolucion del pensamiento algebraico de
estudiantes desde 5° de Primaria hasta 4° de Secundaria, asi como de las principales dificultades que

estos encuentran.
Este objetivo, se descompone a su vez en varios objetivos especificos:
Obijetivo practico

Disefiar una propuesta de actividades de generalizacién de patrones para alumnos de 5° de Primaria

hasta 4° de Secundaria y una rabrica de evaluacion de los niveles de algebrizacion.
Obijetivos intelectuales

Analizar la evolucidn del pensamiento algebraico en la transicion de Primaria a la ESO a través de una

rubrica de evaluacion de los niveles de algebrizacion.
Determinar el nivel de algebrizacion que desarrollan los alumnos de cada etapa o curso académico.
Obijetivos personales

Comprender mejor las dificultades que tiene el alumnado en el paso de un pensamiento aritmético a un

pensamiento algebraico para que mi docencia pueda ajustarse y solventar estos obstaculos.

Disponer de mas criterios o herramientas que me ayuden a planificar el desarrollo de mi docencia con
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el fin de evitar desajustes en tareas de razonamiento algebraico.

1.3 JUSTIFICACION

El problema de investigacion surge de tres contextos diferentes pero complementarios; personal,
curricular e investigador. En primer lugar, se exponen las razones personales que han motivado el

interés por estudiar dicha problematica.

1.3.1. JUSTIFICACION PERSONAL

Dentro de las matematicas, la rama que siempre ha llamado méas mi atencion ha sido la del algebra. Por
este motivo, mi trabajo de fin de grado de Matematicas también estaba englobado dentro de esta area.
La curiosidad o interés por el lgebra surge en Secundaria, al observar que era el bloque de Matematicas
gue presentaba mayor dificultad para los alumnos.

Por este motivo y porque mi vocacion desde muy pequefia ha sido ser profesora de Matematicas, tenia
gran interés en comprender de donde surgian esas dificultades y como yo algun dia, en mi labor de

docente, podria solventarlas.

Tras las clases recibidas en el master, decidi enfocar mi trabajo hacia la comprensién de la evolucién
del pensamiento algebraico de los alumnos en la transicién de Educacién Primaria a Secundaria y, al

mismo tiempo, proporcionar herramientas para solventar las dificultades que surgen en este proceso.

En particular, después de la lectura de diversas investigaciones y documentos sobre el pensamiento
algebraico, la mayoria de ellos enmarcados dentro de la tematica de investigacién en el que se desarrolla

este trabajo, decidi profundizar en la generalizacion de patrones algebraicos.

1.3.2. JUSTIFICACION CURRICULAR

En relacion con el tema que abordamos en este trabajo, los documentos vigentes para la Educacion
Primaria (BOCYL, 2016) estructuran el curriculo de Matematicas en cinco bloques; “Procesos, métodos
y actitudes en matematicas”, “Numeros”, “Medida”, “Geometria” y “Estadistica y probabilidad”, sin

incluir el campo del algebra.

Aunqgue no haya una alusion especifica a los contenidos relacionados con el algebra en esta etapa, desde
los documentos oficiales se establece cierta disposicion para la resolucién de problemas. Este
razonamiento, unido a conocimientos relativos a patrones, regularidades, estructuras o lenguaje

algebraico, sera un componente fundamental del pensamiento algebraico.

En ese sentido, el NCTM (2000), National Council of Teachers of Mathematics, organismo de
referencia en ensefianza de las matematicas a nivel internacional, propone incluir un bloque tematico

sobre algebra en los disefios curriculares para la Educacion Infantil y Primaria. Para dicho bloque se
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establecen cuatro estandares de aprendizaje (Aké et al., 2013):

1. Comprender patrones, relaciones y funciones.

2. Representar y analizar situaciones matematicas y estructuras usando simbolos algebraicos.
3. Usar modelos matematicos para representar y comprender relaciones cuantitativas.
4

Analizar el cambio en diversos contextos.

Estos estandares han sido desarrollados de manera mas explicita para los distintos niveles o grados. En
particular, los conocimientos que los alumnos deberian adquirir en la Gltima etapa de Primaria y
primeras de Secundaria, de cada uno de los cuatro estandares de aprendizaje presentados son (Oteiza,
2019):

Tabla 1

Conocimientos correspondientes a cada uno de los estandares de aprendizaje definidos por el NCTM
en 6° de primariay 1°y 2° de ESO

E1 Representar, analizar y generalizar una variedad de patrones mediante tablas, gréficas, palabras

y, cuando sea posible, reglas simbolicas.
Relacionar y comparar distintas formas de representacion de una relacion.

Identificar funciones, lineales o0 no lineales y contrastar sus propiedades a partir de tablas,

gréficas o ecuaciones.
E2 Iniciar la comprension conceptual de los diferentes usos de las variables.
Explorar relaciones entre expresiones simbdlicas y gréaficas en lineas, poniendo especial

atencion en el significado de la ordenada en el origen y la pendiente.

Usar el algebra simbdlica para representar situaciones y resolver problemas, particularmente,

aquellos que presenten situaciones lineales.

Reconocer y generar formas equivalentes de expresiones algebraicas sencillas y resolver

ecuaciones lineales.

E3 Modelizar y resolver problemas contextualizados usando representaciones diversas, como

gréaficas, tablas y ecuaciones.

E4 Utilizar gréficas para analizar la naturaleza de los cambios cuantitativos en relaciones lineales.

Nota. Elaboracion propia. Adaptado de Oteiza (2019).

En resumen, el NCTM propone utilizar el algebra como un lenguaje de representacion y orienta su

ensefianza hacia su aplicacion a otros bloques.
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Por otro lado, los documentos vigentes para la Educacion Secundaria Obligatoria (BOCYL, 2015)

estructuran el curriculo de Matematicas en cinco bloques; “Procesos, métodos y actitudes en

matematicas”, “Numeros y algebra”, “Geometria”, “Funciones” y “Estadistica y probabilidad”.

Se observa que en el segundo bloque ya se incluye el estudio del &lgebra. Este propone el estudio de los

diferentes conjuntos de nimeros, sus operaciones y propiedades, y la utilizacion del lenguaje algebraico

para expresar de manera simbdlica propiedades o relaciones, para transformar e intercambiar

informacidn y para resolver problemas relacionados con la vida cotidiana.

A continuacion, se muestra una tabla que recoge los estandares de aprendizaje que se establecen para
los cursos de 1°, 2°, 3° y 4° de Secundaria segin el BOCYL (2015).

Tabla 2

Resumen de los estdndares de aprendizaje correspondientes a cada curso académico en el blogue

CURSO

10y 20
ESO

2°ESO

3°ESO

ESTANDARES DE APRENDIZAJE

Describe situaciones o enunciados que dependen de cantidades variables o desconocidas
y secuencias logicas o regularidades, mediante expresiones algebraicas, y opera con ellas.

Identifica propiedades y leyes generales a partir del estudio de procesos numéricos
recurrentes o cambiantes, las expresa mediante el lenguaje algebraico y las utiliza para

hacer predicciones.
Utiliza las propiedades de las operaciones para transformar expresiones algebraicas.
Comprueba, dada una ecuacion, si un nimero (o0 nimeros) es (son) solucion de la misma.

Formula algebraicamente una situacion de la vida real mediante ecuaciones de primer

grado, las resuelve e interpreta el resultado obtenido.

Formula algebraicamente una situacién de la vida real mediante ecuaciones de primer y
segundo grado, y sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas, las resuelve e

interpreta el resultado obtenido.

M. Académicas  Formula algebraicamente una situacion de la vida cotidiana mediante
ecuaciones y sistemas de ecuaciones, las resuelve e interpreta

criticamente el resultado obtenido.

M. Aplicadas Formula algebraicamente una situacion de la vida cotidiana mediante

ecuaciones de primer y segundo grado y sistemas lineales de dos

11
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ecuaciones con dos incognitas, las resuelve e interpreta criticamente

el resultado obtenido.
4°ESO M. Académicas  Se expresa de manera eficaz haciendo uso del lenguaje algebraico.

Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situacion
de la vida real, lo estudia y resuelve, mediante inecuaciones,

ecuaciones o sistemas, e interpreta los resultados obtenidos.
M. Aplicadas Se expresa de manera eficaz haciendo uso del lenguaje algebraico.

Formula algebraicamente una situacién de la vida real mediante
ecuaciones de primer y segundo grado y sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas, las resuelve e interpreta el resultado

obtenido.

Nota. Elaboracion propia. Adaptado de BOCYL (2015).

De lo anterior se deduce que en el primer curso de Secundaria se lleva a cabo una introduccion del
lenguaje algebraico. En el segundo curso se utiliza dicho lenguaje para generalizar propiedades y
simbolizar relaciones, y en el tercer y cuarto curso se realizan traducciones de expresiones del lenguaje

cotidiano al algebraico, asi como transformaciones de expresiones algebraicas.

1.3.3. JUSTIFICACION INVESTIGADORA

Por dltimo, como se ha mencionado en epigrafes anteriores, son numerosos los estudios e
investigaciones que hablan sobre el pensamiento algebraico, su relacion con la aritmética y las

dificultades y errores que surgen en esta transicion.

En particular, estudios recientes argumentan que el pensamiento algebraico desde edades tempranas
puede favorecer el desarrollo de conceptos matematicos complejos (Blanton y Kaput, 2005). Por este
motivo, en los dltimos afios han surgido corrientes como el “Early Algebra” que “proponen la
introduccion del algebra desde los primeros afios de escolarizacion y consideran que una de las vias

mas eficaces para ello es la generalizacion de patrones” (Zapatera, 2018, p. 51).

Debido a lo referido en lineas anteriores, es necesario abordar el estudio de esta problemaética, de modo
que se puedan brindar mas herramientas que puedan servir de referencia a los docentes en la
introduccion del pensamiento algebraico como, por ejemplo, a través de tareas de generalizacion de

patrones.
En este trabajo se ofrece una propuesta de tareas de generalizacion de patrones y una rubrica de

12
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evaluacion que sirva como pequefia aportacion al estudio de esta problemética dejando abiertas posibles

lineas de investigacion para un futuro.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

2.1 PENSAMIENTO ALGEBRAICO

En los dltimos afios, un foco importante de la investigacion en educacion matematica ha sido el
desarrollo del pensamiento algebraico en las primeras etapas de ensefianza, que apoya la introduccion
del &lgebra temprana en el curriculo de Educacion Primaria (Callejo et al., 2016). Autores como Cai y
Knuth (2011) destacan que un desarrollo temprano del pensamiento algebraico puede, en particular,
facilitar el contacto de los estudiantes con el simbolismo algebraico.

Vergel (2014) asume el pensamiento algebraico como una forma particular de reflexionar
matematicamente y ademas considera la generalizacion de patrones como una de las formas mas

importantes de introducir el algebra en la escuela.

Para Godino y Font (2000, p. 774), “el razonamiento algebraico implica representar, generalizar y
formalizar patrones y regularidades en cualquier aspecto de las matematicas”. Relatan que “a medida
gue se va desarrollando este razonamiento, se va progresando en el uso del lenguaje y el simbolismo
necesario para apoyar y comunicar el pensamiento algebraico, especialmente las ecuaciones, variables

y las funciones”.

En particular, el pensamiento algebraico es caracterizado por Radford (2006) mediante tres elementos
interrelacionados; el sentido de la indeterminacion (incdgnitas, variables y parametros), la analiticidad
(como forma de trabajar los objetos indeterminados) y la designacion simbdlica de sus objetos. Este
autor plantea la necesidad de reflexionar explicitamente sobre la relacién entre el desarrollo del

pensamiento algebraico y los procesos de generalizacion (Rojas y Vergel, 2013).

Alrededor del proceso de ensefianza — aprendizaje del pensamiento algebraico, Gonzélez (2013), pone
de manifiesto que “pensar algebraicamente esta relacionado con un uso eficaz del lenguaje algebraico
caracterizado por la introduccidn de tales simbolos, que un mismo objeto puede representarse de formas

diversas y que es habitual que una notacion particular tenga diferentes significados”.

Como ya hemos mencionado, en las Gltimas décadas se han desarrollado un nimero significativo de
trabajos de investigacion que reflexionan acerca de la posibilidad de desarrollar, desde edades
tempranas, la capacidad de los nifios y jévenes para razonar algebraicamente. Estos trabajos plantean
la necesidad de incluir en el curriculo los desarrollos teéricos y que, “a partir del contacto con
experiencias significativas desde la formacion inicial en aritmética, es posible avanzar en la

construccion de esquemas asociados al pensamiento algebraico” (Rojas y Vergel, 2013, p. 690).

Por ejemplo, Azarquiel (1993, como se cit6 en Rojas y Vergel, 2013, p. 691) reconoce la necesidad de
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desarrollar procesos de pensamiento que permitan la construccién de un pensamiento algebraico, el cual
tiene lugar a lo largo de un proceso continuo dentro del trabajo aritmético y geométrico que se inicia en

los primeros afios.

Kieran (2004, p. 149) sefala que el pensamiento algebraico en las primeras etapas escolares “deberia
incluir el desarrollo de formas de pensar sobre la relacion entre cantidades, la identificacion de
estructuras, el estudio del cambio, la generalizacién, la resolucion de problemas, la modelacion, la
justificacion, la prueba y la prediccion”. Esta definicion se basa en el modelo descrito por Kieran (1996)
de la existencia de tres tipos de actividades del algebra escolar (generacionales, transformacionales y

globales).

Por lo tanto, se puede afirmar que existe un consenso en la comunidad de investigadores en didactica
del algebra respecto a la necesidad de promover el desarrollo del pensamiento algebraico desde los

primeros afios de Educacion Basica, es decir, desde Primaria (Rojas y Vergel, 2013).

2.2 TEORIAS QUE SUSTENTAN LOS PROCESOS ALGEBRAICOS

2.2.1. CAPAS DE GENERALIDAD

Radford (2010a, citado por Vergel, 2014, p. 86) “reconoce que los objetos matematicos son objetos
generales y la actividad matemaética es esencialmente simbolica. Ademas, plantea la necesidad de
reflexionar explicitamente sobre la relacion dialéctica entre el desarrollo del pensamiento algebraico y

los procesos de generalizacion”.

Argumenta que el uso de notaciones (es decir, el simbolismo alfanumérico) no es una condicion
necesaria ni suficiente para pensar algebraicamente, ya que el pensamiento algebraico no se trata de

usar o0 no notaciones, sino de razonar de ciertas maneras.

Segun Radford (2011), lo que distingue el pensamiento aritmético del algebraico es el hecho de que en
este Gltimo se trata con cantidades indeterminadas concebidas de manera analitica. Es decir, considerar
las cantidades indeterminadas (incognitas o variables) como si fueran conocidas y realizar calculos con

ellas como se haria con nimeros conocidos.

De esta forma, la manera distintiva en la que el pensamiento algebraico puede definirse, sobre bases
epistemoldgicas, es por la indeterminacion y la analiticidad. Estos dos elementos, son los que hacen el
pensamiento algebraico distinto de la aritmética y de otras formas de pensamiento, pero pueden tomar
varias formas. “Esto es asi porque el pensamiento algebraico puede operar en diferentes capas de

generalidad, algunas mas concretas y otras mas generales” (Radford, 2011, p.311).

Con el fin de mostrar cdmo la indeterminacion y la analiticidad estan presentes en los procedimientos

de los estudiantes, Radford (2011) sugiere tener en cuenta que, aunque la indeterminacion se suele
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expresar mediante letras, también existen otras formas en las que expresarlo. Antiguamente, los
matematicos usaban varias formas de pensar y lidiar con la indeterminacion; por ejemplo, los

babildnicos usaban nombres contextuales segun el problema y diagramas geométricos.

De acuerdo con lo anterior, podemos asumir que el pensamiento algebraico es una forma particular de
reflexionar mateméticamente y que, ademads, esta caracterizado, segin Radford (2010a) por tres

elementos estrechamente relacionados:

- Laindeterminacion (en oposicion a la determinacién numerica), propia de objetos basicos como
incdgnitas, variables y parametros.
- Laanaliticidad, como forma de trabajar con los objetos indeterminados.

- Ladesignacién simbdlica, como la manera especifica para nombrar o referir los objetos.

Ademas, en relacién con la generalizacidn de patrones, afiade una distincion entre generalizacion e
induccion. Afirma que, “asi como no toda simbolizacién es algebraica, no toda actividad de modelado

conduce al pensamiento algebraico” (Radford, 2010a, p. 40).

Esta generalidad algebraica, segin este autor, se compone de diferentes capas, y el alcance de
generalidad que podemos alcanzar dentro de una determinada capa esta relacionado con la forma
material que usamos para razonar y expresar lo general. Es decir, las capas de generalidad se pueden
distinguir en términos de las pautas o indicaciones a los que recurren los estudiantes para pensar

algebraicamente.

Los gestos, el lenguaje y la percepcidn son componentes materiales del pensamiento. Lo material (por
ejemplo, los gestos) e inmaterial (por ejemplo, imagenes) del pensamiento constituyen su “textura

semiotica”. Esta textura marca los limites de lo que es decible, pensable e intencional (Radford, 2011).

De esta manera, Radford (2010a) considera la generalizacion de patrones como punto de partida para

la algebrizacion, y después de ella propone generalizaciones factuales, conceptuales y simbdlicas.

Estas son las denominadas capas de generalidad que se caracterizan por medios semioticos de
objetivacion, motivados por los sujetos en su actividad reflexiva, incluyendo percepcién, movimientos,
gestos y lenguaje natural, que daran el caracter progresivo de generalidad en cada una de estas etapas
(Rivas, 2021).

- Pensamiento algebraico factual. En esta capa de generalidad, la indeterminacién queda
implicita, es decir, no alcanza el nivel de la enunciacion, ya que se expresa en acciones
concretas. Por ejemplo, a través del trabajo sobre nimeros. Ademas, los medios semiéticos de
objetivacion son los gestos, los movimientos, el ritmo, la actividad perceptual y las palabras
(Vergel, 2014).

- Pensamiento algebraico contextual. En este estrato la indeterminacion es explicita, se vuelve
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objeto del discurso. La formulacién algebraica es una mera descripcion del término general, y
los estudiantes tienen que trabajar con formas reducidas de la expresion (surge la idea de
contraccién semidtica). Los medios semioticos de objetivacion, como los gestos y las palabras,
son sustituidos por otros tales como frases “clave” (Vergel, 2014).

- Pensamiento algebraico simbdlico. Segin Radford (2010), como se citd en Vergel (2014, p.
89), en esta capa de pensamiento, “hay un cambio drastico en la manera de designar los objetos
del discurso”, a través de signos alfanuméricos del algebra. Por ejemplo, las frases “clave” son
representadas por estos simbolos. Esto conlleva pensar en otro estado del proceso de

objetivacion de contraccion semiotica.

2.2.2. TEORIA ANTROPOLOGICA DE LA DIDACTICA

Como segunda teoria que sustenta los procesos algebraicos encontramos la Teoria Antropoldgica de la
Didéctica, la cual, segun Bosch et al. (2006), “aparece con las primeras formulaciones de la Teoria de
la Transposicion Didactica. Esta, ademas, puede ser considerada como un desarrollo de la teoria de las

situaciones didacticas, con la que comparte sus principios fundamentales™.

El origen de esta teoria puede deberse, por una parte, a la necesidad del investigador de desentenderse
de los modelos epistemoldgicos dominantes en las instituciones escolares y, por otra parte, a la
necesidad de indagar sobre las condiciones y restricciones que afectan a todo proceso de divulgacién

del conocimiento matematico en la escuela (Bosch et al., 2006).

La Teoria Antropol6gica de la Didactica, como modelo teérico, propone que toda actividad humana
puede ser modelada mediante praxeologias (praxis + logos). Esta nocion primitiva “constituye la
herramienta fundamental para modelar la actividad matematica, entendida como una actividad humana”
(Bosch, et al., 2006, p. 38). De hecho, estos autores afiaden que en toda actividad humana es posible
distinguir el nivel de praxis o del “saber hacer”, que engloba el tipo de problemas y cuestiones que se

estudian, asi como las técnicas para resolverlo, y el nivel de logos o del “saber”, referido a la teoria.

Posteriormente, con el objetivo de tener herramientas mas precisas para analizar los procesos didacticos
institucionales, Yves Chevallard (1999), maximo ponente de esta teoria introdujo la distincion de
diferentes tipos de praxeologias. Para ello, tuvo en cuenta el grado de complejidad de sus componentes
(Bosch et al., 2006, p. 39):

- Praxeologias puntuales: si estan generadas por un nico tipo de tareas. Esta nocion es relativa
a la institucion considerada y esta definida a partir del bloque préactico técnico.

- Praxeologias locales: que son el resultado de la integracion de diversas praxeologias puntuales.
Cada una de las cuales esta caracterizada por una tecnologia que sirve para explicar, justificar,

producir y relacionar entre si las técnicas de todas las praxeologias puntuales que la integran.
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- Praxeologias regionales: obtenidas mediante la coordinacion, articulacién y posterior
integracion alrededor de una teoria matematica comudn (de diversas praxeologias locales). La
reconstruccion institucional de una teoria matematica requiere elaborar un lenguaje comun que
permita describir, interpretar, relacionar, justificar y producir las diferentes tecnologias de las
praxeologias locales que integran la praxeologia regional.

- Praxeologias globales: surgen agregando varias praxeologias regionales a partir de la

integracion de diferentes tecnologias.

Por otro lado, en el desarrollo de la Teoria Antropoldgica de la Didactica, Gascén (2011), como se cito
en Gascon y Nicolas (2019), estudia cuestiones pertenecientes a las tres fundamentales de dicha

problematica:

- La dimensién econdmica responde a la cuestion de ¢cémo se comportan las praxeologias en
una institucién determinada? A esta dimensién corresponden las cuestiones relativas a las
condiciones que regulan la organizacién y el funcionamiento de dichas praxeologias en la
institucion de referencia, es decir, las cuestiones concernientes al sistema de reglas, principios
y leyes que rigen la vida institucional de las mismas.

- La dimensién ecoldgica responde a la cuestion ¢por qué las praxeologias han llegado a ser
como son en dicha institucion y coémo podrian modificarse? La problematica ecoldgica esta
constituida por las cuestiones relativas a las condiciones que se requieren para promover la
“vida” de cierto tipo de praxeologias en una institucion concreta, asi como las cuestiones
referentes a las condiciones que facilitan y a las restricciones que dificultan o impiden que las
praxeologias en cuestién se modifiquen en una direccion determinada.

- La dimension epistemoldgica responde a la cuestion ;como construir un modelo
epistemologico — didactico de referencia, especifico de las praxeologias que estan en juego, que
responda a la probleméatica matematico — didactica? Para estudiar las dimensiones econémica
y ecoldgica de la problematica didactica, los didactas utilizan inevitablemente — como
referencia - un modelo (aunque sea implicito) de las praxeologias matematicas que estan en
juego, esto es, un modelo epistemolégico de referencia (MER) del ambito de la actividad

matematica en cuestion.

En particular, para el estudio de la dimension epistemoldgica, se ha propuesto un modelo
epistemolégico de referencia del algebra en Educacion Secundaria. Este modelo esta constituido por
tres etapas que responden al proceso de algebrizacion de la actividad matematica. Segun Munzon et al.

(2015, p. 112), la construccion de dicho modelo del algebra elemental tiene, al menos, dos objetivos:

En primer lugar, sera 1til para reinterpretar lo que se considera “algebra” en la matematica

escolar actual y para indagar el papel que desempefia el algebra elemental en la relacion con las
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demés éreas. Y, en segundo lugar, serd imprescindible para estudiar la ecologia institucional de

este &mbito de la matematica escolar.

2.2.3. ENFOQUE ONTOSEMIOTICO DE LA COGNICION E INSTRUCCION
MATEMATICO

El Enfoque Ontosemi6tico de la Cognicion e Instruccion Matematico (EOS) es un marco tedérico que
ha surgido en el seno de la Didactica de las Matematicas, con el proposito de articular diferentes puntos
de vista y nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su ensefianza y su aprendizaje (Godino,
2014).

Con dicho fin, se adopta una perspectiva global, teniendo en cuenta las diversas dimensiones implicadas
y las interacciones sobre las mismas. Godino (2014) afiade que esta teoria se apoya y nutre de
aportaciones de las diversas disciplinas y tecnologias interesadas en la cognicion humana como son la

epistemologia, psicologia, sociologia, semiética y/o Ciencias de la Educacion.

El punto de partida del enfoque ontosemioético, tal y como mencionan Godino et al. (2007), fue “una
ontologia de los objetos matematicos que tiene en cuenta el triple aspecto de las matematicas como una
actividad socialmente compartida de resolucion de problemas, un lenguaje simbdlico y un sistema

conceptual organizado l6gicamente”.

Por todo lo anterior, Godino y Burgos (2017), definen el EOS “como un sistema tedrico modular e
inclusivo que proporciona herramientas para el analisis epistémico y cognitivo de la actividad
matematica, asumiendo presupuestos antropolégicos y semiéticos sobre la naturaleza de las
matematicas”. Ademas, adopta principios didacticos de tipo socio-constructivista e interaccionista para

el estudio de los procesos de ensefianza — aprendizaje.

Estos autores afirman que la herramienta clave para el analisis epistémico y cognitivo es la de
configuracion ontosemidtica. Esta tiene en cuenta las practicas matematicas operativas, discursivas y
normativas realizadas ante una situacion — problema, asi como los objetos y procesos matematicos

implicados en ellas.

Las herramientas que componen el EOS se han desarrollado en tres etapas. En cada una de ellas, los
autores Godino et al. (2007) y Godino (2012), han ido refinando progresivamente el objeto de

indagacion.

En los primeros trabajos, publicados en el periodo 1993-1998, Godino y Batanero (1994), Godino
(1996), y Godino y Batanero (1998), desarrollaron y precisaron progresivamente las nociones de
“significado institucional y personal de un objeto matematico”, relacionandolas con las de conocimiento

y comprension. “En esta primera fase se propuso como nocion bésica para el analisis epistémico y
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cognitivo los sistemas de préacticas manifestadas por un sujeto (o en el seno de una institucion) ante una

clase de situaciones — problemas” (Godino, 2012, p. 54).

En la segunda etapa, a partir de 1998, entre los autores mencionados anteriormente, surgid la necesidad
de elaborar modelos ontoldgicos y semi6ticos més detallados. En este periodo, resume Godino (2012,
p. 54), se intento progresar en el desarrollo de una ontologia y semiotica especificas que estudiasen los
procesos de interpretacion de los sistemas de signos matematicos puestos en juego en la interaccion

didactica.

Por Gltimo, en la tercera etapa, el interés se puso en los modelos tedricos propuestos en el area de la
didactica de las matematicas sobre la instruccion matematica. De esta forma, se propuso distinguir, en
un proceso de instruccién matematica, seis dimensiones, cada una de ellas modelizable como un proceso

estocastico con sus respectivos espacios de estados y trayectorias (Godino, 2012).

Estas dimensiones engloban la epistémica (relativa al conocimiento institucional), docente (relativa a
funciones del profesor), discente (funciones del estudiante), mediacional (relativa al uso de recursos
instruccionales), cognitiva (génesis de significados personales) y afectiva (actitudes, emociones, etc.,

de los estudiantes ante el estudio de las matematicas).

Godino (2012, p. 55) anade que “el modelo ontolégico y semidtico de la cognicion proporciond criterios
para identificar los estados posibles de las trayectorias epistémica y cognitiva, y se adopté la
“negociacion de significados” como nocion clave para la gestion de las configuraciones y trayectorias
didacticas”.

En conclusion, el conjunto de supuestos y nociones tedricas (herramientas teoricas) que actualmente
constituyen el Enfoque Ontosemi6tico sobre el Conocimiento e Instruccion Matemética, se clasifican
en cinco grupos, cada uno de los cuales permite un nivel de analisis de los procesos de ensefianza y

aprendizaje de temas especificos de Matematicas.
1. Sistemas de practicas operativas y discursivas ligadas a tipo de problemas.

El EOS adopta como elemento central la actividad de resolucion de problemas en la construccion
del conocimiento matematico (Godino y Batanero, 1994). Estos autores (1994, p.334) consideran
practica matematica a “todo tipo de actuaciones o expresiones (verbales, graficas, gestuales, etc.)
gue alguien realiza para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida,

validarla o generalizarla a otros contextos y problemas”.

Estas précticas, pueden ser idiosincraticas de una persona o compartidas dentro de una institucion.
En el estudio de las matematicas, mas que una practica particular para resolver un problema
especifico es interesante considerar los sistemas de practicas (operativas y discursivas) que realizan

las personas cuando se enfrentan a situaciones de tipo problematico. (Godino et al., 2007)
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Esta nocion de sistema de précticas (institucionales y personales), segun Godino et al. (2017), aporta
la vision antropoldgica y pragmatista de las matematicas e introduce las nociones de significado
institucional y personal de los objetos matematicos, distinguiendo distintos tipos de estos.

Por otro lado, el significado de un objeto matematico se concibe en funcion del sistema de précticas
en el que este objeto interviene, desempefriando un papel relevante. Esto implica asumir un
postulado pragmatico sobre el significado, afaden estos autores. Dado que los sistemas de préacticas
son relativos a los contextos de usos y marcos institucionales, se deriva la necesidad de reconocer

la pluralidad de significados para los conceptos.

Los sistemas de practicas y, en consecuencia, también los significados se han categorizado en el
EOS teniendo en cuenta diversos puntos de vista. EI primero es la distincion entre caracter personal
o0 idiosincratico de las practicas (practicas personales) y el institucional (practicas sociales o
compartidas). Los procesos de aprendizaje implican el encaje progresivo de los significados
personales e institucionales, asi como la apropiacion por parte del alumno de estos Gltimos

significados.

En cuanto a los significados institucionales, Godino et al. (2007) distinguen entre implementado,
evaluado, previsto y referencial; y en cuanto al significado personal introduce tres tipos: global,
declarado y logrado.

Figura 1

Tipos de significados institucionales y personales
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TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
[Material, blologico y social)

Fuente: Godino et al. (2008, p. 6)

2. Configuracion de objetos y procesos matematicos, emergentes e intervinientes en las practicas

matematicas.

La nocion de “sistema de practicas” es util para ciertos analisis didacticos y para conseguir un
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andlisis mas concreto de la actividad matematica, que requiere introducir una tipologia de objetos
matematicos. Godino et al. (2008, p. 6) consideran que “los objetos matematicos son emergentes
de sistemas de précticas. Dicha emergencia, es un fenémeno complejo cuya explicacién implica

considerar dos niveles de objetos que emergen de la actividad matematica”.

En el primer nivel se encuentran aquellas entidades que se pueden observar en un texto matematico
(problemas, definiciones, proposiciones, etc.). Estas entidades se denominan objetos matematicos
primarios y engloban a elementos linglisticos, situaciones — problemas, conceptos — definicion,

proposiciones, procedimientos y argumentos.

En cada caso, estos objetos estaran relacionados entre si formando configuraciones, definidas como
las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de préacticas y las relaciones que se
establecen entre los mismos. “Estas configuraciones pueden ser socio-epistémicas (redes de objetos

institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales)” (Godino et al., 2008, p. 8).
En el segundo nivel se encuentran una tipologia de objetos que emerge de las distintas maneras de

ver, hablar, operar, etc. sobre los objetos del nivel anterior.

Figura 2

Configuracion de objetos primarios

) SITUACIONES . PROBLEMAS J
L "—‘/ —
e LOTIVAY l o e
2 L L
v
A
J SITRRA Y- Y DEFINICIONES ([CONCEFTOS) J
€ || weox /
"
: | PROCEDIMIENTOS |
: REGULANY
"
A
o PROPOSICIONES J
' - — 4
< t XN ! - — S
o = comoxaonan | RETICAN

g
/ AROUMENTOS ,l
— —

Fuente: Godino et al. (2008, p.7)

Estos, segun el juego de lenguaje en el que participen, pueden ser contemplados desde distintos
puntos de vista o dualidades (Godino y Burgos, 2017, p. 50-51):

- Ostensivo/no ostensivo: que permite distinguir lo material o perceptible (ostensivo) de
lo abstracto, ideal o material (no ostensivo).
- Extensivo/intensivo: que diferencia la funcion particular de un objeto en un contexto o

préctica (extensivo) de la funcion general en diversos contextos o clases de practicas
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(intensivo).

- Personal/institucional: que distingue la perspectiva de los sujetos individuales
(personal) de la compartida en una institucién o comunidad de précticas (institucional).

- Significante/significado, es decir, antecedente o consecuente de una funcion semiotica
que relaciona una expresion con un contenido.

- Unitario/sistémico: que diferencia los objetos considerados globalmente como un todo
(unitario) de aquellos que son considerados como sistemas formados por componentes

estructurados (sistémico).

Segun Godino y Burgos (2017, p. 51), “tanto los objetos primarios como las dualidades se pueden
considerar desde la perspectiva proceso — producto, lo cual proporciona criterios para distinguir
tipos de procesos matematicos. En consecuencia, se tienen procesos de problematizacion,
definicion, enunciacion, argumentacién, particularizacion — generalizacion, representacion —

significacion, etc.”.

Figura 3

Configuracion de objetos y procesos

Fuente: Godino et al. (2008, p.10)

3. Configuracion didactica

La configuracion didactica constituye la principal herramienta para el anélisis de la instruccién
matemaética. Godino (2012, p. 55) lo define como “un sistema articulado de roles docentes y
discentes a prop6sito de una configuracién de objetos y procesos matematicos ligados a una

situacion-problema”.

“Las configuraciones didacticas y su secuencia en trayectorias didacticas tienen en cuenta las
facetas epistémicas (conocimientos institucionales), cognitiva (conocimientos personales), afectiva,
mediacional (recursos tecnoldgicos y temporales), interaccional y ecolédgica que caracterizan los
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procesos de estudio matematico” (Godino, 2012, p. 55).

Figura 4

Interacciones didacticas
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Fuente: Godino et al. (2008, p. 13)

4. Dimension normativa

Godino (2012, p. 55) describe esta dimension como un “sistema de reglas, habitos, normas que
restringen y soportan las practicas matematicas y didacticas, que generaliza las nociones de contrato
didactico y normas socio-matematicas”. Uno de los factores explicativos de los fendmenos
didacticos es el reconocimiento del efecto de estas normas, las cuales intervienen en las diversas

facetas que caracterizan los procesos de estudio matematico.

Figura 5

Tipo de normas
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Fuente: Godino et al. (2008, p. 14)

La identificacion de las diferentes facetas de esta dimension (epistémica, cognitiva, interaccional,
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mediacional, afectiva y ecoldgica) permite, por un lado, valorar la pertinencia de las intervenciones
de profesores y alumnos y, por otro lado, sugerir cambios en los tipos de normas que ayuden a

mejorar el funcionamiento y control de los sistemas didacticos.

5. Idoneidad didactica

Las nociones tedricas anteriores se complementan con la nocién de idoneidad didactica de un
proceso de instruccion. Esta nocion, como criterio general, “es relativo a las circunstancias
contextuales, la adecuacion y pertinencia de las acciones de los agentes educativos, de los
conocimientos puestos en juego y de los recursos usados en un proceso de estudio matematico”
(Godino et al., 2017, p. 95).

Estos autores anaden que “el sistema de indicadores empiricos identificados en cada una de las
facetas constituye una guia para el analisis y reflexidn sistematica que aporta criterios para la mejora

progresiva de los procesos de ensefianza — aprendizaje” (Godino et al., 2017, p. 95).

Ademas, Godino et al. (2008) la definen como la articulacion coherente y sistémica de la idoneidad
epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, emocional y ecoldgica. Estas idoneidades deben

ser integradas teniendo en cuenta las interacciones entre las mismas.

De esta forma, podemos hablar de idoneidad didactica como criterio sistémico de adecuacion y
pertinencia respecto del proyecto educativo global. Como se puede deducir, la idoneidad de una

dimension no garantiza la idoneidad global del proceso de ensefianza — aprendizaje.

Figura 6

Componentes de la idoneidad didactica
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Fuente: Godino et al. (2008, p. 16)
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Batanero, Godino et al. (2017, p. 95) afirman que, en el marco del EQS, “las nociones de conocimiento
y competencia se relacionan teniendo en cuenta las conexiones entre practica y objeto”. Afladen que la
practica, como accion orientada al fin de resolver un problema o realizar una tarea, conlleva una

capacidad o competencia por parte del sujeto que la realiza.

No obstante, la realizacion competente de una practica implica la intervencion de objetos
interconectados que regulan y emergen de la misma, los cuales constituyen el conocimiento declarativo
correspondiente. Por tanto, la dialéctica entre préctica y objeto, y entre competencia y conocimiento, se
puede mostrar mediante el analisis ontosemidtico de las practicas matematicas puestas en juego para la

resolucion de un problema matematico.

2.3 MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA SEGUN LA TEORIA
ANTROPOLOGICA DE LA DIDACTICA

Desde la Teoria Antropol6gica de lo Didactica se postula que el algebra debe interpretarse como un

instrumento genérico de modelizacidn de praxeologias u estructuras matematicas.

En particular, Munzén et al. (2010), postulan que “el algebra escolar, antes de ser tematizada como
objeto explicito de la ensefianza, debe utilizarse para profundizar el estudio de determinadas

organizaciones matematicas previamente construidas”.

Por este motivo, estos autores proponen una concrecién de este proceso de algebrizacion articulado en
tres etapas, como se ha mencionado anteriormente. Para ello, parten de un modelo inicial en el cual las
estructuras matematicas giran en torno a problemas aritméticos. A dicho proceso de resolucion,
siguiendo la propuesta de Yves Chevallard (2005, como se cité en Munzén et al., 2010), lo designaron

como los programas de célculo aritmético (PCA).

Munzoén et al. (2010) consideran como “problema aritmético” a aquellos problemas que pueden
resolverse mediante una cadena de operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicacion, division, etc.)

ejecutables a partir de los datos del problema. Estos datos, suelen ser cantidades conocidas.

El estudio de estos sistemas hace que aparezcan cuestiones de naturaleza tedrica relacionadas con la
necesidad de explicar las razones por las cuales se obtiene un resultado dado, de justificar o interpretar
resultados equivalentes, etc. Esta ampliacion de la problematica en torno a los PCA es la que se tomara
como base para describir las tres etapas sucesivas del proceso de algebrizacién que constituyen el

modelo epistemoldgico de referencia (Munzon et al., (2015)).

La primera etapa del proceso de algebrizacion aparece cuando es necesario considerar el programa de
calculo aritmético no solo como un proceso sino como un todo, es decir, traduciendo la formulacion

retorica del PCA a una formulacion escrita.
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Esto conlleva expresar de manera explicita su estructura de forma global y, por lo tanto, considerando
la jerarquia de las operaciones, las reglas del uso de paréntesis y las propiedades de las relaciones entre
ellas. Aparece entonces la necesidad de construir nuevas técnicas, esencialmente de “simplificacion”,

para trabajar las expresiones algebraicas (Munzén et al., 2010, 2015).

El paso a la segunda etapa del proceso de algebrizacion se produce cuando las técnicas de simplificacion
y el trabajo sobre un PCA no es suficiente para resolver el problema propuesto porque los “datos” y la

propia “incégnita” vienen dados en forma de relaciones entre variables.

En consecuencia, esta etapa se identifica con la necesidad de igualar dos PCA con dos mismos
argumentos no numericos. De esta manera, aparece una mayor complejidad en las técnicas algebraicas
de la primera etapa y, ademas, se requiere de nuevas técnicas como las de cancelacion o el calculo entre

ecuaciones. Ademas, estas se consideran como nuevo objeto matematico (Munzon et al., 2010, 2015).

La tercera etapa corresponde al momento en el que se produce una fuerte generalizacion de los
problemas del modelo anterior, debido a la necesidad de no limitar el nimero de variables con las que
se trabaja y de eliminar la distincion entre pardmetros e incdgnitas. Los PCA que intervienen en esta
etapa pueden ser interpretados como formulas o modelos algebraicos de un sistema matematico
(Munzon et al., 2010, 2015).

Tabla 3

Resumen de las etapas del modelo epistemoldgico de referencia (MER) segin la TAD.

Etapas del MER Modelo

Primera etapa Incluye problemas representables por un PCA escrito que contiene un simbolo no

numérico (pardmetro) junto con técnicas de simplificacion de expresiones algebraicas.

Ejemplo:
X
PCA,(x,3,2) = 3 2
PCA,(7,2) =5 — 2
PCA, = PCA, = x= %y
Segunda Etapa Engloba problemas representables por una igualdad entre dos PCA con los mismos

argumentos no numéricos, asi como técnicas de cancelacion.
Ejemplo:

PCA;(n,3,m) =3n—|m—n
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PCA,(n,3,m,2)=m+n+3m+2
PCA; = PCA;, = |m—n|= 2n—4m —2
Tercera Etapa Recoge problemas representables por una férmula algebraica sin limitar el nimero de

variables y sin diferenciar las incognitas de los parametros, asi como de técnicas para

estudiar como depende cada variable de las restantes.
Ejemplo:

¢ Qué relacion hay entre el perimetro P y el area de un triangulo isdsceles? ¢ En qué casos

Py A determinan un Gnico tridngulo isdsceles?

Nota. Elaboracion propia. Ejemplos adaptados de Munzon et al. (2010).

El MER que Munzon et al. (2010) han desarrollado, muestra que la razdn de ser del algebra escolar no
puede reducirse a la ampliacién de la solucién aritmética de los problemas mediante el célculo de

gcuaciones.

Se requiere una indagacion tedrica sobre los PCA que genere la necesidad de escribirlos para
modificarlos y relacionarlos. En particular, el proceso de algebrizacion elemental culminaria en la

tercera etapa (con el trabajo de formulas) y no en la segunda (trabajo con ecuaciones).

2.4 MODELO DE RAZONAMIENTO ALGEBRAICO ELEMENTAL

La perspectiva pragmatista, antropoldgica y semiotica del “enfoque ontosemiotico” del conocimiento
matematico (EOS), aporta herramientas tedricas que puedan ayudar a caracterizar el razonamiento en

términos de los tipos de objetos y procesos que intervienen en la practica matematica.

Godino, Castro et al. (2012) consideran que la actividad algebraica tiene lugar cuando una persona
aborda la solucidn de cierto tipo de problemas o tareas, realizando determinadas practicas operativas y
discursivas. “En dichas practicas, intervienen elementos de naturaleza diversa y, en particular, medios

de expresion, reglas conceptuales, procedimentales, proposiciones y justificaciones” (2012, p. 492).

En consecuencia, la consideracion de una practica matematica y el pensamiento que la acompafia como
de indole algebraica, puede hacerse en términos de la presencia de cierto tipo de objetos y procesos que
intervienen en la misma, usualmente considerados en la literatura como algebraicos (Godino et al.,
2014). Dichos objetos y procesos vinculados a las practicas estan interrelacionados formando

configuraciones (Godino, Castro et al., 2012).

2.4.1. TIPOS DE OBJETOS Y PROCESOS ALGEBRAICOS

Godino et al. (2014) relatan que una practica matematica se considera algebraica si presenta cierto tipo
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de objetos y procesos considerados normalmente en la literatura como algebraicos. De esta manera,

definen los siguientes tipos de objetos algebraicos:
Relaciones binarias. De equivalencia o de orden, y sus respectivas propiedades (reflexiva,
transitiva y simétrica). Estas relaciones son usadas para definir nuevos conceptos matematicos.

Operaciones y sus propiedades. Operaciones realizadas sobre los elementos de conjuntos de objetos
diversos (numeros, transformaciones, geométricas, etc.). EI denominado calculo algebraico se
caracteriza por la aplicacion de propiedades tales como la asociativa, distributiva, conmutativa, la

existencia de elemento neutro y de un inverso.

Asimismo, pueden intervenir también otros conceptos como el de ecuacion, inecuacion e incognita,
y procedimientos tales como la eliminacién, la trasposicion de términos, la factorizacion y el

desarrollo de términos, entre otros.

Funciones. Es necesario considerar los distintos tipos de funciones y el algebra asociada a ellos, es
decir, las operaciones y sus propiedades. Ademas, es preciso distinguir los diferentes objetos
involucrados: funciones, variables, férmulas, parametros, etc., y contemplar las distintas

representaciones de una funcion: tabular, grafica, como féormula analitica.

Estructuras, sus tipos y propiedades. Como, por ejemplo, semigrupo, monoide, semimddulo, grupo,
madulo, anillo, cuerpo, espacio vectorial, etc. Caracteristicas del algebra superior o abstracta.

Por otro lado, en el caso de la practica o actividad algebraica, “los procesos de particularizacion-
generalizacion tienen una importancia especial, dado que la generalizacion es uno de los rasgos
caracteristicos del razonamiento algebraico” (Godino et al., 2014, p. 205). De esta forma, para el analisis
de los niveles de algebrizacion de la actividad matematica es util fijar la atencién en los objetos

resultantes del proceso de generalizacion y de particularizacion.

Como resultado de un proceso de generalizacion, se obtiene un tipo de objeto matematico que Godino,
Aké et al. (2012) denominan objeto intensivo, que viene a ser la regla que genera la clase y que permite

identificar un elemento particular como representante de esta (generalidad).

Equivalentemente, mediante el proceso de particularizacion, se obtienen objetos denominados por estos
mismos autores como extensivos, es decir, objetos particulares. Estos atributos de los objetos
matematicos son relativos al juego del lenguaje en que participan, y no son entidades absolutas (Godino,
Castro et al., 2012).

Por ejemplo, en el estudio de las funciones, y = 3x + 2, seria una funcidn particular perteneciente a la
clase o tipo de funciones lineales, y la expresion y = mx + n, seria un objeto intensivo. No obstante,

en el estudio de las funciones polinémicas, la funcion lineal definida anteriormente, es un caso particular

30



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

(un extensivo) de dicha clase de funciones (un intensivo).

Asimismo, la funcién lineal particular y = 3x + 2, esta constituida por otros extensivos, como son los
nameros 3 y 2, asi como de otros intensivos, tales como el conjunto R de nimeros reales sobre el que

toma valores la variable independiente y la dependiente de dicha funcion.

Cabe destacar que una coleccion finita simplemente enumerada de objetos particulares no se debe
considerar como un intensivo hasta el momento en el que el sujeto muestra la regla que se aplica para
delimitar los elementos constituyentes del conjunto. “Es entonces cuando el conjunto pasa a ser algo
nuevo, diferente de los elementos gue lo constituyen, como una entidad unitaria emergente del sistema”
(Godino, Aké et al., 2012, p. 287). En consecuencia, ademas de la generalizacion que da lugar al

conjunto, hay un proceso de unitarizacion.

La dualidad que permite describir el proceso anterior por el cual una entidad compuesta o sistémica (un
intensivo) pasa a ser vista como una entidad unitaria (proceso de reificacion, objetivacion) es la unitario

— sistémico.

Por otra parte, la creacion de objetos intensivos esta estrechamente relacionada y dependiente de otro
proceso primario, como es el de simbolizacion o representaciéon (Godino, Castro et al., 2012), es decir,

la nueva entidad unitaria tiene que ser materializada mediante un nombre, icono, gesto o simbolo.

“El objeto ostensivo que materializa al objeto unitario emergente de la generalizacidn es otro objeto
que refiere a la nueva entidad intensiva, por lo que tiene lugar un proceso de representacion que

acompanfia a la generalizacion y a la materializacion” (Godino, Akeé et al., 2012, p. 287).

De esta forma, la dualidad ostensivo-no ostensivo, aporta una nueva comprension de los procesos de
generalizacion, a los intensivos resultantes y a los objetos que, necesariamente, deben intervenir para

gue tenga lugar la generalizacion.

Finalmente, Godino, Aké et al. (2012, p. 287) afiaden que “este simbolo se desprende de los referentes
a los cuales representa o sustituye para convertirse en objeto sobre el cual se realizan acciones (proceso
de reificacién)”. Estos simbolos — objetos forman nuevos conjuntos sobre los cuales se definen
operaciones, propiedades y estructuras, esto es, sobre los cuales se opera de manera sintactica, analitica

o formal.
Los tipos de objetos y procesos algebraicos se pueden expresar con diversos lenguajes, preferiblemente

de tipo alfanumérico en los niveles superiores de algebrizacion.

A continuacidn, se describe, segiin Godino, Aké et al. (2012), la frontera entre la aritmética y el &lgebra
en términos de las dualidades y procesos descritos (ver Figura 7). Cabe destacar que esta frontera no

esta objetivamente establecida ya que estas dualidades y procesos son relativos al contexto donde se
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desarrolla la practica matematica.

Este triple proceso; reconocimiento o inferencia de la generalidad, unitarizacion y materializacion, va
a permitir definir dos niveles primarios del pensamiento algebraico, distinguibles de un nivel mas
avanzado en el que el objeto intensivo es visto como una nueva entidad representada con lenguaje

alfanumérico (Godino, Aké et al., 2012).

Figura7
Procesos asociados a la dualidad ejemplar-tipo
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Fuente: Godino, Aké et al. (2012, p.288)

2.4.2. NIVELES DE ALGEBRIZACION

Las caracteristicas de las practicas realizadas para resolver tareas matematicas, abordables en Educacion

Primaria y Secundaria, permiten definir distintos niveles o grados de algebrizacién.

En primer lugar, Godino et al. (2014) proponen distinguir dos niveles de algebrizacion primarios, que
denominan protoalgebraicos al considerarlos como primitivos o incipientes. Dichos niveles estan
enmarcados entre un nivel cero de algebrizacién y un tercer nivel en el que la actividad matematica se

puede considerar como propiamente algebraica.

Los criterios para delimitar los distintos niveles estan basados en el tipo de objetos y procesos
matematicos implicados en la actividad matematica, de acuerdo con el EOS (Godino et al., 2007,
Godino, 2012).

Cabe destacar que los niveles de algebrizacién no se asignan a la tarea en si misma, sino a la actividad
matematica que realiza el sujeto que resuelve el problema matematico. Por tanto, dependiendo de la

manera en que se resuelve una tarea, la actividad matematica puede ser clasificada en un nivel u otro.

De este modo, no se trata de niveles exclusivamente matematicos centrados en tareas, sino de estadios
del funcionamiento de los conocimientos matematicos en la resolucién de problemas. Ademas, el

cambio en algunas de las variables de la tarea puede dar lugar a nuevas practicas matematicas con
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progresivo nivel de algebrizacion (Godino et al., 2014).
Por todo lo anterior, los criterios bésicos para definir los niveles de algebrizacion son:

I.  Generalizacion o inferencia de intensivos. Presencia de objetos algebraicos intensivos.

Il.  Unitarizacion. Reconocimiento explicito de intensivos como entidades unitarias.

I1l.  Formalizacion y ostension. Nombramiento mediante expresiones simbdlico-literales. Tipo de

lenguajes usados.
IV.  Transformacion. Utilizacion de objetos intensivos en procesos de calculo y en nuevas

generalizaciones.

En funcion del grado en el que se desarrollen estos criterios, se pueden distinguir los siguientes niveles

de algebrizacion.

NIVEL 0 (ausencia de razonamiento algebraico)

Indica ausencia de razonamiento algebraico, es decir, no se trabaja sobre conceptos y propiedades de
indole estructural o funcional. El alumno utiliza correctamente el conteo numérico y dibuja los

siguientes casos del patrén establecido. Ademas, da expresion numérica para cada uno de ellos.

En el aspecto estructural, no se reconocen propiedades y se utiliza el signo “igual” en su aceptacion de
resultado de operaciones. En el aspecto funcional, se identifica una regla recursiva, la cual se expresa
en lenguaje natural, numérico, icénico, verbal o gestual, y los procedimientos son aritméticos, no
indican que se opera con la incognita. Pueden intervenir simbolos que refieren a un valor desconocido,

pero este se obtiene como resultado de operaciones entre objetos particulares.

Por otro lado, en tareas de generalizacion, el mero reconocimiento de la regla recursiva que relaciona

un término con el siguiente, en casos particulares, no es indicativa de generalizacion.

De esta forma, en este nivel intervienen nimeros particulares, operaciones aritméticas aplicadas a estos
nameros y la igualdad como resultado de la operacion. Es cierto que en la tarea el sujeto debe reconocer
la oportunidad de aplicar los conceptos (objetos intensivos) de multiplicacion y sustraccion de nimeros

naturales.

Sin embargo, estos procesos de particularizacion no se les considera como propios del razonamiento
algebraico. Las reglas que definen las situaciones de uso de tales conceptos no se hacen explicitas en la

realizacion de la tarea (Godino et al., 2014).

NIVEL 1 (principiante de algebrizacién)

Indica un primer acercamiento incipiente a las formas de razonamiento protoalgebraico. El alumno es
capaz de generalizar a un caso concreto sin utilizar el dibujo o esquema de este, realizando

correctamente la aritmética.
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En el aspecto estructural, se comienzan a reconocer propiedades de las operaciones y se reconoce el
significado relacional del signo “igual”, por lo que emerge el concepto de equivalencia. Pueden

intervenir datos desconocidos expresados simbolicamente.

En el aspecto funcional, se reconoce explicitamente la regla recursiva y se generaliza usando lenguajes
natural, numérico, icénico o gestual (es decir, expresada en un lenguaje diferente al simbolico-literal),
y los procedimientos utilizados no indican que se opera con la incégnita. Pueden intervenir simbolos

que refieren a los intensivos reconocidos, pero sin operar con dichos objetos.

NIVEL 2 (intermedio de algebrizacién)

Indica un acercamiento intermedio a las formas de razonamiento protoalgebraico. EI alumno muestra
algunas evidencias de que empieza a expresar el caso general con una regla algebraica, en funcién de

1.1

n.

En el aspecto estructural, se comienzan a utilizar propiedades y las operaciones. Se utiliza el significado
relacional del signo igual por lo que emerge la nocién de equivalencia. Ademas, las ecuaciones son de
laformaAx + B = C.

En el aspecto funcional, se determina un patron por analisis de términos especificos de una secuencia.
El lenguaje utilizado es natural, numérico, iconico o gestual, y se formaliza expresando una regla

general, pero sin operar con las variables para obtener formas canonicas de la expresion.

Lo que hace distintivo a este nivel respecto del anterior es el lenguaje, pues se comienzan a introducir
el uso de simbolos (no precisamente alfanuméricos). Sin embargo, los procedimientos utilizados no

indican que se opera con la incAgnita.

Se establecen conexiones entre los elementos de las representaciones producidas y se dan o usan
propiedades del patrén, sin hacer transformaciones. Ademas, intervienen indeterminadas o variables
expresadas con lenguaje simbdlico-literal para referir a los intensivos reconocidos, aunque ligados a la

informacidn del contexto espacial temporal.

NIVEL 3 (consolidado de algebrizacién)

Indica formas consolidadas de razonamiento algebraico. Lo que caracteriza a este nivel es la
introduccién de elementos simbolicos o alfanuméricos, pero, sobre todo, el calculo analitico para
obtener formas equivalentes en las expresiones. Asimismo, se realiza correctamente la abstraccion para

obtener la regla general del patron.

Se generan objetos intensivos representados de manera simbolica-literal y se opera con ellos. Ademas,
se realizan transformaciones en la forma simbdlica de las expresiones conservando la equivalencia.

Intervienen ecuaciones de la formaAx + B = Cx + D.
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Estos niveles de algebrizacion estan relacionados con dos aspectos que Kaput (2008) identifica como
caracteristicos del &lgebra y del razonamiento algebraico. Por un lado, el algebra como simbolizacion
sistemética de generalizaciones de regularidades y restricciones y, por otro, el &lgebra como
razonamiento guiado sintacticamente y acciones sobre generalizaciones expresadas en sistemas de

simbolos convencionales.
El primer aspecto se concreta, en el modelo de Godino et al. (2014) en dos niveles protoalgebraicos de

razonamiento, y el segundo se asocia a un nivel consolidado.

Figura 8

Niveles protoalgebraicos de razonamiento
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Fuente: Godino et al. (2014, p. 216).

Las etapas del proceso de algebrizacion de las praxeologias matematicas, que se identifican y describen
en diversos trabajos realizados en el marco de la Teoria Antropolégica de la Didactica (Bosch et al.,
2006; Gascén, 2011; Munzén et al., 2010, 2015), corresponden a tareas y actividades matematicas que,
segun la modelizacion del razonamiento de autores como Godino et al. (2014), tienen ya un caracter

algebraico consolidado.

Cabe destacar que los tipos de objetos y procesos algebraicos considerados en el modelo de Godino et
al. (2014), suponen un analisis microscépico complementario al abordado mediante la nocion de la

praxeologia.

Al incluir dicho modelo niveles protoalgebraicos, esta mas adaptado a etapas en las que el razonamiento
algebraico es incipiente (sexto ciclo de Educacién Primaria y primer ciclo de Educacion Secundaria),
mientras que los sucesivos niveles del proceso de algebrizacion, propuestos desde la Teoria

Antropoldgica de la Didactica (Munzon et al., 2010), estdn mas centrados en la caracterizacion del
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razonamiento algebraico en niveles educativos superiores.

El modelo de los niveles de razonamiento algebraico elemental descritos anteriormente, permiten
describir el algebra escolar, identificando formas de razonamiento algebraico en practicas operativas y

discursivas propias de la Educacion Primaria, como acabamos de mencionar.

Es por ello por lo que la nueva vision del algebra precisa su desarrollo también en Educacion
Secundaria. Godino et al. (2015) relatan que los niveles 1, 2 y 3 contindan manifestandose en esta etapa
y, en particular, lograr el dominio del tercer nivel suele ser un objetivo central en el primer curso de

Secundaria.

Godino et al. (2015) sefialan que el uso de pardmetros y su tratamiento puede ser un criterio para
delimitar niveles superiores de algebrizacion, ya que esta ligado a la presencia de familias de ecuaciones

y funciones y, por tanto, implica nuevos grados de generalidad.

Por tanto, estos autores ligan el primer encuentro con los parametros a un cuarto nivel de algebrizacion
y la realizacion de célculos o tratamientos conjuntos con parametros y variables a un quinto nivel. El
estudio de estructuras algebraicas especificas lleva a reconocer un sexto nivel de algebrizacién de la

actividad matematica.

NIVEL 4 (uso de parametros)

Este nivel trata de un primer encuentro con pardmetros y coeficientes variables que implica la
discriminacion del dominio y rango de la funcion paramétrica, esto es, la funcién que asigna a cada

valor del parametro una funcion o ecuacion especifica.

NIVEL 5 (tratamiento de parametros)

Un nivel superior de algebrizacion se puede ligar a la actividad matematica cuando se realizan calculos

analiticos (sintacticos) en los que intervienen uno 0 mas parametros, junto con otras variables.

Las operaciones con parametros, cuando son realizadas de manera comprensiva y no puramente
algoritmica, y el establecimiento de relaciones entre ellos, conllevan una complejidad semidtica de
mayor nivel. Esto se debe a que los objetos intervinientes y emergentes de estos sistemas de practicas

ponen en juego a los objetos algebraicos del nivel anterior (familia de ecuaciones o de funciones).

NIVEL 6 (tareas estructurales)

Godino et al. (2015) consideran que puede ser de utilidad caracterizar el sexto nivel de algebrizacion
de forma que ayude a centrar la atencion en la naturaleza especifica de la actividad matematica

implicada y su mayor complejidad ontosemiotica.

En Bachillerato, se introducen algunas estructuras algebraicas (como la de espacio vectorial) y el estudio

del &lgebra de funciones (adicion, sustraccion, division, multiplicacion y composicion), poniendo en
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juego objetos y procesos algebraicos de mayor grado de generalidad que los considerados en el nivel

anterior.

Tabla 4

Rasgos caracteristicos de los niveles de razonamiento algebraico elemental en Educacion Primaria
y Secundaria.

Niveles

0

Tipos de objetos

No intervienen  objetos
intensivos. En tareas
estructurales, pueden
intervenir datos

desconocidos.

En tareas estructurales,
pueden intervenir datos
desconocidos. En tareas
funcionales, se reconocen
los intensivos.

Intervienen indeterminadas
0 variables.

Intervienen indeterminadas
0 variables.

Variables, incognitas y
parametros. Familias de
ecuaciones 'y funciones
(Objetos intensivos  con
tercer Grado de generalidad)
Variables, incognitas vy
pardmetros. Familias de
ecuaciones 'y funciones
(Objetos intensivos con

tercer grado de generalidad)

Transformaciones

Se opera
extensivos.

con objetos

En tareas estructurales, se
aplican relaciones y
propiedades de las
operaciones.

En tareas funcionales, se
calcula con objetos
extensivos.

En tareas estructurales, las
ecuaciones son de la forma
Ax+B=C. En ftareas
funciones, se reconoce la
generalidad, pero no se
opera con las variables para
obtener formas candnicas de
expresion.

En tareas estructurales, las
ecuaciones son de la forma
Ax+B=Cx+D. Se
opera con las
indeterminadas o variables.

Hay  operaciones  con
variables, pero no con los
parametros.

Hay operaciones con los
pardmetros y, por tanto, con
objetos con un tercer grado
de generalidad.

Lenguajes

Natural, numérico, iconico,
gestual; pueden intervenir
simbolos que refieren a
objetos extensivos o datos
desconocidos.

Natural, numérico, iconico,
gestual; pueden intervenir
simbolos que refieren a los
intensivos reconocidos.

Simbdlico-literal, usado
para referir a los intensivos
reconocidos, aunque
ligados a la informacién del
contexto espacial y
temporal.

Simbélico-literal; los
simbolos se usan de manera
analitica, sin referir a la
informacion del contexto.

Simbélico-literal; los
simbolos  son  usados
analiticamente, sin referir a
informacidn contextual.

Simbdlico-literal; los
simbolos  son usados
analiticamente, sin referir a
la informacion contextual.

37



2.5 PATRONES EN LA ENSENANZA - APRENDIZAJE

6 Estructuras algebralt_:as Ha_y operaciones con los Simbélico-literal: los
abstractas (espacios objetos que forman parte de
vectoriales, grupos, anillos, las estructuras. simbolos  son  usados
...) Relaciones  binarias analiticamente, sin referir a

generales y sus propiedades.
(Objetos intensivos  con
cuarto grado de generalidad)

informacion contextual.

Nota. Adaptado de Godino et al. (2014, p. 215).

Por otro lado,”se ha iniciado el estudio de la articulacidn de este modelo con las etapas del proceso de
algebrizacion definidas en el marco de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico” (Godino et al. 2015, p.
136). Estos autores afiaden que a pesar de que las etapas segln la Teoria Antropolégica de la Didactica
se refieren a recorridos de estudios potenciales y los niveles segin el EOS a la actividad efectivamente

desarrollada por los sujetos, es posible establecer paralelismos entre ambos modelos.

De esta forma, se concluye que el nivel 0 y 1 del modelo basado en EOS se corresponde con el
“Programa de Calculo Aritmético” y el nivel 2 y 3 se corresponden con la etapa 1 y 2 de la Teoria
Antropoldgica de la Didactica respectivamente. Sin embargo, la etapa 3 del proceso de algebrizacion
propuesta por esta teoria, analizada desde la perspectiva EOS, lleva a proponer la distincion de dos
niveles adicionales (4° y 5° nivel en el modelo EOS).

Esto se debe a que tienen en cuenta la complejidad ontosemi6tica del uso de pardmetros para expresar
familias de ecuaciones y funciones. Por Gltimo, el nivel 6 del EOS propuesto no se corresponde de

manera explicita con un nivel en el modelo basado en la Teoria Antropoldgica de la Didactica.

2.5PATRONES EN LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

La literatura ofrece varias definiciones de patrones, la idea basica implicita en esta nocién es que toda
situacion repetida con regularidad da lugar a un patrdn (Castro, 1999). Segln Guerrero y Rivera (2002),

un patrén es una regla entre elementos u objetos matematicos como nimeros, formas, etc.

Papic y Mulligan (2005) definen patrén como una regularidad espacial 0 numérica. Asimismo, un
patron matematico puede ser descrito como cualquier regularidad predecible que, por lo general,

implique operaciones numéricas, espaciales o relaciones logicas.

Los patrones que expresan relaciones y funciones, a menudo, se representan grafica, verbal, numérica
o0 analiticamente a través de tablas, graficos o formulas. La mayoria puede representarse de varias
formas. De hecho, los patrones relacionados con las matematicas a menudo son mas eficaces si hay

interaccion entre estas multiples representaciones (Steen, 1988).
Estos, suelen formarse a partir de un nacleo generador; en algunos casos el nicleo se repite y, en otros,
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el nucleo crece de forma regular. Las teorias matematicas ayudan a entender las relaciones entre
patrones y a comprender sus estructuras; ayudan a explicar y predecir fendmenos naturales que se

ajustan a un patron (Castro, 1999).

Los patrones se asocian comunmente al pensamiento algebraico, debido a la presencia en ellos de
abstraccion y la generalizacion (Barbosay Vale, 2015). Segun Liljedahl y Zazkis (2002), estos permiten
la transicion al algebra mediante el establecimiento de relaciones de tipo funcional. La funcién
recursiva, generalmente asociada a los patrones, es considerada una potente via de expresar relaciones

y analizar propiedades de los procesos matematicos.

Asimismo, “pueden servir como contexto para la introduccién de diferentes formas de expresiones
algebraicas sobre la misma relacion y percibir que tales relaciones pueden ser descritas correctamente
de diferentes maneras” (Castro y Ruiz, 2018, p. 91). El trabajo con patrones permite la formulacion y

justificacion de las generalizaciones y el uso de estas generalizaciones para hacer predicciones.

En particular, English y Warren (1995, como se cit6 en Avila et al., 2010, p. 35), defienden la postura
de que trabajar con patrones matematicos sirve para introducir el concepto de variable. Ademas, el
trabajo con patrones proporciona a los estudiantes la oportunidad de observar y verbalizar sus

generalizaciones y expresarlas simbdlicamente.

Las siguientes acciones, ligadas a los patrones, son sefialadas por Steen (1988, como se citd en Castro
y Ruiz, 2018, p. 91), y constituyen la descripcion misma de lo que significa hacer matematicas
(Liljedahl, 2004, como se cit6 en Castro y Ruiz, 2018, p. 91):

- Reconocer. Descubrir situaciones matematicas en diversos contextos.

- Visualizar. Ver patrones en datos y en situaciones no matematicas.

- Verbalizar. Expresar en palabras la naturaleza de los patrones percibidos por la vista.

- Simbolizar. Formalizar en simbolos matematicos las relaciones encontradas en los patrones.

- Analizar. Relacionar un patrén con otro, y predecir nuevos patrones.

Podemos considerar distintos tipos de patrones atendiendo a diferentes criterios. En particular, se dice
gue un patrén es numérico o geométrico dependiendo de los elementos que lo forman. Segin la forma
de presentarse, pueden hacerse mediante representacion simbdlica (es el caso de los numéricos) o con
imagenes (en el caso de las geométricas), que potencian la visualizacion. Por Gltimo, en funcidn de su
formacion, pueden ser de repeticion y de desarrollo o de crecimiento (los elementos de la secuencia

crecen de un término al siguiente) (Castro y Ruiz, 2018).

Para que un patron sea de tipo numérico, el hecho de estar formado por nimeros es condicion necesaria

pero no suficiente. Para ser considerado numerico, el patron ha de cumplir ademas que el valor de los

39



2.6 GENERALIZACION ALGEBRAICA DE PATRONES

diferentes elementos sea relevante en la sucesion. Es decir, el patron no ha de poder ser transferido a un

patron no numérico, sin pérdida de alguna propiedad de este (Castro y Ruiz, 2018, p.92).

Todos los tipos de patrones contribuyen al desarrollo del razonamiento matematico, pero los patrones
numeéricos de crecimiento conducen, de forma mas natural, al descubrimiento de una relacion entre dos

cantidades variables, facilitando asi el razonamiento funcional (Rivera y Becker, 2008).

2.6 GENERALIZACION ALGEBRAICA DE PATRONES

Son numerosos los investigadores que establecen que el desarrollo de las habilidades en la

generalizacion de patrones son el preambulo necesario para el estudio del &lgebra (Avila et al., 2010).

Una revision de la literatura de investigacion arroja diferentes interpretaciones del término
generalizacion. Estas apreciaciones revelan el doble significado del término, que denota por un lado
proceso y por otro lado producto (Liang, 2013).

Generalizacién como proceso

Varios investigadores han visto la generalizacion como un proceso de extension de los propios
argumentos o esquemas mas alla del caso o casos considerados. Segun Radford (1996), quién examind
el numero de patrones, la generalizacion es un procedimiento que saca una conclusion “Alpha” de una

secuencia de hechos observados "a4, a,, as, ..., a,".

Es decir, segiin Radford (2010), la generalizacion algebraica de un patrén se basa en la capacidad de
captar un elemento comin notado en algunos elementos de una secuencia S, ser consciente de que este
elemento comun se aplica a todos los elementos de S y ser capaz de usarlo para proporcionar una

expresion directa de cualquier término de S.

La definicion de Radford captura el sentido de Mason (1996) de “ver lo general a través de lo
particular”, pero descuida ciertas actividades que suelen preceder a la extension de varios casos a una
conclusion general. Estas actividades incluyen examinar algunos casos dados presentados en la tarea,

reconocer el patrén de estos casos y predecir otros (Liang, 2013).

También otros autores como Rivera y Becker (2011) al referirse al patrén generalizacion como

acciones de construccion y justificacion de reglas, consideraron la generalizacion como un proceso.

En particular, “Piaget y colaboradores han sido de los primeros en tratar la generalizacion como un
proceso fundamental en la construccion del conocimiento. Establecen relaciones entre los conceptos
de generalizacion y abstraccion, donde la generalizacion estaria sometida a la abstraccion” (Castro et
al., 2010, p. 59).

Generalizacion como producto
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Cuando la regla formal derivada de una tarea de generalizacion se denomina generalizacion, la
generalizacion del término es vista como un producto. Por ejemplo, Rivera y Becker (2005) son dos
investigadores que han adoptado esta interpretacion.

Compartiendo la misma vision estdn Kaput et al. (2008) quienes se refirieron a generalizacion como
“una declaracion Unica que se aplica a multiples instancias a través de una especie de extension
unificadora que se refiere a todos ellos de alguna manera unitaria”. Estos autores argumentan que al
usar la generalizacién como un enfoque para acceder al algebra puede hacer avanzar el pensamiento
algebraico. Definen la generalizacion como un medio que permite a los estudiantes usar conceptos y

procedimientos matematicos para expresar, manipular y abstraer ideas matematicas.

Amit y Neria (2008, como se citd en Avila et al., 2010, p. 35) plantea que la generalizacion, vista como
proceso 0 como un producto de la educacién matematica, tiene méritos e importancia como un objetivo
instruccional en si. “Sin embargo, esta también puede servir como un medio para construir nuevo

conocimiento, actuando como un iniciador para el aprendizaje en el algebra”.

De igual forma, Krutestskii (1976 como se citd en Avila et al., 2010, p. 34) clasifica la generalizacion
como una de las habilidades cognitivas mas importantes que puede mostrar un estudiante para generar

conocimiento matematico (objetos, relaciones y operaciones).

Ademas, distingue dos niveles: la habilidad personal para ver lo general y lo conocido en lo que es
particular y concreto, y la habilidad para ver lo general y todavia desconocido en lo que es particular y
aislado (Krutestskii, 1976 como se cit6 en Castro et al., 2010, p. 59).

Por otro lado, Cafiadas y Castro (2007) consideran que la generalizacion implica la extension del
razonamiento mas alla de los casos particulares. Es el paso clave y el mas costoso en términos cognitivos

dentro del razonamiento inductivo.

Asimismo, Castro et al. (2010, p. 5) destacan la importancia de la generalizacion para generar
conocimiento matematico y sefialan que “‘es posible llegar a la generalizacion a través de la abstraccion

de lo que es regular y comun, a partir del descubrimiento de patrones”.

Poyla (1945, como se cit6 en Castro et al., 2010, p. 59) sostiene que “la generalizacion lleva a construir
conocimiento a partir de la acumulacion de ejemplos (casos concretos) entre los que se detecta y se

sistematiza una regularidad”.

Existen distintos tipos de generalizaciones que los autores clasifican en funcion de sus caracteristicas
(Merino, 2012). Dorfler (1991, como se cit en Merino, 2012, p. 23) distingue entre generalizaciones
empiricas y generalizaciones tedricas. Las primeras consisten en encontrar una cualidad o propiedad

comun entre muchos objetos o situaciones.
Radford (2010) diferencia entre generalizacion algebraica, cuando los estudiantes llegan a obtener una
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expresion que les permite obtener cualquier caso particular, y la generalizacion aritmética, cuando
expresan numéricamente el patron comun de los casos particulares y lo utilizan para obtener cualquier

otro caso particular, pero sin introducirse en el contexto algebraico.

En la relacion entre la generalizacion y patrones lineales, Stacey (1989) distingue entre generalizacion
cercana (que implica encontrar un patron proximo o elementos que pueden ser hallados por conteo,
dibujando o haciendo una tabla) y generalizacion lejana, en la que encontrar un patrén requiere entender

la regla general.

En sintesis, los procesos de generalizacion consisten en descubrir un patrén o regla a partir de una
secuencia de objetos, que pueden ser numéricos o geométricos. Las investigaciones explican al respecto
gue un alumno puede comprender una regla, aun cuando no pueda expresarla en lo que llamamos

lenguaje algebraico.

2.7 TAREAS DE GENERALIZACION DE PATRONES

Las tareas de generalizacion de patrones se han llevado a cabo en diversas investigaciones con el fin de
estudiar el proceso de generalizacion que realizan los estudiantes. Estas se pueden definir como tareas
matematicas relacionadas con examinar algunos casos particulares y ser capaz de generar nuevos casos
particulares o dar la expresion del término general (verbalmente, con diagramas o con formas

simbolicas).

Numerosos investigadores, por ejemplo, Vergel (2014), sostienen que tales tareas son una herramienta

muy util para promover el pensamiento algebraico.

Los tres objetivos principales que se encuentran al explorar tales tareas de generalizacién son, en primer
lugar, que pueden usarse para introducir la nocién de variable. En segundo lugar, se pueden utilizar para
desarrollar dos aspectos centrales del pensamiento algebraico; el énfasis en las relaciones entre
cantidades tales como las entradas y salidas, y la idea de expresar una regla explicita usando letras para
representar los valores de las salidas. Y, en tercer lugar, que pueden usarse para desarrollar la nocion

de equivalencia de expresiones algebraicas.

En cuanto al formato de visualizacion del patron, nos encontramos con tareas de generalizacion
numérica y figurativa o geométrica. Las primeras tienden a tener un formato bastante consistente de
visualizacién de patrones y, por lo general, enumeran al menos los cuatro primeros términos de un
patron en orden secuencial. Por el contrario, las tareas de generalizacién figurativa tienden a mostrar

mas variaciones en el formato del patron.

Asimismo, podemos distinguir entre tareas de generalizacion cercanay lejana (Stacey, 1989). Las tareas
de generalizacion cercana son aquellas preguntas que se pueden resolver dibujando o contando paso a

paso. Mientras que las de generalizacion lejana requieren encontrar un término que esta mucho mas
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lejos de los dados y la estrategia de conteo paso a paso no es un método practico. Por otro lado, hay una
amplia gama de tareas de generalizacion de patrones en términos de la forma en la que se presentan, asi
como el tipo de funciones involucradas. Cafiadas et al. (2008) relatan que el razonamiento se ve
relacionado con la resolucion de problemas y con las representaciones que hacen los sujetos en dicho
proceso.

Dentro de estas tareas, se pueden diferenciar entre las que presentan diferentes casos particulares (tres
0 mas configuraciones sucesivas) y se plantea identificar el patrén y llegar a la generalizacion; y
aquellas que se plantean esas mismas cuestiones, pero a partir de un unico caso particular (configuracion
Unica) (Merino, 2012). Otros enfoques menos comunes incluyen proporcionar dos o tres

configuraciones no sucesivas.

Si ahora se tiene en cuenta el tipo de funciones, la generalizacion de patrones ha tendido a centrarse
tanto en la lineal como en la cuadratica, siendo los primeros los mas generalizados en la literatura de

investigacion.

Un patron lineal se define por una regla funcional de la forma "a-n + b", donde n es la variable
independiente que, normalmente, es el nimero de figura. Ademas, la regla funcional de un patrén lineal
se puede expresar en dos variables. Este tipo de tarea no es tan comun ni ha sido tan investigado como

el patron lineal de una variable.

Las tareas de generalizacion que involucran patrones cuadraticos suelen seguir dos patrones
ampliamente reconocidos; los nimeros cuadraticos y triangulares. Ademas de estos dos patrones
populares, existen otras tareas de generalizacion cuadratica cuyos patrones no se ajustan a ninguno de

ellos.

2.8 MODELO DE DEMANDA COGNITIVA DE ACTIVIDADES DE PATRONES
ALGEBRAICOS

En este contexto, es necesario prestar atencion a las tareas que se proponen, ya que pueden ser utilizadas
como medio para articular los contenidos y alcanzar los objetivos de ensefianza. Por ello, dada la
importancia que tienen las tareas matematicas para dirigir la ensefianza, resulta necesario “indagar qué
tipo de ellas plantea el profesorado y evaluar la dificultad que supone la resolucién de tales actividades”
(Pincheira y Alsina, 2021, p. 490).

El modelo de demanda cognitiva de Smith y Stein (1998) surgi6 con el fin de valorar la idoneidad de
los problemas que se plantean a los alumnos, en particular aquellos con mucho talento matematico. Es
por ello por lo que resulta Gtil disponer de un modelo tedrico que permita evaluar la dificultad que la

resolucion de un problema plantea a los estudiantes.
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Este modelo ha sido utilizado con éxito en numerosas investigaciones para valorar el esfuerzo
intelectual que deben realizar los estudiantes para resolver una actividad matematica (Benedicto et al.,
2015).

Para Stein et al. (2009, p. 1, como se cit6 en Benedicto et al., 2015), la demanda cognitiva de una tarea
es “el tipo y nivel de pensamiento requerido de los estudiantes para poder participar en la tarea y

resolverla con éxito”.

Los autores mencionados anteriormente, elaboraron unos criterios tedricos para identificar el nivel de
demanda cognitiva necesario para resolver problemas o ejercicios, que se conoce como el modelo de la

demanda cognitiva.

Este modelo identifica cuatro niveles de demanda cognitiva de tareas, evaluando la reflexion y el
razonamiento requeridos para que el estudiante pueda resolverlas con éxito. Dichos niveles son
(Pincheira y Alsina, 2021):

- Memorizacion.

Corresponde a las tareas de menor demanda cognitiva, es decir, que solo requieren razonamientos

simples. Implican reproducir formulas, reglas o definiciones, no hay conexidn con otros conceptos.
- Algoritmos sin conexiones.

Corresponden a tareas algoritmicas. Utilizan un procedimiento evidente y se focaliza en la

produccion de respuestas correctas en lugar de promover la comprension matematica.
- Algoritmos con conexiones.

Estas tareas requieren la atencion de los estudiantes sobre el uso de procedimientos con el fin de
desarrollar niveles mas profundos de ideas y conceptos matematicos. Presentan mayor grado de

esfuerzo cognitivo.
- Hacer matematicas.

Corresponden a tareas que requieren de un procedimiento complejo y no algoritmico. Exige

comprender conceptos, procesos Y relaciones matematicas.

De acuerdo con Smith y Stein (1998), los dos primeros tipos de tareas se asocian a una demanda

cognitiva de bajo nivel, mientras que las dos Ultimas se corresponden a un alto nivel cognitivo.

A partir del trabajo realizado por dichos autores, Benedicto et al. (2015) plantean una adaptacion de
dicho modelo para actividades de patrones geométricos. Para ello, han analizado cada una de las
caracteristicas que definen los niveles de demanda cognitiva y han identificado seis categorias, de forma

que cada caracteristica de un nivel se ajusta, por su objetivo, a alguna de ellas.
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Estas categorias, definidas en Benedicto et al. (2015, p. 155), son:

El procedimiento de resolucién que requiere la actividad; la finalidad con la que se propone la

actividad; el esfuerzo cognitivo necesario para llevar a cabo su resolucion; los contenidos

matematicos implicitos en su resolucion; el tipo de explicaciones requeridas de los estudiantes;

y las formas de representacion de la solucion.

Tabla 5

Analisis tedrico de la demanda cognitiva de actividades de patrones geométricos
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Tipo de
cuestion

Recuento directo

Término inmediato/ proximo

Categoria

Procedimiento
de resolucion

Objetivos

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos

Explicaciones

Representacion

Procedimiento
de resolucion

Obijetivos

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos

Caracteristicas
No se resuelven usando algoritmos, sino recurriendo a
datos recordados o tomados directamente del
enunciado.
Reproduccion de elementos (datos, reglas, férmulas,
etc.) previamente aprendidos, recordados o tomados
directamente del enunciado.
Su resolucion con éxito apenas requiere esfuerzo. No
son ambiguas. Indican claramente qué hacer.
No tienen conexién con los conceptos o significado
subyacente a los datos, reglas, formulas o definiciones
gue se estan aprendiendo o reproduciendo.

No requieren explicaciones

El enunciado utiliza la representacion geométrica y su
resolucion, en caso de representarse, utilizard la

aritmética.

Son algoritmicas. Indican expresamente qué algoritmo
usar o es evidente por el contexto.

Enfocadas a obtener respuestas correctas, pero no a
desarrollar la comprension matematica.

Su resolucién con éxito requiere un esfuerzo limitado.
Existe poca ambigiiedad sobre qué hacer y como
hacerlo.

Existe conexion implicita entre los conceptos o
significados subyacentes y los algoritmos usados. A

pesar de existir dicha conexidn, el estudiante no tiene
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MEDIO-ALTO

ALTO

Algoritmos con conexiones

Hacer matematicas

/ lejano

7

érmino proximo

7

T

Término general

Explicaciones

Representacion

Procedimiento
de resolucion

Objetivos

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos

Explicaciones

Representacion

Procedimiento
de resolucion

Objetivos

por qué percatarse de ella para resolver correctamente
el problema.

Se enfocan unicamente en describir el algoritmo
utilizado.

Se pueden utilizar multiples representaciones
(aritmética, diagramas visuales, materiales
manipulativos, etc.), pero s6lo se usan aquellas que

resultan de mas ayuda para resolver el problema.

Las cuestiones anteriores de la actividad sirven como
sugerencia explicita o implicita de la via a seguir, que
es un algoritmo general con conexiones estrechas con
las ideas conceptuales subyacentes.

Orientan al estudiante a usar algoritmos con la finalidad
de gue tengan una comprension mas profunda de los
conceptos e ideas matematicos.

Su resolucion con éxito requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Se pueden utilizar algoritmos generales, pero
al aplicarlos, hay que prestar atencion a la estructura del
patron.

Los estudiantes necesitan considerar conscientemente
ideas conceptuales que subyacen a los algoritmos para
resolver con éxito la cuestion.

Explicaciones que hacen referencia a las relaciones
subyacentes utilizando casos concretos.

Se representa de varias formas y los estudiantes utilizan
aquellas que los llevan a un razonamiento mas

abstracto.

Requieren pensamiento complejo y no algoritmico. El
enunciado no sugiere ninguna forma de resolucion. Los
estudiantes deben analizar la actividad y examinar las
restricciones que puedan limitar posibles estrategias de
resolucion y soluciones.

Los estudiantes necesitan explorar y comprender los

conceptos, procesos o relaciones matematicos.
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Esfuerzo
cognitivo

Contenidos

Explicaciones

Representacion

Requieren un considerable esfuerzo cognitivo.
Requieren de los estudiantes auto-control y auto-
regulacién de los propios procesos cognitivos.

Los estudiantes deben acceder a conocimiento y
experiencias relevantes y usarlos adecuadamente
durante la resolucion de la actividad.

Explicaciones y demostraciones sobre el término
general de la serie.

Se utiliza una representacion algebraica, que algunas
veces puede estar conectada con otras formas de

representacion.

Nota. Benedicto et al. (2015, p. 155 - 156).
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3.1 TIPO DE INVESTIGACION

Tal y como menciona Creswell (2013), los investigadores en educacién aportan a sus estudios su
particular manera de entender como funcionan las cosas y la forma en la que se construye el
conocimiento. Asi, la dimension epistemoldgica y ontoldgica que aporta el investigador influird

fuertemente en las decisiones metodolégicas que tome en la fase de disefio de sus investigaciones.

Desde mi forma de entender lo que la investigacion puede aportar a la educacion, considero que mi
practica viene marcada por la cosmovision post-positivista, ya que empleo secuencias estructuradas de

investigacion donde los métodos rigurosos de recogida y analisis de datos juegan un papel fundamental.

Ademas, desde esta perspectiva, se aboga por una realidad social que incorpore multiples perspectivas
individuales en lugar de creer en la existencia de una Unica realidad (Creswell, 2013). Asimismo,

considero importante la objetividad y la generalizacion de los resultados de una investigacion.

Por otro lado, con el fin de dar respuesta a los objetivos planteados en la investigacion, se decide
emplear una metodologia de enfoque cualitativo. Es decir, se busca describir, comprender o explorar la
evolucion del pensamiento algebraico en la transicion de Primaria a Secundaria y definir qué nivel de

algebrizacion se puede esperar de cada curso académico.

En consecuencia, para realizar este estudio, se va a llevar a cabo una Investigacion Basada en Disefio.
Es un tipo de investigacion orientado hacia la innovacion educativa cuya caracteristica fundamental
consiste en la introduccion de una nueva herramienta o recurso para transformar una situacion

problemética. Esto es, tiene como finalidad unir la teoria y la practica.

Dicha investigacion tiene un objetivo explicativo y de asesoramiento, es decir, dar una idea tedrica de
cémo se pueden promover formas particulares de ensefianza y aprendizaje del algebra en la transicion

con la aritmética (a partir de la observacion de respuestas a tareas de generalizacion de patrones).

A pesar de tener ese objetivo general, en las fases de la investigacion se incluyen otros objetivos como,

por ejemplo, el descriptivo; conocer la evolucion del pensamiento algebraico en dicha transicién.

Ademas, la investigacion basada en disefio implica un proceso reflexivo y, a menudo, ciclico, en el cual
el disefio es una parte crucial de la investigacién. En particular, el proceso de disefio consta de seis fases

iterativas: enfocar, comprender, definir, concebir, construir y probar (ver Figura 9).

En este trabajo Unicamente se va a llevar a cabo un ciclo dividido en cinco fases que engloban todas las
explicadas anteriormente: “Exploracion y comprension”, “Preparacion y disefio”, “Experimento de

ensenanza”, “Analisis de los datos” y “Evaluacion y reflexion”.
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Figura 9

Fases iterativas de una investigacion basada en disefio

Fuente: Easterday et al. (2014).
3.2 CONTEXTO DE LA INVESTIGACION

Esta investigacion se ha llevado a cabo en el Colegio La Inmaculada Misioneras, situado en la ciudad
de Valladolid, en el curso académico 2021-2022, dado que he tenido la oportunidad de realizar las
practicas externas del master en dicho centro. Este abarca las etapas de Educacién Infantil, Educacién

Primaria y Educacion Secundaria Obligatoria.

En particular, aunque el ciclo de investigacion de este estudio se ha desarrollado en la etapa de
Secundaria, se ha llevado a cabo una recogida de datos en los Gltimos cursos de la etapa de Primaria

para poder comprender mejor la transicién del pensamiento algebraico.

Los participantes de esta investigacion son 121 estudiantes, con edades comprendidas entre los 10y 16
afios, que cursan la asignatura de Matematicas. En particular, en el estudio han participado:

Tabla 6

Cuadro resumen de los participantes de la investigacion
CURSO ALUMNOS EDAD

5° Primaria 22 10 - 11 afios

6° Primaria 21 11 - 12 afios

1°ESO 20 12 — 13 afios

2°ESO 23 13 — 14 afios

3°ESO 18 14 — 15 afios

4° ESO 17 15 — 16 afios

Nota. Elaboracion propia.
El nivel socioeconémico en el que esta inmerso es medio-bajo y los alumnos/as proceden de distintos
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barrios y pueblos proximos al centro de Valladolid. Cabe destacar que existe un importante nimero de

familias desestructuradas.

Es un centro que presta especial atencion a la diversidad, a las destrezas l6gico-matematica y linguistica,
el bilingliismo, la educacion en valores cristianos, el deporte, el uso de las TIC, etc.

3.3. INSTRUMENTO DE RECOGIDA DE DATOS

En la presente investigacidn, el principal instrumento que se ha utilizado para la recogida de datos es
un cuestionario, es decir, los datos se han recogido a través de respuestas de los participantes a preguntas
previamente elaboradas por el investigador y presentadas por escrito en un formulario debidamente
disefiado.

Para ello, inicialmente se realizé una busqueda de trabajos que se han desarrollado en torno a la
generalizacion de patrones (Merino, 2012; Liang, 2013; Arbona et al., 2016; Castro y Ruiz, 2018; etc.),
poniendo el principal foco de atencion en las caracteristicas propias de la tarea y del patrén figurativo.
En particular, de estos trabajos se han obtenido y adaptado algunas de las actividades propuestas.

En consecuencia, se ha disefiado un cuestionario para cada curso académico. Cada uno de ellos consta
de varias tareas de generalizacion y estas, a su vez, estan compuestas por varias cuestiones relacionadas
con un enunciado previo que presenta un patron figurativo. Cabe destacar que, en el disefio de las
pruebas escritas, se han tenido en cuenta los objetivos de investigacién planteados anteriormente, asi

como el problema y las preguntas de investigacion.

Las actividades tipicas de patrones algebraicos constan de varias cuestiones de generalizacién, de
manera que cada cuestion supone un incremento del grado de abstraccion y, en consecuencia, de la
demanda cognitiva necesaria para su correcta resolucion. Esto permite plantear las actividades a

alumnos con diferentes conocimientos o capacidades matematicas.

Ademas, las tareas propuestas estan disefiadas de forma gradual y permiten adaptarlas segln las
necesidades de los alumnos, afiadiendo o eliminando cuestiones y aumentando o disminuyendo la

complejidad.

3.4 FASES DEL DISENO DE INVESTIGACION

Como se ha mencionado anteriormente, en esta investigacion basada en disefio, Gnicamente ha sido

posible llevar a cabo un ciclo. Este se compone de las fases explicadas a continuacion.

3.4.1. EXPLORACION Y COMPRENSION

De acuerdo con el disefio de investigacion, la intencion tedrica de este estudio es, a partir del disefio de

una secuencia de actividades basadas en la generalizacién de patrones, comprender la evolucion del
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pensamiento algebraico en la transicion de Primaria a la Secundaria.

En consecuencia, se determinard como de bien enfocada o planteada esta dicha propuesta con el fin de
mejorarla y que permita tomar buenas decisiones en la ensefianza — aprendizaje del pensamiento

algebraico a los docentes.

Por este motivo, el contexto de estudio se va a realizar en la etapa de Secundaria con estudiantes de
edades comprendidas entre los 12 y 16 afios, aunque se incluyan los Gltimos cursos de la etapa de

Primaria para la recogida de datos.

Para comprender mejor la problemética y el tema de estudio, previamente se ha realizado una
exploracion de la literatura sobre investigaciones basadas en la generalizacién de patrones (Radford,
2010a; Merino, 2012; Ramirez, 2017, etc.) asi como en estudios sobre la problematica aritmético —
algebraica (Kieran, 2004; Socas, 2011; Rojas y Vergel, 2013, etc.)

Ademas, se ha realizado un andlisis previo sobre los conocimientos que los alumnos de Secundaria

poseen sobre algebra, ya que los de la etapa de Primaria solo trabajan con conceptos aritméticos.

En el primer curso de Secundaria se realiza una introduccién del lenguaje algebraico, en el segundo
curso se utiliza dicho lenguaje para generalizar propiedades y simbolizar relaciones y en el tercer y
cuarto curso se realizan traducciones de expresiones del lenguaje cotidiano al algebraico, asi como

transformaciones de expresiones algebraicas.

3.4.2. PREPARACION Y DISENO

Para llevar a cabo los objetivos definidos anteriormente, se han disefiado unos cuestionarios, que forman
parte del principal instrumento de recogida de datos y que constan de una serie de tareas, y una ribrica
de evaluacion. Esta Gltima se elabora con el fin de evaluar los niveles de algebrizacién que presentan

los participantes del estudio en cada una de las actividades propuestas.

En cuanto a las actividades de cada cuestionario, se han planteado tareas figurativas de generalizacion
lineal, cuadratica y con dos o mas configuraciones sucesivas, en funcion del nivel cognitivo que

presentan los alumnos en cada curso académico.

Las cuestiones que se plantean en la mayoria de las tareas, excepto para alguna actividad de 3° y 4°
curso de ESO, estan organizadas de acuerdo con la siguiente estructura. Las primeras estan orientadas
a determinar las figuras siguientes, cuya finalidad es establecer una regla particular desde la estructura
numeérica y espacial. Posteriormente, se pide calcular términos especificos, pero no consecutivos y, por

altimo, llegar a una expresion que permita encontrar cualquier término del patrén.

Es decir, puesto que el objetivo final es la comprension de la evolucidn en la transicion de Primaria a

Secundaria, las actividades van a partir de cuestiones propiamente aritméticas, para ir conduciendo al
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alumnado a cuestiones que requieran de un pensamiento y razonamiento algebraico.

La principal finalidad de esta estructura es, también, que los alumnos vayan descubriendo paso a paso
el patrén algebraico. De esta forma, cada cuestion ayuda a resolver la siguiente. Por este motivo, y con
el fin de incrementar el nivel de dificultad, algunas tareas de 3° y 4° de ESO sélo constan de dos
cuestiones. Ademas, esta secuencia permite vislumbrar los diferentes tipos de pensamiento algebraico

desarrollados por los estudiantes.

Por lo tanto, en las actividades propuestas se ha hecho hincapié en la importancia de tres elementos: las
estructuras espacial y numeérica, la relacion funcional y el proceso inverso. Para continuar la secuencia,
los estudiantes necesitan descubrir una regularidad que relaciona la estructura espacial, que emerge de
la distribucidn de los elementos, y la estructura numérica, que emerge del nimero de elementos de cada

figura.

Para identificar el término lejano, los alumnos deben establecer una relacion funcional que asocie el
término de la figura y la cantidad de elementos que la forman. Y para identificar la posicion de una
figura, conocido el nimero de elementos que la forman, el estudiante debe invertir el proceso y

establecer una relacion funcional inversa a la anterior (Zapatera, 2018, p. 55).

Junto con el disefio de actividades, también se ha de tener en cuenta, como parte de estas tareas de
aprendizaje significativo, la evaluacion. Es decir, la evaluacion debe impulsar el aprendizaje si se basa

en tareas que abordan los objetivos de la ensefianza.

Por este motivo, se ha disefiado una rabrica de evaluacién de patrones algebraicos que desglosa todos
los niveles de algebrizacion definidos por Godino et al. (2014) y Godino et al. (2015) en cada uno de

los aspectos o rasgos caracteristicos del razonamiento algebraico.

La evaluacion de las tareas de generalizacion propuestas a partir de dicha rubrica servira para determinar
el alcance del pensamiento algebraico de los estudiantes en cada curso académico, asi como su

evolucion.

DISENO DE LOS CUESTIONARIOS

ACTIVIDAD 1 DE 5° DE PRIMARIA

Esta actividad supone una iniciacion a la identificacién, descripcién y creacion de patrones recurrentes.
Las cuestiones de esta tarea se basan en que el alumno investigue sobre el patrén de crecimiento dado

y extienda dicho patron para términos cercanos y no muy lejanos.
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Figura 10
Actividad 1 de 5° de Primaria
Observa como crece In letaa T al colocar mas cicculos
O O O
O O
O
Figura 1 Figusm 2 Figura 3
4 cwcubos S chrcuions § circutos
1. Dibuja las Figuras 4y 5
2. 2Qué parte de la letza pexmanece siempre igualr jCuantos cuculos tiene
3. :Cuantos circulos aumentan en cada fipuras
1. :Cuantos circulos negros tendea la Figuia 107 1Y cuantos circulos grsesr 2Y en total?
Explica como lo has avenguado.

Fuente: Adaptacion Zapatera (2018).

Esta es una tarea de generalizacion lineal figurativa con configuraciones sucesivas. Para resolver las
primeras cuestiones basta con tener ciertos conocimientos aritméticos, pero la Gltima cuestion supone

un nivel bajo-medio de demanda cognitiva para los alumnos de este curso.

A continuacién, se presenta el analisis tedrico de las cuestiones que integran esta tarea, siguiendo la
interpretacién del modelo de la demanda cognitiva ofrecida en la Tabla 5. Para cada cuestion de la

actividad, se identifican sus caracteristicas y se asigna el nivel o niveles de demanda cognitiva.

La cuestion 1 tiene nivel bajo/bajo-medio de demanda cognitiva, ya que en ella se pide dibujar las
siguientes figuras del patron mostrado en el enunciado. Las cuestiones 2 y 3 tienen el mismo nivel de
demanda cognitiva puesto que los alumnos pueden encontrar directamente la solucién contando las

figuras del enunciado y a partir de la cuestion anterior.

Este procedimiento es algoritmico y no requiere que los estudiantes utilicen ningin conocimiento

matematico, sino que observen el patron visual de cambio de un término de la serie al siguiente.

Tabla 7

Analisis de la demanda cognitiva de las cuestiones 1, 2 y 3 correspondiente a la actividad 1 de 5°
de Primaria

Nivel de  Tipo de Categoria Indicadores
d.c. cuestion
o Procedimiento de Las figuras del enunciado sirven como instrucciones
—_ o 14
resolucion . - .
B c E para construir las siguientes y contar la cantidad de
[72] (7]

Qo = (@} , .
% é S € & circulos que permanecen iguales y los que aumentan.

= > O
— x . - e - )
g ‘g @ g €  Objetivos Se pretende que el alumno se familiarice con el patron
o Z 3 operando con un caso concreto pequefio, que puede
EE o

calcular facilmente. El objetivo de estas cuestiones no
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Esfuerzo

cognitivo

Contenidos

Explicaciones

Representacion

es la comprension del algoritmo, sino la obtencién de un
resultado correcto.

Su resolucion con éxito requiere una demanda cognitiva
limitada. Existe poca ambigiiedad sobre lo que hay que
hacer, ya que el alumno debe encontrar el patron para
dibujar el caso pedido y dar con la solucién.

Existe conexion implicita entre los conceptos Yy
significados subyacentes y los algoritmos utilizados.

Basta con describir cémo se han dibujado las figuras.

En la cuestion 1 deben utilizar una representacion
pictorica y en las cuestiones 2 y 3 también pueden

utilizar la aritmética.

Nota. Elaboracion propia. Adaptado de Benedicto et al. (2015).

La cuestion 4 tiene un nivel bajo-medio de demanda cognitiva ya que se pide dibujar y calcular los

circulos de una figura cercana. Para ello, pueden utilizar la representacion pictorica o, aquellos que

hayan reconocido el patron de crecimiento, una representacion aritmética.

Tabla 8

Anélisis de la demanda cognitiva de la cuestion 4 correspondiente a la actividad 1 de 5° de Primaria

Nivel de

BAJO-MEDIO

Algoritmos sin conexiones

d.c.

Tipo de
cuestion

Término proximo (n = 10)

Categoria

Procedimiento de
resolucion

Obijetivos

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos

Indicadores

Las figuras del enunciado sirven como instrucciones
para construir las siguientes. Al ser una posicién mas
distante, el enunciado de esta cuestion sugiere de modo
implicito considerar las relaciones entre el algoritmo y
conceptos subyacentes.

El objetivo de esta cuestion es que los estudiantes,
observando los casos concretos de las cuestiones
anteriores, descubran las relaciones entre el patrén y el
algoritmo aritmético, profundizando en la comprension
del algoritmo general.

Su resolucion pictorica con éxito requiere un esfuerzo
limitado. Existe poca ambiguedad sobre como dibujar la
figura y contar el resultado.

En la resolucion pictorica, el estudiante no necesita
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Explicaciones

Representacion

darse cuenta de la relacion entre los términos de la serie
para llegar a la respuesta correcta.

En la resolucién aritmética, el estudiante necesita
considerar la relacién entre los términos de la serie
subyacente al algoritmo aritmético (sumar un circulo
gris a la figura anterior).

Enfocadas a describir el algoritmo utilizado. Hace
referencia a las relaciones aritméticas entre la figuray el
numero de circulos que tienen respecto de la anterior.
Se suele utilizar la representacion pictorica por ser la
que resulta de mayor ayuda para resolver la cuestion. Se
puede combinar con la aritmética para dar lugar a una

representacién mas general.

Nota. Elaboracion propia. Adaptado de Benedicto et al. (2015)

ACTIVIDAD 2 DE 5° DE PRIMARIA

En esta tarea, ademas de afianzar los conceptos sobre la identificacion, descripcion y extension de los

patrones recurrentes, deben descubrir una regla de formacion del patrén. El objetivo es que los alumnos

expresen verbalmente y por escrito una regla general que permita hallar el nimero de elementos de

cualquier figura.

Figura 11
Actividad 2 de 5° de Primaria

En una clase estan jugando a tormar con palillos figuras cada vez mas grandes. El equipo de

Lucia ha formado los signientes cuadrados:

Hagura 1 Higura 2 Haura 3
4 peliton 7 palilicx 10 palilion

Dibuja las figuras 4 v 3. zCuantos palillos tiene cada una de ellas?

:Cuantos palillos tene la figuea 107

:\N B o=

;Cuantos palllos tendra la iﬂ‘.lf.l_.‘:’ LXpUca ¢l razonamuento.
:Cuantos palillos tendra la by 207 Explica el t

Fuente: Adaptacion Zapatera (2018).

Es una tarea de generalizacion lineal figurativa con configuraciones sucesivas. En ella, los estudiantes

deben establecer una relacion entre el nimero de la figura y los palillos utilizados.
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La primera cuestion tiene un nivel bajo medio segun el modelo de demanda cognitiva de Smith y Stein

(1998), ya que se pide dibujar las siguientes figuras de las dadas en el enunciado y contar

aritméticamente el nimero de palillos que estas poseen (nivel bajo - recuento).

La segunda cuestion se corresponde con un nivel bajo-medio (término inmediato/prdximo) y la cuestion

3 con un nivel medio-alto (término proximo/lejano). Se busca que los estudiantes comiencen a

identificar el patron e intenten dar la solucion aritméticamente a partir de dicha expresidn, sin necesidad

de representar graficamente la figura.

El andlisis tedrico de las cuestiones que integran esta actividad es equivalente al mostrado en la

actividad anterior (ver Tabla 7 para la cuestion 1y Tabla 8 para la cuestion 2). Para la tercera cuestion

se presenta a continuacion el andlisis tedrico correspondiente:

Tabla 9

Analisis de la demanda cognitiva de la cuestion 3 correspondiente a la actividad 2 de 5° de Primaria

Nivel de

MEDIO-ALTO

Algoritmos con conexiones

d.c.

Tipo de
cuestion

Término proximo/lejano (n = 20)

Categoria

Procedimiento de
resolucion

Obijetivos

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos

Explicaciones

Representacion

Indicadores

Las respuestas a las cuestiones anteriores sirven como
sugerencia implicita de la via a seguir para identificar el
algoritmo general para calcular este término concreto y
las relaciones subyacentes entre el algoritmo y la serie.
Que el alumno explore y encuentre la regla general que
permita hallar el nimero de palillos de cualquier figura.
Si los alumnos han logrado enunciar una relacion para
resolver cualquier caso, requerird un esfuerzo medio-
alto. De lo contrario, deberan encontrar una estrategia
de resolucion no implicita, requiriendo un alto esfuerzo
cognitivo.

Los estudiantes, apoyandose en el conocimiento
adquirido en las cuestiones anteriores, necesitan
considerar las relaciones de la serie subyacente al
algoritmo.

Enfocadas a describir el algoritmo utilizado. Hace
referencia a las relaciones aritméticas entre la figura y el
namero de palillos que posee.

La resolucion conecta la representacion geométrica y,

tal vez, la aritmética.
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Nota. Elaboracion propia. Adaptado de et al. (2015).

ACTIVIDAD 1 DE 6° DE PRIMARIA

Para este curso académico inicialmente se propone una tarea que engloba todo lo anterior, es decir,
afianzar la identificacidn, descripcién y extension de los patrones recurrentes, con el objetivo de que

los alumnos descubran la regla que define el patron y la expresen aritméticamente.

Se busca que los estudiantes sean capaces de dar respuesta a las preguntas sin necesidad de dibujarlo
geométricamente. Ademas, se afiaden cuestiones que engloban mayor demanda cognitiva e introducen

el lenguaje algebraico.

Figura 12
Actividad 1 de 6° de Primaria

Un grupo de amugos ha decidido jugar a los bolos. En cada tirada se va a aumentar el numero

de bolos que tienen que tirar de la siguiente forma;

3¢

10 2@
En la pumera ronda hay 3 bolos, en la segunda 5, en la tercera 7, v asi sucesivamente,
1. :Cuantos bolos habri colocadeos en la 5* ronda? Queé has hecho para saberlor

2. 1Y cuantos bolos habra colocados en 1a 10* ronda? sSabrias resolveslo sin hacer el dibujor

3. :Sabuas expresar el niimero de bolos que habri en la n-ésima rondar Es decir, en la ronda

numero ‘n’

Fuente: Adaptado de Arbona et al. (2016).

Es una tarea lineal figurativa con configuraciones sucesivas. Consta de tres tipos de cuestiones en las

cuales el nivel de demanda cognitiva que requieren va aumentando.

La primera cuestion es de generalizacion inmediata y se corresponde con un nivel bajo/bajo-medio de
demanda cognitiva. El andlisis tedrico correspondiente a esta tarea es equivalente al realizado en la

cuestion 1 de la actividad 2 de 5° curso de Primaria (ver Tabla 7).

La segunda cuestion trata de una generalizacién préxima a los términos dados en el enunciado. Se la
asigna un nivel bajo-medio de demanda cognitiva y su analisis tedrico es similar al realizado en la

cuestion 2 de la actividad 2 de 5° curso de Primaria (ver Tabla 8).

Por altimo, la tercera cuestion se corresponde con un nivel alto de demanda cognitiva, una introduccion

al lenguaje matematico. A continuacién, se muestra una tabla con el analisis teérico de dicha cuestion.
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Tabla 10

Anélisis de la demanda cognitiva de la cuestion 3 correspondiente a la actividad 1 de 6° de
Primaria

Nivel de Tipo de Categoria Indicadores
d.c. cuestion

Procedimiento La generalizacion para el término n-ésimo requiere

de resolucion . . .
un pensamiento complejo y no algoritmico. El
enunciado no sugiere ninguna forma de resolucion.
Los estudiantes analizan la estructura de la serie para
poder obtener una regla general que relacione el
numero de bolos con el nimero de tirada.

Objetivos Analizar, comprender y enunciar la relacién general
entre el nimero de tirada y el nimero de bolos
correspondientes, de manera que lleguen a calcular
el término general.

Esfuerzo Requiere un considerable esfuerzo cognitivo ya que

cognitivo los estudiantes no solo deben ser capaces de

comprender la relacion existente, sino que deben

saber expresarla, ya sea verbal o algebraicamente.

ALTO
Haciendo matematicas

Contenidos Se pretende que los estudiantes recurran a las

cuestiones anteriores para expresar el lenguaje

Término general (n-ésima posicion)

algebraico la relacion general.

Explicaciones Explicacion de la expresion de calculo del término
general.

Representacion  La resolucion se basa en la representacion algebraica
del algoritmo de célculo del término general de la
serie. Puede estar acompafiada de representaciones
geométricas o aritméticas de casos concretos o

genéricos.

Nota. Elaboracion propia. Adaptado de Benedicto et al.

ACTIVIDAD 2 DE 6° DE PRIMARIA

Los alumnos contintian avanzando en el estudio de los patrones recurrentes y reforzando la expresion
de la regla general y empiezan a revertir el proceso. Destinada al inicio del estudiante en la
generalizacion mediante problemas de patrones geométricos, a través de la generalizacion de relaciones

directas y la resolucion de relaciones inversas.
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El objetivo en este curso es invertir el proceso, es decir, hallar el término de una figura a partir del
numero de elementos que la forman. Esta finalidad representa cierta dificultad para los estudiantes, pero
el docente debe trabajarlo de forma progresiva de forma que los alumnos descubran la relacion suma —

resta y multiplicacién — division.

Para ello, se disefia una secuencia formada por los tres primeros términos de una secuencia del patrén
geométrico (tarea figurativa lineal de configuraciones sucesivas) y cinco tipos de cuestiones. Esta tarea
relaciona el nimero de mesas con el nimero de sillas y, a la inversa, el nimero de sillas con el nimero

de mesas.

Figura 13
Actividad 2 de 6° de Primaria

Juan ha invitado a su cumpleanos a sus companeros de su clase v sus padees le van a ayudar
a colocar las mesas v las sillas

En un principio han pensado en usar mesas cuadradas v colocarlas como en la siguiente
fipura

L LI L

1. Dibuja 4 mesas juntas, :Coantos invitados pueden sentarse en 4 mesass
2. #Cuantos invitados pueden sentarse en 3 mesas:
3. Cudntos invitados podrian sentarse en 15 mesas? Explica como lo sabes
4. Cuantas mesas necesitaran si en la clase son 26 compaderos?
Si tenemos un nimero cualquiera de mesas (n), scomo calculanas el nimero de amigos

qll(‘ s¢ PIIC(".‘I‘. sentar en cllas?

Fuente: Adaptado de Arbona et al. (2016).

Las tres primeras cuestiones son de generalizacion directa, que permite iniciar a los estudiantes en la
formulacion de expresiones generales mediante la identificacion de patrones y relaciones. Estas

cuestiones estan ordenadas en funcion de la demanda cognitiva requerida y son las siguientes.

La primera cuestion es de generalizacion inmediata, que pide obtener un término inmediato de la figura
utilizando su representacion. Se corresponde con un nivel bajo/bajo-medio de demanda cognitiva. El
analisis tedrico correspondiente a esta tarea es equivalente al realizado en la cuestion 1 de la actividad

2 de 5° curso de Primaria (ver Tabla 7).

La segunda cuestion consta de una generalizacion proxima, que implica una mayor comprension del
patron y se corresponde con un nivel bajo-medio de la demanda cognitiva. De nuevo, el anlisis tedrico
de esta actividad es similar al realizado en la cuestién 2 de la actividad 2 de 5° curso de Primaria (ver
Tabla 8).
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Por ultimo, la tercera cuestion, de generalizacion directa, implica realizar una generalizacion proxima-

lejana, correspondiente al nivel medio-alto de demanda cognitiva. Esta supone una comprension en

profundidad del patrén. Su anélisis tedrico es equivalente al mostrado en la cuestion 3 de la actividad 2

de 5° curso de Primaria (ver Tabla 9).

La cuarta cuestion se corresponde con una tarea de relacion inversa, que permite introducir al estudiante

a la inversion de operaciones y contextualizar su introduccién en el mundo del algebra. Dicha cuestién

es de relacion inversa exacta, es decir, cuya solucion numérica es un nimero natural que corresponde a

un término de la secuencia. Es, por tanto, una cuestion de nivel medio-alto segin la demanda cognitiva

gue requiere y su andlisis tedrico es el siguiente.

Tabla 11

Analisis de la demanda cognitiva de la cuestion 4 correspondiente a la actividad 2 de 6° de Primaria

Nivel de

MEDIO-ALTO

Algoritmos con conexiones

d.c.

Tipo de
cuestion

Relacién inversa

Categoria

Procedimiento de
resolucién

Obijetivos

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos

Explicaciones

Representacion

Indicadores

Las respuestas a las cuestiones anteriores sirven como
sugerencia implicita de la via a seguir para identificar el
algoritmo general para calcular este término concreto y
las relaciones subyacentes entre el algoritmo y la serie.

Introducir al estudiante a la inversion de operaciones.

Su resolucién con éxito requiere cierto esfuerzo
cognitivo si no han encontrado una relacién para
resolver cualquier caso.

Los estudiantes, apoyandose en el conocimiento
adquirido en las cuestiones anteriores, necesitan
considerar las relaciones de la serie subyacente al
algoritmo.

Enfocadas a describir el algoritmo utilizado. Hace
referencia a las relaciones aritméticas entre el nimero
de mesas y el nimero de compafieros.

La resolucién conecta la representacién geométrica,
aritméticay, tal vez, algebraica para expresar la solucion

de una manera mas abstracta.

Nota. Elaboracion propia. Adaptado de Benedicto et al. (2015).

La Gltima cuestion de esta tarea se corresponde con una tarea de mayor demanda cognitiva (nivel alto),

con una introduccion al lenguaje algebraico. El analisis tedrico de esta cuestion es equivalente al
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realizado en la cuestion 3 de la actividad 1 de este mismo curso académico (ver Tabla 10).

ACTIVIDAD 1 DE 1°Y 2° DE ESO

Para los cursos académicos de 1°y 2° de ESO se propone el mismo cuestionario (es decir, las mismas
actividades) con el proposito de observar la evolucion del pensamiento algebraico de los alumnos con
edades comprendidas entre los 11 y 14 afios, es decir, en el paso de Primaria a Secundaria.

En particular, esta actividad es de generalizacion lineal numérica con configuraciones sucesivas. Cabe
destacar que las tareas de generalizacion numérica tienden a tener un formato bastante consistente de
visualizacién de patrones y, por lo general, enumeran al menos los primeros cuatro términos de un

patrén en un orden secuencial.
El objetivo principal de esta tarea es que los alumnos se inicien en el estudio de patrones recurrentes

numéricos y comiencen a familiarizarse con el uso del lenguaje algebraico.

Figura 14
Actividad 1 de 1°y 2° de ESO

Dada la sipuiente secuencia de numeros:
8. 560, 77.560, .... L 74560, 73.560,

. Rellena los niunesos que faltan
Escribe los dos sipuientes niimeros

3. Escunbe la 1egla general para calcular ¢l siguiente nimero de un numero cuslquiera ‘o’

segun la secuencia antexiox

Fuente: Elaboracion propia.

La primera y segunda cuestion que se plantean en esta tarea son de respuesta inmediata y, por tanto, se
corresponden con un nivel bajo/bajo-medio de nivel cognitivo. Se pretende que los alumnos expresen
numéricamente los valores que faltan en la secuencia mostrada en el enunciado, asi como los dos

siguientes.

La tercera cuestion presenta mayor demanda cognitiva (nivel alto segun el modelo de Smith y Stein
(1998)). El objetivo es que los alumnos expresen algebraicamente la regla que define dicha secuencia.
ACTIVIDAD 2 DE 1°Y 2° DE ESO

En esta actividad se propone una tarea de generalizacion figurativa lineal con configuraciones sucesivas.
En ella, se proponen diversas cuestiones que requieren de todos los tipos de niveles de demanda

cognitiva.
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Figura 15
Actividad 2 de 1°y 2° de ESO

Estuda el patron 7 reponde 2 las agwentes preguntas
<~ 1 } |
| | | |
1 P4 o

Compileta la tabla

Numero de cuadrados 1 2 3 4 20 n
blancos
Ndmeroe de tridngulos 2 3 B
grises
2 De: el patron que ves

Cuantos cuadrados blancos hav si tenemos 50 tnangulos gnses?

Fuente: Liang, B. (2013).

La primera cuestion aborda todos los niveles de demanda cognitiva. La primera pregunta es de
generalizacion inmediata, correspondiente a un nivel bajo/bajo-medio. En segundo lugar, se presenta
una pregunta sobre un término lejano, correspondiente a un nivel medio-alto; y, por Gltimo, engloba
una pregunta con mayor demanda cognitiva (nivel alto), ya que pide expresar la regla general que define
el patron algebraicamente.

Esta cuestion se plantea a través de una tabla para que los alumnos se den cuenta mas facilmente de la

relacion existente entre el nimero de cuadrados blancos y el nimero de tridngulos grises.

La segunda cuestion se plantea para observar el tipo de representacién que utilizan los alumnos para
expresar laregla general del patron que han deducido con la cuestion anterior. Se espera que los alumnos

utilicen una representacion de tipo algebraica.

Por ultimo, la tercera cuestion se corresponde con una relacion inversa, que requiere de un nivel superior
de demanda cognitiva (medio-alto). El andlisis tedrico de dicha cuestién es equivalente al realizado en

la cuestion 4 correspondiente a la actividad 2 de 6° de Primaria (ver Tabla 11).

ACTIVIDAD 2DE 1°Y 2° DE ESO

Con esta actividad los estudiantes, en la generalizacion de patrones recurrentes, comienzan a trabajar
con patrones con mas de un atributo y se familiarizan con el uso de expresiones simbolicas o algebraicas

de la regla general.

Es una tarea de generalizacion lineal figurativa con configuraciones sucesivas. En ella, cada figura va
afiadiendo un cubo y los estudiantes deben expresar las reglas, directa e inversa, que relacionan el
nimero de cubos de cada figura con el nimero de vértices y aristas de esta.
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Figura 16
Actividad 3 de 1°y 2° de ESO

Hoy en clase han trabajado con lJf_‘-h(\LL"ii' Carlos v sus anugos los han colocado en vertical

gElg

2 cubos 3 cuboe
8 vertiees 12 véesen M e
13 amans 20 aratan 20 wrmam

de Ia sipuiente manera

. Dibuja 4 cubos ¢ cuenta el numero de vestices Y astas
Cuantos vegtices teadran 20 cubos? )Y cudntas aristas? Explica como lo has
hecho
Escibe una regla para calenlu el nimero de vértices sabiendo el nimeso de
cubos (o) v otra pais hallar el numero de aostas

4. Ioteata escpbix ls repla algebmicamentes. -Como hallagas e numero de vestices
en ‘i’ eubos? JY de ‘n' anstas
Cuantos cubos necesitanians pam fonnar una estiuctua con 44 vestices: /Y con

44 agistas

Fuente: Adaptado de Zapatera (2018).

La primera cuestion es de generalizacion inmediata, ya que pide considerar el siguiente término del
patron mostrado en el enunciado y contar el nimero de vértices y aristas que este posee, a partir de su
representacion geométrica. Por tanto, requiere de un nivel bajo/bajo-medio de demanda cognitiva.

La segunda cuestion considera una generalizacion lejana (nivel medio-alto de demanda cognitiva), en
la cual, a diferencia de las actividades anteriores, es més dificil utilizar la representacion geométrica
para su correcta resolucion. Asi, se pretende que los alumnos encuentren la regla que define el patron y

la utilicen para un caso particular, realizando correctamente la aritmética.

La tercera y cuarta cuestion requieren de mayor demanda cognitiva, es decir, de un nivel alto. En la
primera de ellas basta con expresar verbal o aritméticamente la regla que define la relacion existente
entre el nimero de vértices y el nimero de cubos, y la regla que define la relacién existente entre el
numero de aristas y el nimero de cubos. Para ello, han de utilizar las experiencias con las cuestiones
anteriores. En la segunda de ellas, se pide expresar dicha regla algebraicamente utilizando un lenguaje

simbolico, la cual requiere de mayor abstraccion.

Por altimo, en la quinta cuestion se plantea una pregunta de relacion inversa que requiere de un nivel
medio-alto de demanda cognitiva. Se pretende que, una vez los alumnos han obtenido la regla general
del patron, la utilicen para un caso en particular (aplicando la relacion inversa).

ACTIVIDAD 1 DE 3° DE ESO

La siguiente actividad, dirigida al tercer curso de Secundaria, consta de dos partes, las cuales muestran

tareas de generalizacion lineal con configuraciones sucesivas. El objetivo es que los alumnos encuentren
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la relacion existente entre el nimero de segmentos que se necesitan para construir una serie de
cuadrados y hexagonos colocados como se muestra en la Figura 17, y expresar dicha regla
algebraicamente.

Figura 17
Actividad 1 de 3° de ESO

Considesemos el siguseate psoblema

. L

|

(11

Luantos segmentos se

necestan para formar 4 cuadados

Y pam format

> cuadradoss

sCudntos segmentos se necesitan paxa formar 'n’ cuadiados?

Como vemos en la siguiente Oguta, se necesitin 6 segmentos pata constouit o hexa

ara comstiun dos hexdgonos v 16 para constoun 3 hexdgonos, colocad

O O

Fuente: “Cuadrados y Hexagonos” por Rivera y Becker (2007),

como se cito en Liang, B. (2013).

Las cuestiones 1 y 2 de ambas partes son de respuesta inmediata, luego requieren de un nivel bajo-
medio de demanda cognitiva. Se espera que los alumnos de este curso utilicen para su resolucion

directamente una representacion aritmética sin pasar por la geométrica.

La tercera cuestion requiere de un mayor nivel de demanda cognitiva (alto). En ella, los estudiantes
deben escribir la regla que definen dichos patrones algebraicamente, utilizando un lenguaje simbdlico.
ACTIVIDAD 2 DE 3° DE ESO

En este curso se introducen las tareas de generalizacion que involucran patrones cuadraticos. Estos han
sido investigados por numerosos investigadores como, por ejemplo, Castro y Ruiz (2018) o Healy y
Holes (1999), entre otros.

En dicha tarea se percibe que el patron para construir los sucesivos cuadrados consiste en ir afiadiendo

una fila y una columna de puntos a la figura anterior (Castro y Ruiz, 2018).

La primera cuestion requiere un bajo-medio nivel de demanda cognitiva ya que engloba una pregunta
de respuesta inmediata y, la segunda, implica un nivel superior de demanda cognitiva. Se pretende que

los alumnos encuentren la regla que define el patron y la expresen algebraicamente. Para ello, pueden
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utilizar distintas estrategias.

Figura 18
Actividad 2 de 3° de ESO

La uigtuente magen muestia la secuencia de nameros cuadiados. Contesta a las sipmuentes

preguntas
L B A
e e 0 L B
L J L L B L B I
L] L L B L B
L | | {

Como s¢ observa en la fignea antegor, en ¢l pamer téomino hay un punto, en ¢l
'-tgundr) termuno 4 puntos, en el tercer termuno ]uj.' 9 puntos ¥ en el cuarto termuno
‘.1.1;' 16 puntos. :Sabnas decur cuantos puatos l‘.n:.' en el quinto, sexto y sepumo
ermune de :.'\ SECLSNCIA

Podaas escubir una regla general para el n-esmo teominos

Fuente: Elaboracion propia.

ACTIVIDAD 3 DE 3° DE ESO

La altima actividad propuesta para este curso académico consta de otra tarea de generalizacién

cuadrética en la cual se incluye una cuestion de relacion inversa.

Figura 19
Actividad 3 de 3° de ESO

Observa la upuente 1abla

Posicion ¥ | Posicidn 2 Posicién 3 Posicidn 4

[
!
i
T
|

Realiza una tabla de valoges que relacione el numero de la posicion con la cantidad
de cuadeados dada

Cuantos cuadiados habea para x quunta posicions

Descube Ia regla general que sigue el patzon antesior,

4. 51 tenpo S0 cuadrados, jen que posicion estoyr

Fuente: Adaptacion de Guia didactica 6° basico (2013).

Esta tarea refleja un patron creciente que relaciona la posicién con la cantidad de cuadrados. Las dos
primeras cuestiones son de respuesta inmediata, luego implican un nivel bajo-medio de demanda

cognitiva.

En la tercera y cuarta pregunta se asume un mayor grado de nivel de demanda cognitiva. Los alumnos

deben expresar algebraicamente la regla que define el patron cuadrético y utilizar dicha regla para
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obtener la posicion que ocupa un numero concreto de cuadrados, es decir, aplicando una relacion

inversa.

ACTIVIDAD 1 DE 4° DE ESO

La primera tarea planteada a este curso es de generalizacion lineal figurativa pero Gnicamente con dos
configuraciones sucesivas. Hasta ahora, todas las actividades constaban de tres configuraciones

sucesivas, lo que incrementa la dificultad.

Esta tarea fue propuesta por Stacey (1989) en su estudio sobre las estrategias utilizadas por estudiantes,

de edades comprendidas entre los 9 y 13 afios, a problemas con patrones de generalizacion lineal.

La primera y segunda cuestion son de respuesta inmediata, lo que requiere un nivel bajo-medio de
demanda cognitiva por parte de los alumnos. Se espera que estos identifiquen la regla recursiva con las
configuraciones del enunciado y resuelvan las cuestiones sin necesidad de representar las figuras

geométricamente.

La tercera cuestion es de generalizacion lejana, es decir, que su resolucién no se puede resolver

graficamente o contando paso a paso. De este modo, requiere un nivel medio-alto de demanda cognitiva.
Por Gltimo, en la cuarta cuestion pide expresar la regla general que define el patrén mostrado. Requiere

de un nivel alto de demanda cognitiva y se espera que los alumnos expresen esa regla algebraicamente.

Figura 20
Actividad 1 de 4° de ESO

Observa s sipuiente figura:

! peldadios ) peldatios
Si nos fijamos para biaces nng escalema de 2 v 3 peldanos se necesitan 8 v 1] banas
Iespectivamente

Cuanras bateas se pecesstan para haces el masmo upo de escalera con 4 iu:.‘..A:,.

1acer una escalewn de 5 peklanos
51 sabemops que se necesitan 335 bacoas pata liacer va escalera de 111 peldatos
cukistas barras se gecessbarhn pasa hoces una escaleta de 112 peldasios

Sabaias escabar 1a regla genesal paga formar una escales con n i'l’lll‘:uvl-‘

Fuente: Adaptado de Stacey (1989).

ACTIVIDAD 2 DE 4° DE ESO

En esta actividad se presenta una tarea de generalizacion cuadratica figurativa con configuraciones
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sucesivas. Asimismo, se incrementa la dificultad respecto del curso anterior.

Figura 21

Actividad 2 de 4° de ESO

La siguiente imagen muesta la secuencia de numeros tuangulares. Contesta a las siguientes
}ueg'x)x‘.!.n.
o
e L
e L I J e ® 0
o L L B B J e 00
T 1 Ty Ts
I. Como se observa en In figuua antesior, en el pumet temuno hav un punto, en el
segundo término 3 puntos, en ¢l teicer término hay 6 puntos ¥ en el cuarto término
hay 10 puntos 1Sabnas decir cuantos puntos hay en el quinto, sexto v septimo
I i
termino de la secuenciar
2. ;Podrias escobir una regla genesal pam el n-€simo términos

Fuente: Elaboracion propia.

En dicha tarea se percibe que el patron para construir los sucesivos triangulos consiste en agregar a la
figura anterior una fila de puntos con un punto mas que la fila anterior (Castro y Ruiz, 2018).

La primera cuestion requiere un bajo-medio nivel de demanda cognitiva ya que engloba una pregunta
de respuesta inmediata y, la segunda, implica un nivel superior de demanda cognitiva. El objetivo es
que los alumnos encuentren la regla que define el patrén y la expresen algebraicamente. Para ello,

pueden utilizar distintas estrategias.

ACTIVIDAD 3 DE 4° DE ESO

La Gltima tarea que se propone para este curso académico también es de generalizacién cuadréatica
figurativa con configuraciones sucesivas. Esta actividad se considera que presenta un grado de

dificultad mayor y que, por tanto, requiere de mayor demanda cognitiva que el resto de las actividades.

La primera cuestién es de respuesta inmediata y basta con representar geométricamente las siguientes

figuras a las mostradas en el enunciado. Por ello, requiere un nivel bajo-medio de demanda cognitiva.

La segunda cuestion ya requiere mayor demanda cognitiva (alta), en la cual, a partir de las figuras

mostradas y las pedidas en la cuestion anterior, deben hallar la regla general que define el patrén.
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Figura 22
Actividad 3 de 4° de ESO

Observa la siguiente imagen:

1. Dibuja las dos siguientes figuras

2. Escribe una ecuacion que se pueda usar para defini cualqueer figua

Fuente: Adaptada de Smith et al. (2007), como se cit6 en Liang, B.

DISENO DE LA RUBRICA DE EVALUACION

Para el disefio de la rdbrica de evaluacion, se han tenido en cuenta, en primer lugar, los rasgos
caracteristicos del razonamiento algebraico definidos por Godino et al. (2014) (ver Tabla 4):
“Procedimientos”, “Tipos de objetos” y “Transformaciones”.

Ademas, se han incluido otros aspectos como “Aritmética y patrones”, “Aspecto estructural”, “Aspecto

funcional”, “Lenguajes” y “Razonamiento algebraico”.

Cada uno de los rasgos o aspectos definidos anteriormente, se han desglosado en funcién de los niveles
de razonamiento algebraico elemental en Educacién Primaria y Secundaria, descritos en Godino et al.
(2014) (ver Anexo A.4).

3.4.3. EXPERIMENTO DE ENSENANZA

Una vez elaborado y definido el instrumento de recogida de datos, y conocidas las caracteristicas
fundamentales del grupo de alumnos que va a realizar la prueba, se procede a la implementacion en el
aula. Todas las actividades correspondientes a cada curso se realizaron durante una sesion de

aproximadamente 50 minutos en el aula habitual de Matematicas.

En primer lugar, para cada curso académico, se realiza una presentacion. Se les comunica que esas
tareas forman parte de un trabajo de investigacion y que ellos han sido seleccionados para llevarlo a

cabo, por lo que es importante que colaboren y respondan lo maximo y mejor posible.

A continuacion, la investigadora, que actta como docente, lee con ellos el enunciado de la primera
actividad, todas las cuestiones que esta engloba, y se resuelven las posibles dudas que puedan surgir.

Cuando terminan dicha actividad, el docente recoge las hojas y entrega la siguiente, siguiendo el mismo
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procedimiento.

Durante la prueba, se insiste constantemente en la importancia de que expliquen todos sus
razonamientos y respuestas, asi como que escriban todo lo que sepan. Asimismo, se muestra total

disponibilidad para resolver todas las dudas.

Las impresiones tras la realizacion de la prueba fueron muy buenas. Esta se desarroll6 segun lo previsto
y se pudo obtener de manera satisfactoria toda la informacién necesaria para llevar a cabo el siguiente

paso en la investigacion; el analisis de datos.

Por ultimo, he de mencionar que este experimento de ensefianza se ha reducido Gnicamente a la sesion
de trabajo que se realizd con los alumnos. El objetivo es poder extender este ciclo y, en particular, esta

fase, a una interaccion y duracion mayor en el aula.

3.4.4. ANALISIS DE LOS DATOS

Una vez se han recogido todas las respuestas de los alumnos a las tareas proporcionadas, se procede al
andlisis de los datos. Para ello, se van a seguir las cuatro etapas de la espiral de analisis de Creswell
(2007).

En primer lugar, se recopilan las actividades y se clasifican por cursos. Una vez se han organizado todos
los datos recogidos, se realiza una lectura global y se aportan ideas o palabras clave para su posterior

codificacidn. Es decir, se procede a la lectura y etiquetacién de los datos.

El siguiente paso es la descripcion, clasificacion e interpretacidn de los datos recogidos. Esta etapa, a

su vez, estd compuesta de dos procesos fundamentales: codificacion y categorizacion.

CATEGORIAS

La metodologia cualitativa se basa en el uso de categorias. Se denominan categorias a cada uno de los
elementos o dimensiones de las variables investigadas y que van a servir para clasificar o agrupar segun

ellas las diversas unidades (L6pez, 2002).

Para establecer las categorias para el analisis de las respuestas de los alumnos, se parte de algunas
clasificaciones realizadas en estudios previos (Merino, 2012) asi como de consideraciones conceptuales

tratadas en el marco tedrico.

Dado que el principal foco del estudio esta en el analisis del pensamiento algebraico de los estudiantes,
nos vamos a centrar en las Gltimas cuestiones de cada actividad. Por este motivo, las categorias se

estableceran Gnicamente para cada cuestion escogida.

Ademas, cabe destacar que en cada cuestion se han evaluado todas y cada una de las categorias, aunque

la respuesta final fuese errénea. Esto se debe a que, desde mi punto de vista, un alumno puede haber
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resuelto la cuestion de manera incorrecta pero el procedimiento, representacion o estrategia que ha

Ilevado a cabo, muestren indicios de razonamiento algebraico.

Para el andlisis detallado de las respuestas de los alumnos, a continuacion, se describen las categorias
que se han utilizado para ello.

Categorias atendiendo a los niveles de los distintos aspectos del EOS

En primer lugar, se consideran rasgos caracteristicos de los niveles de razonamiento algebraico
elemental y aspectos definidos para la elaboracion de la rubrica de evaluacion. Estos son “Aritmética y
patrones”, “Aspecto estructural”, “Aspecto funcional”, “Procedimientos”, “Tipos de objetos”,

“Transformaciones”, “Lenguajes” y “Razonamiento algebraico”.

Ahora, para cada uno de los aspectos definidos anteriormente y, segun la rdbrica elaborada en la fase
del disefio (ver Anexo A. 4), se asigna el nivel correspondiente (del O al 6) observado en la cuestion

analizada.

Por ejemplo, a la siguiente respuesta dada por un alumno de 2° de Secundaria, mostrada en la Figura
23, se le asignan los niveles recogidos en la Tabla 12 (de acuerdo con la rabrica de evaluacién propuesta
en el Anexo A. 4).

Figura 23

Respuesta de un alumno de 2° de ESO a la cuestion 4 de la
actividad 3 correspondiente a dicho curso

4. Intenta eicribir 12 regla algebraicamente, {Como hallarias el nimero
de vértices en 'n' cubos? LY de *n’ aristey?
N
Fasins
124% n-1)
Vg'm\ces
g+4 (a-1)

Fuente: Elaboracion propia.
Tabla 12

Cuadro resumen de los niveles asignados a los distintos rasgos caracteristicos del razonamiento
algebraico elemental correspondientes a la solucién de un alumno de 2° de ESO a la cuarta cuestion

de la actividad 3

ASPECTOS NIVEL JUSTIFICACION
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Aritmética y patrones

Aspecto estructural

Aspecto funcional

Procedimientos

Tipo de objetos

Transformaciones

Lenguajes

Razonamiento

algebraico

Realiza correctamente la abstraccion para obtener la regla
general del patron.

Se comienzan a utilizar propiedades de las operaciones.
Emerge el concepto de equivalencia y se reconoce el
significado del signo igual pero no se utiliza.

Obtiene la regla general del patrén.

Los procedimientos utilizados indican que opera con la
incdgnita. Introduce elementos simbdlicos o alfanuméricos.
Intervienen indeterminadas o variables. Se generan objetos
intensivos.

En tareas estructurales, la ecuacion es de la forma Ax + B =
C. Entareas funcionales, se reconoce la generalidad, pero no
se opera con las variables para obtener las formas candnicas
de la expresion.

Utiliza un lenguaje simbodlico-literal. Los simbolos se
utilizan de manera analitica.

Presenta formas consolidadas de razonamiento algebraico.

Nota. Elaboracién propia.

Sin embargo, si observamos la respuesta de otro alumno de 2° de Secundaria a la misma cuestion,

mostrada en la Figura 24, los niveles asignados serian los recogidos en la siguiente Tabla 13.

Figura 24

Respuesta de otro alumno de 2° de ESO a la cuestion 4 de la actividad

3 correspondiente a dicho curso

4. Intenta escribir la regla algebraicamente. (Como hallarias el nimero
de vértices en 'n’ cubos? IY de ‘n’ aristas?

\,'t'\' CACen = NA 49

Acvslas = vwa B

Fuente: Elaboracion propia.
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Tabla 13

Cuadro resumen de los niveles asignados a los distintos rasgos caracteristicos del razonamiento

algebraico elemental correspondientes a la solucion de otro alumno de 2° de ESO a la cuarta

cuestion de la actividad 3

ASPECTOS NIVEL
Aritmética y patrones 2
Aspecto estructural 3
Aspecto funcional 2
Procedimientos 2
Tipo de objetos 2
Transformaciones 2
Lenguajes 2
Razonamiento 2
algebraico

JUSTIFICACION

Muestra evidencias de que empieza a expresar el caso
general con una regla algebraica en funcién de la incégnita.
Utiliza propiedades de las operaciones y el significado
relacional del signo igual.

Determina un patron por analisis de términos especificos de
una secuencia y lo formaliza expresando una regla general.

Los procedimientos utilizados no indican que se opera con
la incognita, aunque se familiariza con el uso de simbolos
alfanumericos.

Intervienen indeterminadas o variables para referir a los
intensivos reconocidos, aunque ligados a la informacion del
contexto.

En tareas estructurales, la ecuacion es de la forma Ax + B =
C. Entareas funcionales, se reconoce la generalidad, pero no
se opera con las variables para obtener las formas candnicas
de la expresion.

Utiliza un lenguaje simbolico-literal.

Presenta un acercamiento intermedio de razonamiento

algebraico.

Nota. Elaboracion propia.

Se observa que, a pesar de que la resolucién a la cuestion sea incorrecta, se han valorado todas las

categorias.

Categorias sobre la estrategia de resolucién

Entre las estrategias identificadas en las respuestas de los alumnos se distinguen las siguientes; conteo,

uso de patron o respuesta directa, detalladas a continuacion.

Conteo

Se considera que un alumno/a utiliza la estrategia de conteo cuando cuentan los elementos uno a uno
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para dar la respuesta a la solucion, generalmente a partir de un dibujo (ver Figura 25).

Figura 25

Respuesta de un alumno de 6° de Primaria a la cuestion 3 de la actividad 2

correspondiente a dicho curso.

Fuente: Elaboracion propia.

Uso de patrén

Se considera que un alumno/a utiliza esta estrategia cuando realiza una operacién que involucra los
datos proporcionados en el enunciado. Dentro de esta categoria se consideran aquellos casos en los que
el estudiante hace uso de un patrén inapropiado, es decir, que no es pertinente a la cuestion trabajada,
aquellos que utilizan un patrén incompleto y los que utilizan un patrén apropiado y completo (ver Figura
26).

Figura 26

Respuesta de un alumno de 1° de ESO a la cuestion 4 de la actividad 2 correspondiente

a dicho curso

Fuente: Elaboracion propia.

Respuesta directa

Se considera que un alumno da una respuesta directa si en ella Unicamente consta una solucion sin el
procedimiento o razonamiento seguido para llegar a ella (ver Figura 27).
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Figura 27

Respuesta de un alumno de 3° de ESO a la cuestion 2 de la actividad

3 correspondiente a dicho curso

2. {Cuantos cuadrados habré para la quinta posicién?

b wedrods:

Fuente: Elaboracion propia.

Categorias segun la representacion de la solucién

Para clasificar las representaciones de los alumnos se utilizan las siguientes categorias; verbal,
simbdlica (que incluye la numérica y la algebraica) y la pictérica. En aquellos casos en los que la
resolucion involucre maltiples representaciones, se tendra en cuenta aquella que se considere que el

alumno ha utilizado principalmente para su resolucién y no como apoyo.
Verbal

Se considera que el alumno/a ha representado verbalmente la solucion si lo ha presentado como un texto

en el que se expresa la descripcion de la resolucion de forma detallada (ver Figura 28).

Figura 28

Respuesta de un alumno de 3° de ESO a la cuestion 2 de la actividad 2

correspondiente a dicho curso

- . " '
2. {Podrias escribir una regla general para & n-¢4mo término?

A‘dﬁ~.}~l~‘iﬁ.»l (L, T

‘e Ak /“m{m :Lr (;.\"‘ ).91 [
c“ ““-("s(“l'

Fuente: Elaboracion propia.
Simbolica

Se considera representacion simbolica a toda representacién numérica o algebraica. Con representacion
numeérica se refiere a aquellas soluciones expresadas mediante nimeros (ver Figura 29) y algebraica a
aquellas expresiones que combinan letras y numeros ligadas por los signos de las operaciones (ver
Figura 30).
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Figura 29

Respuesta utilizando uno representacion numérica de un

alumno de 5° de Primaria a la cuestion 2 de la actividad 2

2, iCudntos palillos tendré |a Figura 107

o 4

~ - . "I ' |‘
'_’1 - ';‘J"{;W.Q.P'}';iu

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 30

Respuesta utilizando una representacion algebraica de un alumno de 4°
de ESO a la cuestion 2 de la actividad 3 correspondiente a dicho curso

2. Escribe una ecuacién (regla general) que se pueda usar para
definir cualquier figura.

A= 8§ +(w 2D

Fuente: Elaboracion propia.

Pictdrica
Se considera que el alumno ha representado pictéricamente la solucion si la ha presentado mediante un

dibujo. Dentro de esta representacion se consideran aquellos casos en los que el dibujo estd completo,

incompleto o no se corresponde con el ejemplo genérico (ver Figura 31).

Figura 31

Respuesta de un alumno de 1° de ESO a la cuestién 2

de la actividad 2 correspondiente a dicho curso

2. Describe el patrén que ves.

meee
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Fuente: Elaboracion propia.

Categorias segun la resolucion

En cuanto a la resolucion, se establecen las categorias; correcta, incorrecta y en blanco. En algunos
casos, sobre todo en los cursos superiores, encontramos casos en los que los alumnos no responden a
las cuestiones. En estas ocasiones, el resto de las categorias se dejan sin completar, ya que no hay datos

suficientes.

Como resultado de los procesos anteriores, y de la interpretacion de lo obtenido en relacion con el marco
tedrico y el contexto de estudio, se procede al analisis de los resultados. Estos se representaran a través
de gréficas.

En particular, se va a realizar un analisis detallado sobre la primera actividad propuesta para todos los
cursos académicos, ya que, en vista de los resultados obtenidos, parece que es la que mejor se ha

ajustado a sus respectivos niveles cognitivos y académicos.

Asimismo, en el Anexo A. 2 y A. 3 se recogen todas las graficas correspondientes al analisis de la
segunda y tercera actividad (propuesta Unicamente en los cursos de Secundaria) respectivamente. Para
la segunda actividad se han tenido en cuenta las respuestas de la tercera cuestion de los alumnos de 5°
y 6° de Primaria, la primera y segunda cuestion de 1°y 2° de ESO vy la segunda cuestién de 3°y 4° de
ESO.

Y, para la tercera actividad, se recogen los resultados de la cuarta cuestion de 1° y 2° de ESO, la tercera

cuestion de 3° de ESO vy la segunda cuestién de los alumnos de 4° de ESO.

ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LA ACTIVIDAD 1

Como se ha mencionado previamente, de cada actividad se evaluara la Gltima cuestion, ya que es la
propiamente algebraica. En particular, para la actividad 1 de cada curso se evaluara la cuestion 4 de 5°
de Primaria y 4° de ESO, la cuestién 5 de 6° de Primaria y la cuestion 3 de 1°, 2°y 3° de ESO.

Nivel predominante en cada uno de los rasgos caracteristicos del razonamiento algebraico

Comencemos estudiando la evolucion del nivel predominante de razonamiento algebraico en cada uno
de los rasgos o aspectos definidos anteriormente; “Aritmética y patrones”, “Aspecto estructural”,
“Aspecto funcional”, “Procedimientos”, “Tipos de objetos”, ‘“Transformaciones”, “Lenguajes” y

“Razonamiento algebraico”.

Para hallar dicho nivel en cada rasgo de razonamiento algebraico, se ha tomado como pardmetro

estadistico de centralizacion la mediana. De esta forma, se han obtenido los siguientes resultados (ver
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Gréfica 1).

Un andlisis simple de los datos permite observar que en los cursos de 5° y 6° de Primaria y 3° de ESO,
los alumnos, en la mayoria de los aspectos caracteristicos del razonamiento algebraico, tienen un nivel

cero. Es decir, ausencia total de razonamiento y pensamiento algebraico.

En cuanto a la “Aritmética y patrones”, la mayoria de los alumnos de 5° de Primaria tienen un nivel 1,
es decir, son capaces de generalizar a un caso concreto sin utilizar el dibujo y realizando correctamente
la aritmética. Sin embargo, los alumnos de 6° de Primaria no alcanzan dicho nivel. En su mayoria

utilizan correctamente el conteo numérico, pero a partir de una representacion pictérica.

Grafica 1

Evolucion del nivel predominante en cada curso de los rasgos caracteristicos del razonamiento

algebraico correspondientes a la actividad 1 de cada curso

ACTIVIDAD 1
Evolucion del nivel predominante en cada uno de los rasgos caracteristicos del

razonamiento algebraico
\
[ |
1" 50 Pl 2l " TR0
» a4 T njet aTramstirmaciones Slenguajes & Bazananiets

G TRIM ARIA N TRIMARIA IS 2 "n]

eAdimiica y patrones  »Sagectn mtructuml & Asgartn fumcony rcedimientas  wTigos de

Fuente: Elaboracion propia.

Si nos fijamos en el curso de 1° de ESO, observamos un claro incremento en el nivel de los estudiantes,
ya que la mayoria poseen un nivel 3, es decir, realizan correctamente la abstraccion para obtener la regla

general del patrén. En los cursos de 2° y 3° de ESO se produce un sutil descenso en dicho nivel.

Los alumnos de 2° de ESO alcanzan un nivel 2, es decir, muestran evidencias de que empiezan a
expresar el caso general con una regla algebraica, y los de 3° de ESO alcanzan, en su mayoria, un nivel
1. Por altimo, los estudiantes de 4° de ESO vuelven a mostrar evidencias de alcanzar un nivel 3 en dicho

aspecto.

De este modo, se observa una clara diferencia en el uso de la aritmética entre los alumnos de Primaria

y los de Secundaria. Los primeros no alcanzan ningln nivel de abstraccion; utilizan correctamente la
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aritmética, pero sin llegar a generalizar.

Sin embargo, los alumnos de Secundaria comienzan a mostrar evidencias de expresar la regla algebraica
en funcion de la incognita e, incluso, en algunos casos, realizan correctamente la abstraccién para llegar

aella.

En cuanto al “Aspecto estructural”, se observa claramente que en los cursos de Primaria no se reconocen
propiedades y solo se utiliza el signo “igual” en su aceptacion de resultado de operaciones, es decir,

alcanzan un nivel cero y, en los cursos de Secundaria comienzan a reconocer estas propiedades.

En particular, en los cursos de 1°y 2° de ESO emerge el concepto de equivalencia y comienzan a utilizar
el significado relacional del signo “igual” y, en 4° de ESO, ya utilizan como tal las propiedades de las

operaciones y el signo “igual”.

Si ahora nos fijamos en el “Aspecto funcional”, el nivel que presentan los alumnos aumenta segun
avanzamos de curso. De nuevo, en los cursos de Primaria alcanzan un nivel 0, es decir, Unicamente
llegan a identificar una regla recursiva, y en los cursos de Secundaria, tanto en 1° y 2° como en 4° de

ESO, llegan a obtener la regla general del patrén.

Equivalentemente sucede con los “Procedimientos”. En 5° y 6° de Primaria los procedimientos
utilizados son aritméticos y en ningun caso indican que se opera con la incognita. En 1°y 2° de ESO
comienzan a familiarizarse con el uso de simbolos (no alfanuméricos) aunque los procedimientos no

indiquen que se opera con la incognita.

En 4° de ESO ya se observa una clara evolucion. Los procedimientos utilizados indican que se opera
con la incAgnita. Se introducen elementos simbdlicos o alfanuméricos y, sobre todo, se utiliza el célculo

analitico para obtener formas equivalentes de las expresiones.

Por otro lado, los “Tipos de objetos” que utilizan los alumnos de Primaria son intensivos de primer
grado, es decir, objetos extensivos (nimeros particulares) y, los alumnos de 1° y 2° de ESO, ya
comienzan a utilizar indeterminadas o variables para referir a los objetos intensivos reconocidos (de
grado 2). Los alumnos de 4° de ESO alcanzan un nivel superior al generar objetos intensivos y operar

con ellos.

De la misma manera sucede con las “Transformaciones”. Los alumnos de Primaria operan con dichos
objetos intensivos de primer grado mientras que los de 1° y 2° de Secundaria reconocen la generalidad,
aunqgue no operen con las variables para obtener formas canonicas de la expresion. Es en 4° de ESO
cuando los alumnos alcanzan un nivel superior, realizando transformaciones en la forma simboélica de

las expresiones y operando con las variables.

En cuanto al “Lenguaje” que utilizan los alumnos, se vuelve a notar una clara diferencia entre ambas

etapas. Los alumnos de Primaria utilizan un lenguaje natural, numérico, iconico o verbal y, los de
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Secundaria ya utilizan un lenguaje simbdlico-literal.

En el caso de los alumnos de 1°y 2° de ESO, ligado a la informacidn del contexto espacial y temporal
y, en el caso de los alumnos de 4° de ESO, estos simbolos se utilizan de manera analitica, es decir, sin

referir a la informacion del contexto.

De este modo, los alumnos de Primaria presentan ausencia de razonamiento algebraico, los alumnos de
1° y 2° de Secundaria muestran un acercamiento intermedio de razonamiento protoalgebraico, los
alumnos de 3° ausencia de razonamiento algebraico y, los de 4°, formas consolidadas de razonamiento

algebraico.

En conclusion y, en base a todo lo anterior, se observa una clara transicién en el pensamiento aritmético
— algebraico que poseen los estudiantes de Primaria y Secundaria y una evolucion notable de los

alumnos de 4° de ESO con respecto a los de 1° y 2° de ESO.

A continuacion, antes de analizar la estrategia o representacion que los alumnos han utilizado para
resolver la actividad, vamos a observar como ha sido dicha resolucién en cada curso.

Resolucion de la actividad

Claramente, observando la Gréfica 2, el curso que resuelve la actividad con mayor éxito es el de 5° de
Primaria. A este le siguen los alumnos de 2° de ESO, los de 1° de ESO y los de 4° de ESO. Por ende,
los cursos con peores resultados son los de 3° de ESO y 6° de Primaria. Cabe destacar que tan solo un

6% de los alumnos de tercero de Secundaria consiguen resolver correctamente la actividad.

Gréfica 2

Resolucion de la actividad 1 dada por los alumnos de cada curso

ACTIVIDAD 1. Resolucion

5° PRIMARIA 6" PRIMARIA 1° ESO 2 ESO

nCorrecin  acorrecta  »En blance

A lui

' ESO 4* ESO

Fuente:

Elaboracion propia.
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También es destacable que, seglin se avanza de curso, el nimero de respuestas en blanco aumenta.
Cuando la resolucion a la cuestion analizada estd en blanco, no se pueden analizar el resto de las
categorias; “Estrategia” o “Representacion”. Por lo tanto, los resultados que se muestran a continuacion
corresponden al total de alumnos que no han dejado la respuesta en blanco, es decir, no versan sobre el
100% de los alumnos de cada curso.

Estrategia utilizada en la resolucién

Entre los alumnos gue han resuelto la actividad, si nos fijamos en la Gréfica 3, se observa claramente
una evolucién en cuanto a la estrategia de resolucion utilizada. En Primaria, la mayoria de los alumnos
utilizan técnicas de conteo normalmente, como veremos a continuacion, a partir de una representacion
pictérica. En Secundaria, los alumnos ya comienzan a utilizar expresiones o la regla general del patron

para su resolucian.

Grafica 3

Tipo de estrategia utilizada en la resolucion de la actividad 1 por los alumnos de
cada curso

ACTIVIDAD 1

Tipo de estrategia utilizada en la resolucion

AR% -

Ny, » V
10% =
U%

5* PRIMARIA  6° PRIMARIA 1* ESO 2* ESO 3" ESO 4¥ £SO

sConteo  wUso de palron fespuestia directa

Fuente: Elaboracion propia.

Tan solo un 6% de los alumnos de 3° de ESO utilizan técnicas de conteo para resolver la cuestion
analizada. Siguiendo con el curso mencionado, la mayoria proporcionan una respuesta directa sin
ningln tipo de procedimiento ni explicacion.

Se puede observar que esto sucede en la mayoria de las respuestas de 6° de Primaria 'y, en menor medida,
de 1°,2°y 4° de ESO.
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Representacion utilizada en la resolucion

En primer lugar, a partir de la Gréfica 4, se observa que la representacion verbal, que es la més utilizada
entre los alumnos de Primaria, es sustituida en los sucesivos cursos de Secundaria por la simbdlica, tal

y como habiamos sefialado anteriormente.

Los alumnos de Primaria, que hacen uso de un lenguaje natural, numérico, iconico, etc., utilizan en su
mayoria la representacion verbal para proporcionar la solucién de la cuestion. Sin embargo, los alumnos
de Secundaria, que comienzan a utilizar un lenguaje simbdlico-literal, utilizan en su mayoria una

representacion simbdlica.

Grafica 4

Tipo de representacion utilizada en la resolucion de la actividad 1 por los

alumnos de cada curso

ACTIVIDAD 1
Tipo de representacion utilizada en la resolucion

J e 20
W lii] = i i =
5" PRIMARIA 6" FRIMARIA 1* 50 2" BESQO 3" S0 4* 50

Verbal Simbdlica =Plctorica

Fuente: Elaboracion propia.

En cuanto a la representacién pictorica, se observa que, a pesar del 6% de los estudiantes que la utilizan
en 3° de ESO, solo es utilizada por los alumnos de la etapa de Primaria. Estos utilizan dicha

representacion para el posterior conteo numérico de la solucion.

Nivel de algebrizacion predominante

Por ultimo, se analizara la evolucion del nivel de algebrizacion predominante en cada curso. Para ello,
como se trata de una escala cualitativa, utilizaremos como medida de centralizacion los cuartiles y la

mediana.

A grandes rasgos, se observa una clara evolucidn del nivel de algebrizacion que presentan los alumnos

desde las ultimas etapas de Primaria hasta la Gltima etapa de Secundaria.
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Gréficas

Evolucién del nivel de algebrizacion predominante en cada curso académico

ACTIVIDAD 1
Evolucion del nivel de algebrizacion predominante en cada curso

:v:“. ‘ . .

Ly

y l
2*ESO F ESO " ESO

5° PRIMARIA 4* PRIMARIA 1"ESO

sNwelO wNoe! 1 «Nioel 2 Nwel 3 whioel 4

Fuente: Elaboracion propia.

En el 5° curso de Primaria, todos los alumnos presentan un nivel 0 de algebrizacion, es decir, ausencia
total de razonamiento algebraico. Sin embargo, en 6° curso de Primaria, aunque el primer y el segundo
cuartil se encuentren en un nivel 0, el tercero ya se encuentra en un nivel 1 de algebrizacion. De hecho,

un 10% de los alumnos alcanzan el nivel 2 y un 5% el nivel 3.

Ya en el primer curso de Secundaria la evolucion es notable. El primer cuartil sigue en un nivel 0 pero
el segundo ya se situa en un nivel 2. En particular, un 50% de alumnos en este curso presentan dicho
nivel de algebrizacion, es decir, un acercamiento intermedio de razonamiento algebraico. Igual que en

el curso anterior, tan solo un 5% alcanza un nivel 3.

Equivalentemente sucede con los alumnos de 2° de ESO, pero, en este caso, ninguno alcanza un nivel

3 de razonamiento algebraico.

Para el tercer curso de Secundaria, el primer cuartil se sitla en un nivel 0, el segundo cuartil se encuentra
exactamente entre el nivel mencionado anteriormente y el nivel 2, saltdndose el nivel 1y el tercer cuartil
sigue en un nivel 2 de algebrizacién. Se observa entonces como los alumnos de este curso presentan

niveles bastante lejanos.

Un 50% de los alumnos se encuentran en un nivel 0 de algebrizacidn, es decir, ausencia de razonamiento
algebraico, un 39% presenta un nivel 2, es decir, acercamiento intermedio de razonamiento algebraico

y un 11% se sitGa en un nivel 4, es decir, presenta formas consolidadas de razonamiento algebraico.

Por Gltimo, para 4° de ESO, el primer cuartil ya se encuentra en un nivel 3 de razonamiento algebraico,

es decir, menos del 25% de los alumnos tienen un nivel menor que 3. Ademas, casi la mayoria de los
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alumnos (un 47%) presentan un nivel 4, es decir, muestran evidencias de tener formas consolidadas de

razonamiento algebraico.

ERRORES Y DIFICULTADES

Una vez se han clasificado, categorizado y analizado todas las respuestas de los alumnos a las
actividades propuestas, se han encontrado diversos errores. Ademas, también se han identificado

algunas dificultades presentadas por los estudiantes al resolver las tareas.

Comenzando con el curso de 5° de Primaria, el error que se ha observado con mayor frecuencia esta
relacionado con la regla recursiva. Los alumnos no consiguen identificar bien dicha regla y, en

consecuencia, dibujan mal los siguientes casos del patrén establecido.

Figura 32

Respuesta de un alumno de 5° de Primaria a la cuestion 4 de la actividad 1

correspondiente a dicho curso

4. iCudintos circulos negros tendrd Ja Figura 10?7 &Y cuantos circulos
grises? &Y en total? Explica como |o has averiguado,

‘e n He [(endans edo ponque 't C-:"IIL\SU"
P 0l - J ; Ty e
,})Q\‘v,ﬁ;{", \\ﬁd,“)u CaAlG h’\.e\, § G Uh1ed 2N 30 U [lunio (l’(‘\)ﬁo_
3
En Tt
Aon 4

Fuente: Elaboracion propia.

Si observamos la Figura 32, el alumno identifica que la parte del patron que siempre permanece igual
son los tres circulos negros y uno gris, en lugar de Unicamente los circulos negros. No ha reconocido

gue hay tantos circulos grises como el nimero de posicion de la figura.

Otro error muy frecuente (ver Figura 33), particularmente en la resolucion de la actividad 2, es el empleo
de proporcionalidad para obtener términos lejanos en funcion de los ya calculados en cuestiones

anteriores. En concreto, un 59% de los alumnos utilizan esta técnica para resolver la tercera cuestion.

El alumno cuya resolucién se muestra la Figura 33, utiliza proporcionalidad y razona que, si la figura 1
de dicha actividad tiene cuatro palillos, entonces la figura 20 tendré 80 palillos. Equivalentemente, otros
alumnos utilizan la cuestion anterior (numero de palillos que tiene la figura 10) y deducen que, entonces,

la figura 20 tiene el doble de palillos (ver Figura 34).
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Figura 33

Respuesta de un alumno de 5° de Primaria a la cuestion 3 de la actividad

2 correspondiente a dicho curso

Fuente: Elaboracion propia.
Figura 34

Respuesta de un alumno de 5° de Primaria a la cuestion 3 de la actividad 2
correspondiente a dicho curso

Fuente: Elaboracion propia.

Sin embargo, en 6° de Primaria, dado que ya se introduce una cuestion que aborda el empleo de lenguaje
algebraico, el error mas comdn ha sido tomar la incégnita ‘n’ como un ndmero en particular.

Figura 35

Respuesta de un alumno de 6° de Primaria a la cuestion 5 de la
actividad 2 correspondiente a dicho curso
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Fuente: Elaboracion propia.
Por ejemplo, este alumno da un valor particular a la variable y calcula, utilizando la regla recursiva
correctamente, el nimero de invitados que pueden sentarse.

En este curso destaca la dificultad de comprender el significado de dicha variable para identificar

correctamente la regla general del patrdn.

Figura 36

Respuesta de otro alumno de 6° de Primaria a la cuestion 5 de la actividad 2

correspondiente a dicho curso

5, Si tenemos un nimero cualquiera de mesas {n), icémo calcularias el
nGmero de amigos que se pueden sentar en ellas?

QJC': SurEdo ?.(";‘-"»!'7;-.1".)& b que Me & mul‘fé"&al'lo
l(_fo', dos des A= cada m-.‘?')u lo que e ek a ¢f WJ

Fuente: Elaboracion propia.

El alumno cuya respuesta se ve reflejada en la Figura 36, identifica al revés la regla general. La regla
que verbalmente esté indicando es la siguiente: (n + 2) - 2, que no se corresponde con la correcta:

n-2+ 2.

Por otro lado, en los cursos de Secundaria, el error mas comun es el empleo de proporcionalidad para

calcular los términos desconocidos en funcion de los que ya conocen.

En particular, cabe destacar que un 61% de los alumnos de 2° de ESO han utilizado esta técnica para

resolver la segunda cuestion de la actividad 3 correspondiente a dicho curso.

En el caso mostrado en la Figura 37, el alumno toma como referencia el nimero de vértices y aristas
gue tienen dos cubos (datos proporcionados en el enunciado) para calcular el nimero de vértices y

aristas que tienen 20 cubos.
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Figura 37

Respuesta de un alumno de 2° de ESO a la cuestion 2 de la actividad
3 correspondiente a dicho curso

2. {Cuantos vértices tendrian 20 cubos? &Y cudntas aristas? Explica

como lo has hecho

Fuente: Elaboracion propia.

En cuanto a las dificultades observadas por los alumnos durante el proceso de resolucion de las
actividades, la méas frecuente ha sido la interpretacion de la variable 'n’ como una incégnita, asi como

utilizar un modelo de proporcion directa para encontrar los términos mas lejanos del patrén.

Ademas, la mayoria de los estudiantes mostré dificultades en las cuestiones que tenian como objetivo
el uso de un pensamiento inverso. En estos casos, para su resolucion, también han utilizado

proporcionalidad.

3.4.5. EVALUACION Y REFLEXION

A pesar de que, en la mayoria de las actividades propuestas, tan solo una minoria de alumnos responde
de manera correcta a las cuestiones, han utilizado una amplia gama de estrategias y representaciones

que se van a analizar a continuacion.

En primer lugar, observando las gréaficas correspondientes a las actividades (ver también Anexo A. 2y
A. 3), se puede deducir que la Unica actividad que se ha ajustado en su totalidad al nivel cognitivo de

todos los alumnos ha sido la primera.

Si observamos las graficas de la “Evolucion del nivel de algebrizacion predominante en cada curso” de

la actividad 2 y de la actividad 3, el nivel que predomina en la mayoria de los cursos es el cero.

Esto puede estar relacionado con la dificultad o la demanda cognitiva que requieren las actividades, es
decir, quizés no se ajustan al nivel correspondiente de los alumnos a los que va dirigida. De este modo,
una vez observadas las respuestas, se pueden reajustar las cuestiones y adaptarlas a las necesidades de

los alumnos para casos futuros.
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Cabe destacar que en el curso de 3° de ESO, se encuentran alumnos con hasta cuatro niveles de
algebrizacion distintos. Por ejemplo, si nos fijamos en la gréafica antes mencionada de la actividad 3,
hay alumnos que resuelven la cuestion con un nivel cero de algebrizacion y otros con un nivel cuatro

de algebrizacion. En esta misma actividad, lo mismo sucede con los alumnos de 4° de ESO.

De esta manera, segun lo observado en la resolucion de las tareas de generalizacion de patrones
propuestas, se puede concluir que la actividad matematica de la mayoria de los alumnos de 5° y 6° de

Primaria se ubica entre los niveles cero y uno de algebrizacion.

La actividad matematica de los alumnos de 1° y 2° de ESO se encuentra entre los niveles cero, uno y
dos de algebrizacién, llegando en algunos casos, los alumnos de segundo curso, a un nivel tres de

algebrizacion.

En 3° de ESO se localiza en los niveles cero, uno y dos de algebrizacion, obteniendo en una minoria de
casos un nivel tres o cuatro de algebrizacién. Y, por ultimo, en 4° de ESO, el pensamiento algebraico

de los alumnos se ubica entre un nivel dos, tres y cuatro de algebrizacién.

Se observa una clara evolucion del razonamiento algebraico, pero, en esta pequefia investigacion, no se
cumplen los niveles de algebrizacion establecidos por Godino et al. (2014) para las distintas etapas
educativas. Para estos autores, del nivel cero al tercero permite describir el algebra escolar identificando
formas de razonamiento algebraico en practicas operativas y discursivas en Educacién Primaria, y del

cuarto al sexto nivel en Educaciéon Secundaria.

Ademas, afiaden que, aunque los primeros niveles también estan presentes en Educacion Secundaria,
los alumnos logran el dominio del tercer nivel en 1° de ESO. Sin embargo, segun lo observado, dicho
nivel se lograria en 2° y 3° de ESO. Los niveles del cero al dos (en pocos casos de Secundaria el nivel
tres) se englobarian desde la etapa de Primaria hasta 3° de ESO, y ya es en 4° de ESO donde estarian

mas presentes los niveles tercero y cuarto.

Por otro lado, atendiendo a las soluciones proporcionadas por los alumnos, destaca la utilizacién de
técnicas de conteo, sobre todo, en los cursos de Educacién Primaria. Los conteos son usados
generalmente al iniciar el desarrollo de las tareas y a través de ellos establecen la relacién de aumento

entre los elementos de una figura y otra consecutiva.

Estas técnicas de conteo y recursiva son Utiles para describir términos cercanos de la secuencia, pero se
ha comprobado que son dificiles de aplicar en generalizaciones lejanas, como revelaron algunos
estudiantes. Tratar de resolver cuestiones de generalizacion lejana a través del conteo es un proceso
exhaustivo y puede llevar a realizar representaciones desorganizadas y complejas, siendo un obstaculo

para percibir la estructura del patrdn.

Asimismo, en la etapa de Primaria también predomina la representacion verbal de las soluciones, lo que
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hace cobrar importancia a otras formas de expresar la generalizacion diferente a la algebraica. A la vista
de los resultados, se puede pensar que la generalizacion verbal es una forma mas accesible para estos
estudiantes que la algebraica.

En los cursos de Secundaria, pese a la presencia del sistema de representacion grafico en los enunciados
de las actividades, la mayor parte de los alumnos que generalizan, trabajan previamente en el sistema
de representacion numérico. A pesar de ello, comienzan a hacer uso de simbolos y, en algunos casos,
son capaces de expresar la regla general algebraicamente. Es decir, tratan la indeterminacion y la

analiticidad de forma mas explicita.

El trabajar estrictamente en contextos numéricos impide que los estudiantes entiendan el mal uso del
razonamiento proporcional. Cuando los alumnos observaron gue en algunas cuestiones el conteo no era
factible, optaron por generalizar usando una de las relaciones mas simples que se aplican en situaciones
de proporcidn directa. Y nada mas lejos de la realidad, ya que ninguno de los patrones presentados

encaja al modelo de proporcion directa.

Ademas, muchos estudiantes mostraron dificultades en las cuestiones de relacion inversa. En su
mayoria, no han sido capaces de realizar las operaciones inversas y para su resolucién han aplicado
estrategias alternativas como adivinar o comprobar la respuesta, utilizar la cuestion anterior y/o utilizar

proporcionalidad.

En conclusion, reflexionando sobre los posibles factores que pueden haber influido en el razonamiento
algebraico de los alumnos, destacamos aspectos principalmente relacionados con la estructura de las
tareas:

1. Todas las actividades incluian preguntas cerradas de generalizacién cercana y lejana.

2. La magnitud de los valores asignados a las variables influy6 en el tipo de estrategias aplicadas
y, en general, los estudiantes utilizaron distintas estrategias para abordar estas situaciones.
Algunas tareas presentaban cuestiones que tratan la relacion inversa.

4. La estructura del patrdn, ya que, por ejemplo, la relacion recursiva en patrones no lineales no

es tan evidente como en patrones lineales.

A partir del analisis de los datos, se puede concluir que el estudio de patrones, a través de secuencias
numéricas 0o geométricas, ha aportado elementos importantes para el desarrollo algebraico de los
estudiantes; llevandolos a analizar elementos del patron, establecer una regla general, encontrar

términos lejanos o generalizar utilizando una letra como variable.
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A continuacidn, se presentan las conclusiones del Trabajo de Fin de Méster, asi como la relevancia que

han tenido todas las asignaturas impartidas durante el mismo en la realizacién del presente trabajo.

ESPECIFICAS DEL TFM

Actualmente, el pensamiento algebraico esta inmerso en numerosos estudios e investigaciones debido
a las problematicas encontradas en el proceso de ensefianza — aprendizaje. En particular, muchos de
ellos muestran las dificultades a las que se enfrentan los estudiantes en la transicion de Primaria a

Secundaria.

Entre las principales teorias que sustentan los procesos algebraicos se encuentra la Teoria Antropoldgica
de la Didactica, que propone un Modelo Epistemoldgico de Referencia del Algebra en Educacion
Secundaria, y el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicidn e Instruccion Matematico. Este Gltimo aporta
diversos criterios para delimitar los distintos niveles de algebrizacién en las practicas realizadas para

resolver tareas matematicas en Educacion Primaria y Secundaria.

Son numerosos los investigadores que han realizado estudios en base a esta problematica. De hecho, en
la actualidad, muchos abordan la necesidad de introducir en Educacion Primaria algunas ideas o
pensamientos algebraicos. Por ejemplo, Aké (2003) sintetiza algunas de las caracteristicas del
razonamiento algebraico elemental que motivan la posibilidad y el interés de su desarrollo desde los

primeros niveles educativos.

Otros, promueven la generalizacién de patrones como forma de desarrollar el pensamiento algebraico.
En concreto, Ramirez (2017) en su estudio pretende delimitar el nivel de generalizacion aritmético —

algebraico que desarrollan los estudiantes de 2° de ESO y Merino (2012) en alumnos de 5° de Primaria.

En Socas (2011) se puede encontrar un andlisis de variedad de estudios que se han desarrollado a nivel
internacional en Algebra y las aportaciones que deben ser consideradas para un mejor desarrollo del

curriculo en dicha éarea.

Con todo lo anterior, el objetivo principal de este trabajo era conocer la evolucion del pensamiento
algebraico de los alumnos en las etapas de Primaria y Secundaria a través de la resolucién de tareas de
generalizacion de patrones para, por un lado, delimitar el nivel de algebrizacidn que desarrolla cada uno

de ellos y, por otro lado, identificar los principales errores y dificultades.

Tras realizar el estudio sobre el pensamiento algebraico en la transicién de Primaria a Secundaria y
Ilevar a cabo una pequefia investigacion sobre un grupo de alumnos que se encuentran en esas etapas,

podemos destacar diversos aspectos.
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Tal y como muestran los resultados presentados, las tareas que involucran la exploracion de patrones
geométricos, promueven el surgimiento de multiples estrategias de generalizacién, potenciando el

desarrollo de un razonamiento algebraico més flexible.

En primer lugar, si nos fijamos en la forma de establecer la regla que define un patrén, la mayoria de
los estudiantes emplean una representacion pictorica, verbal y numérica, utilizando en algunos casos un
lenguaje simbolico — literal. La mayoria de las justificaciones se expresan verbalmente, utilizando las

cuestiones anteriores y/o a partir de dibujos.

Asimismo, se ha observado una clara evolucién del razonamiento algebraico a lo largo de los distintos
cursos que han participado en el estudio. El nivel de generalizacién aritmético — algebraico que han
desarrollado los alumnos de 5° y 6° de Primaria es cero o uno, es decir, ausencia de razonamiento

algebraico o un acercamiento incipiente.

Los alumnos de 1°y 2° de ESO, han desarrollado, en algunos casos, hasta un nivel dos de algebrizacion,
es decir, algunos logran un acercamiento intermedio de razonamiento algebraico. Sin embargo, los
alumnos de 3° de ESO desarrollan niveles muy parecidos y algln estudiante desarrolla un nivel tres o

cuatro de algebrizacion.

Por ultimo, el nivel de algebrizacion que han obtenido la mayoria de los alumnos de 4° de ESO ya se
encuentra en dos, tres o cuatro, es decir, acercamiento intermedio o formas consolidadas de

razonamiento algebraico.

Es preciso mencionar que, al ser una investigacion reducida a un namero muy pequefio de participantes,
los datos no son suficientes para generalizar estos niveles. De esta forma, se dejan abiertas posibles
lineas de investigacion, por ejemplo, a partir de mas ciclos, acerca de los niveles algebraicos que pueden

Ilegar a desarrollar los alumnos de cada etapa educativa.

A pesar de que los estudiantes no han desarrollado todas las estructuras cognitivas y matematicas para
comprender la complejidad del pensamiento algebraico, considero que serian capaces de lograrlo con
una secuencia didactica de tareas que se ajuste a sus necesidades y que esté enfocada a ir superando las

dificultades encontradas.

Atendiendo a lo anterior, coincido con Kieran (2004) y otros autores, en que el inicio temprano del
estudio del &lgebra en el curriculo de Matematicas podria ser favorable para los estudiantes. Mas adn,
si se hace a partir de la generalizacidn de patrones, ya que es considerada como una de las formas mas

importantes de introducir el &lgebra en la escuela.

Por ello, a la hora de formular o seleccionar tareas con patrones, los docentes deben tener en cuenta una
amplia variedad de factores que pueden influir en el desarrollo de las habilidades o destrezas cognitivas

de los alumnos. Incluyendo todos estos aspectos a la hora de planificar el trabajo en el aula.
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En particular, en este trabajo se ha presentado una propuesta de tareas de generalizacion de patrones,
asi como una rubrica de evaluacion de los niveles de algebrizacion como herramienta de analisis de
dichas tareas en Educacion Primaria y Secundaria, dejando abiertas posibles lineas de investigacion

para un futuro.

Con la finalidad de continuar este estudio se proponen otras lineas de investigacion como, por ejemplo,
desarrollar més ciclos de la Investigacién Basada en Disefio, llevar a cabo dicha investigacién en otros

centros educativos u observar de qué manera se enfrenta un alumno a las diferentes tareas propuestas.

GENERALES DEL MASTER

Con este trabajo finalizo mi etapa en el Méster en Profesor de Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianzas de Idiomas. En él he adquirido los conocimientos
psicopedagogicos y didacticos en torno a los procesos de ensefianza, desarrollo y evaluacion del proceso
de aprendizaje de los alumnos y disefio tanto del curriculo como de los documentos que se quieran

implantar en el centro docente.

Ademas, las practicas docentes realizadas en un colegio han cobrado mucho significado e importancia
no solo para desempefiar mi futura profesion y aprender de primera mano la labor de un docente, sino

también para la realizacion de este estudio.

En cuanto a los aspectos tedricos recibidos en el Mddulo genérico: Psicopedag6gico y Social, me han
ayudado a tener una base sélida acerca del sistema educativo, el centro escolar, el desarrollo evolutivo

de los alumnos, las estrategias de ensefianza — aprendizaje, etc.

En particular, los conocimientos aprendidos en la asignatura “Aprendizaje y desarrollo de la
personalidad” me han servido para disefiar una propuesta de actividades que se ajuste a las necesidades
educativas y al desarrollo cognitivo de los alumnos en cada etapa educativa. Ademas, han contribuido

a lograr la motivacion adecuada del alumnado en las distintas intervenciones.

Por otro lado, se detallan los conocimientos adquiridos en cada una de las asignaturas del Mdédulo
Especifico de Matematicas y su didactica, relacionados con los contenidos curriculares, la didactica y

la innovacion e investigacion, y que se han tenido en cuenta para el desarrollo del presente trabajo.
Complementos de Matematicas.

Esta asignatura me ha ayudado para conseguir un dominio de los contenidos tedrico-practicos de
Matematicas que se cursan en la ESO y Bachillerato desde una perspectiva superior. En particular, en

el area de algebra, campo en el que se desarrolla mi trabajo.
Modelos Matematicos en Educacion Secundaria

Con esta asignatura he adquirido conocimientos de modelos matematicos para motivar y ejemplificar
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las clases teoricas, asi como de identificar la presencia de las mateméticas en distintos entornos

multidisciplinares.

Asimismo, he aprendido a buscar, obtener, procesar y comunicar informacion sobre el pensamiento y
los procesos algebraicos para aplicarlos en los procesos de ensefianza y aprendizaje. En este caso, en
las etapas de Educacién Primaria y Educacion Secundaria.

Resolucion de Problemas en Educacion Secundaria

En dicha asignatura he aprendido, por un lado, a enunciar actividades de tipo algebraico utilizando un
lenguaje preciso y adaptado a cada etapa educativa y, por otro lado, a utilizar diversas estrategias para

resolver dichas tareas.
Disefio Curricular en Matematicas

Con el conocimiento adquirido en esta asignatura he podido disefiar las actividades transformando los
curriculos correspondientes a cada etapa educativa en tareas evaluables que se puedan implementar
en el aula. Ademas, se ha desarrollado una rubrica que permite evaluar el nivel de algebrizacion de

cada alumno.
Metodologia y Evaluacion en Matematicas

Esta asignatura me ha servido para conocer y desarrollar metodologias didacticas atendiendo tanto a
la diversidad del alumnado como a los recursos disponibles del centro. También me ha permitido
entender la evaluacién como un instrumento de aprendizaje, utilizando técnicas para estimular el

esfuerzo y la motivacion en el alumnado.
Didactica de la Matemética

Gracias a los conocimientos impartidos en esta asignatura, he sido capaz de investigar y analizar el
desempefio que tiene el &rea del algebra dentro de la ensefianza de las matematicas para poder mejorar

mi docencia.

Ademas, me ha servido para identificar los principales problemas y dificultades que muestran los
alumnos en la resolucion de las tareas propuestas con el fin de plantear alternativas docentes para

mejorar su aprendizaje en este campo.
Innovacion Docente en Matematicas

En esta asignatura he aprendido a dar importancia al valor formativo que tienen las Matematicas para
el desarrollo del razonamiento algebraico, abstraccion e intuicion de los estudiantes en las distintas

etapas educativas.

Asimismo, ha despertado mi interés en conocer la evolucién del pensamiento algebraico en la
transicion de Primaria a Secundaria con el fin de aplicar propuestas docentes innovadoras que mejoren
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el proceso de ensefianza — aprendizaje.
Iniciacion a la Investigacion Educativa en Mateméaticas

Considero que, a partir de los conocimientos aprendidos en esta asignatura, he adquirido la capacidad
investigadora suficiente para planificar y desarrollar propuestas de tareas de investigacion a partir del
empleo de herramientas de busqueda de informacidon y bases de datos.

Por ltimo, me ha ayudado a disefiar el presente trabajo de investigacion definiendo los elementos
caracteristicos del mismo y teniendo en cuenta las principales teorias y modelos de los procesos

algebraicos como ambito cientifico de investigacion.
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ANEXOS

A. 1. PROPUESTA DE TAREAS DE GENERALIZACION DE PATRONES

ACTIVIDADES PARA 5° DE PRIMARIA

:{ Colegio La Inmaculada Misioneras
o Mistoneras Seculares de Jestis Obrero
Curso 20212022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 1

Un grupo de amigos ha decidido jugar a los bolos. En cada tirada, se
va a aumentar el numero de bolos que tienen que tirar.

() \ )
P \_/) "/ w O &
Q) G ) G ( ) &) G &
~ o WO WO\
1e 29 e

De esta forma, en la primera tirada hay 3 bolos, en la segunda tirada
hay 5 bolos, en la tercera tirada hay 7 bolos, y asi sucesivamente.

1. «Cuéntos bolos habrad colocados en la 5% tirada? «Qué has hecho
para saberlo?

2. ¢Y cuantos bolos habrd colocados en la 10® tirada? «<Sabrias
resolverlo sin hacer el dibujo?

3. «Sabrias expresar el numero de bolos que habra en la n-ésima
tirada? Es decir, en la tirada numero ‘n’.
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«i’ Colegio La Inmaculada Misioneras
o) Mistoneras Seculares de Jesiis Obrero
Curso 20212022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 2

Juan ha invitado a su cumpleanos a los compaiieros de su clase y sus
padres le van a ayudar a colocar las mesas y las sillas. En un principio
han pensado en usar mesas cuadradas y colocarlas como en la siguiente
imagen:

N I

1 mesa 2mesas 3 mesas

1. Dibuja 4 mesas juntas. <Cuantos invitados pueden sentarse en 4
mesas?

2. «Cuantos invitados pueden sentarse en 5 mesas?
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ACTIVIDADES PARA 6° DE PRIMARIA

of Colegio La Inmaculada Misioneras
o Misioneras Seculares da Jesis Obrero
Curso 20212022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 1

Observa como crece la letra T al colocar mas circulos.
P00 OO ©Oe
O O O
O O
O

Figura 1 Figura 2 Figura 3
4 circulos 5 circulos 6 circulos

1. Dibuja las Figuras 4 y 5.

2. «Qué parte de la letra permanece siempre igual? ¢Cuantos circulos
tiene?

3. «Cuantos circulos aumentan en cada figura?

4. «Cuéantos circulos oscuros tendra la Figura 10? <Y cuantos circulos
grises? <Y en total? Explica como lo has averiguado.

107



«f Colegio La Inmaculada Misioneras
o Misioneras Seculares de Jesus Obrero
Curso 20212022

Imiciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 2

En una clase estan jugando a formar, con palillos, figuras cada vez mas
grandes. El equipo de Lucia ha formado los siguientes cuadrados:

Q

W
— 73
|

t ) Ly L)

Figura 1 Figura 2 Figura 3
4 polillos 7 paliflos 10 palillos

1. Dibuja las Figuras 4 y 5. «Cuantos palillos tiene cada una de ellas?

2. «Cuantos palillos tendra la Figura 10?7

3. «Cuantos palillos tendra la Figura 20? Explica como lo has hecho.
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ACTIVIDADES PARA 1°Y 2° DE ESO

:f Colegio La Inmaculada Misicneras
o] Misioneras Seculares de Jests Ohbrero
Curso 202172022

Imiciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 1

Dada la siguiente secuencia de ndmeros:
78. 560, 77.560, ..., ... 74.560, 73.560,

1. Rellena los ndmeros que faltan.

78. 560, 77.560, . . 74.560, 73.560,

2. Escribe los dos siguientes ndmeros.

3. Escribe la regla general para calcular el siguiente nimero de un
namero cualquiera ‘n’ segln la secuencia anterior.
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f Colegio La Inmaculada Misioneras
) Misioneras Seculares de Jesis Obrero
Curso 20212022

Imiciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 2

Observa el siguiente patron y responde a las siguientes preguntas:

i

1 2 3

1. Completa la tabla:

Numero de cuadrados 1 2 3 B 20 n
blancos

Nuimero de triangulos 2 3 -+

grises

2. Describe el patron que ves.

3. «Cuantos cuadrados blancos hay si tenemos 50 triangulos grises?
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-f Colegio La Inmaculada Misioneras
) Misioneras Seculares de Jesus Obrero
Curso 20212022

\

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 3

Carla y sus amigos han trabajado en clase con policubos. Los han
colocado en vertical, de la siguiente manera:

3 O

1 cubo 2 cubos 3 cubos
8 vértices 12 vértices 16 vértices
12 aristas 20 aristas 28 aristas

1. Dibuja 4 cubos y cuenta el nimero de vértices y aristas.

2. «Cuantos vertices tendrian 20 cubos? <Y cuantas aristas? Explica
cémo lo has hecho.
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»f’ Colegio La Inmaculada Misioneras

Misioneras Seculares de Jesis Obrero
Curso 20212022

3. Escribe una regla para calcular el nimero de vértices sabiendo el
namero de cubos (n) y otra para hallar el nimero de aristas.

4. Intenta escribir la regla algebraicamente. ¢«Codmo hallarias el ndmero
de wértices en 'n’ cubos? ¢Y de "n” aristas?

5. «Cudntos cubos necesitariais para formar una estructura con 44
vértices? ¢Y con 44 aristas?
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ACTIVIDADES PARA 3° DE ESO

{ Colegio La Inmaculada Misioneras
N Misioneras Seculares de Jestis Obrero
Curso 2021/2022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 1

Observa la siguiente secuencia:

[] (L [L1]

| 2 )

1. «Cuantos segmentos se necesitan para formar 4 cuadrados?

2. ¢Y para formar 5 cuadrados?

3. «Cuantos segmentos se necesitan para formar ‘n’ cuadrados?
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j Colegio La Inmaculada Misioneras
N Misioneras Seculares de Jesus Obrero
Curso 2021/2022

Ahora, como vemos en la siguiente figura, se necesitan 6 segmentos
para construir un hexagono, 11 segmentos para construir dos
hexagonos y 16 para construir 3 hexagonos, colocados de la siguiente

manera:
| 2 }

1. «Cuéntos segmentos se necesitan para formar 4 hexagonos?

2. (Y para formar 5 hexagonos?

3. «Cuantos segmentos se necesitan para formar ‘n” hexagonos?
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f Colegio La Inmaculada Misioneras
oo Misioneras Seculares de Jesus Obrero
Curso 2021/2022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 2

Observa la siguiente secuencia y contesta a las siguientes cuestiones:

o % o0

® & 0 ® % 00

® ® ® o 0 ® % % 0

) ® o ® & 0 ® % % 0
C C; Cs Ce

Como se observa en la figura anterior. en el primer término hay un
punto, en el segundo término 4 puntos, en el tercer término hay 9
puntos y en el cuarto término hay 16 puntos.

1. «Sabrias decir cuantos puntos hay en el quinto, sexto y séptimo
término de la secuencia?

2. «Podrias escribir una regla general para el n-ésimo término?
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«f Colegio La Inmaculada Misioneras
o8 Misioneras Seculares de Jesis Obrero
Curso 20212022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 3

Observa la siguiente tabla:

Posicion 1 Posicién 2 Posicion 3 Posicién 4

L] NN

1. Realiza una tabla de valores que relacione el nimero de la posicion
con la cantidad de cuadrados dada.

2. «Cuantos cuadrados habra para la quinta posicion?

3. Describe la regla general que sigue el patron anterior.

4. Si tengo 50 cuadrados, <En qué posicion estoy?
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ACTIVIDADES PARA 4° DE ESO

»f Colegio La Inmaculada Misioneras
om) Misioneras Seculares de Jesns Obraro
Curso 202172022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 1

Observa la siguiente figura:
|__|
1 }
I

2 peldanos 3 peldanos

Si nos fijamos, para hacer una escalera de 2 y 3 peldanos se necesitan
8 y 11 barras respectivamente.

1. «Cuantas barras se necesitan para hacer el mismo tipo de escalera
con 4 peldanos?

2. <Y para hacer una escalera de 5 peldanos?
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3. 5i sabemos que se necesitan 335 barras para hacer una escalera de
111 peldafos, «cudntas barras se necesitaran para hacer una escalera

de 112 peldanios?

4. «Sabrias escribir la regla general para formar una escalera con n’

peldanfos?

Colegio La Inmaculada Misioneras
Misioneras Seculares de Jesis Ohrero
Curso 2021/2022
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f Colegio La Inmaculada Misioneras
o) Misioneras Seculares da Jesis Obrero
Curso 202172022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 2

Observa la siguiente secuencia y contesta a las siguientes preguntas:

o
@ L
[ L B e 0
@ ® o ® % 0 ® o 00
I T; Ts Ts

Como se observa en la figura anterior, en el primer término hay un
punto, en el segundo término 3 puntos, en el tercer término hay 6
puntos y en el cuarto término hay 10 puntos.

1. «Sabrias decir cuantos puntos hay en el quinto, sexto y séptimo
término de la secuencia?

2. «Podrias escribir una regla general para el n-ésimo término?
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:t Colegio La Inmaculada Misioneras

" Curso 2021/2022

Iniciales del nombre y apellidos:

Curso:

Actividad 3

Observa la siguiente imagen:

1. Dibuja las dos siguientes figuras.

)] Misioneras Seculares de Jesus Obrero

2. Escribe una ecuacion (regla general) que se pueda usar para

definir cualquier figura.
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LA

A. 2. GRAFICAS CORRESPONDIENTES AL ANALISIS DE DATOS DE
ACTIVIDAD 2
ACTIVIDAD 2
Evolucion del nivel predominante en cada uno de los rasgos caracteristicos del razonamiento
algebraico
‘
7
| III
| 5 PRIMARIA  PRIMALIA 1 B0 >80 e v ESO
SANIMESCA | petrones & Axperio esinactural « Aspecio funcinnat «Prosetimienics sTgodechiion o Tramsformacene e acamambenio algetiraico
ACTIVIDAD 2. Resolucion
100% 95%
€% 8b%
80%
70%
70%
60%
50% a5%
. a1
. A0% 39% 1%
o abAL 33% )
. 29% 29%
30% 28%
20% 15%
10%
10% 5% 5% l
o, EHEE T mm i
5° PRIMARIA  6° PRIMARIA 1° ESO 2° ESO 3¢ ESO 4° ESO

sCorrecta wsincorrecta wEnblanco
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ACTIVIDAD 2
Tipo de estrategia ullliz.lda enla resoluaén

100%

50%

g% 7%

0%

o0%

50%

40%

30%

20%

10% .

e 0% 0% 0%
0%
5° PRIMARIA  6° PRIMARIA 1" ESO 4" ESO
wConteo wUsode patron  « Respuesta directa
ACTIVIDAD 3
Tipo de representacion utilizada en la resolucion

100%

90%

81%

80% 75%

70%

6% 4% 55%
50% a6% 45N

40%

A% 25%

20% 19%

0%
1" ESO 2" ESO 3° ESO 4" ESO

=Verbal =Simbolica =Pictorica
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100%

50%
0%
60%
%
10%

30%

10%

4

0%

ACTIVIDAD 2

Evolucion del nivel de algebrizacion predominante en cada curso

5% PRIMARIA 6" PRIMARIA

= Nivel O

1" ESO 2" ESO 3° ESO

sNivell =Nivel2 »Nivel3 =Nivel4

4" ESO
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A. 3. GRAFICAS CORRESPONDIENTES AL ANALISIS DE DATOS DE
ACTIVIDAD 3

LA

ACTIVIDAD 3
Evolucion del nivel predominante en cada uno de los rasgos caracteristicos del
razonamiento algebraico

52 —
| H
1] I
1" 50 2 SO 3 ESO 4" £SO
s Aritmetica y patrones » Aspecto estructural « Aspecta funclonal « Procedimientos » Tipo ce objetos « Transformaciones e Lenguajes » Razonamiento algebraico
ACTIVIDAD 3. Resolucion
100%
0%
80%
70% 65%
60%
50%
40%
0%
0%
20% 15%
JOL‘O 5"b . 4 %
0% — i ——

1* ESO 2% ESO 3" ESO

sCorrecta wincorrecta =Enblanco
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100%
0%
80%
0%
0%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

ACTIVIDAD 3
Tipo de estrategia utilizada en la resolucion

B81%
50% 50%
46%
36%
3%
23%
19%

1° ESO 29 ESO 3° ESO
sConteo wUsode patron  « Respuesta directa

64%

4* ESO

100%

10%
0%

ACTIVIDAD 3
Tipo de representacion utilizada en la resolucion

81%
5%
54%
a6%
25%
. ]
1" ESO 2" ESO

3° ESO
=Verbal =Simbdlica =Pictorica

55%
‘S" I

4% ESO
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ACTIVIDAD 3
Evolucion del nivel de algebrizacion predominante en cada curso
100%
€N0%
80%
70%
0%
50%
40%
0%
0%
10%
0%
1* ESO 2° ESO 3" ESO 4° ESO
sNivel 0 =Nivell =Nivel2 «Nivel3 =Nivel 4

127



128



A. 4. RUBRICA DE EVALUACION

Nivel 0

Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Aritmética y
patrones

Utiliza correctamente el
conteo numérico y dibuja
los siguientes casos del
patrén establecido. Da
expresion numérica para
cada uno de ellos.

Es capaz de generalizar a
un caso concreto sin
utilizar el dibujo o esquema
de este, realizando
correctamente la aritmética.

Muestra algunas evidencias
de que empieza a expresar
el caso general con una
regla algebraica en funcién
de la incdgnita.

Realiza correctamente la
abstraccion para obtener la
regla general del patrén.

Aspecto estructural

No se reconocen
propiedades y se utiliza el
signo "igual” en su
aceptacion de resultado de
operaciones.

Se comienzan a reconocer
propiedades de las
operaciones. Se establece
una relacién genérica entre
nlmeros y unas
propiedades reutilizables
de sus operaciones.
También se reconoce el
significado relacional del
signo "igual”. Emerge el
concepto de equivalencia.

Se comienzan a utilizar
propiedades de las
operaciones. Emerge el
concepto de equivalencia.

Se utilizan propiedades de
las operaciones. Utiliza el
significado relacional del
signo igual.

Aspecto funcional

Se identifica una regla
recursiva.

Se reconoce explicitamente
la regla recursiva y se
generaliza, aunque
expresada en un lenguaje
diferente al simbélico-
literal.

Se determina un patrén por
analisis de términos
especificos de una
secuencia. Se formaliza
expresando una regla
general.

Se obtiene la regla general
del patron.

Procedimientos

Los procedimientos
utilizados son aritméticos,
no indican que se opera
con la incdgnita.

Los procedimientos
utilizados son aritméticos,
realizando correctamente
los pasos.

Los procedimientos
utilizados no indican que
se operan con la incognita,
aunque se familiarizan con
el uso de simbolos (no
alfanuméricos).

Los procedimientos
utilizados indican que se
operan con la incognita. Se
introducen los elementos
simbdlicos o
alfanuméricos. Sobre todo,
el célculo analitico para
obtener formas
equivalentes en las
expresiones.

Tipos de objetos

Se opera con objetos
intensivos de primer grado
de generalidad. En tareas
estructurales pueden
intervenir datos
desconocidos.

En tareas estructurales,
pueden intervenir datos
desconocidos expresados
simbdlicamente. En tareas
funcionales, se reconocen
los intensivos (se usan
objetos intensivos de
segundo grado de
generalidad).

Intervienen indeterminadas
o variables para referir a
los intensivos reconocidos
(intensivos de grado 2),
aunque ligados a la
informacion de contexto
espacial temporal.

Intervienen indeterminadas
o variables. Se generan
objetos intensivos y se
opera con ellos.

Transformaciones

Se opera con objetos
intensivos de primer grado
(ndmeros particulares), es
decir, objetos extensivos.

Se aplican relaciones y
propiedades genericas de
las operaciones con objetos
intensivos de primer grado,
tanto en tareas estructurales
como funcionales.

En tareas estructurales, las
ecuaciones son de la forma
Ax+B=C. En tareas
funcionales, se reconoce la
generalidad, pero no se
opera con las variables
para obtener formas
canonicas de la expresion.

Se realizan
transformaciones en la
forma simbélica de las
expresiones conservando la
equivalencia. En tareas
estructurales, las
ecuaciones son de la forma
Ax+B=CxxD. Se opera con
las variables.

Lenguajes

Lenguaje natural,
numérico, icénico, verbal o
gestual. Pueden intervenir
simbolos que refieren a
objetos extensivos o datos
desconocidos, pero este
valor se obtiene como
resultado de operaciones
sobre objetos particulares.

Lenguaje natural,
numeérico, iconico o
gestual. Usa lenguaje
simbolico-literal, pero sin
ejecutar las operaciones
indicadas con dichos
simbolos. Pueden
intervenir simbolos que
refieren a los intensivos
reconocidos, pero sin
operar con estos objetos.

Simbdlico-literal, usado
para referir a los intensivos
reconocidos, aunque
ligados a la informacion
del contexto espacial y
temporal.

Simbodlico-literal. Los
simbolos se usan de
manera analitica, sin referir
a la informacion del
contexto.

Razonamiento
algebraico

Ausencia de razonamiento
algebraico

Acercamiento incipiente de
razonamiento
protoalgebraico

Acercamiento intermedio
de razonamiento
protoalgebraico

Formas consolidadas de
razonamiento algebraico
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Nivel 4

Nivel 5

Nivel 6

Uso de parametros como
registro numérico y para
expresar familias de ecuaciones
y funciones.

Se realizan calculos analiticos en
los que intervienen uno o mas
parametros, conjuntamente con
mas variables.

Se realizan célculos analiticos en
los que intervienen uno o0 mas
parametros, conjuntamente con
mas variables.

Aritmética y
patrones

Se utilizan propiedades de las
operaciones. Utiliza el
significado relacional del signo
igual.

Las operaciones con parametros,
y el establecimiento de
relaciones entre ellos, conllevan
una complejidad semidtica de
mayor nivel, dado que los
objetos intervinientes y
emergentes de estos sistemas
ponen en juego a los objetos
algebraicos del nivel anterior.
Son realizadas de manera
compresiva y no puramente
algoritmica.

Las operaciones con parametros,
y el establecimiento de
relaciones entre ellos, conllevan
una complejidad semidtica de
mayor nivel, dado que los
objetos intervinientes y
emergentes de estos sistemas
ponen en juego a los objetos
algebraicos del nivel anterior.
Son realizadas de manera
compresiva y no puramente
algoritmica.

Aspecto estructural

Se obtiene la regla general del
patrén.

Se obtiene la regla general del
patrén.

Se obtiene la regla general del
patrén.

Aspecto funcional

Los procedimientos utilizados
indican que se operan con la
incognita. Se introducen los
elementos simbélicos o
alfanuméricos. Sobre todo, el
calculo analitico para obtener
formas equivalentes en las
expresiones.

Los procedimientos utilizados
indican que se operan con la
incognita. Se introducen los
elementos simbélicos o
alfanuméricos. Sobre todo, el
célculo analitico para obtener
formas equivalentes en las
expresiones.

Los procedimientos utilizados
indican que se operan con la
incognita. Se introducen los
elementos simbdlicos o
alfanuméricos. Sobre todo, el
célculo analitico para obtener
formas equivalentes en las
expresiones.

Procedimientos

Variables, incognitas y
parametros. Familias de
ecuaciones y funciones (Objetos
intensivos con tercer grado de
generalidad).

Variables, incognitas y
parametros. Familias de
ecuaciones y fucniones (objetos
intensivos con tercer grado de
generalidad)

Estructuras algebraicas
abstractas. Relaciones binarias
generales y sus propiedades.
(Objetos intensivos de cuarto
grado de generalidad)

Tipos de objetos

Hay operaciones con variables,
pero no con parametros.

Hay operaciones con parametros
y, por tanto, con objetos con un
tercer grado de generalidad.

Hay operaciones con los objetos
que forman parte de las
estructuras.

Transformaciones

Primer encuentro con
parametros y coeficientes de
variables.

Simbdlico-literal; los simbolos
son usados analiticamente, sin
referir a la informacion
contextual.

Simbolico-literal; los simbolos
son usados analiticamente, sin
referir a la informacion
contextual.

Lenguajes

Formas consolidadas de
razonamiento algebraico

Formas consolidadas de
razonamiento algebraico

Formas consolidadas de
razonamiento algebraico

Razonamiento algebraico
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A.5. ANALISIS DETALLADO DE LAS ACTIVIDADES PROPUESTAS

ACTIVIDADES DE 5° CURSO DE PRIMARIA

Actividad 1
Pregunta 4
Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucion Errores
Alumno AP|AE|AF| P |TO[ T| L [RA| 0|1 3 |Conteo|Uso de patron|Respuesta directa| Verbal |Simb6lica| Pictérica |Correcta|Incorrecta|Enblanco| 1 | 2 |Observaciones
VVN 1/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] Of 1 1 1 1
LRN 1/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] 0| 1 1 1 1
CSA 1] 1) 0| 0] O] 0] 0] O] 1 1 1 1
DDS 1/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] Of 1 1 1 1
IMP 1| 0] 0| 0] O] 0] 0] Of 1 1 1 1
EF 1/ 2| 0] 0] 0] 0] 0] O 1 1 1 1
DFF 0| 0] 0] 0] O] Of Of Of 1 1 1 1 1
MJSS 1/ 0] 0| 0] O/ 0] 0] O] 1 1 1 1
IG 1/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] Of 1 1 1 1
LFG 1/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] O] 1 1 1 1
SFG 0| 0] 0] 0] O] Of Of O] 1 1 1 1
IPA 1/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] Of 1 1 1 1
MFL 0l 0/ 0] 0] 0] O] O] 0] 1 1 1 1
CR 1/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] O 1 1 1 1
CSF 0l 2| 0] 0] O] Of Of O] 1 1 1 1
DVG 1/ 0] 0| 0] O] 0] 0] O] 1 1 1 1
MMC 0| 0] 0] 0] O] Of Of O] 1 1 1 1
LSR 1| 0] 0| 0] Of 0] 0] Of 1 1 1 1
HMH 1/ 1] 0] 0] 0] 0] 0] 0| 1 1 1 1
HCG 0| 0] 0] 0] O] Of Of Of 1 1 1 1
DGD 0l 0/ 0] 0] 0] O] O] 0] 1 1 1 1
JZG 0| 0] 0] 0] O] Of Of Of 1 1 1 1
Total 14| 6| 0| 0] 0] 0] 0] 0[22] O 0 15 5 2 11 6 5 17 5 0] 1
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Actividad 2
Pregunta 2

Errores

0| 4] 3[4

Resolucion

10

12

11

Representacion

Simbélica | Pictérica |Correcta|Incorrecta|En blanco| 1 | 2 | 3 |Observaciones

Verbal

12

Estrategia

8

N. Predom

Niveles

AP|AE(AF| P |TO| T [ L [RA] 0| 1 |2]| 3 | Conteo |Uso de patron| Respuesta directa

0f 0] Of 0 Of O] 0] O] 1
0f 0] Of 0 Of 0] 0] O] 1
0f O] Of 0 Of O] 0] O] 1
0f 0] Of 0 Of 0] 0] O] 1
0f O] Of 0/ Of O] 0] O] 1
Of 0] Of 0 Of 0] 0] O] 1
0f 0] Of 0 Of O] 0] O] 1
0f 0] Of 0 Of 0] 0] O] 1
1) 0] 0] 0f O] Of 0] O] 1
Of 0] Of 0 Of 0] 0] O] 1
O0f 1] O/ 0] 0] 0] 0] O 1
Of 1f 0 0] 0] O] Of O] 1
1) 0| 0] 0f O] Of 0] O] 1
O 0f 0 0] O] O] Of O] 1
0f 0] Of 0 Of O] 0] O] 1
Of 0] Of 0 Of 0] 0] O] 1
Of O] 1 1] 0] 0] 0] O] 1
O Of 0 0] O] O] Of O] 1
0f O] Of 0 Of O] 0] O] 1
O Of 0 0] O] O] Of O] 1
0f 0] Of 0 Of 0] 0] O] 1
O Of 0 0] O] O] Of O 1

2| 2| 1] 1] 0] 0] 0] 0f22] o[0[ O

Alumno

VWN

LRN

CSA

DDS
IMP
EF

DFF

MJSS

LFG

SFG
IPA

MFL
CR

CSF

DVG

MMC
LSR

HMH
HCG
DGD
JZG

Total
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Actividad 2
Pregunta 3

Errores

0[ 5] 3[13

Resolucion

21

Simbélica |Pictérica|Correcta| Incorrecta|En blanco| 1 | 2 | 3 |Observaciones

13

Representacion

Estrategia

17

N. Predom

Niveles

AP|AE|AF| P [TO| T | L |RA{ 0 [1|2]| 3 |Conteo|Uso de patron| Respuesta directa | Verbal

1 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1
0f 0] 0| 0 0] O/ O] O] 1
1/ 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1
0 0] 0| 0] 0| O/ O] O] 1
1/ 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1
0 0) 0| 0] 0] O/ 0] O] 1
0| 0| O/ Of Of Of O] O] 1
1f 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1
1/ 0/ 0 0] 0] 0] O] O] 1
1/ 0/ 0/ 0] 0] 0] O] O] 1
Ol 1| O O/ Of 0/ O] O] 1
1/ 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] 0] 1
1/ 0/ 0 0] 0] 0] O] O] 1
1 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] 0] 1
0| 0| Of Of Of O O] O] 1
0| 0| Of Of Of O O] O] 1
1 1) 1] 1) 0) 0] 0] 1

O 1| 0] O/ Of 0/ 0] O] 1
1 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1
1 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1
1/ 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1
1/ 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1

14{13| 1] 1] 0] 0] 0] 1f21[1[0f[ O

Alumno

VVN

LRN

CSA

DDS
IMP
EF

DFF

MJSS
IG

LFG

SFG
IPA

MFL
CR

CSF

DVG

MMC
LSR

HMH
HCG

DGD
JZG

Total
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ACTIVIDADES DE 6° CURSO DE PRIMARIA

Actividad 1

Pre

unta 3

Niveles

. Predom

Estrategia

Representacion

Resolucién Errores

Alumno

AP

AE

AF

0
)
(©)

_|

,_
D
>

o\|Z

3

Conteo

Uso de patron

Respuesta directa

Verbal

Simbdlica| Pictdrica

Correcta

Incorrecta|En blanco| 1 | 2 |Observaciones

CRC

1

1

1

VSM

[EnN

1

1

ACY

[EEN

FMM

OLD

[N

LPC

GDI

BLC

JEM

HGE

[ Ll L L L L

GPR

CVA

EEPH

SLL

ASS

e S e N e = =

AMM

[l L

JOF

SPS

[l L Ll el L

ADLR

MMA

SRR

=l = = = = = =l L = N L DA D L D D R L K=

=l = =l = = =l = =l L = N =l A e k=l A e =R =]

olr|r|lo|lolo|lo|o|lo|r|o|lrr|r|kr|r|[o|r|k|kr|[k |~

==l =l = = = =l = = = =l e = A L k=l b N = =l L

=l =l =l = = =l = =l = =1 N = D R =l A D L k=l

I

Total

[y
-

(BN
S

[ =1 = =1 (= =l =l (=l =l = (=l = (=] = = =] = L =1 (=1 (=]

==l (=1 =1 =1 (= =1 =1 =1 =1 =1 (=l =1 =1 =1 (=1 =1 =1 (=1 (=1 (=1 (=]

[any
N

[any
[N

=l l=l ===l =l == =l =l =l =l =l =l =l =l =l =l =l =1 =1 =]

[N
SN

12

Ok [Pk~

17
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Actividad 2
Pregunta 2

2 |Observaciones

Errores

Resolucion

13

Representacion

18

11

Estrategia

1

N. Predom

Niveles

AP|AE|AF| P |ITO| T | L [RA]0|1|2]| 3 |Conteo|Uso de patron| Respuesta directa| Verbal |Simbdlica| Pictérica |Correcta|Incorrecta|En blanco| 1

1| 2| 0] 0| O Of 0] 0] 1
1/ 0] 0] 0| O Of O] 0] 1
1/ 0] 0] 0| O Of O] 0] 1
1/ 0 0] 0| O] O O] O] 1
1/ 0] 0] 0| O[] O O] 0] 1
1| 2| 1) 1] 0] 0] O] 1
1| 1) 0] 0] O Of 0] 0] 1
1] 2| 1) 1] 0] 0] O] 1
Of 0| 0| O] O] 0] Of O] 1
2 1f 2| 1] 0] 0] O 2
1 2| 1] 11 0) 0/ O] 1
1} 2| 1] 1) 0) 0/ O 1
1/ 0 0] 0| O] O O] 0] 1
1/ 0] 0] 0] O Of O] O] 1
1| 2| 0] 1| 0 0f 0] 0] 1
1] 2| 1) 1] 0] 0] O] 1
1 2) 0] 1| 0[ O0f 0] 0] 1
1/ 0] 1] 0 0/ Of O] 1] 1
1/ 0 0] 0| O/ O O] O] 1
1/ 0 0] 0| O] O O] 0] 1
1/ 0 0] 0| O Of O] O] 1
21/18| 8| 8] 0] 0] O] 8[15/5[1][ O

Alumno
CRC
VSM

ACY

FMM
OLD
LPC
GDI

BLC
JEM

HGE
GPR

CVA

EEPH
SLL
ASS

AMM

JOF

SPS

ADLR

MMA
SRR

Total
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ACTIVIDADES DE 1° DE ESO

Actividad 1
Pregunta 3

Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucion Errores
Alumno AP|AE|AF| P |ITO| T | L [RA|0|1| 2| 3 |Conteo|Uso de patron| Respuesta directa| Verbal |Simbdlica| Pictérica |Correcta|Incorrecta|Enblanco| 1 | 2 |Observaciones
BJC 0| 0] 0/ Of O] O] 0] 0|1 1
LMS 3| 2| 3] 2| 2| 2| 2| 2 1 1 1 1
DSA 3| 2| 3] 2| 2| 2| 2| 2 1 1 1 1
MH 0| 0] 0/ Of O] O] 0] 0]1 1
GCG 3] 3| 3| 3] 3] 2| 3| 3 1 1 1 1
CPS 3] 2] 3] 2] 2] 2] 2| 2 1 1 1 1
LRM 0| 0] 0/ Of O] O] 0] 0|1 1
TFV 3| 2| 3] 2| 2| 2| 2| 2 1 1 1 1
LHA 3| 2] 3] 2| 2| 2] 2| 2 1 1 1 1 1
PSL 1) 1] 1] 1] 2| 1| 2| 1 1 1 1 1
RBL 3] 2| 3] 2] 2| 2| 2| 2 1 1 1 1 1
MCL 3] 2] 3] 2] 2] 2] 2| 2 1 1 1 1
RRA 3] 2] 3] 2] 2] 2] 2| 2 1 1 1 1 1
MAL 3| 1] 1] 2| 2[ 2| 0] 1 1 1 1 1
TD 1| 0| 0] 0] O] Of O] 0|1 1 1 1
SVA 1| 0] 0] 0] O] Of O] 0|1 1 1 1
LMC 0| 0] 0/ Of O] O] 0] 0]1 1
MNO 3] 2| 3] 2] 2| 2| 2| 2 1 1 1 1 1
BRM 0l 0/ 0] 0] 0] 0] O] Of1 1
MMR 3| 2| 3] 2| 2| 2| 2| 2 1 1 1 1
Total 39| 25| 35| 26| 27| 25| 25| 25[ 7| 2|10 1 0 11 4 3 12 0 8 7 5/ 1] 3

139




Observaciones

B o
2
<1
S
o
L
o | — — ™
o
c
iG]
)
c
nE
O gl —[— | — A= 0
o| o
=1R)
o =
0| O
| S
x|
< A== — [ — — — o
(&)
D
S
S
S
(@]
< o
(&)
=
e
S
mP
= — — [ — [ — — — |0
s(.2
= iva)
oS
ala
g€
eS
o — — — = — = | o)
~| |8
| > =
Tl >
Sl <
S| =
S| Al A A A] A ] A== = [~
=l 2 8 —
o o 5
| 2 =
o k=i
8
[%2]
@
S
o
3
Sl
2
c o
T[S
S| s
n| ©
| Qo
[«5)
he]
o
(72}
-]
= o
)
=
<)
(@]
[ — —
.WZ — — — [ — — |~
)
ol — —
4 — [ [ Al A — —
Z|lo —
A02123002200200000202m|0_
o
NN ENREEENNEENEEEEEENERIE
BN NNEENNEENEEEEERNERIE
%002023102200200000202m
= =
)
.WP121230022002000002029
= —
M03233003300300000303%
_m_nL11113001100100000101H
M13233113311311111313W
o
m - e} Xl
- (@] ©
ol 2ls|zolelz 2 € 21z 3 5l2] o |52 2l3 & 2
2= %) ol|l|l|T|; o> o
< |I|Q|Z|0|O|d|F|d|a|x| S| 2| |n|3|Z2|m| 2|+

140



7]
Q
(=]
©
&
>
=
Q
7]
0
o
6 S
5
rl
=)
m
Q (e}
)
=1
<
-
0
=]
nE
O < ~— ~ N
Pl e
ol ©
3| &
3| &
2| ¢
1721
ol &
&S
Rl | — | — | —| —| —| —| —]| —|— | | | | ]| | —| O
i3] —
(5]
b=
=
Q
@)
< [en]
o
o
=
he]
=t
o
o
[=}
.ma — — N
<|.Q
2|3
o1 a2
3| g
B
9]
R~ ~— — | — =] = =] =] = —]| —=| —| —| = —]—] —|—]|c0
4.4 ~—
AN | en 1m
S = 3]
S| = >
2| B
Mg — —| — | =] = =] =] =~ —| —| —| —|—]—] —|—]|c0
Bl O s —
Qf = 3]
<| &~ ]
=
o
<
i
w
1%
=
o
v
Q
-
mn — — N
52
2l 3
B Al
[}
e
o
7]
-
o (e}
1]
=
a
o
O
gl - - S
e}
| N o
b
[ =
; ~— | — Ll Bl Bl Rl Bl Bl Bl Rl Bad Bl Bl Ral Bl Bal Ral e
Z| o 2
MOZOORJOOOOOOOOOOOOOOOS
L030030000000000000006
TOZOOZOOOOOOOOOOOOOOOA.
I ROl B Rl = B ) = B R = =l =l =l =) ) ) ) Re) ) ) ) (e
o=
NP N
Wn1030030000000000000006
E131131111101111111012
<
il — || —| = —|—|—]| —|—=|D] —| —| —| —~]| —~| —~|—~]D] —~|N
e N
=]
£ O <] = © E
- B s = F sl R R E EE
SIS I el s s - i A s e e

141



w2
(9]
=]
g
]
P
=
(5]
w
2
©)

%) — — —| — | —| —| >

5

o —

k=)

82
Q — — [N
g
<
B
Qo
=]

nE

O s — — | — —| — | |~ —] — | —| —| O

= s ~—

o| ©

5| &

3| =

2l o

7]

ol 9

s
m | — ~— ~ ~— )
Q
(D]
=
B~
e}

)
o
<
o)
~
Q
et
o2

o A~

2

%al | — — | | — | =] — ~— — | N

SO ~—

gl =

OO

3 2

b

B

R ~— ~— ~ | — ~— O

IR =
T = =
S| B %]
3l |5
Bl &
oy
- O < — | — — | [Te}
Qf = S
<=l |8
-
=
o
<
o
w2
(9]
=)
o
7]

|

= o

s[8

0| o
(]

e)
e}
7]
=)
Ol — — — Ll Bl Bl Bl Bl Bl R | ]| —| O
o ~—
=
=)
Q
O

gl -

Inﬂuz ~— — N

&

M|~ =

NOll | — 11111111111111w
MOOZOOZOOOOOOOOOOOOOOA.
LOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
TOOlOOlOOOOOOOOOOOOOOZ

%0000000000000000000000

—

CT
MOOZOOZOOOOOOOOOOOOOOA.
5] K= K= KD k=) K= K] k=1 K=l K= K= k= k=) = = E E E E E E R
<
Al — | =N = —=| N[ =] —| —| =]~ —| —| —| =]~~~
< N
=]

m —
R EEE EEEEREEEEEE
— ¢ W

=52 Z|0|C| S| B S| & x| 2|~ S| B n| S| 2] & 2 =

142



Actividad 3

Pregunta 4

Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucién Errores

Alumno AP|AE|AF

~
—
)
—
=

0]1]2] 3| Conteo [Uso de patrén| Respuesta directa | Verbal | Simbdlica | Pictérica |Correcta|Incorrecta[En blanco 1 Observaciones

BJC 1

LMS

DSA

=== =

1
1
1

GCG

CPS

—_
=

TFV

LHA

PSL

RBL

MCL

RRA

UG JNERG [FEIN IR [N (N

MAL

TD

SVA

LMC

MNO

BRM

=== =

MMR

U‘IOOOOOOOOOOOODJOONOOOOE

=1 =1 =] =] =l =l (=1 =3 =1 (=] =1 (=1 S} (=] (=2 [ Sl (=] (=] (= (=]
—_

Sl =k =] =] =] =1 =1 =] = =1 =1 =1 =R Sl =1 =1 ] =) =2 (=R =]
Sil =R =1 =] =] (=1 [=] =] =1 =1 = =1 =1 Sh =] =R Sl =] =] (= =]
Sl =k =] =] =] (=1 =] =] =1 =] =] =] (=1 A =1 =2 S =) =] (=2 =]
Sil I=R =1 =] =] =1 =1 =] =1 =1 =1 = =1 Sh =1 =R Sl =k =2 =R =]
E =0 [=] (=} (=] =] (=] I=] [=} [=) (=1 =3 I=1 S} i=1 [=1 | \°} [=] =] (=) =]
Sl =R =1 =] =] =1 =1 =1 =k =1 =1 =1 =10 =1 =Rl =k =2 =R =]

[o) S =N [Ny [ U (NEN) U NN (NG UG (NN N
=
=
=

Total
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ACTIVIDADES DE 2° DE ESO
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Actividad 2
Pregunta 3

Observaciones

Errores

1

Resolucion

18

Simbdlica |Pictérica|Correcta| Incorrecta |En blanco

Representacion

22

22

Estrategia

N. Predom

Niveles

AP[AE[AF| P [TO| T | L |RA] 0 |1]2]| 3 |Conteo|Uso de patrén| Respuesta directa | Verbal

1} 1 0] 1| 0] 0] 0] 0] 1
1/ 1) 0] 1 0] 0] 0] O] 1
1} 1 0] 1| 0] 0] 0] 0] 1
1/ 1 0] 1] 0/ 0] 0] 0] 1
1 1 0] 1] 0] 0] 0] 0] 1
1/ 0 0] 0] 0] 0] 0] 0] 1
1/ 1) 0] 1 0] 0] 0] O] 1
1} 1 0] 1| 0] 0] 0] 0] 1
1/ 0] 0| 0/ 0] 0] O] O 1

3 3] 3] 3] 3] 2] 3] 2

1/ 0] 0| Of 0] 0] O] O 1
1} 1 0] 1| 0] 0] 0] 0] 1
1 1 0] 1] 0] 0] 0] 0] 1
1 1 0] 1] 0] 0] 0] 0] 1
1/ 1 0] 1| 0] 0] 0] 0] 1
1/ 0] 0| 0/ 0] 0] O] O 1
1/ 1 0] 1| 0] 0] 0] 0] 1
1/ 1) 0] 1 0] 0] 0] O] 1
1} 1 0] 1| 0] 0] 0] 0] 1
1/ 1) 0] 1 0] 0] 0] O] 1
1} 1 0] 1| 0] 0] 0] 0] 1
1/ 1) 0] 1 0] 0] 0] O] 1
1/ 0] 0| 0/ 0] 0] 0] O 1

25(20] 3]20] 3] 2| 3| 2[22[ 001

Alumno

CSM
PLL

RTE

MSL
PLM

WA

CSYy
ZGl

RBS

MCA
GRH
ZPE

LAC

ABA
MAI
CBA
HPN
JGA

ACA

SMA

SAA

CAR
SSE

Total
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Actividad 3
Pregunta 2

Observaciones

Errores

1

14

Resolucion

17

Representacion

14

Estrategia

17

1

N. Predom

Niveles

AP|AE(AF| P |TO| T | L |RA[ 0 |1]2]| 3 |Conteo|Uso de patron|Respuesta directa| Verbal [Simbodlica| Pictérica |Correcta|lIncorrecta|En blanco

1/ 0 0] 0] 0] O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0] O] O] 0] 1
1/ 0 0] 0] 0] O O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0] O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0] O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0| O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0| O] O] O] 1
2| 3| 2| 1] 0] 1] Of 2

Of Of Of O] O] O] O] Of 1
2| 3| 2| 1] 0] 1] O 2

1/ 0 0] 0] 0| O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0| O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] O] O O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0] O] O] O] 1
Of Of Of O] O] 0] O] Of 1
1/ 0 0] 0] 0| O] O] O] 1
1/ 0 0 0] 0] O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0] O] O] O] 1
1| 0 0] 0] 0] O O] O] 1
1/ 0] 0] 0] 0] O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0] O] O] O] 1
1/ 0 0] 0] 0| O] O] O] 1

1 0| 0] 0 0O/ Of O] O] 1
23| 6] 4 2| O] 2] O] 4/21{0[2[ 0

Alumno

CSM
PLL

RTE

MSL
PLM

WWI

CSY
ZGl

RBS

MCA
GRH
ZPE

LAC

ABA
MAI
CBA
HPN
JGA

ACA

SMA
SAA
CAR
SSE

Total
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ACTIVIDADES DE 3° DE ESO

Actividad 1
Pregunta 3b
Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucion Errores

Alumno AP|AE|AF| P [TO| T | L |RAJ0[1]2]|3]| 4 | Conteo |Uso de patrén| Respuesta directa | Verbal | Simbélica | Pictérica |Correcta| Incorrecta(En blanco| 1 | 2 | 3| Observaciones
LOE 3| 1] 2[ 2] 2| 2] 2] 2 1 1 1 1 Igual que en P3a
GGL 3| 4] 4| 4] 3] 3| 3| 4 1 1 1 1 1 Igual que en P3a
FGL 2| 3] 2| 3] 3] 2 2| 2 1 1 1 1 1| |lgual que en P3a
MMI 1 0/l 0/ 0] 0] 0] 0] 0|1 1 1 1 Igual que en P3a
PTR 3| 4] 4| 4] 3] 3| 3| 4 1 1 1 1 1 Igual que en P3a
CRA 0l 0] Of 0] 0] Of O] 0|1 1 Igual que en P3a
CTD 1 0l 0/l 0] 0] 0] 0] 0|1 1 1 1 Igual que en P3a
SMS 1l 0f 0l O] O] Of O] 0]1 1 1 1 Igual que en P3a
VSC 2| 3] 2| 3] 3] 2] 2| 2 1 1 1 1 1| |lgual que en P3a
SRS 0| 0f 0f 0f 0of of O] 0]1 1 1 1 Igual que en P3a
STB 1l 0f 0] O] O] Of O] 0]1 1 1 1 Igual que en P3a
SO 2| 3] 2| 3] 3] 2] 2| 2 1 1 1 1 1| |lgual que en P3a
GCA 0l 0] Of 0] O] Of O] 0|1 1 Igual que en P3a
PCA 1 0/l 0/ 0] 0] 0] 0] 0|1 1 1 1 Igual que en P3a
LMD 2| 3] 2| 3] 3] 2| 2| 2 1 1 1 1 1{lgual que en P3a
EGJ 2| 3] 2[ 3] 3] 2 2| 2 1 1 1 1 1{lgual que en P3a
GFD 1 0l 0/l 0] 0] 0] 0] 0|1 1 1 1 Igual que en P3a
MSR 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1 Perfecto

Total 28| 28| 24| 29| 26| 21| 21| 24 9] 0[ 6] O] 3 1 6 9 6 9 1 2 14 2] 2] 32
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Actividad 2
Pregunta 2
Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucion Errores|
Alumno AP|AE|AF| P |TO| T | L [RA[0|1]2]3]|4 [Conteo|Uso de patron| Respuesta directa | Verbal | Simbdlica |Pictérica|Correcta| Incorrecta|Enblanco| 1 |Observaciones
LOE 3l 1) 2] 2| 2| 2| 2| 2 1 1 1 1
GGL 3| 4] 4] 4] 3] 3| 3] 4 1 1 1 1
FGL 2| 3| 1| 1] 1] 1] 1] 1 1 1 1 1
MMI 1/ 0] 1/ 0] 0/ 0] 0] O] 1 1 1 1
PTR 3| 4] 4| 4] 3| 3| 3| 4 1 1 1 1
CRA 0l 0| 0| O] O] Of 0] O] 1 1
CTD 1) 0f 0 0] 0] Of O] O] 1 1 1 1
SMS 2| 1) 11 0o/ 0] O] 0] 1|1 1 1 1
VSC 1) 0f 1] 0] 0] Of 0] O] 1 1 1 1
SRS 0l 0| 0| O] O] Of O] O] 1 1
STB 1| 2 1] 1] 0f 0] O] Of 1 1 1 1
SO 0l 0] 0] 0/ 0] O] 0] O] 1 1
GCA 0l 0] 0] 0/ 0] O] 0] O] 1 1
PCA 0l 0] 0] 0/ 0] O] 0] O] 1 1
LMD 3| 4] 4] 4] 3] 3| 3] 4 1 1 1 1
EGJ 3| 4] 4] 4] 3] 3| 3] 4 1 1 1 1
GFD 3| 1) 4] 4 2| 3| 1] 4 1 1 1 1
MSR 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1
Total 29(28|31[28|20{21|19|28[10[ 1[ 1|/ 0[ 6 3 6 4 6 7 0 6 7 5 0
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Actividad 3
Pregunta 3

Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucion Errores
Alumno AP|AE|AF| P |ITO| T| L |RA|0|1|2|3]| 4 |Conteo|Uso de patron|Respuesta directa| Verbal [Simbélica| Pictérica |Correcta|Incorrecta|Enblanco| 1 |Observaciones
LOE 1) 0] 1/ 0] 0/ 0] 0] O] 1 1 1 1
GGL 1) 0] 0 0] 0] 0] 0] O] 1 1 1 1 1
FGL 3] 3] 3] 2/ 0/ O O] 1] 1 1 1 1
MMI 0l 0/ 0] O/ 0] O] Of O] 1 1
PTR 3| 4] 4] 4| 3] 3| 3| 4 1 1 1 1
CRA 0l 0/ 0] 0/ 0] 0] O] O] 1 1
CTD 0l 0/ 0] 0/ 0] 0] O] O] 1 1
SMS 3| 4 4 0[ 0] 0] O] 4 1 1 1 1
VSC 1) 0] 1/ 0] 0f 0] 0] O] 1 1 1 1
SRS 1) 0| 0/ 0] 0] 0] 0] O] 1 1 1 1
STB 1) 0] 0/ 0] 0/ 0] 0] O] 1 1 1 1
SO 1) 0| 0 0] 0] 0] 0] O] 1 1 1 1
GCA 0l 0/ 0] 0/ 0O) 0] O] O] 1 1
PCA 0l 0/ 0] O/ O] O] Of O] 1 1
LMD 3| 4] 4| 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1 Perfecto
EGJ 3| 4] 4] 4] 3] 3| 3| 4 1 1 1 1 Perfecto
GFD 3| 4] 4] 4/ 0] O] O 4 1 1 1 1
MSR 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1
Total 27(27])29]22|12|12|12)25[13]/ 0[0[O[ 5 3 4 6 7 6 0 7 6 5 1
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Actividad 3
Pregunta 4

Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucion Errores
Alumno AP|AE|AF| P [TO[ T | L |RA] 0 [1[2[3]|4 | Conteo |Uso de patrén| Respuesta directa | Verbal | Simbélica | Pictérica [Correcta|Incorrecta|Enblanco| 1 |Observaciones
LOE 1/ 0/ 0] 0] 0f 0] 0] O] 1 1 1 1
GGL 1) 0| 0] 0of 0] O 0] 0] 1 1 1 1 1
FGL 3] 3] 3] 21 0f 0] 0] 1 1 1 1
MMI 1/ 0] 0] 0] 0f 0] 0] O] 1 1 1 1
PTR 3| 4] 4] 4] 3] 3| 3] 4 1 1 1 1
CRA 3] 3] 3/ 20 0/ 0] O] 1] 1 1 1 1
CTD 1| 0] 0] 0] Of 0] 0] O] 1 1 1 1
SMS 3] 3] 3/ 20 0 0] O] 1] 1 1 1 1
VSC 3] 3] 3] 20 0/ 0] O] 1] 1 1 1 1
SRS 1] 0| 0] 0of 0] 0 0] 0] 1 1 1 1
STB 1 0] 0] 0] 0f 0] 0] O] 1 1 1 1
SO 0l 0f 0] 0] 0] O] O] O] 1 1
GCA 0l 0/ 0/ 0] 0] Of O] O] 1 1
PCA 0l 0/ 0] 0] 0] O] O] O] 1 1
LMD 3| 4] 4] 4| 3] 3| 3| 4 1 1 1 1 Perfecto
EGJ 3| 4] 4 4] 3] 0 3] 4 1 1 1 1
GFD 3] 3] 3] 20 0/ 0] O] 1] 1 1 1 1
MSR 3| 4] 4] 4] 3] 3| 3] 4 1 1 1 1
Total 331 31]31| 26| 12| 9]12|21]13]1[0[0] 4 6 4 5 5 10 0 12 3 3 1
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ACTIVIDADES DE 4° DE ESO

Actividad 1
Pregunta 4

Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucion Errores
Alumno AP|AE|AF| P |TO| T | L |RA|I0|1]2]|3]| 4 |Conteo|Uso de patron| Respuesta directa| Verbal [Simbdlica| Pictérica |Correcta|Incorrecta|Enblanco| 1 |Observaciones
CMS 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1 Perfecto
CRJ 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1
ZGJ 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1
BJD 1] 3] 0] 3] 4] 3 4 0 1 1 1 1 1
MCM 3| 4| 4] 4| 3] 3| 3| 4 1 1 1 1
MVO 1| 3] 0] 3| 4| 3| 4 0 1 1 1 1 1
ACR 0l 0] 0] O] 0] O] O] 0|1 1
MAM 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1
SPS 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1
MGL 1] 3] 0] 3] 4 3 4 0 1 1 1 1
LAS 1) 3/ 0| 3] 4 3/ 4 0 1 1 1 1
SSD 0l 0| 0] O] O] 0] O] Of1 1
MBN 3| 4] 4] 4| 3] 3| 3| 4 1 1 1 1
PRE 0l 0] 0] O] 0] O] O] 0|1 1
MAS 0l 0] 0] O] 0] O] O] 0|1 1
RVC 3] 0] 4] 4| 3] 3] 3] 4 1 1 1 1
LMF 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1 1 1 1
Total 31/44[36|48|43[3943|36/4/ 0[ 0[5/ 8 0 9 4 0 13 0 4 9 4 2
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Actividad 2

Pregunta 2

Niveles Estrategia Representacion Resolucion Errores
Alumno P|TO| T | L [RA Uso de patron| Respuesta directa | Verbal | Simbdlica | Pictérica [Correcta| Incorrecta|Enblanco| 1 |Observaciones
CMS 3] 4/ 4 1] 0] 0] 0Of 3 1 1 1
CRJ 1) 1] 1) 1] o] 0f 0] 1 1 1 1
pAeN 0f 0] Of 0 Of 0] O] O 1
BJD 0l 0] Of 0 O/ 0] O] O 1
MCM 3| 4] 4| 4| 3| 3| 3| 4 1 1 1
MVO 3| 4] 4] 4] 3] 3] 3] 4 1
ACR 0l O/ 0/ 0] 0] 0] Of] O 1 1
MAM 1) 0| 0/ 0of 0] 0] 0] Of 1 1 1 1
SPS 3| 4] 4/ 1) 0] 0] o] 31 1 1 1
MGL 1] 2| 0/ 0f 0] 0] 0] Of 1 1 1 1
LAS 0f 0] Of 0| Of 0] 0] Of 1 1
SSD 1) 0| 0/ 0of 0] 0] 0] Of 1 1 1 1 1
MBN 3] 4 4/ 1] 0f 0] Of 3] 1 1 1 1
PRE 0l 0] Of 0] Of 0] 0] O[] 1 1
MAS 1 Oof 0] Of 1] 1] 1| 1 1 1 1
RVC 3] 4 4/ 11 0/ 0] 0] 3 1 1 1
LMF 3] 2] 2 1] 2| 2| 2] 2 1 1 1
Total 26/ 29127|14] 9] 9] 9|24 1 9 9 2 5 7 5 2




Actividad 3
Pregunta 2
Niveles N. Predom Estrategia Representacion Resolucion Errores
Alumno AP[AE|AF| P |TO| T | L |RA|0|1|2[3|4 |Conteo|Uso de patron | Respuesta directa | Verbal | Simbolica |Pictérica|Correcta| Incorrecta|Enblanco| 1 [Observaciones
CMS 3| 0 3] 0/ 0] 0] O] O] 1 1 1 1
CRJ 1 0/ 0] 0] 0] O] 0] 0] 1 1 1 1
ZGJ 3| 4| 4| 4| 3| 3| 3] 4 1 1 1 1 Perfecto
BJD 0| 0| 0| 0] 0] 0] O] O] 1 1
MCM 3| 4| 4| 4| 3| 3] 3] 4 1 1 1 1
MVO 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] 1 1 1 1
ACR 0| 0| 0| 0] 0] 0] O] O] 1 1
MAM 3| 4] 4| 2| 3] 3| 3| 4 1 1 1 1
SPS 3| 4 4/ 1) o[ 0] 0] 3|1 1 1 1
MGL 0l 0] of 0] 0] O] 0] O] 1 1
LAS 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] 1 1 1 1
SSD 1/ 0/ 0] 0] 0] 0] 0] 0] 1 1 1 1
MBN 0| 0| 0| 0] 0] O] O] 0] 1 1
PRE 0| 0| 0| 0] 0] 0] O] O] 1 1
MAS 0| 0| 0| 0] 0] 0] O] O] 1 1
RVC 3| 4/ 4/ 1] 0] 0] 0] 3| 1 1 1 1
LMF 3| 4| 4| 4| 3| 3| 3| 4 1 1 1 1
Total 25| 24|27(16|12|12| 12| 22|13] 0[ O[ O] 4 0 4 7 5 6 0 5 6 6 0
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