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Resumen

En el curriculo de bachillerato se inicia el estudio la geometria afin y euclidea tanto del plano como del
espacio. Sin embargo, si tomamos una fotografia de un mismo objeto desde dos posiciones diferentes, la
transformacion que envia puntos homélogos no se corresponde con una transformacion afin del plano.
Para poder deducir propiedades del objeto fotografiado es necesario conocer el grupo de transformacio-

nes que actia en este caso: el grupo de las transformaciones proyectivas.

El objetivo de este trabajo es desarrollar un proyecto didactico de unos temas complementarios al
curriculo de bachillerato conducentes a introducir las nociones béasicas necesarias de geometria proyec-

tiva en el plano para poder resolver problemas reales utilizando la fotografia digital.

Abstract

In the resume of high school, study of the affine and euclidean geometry is started. However, if we take
a picture of the same object from different perspectives, the transformation which sends homologous
points does not correspond with an affine transformation. In order to deduce the properties of the
object in the picture, it is necessary to know the group of transformations wich acts in this case: the

group of the projective transformations.

The main objective of this study is to develop a didactic project which would be complementary to
the resume of high school stage and with the aim of introducing the basical notions about projective

geometry in the plane which are necessary in order to solve real problems using the digital photo.
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1 Introduccion

1. Introduccion

Las matrices son objetos matematicos que permiten organizar informacién numérica de un modo senci-
llo. La idea consiste en disponer niimeros en forma de tabla, con una estructura de filas y columnas, de
manera que cada elemento de la tabla puede ser identificado mediante su posicion: la fila y la columna

en las que estd situado el elemento.

Las matrices, cuando son presentadas por primera vez a los alumnos en 22 de Bachillerato no parecen
un “gran invento”, sin embargo su aplicacién y utilidad han contribuido no solo a la representacién
y desarrollo de distintas ramas de las matematicas, sino también al de otras ciencias tanto naturales
como sociales: En ciencias como Fisica se usa en una multitud de campos, destacando la mecédnica
cuantica o la teoria de la relatividad. En estadistica, criptografia o la mayoria de ingenierias tie-
nen un papel muy importante. En las ciencias sociales como economia o urbanismo también permiten

simplificar enormemente los calculos.

Sin embargo, éstas son introducidas en 2° de Bachillerato como elementos abstractos que solo organizan
nimeros y con los cuales hay que aprender a realizar una serie de operaciones: Se definen la suma de
matrices, el producto, el rango, la inversa de una matriz y el determinante; se dan una serie de pro-
piedades y resultados sobre estas definiciones; y finalmente se enlaza con la representacién matricial de
sistemas de ecuaciones. Es por ello que la mayoria de alumnos adquieren la idea de que las matrices
son un invento artificial y que no tiene una explicacién racional clara. Esto, unido a la presencia de las
pruebas de acceso a la universidad hace imposible a los alumnos hacerse una idea de lo que realmente

puede representar una matriz.

Con el objetivo de que los alumnos adquieran una idea y aplicacion real de éstas como transforma-
ciones geométricas del plano y aplicado en tultimo lugar a la fotografia digital (por ello enmarcado
dentro del contenido “Aplicacion de las operaciones de las matrices y de sus propiedades en la resolu-
cion de problemas extraidos de contextos reales, aplicacion a la resolucion de problemas.” del curriculo
de 29 de Bachillerato de mateméticas II. |Consejeria de Educacion| (2015)) , se propone este trabajo el
cual consiste de dos partes fundamentales: una primera parte tedrica en la que se exponen y estudian
diferentes conceptos matemaéticos sobre las transformaciones geométricas, para luego pasar a una
segunda parte, en la que se desarrolla una Unidad Didactica, y en la que se especifica la forma en
la que se introducirian estos conceptos a los alumnos de Bachillerato, explicando que metodologia se

usaria, tareas propuestas, formas de organizar el contenido y evaluar, entre muchos otros aspectos.

1.1. Experiencia en practicas
Entre los dias 16/2/2022 y 6/4/2022, se tuvo la oportunidad de llevar a cabo las practicas del méaster

de secundaria en la especialidad de matemadticas en el IES Jorge Guillén, en la localidad de Villalén de



1.1 Experiencia en practicas

Campos. Durante esas fechas, uno de los cursos en los que se impartié clase fue en 2° de Bachillerato
CIT. Durante ese tiempo, tuve la oportunidad de impartir todo el bloque de Ntumeros y Algebra, cu-
yos contenidos estan especificados en el BOCYL en la ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo, por la
que se establece el curriculo y se requla la implantacion, evaluacion y desarrollo del bachillerato en la

Comunidad de Castilla y Ledn.. Consejeria de Educacion| (2015).

La presién por la presencia de la EBAU, asi como el curriculo extenso, hacian bastante dificil que
se pudieran exponer a los alumnos aplicaciones reales de las matrices para que se pudieran hacer
una idea y conectasen esos elementos abstractos con la realidad y con distintos ambitos que pudieran
interesarles estudiar en el futuro en la universidad. Esta conexién de las matemaéticas con la realidad es
fundamental para la correcta comprensién de los contenidos que se imparten y para poder desarrollar
las competencias clave de forma éptima Alagia et al.,| (2005). Esta es la razén principal que motiva la
creacion de este trabajo. Elaborar una Unidad Didactica complementaria al curriculo de Bachillerato

con ese objetivo.



2 Geometria Euclidea y Afin

2. Geometria Euclidea y Afin

Las matrices son una de las formas méas comunes que se emplean para representar aplicaciones lineales.
Estas tienen una interpretacion geométrica que enlaza con contenidos que se empiezan a introducir ya
en 32 de ESO como es el de transformaciones geométricas del plano. Como ocurre con otros contenidos
en matematicas, el uso de matrices no es necesario para entender las transformaciones geométricas en
el plano. Sin embargo, el uso de éstas va a simplificar de forma significativa la descripcién de las ecua-
ciones de las transformaciones geométricas. Ademds, va a servir de motivacién a los alumnos de 2° de
Bachillerato, al dedicar una parte importante del curso a su estudio. Es por ello que, se realiza en primer
lugar un estudio de las afinidades y movimientos que sentaran las bases para, posteriormente, establecer
un primer contacto con las transformaciones proyectivas y aplicindolas en udltimo lugar a la fotografia

digital, que tan presente estd hoy en dia en las redes sociales, en el cine y en los videojuegos, por ejemplo.

El objetivo del marco tedrico de este trabajo es exponer la teoria matemaética de la que se van a ex-
traer los contenidos de la propuesta didactica, pero, al ser el objetivo final del trabajo la elaboracion
de una propuesta didactica, la teoria no es excesivamente rigurosa de modo que no se incluyen todas
demostraciones y definiciones fundamentales, pero si se pretende que se adquiera una idea adecuada de

los contenidos que se tratan.

Asi pues, para dar comienzo a este trabajo, se podria definir una aplicacién lineal y enunciar la de-
mostracién que corrobora que las matrices son una de las formas m&as comunes que se emplean para

representar aplicaciones lineales, de forma que se establezca ya, una interpretacién real de las mismas.

Las aplicaciones lineales, también llamadas homomorfismos de espacios vectoriales se definen

de la siguiente forma:

Definicion: Sean V' y W dos K—espacios vectoriales, y f : V. — W una aplicacién. Se dice que f
es un homomorfismo de espacios vectoriales o una aplicacién lineal si se verifica la siguiente condicién

cualesquiera que sean los elementos aj,as € Ky vi,v9 € V:
flarvr + agv2) = a1 f(v1) + az f(v2).
Cuando V = W, la aplicacion lineal recibe el nombre de endomorfismo de V.

El objetivo ahora es estudiar las relaciones existentes entre las coordenadas de un vector y las coorde-
nadas de su imagen por una aplicacién lineal, una vez que se han fijado sendas bases en los espacios
inicial y final de la aplicacién considerada. Esto permitird asociar, de forma natural una matriz a la

aplicacién lineal.

Previamente a establecer estas relaciones, hay que establecer bajo qué condiciones queda determinada



2 Geometria Euclidea y Afin

una aplicacién lineal. Estas condiciones van a ser las siguientes: Si f : V' — W es una aplicacién lineal
y {v1,...,v,} es un sistema de generadores de V', en cuanto se conocen los vectores f(v;) parai = 1,...,,
se puede conocer la imagen de cualquier vector de V. El reciproco va a ser cierto bajo las condiciones
impuestas en la siguiente proposicién de abajo: en el caso de asociar elementos de W a una base V', que-

da determinada univocamente una aplicacién lineal f : V' — W que verifica las condiciones impuestas.

Proposicién: Si V' y W son espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K,y B = {v1, ..., v, } una base
de V, se verifica que para toda familia de vectores {wq,...,w,} de W, existe un tinico homomorfismo

f:V — W tal que:
f(vl) = wl?f(UQ) = w2, 7f(vn) = Wnp.

Si se desea que la aplicacién a construir sea lineal y f(v;) = w; para i = 1,2, ...,n, es necesario que f(v)

sea ajwi+agwa+...+a,wy si v = ayv1+...+a,v,. Es facil asi ver que la aplicacién f asi definida es lineal.

Sean V' y W dos K-espacio vectoriales, y B, = {v1,v2,...,0n} y By = {w1,wa,...,wy,} bases de V' y
de W respectivamente, y f : V. — W una aplicacién lineal. Sean (x1,x2, ..., x,) las coordenadas de
v € V respecto de la base By, y (y1,¥2, .., Ym) las coordenadas de f(v) € W respecto de la base By,.

La relacién existente entre (1, 2, ..., Tn) ¥ (Y1, Y2, -.., Ym ) S€ obtiene mediante los siguientes argumentos:

» Por un lado se tiene f(v) = y1wi + ... + YmWm

» Por otro lado f(v) = f(z1v1 + ... + zpvn) = z1f(v1) + ... + z, f(vy) al ser aplicacién lineal. Si

f(v;) para 0 > i > n se escribe en funcién de B,, se tendra:

f(vl) =apwl + ... + QW

= Tras llevar el Ultimo resultado a la primera igualdad y agrupar términos en los que aparece el

mismo vector w; se llega a las siguientes ecuaciones:

Y1 = a111 + a12x2 + ... + A1nTp,

Ym = Am1T1 + Gm2T2 + ... + GpnTn,

conocidas como ecuaciones de f respecto de las bases B, y By,.

El sistema de ecuaciones se puede escribir de forma matricial como:
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un a1 a2 . . . Q1n x1
Y2 a1 az2 . . . Q2p x2
Ym aAml am2 - . . Q(Gmn Tn

Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacién matricial de f respecto de las bases B, y By, y la matiz
(a;j) de dicha ecuacién se denomina matriz de la aplicacién lineal respecto de las bases B, y By, y se

puede denotar como M = [By,, f, By].

Este proceso va a permitir, una vez fijadas las bases de los espacios inicial y final, asociar a cada apli-

cacion lineal una matriz.

Por otro lado, si K es un cuerpo, el conjunto M,,«,(K) de matrices de dimensién m X n con elementos

en K, tiene estructura de K-espacio vectorial con las operaciones:

al ... aip bi1 ... b a1 +bi1 ... ain +biy
=+ = )
am1l - Omm bmi . b Ami +bm1 - Qo + bmm
aill N AT aanl .. . aaln
« =
ami - - - Qmn am1 - - . Qlmp

Una base de este espacio estd compuesta por las siguientes matrices, en nimero de m - n:
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0O .. 0 ... 0 .. 0
donde el 1 ocupa la posicién 4, j, y al ser M = (a;j),

i=m,j=n

M= > a;Ey

i=1,j=1
Por otra parte, si V', y W son espacios vectoriales con dimensiones m, n respectivamente sobre el cuerpo
K, al conjunto Hom(V, W) formado por todos los homomorfismos f : V' — W, con f siempre lineal,

se le puede dotar de estructura de espacio vectorial de la misma forma:

Vf,g € Hom(V,W),(f+9):V — W = (f +g)(v) — f(v) + g(v),

Vfe Hm(V,W)Va € K, (af): V — W = (af)(v) = af(v).
Una vez se tienen al conjunto de matrices y de homomorfismos definidos anteriormente sobre K dotados
de estructura de espacio vectorial, se define, a partir de la aplicacion f : V — W y las bases B, =
{v1,...,vn}, By = {w1,...,wy} correspondientes a los espacios V' y W respectivamente, la siguiente

matriz:

ail o Qlp

Am1 . Amn

la cual se va a llamar matriz de f en las bases B, y B, cumpliéndose que:

fv1) = anwi + ... + apmiwn,

flon) = appwi + ... + ampwn,,
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donde las columnas de la matriz son las coordenadas en B,, de las imagenes por f de los vectores de B,,.

Asi, escogiendo las bases B, vy By, de V' 'y W, se puede establecer una correspondencia
©B, B, : Hom(V, W) — My n(K),

que asocia a cada aplicacién lineal de V' en W una matriz en las bases B, y By,.

Otro concepto que puede resultar de gran interés para este trabajo consiste en la métrica. Si a un
espacio vectorial se le anade un producto escalar, el cual es una forma bilineal definida positiva, se

obtiene un espacio vectorial métrico o un espacio vectorial euclideo:

F:VxV-—R,

donde V es el espacio vectorial real, y F una forma bilineal simétrica definida positiva. A F se
le puede denominar producto escalar o métrica y se puede representar por: <,>, es decir, Yu,v €

V, F(u,v) =<u,v>=u-v.

Si B es una base arbitraria de V' y G=(g;;) es la matriz de F' en B, la expresion analitica del producto

escalar en B es:

gi1 -~ Gin Al

" . . . .
< U,v >= Z 9ijTiY; = (331, P, xn> . . . . )
7‘7.]:1

gnl - Gnn Yn

donde (), (y) son las coordenadas de u, v en B. Si B es una base ortonormal de V, la expresién analitica

del producto escalar en B es simplemente

n
< u,v >= Z xly] = (x17 . . .y $n>

i,j=1

0o ... 1 Un

El producto da lugar a la norma: ||z|| = /< z,x >y a la funcion distancia: d(z,y) = ||z —y|| > 0y

la cual va a tener las siguientes propiedades:

= d(z,y) = d(y, z)

» d(z,y)) >0

10



2.1 Isometrias

» d(z,y) = 0 es equivalente a x =y

= d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)
La nocién de distancia d(z,y) = ||x — y|| entre dos vectores va a tomar una posicién muy relevante en

este trabajo, siendo una de las propiedades conservadas bajo ciertas transformaciones.

» Ejemplo 1: Siv = (x1,22,....,2,) ¥ W = (y1,Y2, ..., Yn) son vectores cualesquiera de R", se puede
definir F(v,w) =< v,w >=v-w = x1y1 + T2y2 + ... + TpYn. La aplicacién F : R™ x R” — R asf

definida es un producto escalar en R", denominado producto escalar habitual o estandar.

» Ejemplo 2: Sea V = Rs[z] y F' la aplicacién definida de V' xV en R por p(x)-q(z) = fx::(]l p(x)q(z)dx.

x
Esta aplicacion es un producto escalar.
Ahora, con el objetivo de ver como cambia la matriz de una aplicaciéon bajo cambios de base, que se
empleard a la hora de obtener la forma matricial de una isometria, se considera un caso general en
el que se tiene un espacio vectorial V' de dimensién n sobre un cuerpo K. También se consideran los

isomorfismos (homomorfismos biyectivos) ¢ de V en V, también conocido como automorfismo.

Tras las eleccién de una base B de V' se obtiene el isomorfismo: ¢p : V — V que coge elementos f de

V', obteniéndose: f — ¢p(f).

También se sabe que, seleccionando otra base B’ de V, se tiene que:

VfeV,op(f) =M op(f)M, (1)

donde M es la matriz de cambio de coordenadas de B’ a B. A la hora de manejar estos isomorfismos,

se van a poder emplear automorfismos de V', o matrices inversibles.

En general, la matriz de un automorfismo cambia y depende en parte de la base B de V' que se haya
escogido. Sin embargo, hay algunos elementos asociados a la matriz que se van a mantener invariantes
bajo cambios de base. Uno de ellos serd el determinante, lo cual, ademas es facilmente demostrable

empleando la ecuacién [1] y las propiedades de los determinantes:

det(op(f)) = det(M ™ op(f)M) = det(M™")det(¢p(f))det(M) = det(pp(f)).

En consecuencia, el determinante no depende de la base B escogida, si no que solo depende de f.

2.1. Isometrias
Tras la demostracién de por qué los homomorfismos pueden representarse mediante matrices y presen-
tar la nocién de producto escalar, la atencién ahora se fija en el estudio de isomorfismos de espacios

vectoriales métricos que conservan la métrica (las isometrias). Se pretenderd exponer una clasificacién

11



2.1 Isometrias

en dimensién dos y tres que se hace necesaria para, posteriormente, estudiar los movimientos del plano

y espacio euclideo.

Se va a considerar un caso general en el que se tiene un espacio vectorial V' de dimensiéon n sobre un

cuerpo R y un isomorfismos ¢ de V en V', también conocido como automorfismo.

Definicion. Si V es un espacio vectorial con un producto escalar <,>, entonces el automorfismo ¢ de

V' es una isometria si y solo si:
Yo, w eV, < pv), p(w) >=< v,w >
Lema: Si ¢ es una isometria, =1 también lo es.

Demostracion: Como ¢ : V — V es biyectiva, ¢! : V — V existe y es también biyectiva. Asi se

1

tiene que ¢~ es sobreyectiva. Queda demostrar que

Ao~ (x), ¢ (y) = d(x,y) Yo,y eV,

lo cual se da ya que:

(™ (), 97 (1) = d(e(p™ (@), (9™ (v))) = d(z,y) Yo,y €V,

al ser ¢ una isometria.
Lema: Si 1,02 : V — V son isometrias, entonces también lo es p1 0@ : V — V

Demostracion: Como 1,92 : V. — V son biyectivas, ¢1 0 3 : V — V es también biyectiva, y en

consecuencia sobreyectiva. Se cumple que:

d(1 0 p2(x), 10 p2(y)) = d(z,y),
ya que, al ser @1, 2 isometrias:

d(z,y) = d(p2(x), p2(y)) = d(e1(p2(x)), p1(p2(y))) = d(p1 0 p2(z), p1 © Y2(y))-

Importante consecuencia: Al conjunto de todas las isometrias de R™ se le puede llamar O(R") y
pueden ser vistas como un grupo actuando en el espacio ya que se ha demostrado que al ser ¢1, @2

isometrias de V en V', o 0 1, (pl_l, (p2_1 son también isometrias.

Entender la geometria Euclidea significaria entender el grupo O(R"™) de transformaciones que conservan

la distancia d.

12



2.1 Isometrias

Continuando con el estudio anterior para intentar averiguar qué expresion matricial tendrian las iso-
metrias, se escoge una base B de V. Por un lado el producto escalar tendra en funcién de la base B
una matriz M asociada y debido al hecho de que ¢ va a ser una isometria cuya expresiéon matricial en

la base B va a ser A, se va a cumplir lo siguiente:

Escogiendo dos vectores v,w € V, los cuales en la base B tendran respectivamente las coordenadas
r= (21,22, ....7)" Yy = (Y1, Y2, .., yn)!. Por otro lado, se tendrd ¢(v), p(w), cuyas coordenadas seran
2= (21,22, o, 20)t y t = (t1, 12, ..., t,)" respectivamente, de forma que 2! = Az’ y t' = Ay’. Tomando la

traspuesta de la primera se tiene que: z = z A%

Al efectuar los productos escalares:
<v,w >=aMy', <), p(w) >=< z,t >= 2 A'M Ay".
Por la definicién dada antes de isometrias (conservan distancias),
<v,w >=< @(v), p(w) >,
lo cual se va a dar si:
aMyt = 2AIMAy' & M = AAMA < MA™! = AtM.

Si ademas la base inicialmente seleccionada B es ortonormal, entonces M = Id, por lo que ¢ es isometria

solo si A~1 = A lo cual es equivalente a que:

AtA = Id.

Las matrices que cumplen la tdltima igualdad se denominan ortogonales. El resultado anterior va a

permitirnos saber que forma general van a tener la expresion matricial de una isometria.

La isometrias no solo conservan los moédulos como se vid antes:

Yo eV, |v] = /< p(v), o) = |p(v)],

sino que también van a conservar angulos:

Yo, w € V, cos (£L(p(v), p(w)) =

< o(v), p(w) ’> _<vw> cos(Z(v,w)),

o (V)] - [p(w) o] - wl

luego Z(p(v), p(w)) = £(v,w).
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2.1 Isometrias

2.1.1. Isometrias del plano
Con el objetivo de intentar averiguar que forma matricial van a presentar las isometrias, se toma un

espacio vectorial V' de dimensién 2, y una base ortonormal {uj,us}. En esa base ortonormal, la apli-

Ty
cacién ¢ tiene matriz M = , v anteriormente se llegd a la conclusién de que si ¢ era isometria,

z t

su matriz M seria orotogonal de forma que M'M = Ids.

Empleando esta condicién se tendra que:

Ty T z 10
z t y t 0 1
de donde se extrae que:
2 +y?=1
2 4+22=1
zz+yt=20

= De la primera condicién, se puede deducir que para cierto angulo o, x = cosa y y = sin a.

= De la segunda condicién, de la misma forma, habrd un dngulo 5 de forma que: t = cosf y

z = sin .

= Por ltimo de la tercera condicién , sustituyendo los dos puntos anteriores:

xz 4yt = 0<% cosasinf + sinacos f = sin(a + §) = 0.

Lo anterior va a ocurrir en dos ocasiones: tanto para (o + ) = 0 como (a + ) = 7.

De la primera, = —a, y esto va a implicar que cos(/3) = cos(a) y sin(f) = —sin(«).
De la segunda $ = m — a de modo que cos(f) = — cos(a) y sin(5) = sin(«).

Una vez llegado este punto, se pueden construir dos tipos de isometrias con matrices:

cosa  sino
Sy = ,

sinaw —cosa

la cual cambian la orientacion debido a que al calcular el determinante:

Sa| = — cos(a)? — sin(a)? = —1.

14



2.1 Isometrias

El segundo tipo de isometrias serian:

las cuales si conservan la orientaciéon ya que:

|G| = cos(a)? +sin(a)? = +1.

Calculando valores y vectores propios de S, se obtiene:

= El vector propio asociado al autovalor A = +1 es proporcional a (cos §,sin §).

. . _ . . a o
» El vector propio asociado al autovalor A = —1 es proporcional a (—sin §, cos §).

Ambos vectores son ortonormales por lo que, llamando a L el subespacio generado por (cos §,sin §) y

a Ly el subespacio generado por (—sin §,cos §), se va a tener que todo vector v se puede descomponer

como v = vy + v, donde v1 € L1 y v € Lo. Asi se cumple que:
p(v) =v, Yv€ Ly,

o(v) = —v, Y€ Lg.

La aplicacién ¢ era una isometria de matriz S, a la que se va a llamar simetria ortogonal de eje L.

Ahora, en el caso de G, no va a tener valores propios reales a excepcién de los casos en los que
a = {0,7}, por lo que con el objetivo de averiguar la accién de la isometria ¢ cuando su expresién
matricial es la de la segunda matriz G, se toma un vector v sobre el cual se hace actuar la isometria.
Calculando el |v| y < v, ¢(v) >, se llega a la conclusién de que el médulo se conserva mientras que gira

un angulo «, por lo que la isometria de matriz G, se denomina giro de dngulo a.

Para estudiar de forma general las transformaciones anteriores (simetrias ortogonales y giros), se con-
sidera un espacio vectorial V', de dimensién n sobre un cuerpo K. Si L; y Ly son subespacios comple-
mentarios de V' (lo cual significa que la interseccién de ambos es el vacio, y su suma es V'), entonces
Vv € V, se puede escribir v = v1 4+ vg, con v1 € L1, y con vo € Lo. De forma que, una simetria vectorial

de eje Ly en la direccion de Lo es una aplicacién lineal de la forma:

s(v) = v1 — v, v1 € L1,v9 € La.

Es decir, partiendo de una base By = {uq,...,us} de Lj, y una base By = {usy1,...,u,} de Lo, la

aplicacién lineal s : V. — V es de la forma:
s(ug) = uiy, 1<i<s; s(u;) = —uy, s+1<i<mn,
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2.1 Isometrias

cuya representaciéon matricial en las bases B, By viene dada por:

10 0 O 0

01 0 O 0

0 0 0

0 O 0

G- 0 O 0
000O0O0O1 O 0

0 00000 -1 0

0

0

000000 O OO0 —1

Ahora, partiendo de un espacio vectorial real V' con un producto escalar <, >, al ser <,> definido
positivo, se va a tener que V subespacio L de V, Lt es complementario de L de modo que S L S€

conoce como simetria ortogonal respecto de L cumpliéndose que:

YveV, v=uv+ s, UleLl,'UQGLJ‘, Sp, = U1 — V9.

Para el caso de los giros vectoriales, se considera un subespacio S de dimensién n — 2 de un espacio
vectorial V' de dimensién n juntos al producto escalar <, >. En esta situacién, el subespacio S+ tendra
dimensién 2 de forma que S+ serd un plano en el que tendrd lugar el giro descrito anteriormente de
angulo a:
Go : St — St

De esta forma, el eje de giro sera el subespacio S. De forma general, para v = v; +vg con vy € S'y
vy € ST se tiene que:

go: V. —V, 95, (v) = v1 + ga(v2).
Si se selecciona una base ortonormal tanto de S, {u1, ..., uy_2}; como de S, {un_1,un}, {u1, ooy Un—1, Un_1, Un}
serd base ortonormal de V' de forma que al hacer actuar la aplicacién lineal gg, , los vectores {uy, ..., up—2}

quedan invariantes, y a la vez, {u,_1,uy} se transforman de forma que:

» {up_1} se convertird en wu,_1 cos a + uy sin «

» {uy} se convertird en —u,_1 sin « + u, cos «

La matriz en la base ortonormal seleccionada seria:
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2.2 Transformaciones afines

1 0 0 0 0
01 0 0 0
00 .. 1 0 0
0 0 .. 0 cosaa —sina
0 0 .. 0 sinaa cosa

Al pasar al caso en 3 dimensiones, que serda de gran importancia en el estudio realizado en este tra-

bajo, se proponen los siguientes ejemplos que consisten en giros respecto de los 3 ejes coordenados en R3:

Giro de angulo « alrededor del eje Z:

cosae —sina 0
G.(a) = | sina cosa 0]- (2)
0 0 1
Giro alrededor del eje X de dngulo ~:
1 0 0
G:(7) =10 cosy —siny |- (3)

0 siny cosvy
Giro alrededor del eje Y de angulo 5:
cosf 0 sinf
Gy (5 ) = 0 1 0 . (4)
—sinfB 0 cosf

La rotacién realizada tras girar alrededor del eje Z, posteriormente eje Y, y posteriormente eje X viene

representada por el producto de matrices G,GyG.

2.2. Transformaciones afines
Un espacio afin sobre un cuerpo K se define de manera formal como un par A = (C, V), donde C es
un conjunto y V es un K-espacio vectorial. Los elementos contenidos en C' van a ser puntos mientras

que los elementos de V' van a ser vectores.

El espacio vectorial V' va a tener una accién sobre C' que es transitiva y que se denota de la siguiente
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2.2 Transformaciones afines

forma:

CxV —C,
(P,v) — P+,

y que tiene las siguientes propiedades:

1. P+0=P, VPeC.
2. (P+U1)+’UQZP+(’U1+1)2), VP e C, Vv, € V.

3. VP,Q € C, dv € V cumpliendo P + v = () tnico. Ese vector tomard la forma P_Q: P+ P_Q =Q.

Los puntos van a ser los elementos que forman el espacio afin y los vectores, van a tener la funcién de

operadores que transforman puntos en puntos.
Referencia de un espacio afin.

A partir de un espacio afin A = (C,V), siendo V un espacio vectorial, la referencia de ese espacio
afin serd: R = {O;v1,v2,...,u,}, donde el punto O serd considerado el origen de esa referencia, y

{v1, v, ...,v,} serd una base del espacio vectorial V.

A partir de una referencia R = {O;v1, v, ..., v, }, se puede asociar a cada punto P € C lo siguiente: P
determina el vector O? al mismo tiempo que {v1,...,v,} es base del espacio vectorial V' de forma que:
ﬁ = ajv] + ...+ ayv,. Al punto P se le va a asociar la matriz (a1, .., a,)! cuyos elementos se conoceran

como las coordenadas de P respecto de la referencia R.

Dada la referencia R = {O;vy,va,...,v,}, un punto Q con coordenadas (qi,...,q,)" y un vector w que

estd en V con coordenadas (aq, ...,a,)! en la base de {vy,...,v,}, se va a cumplir lo siguiente:

n

O(Q+w; = Oﬁ—i—w = qui—I—Zaﬂ}i = Z(qi—i—ai)vi.
=1 =1

=1

En consecuencia @) + w tiene coordenadas (q1 + ax, ..., ¢ + an)’.
Cambio de referencia.

El objetivo ahora es averiguar que forma va a tener la matriz de cambio de referencia. De esta forma,
se puede averiguar la forma que una transformacién va a tomar en una referencia que sea conveniente,
y a partir de ahi, obtener la transformacion en cualquier otra referencia. Esto permite simplificar enor-

memente los calculos.

Por ello, se consideran dos referencias Ry = {O1;v1,...,v,} vy Ry = {O2; w1, ..., wy} y un punto @, cuyas

coordenadas en la primera referencia R; son (x1,...,2,) vy en la segunda Rz son (yi,...,yn). Se va a
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2.2 Transformaciones afines

cumplir que:

n n
020 = 02,01 + 016 — Zyiwi = 05071 + ijvj' (5)

i=1 j=1
Si ademas se sabe que (b1, ..., b, ) son las coordenadas del origen de la primera referencia O; en la segunda

referencia R, y se tiene que los vectores de la primera referencia {vy, ..., v,} escritos en funcién de los
de la segunda {wy, ..., w,} son de la forma v; = Y | a;;w;, V4,1 < j < n, Llevando todo lo anterior a

la ecuacion |p| se tiene ahora que:

n n n n n n n n n
Z Yiw; = Z byw; + Z T Z Qi Wi = Z byw; + Z(Z :rjaij)wi = Z(bZ + Z a:jaij)wi.
i=1 i=1 j=1 =1 i=1 j=1

=1 j:l =1
En consecuencia, se tiene que las coordenadas de @) en la referencia Ry en funcién de las coordenadas

en la referencia Ry son de la forma:

n
yi =bi+ Y xjai,
j=1

para todo i, 1 < i < n.

Lo anterior escrito en forma matricial va a permitir obtener la representacién matricial de cambio de

referencia:
U1 aiyr . . . Qln bl T
= (6)
yn anl . . . ann bn Hj'n
1 0 0 1 1

De forma reducida, se puede reescribir de la siguiente forma:
yt Al bt zt
1 011 1

2.2.1. Afinidades

Se conoce como afinidad de A a toda aplicaciéon f : A — A de forma que :

= f es biyectiva.

= La aplicacién f tiene como automorfismo a ¢ € V tal que VA, B € A,f(A)f(B; = go(ﬁ) La

aplicacion ¢ recibe el nombre de automorfismo asociado a la afinidad f.

Este automorfismo ¢ depende exclusivamente de f.

Se va a tener que: dado un punto A y un vector v, si se define B como B = A + v, f@ =0y

F(AVf(BS = p(AB) = p(v) = F(B) = f(A) + p(v).
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2.2 Transformaciones afines

Basta con conocer el automorfismo asociado a f, ¢ y la imagen de un punto A por f, f(A) para conocer
f. En efecto,

VB e A, f(B) = f(A) + p(AB).
Las afinidades de A van a formar un grupo que se denotard como A(R"™). Para ver que el enunciado
anterior es correcto, se toman las afinidades f y g, con automorfismos asociados ¢, 1 respectivamente.

Como f y g son biyeciones, gf también va a ser una biyeccién, y ademaés se tiene que:

() (A)(af)(B) = 9(F(A)g(F(B)] = v(F(A)f(B)) = vp(AB),

por lo que 1) es el automorfismo asociado a ¢gf. En la misma linea, si f es afinidad con automorfismo

1 1

asociado ¢, f~* es afinidad de automorfismo asociado p~".

Para simplificar se restringe el estudio a 2 dimensiones.
Ecuaciones de una afinidad

Anteriormente se expuso que una afinidad f queda determinada por la imagen de un punto y su auto-
morfismo asociado, lo cual significa que, a partir de una referencia R = {O; vy, ..., v, } en el espacio afin

A, una afinidad f de automorfismo asociado ¢, queda determinado univocamente a partir de f(O) y

{e(v1), s p(vn)}-

Siguiendo lo anterior, con el objetivo de obtener las ecuaciones de la afinidad, se parte de un punto
X de coordenadas (x1,...,7,)" en R, f(X) tendra unas coordenadas (y1, ..,ys)!, y a partir de conocer

f(O) = (a1, ..., ) y todos los ¢(v;) = Y0 aiju;, se tendra:
F(X) = £(0) + p(0X),

de forma que se tiene:

! g ail . . . Q1pn r1

Yn Qn an1 - - . Gnn Tn

lo cual es una ecuaciéon matricial equivalente a:

Y1 = o1 +a1121 + ... + a1pTn,

Yn = Qp + Ap1ZT1 + .. + CpnTn.
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2.2 Transformaciones afines

Lo mds comun es escribir esta transformacién en una sola matriz:

Ll al . . . Qip | 01 €1
Yn pl - - - Gpp | Qp Tn
1 0 0|1 1
y de forma abreviada:
yt M| ot 2t
1 N 011 1

A modo de ejemplo, se exponen las siguientes afinidades:

Translaciones

Se conoce como translacién de un vector v fijado en un espacio vectorial V' a la aplicacién:

ty: A — A

definida como: t,(P) = P +v, VP € A. La aplicacién t, es una afinidad ya que VA, B € A, se tiene:

to(A)ty(B) = A+ 0,B+v=AB+v—v=AB = 1,(AB),
de forma que el automorfismo asociado a esta afinidad es la indentidad de V.

Escogiendo como referencia a R = {O;u1,...,u,} y v € V con coordenadas (aq, ..., a,)t, al aplicar
la translacién al origen O, t,(0O) = O + v tiene como coordenadas a (a1, ..., a,)!, y debido a que el
automorfismo asociado a la aplicacion t, es la identidad, la matriz de esta translacién adquirird la

siguiente forma:

1 0 (6751
0 1| an
0 0| 1

con ecuaciones:

Y1 = T1 + aq,
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2.2 Transformaciones afines

Yn = Tp + Q.

Homotecias

Se tiene A € A un punto y « € K* un escalar, no nulos. Se conoce como homotecia de centro Ay razon

« a la aplicacién h g, : A — A que adquiere la siguiente forma:

haa(P) = A+ aAB.

De nuevo se puede comprobar, al igual que con las translaciones, que las homotecias son afinidades ya

que es una aplicacion y VP, Q) € A se tiene que:

haa(P)haa(Q) = A+ aAP, A+ aAQ = A4 + aAQ — aAP = a(AG — AP) = aPQ,

y de ahi se obtiene el automorfismo ¢, : V' — V asociado a la afinidad, que toma la forma:

p:alv) = al@.

Con el objetivo de obtener su representacion matricial, se selecciona una referencia R, de modo que el
punto A de la homotecia en esa referencia tenga coordenadas (az, ..., ay)t. Como ha(O) = A+aAO lo

cual es igual a A—a(O_A), haa(O) tiene en dicha referencia R las coordenadas ((1—a)ay, ..., (1—a)ay,)*

Una vez se tiene las coordenadas del origen O y la forma del automorfismo asociado, la representacion

matricial tomaria la forma:

a . . . 0](1l-a)u
0 . . . al(l-aoa,
0 1

con ecuaciones:

y1 = (1 —a)a; + ax;,

yn = (1 — a)ay, + axy,.

En el caso de que el punto A de la homotecia sea el origen de coordenadas, los resultados se simplifican

considerablemente, obteniéndose de forma matricial:
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2.2 Transformaciones afines

leY 00
0 al0
0 01
con ecuaciones
Yy = axy,
Yn = QTn.

2.2.2. Movimientos
Si se tiene un espacio euclideo E con espacio vectorial asociado V' y producto escalar <, >. Se define

como movimiento en E a toda afinidad f cuyo automorfismo asociado es una isometria.

De forma més concreta, f es un movimiento si:

= f:E — E es una aplicacion.

» Existe ¢, una isometria, de forma que VA, B € E, f(A), f(B) = (p(A_B).

Un movimiento queda, al igual que las afinidades, determinado por la imagen de un punto y su isometria

asociada de forma que su expresién resulta ser siempre:
[(X) = f(P) + o(PX).
Se puede dar otra definicién de movimiento, relacionada con las propiedades de las isometrias:

Caracterizacion de los movimientos: Una aplicacién f : E — E es un movimiento si y solo si

VA,B € E, d(A, B) =d(f(A), f(B)).

Con el objetivo de deducir las ecuaciones que va a presentar un movimiento, se considera una referencia
R = {O;u1,...,un}, y un movimiento f cuya isometria asociada ¢ viene determinado por la imagen
del origen f(O), y por ¢(u1), ..., o(uy), que como la referencia es métrica, debe de constituir una base

ortonormal del espacio vectorial V.

Las ecuaciones de un movimiento, al igual que las afinidades, seran:
Y1 = o1+ a1121 + ... + 1T,

Yn = Oy + Ap121 + ... + ATy,
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donde los coeficientes (a;1, ..., a;n ), Vi € [1,n] constituyen las coordenadas de cada uno de los ¢(u;), Vi €

¢ son las coordenadas de f(O).

[1,n] en la base {uy,...,u,} y donde (o, ..., ay)

La representaciéon matricial de estas ecuaciones sera:

yt M at l’t
1 0|1 1

donde « son las coordenadas de f(O) y M es la matriz de de ¢, que, debido al hecho de que es isometria,

ha de verificar que M - Mt = 1.

Como M - Mt = I, se tiene que:

M | ot
det(M) = +£1 = det =+1.
0|1
Ejemplos de movimientos son:
Translaciones
Tras escoger una referencia R = {O;uq,...,un} y un vector v € V con coordenadas (a1, ..., ), se

conoce como translacién de un vector v fijado en un espacio vectorial V' a la aplicacion:

ty, ' E— [,
definida como: t,(P) = P +v,VP € E.
Su expresién matricial consiste en:
1 0 a1
0 1| a,
0 0| 1

Su automorfismo asociado ¢ es la identidad la cual es una isometria.

El segundo ejemplo que se expuso como afinidades eran las homotecias, las cuales son solo movimien-

tos si la razon o es %1.
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Giros

Se puede comenzar con un caso general considerando como eje a S = S(P, L) donde S es un subespacio
de dimensién n — 2 de E, y L es un subespacio de V de dimensién n — 2. A partir de aqui se puede

construir un giro vectorial g7, o de eje L y angulo de giro «, siendo esto una isometria.
Este movimiento vendria dado por las ecuaciones:

F(X) = P+ g.o(PX).

Con el objetivo de simplificar las cuentas, se puede elegir una referencia en la que el punto P vaya a ser

el origen y {u,...,up—2} sea una base ortonormal de L. En estas condiciones la matriz del movimiento

seria:
cosae —sina 0 . . . 010
sinaa cosaa O . . . 010
0 0 1 oj(o0 [,
0 0 . . . . 1]0
0 0 o . . . 0]1

cuyo determinante es 41 lo cual indica que un giro va a conservar la orientacién.

A modo de ejemplo, se puede estudiar giros aplicables a la unidad didactica que se desarrollard en este
trabajo. Para ello, se reduce el problema a 2 dimensiones: Considerar dim(E) = n = 2 y dim(S) =
n — 2 = 0 lo cual significa que S consiste en un punto, de modo que se tiene un giro de centro A y
angulo a:

FX) = A+ ga(AX),

siendo g, un giro vectorial.

A partir de fijar las coordenadas (a1, as)! de A y (z1,22), (y1,y2)! de X y f(X), todo ello en una

referencia R = {O;u1,uz2}, se tienen las ecuaciones:

y1 = a1 + (r1 — a1) cos(a) — (x2 — ag) sin(a),
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y2 = ag + (1 — a1) sin(a) + (z2 — a2) cos(a),

cuya forma matricial seria:
cos(a) —sin(a) | p1

sin(a)  cos(a) |[p2 |

0 0 1

donde (p1, p2) son las coordenadas del punto A que hay que girar, de forma que:

p1 = a1 — aj cos(@) + ag sin(a),

p2 = az — aj sin(a) — ag cos(a).
Con el objetivo de mostrar la utilidad del uso de la matriz de cambio de referencia vista en[6}, se propone

el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Si se quiere calcular la matriz de giro g, de dngulo a y de eje la recta r con ecuaciones
paramétricas

(1,0,0) + A(1,0,—1),
se puede comenzar por buscar una referencia en la que la matriz del giro g, esté en forma normal. Un
punto de la recta r es el punto P = (1,0,0). Este punto serd el origen de la referencia. Posteriormente,

hay que construir una base ortonormal, que puede estar formada por el vector director de la recta

U = %(1,0,—1)#

Ahora se procede a buscar una base del subespacio complementario al generado por u;. Esta puede
ser la formada por los vectores ug = (0,1,0) y ug = %(1,0, 1)!, los cuales son ortogonales a uy y
ortogonales entre si y de médulo uno luego forman la base ortonormal B = {uj,u2,uz}. Se considera

la referencia R formada por R = {P; B}. En esta referencia se sabe que la matriz del giro g, es

cos(a) —sin(a) 0|0

_ sin(« cos(a 010
B = {Ragr,aaR} = ( ) ( )

0 0 110

0 0 01

En consecuencia, la matriz de giro g, en la referencia canénica R, es

[Rm 9r,a Rc] = [Rm R] [R, Ir,a; R] [Ra Rc]~
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Las matrices de cambio de referencia son:

1 0 1 1
[Be,Bl=U=|[0 1 0 ,[Re, R| = ,
=1 0 1 _ | 0
V2 V2 ol 1
1 —1 —1
1 VR
Ut -Uu1|o 0 1 0 0
[R,RC]: -
0 1 g 1 =L
V2 V2 V2
0 1 0 0 0 1

De nuevo, como la base B es ortonormal, la matriz U es ortogonal de modo que U~! = U, lo cual se

emplea para calcular [R, R,|.

Asi la matriz del giro g, de eje 7 en la referencia canénica, [Re, gr,a, Rc] es:

% 0 % 1 cos(a) —sin(a) 0 0 % 0 \_/—% \_/—%
0 1 0 O sin(a)  cos(a) 0 0O 0 1 0 0
-1 1 1 1 -1
7 0 7 0 0 0 1 0 7 0 NG
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Es decir, el hecho de saber una afinidad en una referencia que convenga de modo que las cuentas sean
directas, permite que, mediante el empleo de la matriz de cambio de referencia, se sepa la representacién

matricial de la afinidad en cualquier otra referencia.
Simetrias ortogonales

Se puede comenzar con un caso general en el que se toma el subespacio perteneciente a E, S = S(P, L);
y donde L’ es el complementario de L. La simetria ortogonal respecto de S en la direccién de L’ es
un movimiento cumpliéndose:

F(X) = f(P) + (PX),

donde ya se estudié que ¢ es una isometria y en este caso es la simetria respecto de L en la direccién

de L*.
Ejemplo: Simetria ortogonal de R? de eje el plano 7 : 22 — 2z = 1.

En primer lugar se busca una referencia en la que la matriz de la simetria esté en forma normal, y
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2.2 Transformaciones afines

posteriormente, se realiza el cambio de referencia. Para ello se toma el punto P = (0,0,—1) € 7, como
origen de la referencia. La base de la referencia estard formada por una base ortonormal cuyo primer
vector sea un vector ortogonal a la variedad de direccién de 7. Asi v = %(2,07 —1). Dos vectores
ortogonales a v y ortogonales entre sf: vy = (0,1,0)! y vg = %(1,0, 2)t. Asi, la matriz de la simetria

Sr en la referencia R = {P;{v1, v, v3} es la matriz:

-1 0 0]0
_ 0 1 00
[R,Sr,R| =B =
0 0 1|0
0 0 0|1

La matriz S, en la referencia candnica R, serd la matriz:

[RC> Sr RC] = [RCv R] B [Rv RC]

La matrices de cambio de referencia son:

2 9 L 0
[Be,Bl=V=]10 1 0 ,[Re, R] = :
-1 2 !
V5 V5 0ol 1
2 —1 —1
0 VARV A
vti-v=1l] o 0 1 0 0
[R,R.] = —
-1 1 0 2 Z
/5 5 V5
0 1 0 0 0 1

Como la base {v1,vs,v3} es ortonormal, la matriz V es ortogonal, asi V~! = V', con lo que se calcula

facilmente la dltima igualdad.

En consecuencia, la matriz de Sy en la referencia candnica [R., Sy, R.] es:

2 1 2 -1 -1
7 0 7 0 -1 0 0 O 7 0 ARG
0 1 0 0 0O 1 0 0 0 1 0 0
-1 2 1 2 2
7 0 7 -1 0O 0 10 7 0 WA
0O 0 O 1 0O 0 0 1 0O 0 O 1

A modo de resumen, una vez hecho un estudio general y visto algunos ejemplos tanto de isometrias,
como de afinidades y movimientos, se pueden enunciar los siguientes resultados generales, simplificados

al caso que més importa en este trabajo que es el plano, es decir, el espacio real de dimensién 2, R?:
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2.2 Transformaciones afines

Definicién: Una Afinidad de R? es una funcién ¢ : RZ —s R? de la forma
t(x) = Ax + a,

donde A es una matriz 2x2 invertible y a € R2. El conjunto de todas las transformaciones afines se

denota por A(2).

Definicién: Una Movimiento de R2 es una funcién ¢ : R2 — R? de la forma
t(z) =Uzx +a,

donde U es una matriz 2x2 ortogonal y a € R?. El conjunto de todas las transformaciones Euclideas se

denota por E(2).

Las condiciones que ha de cumplir una transformaciéon para ser un movimiento son mas severas que

para ser una afinidad, por lo que se puede afirmar que
E(R?) ¢ A(R?),

de modo que todas las propiedades que se mantienen invariantes bajo transformaciones afines también
lo hacen bajo transformaciones euclideas. Con el objetivo de estudiar estas propiedades, se introduce

la siguiente seccion:

2.2.3. Proyecciones paralelas
Con el objetivo de estudiar qué propiedades se conservan bajo transformaciones afines, se introducen

las Proyecciones paralelas.

Las Proyecciones Paralelas consisten en aplicaciones biyectivas entre dos planos m; y 72 que son un
tipo especifico de proyecciones afines. Con el objetivo de hacerse una idea, se puede pensar en es-
tos dos planos m, my situados en R? de forma que, f : m; — my viene dado por un punto P de m

por el cual pasa una recta con vector director v y que interseca al plano 72 en @ de modo que f(P) = Q.

Una proyeccién paralela f : 11 — mo en la que los planos 71 y mo situados en R? son paralelos, es una

isometria. De hecho, cada isometria puede ser vista como una proyeccién paralela.

Lo anterior se puede comprobar siguiendo la definicion de proyecciones paralelas antes dada y el esque-
ma de la Fig. [1} si se tiene un segmento de extremos P y ) en 71, su imagen en 7o sera otro segmento
de extremos f(P) =Py f(Q) = @'. En consecuencia se tiene que los puntos P, Q,Q’, P/ estdn en un

P
mismo plano o formando un cuadrildtero, ya que las rectas con punto @ y vector QQ’" y con punto P
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2.2 Transformaciones afines

Figura 1: Proyeccion paralela de planos w1 y 7o paralelos.

—
y vector PP’ son paralelas. Se tiene entonces un paralelogramo P, Q,Q’, P’ siendo las distancias de los
segmentos PP’y QQ' iguales y paralelas, y al ser PQ paralelo a P'Q)’, su distancia también va a ser la

misma. En conclusion, se conservan las distancias y por ello es isometria.

Mientras que las distancias d(z,y) = ||z — y|| se conservan bajo isometrias, bajo las proyecciones pa-
ralelas éste no va a ser el caso general. Sin embargo, si que hay algunas propiedades que se conservan,

entre las que se encuentran las expuestas a continuacién.
Propiedades basicas de las Proyecciones Paralelas

1. Transforma lineas rectas en lineas rectas.

2. Transforma rectas paralelas en rectas paralelas.

3. Conserva las proporciones de longitudes en una recta dada.

Demostracion.

1. El conjunto de rectas que pasan a lo largo de una linea | € 7 forman un plano ¥ € R?. Este plano

interseca a my en la linea I’ € w9 que coincide con la imagen f(1).

2. Considerar [,y € w1 dos lineas paralelas. Las rectas a través de [; forman un plano ¥; € R3. Ahora

considerar I, = f(l;) = ;N ma. Silj NIy = P € my, entonces f~(P) € m estarfa en ambos planos
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2.2 Transformaciones afines

¥1,Y9 y en consecuencia, en [; N ly. Sin embargo I; NIy = @), debido al hecho de que ambas lineas son

paralelas. con esta contradiccién se concluye que I} N1, =

3. Considerar tres puntos diferentes A, B,C localizados en una recta | en m, y A" = f(A),B’ =
f(B),C" = f(C) sus imdgenes en ma. Por las propiedades anteriores, se puede afirmar que A’, B, C’ se

encuentran en una recta I’ = f(1) localizada en my. Hay que demostrar que

d(A,B) _ d(A',B)

d(A,C) ~ d(A’,C7) 9

Si ambos planos 71, T son paralelos, entonces f es una isometria y en consecuencia no seria necesario
demostrar nada. Por lo tanto, se parte de que ambos planos no son paralelos. Transladando w5 se puede
asumir que A coincide con A’ en R3. Entonces las dos rectas ,I’ C R?, se cortan en A = A’. Si las
rectas coinciden, no habria nada que demostrar, por lo que se asume que no coinciden y que A = A’ es
su punto de interseccién. Entonces [,I’ C R3 pueden formar un plano, que se denotard por X. El plano
Y. contiene los seis puntos A, B,C, A’, B’,C" asi como a las lineas [,1’. Como los puntos B, B’ y C,(’
pueden ser conectados por dos segmentos paralelos en ¥ (debido a que son las imagenes de puntos que
vienen dadas por rectas paralelas), los tridngulos AABB' y AACC" = AA’CC’ son similares, lo que
quiere decir que un tridngulo es, debido a la congruencia, una imagen reescalada del otro. Esto implica

la igualdad de la ecuacién [7}

Proposiciéon: Todas las proyecciones paralelas f : m; — w9 son transformaciones afines. Sin embargo,

no todas las afines son proyecciones paralelas.

Demostracion: Para demostrar la anterior proposicién se van a considerar la proyeccién paralela f :
7T — 79 en dos casos:

s Caso 1: m Ny # (). En este caso se va a considerar que el origen de la referencia O € m; N .
También se va a tomar un punto P € w1 y un vector v; que es un vector que estd contenido en
la variedad de direccion de 7 y en la de mo llamadas L1 y Lo respectivamente. Ahora se toma
una referencia de m; formada por: Ry, = {O; {v1,v2}} siendo {v1,v2} linealmente independientes
y contenidos en L; por lo que forman base de L; . De la misma forma se coge la referencia

R, = {O;{v1,v3}} siendo {vi,v3} base de Ly. En tercer lugar, se coge una referencia global
R= {O, {’Ul, V2, ’Ug}}.

Tomando el punto P € 71, sus coordenadas van a ser las siguientes:

P P1
o [Plr=|ps| =|p2|-Demodo que P = O+pivi+pova+p3v3, conwvg =0 alcumplirse
P3 0
que p € 7.
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2.2 Transformaciones afines

b1
e [Plgr,, = , con P =0 4+ p1v1 + pavs.

p2
Calculando la recta que pasa por P con variedad de direccién o con coordenadas en la base
a1

B = {v1,v2,v3} [v]p = | ay | - Luego la recta tendra ecuaciones:

T =p; + A
Y = p2 + Aoz
z=0+4 Aag

Ahora se quiere ver que la recta anterior pertenezca al plano 7o, cuyas ecuaciones en la referencia

global R son y = 0, con lo que po + Aag = 0= A = —7])2.
(&%)

Asi se va a tener que un punto de la recta () tenga en la referencia global las siguientes coordenadas:

D2
pP1— —og
[0

S o
[Qlr,, = BRI P e I 0 YO £
R7r2 D2 - —as - ’
—072043 0 s P2 P2

por lo que una proyeccién paralela es una afinidad con matriz A.

» Caso 2: m || ma. Al ser paralelos, v ¢ L1 = Ly (L1 y Lo en este caso son el mismo plano
vectorial). Se toma el origen O € 1 cuya imagen por la proyeccién paralela es f(O) = O € my
y una base de L1 = Ly = {wi,wz}. Una base B de R? es {vi, w1, ws} por lo que se toma la

referencia R = {O, {v1, w1, w2} }. También se van a considerar las referencias R, = {O, {w1,w2}}

y Rﬂ'Q = {0/7 {whw?}}'

0
. Y4
Si se coge un punto P € 7 cuyas coordenadas son: [Plg, = , v [PlrR = | p1 |, con
D2
D2

P =0 + prwy + pows.

A su vez, la ecuacién de 7 en Resx =0y lade m en R es z = dj.
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2.2 Transformaciones afines

1
Con esta situacién, la recta que pasa por P con vector director o con [v]p = | 0| tiene ecua-
0
ciones:
r=0+ A
y=n
Z = P2

Si ahora se coge un punto ) = f(P), sus coordenadas serédn:

dy
[Q]R =\ P
D2
A su vez, en la referencia R, seran:
D1 Lo D1
R’]T2 = = .
D2 0 1 D2

Con lo que se prueba, al igual que en el caso 1, que la proyecciéon paralela es una afinidad y
ademaés se prueba que es isometria cuando los planos son paralelos ya que, si la matriz de un

endomorfismo en una base ortonormal es ortogonal, ese endomorfismo es una isometria.

Proposicién: Todas las afinidades se pueden obtener como la composiciéon de dos proyecciones para-

lelas.

La anterior proposiciéon posee una demostracion bastante extensa, sin embargo va a permitir enunciar

las siguientes propiedades de las transformaciones afines:

Observacién: Sea f(x) = Az + b, con A una matriz invertible 2x2 y b € R?, una afinidad. Entonces:

1. f transforma lineas rectas en lineas rectas.
2. f transforma rectas paralelas en rectas paralelas.

3. f conserva las proporciones de longitudes en una recta dada.

Para ver a modo de ejemplo, la propiedad (1), se parte de una recta | que pasa por un punto P y con
variedad de direccién v, luego un punto ) € [ es de la forma Q = P + A\7U. Entonces se tiene que

(@)= f(P)+ p(Av) = f(P) + Ap(v). Esto significa que f(Q) pertenece a la recta que pasa por f(P)

y con variedad de direccién ¢ (v).

33



2.2 Transformaciones afines

Figura 2: Recta transformada por una afinidad.

Para ver la propiedad (3), se parte de una afinidad f : R? — R? de la forma:

y se consideran dos rectas 1, ls, como las de la Fig. [2] en las cuales se encuentran los puntos A, B,C € [y

y sus imdgenes por f A", B, C’ € 5.

Si @ es el automorfismo asociado a f, de la definicién de afinidad se tiene que ¢(A, C\') = f(A), f(C) =
_— \ \ _
A’,C" por lo que se va a cumplir que: si 4,C = a- A, B, entonces A',C" = w(A,E%) = ap(A,B) =

e
aA’, B', de donde se concluye que:

PN

AC=aAd B— A (' =a A, B,
comprobédndose la veracidad de la tercera propiedad.

Como se vio anteriormente:

» La geometria Euclidea estd basada en el espacio R™ con el grupo de transformaciones E(R™) de

movimientos.

= De la misma forma la geometria afin, el tema principal de esta seccion, estd basada en el espacio

R™ con el grupo de transformaciones A(R™) de afinidades:

AR") :={f(x) = Az + b| A invertible, b€ R"}.

De modo que E(R™) C A(R™) de forma que toda transformacién Euclidea de R™ es una transformacién
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3 Geometria proyectiva

afin de R™ debido a que toda matriz ortogonal es invertible. Es por ello que todas las propiedades de fi-

guras que se conservan bajo transformaciones afines, también lo haran bajo transformaciones Euclideas.

3. Geometria proyectiva

3.1. Puntos, coordenadas homogéneas y lineas

La geometria proyectiva fue descubierta gracias a los intentos de los artistas en capturar el mundo tri-
dimensional y representarlo en 2 dimensiones. Ya en la Edad Media, los artistas empezaron a producir
reproducciones muy precisas del mundo tridimensional empleando métodos de perspectiva. Destacan
artistas como el aleman Albrecht Diirer (1471-1528), que estudié las bases matemadticas de este proble-

ma.

La idea fundamental es dibujar rectas desde un punto de referencia p (que es la posicién del ojo del
artista) a puntos ¢ del objeto tridimensional detras de la pantalla 7 = R2. Estas rectas intersecan la
pantalla en los puntos imagen f(q) € 7. De aqui se deduce que los objetos que estdn muy alejados detras

de la pantalla tienen una imagen méas pequena en la pantalla que aquellos objetos situados mas préximos.

Se puede ver a f como una proyeccién central de R? desde el centro p a la pantalla 7. Cualquier punto
q € R? estd unido a la pantalla 7 mediante la extensién de una linea recta lpq, definiéndose asi f de la
siguiente manera:

f(q) =lpg N

Sin embargo los puntos en el plano F, plano que pasa a través de p y es paralelo a 7, no tienen imagen
en 7, de forma que:

fR3\E, f(q) =l N
Esto lleva a que se puede establecer una relacién entre todas las rectas [ a través de p € R3 con sus
correspondientes puntos en la pantalla 7 = R? con la excepcién de las rectas contenidas en el plano
E(||m y que pasa a través de p). Se puede considerar que estas lineas se corresponden a puntos los cuales

estdn en el infinito en la pantalla 7 y llamarlos puntos ideales.

El plano proyectivo RP? se obtiene a partir de elegir como punto de referencia p = 0 € R?, deshaciéndo-
se de la pantalla 7 y viendo las rectas a través de p como Puntos en RP?. Como los Puntos en RP?
son realmente rectas en R3, se puede emplear la letra en maytsculas ‘P’ para enfatizar esta distincién.
Por lo tanto, los elementos de RP? son puntos proyectivos o Puntos. Estos Puntos se convierten en
puntos ordinarios cuando se elije la pantalla 7, pero mediante esa elecciéon siempre se perderan los
Puntos paralelos a la pantalla, a los cuales se les conoce como Puntos ideales respecto a la pantalla .

El espacio en el que se encuentran todos los Puntos se llamara espacio proyectivo.
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3.1 Puntos, coordenadas homogéneas y lineas

Una de las diferencias fundamentales entre el espacio afin y el espacio proyectivo viene del hecho de que
en el espacio bidimensional afin, dos rectas distintas no tienen por qué intersecar en un mismo punto,
como por ejemplo, dos rectas paralelas. Esto no va a suceder en el espacio proyectivo. De hecho, la

nocién de paralelismo no existe en este espacio, teniendo todas las rectas un punto de interseccién.
Cada v = (v1,v9,v3) € R?\ {0} define una linea recta:

U1

v | =R-v € RP?

v3
Definicién: La expresion [v1,v2,v3]t, en la cual los elementos v1,v2,v3 no son todos nulos, representa
un Punto P en RP? que consiste en una linea en R3 que pasa a través de (0,0,0)! y (vi,ve,v3)!. Se

denomina a [v1, v2,v3]! como coordenadas homogéneas (las cuales se estudian més profundamente en la

seccién de la cdmara y para resaltarlas se emplean corchetes en vez de paréntesis) y se tiene que:

vo| = |we| +— INE R\ {0} : v = Aw.

Definicién: Una Linea | C RP? (cabe resaltar que Linea va con ‘L’ maytscula debido a que es una
linea proyectiva, de forma similar a como se sefialé antes con Puntos), estd asociada a un plano E; C R3
que pasa a través del origen p: todos los Puntos en [ son rectas de R3 que pasan a través del origen y

se encuentran en el plano Ej.

Sea | C RP? una Linea. Si se elije una pantalla 7 C R3 la cual no es paralela a FEj, entonces los Puntos
de | que cruzan a 7 forman una linea en 7, llamada 7N E;. Pero [ contiene un Punto a mayores que no
tiene imagen en 7, que consiste en la linea a través del origen en E; que es paralela a w. Este Punto es

ideal respecto a la pantalla .

Como una Linea en RP? es un plano en R? que pasa por el origen, éste debe de estar formado por el

conjunto de puntos Euclideos (z,y, 2) que satisfacen una ecuacién de la forma:
ax + by +cz =0,

donde a,b,c € R y son no nulos.

Se dice que dos Puntos son colineales si éstos descansan en una misma Linea. Esta propiedad se va a

dar en RP?, ya que cada par de Puntos distintos de RP? se encuentran en una tinica Linea. Un método
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3.1 Puntos, coordenadas homogéneas y lineas

para encontrar la ecuacién de esta linea se especifica a continuacidn:

Proposicién: Sea [v], [w] € RP? dos Puntos diferentes en coordenadas homogéneas. Entonces la Linea

1 que pasa a través de [v], [w] viene dada por:

v w1 2z

U3 w3 23

Demostracién: [v], [w] son dos Puntos distintos si v = (vq,v9,v3)" y w = (w1, w2, w3)! son dos vectores
linealmente independientes de R3. El plano E; C R? que pasa por el origen asociado a la Linea [ es el
que viene dado por v, w. Cualquier vector no nulo z en este plano define el Punto [z] en [ y viceversa.
Un vector no nulo z estd en el plano Ej si solo si éste es una combinacién lineal de v, w lo cual es

equivalente a:

v w1 21
V2 W2 22 =0.

v3 w3 z3

Ejemplo. La Linea | que pasa a través [1,0,5]" y [2,6,0]" viene dada por los Puntos [z1,29,23]" ¥y

satisface:
1 2 Z1
0 6 z9 =0
5 0 z3

Esto se transforma en:

6z3 + 1029 — 3021 = 0,
de forma que resulta:
I =[2] € RP?/323 + 52 — 152, = 0.

De lo anterior se puede deducir que para determinar si 3 Puntos [v1, va, v3], [wy, we, ws], [21, 22, 23] son

colineales, hay que efectuar el siguiente determinante:

U1 w1 21
Vo w2 Z22]-

U3 w3 23
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3.1 Puntos, coordenadas homogéneas y lineas

Un valor nulo del mismo implicaria que los 3 Puntos descansan en la misma Linea, siguiendo la demos-

tracién anterior.
A continuacién se demuestra que dos Lineas distintas necesariamente se cruzan en un tnico Punto:

Proposicién: Propiedad de concurrencia: Cualquier par de Lineas diferentes Iy, ly C RP? se cruzan

en un unico Punto.

Demostracion: La interseccién de los planos correspondientes Ej,, Ej, C R3 es no nula, por ejemplo, el
origen. Por lo tanto, ambos planos deben de tener interseccién no nula, que serd una recta que pasa
por el origen. Esta recta de R? tiene imagen en el plano proyectivo RP? que se corresponde con la

interseccién Punto de [; y Iy en RP2.
Se puede determinar el Punto de intersecciéon de dos Lineas de la siguiente forma:

Ejemplo: Determinar el Punto de interseccién de las Lineas en RP? con ecuaciones: z; + 629 — 5z3 =0

y 21 — 229+ 23 = 0.

En el Punto de interseccién [z1, 22, 23] de las dos Lineas se tiene que:
z1 + 629 — Hz3 = 0.

21 — 229 4+ 23 = 0.
Resolviendo el sistema por Gauss, la segunda ecuacion se convierte en: 829 — 523 = 0, de forma que

Z9 = %Zg. sustituyendo en la primera se tiene que z; = %Zg. De modo que, el Punto de interseccién

tiene coordenadas homogéneas:

23

DO

<3

Anteriormente se estudié que, a partir de la eleccién de una pantalla 7, todos los Puntos de RP? tie-
nen imagen en 7, excepto aquellas rectas que pasan a través del origen y que son paralelas a 7. Esas
rectas descansan en un plano F paralelo a 7 y por lo tanto definen una Linea en RP?. Uno se puede
referir a esta Linea como Linea ideal con respecto a la pantalla w. Se puede pensar en RP? como lo
que se tiene tras completar 7 22 R? con esta Linea ideal de Puntos. Esto proceso lleva el hecho de que
cualquier par de Lineas diferentes intersecan. Si estas Lineas estdn representadas como lineas paralelas
en 7, su Punto interseccion es ideal respecto a , si no fuera asi, su Punto de interseccién estaria en 7.

La interseccion de una Linea ideal con cualquier otra Linea no ideal [ es precisamente el Punto ideal de .
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3.2 Transformaciones proyectivas

3.2. Transformaciones proyectivas

Una vez introducidas las nociones basicas del espacio proyectivo, se procede a introducir las transfor-
maciones proyectivas. Dando coordenadas (z1, 22, 23)! a un punto en R? con respecto a la base estandar
de R3, las coordenadas del Punto correspondiente [2] en RP? (que representa los puntos {\z : A € R})

son [Az1, Az2, Az3]t para A # 0.

Como los Puntos en RP? son rectas a través del origen de R?, es necesario un grupo de transformacio-
nes que establezcan una correspondencia entre rectas que pasan a través del origen de R? y rectas que
pasen a través del origen de R3. Transformaciones en R? que lleven a cabo esto son las transformaciones

lineales invertibles.

Si A es la matriz de esa transformacién lineal invertible de R? en R?, la transformacién establece una
correspondencia entre puntos z = (21, 22, z3)" de R? y puntos Az de R?; por lo que la transformacion
proyectiva de matriz A lleva Puntos [z] de RP? a Puntos [Az] de RP2. Esto lleva a definir las transfor-

maciones proyectivas de la siguiente forma:

Definicién: Una transformacién proyectiva de RP? es una funcién f : RP? — RP? de la forma:

[z — [A4], (8)

donde A es una matriz invertible 3 x 3. El conjunto de todas las transformaciones proyectivas de RP?

se denota como P(RP?).

Dos de las principales propiedades que se van a mantener invariantes bajo estas transformaciones son
la colinealidad y concurrencia. Una Linea en RP? es un plano en R? que pasa a través del origen.

Es decir, una Linea consiste en un conjunto de puntos de R3 que satisfacen una ecuacién de la forma:
az1 + bzo + cz3 = 0,

donde a,b, ¢ # 0. Esta condicién se puede escribir de la forma Lz = 0, donde L es la matriz fila (a, b, ¢)

y 2 = (21, 29, 23)".

Considerdndose la transformacién proyectiva f : [z] — [Az], donde A es una matriz invertible 3 x 3,
y sea [z] un Punto arbitrario de la Linea Lz = 0. La imagen de [z] bajo la transformacién f es un
Punto [2'] donde 2z’ = Az. Como z satisface la ecuacién Lz = 0, 2z’ cumplird la ecuacién L(A~'2") =0
o (LA7Yz" = 0. De esta forma se ha comprobado que la imagen de una Linea Lz = 0 bajo f es una

Linea de ecuacion:

(LA hHz =0.
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Como la imagen de una Linea es una Linea, la colinealidad se conserva bajo transformaciones pro-

yectivas.

Ahora, con el objetivo de estudiar la propiedad de concurrencia, se consideran dos Lineas que se cruzan
en un Punto P, de modo que P pertenece a ambas Lineas. Si f es una transformacién proyectiva, f(P)
pertenece a la imagen de ambas Lineas. En consecuencia, la imagen bajo f del punto de interseccién
de las dos Lineas es el punto de interseccién de las imagenes de las dos Lineas, lo que significa que la

concurrencia también se conserva.

3.2.1. Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva

El Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva establece que es necesario tener dos conjuntos de
4 Puntos (los cuales son 3 a 3 no colineales) en RP? para tener una tnica transformacién proyectiva
que une los Puntos del primer conjunto con sus correspondientes Puntos del segundo conjunto. La

afirmacion anterior se puede comprobar con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1: Encontrar una transformacién proyectiva f que una los Puntos [1,0, 0], [0,1,0]%,[0,0,1]¢

con los Puntos no colineales [1, —1,1]%,[1, —2, 2], [-1, 2, —1]* respectivamente. Sea A la matriz asociada
a

con f. La primera columna de A tendra como elementos a |p|. Entonces se tiene que:

c
a * % 1 a 1
b x x| |0] = |b| =|-1]|,
c *x x| [0 c 1

de modo que se puede tomar a | —1| como la primera columna de A.
1

De forma similar se tiene que :

y: ) o o -
* % 0 —1
* *x h| |0 = =12
* *x k 1 k -1
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3.2 Transformaciones proyectivas

Con lo que se concluye que una transformacién que cumpla estas condiciones tendria la forma:

Sin embargo, esta transformacién no es tinica,. De hecho, si [1, -1, 1]}, [1, -2, 2]!,[-1, 2, —1]¢ se reescri-
bieran como [a1, —ay, a1]’, [ag, —2a2, 2a3]', [—a3, 2a3, —as)’ para 3 ntimeros reales aj,as, ag no nulos, la

matriz A se convertiria en:

al a9 —as
A= —ai —2&2 2a3
al 200 —ag

De forma que la transformacién correspondiente f : [2] — [Az] sigue uniendo los Puntos [1, 0, 0]%, [0, 1, 0]%, [0, 0, 1]*
con los Puntos no colineales [1,—1,1]%, [1, -2, 2]%, [~1,2, —1]! respectivamente, pero el efecto que f tiene
en el resto de Puntos de RP? depende de los ntimeros u, v, w. Por lo que es necesario asignar unos valo-
res concretos a estos nimeros u, v, w, para lo que es necesario un Puntos a mayores. Para ello, estudiar

el efecto que f tiene en [1,1,1]:

Ejemplo 2: Encontrar una transformacién proyectiva f que una los Puntos [1,0,0]%, [0, 1, 0], [0,0, 1], 1,1, 1]*
con los Puntos no colineales [1,—1,1]%,[1,—2,2]%, [-1,2, —1]%,[0,1,2]* respectivamente. Para imponer

que A lleve [1,1,1]* a [0,1,2]%:

ay az  —az| |1 0
—aq —2(12 2a3 1] = |1
ay  2a2 —ag| |1 2

Resolviendo el siguiente sistema, con solucién dnica debido a las hipdtesis (3 cualesquiera de los 4
Puntos estédn no alineados)

ay +az —az3 =0,

—a; —2a2 +2a3=1,

ar  +2a2 —a3z =2,

se obtiene que a3 = 3,as = 2,a; = 1. En consecuencia, la correspondiente transformaciéon viene dada

por f:[z] — [Az] donde

1 2 -3
A=|-1 -4 6
1 4 -3

Ahora partiendo de la transformacién anterior f. La inversa, f~!, va a consistir en una transformacion

proyectiva que manda los puntos [1, —1, 1], [1, -2, 2]}, [-1,2, -1}, [0, 1,2]* en [1, 0, 0%, [0, 1, 0]%, [0, 0, 1]%, [1, 1, 1]*
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3.2 Transformaciones proyectivas

respectivamente. Por otro lado se considera otra transformacién proyectiva g que lleva [1,0, 0], [0, 1, 0],

[0,0,1]%,[1,1,1]" en [2,1,0]%,[1,0, —1], (0,3, —1]*, [3, -1, 2]".

Estas transformaciones f~! y ¢ van a permitir que, si se quiere encontrar la transformacién proyectiva
que envia los puntos [1, —1, 1], [1, -2, 2]* ,[-1,2,—1]%, [0, 1, 2]" en [2, 1, 0%, [1,0, —1]¢, [0, 3, —1]¢, [3, — 1, 2]*
basta con calcular g o f~1. Esto se conoce como el teorema fundamental de la geometria proyectiva y

el ejemplo siguiente va a servir de ayuda para comprenderlo.

Ejemplo 3: Encontrar la transformacién proyectiva ¢ que envia los puntos [1, —1, 2], [1, —2,1]%, [5, —1, 2],

[1,0,1]¢ a los puntos [—1,3,—2]%, [-3,7, 5%, [2, =5, 4]*, [-3, 8, —5] .

Solucion: El método a seguir consiste en los siguientes pasos:
» Paso 1: Encontrar la matriz t; que envia [1,0,0]*, [0, 1, 0], (0,0, 1]%, [1,1,1]" en [1, -1, 2]}, [1, =2, 1]%, [5, —1, 2],

[1,0,1] (puntos del espacio de salida en la transformacién proyectiva t).

» Paso 2: Encontrar la transformacién proyectiva to que envia [1,0,0]¢,[0,1,0]%,[0,0,1]%, [1,1, 1]

en [—1,3, 2", [-3,7, —5]%, [2, —5,4]', [-3,8, —5]" (puntos del espacio de llegada).

= Paso 3: Calcular tpot] .

Paso 1: Para encontrar la matriz asociada a la transformacién ¢; que envia [1, 0, 0%, [0, 1,0]%, [0, 0, 1], [1, 1, 1]*

en [1,—1,2]"[1,-2,1]%, [5, —1,2]%, [1,0,1]%, de forma similar al ejemplo 2 de este apartado, se obtiene

la matriz
3 -2 5
Ai=1-3 4 -1
6 —2 2

Paso 2: Para encontrar la matriz asociada a la transformacién ¢; que envia [1, 0, 0%, [0, 1,0]%, [0, 0, 1]%, [1, 1, 1]*
en [—1,3,-2]%,[-3,7,—5]%,[2, —5,4]", [-3,8, —5]!, de forma similar al ejemplo 2 de este apartado, se ob-

tiene la matriz:

-2 -3 2
A2=16 7 -5
—4 -5 4

Paso 3: La matriz asociada con la inversa tfl de t1 es Afl que se puede calcular como Afl y simpli-
ficando se obtiene:
1 -1 =3
Ai'=B=|0 -4 -2
-3 -1 1

De modo que, la transformacién proyectiva t : [x] — [Az], tiene como matriz a A, donde A = AsB
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3.2 Transformaciones proyectivas

viene dada por:

-2 -3 2 1 -1 -3 -8 12 14
A=4B=|6 7 -5 0 -4 —-2|=1]21 -20 -37
-4 -5 4|[-3 -1 1 —-16 20 26

3.2.2. Razén cruzada
Si f es una transformacién afin, anteriormente en el apartado se estudié que las propiedades que

se cumplian eran:

1. f transforma lineas rectas en lineas rectas.
2. f transforma rectas paralelas en rectas paralelas.

3. f conserva las proporciones de longitudes en una recta dada.

La propiedad (1) al igual que la colinealidad y concurrencia, es también una propiedad que se conserva
bajo transformaciones proyectivas como se vio anteriormente. Sin embargo, este no es el caso de la
propiedad (3). La propiedad (2) si se cumple pero no tiene contenido puesto que no existen rectas
paralelas. A mayores, otra de las propiedades que se preservard bajo transformaciones proyectivas serd

la razon cruzada de 4 Puntos en una Linea, lo cual se ve a continuacién:

Definicién: Sean po, p1, p2, p3 € RP? 4 Puntos diferentes colineales con coordenadas homogéneas p; =
[v5],v; € R®\{0}. Asumiendo que:

vg = avg + [,
v3 = Yo + ov,

entonces la razén cruzada [po, p1;p2, p3] se define como:
8,6
[po; P13 P2, 3] = —/—
a7y
De la definicién se puede concluir que la razén cruzada nunca puede valer 0 o 1.

Se puede demostrar que la expresion de la razén cruzada estd bien definida al ser independiente de la

eleccion de coordenadas homogéneas:

Si p; = [w;] son distintas coordenadas homogéneas, entonces se tiene que w; = \jv; con \; Z0 y

A A
Wo = A2 = Agawg + Agfv = —Qawo + lﬁ’wl,
Ao A

A A
w3 = A3v3 = A3yvg + A3dv; = i’ﬂuO + )Ti(Swl.
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3.3 Camara Digital

Con estos coeficientes, la razén cruzada viene dada por:

A2 A3

STPTR VL PN

&a A3 Al Ay Yy
Ao Ao

lo cual prueba que la razén cruzada esta bien definida.

Sea f : RP? — RP? una transformacién proyectiva. Entonces se tiene que para cada 4 Puntos

colineales distintos pg, p1, p2, P3:

[f(po), f(p1); f(p2), f(p3)] = [po, p1; P2, P3]-

Demostracion: Sean p; = [v;] y f([v]) = Av siendo A una matriz de orden 3 con coeficientes en R.
Entonces, f(p;) = [Av;] y si

vg = avg + [,
v3 = Yo + dv,

entonces se tiene que:

Ave = aAvg + SAv,

Avs = yAvg + §Avy.

En consecuencia, se tiene que:

£0). £ ): F(p2), 1)) = 2/ = oo

3.3. Camara Digital

3.3.1. Camara estenopeica

Las cdmaras digitales son una de las herramientas mas esenciales en la vision computarizada. Es el
mecanismo mediante el cual se puede grabar el mundo que nos rodea y usar la fotogafia de salida para
numerosas aplicaciones. Por lo tanto, una de las preguntas fundamentales que pueden surgir en vision

computarizada es: jcual es la base del funcionamiento visual de una cdmara?

Se puede comenzar mediante un sistema de cadmara simple - un sistema que puede grabar una imagen
de un objeto o escena en el mundo tridimensional. Este sistema de cdmara se puede disenar mediante
la colocacién de una barrera con una pequena apertura entre el objeto 3D y el sensor fotografico. Como
muestra la Figura [3 cada punto del objeto 3D emite multiples rayos de luz. Sin la presencia de la
barrera, cada punto en la pantalla estaria influenciado por los rayos de luz emitidos por el resto de
puntos del objeto 3D. Gracias a la barrera, solo uno (o unos pocos) de estos rayos de luz pasan a través

de la apertura y llegan a la pantalla. Por lo tanto, se puede establecer una correspondencia uno a uno
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3.3 Céamara Digital

object barrier ~ film

aperture

Figura 3: Modelo sencillo del funcionamiento de una cAmara: modelo de cAmara estenopeica. Hata and

Figura 4: Construccién formal del modelo de cdmara estenopeica. Hata and Savarese (2022)

de puntos del objeto 3D y la pantalla. El resultado es que en la pantalla se forma una imagen del
objeto 3D gracias a esta correspondencia. Este simple modelo es conocido como modelo de caAmara

estenopeica.

Una construccién més formal del modelo de cdmara estenopeica aparece en la Figura [dl En esta cons-
truccion, la pantalla se suele llamar plano imagen. La apertura se conoce como agujero estenopeico
O o centro de la camara. La distancia entre el plano imagen y el centro O es la distancia focal f.
A veces, el plano imagen se coloca entre O y el objeto 3D a una distancia f desde O. En este caso, se
suele llama plano imagen virtual. Puede resultar interesante resaltar que la proyeccion del objeto
en el plano imagen y la imagen del objeto en el plano imagen virtual son idénticos a parte de estar

reescalados (transformacién de similitud).

Una de las preguntas que pueden surgir ahora es cémo usar este tipo de cadmaras. Para ello, sea
P = (z,y,2)! un punto del objeto en el espacio tridimensional visible para O. P serd proyectado en el
plano imagen IT’, resultando en el punto P’ = (2, 3)!. De forma similar, O puede ser también proyec-

tado dando lugar a C".
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Se puede definir un nuevo sistema de coordenadas [i, j, k] centradas en O de forma que el eje k es
perpendicular al plano imagen. Este sistema de coordenadas es normalmente conocido como sistema

referencia de la cadmara. La linea definida por C’ y O se llama eje 6ptico del sistema de la camara.

El tridngulo P’'C’O es congruente al tridangulo formado por P, O y (0,0, 2)!, de modo que se tiene que:

r o ont el R Y
P =@y = (L sy

A lo largo de todo este desarrollo se ha asumido que la apertura es un tUnico punto. De no ser asi,

cuanto mayor sea la apertura, mas rayos de luz pasaran, difuminando la imagen.

3.3.2. Espacio imagen digital
En esta seccion se intentard exponer los detalles paramétricos que se deben tener en cuenta a la hora
de proyectar desde el espacio tridimensional a las imédgenes digitales. Todos los resultados derivados

emplearan el modelo de cdmara estenopeica.

Como se expuso anteriormente, un punto P en el espacio tridimensional puede proyectarse en un punto
P’ en el plano imagen I’ (2 dimensiones). Esta aplicacién de R® — R? consiste en el paso al espacio
proyectivo RP? estudiada a lo largo de la seccién

El funcionamiento del modelo de cidmara propuesto se puede modelar como una matriz en la cual
aparecen representados una serie de parametros importantes que afectan a como un punto real P esta

correspondido con las coordenadas en la imagen P’.

Los primeros pardmetros que hay que considerar, ¢, y ¢y, describen en qué cantidad pueden diferir las
coordenadas del plano imagen y de la imagen digital en una translacion. Las coordenadas del plano
imagen tienen su origen C’ en el centro de la imagen donde el eje k interseca el plano imagen. Por
otro lado, las coordenadas de la imagen digital normalmente tienen su origen en la esquina superior-
izquierda en la imagen. Asi, los puntos 2D en el plano imagen y los puntos 2D en la imagen digital
estén transladados por un vector [c,c,]'. Para ajustar este cambio del sistema de coordenadas, la
correspondencia se convierte en:

Plf x/ o f§+c$

Y f % + ¢y
El segundo efecto que hay que tener en cuenta es que los puntos en las imagenes digitales son expresados

en pixeles, mientras que los del plano imagen son expresados en unidades fisicas. Con el objetivo de
ajustar este cambio de unidades, se introducen dos nuevos parametros k y [. Estos parametros, tendran

unidades Z%Eies. En consecuencia, la anterior correspondencia ahora se convierte en:
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P z _ fkZ 4 c B af +cp

Y fl +¢y BL + ¢y

La pregunta que surge ahora es si habria alguna forma mejor de representar la proyeccién de P — P’.
Si esta proyeccién es una transformacién lineal, entonces puede representarse como tunicamente produc-
to de matrices y un vector de entrada (seria en este caso P). Sin embargo en la ecuacién anterior, se
puede observar que esta proyeccién P — P’ no es lineal, debido a que la operacién divide uno de los
parametros de entrada (a z). Si se pudiera representar esta proyeccién como un producto matrizx vector,
harfa mas facil el calculo de futuros estudios. Una forma de conseguir esto seria empleando coordenadas

homogéneas.
Coordenadas homogéneas

Para solucionar el problema anterior, se puede hacer un cambio de coordenadas. Por ejemplo, se intro-
duce una nueva coordenada de forma que cualquier punto P’ = (2,3)! se convierta en [z/,%/, 1]t. De
forma similar, cualquier punto P = (x,y, 2)! se convierte en [z, y, z, 1]'. Este espacio aumentado es cono-
cido como Sistema de coordenadas homogéneas. Un vector solo es equivalente a sus coordenadas
homogéneas cuando la tltima coordenada es 1. Por lo tanto, cuando se hace el cambio de coordenadas

. . , . , U1 Un
inverso, es decir desde las homogéneas (vy, ..., v,, w)?, se obtienen las coordenadas Euclideas (—, ..., —)%.
w w

Figura 5: Coordenadas homogéneas.
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Considerar la Fig. |p|y las referencias Ry = {Ox;{e1,e2}} y R = {O;{e1,e2,e3}}. El plano 7 en la Fig.
tiene coordenadas m = z = 1. El punto @ estd en el plano 7, y tiene las siguientes coordenadas en

cada referencia son:

x
x
Qlr, = Qlr= |y
Y
T
Se va a conocer como coordenadas homogéneas de @ en la referencia R, a: [[Q]|r, = |y|, pero
1

cualquier otra va a valer de modo que las coordenadas homogéneas de Q) son

AX
[Qllr. = [Ny] 3 A eR"
Az

Asi las coordenadas homogéneas de () € 7 son las coordenadas de cualquier punto P que estd en la

recta O, Q.

Para cualquier punto R € w, se le hard corresponder unas coordenadas homogéneas cuyo ultimo ele-

mento es no nulo.

Usando coordenadas homogéneas se puede formular:

T
ar + cpz a 0 ¢ 0 a 0 ¢ O
Yy
P, = By+cyz| =10 B ¢ 0 =10 B ¢ 0| 9)
z
z 0O 0 1 0 0 0 1 0
1

De este punto en adelante se trabajard en homogéneas de forma que se quita el subindice h. Viendo
la Ecuacién [0 se puede representar la relacién entre un punto en el espacio tridimensional real y sus

coordenadas en el plano imagen mediante un producto matrizx vector:

x
x! a 0 ¢ O a 0 ¢, O
Yy
P=|y|=10 8 ¢ O =10 B ¢, 0|P=MP
z
z 0 0 1 O 0 0 1 0
1
Esta transformacién se puede descomponer de forma que:
a 0 ¢y
P=MP=1{0 8 ¢ [1 ()]P:K[[ o}P. (10)
0 0 1
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La matriz K se conoce como matriz de la camara.
Parametros externos

Hasta ahora se ha descrito la correspondencia entre un punto P en el sistema de referencia de la camara
3D, y un punto P’ en el plano imagen 2D usando los parametros intrinsecos de la cdmara descritos
en forma de matriz. Pero si la informacién sobre el mundo 3D estuviese disponible en otro sistema
de referencia, habria que introducir una transformacién adicional que relaciona puntos de sistema de
referencia del mundo al de la camara. Esta transformacién viene dada por una rotacion R y una
translaciéon T'. Por lo tanto, dado un punto en el sistema de referencia del mundo 3D P,, se puede

calcular sus coordenadas en el sistema de la cdmara como

R T
0 1

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion [10| y simplificando se obtiene:

P'=K|[R T|P,=MP,.
Estos pardametros R y T son conocidos como parametros extrinsecos porque son externos y no de-

penden de la cdmara.

3.3.3. Puntos y Lineas en el Infinito

De forma general una linea [ se define como [ = [a b c}. Asi se tiene:

x
x
Vp = el, [a b c] y| =0 (11)
Y
1

En general, dos lineas [, I’, se cruzan en un punto z. Este punto es definido como [ x I’.

Demostracion: Dadas dos lineas [ y I/, la interseccién debe de estar contenida en ambas lineas [ y I’. En
consecuencia, [z = 0 y I’a? = 0. Si se calcula el punto de interseccién x = [ x I’, va a ser ortogonal a [
y I/, de modo que por la definicién de ortogonalidad, lz! = 0 y I'z! = 0, satisfaciendo asi la condicién

de punto de interseccién de dos lineas.

Sin embargo, cuando [ y I’ son paralelas, la interseccién entre ambas no existe. Esta definicién podria
cambiarse por decir que su interseccién se encuentra en el co. En coordenadas homogéneas un punto
en el oo se escribe como |:;p y ()T. Pasando a coordenadas euclideas (dividiendo los dos primeros
elementos por la ultima componente), se obtienen coordenadas (0o, 00). En consecuencia, las coordena-

das homogéneas van a permitir escribir la interseccién entre dos lineas paralelas de la siguiente formas:
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7. . .7 /
Cuando dos lineas [ y I’ son paralelas, se va a cumplir en la ecuacién que § = 3. Calculando su

punto de interseccién empleando coordenadas homogéneas, se verifica que:

De esta forma se comprueba que dos lineas paralelas intersecan en el infinito. Este punto de interseccién
de dos lineas paralelas se llama punto tdeal. Una propiedad interesante en el infinito es que todas las

lineas paralelas con pendiente —¢ pasan por el punto ideal como se muestra a continuacién:

Este concepto de puntos en el infinito se puede extender a lineas en el infinito: Considerando dos
o més pares de lineas paralelas, las cuales van a intersecar en puntos en el infinito {Zuo 1, ..., Toon }. La
linea I~ que pasa a través de todos estos puntos debe satisfacer que lL o ; = 0, Vi. Esto significa que

¢ t
loo = [0 0 c] . Como c es un valor arbitrario, se puede definir [, = {0 0 1} .

Recordando la definicién de transformaciéon proyectiva [8] una transformacién proyectiva tiene como

matriz asociada una matriz 3 x 3 de modo que, empleando coordenadas homogéneas, lleva los puntos

x z

y| en |y |. Sise aplica una transformacion proyectiva H a un punto en el infinito peo:

1 1
a d g| |1 ju8
P'=Hps= |b e h||1]| = |p,
c f il |0 P,

El dltimo elemento de p’ ya no es nulo, por lo que una transformacién proyectiva puede enviar puntos
que estaban en el infinito a puntos que ya no estan en el infinito. Esto no ocurria con transformaciones

afines ya que:

1 P

/ Alt ’

P = Apc = 1| = p/
01

0 0
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Figura 6: Proyectividad. Alrededores de la localidad de Villalén de Campos.

En la Fig. [0} tomada en la localidad de Villalén de Campos, se pueden observar algunos de los conceptos
estudiados en la geometria proyectiva y en la cdmara digital: Las roderas que se pueden observar en
la tierra llenas de agua, son paralelas en el plano R3. Sin embargo, en la foto RP?, éstas convergen
en un Punto (Punto ideal), perdiéndose la nocién de paralelismo. Al ser paralelas en el espacio R?, su
interseccién se encuentra en el co, mientras que en la proyeccién se encuentran en la imagen. También
se puede corroborar que los objetos cercanos aparecen en un tamano mucho mayor que los lejanos,
de ob 1 pivot de ri tamaf 1 io R3 es simil da estruct
como puede observarse en el pivot de riego, cuyo tamarnio en el espacio R” es similar en cada estructura,

pero en la imagen disminuye conforme se aleja.

Ademds en cuanto a las coordenadas homogéneas, también se puede observar que en esta Fig. [f]la Linea
ideal que separaba la tierra del cielo se corresponde a puntos en el infinito, que en la imagen son puntos

que, gracias al empleo de coordenadas homogéneas, y de la proyectividad, se pueden representar.
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4. Unidad didactica

4.1. Introduccién

Segun establece la ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo, por la que se establece el curriculo y se
requla la implantacion, evaluacion y desarrollo del bachillerato en la Comunidad de Castilla y Ledn,
las matematicas ocupan un lugar importante en la historia del pensamiento y como fuerza conductora
de la cultura y las civilizaciones, ya que, ademas de tener un caricter instrumental para la adquisicién
de nuevos conocimientos en otras disciplinas, favorecen la interpretacion del mundo que nos rodea,
con precisién, y contribuyen de manera especial al desarrollo del pensamiento y razonamiento,
en particular, del pensamiento légico-deductivo y algoritmico, del pensamiento geométrico-espacial y
de la creatividad. Las matematicas deben ayudar a adquirir un habito de pensamiento que le permita

al alumno afrontar y resolver los problemas de la vida cotidiana.

El curriculo bésico de Matematicas se conforma en cinco bloques, de los cuales el que resulta de mayor
interés en este trabajo es el de “Numeros y Algebra”, en concreto los sistemas lineales (con la in-

troduccién de matrices y determinantes) .

El objetivo final de este trabajo es proponer una Unidad Didéactica que permita desarrollar estos co-
nocimientos un paso mas alld, de forma que los alumnos adquieran una idea real de la importancia y

utilidad de las matrices en el campo de las transformaciones geométricas del plano y del espacio.

La normativa vigente que se tiene en cuenta a la hora de elaborar esta Unidad Didéctica se divide segtin
el caracter estatal o autondémico de la siguiente forma:
» Legislacién de caracter estatal. La principal normativa comin para todas las Comunidades

Auténomas es la siguiente:

e Ley Organica 8/2013 de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad educativa (LOM-
CE).

e Ley Orgénica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacién (LOE).

e Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico

de la Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato.

e Orden ECD/65/2015, de 21 de enero, por la que se describen las relaciones entre
las competencias, los contenidos y los criterios de evaluaciéon de la educacion primaria, la

educacion secundaria obligatoria y el bachillerato.

= Legislacién de caracter autonémico. El conjunto de érdenes, decretos y leyes de caracter

educativo propias de Castilla y Le6n son:

¢ ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo, por la que se establece el curriculo y se regula

la implantacién, evaluacion y desarrollo del bachillerato en la Comunidad de Castilla y Ledn.
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4.2. Objetivos

En el Articulo 2. Finalidad, objetivos y principios generales de la ORDEN EDU/363/2015, de
4 de mayo, por la que se establece el curriculo y se requla la implantacion, evaluacion y desarrollo del
bachillerato en la Comunidad de Castilla y Ledn, se indica que los objetivos de esta etapa seran los
establecidos en el articulo 33 de la Ley Orgdnica 2/2006, de 3 de mayo, y en el articulo 25 del Real
Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre. Consejeria de Educacion| (2015))

Ma3és concretamente, con esta Unidad Didactica se pretende que los alumnos adquieran o mejoren en

las siguientes capacidades:
= Comprender y utilizar de forma bésica el lenguaje matemaético.

= Conocer, entender, utilizar y aplicar las herramientas matriciales, los determinantes, los sistemas

de ecuaciones lineales.
= Conocer, entender, utilizar y aplicar distintos tipos de aplicaciones lineales.

= Entender la matriz como una nueva forma de organizacién de informacién con la que poder

resolver problemas que puedan plantearse en la vida cotidiana.

= Encontrar una explicacién y un sentido a las operaciones y propiedades que cumplen estos objetos

matematicos.

4.3. Contenidos, Estandares de Aprendizaje y Criterios de Evaluacion

Para la materia de matemaéticas, académicas, 2° curso de Bachillerato los contenidos quedan definidos
a través de la ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo, por la que se establece el curriculo y se regula la
implantacion, evaluacion y desarrollo del bachillerato en la Comunidad de Castilla y Leon,Consejeria de

FEducacion (2015)

Vienen organizados en 5 bloques (Procesos, métodos y actitudes en matemédticas, nimeros y algebra,
andlisis, geometria y estadistica y probabilidad). Dentro del bloque de nimeros y dlgebra, se especifican

los siguientes contenidos:

= Estudio de las matrices como herramienta para manejar y operar con datos estructurados en

tablas y grafos. Clasificacién de matrices. Operaciones.

= Aplicacién de las operaciones de las matrices y de sus propiedades en la resolucién de problemas

extraidos de contextos reales
= Determinantes. Propiedades elementales.
= Menor complementario y matriz adjunta.
= Rango de una matriz. Matriz inversa.
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4.3 Contenidos, Estandares de Aprendizaje y Criterios de Evaluacion

= FEcuaciones matriciales

= Representacién matricial de un sistema: discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales,
posiblemente dependientes de un parametro. Método de Gauss. Teorema de Rouché-Frobenius.

Regla de Cramer. Aplicacién a la resoluciéon de problemas.

En base a estos contenidos, en esta Unidad Didéactica se proponen unos conocimientos complementarios

que consigan los objetivos especificados en esta Unidad Didactica:

= El concepto de funcion.

= Introduccion a las transformaciones geométricas en el plano.

» Translaciones, escalamientos, giros y simetrias.

= Introduccion a las isometrias.

= Deduccién de las ecuaciones de las principales transformaciones en el plano.

= Representacion de las transformaciones del plano en forma matricial.

= Operaciones con las transformaciones en el plano a partir de su representacién matricial.
» Puntos y rectas invariantes.

= Proceso de formacién de la imagen en cdmaras digitales y utilizacion de las matrices en la

fotografia digital.

= Perspectividades e introduccién a las transformaciones proyectivas.

También se pretende, a parte de integrar la adquisicién de los conocimientos matematicos, profundizar
en el desarrollo de las capacidades cognitivas, sociales, afectivas y morales. Para ello serd nece-
sario personalizar la accion del docente para el grupo al que vaya destinada la Unidad Didéctica. Por
ello aparecen dos ejes principales: la adquisicion de una base tedrica y la capacidad para aplicar

esa teoria a situaciones practicas reales.

Para conseguir todo esto, es necesario tratar los contenidos de forma que se diferencien tres procesos:
despertar inicialmente una motivacién (“;por qué el alumno necesita saber esto?”), formalizar ese

contenido de forma clara y precisa, y por dltimo sintetizar y aplicar esos contenidos.

Con todo ello se pretende estimular el pensamiento formal del alumno. A lo largo de la unidad didactica

se proponen actividades especiales para promover esa motivacién y la adquisicion de las competencias.

La temporalizacién a la hora de impartir los contenidos de esta Unidad Didactica ha de ser flexible y

adaptarse tanto al interés y circunstancias de los alumnos, como a los distintos imprevistos que puedan
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surgir.

Los criterios de evaluacion son el referente para evaluar el aprendizaje del alumnado. Describen aque-
llo que se quiere valorar y que el alumnado debe lograr, tanto en conocimientos como en competencias
y responden a lo que se pretende conseguir en una propuesta didactica determinada. Los estandares
de aprendizaje evaluables, son especificaciones de los criterios de evaluacién que permiten definir
los resultados de aprendizaje, concretan lo que el alumno debe saber, comprender y saber hacer en una

propuesta didactica determinada.

Los criterios de evaluacion y los estdandares de aprendizaje son los referentes para determinar la conse-
cucién del aprendizaje expresado en los objetivos y de la adquisicién de las competencias clave. En la

siguiente tabla, se especifican ambos junto a los contenidos:
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Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

1-Correspondencias

Concepto de funcién y

aplicacion lineal.

Representacion  de  una

aplicacion en forma matricial

2-Transformaciones

geométricas del plano

Translaciones, escalamientos,
giros, simetrias, homotecias,

elementos invariantes.

3-Perspectividades

Proceso de formacién de una

imagen digital basico.

Representacion matricial de

las transformaciones que
tienen lugar en el proceso de

formacion de la imagen.

Transformaciones
proyectivas a nivel

experimental.

1.Comprender el concepto de

funcién de forma general.

2.Comprender la forma en la
que puede representarse una
transformacion en forma

matricial.

1.Comprender las principales
transformaciones
geométricas

que  pueden

ocurrir en el plano.

2.Comprender el concepto de
distancia que clasifica a una
transformacion como

isometria.

1.Comprender las distintas
transformaciones ya
estudiadas que tienen lugar al
formarse una imagen digital.

2.Representar matricialmente

dichas transformaciones.

3.Comprender a nivel

experimental  que una
transformacion proyectiva se
puede representar mediante
una matriz y coordenadas

homogéneas.

1.1.Sabe identificar los conjuntos de salida y de
llegada.

1.2.Sabe establecer una correspondencia entre
los elementos del espacio de salida y de llegada.

1.3.Determina los elementos del espacio de

llegada en funcion de los del de salida.

2.1.Representa matricialmente los elementos
del espacio de llegada en funcidn de los del de
salida.

1.1.Conoce y comprende las diferentes formas

matriciales que  pueden  tomar las
transformaciones geométricas del plano.
1.2.Deduce las  ecuaciones de las

transformaciones geométricas.

1.3.0pera con las transformaciones a nivel

geométrico y matricial
2.1.1dentifica si una aplicacion es una isometria.

2.1.0Obtiene los puntos y rectas invariantes de

una transformacion.

1.1.Relaciona 'y entiende las distintas
transformaciones involucradas en el proceso de

formacion de una imagen.

1.2.Representa graficamente esas

transformaciones.

2.1.Representa y opera matricialmente el

proceso de formacion de imagen.

3.1.Aplica una transformacién proyectiva en
una imagen a partir de un cambio de

perspectiva.

Figura 7: Criterios de Evaluacién y Estandares de Aprendizaje.
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4.4. Perfil Competencial de la Unidad Didactica

Las orientaciones de la Uniéon Europea inciden en la necesidad de la adquisiciéon de las competencias
clave por parte de la ciudadania como condicién indispensable para lograr que alcancen un pleno de-
sarrollo personal, social y profesional de forma que este desarrollo les permita desenvolverse de forma
6ptima en un mundo que estd muy globalizado y haga posible el desarrollo econémico, vinculado al

conocimiento.

Todas las areas y materias deben contribuir al desarrollo competencial. El conjunto de estdndares de
aprendizaje de las diferentes areas o materias que se relacionan con una misma competencia da lugar

al perfil de esa competencia.

Segun se recoge en el Articulo 2. Las competencias clave en el Sistema Educativo Espanol de la
Orden ECD/65/2015, de 21 de enero, por la que se describen las relaciones entre las competencias, los
contenidos y los criterios de evaluacion de la educacion primaria, la educacion secundaria obligatoria

y el bachillerato, las Competencias Clave del curriculo son las siguientes: MECD]| (2015a)

» Comunicacién lingiiistica. (CCL)

» Competencia matemadtica y competencias bésicas en ciencia y tecnologia. (CMCT)
» Competencia digital. (CD)

» Aprender a aprender. (CAA)

» Competencias sociales y civicas. (CSYC)

» Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor. (SIEP)

» Conciencia y expresiones culturales. (CEC)

En el Anexo I de la misma orden, se describen las caracteristicas de las siete Competencias Clave.

El sistema educativo actual se centra en fomentar y desarrollar en los alumnos una educacién com-
petencial. La adquisicién de competencias clave es el eje central de toda la actividad en los centros
educativos. Debido a esto, todos los elementos del curriculo estan vinculados a este fin, desde los obje-
tivos, debido a que la adquisicién de competencias debe de contribuir al logro de los mismos; pasando
por los contenidos y la metodologia, ya que, mediante la seleccién de éstos, se debe de asegurar
el desarrollo de las competencias a lo largo de toda la educacion secundaria, hasta los criterios de
evaluacién que se desglosan de forma maés concreta en estandares de aprendizaje evaluables, los cuales,
si se ponen en relaciéon con las competencias, permiten graduar el rendimiento alcanzado en cada una

de ellas.
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En toda esta situacién el alumno ha de tener el papel de protagonista, a la vez que el profesor adquiere

el papel de mediador.

La forma en la que se va a poder contribuir a las distintas competencias podria ser de la forma siguiente:

= Comunicacién lingiiistica: En el Ambito de todas las ciencias en general, la comunicacién y la
transmision de los resultados es fundamental para conseguir logros entre toda la sociedad. Por ello
es fundamental fomentar esta competencia. Para fomentar el desarrollo de esta competencia desde
esta Unidad Didéctica, se debe promover el uso lenguaje matematico como expresién habitual
y que se haga uso adecuado de éste y, por otra parte, se debe también promover la descripcién
verbal de los razonamientos y de los procesos seguidos al resolver cada actividad. A lo largo de
la puesta en practica de la propuesta se hard hincapié en el buen uso del lenguaje matemético
para expresar ideas, opiniones o dudas al profesor o al resto de los companeros de manera oral y

escrita.

» Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia: La compe-
tencia matemadtica y las competencias bésicas en ciencia y tecnologia contribuyen a desarrollar
algunos aspectos esenciales de la formacién de las personas que resultan fundamentales a lo largo
de la vida. Por un lado, la competencia matematica implica la capacidad de aplicar el razonamien-
to légico-matematico para interpretar, predecir y resolver distintas situaciones que los alumnos
tienen o van a tener que afrontar en su dia a dia. Esta competencia se desarrolla en esta Unidad
Didactica a partir del conocimiento de los contenidos sobre algebra que se imparten y todos los

procedimientos necesarios a la hora de resolver las actividades.

= Competencia digital:

La competencia digital es cada vez més necesaria visto el avance de las nuevas tecnologias y su
implantacién en la vida cotidiana de los alumnos. Tratar de forma adecuada la informacién y que
ésta a su vez sirva de ayuda para resolver problemas es una capacidad que hay que desarrollar en
el &mbito informatico. El uso de aplicaciones informaticas ayuda al entendimiento de los conceptos
matematicos, siendo de gran ayuda cuando los alumnos han adquirido el suficiente nivel en los
distintos procedimientos de la Unidad Didéactica. Por ello se propone el programa “Geogebra”, el
cual se puede descargar o incluso se puede manejar de forma online y gratuitamente. Con este
programa, los alumnos podran visualizar vectores, puntos, rectas, segmentos e incluso transfor-
maciones geométricas del plano, tales como translaciones, giros, simetrias y homotecias. También
se propone el programa GIMP, que permitirda manejar de forma experimental transformaciones

proyectivas.

= Aprender a aprender: Se debe promover la autonomia a la hora de resolver problemas en

matematicas, unido a la verbalizacién del proceso de resolucién, de forma que ayude a reflexionar
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4.5.

sobre lo que se estd aprendiendo. Para desarrollar esta competencia es necesario incidir en la
autonomia y en el pensamiento critico asi como en ser capaces de comunicar de forma déptima
los resultados del propio trabajo. Todos estos contenidos aparecen en su mayoria en el Bloque
1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas, de los contenidos especificados en la

ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo.

Competencias sociales y civicas: La utilizacién de estrategias personales de resolucién de
problemas ayuda a aceptar otros puntos de vista, lo que es imprescindible en ocasiones en las
que hay que realizar un trabajo en equipo, cooperando. En esta Unidad Didactica se propone la
realizacion de un trabajo por grupos empleando un programa informatico GIMP de modo que el

alumno desarrolle la capacidad de reconocer y valorar las aportaciones ajenas.

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor: Las estrategias mateméaticas como la resolu-
cién de problemas, donde es necesario hacer una planificacién, gestionar el tiempo y los recursos
que se vean necesarios, hacer una valoracién de los resultados y la argumentacién para defender
el proceso y los resultados obtenidos estudiando su coherencia con lo esperado en un principio,
ayudan al desarrollo de esta competencia. Esta ayuda se incrementara conforme maés se fomente
una actitud de confianza en el alumno y de autonomia en la resolucién de situaciones nuevas y

problemas relacionados con la realidad del dia a dia.

Conciencia y expresiones culturales: Conforme ha avanzado la historia las matematicas han
ayudado a la explicacion y resolucion de situaciones y problemas de la humanidad que han facili-
tado la evolucién de la sociedad. De esta forma, las matematicas han contribuido y han formado
parte de su desarrollo cultural del ser humano. La aportacion matematica se hace presente en
multitud de producciones artisticas, como se ha estudiado en la asignatura Modelos Matematicos
en Educacién Secundaria. El alumno, mediante el trabajo mateméatico podra comprender diversas
manifestaciones artisticas y podra ser capaz de utilizar sus conocimientos en matematicas para
la interpretacién o incluso creacién de sus propias obra, mediante el uso de las transformaciones

geométricas, en concreto, las proyectivas en la imagen digital.

Elementos transversales

El objetivo es incluir a lo largo de la Unidade Didactica algunos de los elementos transversales que

se citan a continuacién y que vienen dados en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el

que se establece el curriculo bdsico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. MECD

(2015b)

= Comprension lectora: Se puede trabajar con distintos textos que inculquen en el alumnado

la lectura de textos divulgativos sobre transformaciones geométricas, o textos que incluyan una

visién historica de éstas. También se puede trabajar a partir de la lectura del libro, titulado “El
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curioso incidente del perro a media noche”, el cual cuenta las historias de Christopher y plantea
problemas sobre niumeros primos, grafos, mapas, juegos de estrategia o ldgica entre otros. Haddon

(2012).

» Expresion oral y escrita: Mediante la exposiciéon de actividades, conversaciones en el aula e

intercambio de ideas.

= Comunicacién audiovisual: Se puede introducir a través de videos de interés introductorios
sobre las transformaciones geométricas, por ejemplo, desde una perspectiva historica, o videos

como el propuesto al inicio del desarrollo de la Unidad Didéctica [Tavernetti (2016)).

= Las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién: Mediante sesiones que pueden

tener lugar en informatica, a la hora de emplear ordenadores y programas informéaticos, como son

GeoGebra y GIMP.

= El emprendimiento: Se puede trabajar a la hora de tomar decisiones, realizar tareas y resolver

las actividades propuestas, iniciativa personal mostrada en trabajos grupales, etc.

= Educacién civica y constitucional: En las actividades en grupo, fomentar la tolerancia, el

respeto y el companerismo.

4.6. Metodologia didactica

Segin la ORDEN EDU/363/2015, de 4 de mayo, por la que se establece el curriculo y se requla la
implantacion, evaluacion y desarrollo del bachillerato en la Comunidad de Castilla y Leon, para el
logro de la finalidad y los objetivos de la etapa de Bachillerato se requiere una metodologia didéctica
que, fundamentada en principios bésicos del aprendizaje, sea acorde con la naturaleza de la materia,
las condiciones socioculturales, la disponibilidad de recursos y las caracteristicas del alumnado con el

fin de propiciar un aprendizaje eficaz.

Las competencias son el eje central de toda la actividad docente, por lo que la metodologia que se
emplee, debe ajustarse al nivel competencial inicial de los alumnos. Se deberd planificar la ensenanza
de nuevos aprendizajes en base a lo que el alumno sabe y es capaz de hacer, creando las condiciones
necesarias para que el alumno pueda establecer un puente entre lo que sabe y lo que se pretende
que sepa. Esto le permitird que los nuevos aprendizajes sean consolidados y no se trate de aprendizajes

Unicamente memoristicos.

Ademsds de lo anterior, uno de los elementos clave en la ensefanza por competencias es despertar y

mantener la motivacion del alumnado, lo que implica que el alumno tenga un rol activo y auténomo.
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4.6.1. Metodologia general

Segun el articulo 2 de Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curricu-
lo bdsico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, se entiende por metodologia al
conjunto de estrategias, procedimientos y acciones organizadas y planificadas por el profesorado, de
manera consciente y reflexiva, con la finalidad de posibilitar el aprendizaje del alumnado y el logro de

los objetivos planteados.

La metodologia propuesta en este trabajo entiende el proceso de ensenanza-aprendizaje como un acto

de comunicacién donde el alumno es protagonista y el profesor es el mediador.

Los principios metodolégicos propuestos van a ser los siguientes:
= Despertar conocimientos previos: al inicio de la Unidad Didéctica, se hara una introduc-
cién que sirva como punto de partida y le permita conectar con los conocimientos que ya tiene

adquiridos.

= Estimular el desarrollo de estrategias de aprendizaje: mediante el fomento del uso de

procedimientos a la hora de resolver problemas.

= El alumno es el centro protagonista que ha de participar de forma activa en apren-
dizaje: el alumnado sera siempre el protagonista en el desarrollo de las sesiones asi como en
las actividades el grupo, de forma que se fomente la expresion oral y escrita. Se fomentara su

participacién en las clases.

= Aprendizaje interdisciplinar: ya que el objetivo principal es el desarrollo de las Competencias
Clave.

El papel del profesor durante el desarrollo del tema sera el de expositor y dialogador con los alumnos

ademaés de fomentar la participacion de éstos mediante la formulacién de preguntas o proponiendo ac-

tividades. El alumno debe asumir el papel participativo y el profesor deberd actuar como un guia.

Las estrategias metodologicas se desarrollaran, a grandes rasgos, del siguiente modo:
= Al introducir los nuevos contenidos se alternard a la vez una metodologia expositiva y construc-
tivista, de modo que se permita que el alumno descubra los nuevos conceptos, a la vez que se

apoyen en los que ya posee.

= En el desarrollo de la Unidad Didactica, se alternaran la introduccién de los contenidos con el
planteamiento de actividades de distintos grados de dificultad a realizar por los alumnos, haciendo
mayor hincapié en las actividades clasificadas como ‘Hacer matematicas’ siguiendo la escala de
Smith y Stein. Estas actividades se resuelven posteriormente en la pizarra, por parte del profesor
o de los alumnos, de forma que se promueva la correcta expresion oral. Las actividades se clasifi-

caran en 4 niveles en funcion del grado de desarrollo cognitivo que estas requieran de los alumnos.
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4.7 Atencién a la diversidad

Se especificard la escala en la seccién de Secuenciacion de Actividades.

El ambiente en la clase serd tal que se favorezca la interaccion profesor-alumno en el aula, tanto una
relacién formal de transmision del conocimiento como una relacion socio-afectiva. El didlogo y el debate
de ideas sera uno de los ejes fundamentales. Una de la claves fundamentales va a consistir en el error,
el cual se fomentard como método de aprendizaje. El aprendizaje mediante el error permite modificar
los esquemas de pensamiento y esto no se produce si no se es consciente del error. El error pasa a ser

asi una fuente de aprendizaje, no una situacién de fracaso. |[Briceno| (2009)).

Las sesiones se llevaran a cabo en el aula habitual y en el aula de Tecnologia e Informatica.

4.6.2. Materiales y recursos didacticos
La forma en la que los alumnos ven los contenidos de la materia pueden resultar mas o menos atractivos

en funcién de los medios y soportes que se usen en su desarrollo.

= En primer lugar, estarian los apuntes que serd un material de referencia a lo largo de la Unidad
Didactica. Pero aparte de los apuntes en si, también pueden emplearse libros, documentos, pagi-
nas web o videos de caracter divulgativo y motivacional que ayudaran a trabajar algunos

contenidos asi como a aumentar el interés por la Unidad.

= Por otro lado se van a encontrar los recursos audiovisuales cuyo soporte es tecnolégico y por
ello requiere un ordenador y un proyector o pizarra. Se podran realizar tanto actividades en
clase como en casa, favoreciendo la competencia digital. En esta Unidad se propone el programa

geogebra.

= En tercer lugar estarfan los recursos informaticos frente a los cuales la actitud del alumno ha de
ser més activa que frente a los audiovisuales. Aqui entrarian de nuevo programas como GeoGebra

y GIMP.

= En cuanto a recursos de instalaciones serian necesario dos aulas en los que se imparten clase: aula
habitual y aula de Tecnologia e Informéatica. Ambas estarian equipadas con proyector y altavoz,

ordenador, pizarra y tiza y con capacidad suficiente para los alumnos.
= Por iltimo, también serd necesario una calculadora.

4.7. Atencidon a la diversidad

Esta seccion se puede comenzar menciondndose, en primer lugar, lo establecido en los articulos 26

al 29 del CAPITULO III Alumnado, orientacién y atencién a la diversidad de la ORDEN
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EDU/363/2015, de 4 de mayo, por la que se establece el curriculo y se regula la implantacion, evalua-

cion y desarrollo del bachillerato en la Comunidad de Castilla y Leon.

En el Articulo 26 se recogen la Finalidad y principios generales de actuacion.

En el Articulo 27 se recoge el Plan de atencién a la diversidad.

En el Articulo 28 se recogen las medidas generales u ordinarias de atencién a la diversidad.

En el Articulo 29 se recogen las medidas especializadas y extraordinarias de atencién a la
diversidad.

La atencién a la diversidad debe de ser considerada como una de las bases de actuacion de cualquier
docente. Cada alumno es una realidad completamente distinta, y es por ello que, a parte del ritmo que
lleva la clase de media, hay que atender a las distintas velocidades a las que evoluciona cada alumno. En
las ensenanzas medias esta diversidad debe ser atendida para facilitar la consecucién de los objetivos
a todos los alumnos. Cuando el progreso de un alumno no responda a los objetivos programados, se

deben de adoptar las medidas oportunas de refuerzo educativo y adaptaciéon curricular.

Todas las medidas que se pueden adoptar, especificadas en la ley y adaptadas a cada centro, se dividen
en:

= Medidas de atencién a la diversidad desde el centro. En la Programacién General Anual se

recoge el acuerdo sobre la adaptacién del curriculo a las caracteristicas y necesidades especificas

del alumnado de un centro y entorno especificos. En concreto, esto se recoge en el Plan General

de Atencién a la Diversidad en el cual se concretan medidas organizativas y curriculares.
= Por otro lado, estan las medidas de atencién a la diversidad desde la programacion didactica.

4.7.1. Medidas ordinarias
= Evaluacién inicial, la cual se realiza al principio de la Unidad Didactica y se puede emplear

para determinar el nivel de competencias del alumnado.
= Refuerzo individual en el grupo a cargo del profesor, lo cual incluye medidas como:

e Animar a los alumnos a aclarar sus dudas en el aula.
e Prestar el apoyo individualizado pertinente.

e Control regular de las tareas realizadas en clase y en casa.
= En la Unidad didéctica se incluiran:

e Actividades de refuerzo las cuales consisten en aplicar los mismos conocimientos a otras
situaciones, de modo que se adquiera el mismo conocimiento desde distintos puntos de vista

y se obtenga una visién mas completa de los conceptos.
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e Actividades iniciales, que se presentan al principio de la unidad, con el objetivo de motivar
e introducir los conocimientos previos necesarios para afrontar con mayor seguridad esa

Unidad Did4ctica.

e Actividades de ampliacidon, para aquellos que ya hayan interiorizado los conceptos ma-
tematicos y sientan interés a la vez que se vean capaces de afrontar nuevos retos. Estas

actividades se clasificaran como actividades de nivel 4 ‘Hacer matematicas’.

4.7.2. Medidas especificas

Las medidas de este apartado que se exponen a continuacién se pondrian en marcha en el caso de que
en el grupo haya alumnos que necesiten una atencién mucho mas individualizada, a pesar de que esta
Unidad Didactica en un principio va dirigida a alumnos avanzados que hayan superado el Bachillerato.
Sin embargo se puede dar el caso. En esta situacién se podria realizar una adaptacion de la unidad

Didactica a sus capacidades y se pondrian en marcha medidas como:

= Adoptar estrategias que aumenten su atencién.

Planificarle los tiempos mé&s detalladamente.

Fomentar su inclusividad, como uno més del grupo.

Impulsar estrategias de planificacién, organizacién, etc.

El profesor tendré que hacer un seguimiento mas exhaustivo de este alumno, centrando més la atencion

en él, corrigiendo sus cuadernos de notas, etc.

4.8. Criterios de calificacién
4.8.1. Evaluaciéon del proceso de aprendizaje
Para determinar la calificacion de esta Unidad Didéactica, se procedera del modo siguiente, en el que

hay que tener en cuenta 3 componentes:

1. La calificacién de la actitud, trabajo y comportamiento del alumno (Ng.) durante la evalua-
cién y que representard el 30 % de la calificacién. Se corresponde con los Estdndares de Aprendizaje

Evaluables 10.1., 10.2. y 10.3., del Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en matemdaticas.

2. Realizacién de una prueba escrita (N,.) que consistird en un 20 % de la calificacion final en la que
se evalien los Estdndares de Aprendizaje Evaluables de la propia Unidad Didéctica. La prueba
consistira en responder de forma breve a algunas cuestiones sencillas en las que se preguntan

conceptos muy generales sobre la propuesta didactica para comprobar que idea final han obtenido.

3. Resolucidén de actividad grupal y exposicién oral (N,) , lo cual formara el 50 % restante
de la calificacién. Se corresponde a lo Estandares de Aprendizaje Evaluables 1.1., 4.1.; 4.2., 7.3.,

7.5., 14.1. y 14.2. del Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matemdticas.
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De modo que la calificacién final de la Unidad Didactica viene dada por:

Nud = 072Npe + 0)3Natc + 0)5N60

4.8.2. Evaluacion de la practica docente
Segun el Articulo 31. Evaluacién del proceso de ensenanza de la ORDEN EDU/363/2015, de
4 de mayo, por la que se establece el curriculo y se regula la implantacion, evaluacion y desarrollo del
bachillerato en la Comunidad de Castilla y Ledn, se recoge que:
1. De acuerdo con lo establecido en el articulo 30 del Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre,
el profesorado evaluara tanto los aprendizajes del alumnado como los procesos de ensenanza y su
propia préactica docente. A estos efectos se tendra en cuenta los indicadores de logro establecidos

en las programaciones didacticas a los que se refiere el articulo 21 de esta orden.

2. El plan de evaluacién del proceso de ensenanza y de la practica docente se incorporara al proyecto
educativo e incluird los momentos en los que ha de realizarse la evaluacién y los instrumentos
para realizarla.

Para dar cumplimiento a las indicaciones anteriores, y con el objetivo de analizar la labor docente, se
realizard una encuesta de autoevaluacién al final de la Unidad Didactica centrada en 3 aspectos: la

planificacién, el desarrollo y la evaluacién de la labor docente.

4.9. Organizacién del contenido
Este apartado esta dedicado a explicar cémo se expondrian los contenidos de esta Unidad Didéctica,

especificados anteriormente, a los alumnos.

1. Activar conceptos previos. Para dar un inicio a esta Unidad Didéctica, se hace un repaso por
distintos conceptos y operaciones que son necesarios controlar para poder interiorizar la Unidad

Didé4ctica de forma satisfactoria.

Aparte de los ya aprendidos en la asignatura en 2° de Bachillerato, se introducirfan:

Distancia en el espacio métrico |z|: Dados dos puntos A y B se llama distancia entre los
dos puntos A, B a:

d(A, B) = |AB|

Coordenadas homogéneas: Con el objetivo de que los alumnos se hagan una idea de lo que
son las coordenadas homogéneas, se puede comenzar por pensar en un plano. En este plano, de
ejes coordenados X, Y un punto @ tendréd unas coordenadas Q(z,y) determinadas como se puede

ver la |5l Ahora este plano se introduce en R? de modo que sea el plano correspondiente a Z = 1.
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x
x

El punto @ de coordenadas ) = , va a tener coordenadas homogéneas Qp, = |y
Yy

1

Estas no van a ser las tnicas coordenadas homogéneas, sino que las coordenadas homogéneas de

@ seran:
Az

Qn = Ayl A€ R".
A

Para no confundir, al emplear coordenadas homogéneas, se introducen los elementos entre corche-
tes, mientras que si son coordenadas vectoriales (las que se han usado normalmente hasta ahora),

se emplean paréntesis.

Colineales: Tres puntos se consideraban colineales si se encuentran situados sobre la misma linea

recta.

Uno de los métodos para determinar la linea que pasa a través de dos puntos v1 = [a,b, ], v2 =
x oy z
[d, e, f] (en coordenadas homogéneas) consiste en efectuar el determinante siguiente: |q b ¢| =

d e f
0, donde [z, y, z] son las coordenadas homogéneas de un punto que se encuentre sobre dicha linea

recta. Esto se deduce de las propiedades de los determinantes, ya que si el determinante es cero,

una fila necesariamente es proporcional a las otras dos.

Traspuesta: Puede haber ambigiiedad respecto a este tema, por lo que se asume desde el principio
que todos los vectores son vectores columna. Esta es la razén por la que al escribir las coordenadas

en fila, se emplea la notacién de traspuesta. Ejemplo: Las coordenadas de vy son (2,1, 3)%.

También se propone la visualizacién del siguiente video en clase con el objetivo de aumentar la

motivacién en los alumnos: The Beauty and Power of Mathematics Tavernetti (2016)).

2. El concepto de funcién. En primer lugar, sera necesario introducir el concepto de funcién desde
otro punto de vista, activando en primer lugar sus conocimientos previos de lo que ellos entienden
por funcién. Al igual que la evolucién histérica, el concepto de funcién ha evolucionado desde una
concepcion puramente geométrica, en la que se considera que una funcién se identifica con una
curva, hasta una concepcion légica, en la que se define funcién como una correspondencia entre
conjuntos, pasando por una concepcion algebraica, en la que una funcién se expresa mediante una
féormula. Ellos estdn acostumbrados a que una magnitud (variable) es funcién de otra si el valor
de la primera depende del valor de la segunda. Por ejemplo: el drea A de un circulo es funcién

2

de su radio: se puede calcular sabiendo el valor de su radio r, que como ellos saben es A = 7r=.

En un ejercicio, a la variable que se quiere calcular se la denomina variable dependiente (y), y la
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variable de la que depende es la variable independiente (z). La expresiéon “estar en funcién de”
se puede entender como “ser dependiente de”. Hay una regla clara para calcular el valor de Y
sabiendo el valor de z en y = f(x) (no todas las funciones son de este tipo pero si la mayoria de
las que se usan de forma natural). Estas reglas funcionales operan como una maquina programada
para que si tu introduces el valor de x, la maquina, capaz de hacer calculos, te da en la salida el

valor de .

Formalmente, se conoce como funcidn o correspondencia de un conjunto A en un conjunto B a
todo subconjunto de A x B. Si f C A x B es una correspondencia, (a,b) € f y en este caso se va

a denotar como f(a) =b. Una aplicacion es una correspondencia de forma que cumple:

» Para todo elemento a € A, existe un elemento b € B que cumpla que f(a) = b.

» f(a) =b1, f(a) = by = b1 = ba.

Se puede comprobar como ejemplo que las condiciones anteriores se cumplen en la Fig.

A T * B

Figura 8: Representacién de una funcién como relacion entre conjuntos.

Se pueden introducir los conceptos de sobreyectividad e inyectividad:

s Funcién inyectiva: Elementos distintos del espacio de salida A van a parar a elementos
distintos del espacio de llegada B. En el caso en el que en la Fig. [§los elementos 1 y 3 fueran

a parar a 2, entonces f no seria inyectiva. Es decir:

Vay,az € A, f(a1) = f(az2) <= a1 = as.

= Funcién sobreyectiva: Cada elemento del espacio de llegada B proviene de un elemento
de A. En el caso de que, por ejemplo, el elemento 5 en la Fig. [8| no viniese ni de el 4 ni de 3

ni de 1, entonces f no seria sobreyectiva.

Hasta este momento ellos han visto que los espacios de salida y de llegada son R o a lo sumo R?,

con la introduccién de los vectores en el curriculo de 4° de la ESO. Es decir, cada (z,y) contenido
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en el espacio de salida A, tras aplicar f, va a parar a un (2/,y’) de B. Puede resultar necesario
. . . /7 . , / . ’
incidir en que ambos términos x,y y ',y son dependientes unos de otros, ya que ellos estan

acostumbrados a que z’ dependiese solo de x y que 3y’ dependiese solo de y.
Ejemplo 1: Sea f : R — R con f(z) ==z
Ejemplo 2: Sea f : R? — R? con f(z,y) = (2/,v') = (y, )

Ejemplo 3: Sea f : R? — R? con f(x,y) = (2/,y") = (32,2 —y)

3. Matriz de una transformacion lineal

Con el propésito de representar las aplicaciones lineales mediante matrices, paso muy importante
en este trabajo, se proponen varios ejemplos de modo que sea algo visual y no tan tedrico. Consiste
en partir de la escritura de cada una de las coordenadas del espacio de llegada en funcién de las

coordenadas del espacio de salir. De este modo, por ejemplo:

Ejemplol1: Sea f : R? — R? con f(x,y) = (z',%') = (y,x). La primera coordenada, =’ es igual
a y. Es decir, escribiendo esta primera coordenada del espacio de llegada 2’ en funcién de las
coordenadas del espacio de salida, se tiene que 2’ = 0z + 1y. Del mismo modo, vy = 1z + 0y. Esto

es equivalente a la siguiente ecuacién matricial:

En consecuencia, se tiene que la aplicaciéon f se puede representar matricialmente por:

Ejemplo 2. Sea f : R3 — R3 la aplicacién que viene dada por f(z,y,2) = (2/,y,2') = (x + y +
z,y,x + 2y + z). Dar la matriz de la transformacién f: De la misma forma que anteriormente,
se obtendria que: ¥’ =z +y+ 2,9 =y y que 2 = 2 + 2y + z, de modo que la matriz A de la

transformacién seria:

! 11 1)\ [z 111
yl=1010]]y]|, con A=[0 1 0
2 1 2 1) \z 1 21

4. Transformaciones geométricas.

Una vez se ha introducido a los alumnos la forma en la que se pueden transformar las coordenadas,

v la representacién matricial de las mismas, se procede al siguiente paso, que consiste en estudiar
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ejemplos concretos de estas transformaciones que serviran como base, con el objetivo final de dar
una introduccion a las transformaciones proyectivas, a la vez que permitiran al alumno conocer

distintos tipos de matrices que representan transformaciones del plano y del espacio.

Ejemplos de transformaciones lineales en R?: Isometrias

Partiendo de las transformaciones f de la forma

f:R* — R?
x x

v = — A
y y

Se podré definir isometria, de forma coloquial, para que adquieran una idea del concepto, como
una aplicacién f que va a conservar las distancias, es decir |z| = |f(x)|. Intentando esquivar el
concepto de base, ya que podria ser algo de un nivel un poco elevado, se les expondria que en
general, cuando una aplicacion es una isometria, la matriz asociada a esa aplicacién serd ortogonal,
cumpliendo que:

At A =1d.

Una demostracion de lo anterior si se les puede introducir, de modo que corroboren la ecuacion
matricial anterior, entendiendo que tiene una explicacién y no es una condicién que deba ser

aprendida de memoria.

Demostracién: Se tienen dos puntos z, y € R?, de modo que su producto escalar:

Y1
Y2

Aplicando la transformacién anterior f, se tiene que f(z) = Az’ y f(y) = Ay, y se calcula de

nuevo el producto escalar:

< f@) fw) >= (a1 a) A4 (") Vo), (pe) € R (13)

Y2

Como lo anterior es una isometria, que ha de conservar las distancias, las ecuaciones [12]y [L3| han

de ser iguales, de forma que: A*A = Idayo.
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0 1
Ejemplo 1: Se tiene una aplicacién f : R?> — R? cuya matriz asociada es: A = . La
-1 0
forma de comprobar que esta aplicacién es isometria seria efectuando los siguientes calculos:
0 1 0 —1 10
A-Al = = = Idax2
-1 0 1 0 0 1
0 —1 0 1 10
Al A= = = Idaxo
1 0 -1 0 0 1

Como cumple las condiciones, f es una isometria.

Ejemplos: Con el objetivo de exponer ejemplos, mecanismo fundamental en la ensenanza de las

matematicas |Janvier (1981), se presentan los giros y las simetrias.

Giros o rotaciones.

Realizar un giro de los elementos contenidos en un plano va a ser una de las transformaciones que
van a considerarse isometrias. Estos giros G(O, «) rotan los elementos un dangulo « alrededor de

un punto fijo llamado centro O.

P(x'y’)

'

'l

a P(x,y)

0

Figura 9: Giro de centro O = (0,0).

/

x
Las coordenadas que se van a obtener tras aplicar la aplicacién G a las coordenadas iniciales
/

Y

x
del eje cartesiano van a tomar la siguiente forma:

Y

2’ = cos(a)x — sin(a)y,

y' = sin(a)z + cos(a)y.
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De esta forma la matriz asociada a la aplicacién G : R?> — R? toma la forma:
cos(a) —sin(a)

sin(a)  cos(a)

Simetria de centro O =

POXY)

* P(xy)
Figura 10: Simetria de centro O = (0,0).

Una simetria Sp : R? — R? como la de la Fig. consiste en una aplicacion G en la que un
/

T
punto P con coordenadas se transforma en un punto P’ = de modo que
y y
¥ =—x,
y'=—y

Simetria respecto de una recta.

La Fig. representa una simetria Sy : R? — R? respecto del eje Y de las coordenadas

cartesianas, de modo que se tiene:
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Figura 11: Simetria axial.

La matriz asociada, en consecuencia, adquirird la forma:

-1 0
0 1

En la parte de actividades se propone la simetria Syziq : R> — R? respecto del eje X.

Para visualizar las translaciones, giros, simetrias y homotecias se propone el empleo del programa
informéatico GeoGebra. En primer lugar se haria una introduccién al uso del programa en el aula
de informatica, para posteriormente, llevar a cabo un trabajo en grupos en el que se realicen
transformaciones geométricas sobre las cuales tienen que redactar las ecuaciones y operaciones
matriciales y a la vez representarlas en el programa informatico. El programa se puede usar online

gratuitamente en el siguiente enlace: GeoGebra |Hohenwarter et al (2022]).

En la seccion de actividades, se exponen, de nivel 4 siguiendo la escala de Smith y Stein, el
calculo de las isometrias anteriores pero respecto de cualquier otro punto que no sea el origen.
Esas actividades, para un nivel de 2° Bachillerato requieren una demanda cognitiva mucho mayor,

pudiendose clasificar como “hacer matematicas”.

Transformaciones afines

El siguiente paso que se va a dar consiste en estudiar las transformaciones afines. Las trans-

formaciones afines son de la forma:

f:R?2 — R?
T T t
— A + ,
Y Yy t2

donde A es la matriz de la transformacion lineal asociada a f. Cuando esta matriz A cumpla la

condicién de que A*A = Id, entonces se estard hablando de un movimiento, de modo que éstos,
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al igual que las isometrias, conservan las distancias.

Una de las claves de las transformaciones afines frente a las isometrias, es que éstas no se escriben
de la forma matrizxcoordenadas unicamente. Con el objetivo ahora de escribir estas trans-
formaciones de la forma matriz xcoordenada, se recurre a las coordenadas homogéneas que se

expusieron en los conceptos previos. Se denominard A a la siguiente matriz:

A= , (14)

donde A es la matriz asociada a la transformacién lineal que, para ser esa aplicacién un movi-

miento, ha de cumplir que A'A = Id.

Ejemplos de movimientos son los siguientes:

Giros.

La matriz asociada a los giros, estudiados anteriormente, adquiriria la siguiente forma:

cos(a) —sin(a) | 0
sin(a)  cos(a) |0 |- (15)
0 0 1

Al estar empleando coordenadas homogéneas se hace el cambio de notacién de paréntesis a cor-

chetes.

Simetrias.

0
La matriz asociada a las simetria de centro O = , estudiados anteriormente, adquiriria la
0

siguiente forma:

Se propone deducir la forma matricial de una simetria respecto al eje coordenado X estudiado en

la seccién anterior de isometrias.
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A parte de los giros y simetrias, van a aparecer nuevos tipos de transformaciones en el plano que
se van a clasificar como movimientos. Un ejemplo de ellos son las translaciones, en las que, la

matriz A adquiere la forma de la Identidad, de modo que siempre van a ser movimientos:

Translacidn.

Para empezar a estudiar este concepto, se propone emplear los ejes coordenados X e Y, al que los

alumnos estan bastante acostumbrados. En ese sistema se considera un punto p4 con coordenadas

TA t
pa = al que se le puede aplicar una translacién definida por el vector t = * ,
Ya ty
Ps
4 Pa -
A X4 }

Figura 12: Translacion de vector t.

TB
obteniéndose el punto pg = con rp =4+t Yy YB =ya +ty.

YB
De esta forma se tienen introducidas las translaciones, que consisten, en este caso, en una aplica-

cién T : R?2 —» R2.

Recordar que, a efectos préacticos, las coordenadas homogéneas van a consistir en anadir un 1 al
final de los vectores, de forma que se pueden definir vectores en términos de un factor de escala

arbitrario, el cual al eliminarle, se llega a las coordenadas originales:

1
wy _>E—> Y

La forma matricial que estas ecuaciones adquieren entonces es:

B 1 0 tz| |xa
yp| = [0 1 & |yal - (17)
1 0 0 1 1

Resolviendo la ecuacién matricial anterior, el alumno puede comprobar que se obtienen las ecua-
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ciones iniciales de la translacion.

El siguiente ejemplo, no es un movimiento como puede el alumno comprobar, pero si es un afinidad:

Escalamiento

El escalamiento consiste en aplicar una escala de factor (s;,sy) a las coordenadas de un punto
pa = (z4,y4). El escalamiento resulta en una contraccién o expansién en funcién de los valores

Sz Y Sy.

De forma que se va a tener que las coordenadas de pa se transforman de la siguiente forma:

IB = Sz A,

YB = SyYA.

Pa

PB

Figura 13: Escalamiento de factor s = (?) .
Y

La expresion matricial siguiendo las coordenadas homogéneas:

TR sz 0 0] (x4
yp| = |0 Sy 0 YA (18)
1 0 0 1 1

Resulta interesante destacar, que hasta ahora, todos los ejemplos expuestos en coordenadas ho-
mogéneas, dejan el tercer elemento (el 1) invariante. Esto se debe a que en la ecuacién los

dos elementos primeros de la tltima fila {a31, a3z} son nulos. Sin embargo, jque pasaria si no lo
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fuesen? En ese caso se conseguiria transformar el tercer elementos de los vectores en coordenadas
homogéneas. Ese va a ser el caso de las transformaciones proyectivas que se introducirdn mas

adelante.

5. Proyecciones-perspectiva

Las transformaciones geométricas expuestas a los alumnos anteriores, no solo tienen multitud
de aplicaciones, sino que ademads sirven como base para poder entender el modelo de formacién
de imagen que se plantea en este trabajo, permitiendo incorporar la distorsién perspectiva. La

perspectiva es lo que permite responder a preguntas iniciales como:

JPor qué la imagen (la geometria) de los objetos se distorsiona al ser percibida por un sistema de

lentes como por ejemplo el ojo humano o una camara?

:Hc:

e
3a5ee

Figura 14: Perspectiva (2020)).

En la Fig. [[4] los objetos son perfectamente rectangulares, pero las formas observadas son ‘rom-
boides’. Las imédgenes que percibimos distorsionan la geometria de los objetos que observamos.
Con el objetivo de entender de donde vienen estas diferencias o distorsiones, se pretende dar a
los alumnos las nociones basicas del funcionamiento de una camara y su proceso de formacién de

imagen (una proyeccién perspectiva).

Para comenzar se supone un punto P = (X,Y, Z)! en el espacio tridimensional, localizado en la

punta de la flecha de la Fig.

La ubicaciéon de dicho punto P en una imagen capturada por una cdmara se obtiene por su
proyeccion sobre su centro de perspectiva C, de forma que si el plano amarillo en la Fig.
es el plano imagen, entonces la imagen del punto P estard en las coordenadas del punto p. = (z,y)
del plano imagen. Para determinar esas coordenadas p. = (x,y) en funcién de la ubicacién del
punto P de coordenadas (X,Y, Z)!, se toma como referencia el tridngulo que viene dado por C y

la base y la punta de la flecha del punto P, como se puede observar en la Fig.

La distancia entre el centro de proyeccién P y el plano donde se ubica el punto P viene dado

por la coordenada Z de dicho punto. La distancia entre el plano imagen y el centro de proyeccion
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P(X,Y,2) /

Pc :y)

Figura 15: Proyeccién perspectiva. (2020)

A
v

/ z

Figura 16: Tridngulo de referencia del modelo de cdmara. (2020))
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C se denomina distancia focal f. La altura del tridngulo grande es a la base como la altura del
tridngulo pequetio es a su base (Teorema de Tales, el cual aparece en el curriculo de 2° y 3° de la

Y Y
ESO). Con ello se obtiene que: 7 = % == Y= fE' La focal f depende de la potencia de

la camara. Este mismo resultado aplica también a la coordenada x = f A

Es decir, en la proyeccion anterior empleando coordenadas homogéneas, se tiene la siguiente

transformacién de coordenadas:

» )
e Iz
2l 1%
1

1

Al final, lo que se estd consiguiendo es llevar todas los puntos del mundo que nos rodea (tridi-

mensional) a un plano de dos dimensiones.

Esta transformacién se puede representar mediante la siguiente transformacion de escalamiento
estudiada previamente, la cual no conserva las distancias por lo que no era un movimiento, sino

que se clasific6 como un tipo de transformacién menos restrictivo llamado afinidad:

f 0 00
0 f 0 0f, (19)
0 010
_X_
fX
Y
que transforma las coordenadas en | fY | (observando que se ha multiplicado a todas las
Z
Z
1

coordenadas del vector resultante-p(;r Z de modo que queda un vector equivalente.) Dividiendo
por el factor de escala Z a todas las componentes, se obtienen las coordenadas deseadas. Sin

embargo se va a trabajar con el vector multiplicado por Z por comodidad en los calculos.

Una vez se tiene capturado el mundo tridimensional por una cdmara (imagen plana bidimensional)

lo cual es representado mediante la matriz en se procede a explicar las transformaciones que
X
tienen lugar dentro de las cdmaras de los puntos que se han obtenido | fY' | = p.. Lo que sucede

Z
ahora con p. es que, al estar en unidades métricas (m,cm, etc. ya que proviene de un punto

tridimensional), no encaja con las unidades del plano de proyeccién que suele ser pixeles, por
lo que en el punto p. hay que hacer una conversiéon de unidades. Se emplearan las constantes:

pixel pixel T . . .
ku e ¥ kv oairg- Al multiplicar p. por estas unidades, que se formulard con una matriz de
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(0,0) u

(0,0

Figura 17: Plano imagen de la camara Pertuz (2020)

pizel metro

escalamiento, se conseguira eliminar los metros: &k, - X — > T = pizel y de la misma
metro

pizel metro

forma: k, - Y — = pizel. La matriz equivalente sera:

metro 1

ky, 0 O
0 k, O
0 0 1

Otro factor a tener en cuenta es que el centro de proyeccién C de la cdmara, se encuentra en
el centro del plano imagen de la Fig. Sin embargo, en la camara, el origen de coordenadas

esta en el extremo superior izquierdo, por lo que hay que hacer una nueva transformacion. Esta

transformacion va a ser una translacién, ya estudiada anteriormente. Esta translacion del centro

ug

del plano al extremo izquierdo se denotara por y teniendo en cuenta la ecuacion |17 se tiene:
vo
1 0 wug
0 1 wl- (21)
00 1

El punto final p tras la translacién y escalamiento anteriores aplicados al punto p. y la

proyeccién aplicada a P inicial que vino dada por la ecuacién [19| resulta ser

10 w|[ke 0 0l [f 0 0 T
p=10 1 v 0 k, O 0 f O P = 0 fky o P=KP. (22)
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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La matriz K se denomina matriz de la cAmara y lleva cualquier punto P del espacio tridimensional

que nos rodea al punto p del plano imagen.

Hay que tener en cuenta que el sistema de referencia del punto P y del resto de puntos del
espacio tridimensional real tienen coordenadas cuyo origen (el O = (0,0,0)!) esta en el centro de

proyeccién de la camara C.

6. Transformaciones proyectivas

P1/

Figura 18: punto proyecta sobre el plano imagen de la cdmara Pertuz (2020))

La Fig. es similar al montaje del apartado anterior, pero visto desde arriba, donde la linea

amarilla sigue representando el plano imagen de la camara.

Sin embargo, si la cdmara se rota, cambiando la perspectiva desde la que se fotografia al mismo
punto P, el plano imagen también cambiard, de forma que ahora la imagen del punto real P se
forma en ps. En la siguiente figura Fig. se puede observar ese cambio de perspectiva, y como

influye en el plano imagen, incidiendo en que p; y p2 son la transformaciéon del mismo punto P.

P2

Figura 19: punto P proyectado sobre distintos planos imagen de la camara resultando pi, ps [Pertuz
(2020)
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Lo que resulta ahora de interés es determinar la transformacién entre el punto p; y po, lo que se

conoce como transformacion proyectiva.

Este problema es uno de los que hay que resolver a la hora de tomar fotos panoramicas desde un
moévil.

Recuperando la ecuacion el punto p; se sabe que se obtiene de p; = K P. Por otro lado, py se
obtiene de rotar la cdmara (de forma que ha cambiado la perspectiva de la cdmara), y posterior-
mente de nuevo multiplicar por la matriz de la cdmara K. La rotacién se puede representar por
una matriz R como se estudié anteriormente llegando a la ecuacién [15) de modo que po = K RP.
De la primera ecuacién p; = KP se puede despejar el pardmetro P multiplicando por K1 de

forma que P = K ~'p; y llevando este resultado a po = K RP se obtiene que:

po = KRK 'p;

En consecuencia, la matriz de esta transformacién va a ser KRK~! = H que envia puntos de un
plano imagen a otro a partir de un cambio de perspectiva, es decir, un cambio en la posicion de
la camara. Un ejercicio que puede resultar interesante y que se propone en la secuenciacién de
actividades podria ser calcular la dimensién de esta matriz H. El resultado que se obtiene es que
es una matriz 3 x 3, de modo que, se tiene una matriz H de dimensién 3 x 3 que envia puntos de

un plano a otro. De forma mas formal se puede definir la siguiente aplicacion:

f:P?— P?
[p] — [Hp]

donde P? es el plano imagen de la cAmara.

Como se estudié en el apartado de este trabajo, es necesario establecer una correspondencia
entre 4 puntos del espacio de salida con otros 4 puntos del espacio de llegada para poder definir
una trasformacién proyectiva. El ejemplo que se expuso en aquel apartado fue: Encontrar una
transformacion proyectiva f que una los Puntos [1,0,0]%,[0,1,0]%,[0,0,1],[1,1,1] con los Puntos
no colineales [1,—1,1]%,[1,-2,2]%,[-1,2, —1]%,[0,1,2]* respectivamente. Se puede explicar como
se desarrollaria el ejemplo a los alumnos para que comprenda el mecanismo.

También se puede observar en el ejemplo anterior que, frente a la matriz que mantenia inva-

riante el tercer elemento de los puntos en coordenadas homogéneas, ahora los términos agq, as2

ya no son nulos, de modo que si van a transformarse esos elementos.

4.10. Secuenciacion de actividades
A la hora de seleccionar actividades, se hacen siguiendo uno de los criterios més extendidos que asigna

un nivel a las actividades en funcion de la demanda cognitiva que requiera del alumno. El criterio que
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se va a seguir va a ser el propuesto por Stein y Smith que agrupa las actividades en 4 niveles [Smith
and Stein| (1998).
= Nivel 1: Memorizacion: Involucra actividades que tinicamente requieren haber memorizado los

conceptos y permite asimilarlos.

s Nivel 2: Procedimiento sin conexion

Hasta aqui quedarian involucrados los ejercicios cuya demanda cognitiva es baja.
= Nivel 3: Procedimientos con conexién

s Nivel 4: Hacer matematicas

Estos dos tltimos niveles son de alta demanda cognitiva, siendo el 4° nivel aquel que clasifica a
aquellas actividades que requieren un entendimiento completo de los conceptos matematicos en
cuestion.
A continuacién se especifican las actividades que se propondrian, para cada una de la secciones en las
que se dividirian los contenidos de la Unidad Didéctica. Algunas de estas actividades son de elabora-
cién propia y otras han sido extraidas de los libros Merino Gonzalez and Santos Alaez (2021), Arocal

Hernandez-Ros et al. (2004)
= Conceptos previos

La actividad propuesta en este apartado es de nivel 1 siguiendo la escala propuesta [Smith and
Stein| (1998)), al consistir inicamente ejercicios de aplicacién directa para activar conceptos previos.
En el caso indicado, es de nivel 2 al requerir una demanda cognitiva mayor, que va mas alla de
tan solo aplicar las definiciones.

Colinealidad: Para practicar y recordar este concepto, se proponen estos ejercicios: Determinar

si los siguientes puntos en coordenadas homogéneas son colineales :

o [1,2,3], [1,1,-2]%, [2,1, 9]
o [1,2,—1], [2,1,0], [0,—1,3]
e De nivel 2, al presentar 4 Puntos de los cuales hay que concluir que solo 3 pueden ser
colineales: [1,0,0]%, [0,1,0]* , [0,0,1]¢, [1,1, 1]
= El concepto de funcion.

En un inicio, para aplicar los conceptos aprendidos en teoria, se propondrian actividades del
siguiente tipo que se podrian clasificar como ejercicios de Nivel 2 siguiendo la clasificacién pro-
puesta, ya que es necesario entender el concepto de funcién, pero no requiere una conexién con
otros conceptos.

Ejercicio 1: Considerando la aplicacién f : R — R con f(z) = z, dar la imagen por f de

1eR,5€R
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Ejercicio 2: Considerando la aplicacién f : R? — R? con f(z,y) = (2/,y') = (y,), dar la
imagen por f de (1,2) y de (3,5).

Ejercicio 3: Sea f : R? — R? con f(x,y) = (2/,9') = (3z,2 — y), dar la imagen por f de (1,2)
y de (3,5).

Posteriormente se propondrian los siguientes ejercicios que requieren un salto en cuanto a demanda
cognitiva, a parte de que se incluye una notacién algo més avanzada, de modo que podrian
clasificarse como Nivel 3:

Ejercicio 4: Sea f : R — R3 la aplicacién que viene dada por f(z,y,2) = (v +y + z,y, 2 +
2y + z). Dar la imagen de v; = (1,0,0)%, vo = (0,1,0)%, v = (0,0,1)! y vg = (1,1,1)*. A modo
de curiosidad, el conjuntos de vectores {vi,ve,v3} forman lo que se denomina base candnica o

estindar de R3. De la misma forma a e; = (1,0)!, e5 = (0,1)! forman la base estindar de R?

Ejercicio 5: Sea f : R® — R? la aplicacién que viene dada por f(z,y,2) = (22 + ¥,z — 2). Dar

la imagen de v; = (1,0,0)%, va = (0,1,0), vo = (0,0,1)! y vy = (1,1,1).
En este dltimo ejercicio, las dimensiones del espacio de salida y de llegada no son las mismas, lo
que requiere un grado mayor de comprensién.

= Matriz de una transformacion lineal

Con el objetivo de que los alumnos se familiaricen con la representacién de aplicaciones mediante

matrices, se proponen los siguientes ejemplos de ejercicios que se les podrian impartir.
La primera parte de actividades de nivel 2, serian las siguientes:

Ejercicio 1: Sea f : R? — R? definida como: f(x,y) = (3x,z — y). Dar la matriz asociada a la

aplicacién anterior.

Ejercicio 2: sea f : R — R definida como f(z) = z. Dar la matriz asociada a la aplicacién

anterior.

Actividades de nivel 3, que ya requieren una conexién con otros procesos ya que el alumno ha de
entender y dar interpretacién al hecho de que la matriz que va a obtener ya no va a ser cuadrada,
al ser la dimensién del espacio de salida y llegada distinta. A su vez hay un cambio de notacién.y
un grado de demanda cognitiva mayor.

Ejercicio 3: Sea T : R? — R? la aplicacién que viene dada por T'(z,y) = (z+ 2y, —¥,y). Dar
la matriz asociada a la aplicacion anterior.

Ejercicio 4: Sea R : R? — R? la aplicacién que viene dada por R(z,y, z) = (z + 2z, —y). Dar

la matriz asociada a la aplicacion anterior.

= Isometrias en R2
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En primer lugar, ejercicios de nivel 2 que requeririan aplicar los conceptos vistos en este apartado

y alguno del apartado anterior podrian consistir en:

o o 9 > : : cos(ar) —sin(a)

Ejercicio 1: Comprobar que la aplicacion G : R* — R* cuya matriz asociada es
sin(a)  cos(«)

es una isometria.

De nivel 3, se considerarian las siguientes actividades:

Ejercicio 2: Dar la matriz de una simetria axial S respecto de la recta X correspondiente a la

primera coordenada cartesiana.

Figura 20: Simetria axial respecto del eje X.

Solucion: Las ecuaciones en este caso tomarian la forma: 2’ = x, 3y’ = —y dejando invariante la
primera coordenada y ‘girando 180°” la segunda respecto del punto (x,0)!, de modo que la matriz

adquiriria la forma:

0 -1

De nivel 4, que requeririan una demanda cognitiva bastante elevada, podrian ser los siguientes:

Ejercicio 3: Calcular los putos fijos del giro G(O, «).

) ) ) ) cos(a) —sin(a)
Ayuda: Para calcular los puntos fijos del giro G : R> — R? cuya matriz asociada es
sin(a)  cos(a)

hay que ver que puntos se quedan invariantes al efectuar esa aplicacion, lo cual es equivalente a:

cos(a) —sin(«) x x
sin(a)  cos(a) Yy Yy
Esto es:
cos() =1  —sin(a) x 0
sin(a)  cos(a) — 1 y 0

84



4.10 Secuenciacioén de actividades

. cos(a) =1 —sin(a) . - >
Efectuando el determinante = 0, se obtiene que la tnica solucién es que
sin(a)  cos(a) — 1

a = 0, por lo que no habra vectores fijos.
Ejercicio 4: Calcular los puntos fijos en la simetria axial respecto del eje X.

: . . : o L0
Solucion: La matriz correspondiente, hallada en uno de los anteriores ejercicios es , de

0 -1

modo que para hallar los puntos invariantes bajo esa aplicacién, hay que efectuar las operaciones

De modo similar al ejercicio anterior, quedan las ecuaciones Ox + Oy = 0, y Ox — 2y = 0. De la
segunda ecuacion se extrae que y = 0 quedando libre el pardmetro x con x = x por lo que los

puntos fijos vienen dados por todo el eje X, como inicialmente planteaba el ejercicio.

Ejercicio 5: Comprobar que la siguiente matriz representa una isometria y hallar a qué tipo de

las estudiadas se corresponde. Rotacion de dngulo 37”

Ejercicio 6: Comprobar que la siguiente isometria es realmente una isometria y hallar a qué

tipo de las isometrias estudiadas se corresponde. Simetria respecto de la recta x =y

De nivel 4, con un grado de demanda cognitiva bastante mas elevado, se proponen los siguientes

ejercicios:
Ejercicio 7: Calcular la matriz asociada a un giro G : R? — R?, respecto a un punto P(p1, p2).

Solucion: Recordando la matriz asociada a un giro en coordenadas homogéneas tenia la forma
dada en la ecuacién el objetivo ahora va a ser fijar [t1,t5]" de forma que, el centro P(py,p2)

quede invariante bajo la transformacién. Esto es:

cos(a) —sin(a) | t1 | |p1 p1
sin(a)  cos(a) |ta | |p2| = |p2
0 0 1 1 1
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Desarrollando las ecuaciones anteriores,
cos(a)py — sin(a)p2 + t1 = p1,

sin(a)p1 + cos(a)ps + t2 = p2,

de donde se pueden despejar los valores de t1,ts, con lo que se tendria resuelto el problema.
Ejercicio 8: Calcular la matriz asociada a una simetria S : R? — R?, respecto a un punto
P(p1,p2)-

Ayuda: De forma similar al ejercicio anterior, hay que imponer en [t1,t2]t, de modo que el

centro que el punto P(p1,p2) quede invariante bajo la simetria, lo que se traduce en:

b1 p1
p2| = | P2
1 1

= Transformaciones proyectivas:

Para comenzar, se proponen ejercicios para familiarizarse con los conceptos basicos necesarios de
la seccion, para lo cual solo hace falta aplicar lo memorizado, por lo que se considerarian ejercicios

de nivel 1.

Ejercicio 1: Determinar las coordenadas homogéneas en la forma [a, b, 1]" de los siguientes
Puntos: [2, —1,4]%, [4,2,8] y [27, —7, 47].

El caso de [2,—1,4]" consistiria en %, %, 1]

Seria til incidir en que el primer y tercer punto son en realidad el mismo, lo cual se ve mas claro

al pasarlo a coordenadas homogéneas.

Ejercicio 2: Calcular la dimensién de la matriz H, matriz de la transformacion proyectiva
que lleva la imagen p; de un mismo punto P a otra imagen po del mismo punto tras cambiar la

perspectiva de la camara.

De nivel 2, requiriendo aplicar los conceptos aprendidos pero sin conectar con otros conceptos, se

proponen actividades del tipo:

Ejercicio 3: Encontrar la matriz A asociada a la transformacién proyectiva f : P2 — P?

que une los Puntos [1,0, 0%, [0,1,0]%,[0,0, 1]¢, [1,1, 1]t alos Puntos [—1,0, 0], [-3, 2, 0], [2,0,4]%,[1,2, —5]%.

Resulta interesante plantear el ejercicio inverso, es decir, encontrar la transformacién proyectiva
que una los Puntos [—1, 0, 0]%, [-3,2,0]%, [2, 0, 4], [1, 2, —5]¢ alos Puntos [1, 0, 0]¢, [0, 1, 0]%, [0,0, 1]¢, [1, 1, 1]¢.

La matriz asociada a esta transformacién f~! : P2 — P? es la inversa, es decir A~!.
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Figura 21: Perspectiva 1 de la Facultad de Ciencias.

Para consolidar y aplicar los conceptos aprendidos sobre el funcionamiento de la cdmara y las
transformaciones proyectivas, se proponen las siguientes actividades cuya demanda podria clasi-
ficarse en el nivel 3-4 de la escala empleada a lo largo de todo este apartado, con una aplicacién

real y conexién con otros conceptos matematicos.

Ejercicio 4: El objetivo de este ejercicio consiste en aplicar las transformaciones proyectivas a
imégenes reales. De la parte tedrica y de resultados de anteriores ejercicios, el alumno ha llegado a
la conclusién de que estas transformaciones f : P2 — P2, entre dos planos imagen, necesitan de
4 Puntos los cuales son no colineales 3 a 3, para poderlas llevar a cabo. La matriz asociada a estas
transformaciones es de dimensién 3 x 3. Una vez se tienen estos 4 Puntos en ambas imagenes, se
puede obtener la matriz de la transformacién aplicando que se estudid en la parte tedrica y

se aplico en el ejercicio 3.

En este ejemplo, se considera una imagen digital tomada desde dos perspectivas diferentes de la
fachada de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Valladolid, como se puede observar en
la Fig. [21]y en la Fig Los cuatro Puntos seleccionados se encuentran situados sobre el mismo

plano en el edificio.

Los 4 puntos que se han elegido en Fig. se corresponden a los mismos 4 puntos en la Fig.
En conclusién, se tienen 4 puntos en la imagen seleccionados, y sus 4 puntos homédlogos en la
imagen transformada proyectivamente mediante un cambio de perspectiva. Aplicando un proceso

similar a se puede obtener la matriz A de la transformacién proyectiva f : P> — P? que
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ACUCTAD DE CIENCIAS

=

Figura 22: Perspectiva 2 de la Facultad de Ciencias.

envia f : [x] — [Az].

La herramienta de trabajo que se va a emplear consiste en el programa GIMP, que es un programa
gratuito, en el que se inserta la imagen y da las coordenadas de los puntos que se desee en multitud
de unidades. En este caso, seleccionando pixeles como unidad de medida y recordando que el origen
de coordenadas esta en el extremo superior izquierdo, se escogen los puntos comenzando por vy
correspondiente en la Fig. 21]al punto negro situado mas al extremo superior izquierdo. En sentido
horario, se llaman al resto de puntos v, v3, vs. En la Fig. 22] de forma similar, se seleccionan los

puntos homélogos wy, wa, ws, wy correspondientes.

En consecuencia, se va a tener la siguiente terna de puntos:

480 951 957 459
v1 = |465| ,v2 = [240| ,v3 = [780| ,v4 = |843],
1 1 1 1
con sus homologos:
624 1764 1791 603
wy = |45 |, w2 = [192 [ ,w3 = | 762 | ,ws = |735
1 1 1 1
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Siguiendo el mismo procedimiento de [3.2.1}

a d g
La matriz A va a estar formada por los siguientes elementos: A= |p e h|.
c f 1

Ademas, hay que imponer que las imdgenes de {v1, va, v3} sean {w1, wa, ws}. Para ello se considera
la matriz V', matriz 3 x 3 cuyas columnas son las coordenadas de los 3 puntos {vy, v, v3}. También
se considera la matriz 3 x 3 W cuyas columnas son las coordenadas de los puntos {wi,ws, w3}.
La tercera imposicion es que hay que conseguir que la transformacién sea tnica, ya que, la trans-
formacién obtenida a partir de los 3 puntos anteriores no es unica, por ejemplo, Av; = ajw; o

Ave = aswsy. Luego se define la matriz

aq 0 0
A=10 ay 0],
0 0 ag

que servird para, posteriormente imponer que la imagen de vy sea w4 y acabar asi con la am-

bigiiedad al fijar los valores a1, as, as.

Teniendo todo lo anterior en cuenta, se tiene la siguiente ecuacién matricial, la cual se puede
desarrollar para que los alumnos vean que realmente se corresponde con las condiciones impuestas

y que es similar al ejemplo2 de [3:2.1}

AV =W-A,

al 0 0
A=W-10 a 0| VL (23)

0 0 as

Ahora solo faltaria imponer que la imagen de vy sea w4, de modo que se fijen los valores a1, ao, as:

al 0 0
W-1lo as 0] - V_l - V4 = WY4. (24)
0 0 as

Con ayuda de un programa llamado wx.maxima, que va a resolver la ecuacién 23] se obtiene una

matriz 3 X 3 realmente compleja al no estar fijados los valores a1, as, as pero, imponiendo ahora la
a1 = 0,9944552166406497

ecuacion 241al resultado anterior, se obtienen unos pardmetros de ajuste: | ay = 1,737411088176671 | ,

az = 1,803925943709807
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con lo que, la matriz A resultante es:

45659,07799722301  2137,481651796225 —1,757264783358661 - 107
A= |13126,49958979658 16436,26480144602  —1,3558657077133 - 107 | - (25)
13,99999999999999 0,9039524327368554 1413,570088594156

Este desarrollo podria llevarse a cabo en un aula con proyector de modo que los alumnos visualicen

esta resolucion matricial.

Con el objetivo de comprobar que la matriz A calculada asociada a la trasformacién f : P2 — P?
es correcta, se calcula la imagen de, por ejemplo, ve, para comprobar que realmente se obtiene

wg

951 2,636213093820356 - 107 1764
1
A = A = — ,.
v2 240 2869347,585110593 — 1494451867245 1 — | 192 Wy
1 14944,518672451 1

Hay que recordar que en el ultimo paso se pasa al representante mas sencillo de las coordenadas
1764

homogéneas. El resultado obtenido w} es préacticamente similar al punto real we = | 192
1
A partir de la matriz A obtenida, se puede determinar la posiciéon de cualquiera de los puntos

homélogos a partir de su posicién inicial. A modo de ejemplo se escoge el vértice del extremo

804
superior izquierdo de la primera torre (estrella en la Fig. |21)), cuyas coordenadas son vs = |312] .
1
Su transformada va a ser
804 2302 1534
wy = Avs = A |312| = | 246 | — 115 — | 164 | = w§
1 1,5 ’ 1
1521
Comparado con las coordenadas medidas con GIMP en [22[ws = | 153
1
Otro punto vg correspondiente a la estrella debajo del logo de “FACULTAD DE CIENCIAS” en
77
la Fig. [21| con coordenadas vg = |1017|. Su imagen va a venir medida en la Fig. [22| por las
1
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1443
coordenadas wg = |1010|. Calculandola con la matriz de la transformacién se obtiene
1
20078282 1435
1

, = A = —_— = ,‘

Wg We 13511905 | — 13520 — | 1000 Wg
13520 1

Otro punto correspondiente a la estrella en la esquina inferior izquierda de la primera torre:

792 1548
v7 = |801| , cuyas coordenadas transformadas son w7 = | 765 |. Calculando con la matriz de
1 1
transformacion:
20301464 1535
1
r _ — qpf
wy = Awr = 10002986 | — 3905 7 | 796 wr.
13225 1

Los resultados obtenidos son bastante similares a los reales. Las posibles variaciones pueden de-

berse a fallos en las cuentas que son bastante extensas asi como errores en la toma de medidas.

Ejercicio 5: Se propone a los alumnos realizar, en grupos, una actividad de forma similar a
la anterior, pero a partir de un paisaje o edificio que a ellos les resulte de interés. Tendran
que fotografiar desde dos perspectivas distintas, seleccionar 4 puntos homodlogos, y emplear la
herramienta de trabajo innformatica GIMP para medir las coordenadas. Posteriormente, se les
facilitaria la plantilla de del programa “maxima” empleada en el ejercicio anterior, de modo que
ellos solo tengan que introducir las coordenadas de los 4 puntos con sus homologos y asi obtengan

la matriz de transformacion.

Se les pedira que reflexionen acerca de procedimientos como pueden ser la necesidad de encontrar 4
puntos y sus homoélogos para poder establecer una transformacién proyectiva, o sobre el significado
de la matriz. También se les pediria comprobar que realmente la matriz obtenida envia cualquier
punto del plano a su homoélogo. Esta actividad podria clasificarse en nivel 2-3, al consistir en
reproducir una actividad ya realizada pero requiriendo de autonomia y de interiorizacién de
bastantes conceptos. La metodologia a emplear a lo largo de esta actividad, que serd la que
computaria en la calificacion como “Resolucién de actividad grupal y exposicién oral” en ,
serd la que se especificé en y que se viene siguiendo a lo largo de toda la organizacion del

contenido y secuenciacién de actividades.

Ejercicio 6: Un ejercicio que también puede resultar de gran interés es el siguiente. Previamente se
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ha estudiado que el concepto de paralelismo en la geometria proyectiva desaparece, y se considera
que en el espacio euclideo dos lineas son paralelas si se cruzaban en un punto en el co, ahora esas
lineas se cruzan en un punto que ya no esté en el co. Asi por ejemplo, en la siguiente imagen, se

puede observar de la fachada norte de la Catedral Nueva de Salamanca:

Figura 23: Catedral Nueva de Salamanca perspectiva 1.

En la anterior foto, tomada el 26 de marzo del presente ano, se puede observar como, lineas co-
rrespondientes al mismo plano (la fachada) que en el espacio tridimensional son paralelas, en una
proyeccién que da lugar a la imagen digital, dejan de ser paralelas, tal y como conocemos este
concepto, ya que en la geometria proyectiva no existe. El mismo anadlisis se puede hacer con los
pindculos. Es decir, la proyectividad trae puntos que, inicialmente estaban en el co a puntos que
dejan de estarlo. Un estudio del concepto anterior se hizo en [3.3.3] aunque podria ser de un nivel

elevado para los alumnos.

FEmpleando de nuevo el programa GIMP, se hace una transformacién proyectiva, de modo que se

obtiene la siguiente imagen:

Esta nueva Fig. ha sufrido un cambio de perspectiva de modo que parece tomada desde la
parte frontal a la fachada, y no inclinada como en Fig. 23] Ahora las mismas lineas son “para-
lelas”, (entre comillas porque ya no existe ese concepto). Es decir, el punto de interseccién de
ambas lineas antes estaba localizado en el plano, mientras que ahora esta en el co. Recordando el
resto de transformaciones geométricas estudiadas, esto es debido a que, en la matriz 3 x 3 de la
transformacion proyectiva, los términos ag; v ass podian dejar de ser nulos, mientras que en las

transformaciones afines y en las isometrias esto no ocurria. La matriz A que el programa nos da
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Figura 24: Catedral Nueva de Salamanca perspectiva 2.

de la transformacién es:

5 00
A=126 1 0
0,004 0 1

Para comprobar la matriz anterior, se seleccionan los puntos en coordenadas homogéneas y en

pixeles:
657
v1 = | 421 | correspondiente a la bola de la primera torre y cuyo punto homologo correspondiente
1
888
es wi; = | 646 -
1
3285 905
Si se realiza la transformacién, se obtiene wj = Avy = [2129| — % — 15901 .
3,63 , 1
477 787
Por otro lado, se escoge el punto vo = | 90 | cuyo transformado homélogo es we = |475] .
1 1
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820

Realizando la transformacién: wh = Avy = | 458 .

1
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5 Conclusion

5. Conclusién

El objetivo final del presente Trabajo Fin de Master consistia en tomar uno de los contenidos de Bachi-
llerato, las matrices, y acompanar a su estructura algebraica propia, la cual se ensena en los institutos,
de una contextualizacion con el fin de que se aproveche todo su potencial como instrumento de las

propias matematicas y de representacién de fendmenos reales que ocurren en el dia a dia.

No son pocos los alumnos que, al finalizar la etapa de Bachillerato, no han adquirido una idea de lo que
realmente puede llegar a representar o permitir hacer una matriz. Tan solo han aprendido a realizar
una serie de operaciones con ellas, y la mayoria de ellos, salvo los que elijan realizar una carrera como
matematicas o fisica, no se les presentara la oportunidad de poder saber lo que se puede llegar a hacer
con este objeto matemédtico, después de haberle dedicado tantas sesiones en el Bachillerato (junto a
sistemas de ecuaciones forman uno de los cuatro bloques en los que se dividen todos los contenidos de

29 Bachillerato CIT).

De lo anterior surgié la motivacién para realizar esta propuesta didactica que, de forma mas concreta,
se centra en el estudio de las matrices como transformaciones geométricas del plano y sobre todo, como
transformaciones proyectivas vistas de forma experimental como la transformaciéon de puntos en sus

homologos en la fotografia digital tras realizar un cambio de perspectiva.

A partir de ese momento, se buscd hacer en primer lugar un estudio del marco tedrico, para luego
elaborar la unidad didactica a impartir en clase, fijAndose unos objetivos iniciales, para los cuales se
establecieron unos contenidos a impartir junto a sus estdndares y criterios de evaluacién que especifican
estos contenidos, unas actividades, formas de evaluar el aprendizaje y deméas puntos que son necesarios

para dar una forma especifica a la Unidad Didéctica.

Una vez elaborada la propuesta, la cual es novedosa al incluir nuevos contenidos que no vienen inclui-
dos en el curriculo, e impartirlos desde otro punto de vista, seria necesaria su puesta en marcha para
comprobar su funcionamiento y ver todas las modificaciones que habria que realizar para mejorarla con

el fin de conseguir los objetivos fijados.
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