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Resumen

Dada una funcién peso no negativa v sobre un abierto conexo G del plano complejo
buscaremos condiciones bajo las cuales el espacio H°(G) de todas las funciones holomorfas
sobre G tales que el producto v |f| esté acotado en G sea normado y completo segin la
seminorma

[f1lo = supv(2) [f(2)]-
zeG

También estudiaremos la continuidad y compacidad de los operadores de composicion
ponderados C, ,, entre los espacios de Banach Hy°(DD), con v una funcién peso, estrictamente
positiva, continua, radial y no decreciente. Estos operadores vienen dados por dos funciones
holomorfas ¢, 1, de modo que (D) C D y se definen por

Cou()(2) = ¥(2)p(f(2))-

Antes de hablar de los espacios de funciones holomorfas ponderados Hy°(G), introducire-
mos varios resultados de Analisis Funcional y Anélisis Complejo, que nos daran el contexto y
las herramientas necesarias para trabajar con estos espacios y llegar a los resultados deseados.

Abstract

Taking a non-negative weight function v defined on an open and connected set G of the
complex plane our goal is to find conditions under which the space H>°(G) of all holomorphic
functions bounded in G, is normed and complete under the seminorm

[f1lo = supv(z) [f(2)]-
zeG

Additionally, we study the continuity and compactness of weighted composition operators
C,» between the Banach spaces H:°(ID), with v being a weight function that is strictly posi-
tive, continuous, radial, and non decreasing. The operators are described by two holomorphic
functions ¢, 1 such that ¢(ID) C D and defined as

Cou(f)(2) = ¥(2)p(f(2)).

Before we proceed to the weighted spaces of holomorphic functions H°(G), we want to
introduce a few results from functional analysis and complex analysis, which will provide us
with the necessary context and tools to work on these spaces and get the desired results.
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Introduccion

En el estudio de numerosos problemas del Analisis Complejo aparecen de forma natural
espacios constituidos por funciones holomorfas en un abierto conexo del plano complejo y
sometidas a alguna restriccion en su tamano en términos de un peso auxiliar. Dicha restriccién
suele consistir en la finitud de una norma adecuada, en nuestro caso sera la norma del
supremo. La linea principal de este Trabajo de Fin de Master era seguir el articulo «A note
on completeness of weighted normed spaces of analytic functions» de Bonet y Vukoti¢ [6],
cuyo objetivo es, dada una funciéon peso no negativa v sin ninguna restriccion adicional a
priori, encontrar condiciones para determinar si el espacio de las funciones holomorfas sobre
un abierto conexo G tales que v |f| estd acotada en G,

H(G) = {f € H(G) | supo(=) [£(2)] < oo} |

z€G

es un espacio de Banach segin la seminorma del supremo
[f]le = supv(z) [f(2)].
zeG

Es conocido en la literatura que si el peso v es estrictamente positivo, continuo y acota-
do, entonces estos espacios son de Banach, pero como veremos sin estas condiciones tan
beneficiosas, es posible que el espacio H°((G) ni siquiera sea normado.

Por otro lado, siguiendo el articulo «Weighted composition operators in weighted Banach
spaces of analytic functions» de Contreras y Herndndez-Diaz [8, Secciones 2, 3, 4], en el
caso particular en el que la funcién peso v es continua, estrictamente positiva, radial y no
decreciente con respecto a |z| sobre la bola unidad del plano complejo

D={zeC]||z| <1},

nos interesard caracterizar la continuidad y la compacidad de los operadores de composicién
ponderados C, ., donde ¢ y 9 son funciones holomorfas, con ¢(D) C D. Estos operadores
vienen definidos por

Cow: HED) = HFD),  Coy(f)(2) = ¥(2)p(f(2)).

En el resto del trabajo mostramos varios resultados de Analisis Funcional y de Analisis
Complejo que nos seran de utilidad. Estos resultados podrian estudiarse en una asignatura
que continuase las asignaturas de Analisis Complejo y Andlisis Funcional del Grado en
Matematicas o como extension de las asignaturas de Teoria de Operadores y Ampliacion de
Teoria de Funciones del Méster en Matematicas.
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En el Capitulo 1 veremos conceptos de Andlisis Funcional que se pueden encontrar en los
textos de Conway [9], de Horvéth [11], de Meise y Vogt [14], y de Rudin [19]. En la Seccién
1.1 trabajaremos los espacios vectoriales topoldgicos y en particular los espacios localmente
convexos y espacios de Fréchet, que son una extension natural de los espacios normados y los
espacios de Banach, en los cuales en lugar de tener una norma que defina la topologia tenemos
una familia de seminormas que lo hace. Asimismo veremos el analogo a la caracterizacién de
funcionales lineales continuos en un espacio localmente convexo, ademés de otras propiedades
basicas. En la Seccién 1.2 demostraremos los cldsicos Teoremas de la Aplicacién Abierta y
del Grafo Cerrado en un contexto mas general que el de los espacios de Banach, en concreto
buscamos demostrarlos para espacios de Fréchet. En la Seccién 1.3, siguiendo la analogia de
los espacios normados, buscamos darle una topologia localmente convexa al espacio dual de
un espacio localmente convexo, esto no sera tan directo como en espacios normados, y para
el objetivo de este trabajo sera suficiente definir la topologia débil, que es la menor topologia
que hace del espacio dual un espacio localmente convexo y a las evaluciones continuas, asi
como algunas propiedades. En la Seccién 1.4 demostraremos el Teorema de Krein-Smulian, el
cual nos da una caracterizacion de los conjuntos convexos del espacio dual que son cerrados en
la topologia débil. Por tltimo en la Seccién 1.5 introduciremos la topologia compacto-abierta
sobre el espacio de funciones holomorfas en un abierto conexo, H(G), y demostraremos que
este espacio es un espacio de Fréchet, por lo que podremos emplear todas las herramientas
disponibles para estos espacios.

En el Capitulo 2 vamos a ver resultados de Analisis Complejo siguiendo el articulo de
Arendt y Nikolski [1], y los textos de Ash y Novinger [2], de Berenstein y Gay [3], de
Hormander [10], de Kato [12], de Matousek [13], de Ransford [16], y los de Remmert [17, 18].
En la Seccion 2.1 veremos el Teorema de Interpolacion de Weierstrass, el cual nos permitira
construir funciones holomorfas con el conjunto de ceros aislados que nosotros deseemos. Para
demostrarlo emplearemos productos infinitos de funciones holomorfas, por lo que primero
necesitaremos algunos resultados sobre ellos. La Seccion 2.2 tratard de los Teoremas de
Montel y de Vitali, con los cuales podremos caracterizar la convergencia uniforme sobre
compactos de una sucesién de funciones holomorfas localmente acotada. Estos resultados se
interpretan en términos de la topologia compacto-abierta de H(G), y esta caracterizacién se
traduce en una caracterizacion de la convergencia de sucesiones acotadas en esta topologia.
En la Secciéon 2.3 trataremos un resultado de aproximacién, el Teorema de Runge. Este
resultado dice que podemos aproximar una funcién holomorfa a partir de funciones racionales
con sus polos bien elegidos fuera de un compacto donde la funcién es holomorfa. En la
Seccién 2.4, generalizamos el concepto de holomorfia a funciones en espacios de Banach y el
resultado principal que veremos dice que una funciéon en un espacio de Banach es holomorfa
si y solo si al componerla con las funciones del espacio dual, estas son todas holomorfas en el
sentido clasico. En la Seccién 2.5 se muestran propiedades clasicas de la envolvente convexa
y se concluye con la nocién de envolvente holomérficamente convexa de un subconjunto A
contenido en un abierto conexo G del plano complejo

Hco(A) = {z eG||f(z)] < §161112|f(0\, Vf e H(G)},

demostrando que si K es un compacto de GG, entonces su envolvente holomorficamente con-
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vexa Hco(K) también es un compacto de G. Por dltimo, en al Seccién 2.6, introducimos la
nocién de funcién armoénica y funcion subarmoénica, asi como propiedades basicas como el
Principio del Méximo, que dice que si estas funciones tienen un maximo global entonces son
constantes, y la desigualdad integral de Poisson

A R+r 1 .
it < i 10 .
u(w+re)_R_r27T u(w + Re™)db

En el Capitulo 3 introducimos los espacios de funciones holomorfas ponderados H°(G)
que aparecen en el articulo de Bonet y Vukotié¢ [6]. Primero caracterizamos en la Proposicién
3.4 el cardcter normado de estos espacios en funcién de si el conjunto E, = {z € C | v(z) > 0}
posee puntos de acumulaciéon o no. Se caracteriza en la Proposicién 3.7 su completitud en
funcién de si la inclusién de este espacio en el espacio de funciones holomorfas con la topologia
compacto-abierta es continua y se caracteriza cuales de estos espacios, cuando v es acotado,
son de Banach en el Teorema 3.9. También se muestran condiciones necesarias mas simples en
las Proposiciones 3.14 y 3.17 para que el espacio sea Banach y se caracteriza en el Corolario
3.23 que espacios sobre un abierto conexo equilibrado (las bolas centradas en 0 y C) son de
Banach para pesos radiales y acotados. Ademas de esto se ven otras condiciones suficientes
para que los espacios sean de Banach ilustrando varios de estos resultados con la ayuda de
ejemplos.

Por tltimo en el Capitulo 4, basandonos en los articulos de Bonet, Domanski, Lindstrom
y Taskinen [5], de Bonet, Domanski y Lindstrém [4], de Contreras y Herndndez-Diaz [8], y
el texto de Shapiro [20], nos centramos en los espacios de funciones holomorfas ponderados
sobre la bola unidad H2°(D) y restringimos el peso v a ser un peso estrictamente positivo,
radial, continuo y no decreciente segun |z|. Estas condiciones son suficientes para que estos
espacios sean de Banach. Aqui buscaremos caracterizar la continuidad y compacidad de los
operadores de composicion ponderados

Cow: HP(D) = HF (D), Cuu(f)(2) = v(2)e(f(2)).
Conseguiremos caracterizar la continuidad de estos operadores segtn la finitud del supremo

¥ (2)w(z)

zeD 6(90(2))

donde v es el peso asociado a v definido por

0(2) = (sup{|f ()] | f € H*(D), || fll <1})7"
También daremos condiciones sobre las funciones ¢ y 1 para que el operador

Coy: HX (D) = HX(D)

9

sea continuo para cualquier peso v. Y finalizaremos caracterizando la compacidad de estos
operadores en funcion del decrecimiento, segiin r crece, de

[ (2)] w(z)
ex)>r O(p(2)
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Capitulo 1

Preliminares de Analisis Funcional

En la Seccion 1.1 de este capitulo introduciremos la nociéon de espacios vectoriales to-
pologicos y espacios localmente convexos y los espacios de Fréchet, asi como resultados
bésicos sobre continuidad de aplicaciones lineales entre este tipo de espacios. Los espacios
localmente convexos nos dan un marco mas general donde se verifican los Teoremas clésicos
de Analisis Funcional como son el Teorema de Hahn-Banach, el Teorema de la Aplicacién
Abierta y el Teorema del Grafo Cerrado, que probaremos en la Secciéon 1.2. En la Seccién
1.3 se explicara la nocién de topologia débil sobre el espacio dual de un espacio localmente
convexo y demostraremos en la Seccién 1.4 el Teorema de Krein-Smulian, el cual nos da
una caracterizacién de los conjuntos convexos cerrados en la topologia débil. Por ltimo, en
la Seccion 1.5, introduciremos la topologia compacto-abierta sobre el espacio de funciones
holomorfas en un conjunto abierto y conexo, el cual es un espacio de Fréchet, y que nos sera
util en los capitulos 3 y 4 del trabajo. Para desarrollar este capitulo se han seguido los textos
de Conway [9], de Horvéth [11], de Meise y Vogt [14], y de Rudin [19].

1.1. Espacios Localmente Convexos

En esta secciéon vamos a introducir el concepto de espacios vectoriales topoldgicos y en
particular de los espacios localmente convexos y los espacios de Fréchet. Los resultados aqui
ilustrados aparecen en el texto de Meise y Vogt [14, Parte IV, Capitulo 22|, aunque también
se podrian ver, por ejemplo, en el texto de Horvath [11, Capitulo 2].

Definicién 1.1. Un K-espacio vectorial E se dice espacio vectorial topologico si esta equi-
pado con una topologia Hausdorff (T2) que hace las operaciones de suma y producto por
escalar continuas. De la misma forma, una topologia 7 en un espacio vectorial F se dice
topologia de espacio vectorial si (F,T) es un espacio vectorial topoldgico.

Claramente, una topologia 7 sera de espacio vectorial si verifica

1. Para cada z,y € FE y cada entorno U de x + y existen entornos V' y W de x e y
respectivamente con V+ W :={v+w |veV,we W} CU.

2. Para cada \g € K, zyp € E y cada entorno U de \gz( existe € > 0 y V entorno de x
tal que
{M]IAN=X | <eveV}cCU.

9
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CAPITULO 1. PRELIMINARES DE ANALISIS FUNCIONAL

Propiedades 1.2. En cada espacio vectorial topoldgico F se cumple:

()

¢

Para cada y € E, la traslacion por y, z — = + y, es continua. En efecto, ya que la
aplicacién x +— (z,y) es continua y la suma (x,y) — z + y también lo es. Por lo tanto
es también un homeomorfismo donde su inversa es la traslacién por —y. En particular
los entornos de x € E son de la forma x+V = {x +v | v € V} donde V es un entorno
de cero.

Para cada A € K, A # 0, la homotecia de razén A\, xr — Az, es continua, ya que
x— (A x) € KX E es continua, y el producto por escalar (A, z) — Az también lo es.
Igualmente es un homeomorfismo cuya inversa es la homotecia de razon 1/\.

Para cada entorno de cero U existe un entorno de cero V con V + V C U. En efecto,
ya que 0+ 0 =0 € U, por la continuidad de la suma, existen entornos de cero Wy, Wy
tales que Wi+ Wy C U. Si tomamos V = W;NWs es claroque V+V Cc Wi+ W, C U.

FE tiene una base de entornos de cero cerrados. En efecto, dado U entorno de cero, sea
V' otro entorno con V + V C U, entonces W = V N (=V) es otro entorno de cero y
—W =W y ademas W + W C U. Sea ahora x € W, entonces (z + W)NW # 0, por
lo tanto existe y € W con z +y € W, pero —y € W, por lo tanto x = x +y + (—y) €
W +W C U, por lo tanto W C U.

Para cada U entorno de cero, tomando \g = 0 y x¢o = 0, existe ¢ > 0 y V entorno de
cero con W ={ | |A <eveV}CU. Yademds W = { w | |\ <1,we W}

Para cada entorno de cero, U, tenemos que F = U,cnynU, ya que para cada z € FE, la
sucesion (x/n),en converge a cero.

Definicién 1.3. Un subconjunto M de un espacio vectorial F se dice equilibrado si

M={dm | XeK |N<1meM}.

M se dice absorbente si E = U,eynM. Por ultimo, M se dice absolutamente convexo si
es convexo y equilibrado, o equivalentemente, dados0 a,b € K con |a| 4+ |b| < 1, entonces
aM +bM C M.

A partir de las Propiedades 1.2 y la Definicién 1.3 tenemos la mitad del siguiente resul-

tado.

Proposicion 1.4. En todo espacio vectorial topologico se verifica que

1.

2.

Las traslaciones son homeomorfismos.

Eziste una base de entornos de ceroU formada por conjuntos equilibrados y absorbentes.
Ademds si U € U, entonces existe V € U de forma que V +V C U.

Reciprocamente st 7 es una topologia Hausdorff sobre un K-espacio vectorial E verificando
las dos propiedades (1) y (2), entonces (E,T) es un espacio vectorial topoldgico.
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Demostracion. Para la primera parte del enunciado, las Propiedades 1.2 nos aseguran que
en un espacio vectorial topoldgico se verifican las dos condiciones del enunciado.

Para la segunda parte del enunciado, si i es una base de entornos de cero que verifica
la propiedad del enunciado, debido a que las traslaciones son continuas tendremos que el
conjunto U, = {x +U | U € U} es una base de entornos de z € E. Veamos primero que la
suma es continua, sean x,y € E y sea (x+y)+ U un entorno de x +y, entonces existe V € U
de modo que V +V € U, por lo tanto (z +V)+ (y+ V) C (x +y) + U, donde x + V es
entorno de x vy y + V es entorno de y. Esto prueba que las sumas son continuas.

Veamos ahora que el producto por escalar es continuo también, primero veamos que dado
UelUy)eKexiste Vel con \U C V. Para dicho U existe V}, € U con V; + V| C U, para
este nuevo entorno existe Vo € U con Vo + Vo C Vi, de modo que Vi + Vi + Vi + V) C U, de
este manera, por induccién, dado n € N existe V,, € U verificando que 2"V,, C U. Sea ahora
n suficientemente grande de modo que |A| < 2". Entonces tenemos que 2"V,, C U, y puesto
que los entornos son equilibrados, también tenemos que A\27"V,, C V,,, lo cual implica que
AV, c2"V, CcU.

Ahora bien, sea zop € E'y \g € K y un entorno suyo de la forma Agzg + U con U C U,
por lo dicho antes, existira V € Y con V+V +V C U. Como V es absorbente, existe n € N
con xy € nV, y como es equilibrado, si |t| > n tenemos que zo € nV C tV. Esto implica que
si |k| < 1/n, entonces kzy C V. Por lo probado antes, existe W € U de modo que A\gW C V.
Ademas, de nuevo porque V es equilibrado, si |k| <1y x—a €V, entonces k(z —a) € V.
Sea ahora W/ Cc W NV, W' C U, veamos ahora que

Dz [ |AN=Xo| <1/n,z€xo+ W'} C Ao+ U.

Esto equivale a ver que si [\ — Xo| < 1/ny z € g+ W', entonces Ax — \gzg € U, y esto es
cierto, ya que

A\x — )\033'0 = ()\ — )\0).%'0 + )\0(513' — £C0) + ()\ — )\0)(37 — LIZ'()),

v (A= Xo)zog € V, ya que |[A—Xo| < 1/n; M(x —x9) € Vyaqueax —xzg € W C W,y
tenfamos que \gW C V; y por tltimo (A — \g)(z — zg) € V debido a que z —xg € W C V),
y |A— Aol < 1/n < 1. En definitiva,

/\J]—/\()ZL’()EV"‘V‘FVCU,
lo cual implica que Ax C A\gzg + U y concluyendo que
{/\I | ’)\—/\0| < 1/7’L, IEI’O—f—S}C/\on‘f‘U.
O]

Definicién 1.5. Un espacio vectorial topologico E se dice localmente convezro si E tiene en
cada punto una base de entornos convexos. No es dificil comprobar que es suficiente que F
tenga una base de entornos de cero convexos, y ademéds equivale a que F tenga una base de
entornos de cero absolutamente convexos.

En un espacio métrico (E,d), una sucesién {z,}, y C E se dice sucesion de Cauchy si
para todo € > 0 existe N € N de forma que si n,m > N entonces d(z,,z,) < €. Y una
sucesion se dice convergente a un punto x € F si para todo € > 0 existe N € N de forma
que si n > N entonces d(z,,x) < €.
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Nota 1.6. La nocién de espacio vectorial topologico completo es mas general que la de
secuencialmente completo, pero en espacios métricos la completitud general se puede enunciar
de forma equivalente en términos secuenciales lo cual sera suficiente en este trabajo.

Un espacio métrico E se dice (secuencialmente) completo si toda sucesién de Cauchy
{#n},en C £ es una sucesién convergente.

Un espacio topoldgico se dice metrizable si existe una métrica que induce la topologia del
espacio.

Un espacio vectorial topoldgico es un espacio de Fréchet, si es localmente convexo, me-
trizable y (secuencialmente) completo.

Definicién 1.7. Sea E un K-espacio vectorial y ¢: £ — R una aplicaciéon que verifica la
desigualdad triangular
q(z +y) <q(x) +qy), v,y € E.

Diremos que g es un funcional sublineal si ademés
qg(A\x) = Mg(z), x € E, A > 0.

Y diremos que es una seminorma si es no negativa, ¢(x) >0, x € E, ¢(0) = 0 y ademas
q(\x) < |MNg(z), z € E, e K.

Proposicion 1.8. Sea E un espacio vectorial topolégico y supongamos que U es un entorno
de cero convexo. Si definimos

|zl =f{t>0]|xetU},

entonces || - ||v es un funcional sublineal continuo no negativo y

U={zcE||zly <1} cUC{zcE||zly <1} =T.

Demostracion. Notar que como U es un entorno de cero, es también absorbente, lo cual hace
que ||z||y esté bien definido para todo x € E y ||zl > 0Vz € E. Yaque 0 € tU, t > 0, es
claro que ||0z||y = ||0]|y = 0 = 0]|z||y. Ahora, si a > 0,

t
HaxHU:inf{t>O|OzxetU}:l’nf{t>0\x€—U}
«

t t
:al’nf{— >0|xe€ —U} = a||z||v.
« a

Para ver la desigualdad triangular notemos que si o, > 0, no simultaneamente nulos y
a,b € U, entonces

« B
a+ﬁa+a+5

aa+5b:(a+5)< b)e(a—i-ﬁ)U,

gracias a la convexidad de U. Siz,y € E, ||z||lv = a, ||yl = By d > 0, entonces x € (a+8)U
ey € (B+0)U. Por lo tanto, x +y € (a +0)U + (b + U = (a+ 4+ 20)U y asi
|z +yllv < a+ B+ 2§, tomando ahora § — 0, resulta que ||z +y|ly < a+ 8 = ||z||v + |yl
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Para la continuidad en el cero, hay que tener en cuenta que si x € €U, entonces ||z||y < €
y por lo tanto

17" (—e;e) =1 15" ([0,e) = {z € E| [lz]lv < €} D eU.
La continuidad en el resto de punto se debe a que

lNzllo = lylle] = { Izl =yl <z = yllo, st [lylo < [,
lyllo = lzllv < lly — zllo, sillzllo < |lyllo-

Por la continuidad en cero, para € > 0 existe U abierto con 0 € U de forma que si z € U
entonces ||z]|y < €. Asi, siy € (U+x)N(—U+x) entonces z—y € Uy y—x € U, concluyendo
que ||z — yl|v, ly — z]|u < €, obteniendo asi la continuidad en = € E.

Para la ultima afirmacién, veamos primero que U = {z € F'| ||z||y < 1}. Si tenemos
que ||z|ly = o < 1, entonces @ < B < 1 implica que x € U C U, en efecto, como
0 € Uy es convexo, dado f < 1y z € U, tenemos que Sz + (1 — )0 € U. Por lo
tanto U D {z € E | ||z|]ly < 1} que por la continuidad es un abierto, lo que implica que

UD{zeFE||zllv <1}.Six e U C U, entonces ||z|]y < 1. Como U—z = {y—x |y € U}
es absorbente (puesto que es un entorno de cero), existe n € N, n > 0 verificando que

nx € U — x, lo que equivale a (1 +n)z =y € U. Pero x = (1+n)"'y, cony € U C U. Por
lo tanto ||z|ly = (14+n) Yyllv < (1+n)"! <1

Para la otra igualdad, si z € U es claro que ||z||y <1, es decir, U C {zx € E | ||z||y < 1},
y como es un cerrado, tenemos que U C {x € E | ||z]|y < 1}. Para la igualdad, sea x € E
con ||z||y < 1. Como 0 € U y es convexo, si s < t tenemos que sU C tU, ya que dado
sy € sU, tenemos que sy = t((s/t)z + (1 — s/t)0) € tU. Asi, como ||z||y < 1, tenemos que
x € tU para todo t > 1, es decir 2/t € U. Tomando una sucesion {z/t,}, .y C U, con {t,}

decreciente a 1, su limite es x y por lo tanto pertenece a la clausura x € U, probando la
igualdad. O]

Nota 1.9. En la Proposicién 1.8, para probar que || - ||y es un funcional sublineal realmente
solo hemos empleado que 0 € U y que U es convexo y absorbente. De la misma manera, en el
siguiente resultado para ver que ||-|| es una seminorma es suficiente que U sea absolutamente
convexo y absorbente. {

Corolario 1.10 (Funcional de Minkowski). Sea E un espacio vectorial topolégico y sea U
un entorno de cero absolutamente convexo, entonces el funcional de Minkowski

|lz|lp =mf{t>0|xetU}, x € F,

es una seminorma continua en E. Ademas,

U={zcE||r|lv<lycUc{zecE||z|lv <1} =U.

Demostracion. Todas las afirmaciones son consecuencia de la Proposicién 1.8 excepto que
|- |l sea una seminorma, ya que sabemos que || - || es una aplicacién sublineal no negativa,
para ver que es una seminorma solo hay que ver que

IAz|lo = |z| ||z||lv, z € E, A € K.
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Esto se debe a que U sea equilibrado, ya que en este caso, tenemos que A\U = || U, A € K.
Por esta razén resulta

t
||)\:17\|U:1'nf{t>0\)\xEtU}:inf{t>O]x€XU}

t t t
=mf<t>0|z¢€ —U} = |)\]1'nf{— >0|z¢€ —G} = A ||=]|v-
{ A A A
Esto junto a la desigualdad triangular que se obtiene pues U es un entorno de cero convexo
permite concluir que || - ||y es una seminorma sobre FE. O

Nota 1.11. Del Corolario 1.10 es inmediato que si U es un entorno de cero absolutamente

convexo en un espacio vectorial topoldgico, entonces {x € E | ||z||y < 1/2} = (1/2)U C U =
{x € E|||z||y <1}, y es claro que (1/2)U es un entorno de cero cerrado absolutamente
convexo. Esto prueba que todo espacio localmente convexo tiene una base de entornos de
cero cerrados y absolutamente convexos. <»

Definicién 1.12. Sea E un espacio localmente convexo. Una familia {|| - [|o},c4 de semi-
normas continuas en E se dice sistema fundamental de seminormas si los conjuntos

Ba(0,6) ={r € E||z|la <€}, a €A, e>0,
forma una base de entornos de cero.

Teorema 1.13. Todo espacio localmente convexo E tiene un sistema fundamental de semi-
normas. Y todo sistema fundamental de seminormas {|| - ||la}.. 4 tiene las siguientes propie-

dades:

aEA

S1. Para todo x € E con x # 0 eziste « € A con ||z||o > 0.
S2. Para o, € A ezistey € A yC >0 conméax{| - ||, llg} < C| -5

Y reciprocamente, si E' es un espacio vectorial y {|| - ||a},c4 €5 una familia de seminormas
con las propiedades (S1.) y (S2.), entonces existe una unica topologia localmente convexa en
E para la cual (|| - ||a)aca es un sistema fundamental de seminormas.

Demostracion. Sea U una base de entornos de cero absolutamente convexos. Consideramos
la familia de seminormas formada por los funcionales de Minkowski {|| - ||}, Por el
Corolario 1.10 sabemos que son seminormas continuas. Si V' es un entorno de cero en F,
entonces existe U € U de forma que

By(0,1) = {z € E| Jally <1} CUCV,

probando que la familia de seminormas es un sistema fundamental.

Sea ahora {|| - ||a},c4 un sistema fundamental de seminormas en . Veamos que verifica
(S1.). Si z € E, z # 0, puesto que la topologia es Hausdorff, existen abiertos U,V tales
que UNV =0 y0e U, € V. Para el U anterior, existird un « € A y ¢ > 0 de modo
que B, (0,¢) C U, es decir, x ¢ B,(0,¢) ={y € E| ||y|]la < €}, de modo que ||z|, > € > 0.
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Veamos ahora que verifica (S2.), para ello, sean «, f € A. Entonces B,(0,1) N Bz(0,1) es un
entorno de cero en E, de modo que existe 7 € A y € > 0 verificando que

B,(0,¢€) C B,(0,1) N Bs(0,1),
es decir, que si ||z]|, < €, entonces ||z|/, < 1, por lo tanto

€ X €

[ ‘ ¢ 2]
2fal, " = 2

T 2
=S =
[l B4 €

<e=| <1=|zl|o < =z, z € E.

De la misma manera se llega a que ||z||z < (2/€)||z||,, es decir

) 2
max 4 - fla, I lls} < =l - -

Supongamos ahora que en un espacio vectorial £ tenemos una familia de seminormas
{II'- lla}aeca verificando (S1.) y (S2.) y veamos cémo construir una tnica topologia que con-
vierte a E en un espacio vectorial localmente convexo que tiene a la familia anterior como
un sistema fundamental de seminormas. Para x € E, « € A y € > 0 definimos

Ba(z,€) :={y € E|[lx —ylla <€}

Esta familia de conjuntos verifica que E = U{B,(z,€) |z € E,a € A,e > 0}. Veamos
ademds que si z € B,(x,€) N Bg(y,0) existe v € Ay & > 0 de modo que B,(2,§) C
B,(x,€) N Bs(y,0). En efecto, por la propiedad (S2.) existe v € Ay C' > 0 con

mAX {[| - [l || - lls} < CII - [l

Seady = ||z — z||la < ey da = |ly —z|g < ysead =min{(e—dy)/2C, (6 —dy)/2C}. Si
ahora w € B,(z,§) resulta que

e—d €e+d

|z —wlla < ||z —2|la + ||z —wlla <di +C|lz —w|, < dy + 2CIZ 21<6
d—dy O0+4d

ly —wls < lly = 2llg + |z —wllsg < da + Cllz —wl|, < dy + 202 =— 2 <5

lo que prueba que B,(z,§) C By(x,€) N Bg(y, §). Estas dos propiedades nos dicen que existe
una unica topologia 7 para la cual la familia { B, (z,€)} es una base. Dado x € F es claro que
una base de entornos abiertos de x es { B,(z,€) | @ € A, € > 0} y es obvio (por los conjuntos
que forman la base de la topologia) que las seminormas son continuas sobre esta topologia.

Veamos ahora que esta topologia convierte a E en un espacio vectorial topoldgico. Como

Iy +w—=(+2)]o=llw—=2le acA,

resulta que B, (z,€) +y = Bo(z + y, €), lo que implica que las traslaciones son aplicaciones
abiertas con inversas abiertas, es decir, homeomorfismos. También, la base de entornos de
cero U = {B,(0,¢) | a € A, € > 0} estd formada por conjuntos equilibrados ya que como
| Az||o = |A|]|z]|o resulta que

B,(0,e) ={Az | AN e K |\ <1,z € B,(0,€)}.
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Los conjuntos también son absorbentes, puesto que dado z € E'y a € A existe A > 0 con
|z||la = A de modo que z € B,(0,2\) (si A =0, entonces z € B,(0,1)), y dado € > 0 existe
n € N con B,(0,2)) C nB,(0,¢). Y por tltimo, dado U = B,(0,¢) con « € Ay e > 0,
tomando V = B, (0, a/2), se verifica que V +V C U ya que si z,y € V, entonces

€ €
I+ e < e+ gl < 5+ 5 = .

Es decir, las traslaciones son homeomorfismos y existe una base U de entornos de cero
equilibrados y absorbentes, verificando que si U € U existe V € U con V +V C U. Esto
prueba que en el caso que 7 sea Hausdorff, debido a la Proposicién 1.4, el espacio (E, T) serd
espacio vectorial topoldgico.

Para ver que 7 es Hausdorff solo hace falta emplear la propiedad (S1.). Ya que si z # v,
entonces x—y # 0 por lo tanto existe & € A con ||[x—y|| = d # 0, asisean & € U = B,(z,d/2)
ey €V = B,(x,d/2), tenemos que U NV = (), ya que si existe z € U NV resulta

d d
A= o=yl < o —sllat+ |z =yl < 5+ 5 =4
lo que es un absurdo. Con todo esto concluimos que (E, 7) es un espacio vectorial topolégico,
nos falta ver que es localmente convexo, para lo cual solo hay que tener en cuenta que la
base de entornos de cero que estamos considerando estd formada por conjuntos convexos, ya
que si z,y € B,(0,¢) y s € [0, 1], entonces

Isz + (1 = s)ylla < sllz|la + (1= 9)||ylla < se+ (1 — s)e=¢.

Es decir, 7 es una topologia de modo que (E,7) es un espacio localmente convexo para el
cual la familia {||z||o},c, es un sistema fundamental de seminormas.

Vamos a concluir ahora su unicidad. Si 7" es otra topologia que convierte a F en un
espacio localmente convexo y tiene a {|| - [|a},c4 como sistema fundamental de seminormas,
resulta que U = {B,(0,€) | « € A,e > 0} es una base de entornos de cero también para esta
topologia. Por la continuidad de las traslaciones, resulta que U, = {B,(z,€) | « € A,e > 0}
es una base de entornos de x para la topologia 7. Pero estas familias también eran bases
de entornos para la topologia 7 que hemos construido. Por lo tanto como ambas topologias
comparten bases de entornos, ambas topologias deben ser la misma, de donde se concluye la
unicidad. O]

Este resultado generaliza el hecho de que dada una norma en un espacio vectorial, esta
determina una unica topologia en él.

Nota 1.14. La propiedad (S1.) equivale a que el espacio topoldgico sea Hausdorff. Y una
familia de seminormas que verifica la propiedad (S2.) se dice que estd saturada. $

Nota 1.15. Si {[| - [la},c4 €8 un sistema fundamental de seminormas en £, entonces una
red {z;},., converge a xy € E si, y solo si, ||z, — x|« converge a 0 para cada o € A. ¢

Una aplicacion lineal entre espacios normados es continua si y solo si es acotada. Esta
propiedad se generaliza a los espacios localmente convexos de la siguiente forma.
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Proposicién 1.16. Sean E y F' espacios localmente convexos con sistemas fundamentales
de seminormas {Pa}aeca Y {qﬁ}BGB respectivamente. Entonces si f: E — F es una aplicacion
lineal, son equivalentes:

1. f es continua.
2. f es continua en 0.
3. Para cada B € B existe a € A y C > 0, tal que gs(fr) < Cpa(x) para todo x € E.

Demostracion. (1)=(2)=(3). La primera implicacién es obvia. Para la segunda, sea € B,
entonces existe & € Ay € > 0 tal que f(B,(0,¢)) C Bs(0,1). Entonces, para z € E con
Pa(x) =0, tx € B,(0,€) para todo ¢t > 0. Entonces, tqs(fz) = qs(f(tz)) < 1 para todo t > 0.
Esto implica que gg(fx) =0 < p,(x). Para x € E con p,(x) # 0, para C' = 2/¢, se tiene que

1) = Z0(w)a5 (7)) € pul)

(3=1). Sizg € By {2}, es una red que converge a xo, por (3), para cada 3 € B,
as(fxe — fxo) = qp(f(ze — 20)) < Cpalz: — 20).
Por lo tanto (1) se sigue de la Nota 1.15. O
Definicién 1.17. Sean E y F' espacios vectoriales topoldgicos. Definimos

L(E,F)={f: E— F| f lineal y continua},
L(E) = L(E,E) y E' = L(E,K).

E' se llama espacio dual de E. Los espacios L(F, F') tienen una estructura natural de espacio
vectorial, pero en contraste con los espacios de Banach, no estd claro si se puede dar una
topologia localmente convexa a L(F, F') de una forma natural.

Los espacios localmente convexos dan un marco mas general donde se verifican las conse-
cuencias que habitualmente se emplean en espacios normados del Teorema de Hahn-Banach.
Omitiremos la demostracion de estos resultados pues son muy similares a las conocidas en
el contexto partidular de los espacios normados.

Proposicion 1.18. Sea E un espacio localmente convero, F' un subespacio de E y p una
seminorma continua en E. Entonces,

(a) Para caday € F' existe Y € E' con Y |p =y.
(b) Para cada z € E existe y € E' con y(z) = p(z) y ly(z)| < p(z), z € E.

(¢) Para cada v € E con x # 0 existe y € E' con y(z) # 0.
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Definicién 1.19 (Polares). Si M C E y N C E’ son conjuntos no vacios, definimos sus
polares por

M ={y e E'| |y(@)]
N°={z € E|ly()

1,Yxre M} C F,

<
<1,Vye N} C E.

Claramente las polares son conjuntos convexos y N° es cerrado en E ya que

N =[Ny ' {AeK]| A <1},

yeN

Teorema 1.20 (Teorema de la Bipolar). Sea E un espacto localmente convezo y A un
subcongunto de E absolutamente convexo. Entonces, A = (A°)° = A®°.

Demostracion. Por la Definicién 1.19, tenemos que (A°)° es un cerrado, y es facil ver que
A C (A°)°, de modo que A C (A°)°. Para la otra contencién, sea £ € E \ A, por la Nota
1.11, E tiene una base de entornos de cero cerrados y absolutamente convexos, de modo que
existe un entorno de cero U cerrado y absolutamente convexo con AN (£ + U) = (. Bajo
estas hipdtesis veamos que existe y € A° de modo que |y(§)] > 1.

Sea V = {z € F||zl]lv <1/2} = (1/2)U, este conjunto es absolutamente convexo y
absorbente, de modo que B = A + V también es absolutamente convexo y absorbente ya
que UpennB = span(B) D span(V) = E, donde

span(B) = {Z/\sz lneN N €K a; € B}.

=1

Por la Nota 1.9, tenemos que || - |[p es una seminorma en E. Una de las consecuencias
del Teorema de Hahn-Banach nos dice que existe y € E’ de modo que y(&) = ||¢||s vy
ly(z)| < ||z||p, € E. Como V C B, es ficil ver que

ly(@)] < llzlls < llzllv = 2[l]lv.

Supongamos ahora que y(§) = ||£||p < 1. Entonces £ € tB para todo t > 1. Elegimos ahora
r > 1con (r—1)/r||{|lv <1.Como& € rB =rA+rV existena € Ay v € V tales £ = ra+rv,
es decir a = §/2+v. Puesto que AN(+U) = 0, tenemos que a—¢ ¢ U = {z € E | ||z]|v < 1},
por lo tanto ||a — || > 1. Asf resulta

r—1 r—1

{+olly <
T T

1 1
L<fla =&l == —v—¢llo =l €l + 5

r 2
contradiciendo la eleccién de r. De modo que 1 < y(£). Nos falta ver que y € A°, es decir,
que |y(z)| < 1,2 € A. Dado x € A, existe € > 0 con ||ex|y < 1/2, es decir, ex € V. Entonces
(1+e)z € A+V = By por lo tanto ||(1+ €)z||p < 1. De aqui se sigue que

ly(2)] < ||lz|lp < 1,2 € A.

Es decir, hemos encontrado y € A° con y(§) > 1, es decir, £ ¢ (A°)°. Lo que prueba que

A = (A°)°. O
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Proposicién 1.21. Para todo entorno de cero absolutamente convexo U de un espacio lo-
calmente convexo E, el funcional de Minkowski verifica

[ellv = sup {ly(x)| [y € U}, = € E.

Demostracion. Dada y una aplicacién lineal sobre E, es equivalente que y € U° a que
ly(x)| < ||z||lv, * € E. En efecto, si y € U°, tenemos que |y(z)| < 1,z € U. Para x € E,
sea o = ||z||y, entonces x € BU para todo 8 > «, es decir x = [fz3 para algun z3 € U,
por lo tanto, |y(x)| = |By(zs)| = Bly(z5)| < B8, tomando infimos resulta |y(z)| < a = ||z||v.
Reciprocamente, si |y(x)| < ||z||y,z € F, la continuidad de y se sigue de la continuidad de
la seminorma, y si € U, es directo que |y(z)| < ||z|lo < 1, y por lo tanto y € U°. Esta
equivalencia nos dice que

lzllv = sup {ly(x)| [y € U}, = € E.

Para la otra desigualdad, por la Proposicién 1.18 dado z € E existe y € E’ de modo que
y(x) = |z|lv y ly(2)| < ||zl|lu, 2 € E, es decir, existe y € U° con y(z) = ||z||y. Esto prueba
la igualdad. [

1.2. Teoremas de la Aplicacion Abierta y del Grafo
Cerrado

El objetivo de esta seccion es demostrar los Teoremas de la Aplicacién Abierta y del
Grafo Cerrado sobre espacios de Fréchet, aunque para ello los demostraremos sobre espacios
metrizables y secuencialmente completos. El primer Teorema dice que una aplicacion lineal,
continua y sobreyectiva entre espacios de Fréchet es abierta y el segundo que si una aplicacién
lineal tiene el grafo cerrado, entonces la aplicacion es continua. Estos resultados se han
obtenido del texto de Horvath [11, Capitulo 3, Seccién 17], aunque también se pueden ver
con mayor generalidad en el texto de Meise y Vogt [14, Parte IV, Capitulo 24].

Definicién 1.22. Sea E un espacio métrico y M un subconjunto de E. Se dice que M es

denso en ninguna parte si (M ) = (), es decir, si su clausura no tiene puntos interiores. M se
dice que es de [-categoria en E si M es uniéon a lo sumo numerable de conjuntos densos en
ninguna parte, y se dice que es de [l-categoria en E si no es de I-categoria en E.

Lema 1.23. Sean E y F espacios vectoriales topologicos y f: E — F lineal, continua y
sobreyectiva. Si F' es un espacio de Il-categoria, entonces para todo entorno U de 0 en E,
f(U) es un entorno de 0 en F.

Demostracion. Sea V un entorno equilibrado de 0 tal que V+V C U, como V es absorbente,
E =02 nV y por lo tanto F = UX nf(V) ya que f es lineal y sobreyectiva. Ahora, F' es
un espacio de Il-categoria, luego alguno de los conjuntos nf(V) = nf(V) es de interior no
vacio. Por lo tanto existe x € E punto interior de f(V).

Como V es equilibrado, también lo es f(V') y por lo tanto F(V). Luego —f(V) = f(V),
de donde, 0 = x + (—x) es un punto interior de f(V') + f(V'). Ahora, como (y,z) — y + =
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es continua, f(V) + f(V) C f(V)+ f(V). Pero f(V)+ f(V) = f(V+V) C f(U) y por lo

tanto f(V) + f(V) C f(U), luego 0 es un punto interior de f(U), concluyendo que f(U) es
un entorno de 0. O

Lema 1.24. Sean (E,d) y (F,d') espacios métricos y supongamos que E es secuencialmente
completo. Si f: E — F es continua verificando que

Ve >0, 30 > 0 tal que Vo € E, f(B(z,€)) D B(f(z),9), (1.25)

entonces, fijado € y el § que proporciona la condicion (1.25),Ya > €, B(f(x),0) C f(B(z,a)).

Demostracion. Fijamos € > 0y a > e. Sea {e,} ~, una sucesién de nimeros estrictamente
positivos tal que ¢, = ey a =3 " €, < co. Para cada n € N existe d,, > 0 con d; = 0 tal
que B(f(z),6,) C f(B(z,€,)). Ademds podemos suponer que 6, < 5.

Sea xg € E'y sea y € B(f(z0),d). Queremos ver que y = f(z) para algin x € B(z,a),
vamos a obtener este x como limite de una sucesién {z,} -, cuyo primer término es x.

Construimos esta sucesién de forma inductiva de modo que

Ty € B(xy_1,6,) vy fxn) € B(y,0n11). (1.26)

Para n = 0 no hay nada que comprobar en la primera condicién y f(zq) € B(y, 1) equivale

ay € B(f(xo),d1). Supongamos construidos n — 1 elementos de la sucesion satisfaciendo

(1.26). Entonces tenemos que y € B(f(Zn-1),0n), y como B(f(x,-1),8,) C f(B(zn-1,€)),

existe ,, € B(z,_1,¢€,) de forma que f(x,) € B(y,d,+1). Luego la sucesién {z,} -, existe.
Esta sucesion es de Cauchy, ya que

00
d(-rn’ anrp) < €n+1 + €n+2 +oe 4+ €ntp S Z €k
k=n-+1

y puesto que esta serie converge, el resto es arbitrariamente pequena para n suficiente-
mente grande. Como FE es secuencialmente completo, esta sucesiéon converge, sea entonces
lm, oo tn =2 € Ey d(z,20) <Y 0", € = a, por lo tanto x € B(xg,a) y como f es conti-
nua, lim, . f(x,) = f(x). Ahora, f(z,) € B(y, pni1) ¥n, concluimos que f(z) = y. O

Proposicion 1.27. Sea E un espacio localmente convexo. Son equivalentes:
1. FE tiene una base de entornos de cero numerable.
2. FE tiene un sistema fundamental de seminormas numerable.
3. Bxiste una métrica d en E que induce la topologia de E.

Demostracion. 1<2. Esta equivalencia se deduce de la demostracién del Teorema 1.13, te-
niendo en cuenta que si se tiene una base de entornos de cero numerable, por cada entorno
de la base obtenemos una seminorma, y toda esta familia de seminormas forma un sistema
fundamental. Y reciprocamente si {|| - ||,},cy €s un sistema fundamental de seminormas,
entonces

U={B,(0,1/m)|n,meN} B,(0,1/m)={x € E||z|, <1/m},
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es una base de entornos de cero numerable

3=1. Es directo pues todo espacio métrico es 1° numerable, luego tiene una base de
entornos de cero numerable.

2=3. Sea E = (E,{|| - |ln},en)- Definimos

oo

L o=yl
d(z,y) =S =Yl
(09 =2 3T o= ol

n=1

Vamos a ver que esta funcién es una métrica. Primero, d: E'x E — [0, 00) estd bien definida,
ya que

=1
Ogd(x,y)SZQ—n:1<oo.
n=1

Ya que las || - ||,, son seminormas, se verifica que ||z — y||, = ||y — z||, lo que prueba que

d(z, y) = d(y,z).
También es obvio que d(x,z) =0, Vo € E. Y si d(z,y) = 0, entonces

[e.e]

L e =yl
P s Iz =l

n=1
y como {| - ||},cy €s un sistema fundamental de seminormas en £, por lo tanto x —y = 0,
es decir x = y.
Falta ver que se verifica la desigualdad triangular. Para ello tengamos en cuenta la des-
igualdad

t s
0<t<s&0< —< .
1+t~ 1+s
Sean ahora x,y,2 € E, como las || - ||,, son seminormas, verifican la desigualdad triangular,

y por lo tanto
0<lz—zlla < llz—ylln+lly — 2l

Entonces

0 < Mz =2l 2 = ylln + lly = 2ln e =yl lly = 2lln
Tltlle =zl T Itz =yl lly =zl T I+ llz =yl T+ ly =zl

sumando ahora sobre todo N resulta que

(m,z) 2n 1 + ||33—2Hn 2n 1 + ||:B—y||n 2n 1 + ||y—z||n
n=1 n=1 n=1

=d(z,y) + d(y, 2).

Con esto podemos concluir que d es una métrica sobre F.

Veamos ahora que esta métrica genera la misma topologia que el sistema de seminormas
{Il'- lln},.en- Para ello observemos primero que d(x + 2,y + 2) = d(z, y) para todo x,y,z € E.
De esta igualdad es claro que By(z,€) + 2z = By(xz + z,€¢) para todo ¢ > 0. Para ver la
igualdad de las topologias, basta comparar una base de entornos de cero, ya que por la
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propiedad anterior, en ambas topologias podemos obtener bases de entornos en otros puntos
simplemente trasladando una base de entornos de cero.
Si denotamos por
Bu(0,€) ={z € E | ||z]ln <},

las bolas centradas en cero relativas a la seminorma || - ||,,, obtenemos que
Up = {B,(0,¢) | n €N, e > 0}

es una base de entornos de cero de la topologia de E.
Por otro lado
= {Bd(O,G) ‘ € > O}

es una base de entornos de la topologia inducida por la métrica d.
Sea ahora € > 0, N € N tal que > ° < $y M € N de forma que 5; LSy = < 1.
El conjunto

n=N+1 2"

N
€
V = B0, )
n=1

es un entorno de cero de la topologia de F, y si x € V resulta que

=1 |z al € €€
d0.2) =S —_12ln Cofi 8¢
(0, ) ;2”1+||xﬂn ; = zn MZ togsgtsy=¢

Por lo tanto V' C By4(0, €), lo que prueba que la topologia de E es més fina que la inducida
por d.
Para ver la inclusién contraria, sea 0 < € < 1/2, si € By(0,¢/2") resulta que

L ¢ o _lzlln

d(x,0 —<
(@0 < 30 = T ] T+ el

<e= |zl < <o

1—e€
Esto prueba que By(0,¢/2") C B,(0,2¢), para 0 < € < 1/2. Si € > 1/2, basta tener en cuenta
que By(0, 157) C B,(0,21) C B,(0,2¢). Con lo que la topologia inducida por d es més fina
que la de E, probando la otra inclusion.

Con esto hemos visto que el espacio topolégico (E,{|| - ||n},cn) coincide con el espacio
(E,d). O

Teorema 1.28. Supongamos que E es un espacio vectorial topologico Hausdorff y que es
19 Numerable. Entonces la topologia en E se puede definir por una métrica d invariante por
traslaciones.

Demostracion. Como E es Hausdorff, dado a # b, existen U,V abiertos tales que a € U y
beVcon UNV =0, por lo tanto b ¢ U. Es decir, si a # b, existe un entorno U de a con
b¢ U. Como E es 1° Numerable, existe {V},}, .y base de entornos de 0 numerable. Entonces
NnenVy, = {0}, ya que dado a # 0, existe un abierto U tal que 0 € U y a ¢ U, entonces
existird un entorno bésico V,, C U, por lo tanto a ¢ V,, luego a ¢ NyenV,. Ademds,
podemos anadir a esta familia de entornos un entorno V4 adicional que sea equilibrado, esta
nueva familia {V, },, . sigue siendo una base de entornos de 0 y verificando que N2V, = {0}.
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Sea ahora, W = Vj y construimos una nueva familia {W,}, . de entornos de 0 equilibra-
dos de forma que W, 11 + Wyi1 + W, i1 C V,, N W,. Es claro que {Wn}neN sigue siendo una
base de entornos de 0 con N>, W,, = {0}, pero ademas son todos equilibrados y verifican
que

Wio>WeD---DW,DW, 14y D---

Definimos v: £ — R de la siguiente forma

7(0) =0,
1 .
() =op 8@ € Wi \ Wi,

v(z) =1si x ¢ Wh.

Es claro que y(x) = 0 si y solo si z = 0 y puesto que los entornos bésicos son absorbentes,
si[Al =1, 7(Az) = y(x) y si [A] < 1, y(Az) < 7(x).
Definimos ahora,

p
d(z,y) = inf ZV(T% —ti-1)
=1

donde el infimo se toma respecto de todas las secuencias finitas (¢;)o<i<, tal que to = x y
t, = y. Es obvio que d(z,y) < y(xr — y). Veamos que %y(m —vy) < d(z,y). Para ello, veamos
por induccién sobre p que para cada par x,y y cada secuencia finita (¢;)o<i<p, con to = x y
t, =y, se verifica

%v(x—y) < Zv(ti —ti1). (1.29)

Para p = 1 es directo, pues solo hay una secuencia asi, ty = z, t; = y, y es obvio que
$7(z —y) < v(x —y). Sea ahora p > 1, y supongamos la hipétesis de induccion, es decir,
que si ¢ < p, para cualquier secuencia finita de las que estamos considerando con ¢ términos

se verifica (1.29). Sea
p
a= Z'Y(tiati—l),
i=1

si a < 1, se verifica (1.29) ya que v(z) < 1 Va € E. Supongamos entonces que o > 3. Existe
q tal que 1 < ¢ < p verificando

q—1

1 1 1
Z’}/(tl — tifl) < 50& y Z’}/(tz — tifl) > 50[.

i=1 i=1

Se debe verificar entonces que Zgﬂ vt —tio1) < %a. Ahora, como ¢ —1 <pyp—q<np,
aplicando la hipétesis de induccién obtenemos que

Y(tgor—2) <oy y(y—ty) <a

Por otro lado, es claro que v(t, — t,—1) < a. Sea ahora k € N el menor entero tal que
%§a<%,en‘concesk22y

tq_l —x e W, tq —tq_l € Wk,y—tq e W,.
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Por lo tanto
Yy—xr= (?J_tq)+(tq_tq—1)+(tq—l —x) € Wi+ Wi, + Wi € Wiy

y asi y(y —2) < 57 < 2a.
Por lo tanto tenemos que

1

57(% —y) <d(z,y) <v(r —y). (1.30)

Concluyamos viendo que, en efecto, d es una métrica invariante por traslaciones, que
induce la topologia original de F.
La aplicacion d es métrica:

1. Por (1.30), d(x,y) = 0 si y solo si x = y.
2. Como y(—z) = v(z) Vz € E, se deduce que d(x,y) = d(y,x) Vx,y € E.

3. Siz,y,z € E, sea e > 0, existiran (¢;)o<i<p con to =z, t, =y, y (uj)o<j<q CON Uy = Y,
uq, = 2, tales que

th—t11)<d(aﬁy ¢y Zv — ;) <dy,2) +e
=1

Entonces, combinando estas dos secuencias tendremos que
d(z,z <Z'yt —ti1 +ZW uj —uj-1) < d(z,y) +d(y, 2) + 2.

Como € es arbitrario, esto implica la desigualdad triangular, es decir
d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Para ver que esta métrica es invariante por traslaciones, basta notar que v(y — z) = v((y +
a) — (z +a)) Vx,y,a € E, lo que implica que d(z + a,y + a) = d(z,y) Vx,y,a € E. Debido
a que es invariante por traslaciones, para ver que las topologias son iguales, basta ver que
todo entorno de 0 de la topologia inducida por d es entorno de 0 de la topologia original y
viceversa.

Sea B(0,¢) = {z € E | d(z,0) < €}, entonces es claro que {B(0,27"),en} es una base de
entornos de 0. Por tltimo, notando que v(z) < 55 si y solo si z € W, y teniendo en cuenta
(1.30) se puede ver que

B(0,27"Yy ¢ W, € B(0,27").

Concluimos con esto que la topologia inducida por la métrica d es la misma que la topologia
original de FE. O]

Teorema de la Aplicacion Abierta. Sean E y F espacios vectoriales topologicos metri-
zables secuencialmente completos y f: E — F lineal, continua y sobreyectiva. Entonces f es
una Aplicacion Abierta.
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Demostracion. Los espacios metrizables son siempre Hausdorff y 1° Numerables, por lo tanto
empleando el Teorema 1.28 podemos dotar a E y F' de métricas invariantes por traslaciones
equivalentes a sus métricas originales. Como F' es métrico secuencialmente completo, es
un espacio de II-categoria, por lo tanto empleando el Lema 1.23 deducimos que Ve > 0,
f(B(0,€)) es un entorno de 0 en F' (donde las bolas las consideramos en la métrica invariante
por traslaciones), por lo tanto 36 > 0 tal que B(0,0) C f(B(0,¢)). Mediante traslaciones
resulta que Vo € E, B(f(x),d) C f(B(x,¢)), verificando la condicién del Lema 1.24 ya que
E es secuencialmente completo. Por este Lema, Ya > €, f(B(0,a)) es un entorno de 0 en F.
Como € es arbitrario, esto implica que todo entorno de 0 de E es entorno de 0 en F'. Si ahora
U es entorno de a € E, entonces U — a es entorno de 0, por lo tanto f(U —a) = f(U) — f(a)
es entorno de 0 en F, concluyendo que f(U) es entorno de f(a) en F', a partir de esto se
deduce que la aplicacién f es abierta. O

Teorema del Grafo Cerrado. Sean E y F' espacios vectoriales topologicos metrizables y
secuencialmente completos, y f: E — F lineal, y supongamos que el grafo de f,

G={(r,y) e ExF:y=f(x)},
es cerrado, entonces f es continua.

Demostracion. Por la suposicion de que G es un subespacio cerrado de E x F', se deduce
que G es metrizable y secuencialmente completo. La proyeccion 7 : (x,y) — = de G en F es
continua y biyectiva, por lo que podemos aplicar el Teorema de la Aplicacion Abierta para
concluir que esta proyeccién es un homeomorfismo. Si my: (x,y) — y es la otra proyeccién
(también continua), resulta que f = myom; ' es continua por ser composicién de aplicaciones
continuas. 0

Los espacios de Fréchet son metrizables y secuencialmente completos, por lo tanto es
inmediato el siguiente Corolario.

Corolario 1.31. St E y F son espacios de Fréchet, entonces los espacios son metrizables y
secuencialmente completos, por lo tanto

1. Si f: E— F es lineal, continua y sobreyectiva, entonces f es abierta.
2. 81 f: E— F es lineal y el grafo de f es cerrado, entonces f es continua.

Nota 1.32. Los Teoremas de la Aplicacién Abierta y del Grafo Cerrado se verifican sobre
espacios localmente convexos con condiciones mas débiles que las aqui expuestas, pero para
el objetivo de este trabajo es suficiente con esto.

1.3. Topologia débil

En los espacios normados es sencillo darle al espacio dual una estructura de espacio
normado, pero en los espacios localmente convexos no es tan claro como hacer algo similar.
En esta secciéon mostraremos cudl es la topologia més pequena que podemos asociar al espacio
dual para que sea localmente convexo y haga continuas a las evaluaciones. En el espacio dual
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se pueden asociar otras topologias localmente convexas, pero no las emplearemos en este
trabajo. También veremos el Teorema de Alaoglu-Bourbaki el cual nos dice que la polar
de un entorno de cero es un conjunto compacto en la topologia débil del espacio dual. La
referencia principal para esta seccién es el texto de Meise y Vogt [14, Parte IV, Capitulo 23],
pero también se puede ver, por ejemplo en el texto de Rudin [19, Parte I, Capitulo 3].

Definicién 1.33. Dado F' subespacio vectorial de E* diremos que separa puntos de E si
dados 1 # x5 existe y € F' de modo que y(z1) # y(x2).

Un sistema dual es un par (E, F') de espacios vectoriales, donde F' es un subespacio
vectorial de E* que separa puntos de E.

Nota 1.34. 1. F separa puntos de F si y solosi z € E'y y(z) = 0 para todo y € F
implica que z = 0.

2. Por el Teorema de Hahn-Banach, (F, E’) es un sistema dual para cualquier espacio
localmente convexo FE.

3. Si (E, F) es un sistema dual, podemos interpretar (F, E') como un sistema dual, donde
identificamos E con J(FE), donde J: E — F* J(z):y — y(z). Por ser (E,F) un
sistema dual, J es lineal e inyectiva, y ademds J(FE) separa puntos de F.

&

Definicién 1.35. Sea (F, F) un sistema dual y £(F') el conjunto de todos los subconjuntos
finitos de F. La familia de seminormas (pas)aee(r),

pa: @ sup |y(@)], v € K,
yeM
verifica (S1.) y (S2.), por lo tanto es un sistema fundamental de seminormas, e induce
una topologia localmente convexa en E. Esta topologia se llama la topologia débil en E
correspondiente a F'y se denota por o(F, F).
De la misma forma la topologia débil o(F, E) en F viene inducida por las seminormas

(pN)NGE(E)apN: Y= SU]I\)[ ly(x)|, y € F.
xT€

Lema 1.36. Para todo sistema dual (E, F), la topologia débil o(E, F) es la topologia local-
mente convexa menos fina en E tal que E' = F'. Ademds esta es la menor topologia que hace
continuas las aplicaciones de F'.

Demostracion. Para cada y € F, tenemos que |y| < pyyy, lo que implica, por la caracteri-
zacién de la continuidad en espacios localmente convexos, que y € (E,o(FE,F))’, y por lo
tanto F' C (E,o(E, F)).

Para ver la otra inclusién, sea n € (E,o(FE, F))’, de nuevo, por la caracterizacién de la
continuidad, existe C' > 0y M = {y1,...,y,} C F con |n| < Cpys. Definimos la aplicacién
lineal A: E — K" por Ax = (y1(x),...,yn(x)), de donde es inmediato que ker A C kern.
Por lo tanto n induce una aplicacién lineal 7 sobre Im(A) = E/ker(A) tal que n = 770 A.
Sea ahora 1’ una extension lineal de efa sobre K", entonces 1 = 1 o A. Se sigue por lo tanto
que n es una combinacién lineal de yq,...,y, y por lo tanto esta en F'.

Si ahora 7 es una topologia sobre E (E, F')-admisible, se cumple que para M € E(F), la
seminorma py, es T-continua, por lo tanto o(F, F') es menos fina que 7. O
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Definicién 1.37. Un subconjunto B de un espacio vectorial topolégico F se dice acotado,
si para cada entorno de cero U existe € > 0 tal que eB C U.

Propiedades 1.38. 1. Sea £ un espacio localmente convexo y {|-[la},cq un siste-
ma fundamental de seminormas. Entonces decir que B C FE es equivalente a que
SUP,cp ||Z|la < 00 para todo aw € A, ya que B C B,(0,1) = {x € E | ||z]|o < 1} equi-
vale a que sup,cp [|z]|o < 1.

2. Sea E un espacio normado, B C E es acotado si y solo si sup,¢p ||z]| < oo.

3. La topologia de un espacio localmente convexo E viene inducida por una norma si y
solo si E tiene un entorno de cero acotado.

Demostracion. Si la topologia de E viene inducida por una norma || - ||, entonces
B ={xz € E ||| <1} es un entorno de cero y es un conjunto acotado.

Reciprocamente, sea U un entorno de cero acotado, entonces existe « € Ay e > 0
con B,(0,¢) C U, por lo tanto también serd acotado. Sea ahora 8 € A, entonces
SUD,eB, (0,0 1Zlls = Cp < 00, es decir, si B,(0,€) C Bg(0,C05), esto nos dice que
las bolas en la seminorma || - ||, forman una base de entornos de FE, por lo tanto
E=(E|-la)

Ademas esta seminorma es de hecho una norma, pues si tomamos x € F con ||z, = 0,
entonces x € Bg(0,0) para todo € Ay para todo § > 0, es decir, ||z|g = 0 para
todo B € A, pero como es un sistema fundamental de seminormas, verifica (S1.), lo
que implica que z = 0. O

O

Teorema 1.39 (Alaoglu-Bourbaki). Para todo entorno de cero U en un espacio localmente
convexo E, su polar U° es absolutamente convexo y o(E’, E)-compacto.

Demostracion. El conjunto D = {\ € K| |A\| <1} es compacto. Por el Teorema de Tycho-
noff, el producto DY también es compacto. Definimos

J: U= DY, J(y) = (y(z))eev;

entonces J es inyectiva y como U es absorbente, (par)meew) es un sistema fundamental de
seminormas para o(E’, E). Para cada M € £(U), cada € > 0y cada y € U°, tenemos que:

J(U°)N {77 e DY | In(z) — y(z)| <€ Vr € M} =J{z€U° | pu(z—y) <e}).

Por lo tanto J: (U°,0(E’, E)|ye) — J(U°) es un homeomorfismo. Ya que DY es compacto,
basta ver que J(U®) es cerrado para concluir que es compacto, y por lo tanto también U° en
la topologia o(E', E). Para ello, sea y € DY tal que y € J(U°®), entonces existe z € U° tal
que y(z) = J(z)(x) = z(z), y por lo tanto se puede extender a una aplicacién lineal en F, y
viceversa, si y € DY es una aplicacién lineal en E, es claro que y € J(U°®).

Por otro lado sea y una aplicacién tal que

My(u) 4 py(v) + vy(w) = 0 V(A i1, v) € K2, (u,v,w) € U con Au+ pv +vw = 0. (1.40)
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Siz € U, como U es absorbente, existen v € U y n € N con nu = x, definimos y(z) = ny(u).
Esta bien definida la extension, pues si existiese otro v € U y m € N con mv = z, entonces
nu—mu = 0, y aplicando la propiedad anterior, ny(u) —my(v) = 0, es decir, ny(u) = my(v).

Sean ahora a,b,c € E'y A\ u,v € K, tales que Aa + ub + ve = 0, entonces por ser U
absorbente, existen u,v,w € U y ny,ns,ng € N de forma que a = nyju,b = nov,c = ngw 'y
Aniu 4 pungv + vnzw = 0, y por lo tanto se verifica que

Anqy(u) + ungy(v) + vngy(w) = Ay(a) + py(b) + vy(c) = 0.

Por lo tanto la propiedad anterior es vélida no solo para los elementos de U sino también
para los de E. De esa propiedad se deduce la linealidad, ya que si A € Ky x € F, entonces

(Ax) + (= Nz =0=y(A\x) + (—Ny(x) =0 = y(\z) = \y(x).
Ysi\pueKyuax 2z e E, entonces
Az + p12) + (—N)z + (—p)2 = 0 = y(Az + p2) + (~Ny(a) + (—p)y(2) = 0
= y(Ar + pz) = Ay(x) + py(2).
De este comentario se deduce que
J(U°) = {y € DY | y verifica (1.40)} .

Como la aplicacién y — y(z) es continua en DY para todo 2 € U, si llamamos

faks(y) = Ay(u) + py(v) + vy(w),

estas aplicaciones son continuas para todo A\, u,v € Ky u,v,w € U, y se verifica que

JUy= () () 0),

Au+pv+rvw=0

concluimos que J(U®) es cerrado, y por lo tanto compacto, concluyendo que U° es o(E’, E)-
compacto, como queriamos ver. O

1.4. Teorema de Krein-Smulian

En esta seccion se demuestra el Teorema de Krein-Smulian, el cual nos permite caracte-
rizar los conjuntos convexos cerrados en la topologia débil del espacio dual. Este resultado
se ha sacado del texto de Conway [9, Capitulo V, Seccién 12] y también aparece en el texto
de Horvath [11, Capitulo 3, Seccién 10].

Teorema 1.41. Si E es un espacio vectorial topologico y G es un abierto convexo no vacio
de E que no contenga al origen, entonces existe un subespacio cerrado M tal que M NG = ).

Demostracion. Si E es un R-espacio vectorial, tomemos cualquier xg € G y sea H = zo — G,
entonces H es un abierto convexo que contiene al 0. Entonces

lzlly = mf {t > 0| = € tG)
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es un funcional sublineal continuo no negativo tal que H = {z | ||z||y < 1} por la Proposicién
1.8. Como zg ¢ H, q(xg) > 1.

Sea Y = {ax | @ € R} y definamos fy: Y — R por fo(azg) = ag(xy). Si a > 0, entonces
folaxg) = aq(xg) = qlaxy); si a < 0, entonces fo(axg) = agq(xg) < a < 0 < glazy). Es
decir, fo < g en Y. Aplicamos el Teorema de Hahn-Banach para obtener f: £ — R un
funcional lineal continuo tal que fly = fo v f < g en E. Sea M = ker f, un subespacio
cerrado de E, por la continuidad de f.

Ahora bien, si z € GG, entonces xog — x € H y por lo tanto

f(w0) = f(2) = flao— ) < qlawo — ) < 1.

Por lo tanto f(z) > f(xg) — 1 = q(z¢) — 1 > 0 para todo = € G. Por lo tanto M NG = ).
Si suponemos que E es un C-espacio vectorial, usando que E es también un R-espacio
vectorial y el caso anterior, existe un funcional continuo R-lineal f: £ — R con GNker f = (.
Si F(z) = f(x) — if(ix), entonces F' es un funcional continuo C-lineal y f = Re (F'). Por
lo tanto F'(z) = 0 si y solo si f(z) = f(iz) = 0. Llamamos M = ker F', es un subespacio
cerrado, M C ker f, por lo tanto M NG C ker f NG = 0. ]

Teorema 1.42. Si E es un espacio vectorial topologico real y A y B son conjuntos converos
disjuntos con A abierto, entonces existe un funcional lineal continuo f: E — R y un escalar
real o tal que f(a) < v para todoa € A y f(b) > « para todo b € B. Si B es también abierto,
entonces ademds f(b) > a.

Demostracion. Sea G = A — B, este conjunto es convexo, y como G = J,cz A — b, G es
abierto. Ademéds, como ANB =), 0 ¢ G. Por el Teorema 1.41, existe un subespacio cerrado
M en E tal que M NG = () y por su demostracion, existe f: £ — R un funcional lineal con
M = ker f. Ahora bien, f(G) es un subconjunto convexo de R (por serlo G) y 0 ¢ f(G). Por
lo tanto, o bien f(x) > 0 para todo = € G o bien f(x) < 0 para todo z € G; supongamos
que f(x) < 0 para todo z € G. Por lo tanto, sia € Aybe B,0> f(a—0b) = f(a) — f(b),
es decir, f(b) > f(a). Por lo tanto existe un nimero real « tal que

sup{f(a) |a€ A} <a <inf{f(b)|be B}.

Y como A es abierto y convexo, f(A) serd un intervalo abierto de R.

Luego f(A) es un intervalo abierto contenido en (—oo, ), y f(B) un intervalo contenido
en [a,0), es decir, f(a) < a Va € A f(b) > a Vb € B. Si ademds B fuese abierto, f(B)
deberia ser también un intervalo abierto, por lo que f(b) > o Vb € B. ]

Lema 1.43. Si E es un espacio de Banach, r > 0, y £(B(0, 1)) es la familia de subconjuntos

finitos de B(0,%) = {z € E | ||z| <1}, entonces

ﬂ{FO|F€5<@>}:{S@GEl|H@HS"’}-

Demostracion. Primero, es claro que

Ezﬂ{FﬂFEE(@)}:{weEﬂ|¢(x)|§1Vm€@}.
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SipeB(0,r):={peE||p|l<r}={p € E||¢l]l <r}, entonces,

1 1
@l < el <7y =1 ae 5 (07)

por lo tanto B’(0,r) C E. Para la inclusién contraria, si ¢ ¢ B’(0,r), como

lell = sup |p(x)| >,

=<1

existird z € B(0,1) tal que |¢(z)| > r, y por lo tanto, 1z € B(0,1) pero |¢(z)| > 1, por lo
tanto p ¢ F. O

Lema 1.44. Si E es un espacio de Banach y A es un subconjunto convexo de E' tal que
ANDB'(0,r) es o(E', E)-cerrado para todo r > 0, y ademds AN B(0,1) = 0, entonces existe
x € FE tal que

Re(p(x)) 21, Vo€ A

Demostracion. Veamos que existe una familia de subconjuntos finitos Fy, F,... de E de
forma que

(i) nF, C B(0,1);
(i1) B(0,n) Ny FgnA=0.
Lo vamos a hacer de forma inductiva. Comenzamos con Fy = {0} que claramente verifica
lo pedido. Supongamos ahora elegidos conjuntos Fy, Fi, ..., F,_1 de la forma deseada, y sea
Q =DB0,n+1)N ﬂz;é F¢ N A. Notar que @ es o(E', E)-compacto debido a que por el
Teorema 1.39 de Alaoglu-Bourbaki B’(0,n) es o(E’, E')-compacto pues
D)

(1.45)

B’(Om):{yGE’\HyHén}Z{yEE'Hy( )| <n,x e B(0,

0
- {ye E' |y(z)| < l,xEB(O,l/n)} = < (0, 1/”)

Por otro lado si B C E, su polar B° es o(E’, E) cerrada, ya que

B ={yeE||y()| < Lxe B} = pg,(~11]),

zeB

y las seminormas py,y son continuas en o(£’, E). Y por hipdtesis tenfamos que B’(0,n) N A
es o(E', E)-cerrado. Por tanto @ es un conjunto o(E’, E) cerrado contenido en uno que es
o(E', E)-compacto, por lo tanto @ es o(E’, E')-compacto.

Ahora, si @ N F° # () para cada subconjunto finito F' de B(0; ) entonces

1
040N ﬂ {FO | F' es un subconjunto finito de B(0; 5)} =QNB'(0,n)

donde hemos aplicado el Lema 1.43. Pero esto contradice la condicién (i7). Por lo tanto existe

un subconjunto finito F,, de B(0, %) tal que Q@ N F? = (). De esta forma podemos obtener la
familia Fy, Fy, ... verificando (1.45).



1.4. TEOREMA DE KREIN-SMULIAN 31

Si {F,} -, verifica (1.45), entonces AN () —, Fr = (), pues si = perteneciese a este
conjunto, deberia también pertenecer a alguno de los conjuntos de la condicién (ii) de (1.45).
Podemos ordenar los elementos de ()", F}, en una sucesién y denotarla por {x,},y. Notar
que la condicién (i) de (1.45) implica que lim,,_,, ||| = 0. Por lo tanto si ¢ € E’, la sucesién
{o(xn)},en esta acotada, es decir {op(x,)},cn € co. Definimos T': B — ¢y mediante T'(p) =
{o(xn)},en- Es claro que la aplicacion 7" es lineal, por lo tanto T(A) es un subconjunto
convexo de cyg. También, por la construccién de {w,},.y, para cada ¢ € A, [|[T(p)|| =
SUp,en |@(xn)| > 1. Por lo tanto, llamando D = {y = (Yn)nen € co | ||lyll < 1}, T(A)ND = 0.

Podemos ahora aplicar el Teorema 1.42 a T(A) y D, y encontrar f € I' = ¢, y a € R tal
que Re (f(y)) <a <Re(f(T(y))) paracaday € Dy ¢ € A. Es decir

Re (Z y(n) f(n)> < a<Re (Z o(x,) f(n)> . (1.46)

n=1

Sustituyendo f por f/||f|| v a por a/| f||, podemos suponer que se verifican las desigual-
dades anteriores con ||f|] = 1. Siy € ¢ con |ly|| < 1 (es decir, y € D), sea u € F con

| =1y |f(uy)| = |f(y)]. Aplicando (1.46) y tomando el supremo sobre todos los y € D
resulta que ||f]| =1 < Re (D2, ¢(z,)f(n)) para todo ¢ € A. Pero f € I, por lo tanto
S 1 )eall < S, | F)]5up, 2] = |71 5ups lzall, ¥ como E es de Banach, tenemos
que x =Y <~ f(n)z, € E, y 1 <Re(p(x)) para todo p € A. O]

Teorema 1.47 (Teorema de Krein-Smulian). Sea E un espacio de Banach y A un subcon-

gunto convexo de E' tal que AN B'(0,1) es o(E', E)-cerrado para todo r > 0, entonces A es
o(E', E)-cerrado.

Demostracion. El conjunto A es cerrado en la topologia inducida por la norma, ya que cada
sucesion convergente en la norma de A es acotada, por lo tanto contenida en algun disco
B'(0,7),y B'(0,7)NAes o(E', E)-cerrado, y por lo tanto también es cerrado en la topologia
de la norma.

Por lo tanto, si ¢y ¢ A, existe r > 0 tal que AN B'(¢g,r) = 0. Pero esto implica que
B'(0,1) N (A — @) = 0. También (A — @) es convexo por serlo A y ademds

(A=) NB'(0,R) = (A— )N B'0,7rR) = AN B'(py, R)
= (AN B0, [[¢oll +7R)) N B'(¢0,7R)

1 -
r

es o(FE', F)-cerrado para todos R > 0, ya que por B'(pg,7R) lo es, y AN B'(0, ||¢ol|| + rR)
lo es por hipétesis. Por lo tanto se verifican todas las condiciones del Lema 1.44. Entonces
existe z € F tal que |p(z)] > Re(p(z)) > 1 para todo ¢ € (A — ). En particular,

0¢ L(A— o), y por lo tanto ¢ ¢ A. O

Corolario 1.48. Si E es un espacio de Banach y'Y es un subespacio lineal en E’, entonces
Y es débilmente cerrado si y solo si Y N B'(0,1) es débilmente cerrado.
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1.5. La topologia compacto-abierta

En toda la seccion vamos a fijar un abierto conexo del plano complejo, GG, denotaremos
por C(G) el dlgebra de las funciones continuas en G y por H(G) el de las funciones holomorfas
en GG. En cualquier abierto G' de C, podemos encontrar una sucesion de conjuntos compactos
{Kp}nen, K C G tales que K, C K7 vy Up2 | K, = G, en efecto, basta considerar

—_— 1
K,=B0,n)Nn{zeC|d(z,G) > E}CG’

estos conjuntos son compactos por ser cerrados y acotados, ademas
1 o
K,CBO,n+1)n{zeC|d(z,G) > n—+1} C Kpy1,

y de la construccion es claro que U2, K,, = G. Cualquier sucesion de compactos que verifique
las condiciones de antes se llama una ezhaucion de G.Y si tenemos una exhaucién { K, }nen

de G, dado K C G, como {K,},en es un cubrimiento abierto de G y K,, C K,1, existe

ng € N de forma que K C K,,, C K,,.
Por otro lado, dada una exhaucién {K, },eny de G,y f € C(G), si denotamos

I/l = sup{[f(2)[ | z € K}, K C G compacto,

es sencillo ver que {|| - ||k, },,cy forma un sistema fundamental de seminormas sobre C, ya que
verifican las propiedades (S1.) y (S2.) del Teorema 1.13. Por lo tanto (C(G), {|| - ||k, }.en) €8
un espacio localmente convexo con un sistema fundamental de seminormas numerable, por
lo tanto podemos aplicar la Proposiciéon 1.27 para concluir que la distancia

[e.9]

&1 gl
W9 = 2 m T 7 — gl

n=1

induce la misma topologia que el sistema de seminormas. Por otro lado, si tenemos otra
exhaucion {K/} debido a que para cada n € N existe m, € N con K/, C K, , y

neN?
viceversa, dado m € N podemos encontrar n,, € N con K,, C K] , tenemos que | - |[x; <
| [ ¥ I - e < |l - NIk, » de modo que los sistemas de seminormas son equivalentes,

induciendo la misma topologia. Y por lo tanto, también seran equivalentes las métricas
inducidas. Denotaremos la topologia inducida por cualquiera de estas métricas (o sistemas
de seminormas) por 7.

Nota 1.49. La topologia compacto-abierta se define en general sobre el espacio de funciones
continuas entre dos espacios topoldgicos, y de forma diferente, pero en este trabajo no nos
interesa un marco tan general, esta es la razon por la que la introducimos de esta manera. <

El siguiente resultado muestra que la convergencia de sucesiones en este espacio topologico
equivale a la convergencia uniforme de las funciones sobre conjuntos compactos de G.

Proposicién 1.50. Dada una sucesion { f,}nen C C(G), se tiene que converge a una funcion
f en la topologia 7., st y solo si la sucesion converge uniformemente a f sobre conjuntos
compactos de G.



1.5. LA TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTA 33

Demostracion. Durante toda la prueba vamos a suponer que {/,},  es una exhaucién de
Gy d su métrica asociada.

Veamos la implicacion directa, si lim, .o f, = f en 7., dado € > 0 y un conjunto
compacto K C G, tomemos ng € N de forma que K C K,, vy jo € N tal que si j > jo,
entonces d(f, fj) < 5. Entonces,

L= fl, el
T 1T fle, = ) S 5w = T flen =

y por lo tanto

—0
1—€ es0

1f = fillk < 11f = fill ko, <

es decir, {f,}nen converge a f uniformemente sobre compactos.

Para ver el reciproco, sea € >0y m € N tal que 2%” =y L

€
nemi1 37 < 5, tenemos que

m

B O N Ty
I =2 o = e 2o W T T = e

n=1 n=m+1
< Zin If = fillx, L e in If = fillx. L€
21+ (f = fillk, 27 =271+ = fillk., 2
If— fillx € €
< —+ =< |f = fillk. + 5
L+\f = fillgk. 2 J 2

Como {f,}nen converge uniformemente sobre K,,, existird jo € N de forma que si j > jo,
entonces || f — fjllx, < §.y por lo tanto, si j > jo, d(f, f;) < €, es decir {f,}nen converge a
f en la métrica d. O

Caracterizada la convergencia de sucesiones dentro de (C(G), 7.,), veamos ahora que no
solo es un espacio métrico y localmente convexo, sino que también es un espacio de Fréchet.

Proposicién 1.51. El espacio (C(G),T.,) es un espacio métrico secuencialmente completo.
Y por lo tanto es un espacio de Fréchet.

Demostracion. Sea {K,}, .y una exhaucion de Gy d su métrica asociada, sea { f,}nen C
C(G) una sucesion de Cauchy, y sea K C G un compacto, entonces existe ny € N de forma que
K C K,,. Sea1 > ¢ > 0, entonces existe N € N tal que si ny,ny > N, entonces d(f,,, fn,) <

i, entonces ﬁm < 355, Y por lo tanto [ frn = frolle < [ fny — fnzHKno < fea
por lo tanto {f,}>2, también es de Cauchy segin la seminorma || - ||x, lo que implica que

para cada x € G, {f,(x) }nen es de Cauchy en C, por lo tanto existe lim,, o f,(2). Definimos
asi f(x) = lim, o0 fn(x).

Esta funcién asi definida es continua, ya que, si z,y € G, existe m € N tales que
[f(z) = fm(2@)| < 5 ¥ |f(y) — fi(y)| < 5, por otro lado, como f,, es continua, existe § > 0
tal que |f(2) — fim(y)| < § cuando |z —y| < 4. Por lo tanto, para dicho 4,

[f (@) = fW) < 1f(@) = fn(@)] + | fm (@) = fn )]+ [F () — fm(W)] <e,
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es decir, f es continua. Ahora, habiamos visto que dado 0 < ¢ < 1y K C GG compacto, existe
N € N de forma que si ny,ny > N se verifica que

€

Hfm _fn2||K < 1— ¢

Entonces c
furl@) = @) < 7 Ve € K,

si ahora tomamos limite cuando ny — oo, resulta que si ny > N, entonces

€ €
(@) = s (@)l < 7= = If = faallwe < 7,

lo que prueba que { f,, }nen converge uniformemente a f sobre K. Como K era un compacto

arbitrario, concluimos que la sucesién {f,},en converge a f en la métrica d, por lo tanto

(C(G), Teo) €s un espacio métrico secuencialmente completo. O

En las secciones que siguen nosotros emplearemos el espacio (H(G), 7.,), por lo tanto nos
interesara el siguiente resultado.

Corolario 1.52. El espacio (H(G),T.) es un espacio métrico secuencialmente completo.
Por lo tanto es un espacio de Fréchet.

Demostracion. Para ver esto basta notar que H(G) es un subconjunto cerrado de C(G), lo
cual se deduce de que si una sucesién de funciones holormorfas que converge uniformemente
sobre compactos a otra funcién f, entonces la funcion f también es holomorfa por el Teorema
de Weierstrass. 0
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Cronologia del Analisis Funcional

El siguiente eje cronolégico se ha realizado a partir del articulo de Ciesielski y Moslehian [7].

Cuadro 1.1: Cronologia de resultados importantes de Anélisis Funcional

Helly demuestra el Teorema de Hahn-Banach en el
espacio de funciones reales continuas sobre un
intervalo compacto y lo publica en su articulo « Uber
lineare operationenen».

Hans Hahn demuestra el Teorema de Hahn-Banach

1927 -..... en el caso de espacios de Banach en su articulo
«Uber lineare Gleichungssyteme in linearen
Raumen».

Banach y Steinhaus demuestran el Teorema de
1927 ... .. Banach-Stainhaus en su articulo «Sur le principle de
la condensation de singularités»..

Teorema de Hahn-Banach en el caso real probado
1929 -..... por Banach en su articulo «Sur les fonctionelles
linéaires».

Banach prueba una versién del Teorema de
1929 ... ... Alaoglu-Bourbaki para espacios de Banach en su
articulo «Sur les fonctionelles linéaires II».

Soukhomlinov y Sobczyk demuestran
independientemente la versién compleja del
Teorema de Hahn-Banach, publicado

1938 ------ respectivamente en «Uber Fortsetzung von linearen
Funktionalen in linearen komplexen Raumen und
linearen Quaternionenraumen» y en «Extensions of
functionals on complex linear spaces».
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Capitulo 2

Preliminares de Analisis Complejo

En este capitulo vamos a mostrar varios resultados sobre funciones de variable compleja.
En la Secciéon 2.1 veremos el Teorema de Interpolacion de Weierstrass, el cual demostraremos
empleando productos infinitos. Este resultado nos permite construir funciones holomorfas so-
bre abiertos conexos que se anulen en un conjunto de ceros aislados arbitrariamente prefijado.
La Seccién 2.2 trata de los Teoremas de Montel y de Vitali, con los cuales damos una ca-
racterizacién de las sucesiones de funciones holomorfas localmente acotadas que convergen
uniformemente sobre compactos. En la Seccién 2.3 aparece el Teorema de Runge el cual nos
permite aproximar funciones holomorfas a partir de funciones racionales con los polos en
ciertos conjuntos. En la Seccién 2.4 el objetivo es llegar a ver que una funcién de variable
compleja cuyo conjunto de llegada es un espacio de Banach es holomorfa si y solo si su
composicion con todo funcional lineal y continuo es holomorfa. En la Seccién 2.5 se veran
algunos resultados conocidos sobre conjuntos convexos y se introducira el concepto de en-
volvente holomoérficamente convexa. Por tltimo, en la Seccién 2.6 se veran las definiciones
de funciones arménicas y subarmoénicos asi como algunos resultados basicos. Los resultados
de este capitulo aparecen en el articulo de Arendt y Nikolski [1], y en los textos de Ash y
Novinger [2], de Berenstein y Gay [3], de Hormander [10], de Kato [12], de Matousek [13],
de Ransford [16], y los de Remmert [17, 18].

2.1. Teorema de Interpolacion de Weierstrass

El objetivo de esta seccion es presentar el Teorema de Interpolacion de Weierstrass, el
cual nos permite construir funciones holomorfas con los ceros prefijados. En cierto sentido
este Teorema nos dice que las funciones holomorfas no son tan rigidas como quizas puedan
parecer. El desarrollo aqui mostrado emplea productos infinitos de funciones holomorfas y
sigue el texto de Ash y Novinger [2, Capitulo 6, Seccién 2|, se puede ver otra demostracion
diferente sin emplear productos infinitos en el texto de Berenstein y Gay [3, Capitulo 3,
Seccién 3].

Lema 2.1. Sipy = [[\_,(1 4 x,), con x, € RVn, entonces py < exp(30_ x,).

Demostracion. Basta con tener en cuenta que 1+ x < e* Vo € R, por lo tanto se sigue que
N N N
PN = Hn:l(l + an) S Hn:l 63371 = eXp(Zn:l xn) O

37
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Lema 2.2. Sipy = [[22,(1 + 2,), con z, € C, ¥n, entonces |p, — 1| < [0, (1+]z.]) — 1

Demostracion. Vedmoslo por induccién, para N =1, |p; — 1| = |z1] = (1 +|z|) — 1. Supon-
gamos la desigualda cierta hasta cierto N — 1, entonces

oy — 1] = [pv1(1+2n) = 1] = [(pv—1 — 1)(1 + 2n) + 2x|
N N

< (f[u +|2a) — 1) (L+]zn) +lon| = [J+12n) = 1= |an|+|zn] = T 1+ |2a]) —

n=1 n=1
[

Teorema 2.3. Sea G C C un abierto, y {fu},cny € H(G) una sucesion de funciones ho-
lomorfas en G. Si las funciones f, son acotadas en S C C, y la serie Y~ |fa| converge
uniformemente a u en S, el producto infinito [[)_ (1 + f,) converge uniformemente a una
funcion f. Como consecuencia, f(zy) =0 si y solo si existe ng € N tal que 1 + f,(20) = 0.
En particular, si la serie Y " | fn| converge uniformemente sobre compactos de G, en-
tonces el producto infinito [, (1 + f,) converge uniformemente sobre compactos de G a

f e H(G).

Demostracion. Cada funcién |f,| estd acotada en S por cierta constante M, y la serie
> | fn] converge uniformemente en S, por lo tanto, su limite u esta acotado en S. En
efecto, existe ng € N tal que

)| <lenS,

n=1

por lo tanto

]<1+Z|fn y<1+ZM — L.

n=1

Denotemos ahora py(z) = [, (1 + fu(2)). Si N € N,

P (2 |<H1+|f SNl < ol — .
Si N'> N,
N’ N
v (2) —pn() =lpn ()] | TT 4+ £a(2) =1 < lpw(2)l | T @+ 1ful2)]) — 1
n=N+1 n=N-+1

<Ipn(2)| (eXp ( 11 Ifn(z)y> — 1) .

Sea ¢ > 0. Tomamos N € N tal que ) > v |fi(2)| < € en S. Entonces |pn(z) — pn(2)| <
M(ef — 1). Como la ultima expresién tiende a 0 cuando e tiende a 0, obtenemos que la
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sucesion de funciones {py(2) }nen es uniformemente de Cauchy en S, y por lo tanto, converge
uniformemente.

Si ahora la serie ) >, |f,| converge uniformemente sobre compactos de G, como toda
funcién continua sobre un compacto es acotada, tenemos que las funciones f, son acotadas
en K,y por lo tanto [[°2,(1 + f,) converge uniformemente sobre compactos de G a una
funcién f € H(G), la cual serd una funcién holomorfa sobre G ya que, por el Teorema
de convergencia Weierstrass, el limite de funciones holomarfas que converge uniformemente

sobre compactos es de nuevo holomorfo. O

Definicién 2.4. Definimos los factores elementales de Weirstrass E,(z), n > 0 de la si-
guiente forma

EO(Z> =1- 2
P .n
E,(z) =(1 —z)exp < —) ., p>1
n=1
Lema 2.5. 1. Para todo p, E,(0) =1;
2. |1 = Ey(2)] < 22T, cuando |z] < 1.
Demostracion. 1. Es una simple evaluacion ver que E,(0) = 1.
2. Para p = 0, [1 - FEy(2)] = |-2] = |2] Vz € C. Si p > 0, entonces —FE (z) =
Zexp(3r_, 2). Como —FE/(z) tiene un cero de orden p en 0, entonces 1 — E,(z)

tiene un cero de orden p+ 1. Esta misma expresion de la derivada muestra que la serie

de potencias en 0 de 1 — E,(2) tiene coeficientes no negativos, por lo tanto la expansién

: . : 1-E
en serie de potencias en el origen de p}r’l(z) es
z

1-F S
Zp—:;(Z) = Zanzn, donde a,, > 0.
n=0
Entonces, si 2| < 1,
1 — Ey(2)
’T <1-E,(1)=1.

O

Teorema 2.6. Sea {z,}°°, una sucesion de niumeros complejos no nulos, sin puntos de
acumulacion, o equivalentemente, con lim,, . z, = 0. Sea p, € NU{0} tales que para todo

r >0,
0 r 1+pn
(1) <
n=1 Tn

donde r, = |z,|. Entonces el producto infinito [[7°_| E,, (f) converge, y define una funcion

entera con ceros exactamente en los puntos z,.
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Demostracion. Fijamos r > 0. Existe ng € N tal que si n > ng, r, > r. Por lo tanto, si

2| <,
pn+1 pn+1
z V4 T
1-E, (=) <|(= <(— :
Zn Zn Tn
1+pn

o0 r . . o0 VA
Como ) >, (E < 00, tenemos convergencia uniforme de » > | ‘1 - E,, (—)‘ en

Zn

B(0,r), y por lo tanto convergencia sobre compactos de C. Aplicando ahora el Teorema

2.3, concluimos que el producto
(e.)
z
n=1 “n

converge uniformemente en compactos de C a una funcién f € H(C), que cumple que
f(z0) =0siysolosiz € {2z, | n €N} O

Nota 2.7. Si varios z, son iguales a «, se entiende que es un cero multiple de orden
IneN|z,=al. &

Corolario 2.8. Sip, =n —1, estamos en las condiciones del Teorema 2.6. Y por lo tanto,

el producto infinito
[e.e]
z
H En—l (_>
Zn
n=1

converge a una funcion entera.

Demostracion. Consideramos la serie

n=1
Ya que
r\" r
lim {/{—) = lim — =0,
n—00 Tn n—oo 1y,
deducimos la convergencia de la serie Vr > 0. [

Teorema de Interpolacién de Weierstrass. Sea G un subconjunto abierto de C. Dado
A C C un conjunto de puntos distintos, a lo sumo numerable, sin puntos de acumulacion,
existe f(z) € H(G) con ceros exactamente en los elementos de A.

Demostracion. Si G # C, veamos que podemos reducirlo al caso en que GG es un entorno
reducido de infinito, es decir, que existe R > 0 tal que {z € C||z| > R} C Gy A es un
conjunto acotado. Para verlo, sean GGy y A; conjuntos como en las hipétesis del Teorema.
Elegimos a € G\ A; y definimos la homografia T'(z) = 1/(z —a). La aplicacién T es continua
y envia el conjunto G \{a} en un entorno reducido de infinito, el cual llamaremos G. Ademas,
G # C puesto que 0 ¢ T(Gy \ {a}). Definimos A = T'(A;), este conjunto es acotado, ya que
como a no es un punto de acumulacién de A, existird r > 0 de modo que B(a,r) N A; =0,
lo que implica que |T(w)| < 1/r para todo w € Ay, es decir |w| < 1/r para todo w € A.
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Ahora estamos en el caso especial, supongamos ahora que en este caso existe una aplicacién
holomorfa en G con ceros exactamente en los puntos de A y que existe lim, ., f(z) # 0.
Consideramos ahora la funcién f; = f oT. Como T es holomorfa en G \ {a}, resulta que
f1 es también holomorfa en dicho conjunto. Ademsds, f; tiene una singularidad evitable en
a con lim, ,, f1(z) # 0, ya que lim, ,, T(z) = oo y lim,_,, f(z) # 0. Por lo tanto podemos
encontrar una funcién holomorfa f, en G; con

f2<z):{ fiz)  siza

lim, ., fi(2) siz=a,

con ceros exactamente en los elementos de A.
Veamos ahora el caso especial cuando G # C y es un entorno reducido de infinito y A un
conjunto acotado por R > 0. En el caso en que A sea un conjunto finito A = {z1, 29, ..., 2, },

entonces tomamos
(z—21) (2 — 2zp)
(z —b)" ’

con b € C\ G. Es claro que es holomorfa y con ceros exactamente en los puntos de A, y el
limite cuando z tiende a 0o es 1 # 0. En el caso que A = {z, | n € N} es un conjunto infinito,
como G # C el conjunto C \ G es un compacto no vacio, y para cada n existe w, € C\ G
de modo que |z, — w,| = dist(a,, C\ G). Notemos que |z, — w,| — 0 cuando n — oo ya que
si no fuese asi, existirfa € > 0 y una subsucesién de modo que |z, — wy,,| > €, pero si fuese
asi, la subsucesién estarfa contenida en {z € G | dist(z,C\ G) > ¢} N B(0,R) C G, por lo
tanto tendria otra subsucesion convergente, de modo que el conjunto A tendria algin punto
de acumulacion. Sea ahora {f,} la sucesién de funciones en G definidas por

) = £, (222,

Z— Wy,

f(z) =

estas funciones cumplen que lim, ., f,(z) = lim,_,o E,(2) = 1, esto en particular implica
que las funciones f,, son acotadas en G. Entonces f, tiene un cero simple en z, y ningin
cero mds. Ademds, > | f, — 1| converge uniformemente sobre compactos de G. En efecto,
si K C G es compacto, sea r = dist(K,C \ G), entonces existe N € N tal que paran > N
se tiene que |a, — w,| < r/2. Por lo tanto

2
g—r/ =1/2, z € K.
”

Zpn — Wn

Z — wy

Por lo tanto, por el Lema 2.5, paran > N

n+1 ( 1 ) n+1
T <[z )
- —\2

Por lo tanto tenemos una sucesién de funciones acotadas {f, — 1}, . tal que Y- |f, — 1|
converge uniformemente sobre los conjuntos compactos de GG, por lo tanto aplicando el Teo-
rema 2.3, obtenemos una funcién holomorfa f = [[ ", f, que tiene ceros exactamente en los
elementos de A, y con lim, ., f(z) =1#0.
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El unico caso que nos falta es G = C. En este caso, si A es finito, basta considerar el
polinomio
f)=(z—21)...(2 = z).
Para el caso infinito, consideramos B = A\ {0} = {2,},cy €5 una sucesiéon de nimeros

complejos no nulos, que no posee puntos de acumulacion, es decir, estamos en las condiciones
del Teorema 2.6, entonces, si p, =n — 1, el producto

= z
T]L!En—l (Z) ’

converge a una funcién entera, f, cuyos ceros son exactamente los elementos de B. Ahora
bien, si 0 ¢ A, f se anulard exactamente en los elementos de A, y si 0 € A, basta considerar
la funcién g(z) = zf(2). O
Nota 2.9. Este resultado se puede generalizar sin mucha dificultad a abiertos G distintos
de la esfera de Riemann C, y a conjuntos A que pueden incluir el punto del infinito y
ademas los ceros tienen el orden prefijado que nosotros deseemos, esta es la demostracién
que aparece en el texto de Ash y Novinger [2, Teorema 6.2.6]. Y siguiendo por esta linea de
la flexibilidad de las funciones holomorfas, en [2, Capitulo 6, Seccién 3] aparece el Teorema
de Mittag-Leffler, el cual dice que, bajo condiciones similares al Teorema de Interpolacién de
Weierstrass, podemos construir funciones meromorfas con los polos de orden prefijado que
nosotros deseemos, asi como la parte singular que elijamos.

2.2. Teorema de Vitali

En esta seccién se presentan los Teoremas de Montel y de Vitali, otro par de Teoremas
clasicos de Analisis Complejo. Las demostraciones aqui mostradas aparecen en los textos
de Remmert [18, Capitulo 3, Seccién 5] y [17, Capitulo 6], también se puede encontrar en
otros textos, como en el texto de Ash y Novinger [2, Capitulo 5, Seccién 1]. Estos resultados
tienen una interpretacion en términos de la convergencia de sucesiones sobre la topologia
compacto-abierta, la cual comentaremos al final de la seccién.

Lema 2.10. Sea G un abierto conexo de C y f,: G — C, n € N una sucesion de funciones
acotada en todo punto de G. Entonces para cada subconjunto a lo sumo numerable A de G
existe una subsucesion que converge puntualmente en A.

Demostracion. Se puede deducir este resultado a partir de un argumento de diagonalizacion.
]

Definicién 2.11. Diremos que una familia 7 C H(G), donde G es un abierto conexo de C,
es localmente acotada si para todo compacto K C G existe M > 0 tal que |f(z)| < M para
toda fe FyzeK.

Lema 2.12. Sea G un abierto conexo de C y F C H(G) una familia localmente acotada en
G. Entonces para cada punto ¢ € G y cada € > 0 existe una bola B C G centrada en c tal
que

lf(w)— f(2)|<e VfeF, Yw,z € B.
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Demostracion. Sea r tal que B(c,2r) C G. Sean B = B(c,r) y B' = B(c,2r). A partir de la
formula integral de Cauchy;,

fw) =16 =50 [ 50 | A - | ac

_v-z 1) 2, W c, 2r
= o / C—w)(C =)o v € Blen),

y como |(¢ — w)(¢ — z)| > 72 para todo w, z € B ya que ¢ € dB’, se tiene que

) = S < w21 2 sup Q] Vew e Bvf € F,

Como F es localmente acotada, M = 2sup{sup.cp |f(¢)| | f € F} < oo (podemos asumir

M > 0), y para concluir el resultado basta con tomar B = B(c,d), donde § = min {55, 7}.
O

Definicién 2.13. Diremos que una sucesién de funciones {f,}, oy converge continuamente a
otra funcién f en G, si para toda sucesién convergente {z,},.y C G, el limite lim, o fn(25)
existe en C.

Nota 2.14. 1. Podemos tomar por ejemplo la sucesion constante {z,}, . donde z, = 2y
para todo n y definir asi la funcién f(z9) = lim, o0 fr(2n)-

2. Si tenemos dos sucesiones {2, },cy ¥ {Wn},cn convergentes al mismo limite 2y € G,
entonces las sucesiones { f,(2n)},eny ¥ {fn(Wn)nen} tienen el mismo limite. En efecto,
podemos considerar la sucesién {z,}, . donde z, = z, si n es par y z, = w, si n
es impar, evidentemente esta sucesion es convergente a zp como las otras dos, por
lo tanto existira el limite de la sucesion { f,(z),)}, ey, ¥ este limite serd igual al de las
subsucesiones { fan(22n) }en ¥ {f2n—1(Wan—1) },,cns que a su vez son subsucesiones de las
{fa(zn) boen ¥ {fn(Wn)nen} respectivamente, las cuales eran sucesiones convergentes,
por lo tanto todas estas sucesiones tendran el mismo limite. Evidentemente este limite
comun serd f(zp).

3. Notemos también que limy_ fn,(2x) = f(20) para toda subsucesion {fy, }.cy de
{fn},en- Para ver esto definamos la sucesion {2],},, .y donde 2/, = z;si 1 <m <nyy
!/

2y, = 2 sing_1 < m < ny paratodo k > 1. Es claro que esta sucesién converge a z, lue-
go limy, o0 fin(2,) = f(20), y por lo tanto limy_, f, (27/%) = limy o0 fr, (26) = f(20)-

4. La convergencia continua de la sucesién { f,,} hacia la funcién f implica la continuidad
de f. Para ver esto, sea 2y € G, {2,},,cy Una sucesién convergente a 2y, y € > 0. Como
limy, o0 fu(2zk) = f(21), para cada k € N, podemos encontrar una sucesién creciente
{nk} ey verificando que |f,, (2) — f(2x)| < € para cada k. Por la observacién anterior,
podemos encontrar un K € N de modo que si k > K entonces |f,, (zr) — f(20)] < €.
De esto se sigue la continuidad, ya que para k > K

[F(z) = F(z0)l < [f (k) = for (i) + [ (2) = f(20)] < 2€,
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Teorema 2.15. Para una sucesion de funciones f,: G — C son equivalentes

1. La sucesion {fn}, oy converge uniformemente sobre compactos de G y f es continua.

2. La sucesion { f,},cy €s continuamente convergente.

Demostracion. 1=2. Sea {z,},.y C G una sucesién convergente a z, € G. Es facil ver
que el conjunto S = {xg, 1, s, ...} es un subconjunto compacto de G. Por lo tanto, dado
e > 0, para n suficiente grande supycy |f(2k) — fn(2x)| < €, en particular, para cada n
suficientemente grande, |f(z,) — fu(2n)| < €. Por otro lado, por la continuidad de f, también
|f(2n) — f(20)| < € para n suficientemente grande. Esto implica que para n suficientemente
grande,

[fn(zn) = f(20)] < [fnlzn) = Flza)| £ [f (20) = f(20)] < 2,

es decir, la sucesion converge continuamente.

2<=1. Sea f la funcién limite, la cual sabemos que es continua. Supongamos la sucesién no
converge uniformemente sobre compactos, por lo que que existe € > 0, un compacto K C GG
y una subsucesién {f”j}jeN con sup,cg | fa,(2) — f(2)| > €. Entonces podemos encontrar
una sucesion de puntos z; € K de modo que para todo j € N

i (2) = f(z)] = e (2.16)

Como K es compacto, esta sucesion {z; }jeN poseera una subsucesion convergente. Asi que
sin pérdida de generalidad supongamos que {z;}, . converge a z,. Pero entonces para j
suficientemente grande, tendremos que |f(z;) — f (zo)\ < €/2, por la continuidad de f y que
} I () — f (zo)‘ < €/2 por la convergencia continua, de modo que, para j suficientemente
grande, tendremos que

|£(25) = Fa, ()| < 1F(25) = F20)| + | F(20) = fus (25)] <6,
contradiciendo (2.16). Por lo tanto, la sucesién converge uniformemente sobre compactos de

G. ]

Teorema 2.17 (Teorema de Montel). Sea G un abierto conexo de C. Toda sucesion { fn},cn
de funciones en H(G) que es localmente acotada en G tiene una subsucesion que converge
uniformemente sobre compactos de G.

Demostracion. Sea A C G un subconjunto denso a lo sumo numerable. Por el Lema 2.10,
existe {gk},on una subsucesién de {f,}, .y que converge puntualmente en A. Vamos a ver
que de hecho esta sucesion converge uniformemente sobre compactos en G. Veamos que
lim,, o0 gn(2n) existe para cada sucesién {z,}, .y C G con lim, ,o 2, = 20 € G. Sea € > 0,
por el Lema 2.12; existe una bola B C G centrado en zy tal que |g,(w) — gn(z)| < € para
todo n si w,z € B. Como A es denso en G, existe a € AN B. Ya que lim,,_,, 2, = 2o, existe
ny € N tal que z, € B para todo n > ny. Por otro lado, ya que a € A, y lim,,_,, g,(a) existe,
existird ny tal que si n,m > ng, |gn(a) — gm(a)| < €. Por lo tanto, si n,m > méx{ny,ny},
tendremos que

19n(2n) = Gm(2m)| < |gn(2n) = gn(a)| + |gn(a) — gm(a)| + |gm(a) — gm(2)] < 3e.

Por lo tanto {g,(zn)},cy €s de Cauchy, y por lo tanto convergente. Entonces, podemos definir
9(z0) = lim,, . gn(z,). Por lo tanto la sucesién converge continuamente, lo que equivale a
la convergencia uniforme sobre compactos por el Teorema 2.15. O
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Corolario 2.18 (Criterio de convergencia de Montel). Sea G un abierto conexo de C y sea
{fa}nen una sucesion de funciones en H(G) localmente acotada en G. Si toda subsucesion de
{fa}nen que converge uniformemente sobre compactos de G converge a f € H(G), entonces
{fa},en converge a f sobre compactos de G.

Demostracion. Si no fuese asi, existirfa X' C G compacto tal que |f, — f|, no converge
a 0. Existirfa € > 0 y una subsucesién (g;);en tal que |g; — f|,, > € para todo j. Como
la subsucesién (g;)jeny también serfa localmente acotada, por el Teorema de Montel, esta
tendria una subsucesién (hy)ren que converge uniformemente sobre compactos sobre G. Pero
|\hi — fllx > € para todo k, f no serfa el limite de la sucesién. Esto es una contradiccién. [

Lema 2.19. Sea G = B(c,7), 7 > 0 y sea { fn}, ey una sucesion de funciones en H(G) que
es uniformemente acotada en G. Entonces son equivalentes

1. La sucesion converge converge uniformemente sobre compactos de G.

2. Para cada k € N, la sucesion {fék)(c)} converge.
neN

Demostracion. 1=2. Se debe a que cuando { f,,}, . converge uniformemente sobre compac-
tos, también lo hace { ék)} , por el Teorema de Weierstrass cldsico de Analisis Complejo
neN

2=-1. Consideramos el desarrollo de f,, en serie de potencias

(2) = D ane = one = A0

Por hipétesis, todos los limites a; = lim,, o0 ank, k € N existen. Sea M tal que |f,,(2)| < M,
z € G,n € N. Entonces, por las desigualdades de Cauchy, |a,;| < era por lo tanto |a| < TMk,
entonces Y - ax(z—c)* € H(G). Fijamos p con 0 < p < r. Para todo z € C con |z — ¢| < p
y para todo [ > 1 se tiene que

-1

Ful2) = FEN < 3l — anl o+ 3020 (2) =

k=0

n € N.

i — au] -+ 22
Ank — Ag| P +2M r ,
0 -

-1

k

Sea ahora ¢ > 0 arbitrario. Como p < r, podemos elegir [ de forma que 2M 1(_”(/;/);) <eY

como lim,,_, Zi;_:lo lank — ax| p* = 0, existe un ng tal que esta suma finita es menor que ¢
para n > ng. Por lo tanto |f,(z) — f(z)] < 2e para todo n > ng y todo z con |z| < p. Como
p < r se puede elegir arbitrariamente cerca de r, resulta que la sucesién {f,}, .y converge a
f uniformemente sobre compactos de G. ]

Teorema 2.20 (Teorema de Vitali). Sea G C C abierto y conezo, y {fn},cn una sucesion
en H(G) localmente acotada en G. Entonces son equivalentes

L. La sucesion { fn},cy converge uniformemente en subconjuntos compactos de G.

1. Existe un punto ¢ € G tal que para todo k € N la sucesion {fék) (c)} converge.
neN
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1. El conjunto A = {z € G | lim, o fn(z) eziste} tiene un punto de acumulacion en G.

Demostracion. (1.)=(11.). Ya que {f,}, .y converge sobre compactos, entonces {f,(f)}
neN
también converge sobre compactos por el Teorema de Weierstrass clasico de Analisis Com-

plejo.

(11.)=>(111.). Sea B una bola centrada en ¢ con B C G. Entonces la sucesién f,|p es
acotada en B y por lo tanto, por el Lema 2.19, convergente en los compactos de B, lo que
implica que B C A, y una bola siempre tiene puntos de acumulacién.

(111.)=(1.). Por el criterio de convergencia de Montel, basta probar que todas las subsu-
cesiones de {f,}, oy que convergen uniformemente sobre compactos tienen el mismo limite.
Pero esto es claro a partir del principio de identidad de funciones holomorfas, ya que cual-
quiera dos limites deben coincidir en el conjunto A, el cual posee puntos de acumulaciéon en
G. m

Nota 2.21. Los resultados que aparecen en esta seccidn se pueden interpretar en términos
de la topologia compacto-abierta sobre H(G) definida en la seccién 1.5. Una familia F de
funciones localmente acotada no es més que un conjunto acotado en el espacio (H(G), 7).

En estos términos, el Teorema de Montel nos dice que toda sucesién {f,} 1, acotada en
este espacio posee una subsucesion convergente. Y el criterio de Montel dice que para toda
sucesion acotada, si toda subsucesion convergente converge al mismo elemento, entonces toda
la sucesion converge a ese elemento.

Por ltimo el Teorema de Vitali caracteriza qué sucesiones acotadas convergen, son las
sucesiones {f,}, .y para las que existe algin elemento ¢ € G' de modo que las sucesiones
de derivadas evaluadas en dicho punto convergen, es decir, para las cuales las sucesiones

{ f,(lk)(c)} , con k € N, convergen. O equivalentemente, las sucesiones en las cuales el
neN

conjunto formado por los puntos z € G de modo que sucesién la evaluada en ese punto
converge, es decir, { f,(2)},cy converge, tiene algiin punto de acumulacién. <

2.3. Teorema de Runge

El Teorema de Runge es otro teorema clasico de Variable Compleja. Dice que podemos
aproximar una funcién holomorfa a partir de funciones racionales con sus polos bien elegidos
fuera de un compacto sobre el cual la funcién es holomorfa. El desarrollo que aqui aparece
es el mostrado en el texto de Ash y Novinger [2, Capitulo 5, Seccién 2], aunque aparece en
otros textos, como puede ser en el texto de Berenstein y Gay [3, Capitulo 3, Seccién 1] o en
el texto de Remmert [17, Capitulo 12].

Nota 2.22. En lo que sigue vamos a denotar por C la esfera de Riemann, es decir, la
compactificacion de Alexandroff del plano complejo, C, anadiéndole el punto del infinito, es
decir C = C U {oo}. Topoldgicamente, C = 5% = {z € R? | ||z]| = 1}.

Teorema 2.23 (Teorema de Runge). Sea K un conjunto compacto de C y S C C\ K que
contiene al menos un punto en cada componente conexa de C\ K. Definimos

B(S)=A{f|f es limite uniforme en K de funciones racionales cuyos polos estin en S} .
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Entonces toda funcion que sea analitica en un abierto que contenga a K estd en B(S). Es
decir, existe una sucesion de funciones racionales {R,}, . cuyos polos estin en S y que
converge a f uniformemente en K.

Para probarlo vemos primero unos lemas.

Lema 2.24. Supongamos que K es un subconjunto compacto de un abierto G C C. Si
f € H(G), entonces f es limite uniforme de funciones racionales cuyos polos estin en
G\ K.

Demostracion. Sea G abierto y K C G. Existe un ciclo I' en G \ K tal que para toda
feH(G)yze K,
1
21 Jrw — 2

Sea € > 0. Si denotamos I'* el soporte de I, es decir, I'* = imI", entonces § = dist(I'™*, K') > 0
pues son conjuntos compactos disjuntos. Supongamos que [0, 1] es el dominio de " y sean
s, t €10,1], z € K. Entonces

‘f(l“(t)) _ fT(s)
[(s) —
e

~—~ N
Vo)
~—
|
!
—~
~+
~
~—
+
!
—~~
~+~
~

(
(L) = 2)(T(s) = 2)
%(If( ()T (s) = L@ + [LONFTE) = FT )]+ [ [FTE) = FT(s))])-

Como I' 'y f oI son funciones acotadas y K es un compacto, existe C' > 0 tal que para
s,t €[0,1] y z € K, la expresién anterior estd acotada por

C

L) =LA+ [FTR) = FTs)]).
Por lo tanto, por la continuidad uniforme de I" y foI" en [0, 1], existe una particién 0 = ¢y <
ty <---<t,=1tal que parat € [t;_1,t;] y z € K,

fT@®)  fI(E))

Tt —z T(t) -z = ©

Definimos
—~ f(T(t)
R(z) = —(['(¢t;) — I'(¢ I'(t
(9= 3 Ly A C) = Tlty). = £ 1)
Jj=1
Entonces R(z) es una funcién racional cuyos polos estdn en {I'(¢1),I'(¢2),...,['(¢,)}, en

particular, en G \ K. Ahora, para todo z € K,

umﬂa—R@ﬂ:tﬁgg%Mw—‘ L0 - (1)

I'(t;) — =

I (R ) o

/ IT'(t)| dt = € - longitud de T.
0
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]

Lema 2.25. Sean U y V abiertos de C con V.C U y OV NU = 0. Si H es una componente
conexa de U y VN H # 0, entonces H C V.

Demostracion. Sea H una componente de U con VNV H # (). Sea s € VN H y sea T la
componente de V' que contiene a s. Basta ver que 7' = H. Es claro que T' C H ya que T es
un subconjunto conexo de U que contiene a s, y H es, por definicién, la uniéon de todos los
conjuntos con esta propiedad. Escribimos

H=TUH\T)=TU[(dTNH)U(H\T).

Pero 0T N H = {), pues sino serfa falso que 9V NU = ). Por lo tanto H = T U (H\ T) es
union disjunta de dos abiertos, pero como H es conexo y T # () tenemos que T' = H. O

Lema 2.26. Si K es un subconjunto compacto de C y A € C\ K, entonces, siguiendo la
notacién del Teorema de Runge, (z — \)~! € B(S).

Demostracion. Supongamos primero que oo € S. Entonces, para |\g| suficientemente grande,
con \g en la componente no acotada de C\ K, la serie de Taylor centrada en 0 de (z — \g) ™
converge uniformemente en K. Por lo tanto (z — \g) ™' € B(S), y se sigue que

B((5\ {oo}) U{Ae}) C B(S5),

vaquesi f € B((S\{oo})U{Ao}) y R es una funcién racional con polos en (S\ {oo})U{ Ao}
que aproxima a f, escribimos R = R; + Ry donde los polos de R; estén en S \ {co} y el
unico polo posible de Ry es A\g. Pero entonces, Ry se puede aproximar por un polinomio F,
y por lo tanto Ry + Py aproxima a f y tiene sus polos en S, luego f € B(S5).

Por lo tanto, es suficiente probar el Lema para conjuntos S C C. Vamos a aplicar el Lema
225, secaU=C\ Ky

V={AeG|(z=N)""eB(9)}.

Por hipétesis S C U y por lo tanto S C V' C U. Veamos que V es abierto, sea A € V y u tal
que 0 < |A — p| < dist(\, K). Entonces u € C\ K y para todo z € K

1 1

=)

Notemos que si f, g € B(S), entonces f + g, fg € B(S) también. Como (z —\)~' € B(S), y
@ € B(S), ya que
5 553
-\ .
1- 57,\ k=0 \7 A

converge uniformemente sobre K, ya que |[(u— \)/(z — A)| < dist( K)/|z—=Al < 1lyel
tinico polo de las sumas parciales estd en z = A, y como (2 — A\)~! € B(S5), se deduce que los
polos de las sumas parciales también estédn en S. De esto se (z — pu)~' € B(S). Luego p € V,
lo que prueba que V es abierto.
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Veamos ahora que 0V NU = (). Sea w € 0V y sea {\, },, una sucesién en V' convergente
a w. Como |\, —w| < dist(\,, K) implica que w € W, entonces debe de ser |\, — w| >
dist(A,, K) para todo n € N. Como |\, — w| — 0, la distancia de w a K debe de ser 0, y
por lo tanto w € K, entonces w ¢ U, por lo tanto OV NU = (). Por lo tanto hemos visto que
V' y U verifican las hipotesis del Lema 2.25.

Sea H cualquier componente de U. Por definicién de S, existe s € S tal que s € H.
Ahora, s € V ya que S C V. Por lo tanto H NV # (), lo que implica que H C V. Esto
prueba que toda componente de U es una componente de V' y en consecuencia U C V. Por
lo tanto concluimos que U = V. O]

Demostracion del Teorema de Runge 2.23. De nuevo notamos que si f,g € B(S) entonces
también f+g,fg € B(S), por lo tanto, por el Lema 2.26, toda funcién racional con polos
en C\ K pertenece a B(S). Entonces, el Teorema de Runge es una consecuencia del Lema
2.24. m

Nota 2.27. En el caso que C\ K es conexo, podemos tomar S = {co}, y entonces la sucesion
de funciones racionales serd una sucesién de polinomios.

Corolario 2.28. Sea K un compacto de C con C\ K conexo. Entonces K es polinomialmente
convezo, esto es

K= {z € C|lg(2)| < sup|g(w)|, para todo g polinomio} :
weK

Demostracion. Es claro que K C {z € C | |g(2)| < supyex |g(w)|, para todo g polinomio}.
Para ver la otra contencién, sea zy C C\ K, entonces existen abiertos U,V tales que zy € U
y K eVconUNV =0, asi, la funcién

1, sizeU
f(z)_{o, sizeV

es holomorfa en U UV, un abierto que contiene a K U {z}. Notemos ademds, que C \ (K U
{z0}) sigue siendo conexo, por lo tanto existe un polinomio p tal que |p(z) — f(2)] < 1/2
para z € K U {z}. Entonces |p(z)| < 1/2 para todo z € K, pero |p(z0)| > 1/2, por lo
tanto zo ¢ {z € C| |g(2)| < sup,ek |g(w)|, para todo g polinomio}, lo que nos da la otra
contencion. O

2.4. Holomorfia en espacios de Banach

Ahora veremos la nocién de funciéon holomorfa en espacios de Banach, que es una gene-
ralizacién directa de la nocion habitual. Ademas veremos que sobre un espacio de Banach es
equivalente que una funcién sea holomorfa a que lo sea en el sentido clasico la composicion
de dicha funcién con todo elemento del dual. Para llegar a probarlo hemos empleado resul-
tados del articulo de Arendt y Nikolski [1, Seccién 3| y del texto de Kato [12, Capitulo 3,
Seccién 1.6].



50 CAPITULO 2. PRELIMINARES DE ANALISIS COMPLEJO

Definicién 2.29. Sea F un espacio de Banach, G un abierto conexo de Cy f: G — E una
funcion. Entonces diremos que f es holomorfa en zy € G si existe el limite

o 1) = f(0)

Z—20 zZ— 20

Si f es holomorfa en todo zg € GG, diremos que f es holomorfa en G.

Teorema 2.30. Sea E un espacio de Banach. Una sucesion {x,}, . C E converge si y solo
si {p(xn)},eny converge uniformemente para ||| <1, ¢ € E'.

Demostracion. =-. Esta implicacion se sigue de

|o(2n) = p(em)| < [lzn = zmllllel < llen = 2.

<. Para ver esta implicacién, supongamos que {¢(z,)},c converge uniformemente para
¢l < 1. Entonces, para cualquier € > 0, existe N tal que |o(x, —zp)| < esin,m > Ny
el < 1. Por lo tanto

|t — 2|l = sup {|p(xn —zm)|} <€ n,m > N.
lell<1

]

Nota 2.31. En este teorema es suficiente suponer la convergencia uniforme de {¢(zn)},cxn
para toda ¢ de un conjunto denso de la bola unidad de E’; ya que |p(z, — )| < €, implica
lo mismo para cualquier ¢ de la bola unidad.

Teorema 2.32. Sea E un espacio de Banach, G C C un abierto conexo y f: G — E. Si
po [ es holomorfa en G para todo ¢ € E', entonces f es holomorfa.

Demostracion. Sea B(§,R) C Gy I = 0B(£, R) orientado en sentido positivo. Por la formula
integral de Cauchy tenemos que

¢w%»—iiﬁﬁﬁ@w W€ BER),

211 Z— 2
Entonces

1

5 (P (z0 1)) = 9(f(20))) = (w0 f)(20)

_;L/(wﬁw)_ﬂﬂM)w_jlﬁﬁ&ﬁ@

~ 2rmih z—290—h zZ— 2 210 Jp (2 — 20)?

1/<¢mm o g [ [ Oy

" 2mih c—z—h)(z—z) 2 Jp(z—2)2 2w Jr (z— 20— h)(z — %)?

Por otro lado, como ¢ o f es continua, esta acotada sobre I'; el cual es un compacto, es
decir, sup,¢ ) [¢(2)| < oo para cada ¢ € E', aplicando el Teorema de Banach-Steinhaus
concluimos que sup,¢ ;) [|2]| = sup,er || f(2)[| = M < co. Por lo tanto

[o(FCD] < IF ) lell < Mol 2 €T
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Entonces, para |h| < d(z,T) = D

LR QS (R [Py T )

2mi Jp (2 — 20 — h)(z — 2) 2 et Uz — 20 — Al |2 — 20|
Al 1
2rRM

I S By TG e

1
p— h M, .
(B(z0, D), T")d(z0,T')? |h| Ml

S_
™

< |hl BM || -
Esto prueba que +(o(f(z0 + h))) — ¢(f(20)) converge a (¢ o f)'(20) cuando h — 0 unifor-
memente para [|¢|| < 1. Entonces, por el Teorema 2.30, +(f(z0 + k) — f(z0)) converge en la
norma de F, por lo tanto f es holomorfa. O

Nota 2.33. Si se supone que || f(z)]| es acotada en compactos, basta suponer en el Teorema
2.32 que o f es holomorfa para toda ¢ de un subconjunto fundamental de E’ (es decir, un
conjunto S C E’ tal que span(S) = E’). Por lo tanto resulta el siguiente Corolario. <

Corolario 2.34. Sea E un espacio de Banach, G un abierto conexo de C y f: G — E
localmente acotada. Supongamos ademds que existe S, un subconjunto fundamental de E’,
tal que @ o f es holomorfa para toda ¢ € S. Entonces f es holomorfa.

Recordemos que, como se indicé en la Definicién 1.33, un subconjunto W C E’ se dice
que separa puntos si para todo z € E \ {0} existe ¢ € W tal que p(x) # 0.

Lema 2.35. Si W es un subespacio de E', W separa puntos si y solo si es o(E', E)-denso.

Demostracion. Si W separa puntos, entonces W° = {x € E | p(x) =0, Vo € W} = {0}, y
por lo tanto W = W = {0}° = E’, luego W es denso en E'.

Para el reciproco, sea x € E tal que p(zr) = 0 para todo ¢ € W. Sea ahora ¢ € F’,
entonces existe una red {p;}ier C W que converge en o(E’, E) a v, en particular serd
limy [@¢(x) — (x)] = 0, y como ¢i(x) = 0 tendremos que (z) = 0. Como ¢ € E’ era
arbitrario, y E’ separa puntos, tendremos que = = 0, y por lo tanto W separa puntos. O

Teorema 2.36. Sea f: G — E una funcion localmente acotada tal que @ o f es holomorfa
para todo ¢ € W, donde W C E' separa puntos. Entonces f es holomorfa.

Demostracion. Sea H = {p € E' | ¢ o f es holomorfa}. Entonces H es un subespacio de E’
con W C H, luego es o(E’, E)-denso. Sea Hy = {p € H | ||¢|| < 1}. Se sigue del Teorema
de Vitali que Hy es o(FE', E)-cerrado: si (¢;)ier es una red de Hy o(E’, E)-convergente a
¢, entonces ¢ es un funcional lineal continuo, y como |l¢[| = supj, < [p(z)| < 1, pues
lo(x)| < limy [@y(x)| < 1, falta ver que ¢ o f es holomorfa, para ello tomo una subsucesién
(¢n)nen de (p)ier, dicha subsucesién convergera puntualmente a ¢, por lo tanto para todo
z € G, lim, (¢, 0 f)(z) = (po f)(2), y como G es abierto, tiene puntos de acumulacién, por
lo tanto aplicando el Teorema de Vitali se deduce que (¢, © f)nen converge uniformemente
sobre compactos de G a p o f, en particular, sera holomofa, y por lo tanto ¢ € H;. Ahora,
por el Corolario 1.48 del Teorema de Krein-Smulian, H también es o(E’, E)-cerrado, puesto
que lo es H; = HN B’(0,1). Por lo tanto H = E’, y aplicando el Corolario 2.34 concluimos
que f es holomorfa. O
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2.5. Envolvente holomorficamente convexa

El objetivo de esta seccidn es introducir la nocién de envolvente holomérficamente convexa
y ver que la envolvente holomorficamente convexa de un compacto esta contenida en la
envolvente convexa del compacto, propiedad que nos sera 1til en el capitulo 3. Los resultados
sobre envolventes convexas cldsicos aparecen en el texto de Matousek [13, Capitulo 1] y sobre
envolventes holomérficamente convexas en el texto de Hormander [10, Pégina §].

Recordemos que la envolvente convexa de un conjunto C' C R™ es el menor conjunto
convexo que contenga a C'. Y este conjunto se puede expresar por

{Z)\k$k|n€N,$k€C, )\kG[0,1]y>\1+)\2+"'+>\n:1},

k=1
es decir, es el conjunto formado por todas las combinaciones convexas de elementos de C.

Teorema 2.37 (Carathéodory). Sea C' C R™ y x un elemento de la envolvente convezxa de
C, entonces x es combinacion convexa de a lo sumo n + 1 puntos de C.

Demostracion. Sea x un elemento de la envolvente convexa de C', entonces x es combinacion
convexa de un nimero finito de puntos de C'

k
xr = E )\jxj;
j=1

donde cada z; € C, 0 < \; < 1 (si algiin A\; = 0, lo eliminamos y nos quedamos con una
combinacién convexa con menos puntos) y » 5, = 1. Supongamos que k > n + 1, ya que

sino no habria nada que probar. Entonces los vectores xo — 1, ..., 2, — 1 son linealmente
dependientes, por lo tanto existen escalares o, ..., tx, no todos nulos, tales que
k
> wlay — 1) = 0.
j=2

Si definimos p; = — Zf:g fj, entonces Z?:l piz; =0y Z?:l p; =0, y no todos los p; son
nulos. Por lo tanto, al menos habra un p; > 0. Entonces,

k

k k
=) Npj—a ) =Y (A — o),
j=1 Jj=1

Jj=1

. . . , A )
para cualquier o € R. En particular, si o = min; <<, {;TJ | pj > 0} = %, notemos que o > 0
<< ; p

y para todo 1 < j < k se tiene que \; — ap; > 0, y A; — ap; = 0. Entonces

k
xr = Z()\j — ap)x;,

J=1

donde todos los A; — a; son no negativos, su suma es 1 y al menos \; — ap,; = 0. Es decir,
hemos representado x como una combinacién convexa de a lo sumo k — 1 puntos de C.
Podemos repetir este proceso hasta que lleguemos a representar x como una combinacién
convexa de como mucho n + 1 puntos de C. O
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Corolario 2.38. La envolvente convexa de un conjunto compacto de R™ es también com-
pacta.

Demostracion. Sea K C R™ un conjunto compacto, y sea
A={(Ao, A1, M) ER™H O N <1,V =0,1,...,n},
este es un conjunto compacto, sea ahora A = K" x A, que también es un compacto, y sea

F:A—-R"

n
(Io,l’l, e, T, /\0, /\1, ey )\n) — Z /\jZL‘j.
J=0

Esta funcién es continua, pues es un polinomio, y el Teorema 2.37 dice que la envolvente
convexa de K es iguala F'(A), es decir, la envolvente convexa de K es la imagen continua de
un compacto, luego también es compacto. O

Lema 2.39. Sea K C R™ un conjunto convezo, cerrado y no vacio. Entonces existe un unico
v € K tal que ||v| < JJw|, Vw € K.

Demostracion. Sea 0 = inf{||z|| | x € K}. Sea z; una sucesién en K tal que [|z;|| — 0.
Notemos que “3% € K, ya que K es convexo, y por lo tanto ||z; + z;{|> > 46%. Como

s = a5l = 2l + 2l = s+ 32 < 2l + 2Ny — 46> = 0

cuando 4, j — 0o, entonces (z;);en es una sucesiéon de Cauchy, por lo tanto tiene un limite
v € K por ser cerrado, y por continuidad de || - || tenemos que ||v|| = 4. Este elemento es
unico, ya que si y € K es otro elemento con esta propiedad, entonces

[ —yl* < 2)|z]” +2[|y||* — 46° = 0,
por lo tanto z = y. O

Teorema 2.40. Sean A y B dos conjuntos convexos, cerrados, no vacios y disjuntos de R"
y al menos uno de ellos acotado. Entonces existe un vector no nulo v y un numero real ¢ tal
que

(x,v) >c, Yz € A (y,v) <c,Vy € B,

es decir, que el hiperplano (-,v) = ¢ separa A y B.

Demostracion. Supongamos que B es cerrado y acotado (compacto), si y € B, entonces
A—y ={x—y|xe A} es cerrado y convexo, por lo tanto tiene un tnico elemento de
norma minima, g —y # 0 ya que AN B = (), esto equivale a que existe un tnico zo € A
tal que dist(A,y) = dist(xo,y) = ||zo — y||. Por otro lado, la funcién dist(A,-) es continua,
por lo tanto existe algin elemento yo € B que minimiza dist(4,y), y € B, es decir, que
dist(A, yo) = dist(A, B), y para dicho yo, por el comentario anterior, existe xo € A tinico tal
que dist(zg, yo) = dist(A, yo) = dist(A, B), y x¢ # yo.

Debido a que zy # yo tenemos que (xg — Yo, To — Yo)||Zo — %o||* > 0 lo cual implica que
(Yo, o — Yo) < (0, To — Yo)-
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Sea ahora otro elemento x € A, por la convexidad del conjunto tenemos que x; = xg +
t(x — xzg) € A para 0 <t < 1, entonces

lzo—yolI* < llze—oll* = ll(wo—yo) +t(z—20) |* = [lwo—yolI* +2t(z0 —yo, x—0) +£*[|z —z0*,

esto implica que
0 < 2t{mg — Yo, — o) + 2|l — x0]|?,

dividiendo ahora por 0 < t < 1 resulta
0 < 2(xg — Yo,z — x0) + t]|z — 20> = 2(xo — Yo, T) — 2(xo — Yo, To) + t||z — z0]|?,
tomando limite cuando t — 0 concluimos que

(o, 0 — Yo) = (o — Yo, To) < (To — Yo, x) = (T, o — Yo)-

De forma anéloga se ve que si y € B tenemos que (y, xo—vo) < (Yo, To—Yo)- Los pasos que

prueban esta desigualdad con un razonamiento completamente andlogo serian los siguientes
tomando y; = yo + t(y — yo) con 0 <t < 1,

lyo = @ol* < llwo — well* < llwo — woll* — 2t(zo — w0,y — o) + *[ly — woll*,
0 < =2t(zo — Yo,y — yo) + [y — woll*,
0 < —2(xo — Yo,y — yo) + tlly — voll> = —2(z0 — o, ¥) + 2(x0 — vo, wo) + tlly — woll*,
de modo que al final se puede concluir que
(¥, 20 — y0) = (0 = Y0, ¥) < (o — Yo, %) = (Yo, To — Yo)-
Esto prueba que para todo z € A y todo y € B se tiene que
(Y, 20 — Yo) < (Yo, To — Yo) < (o, Zo — Yo) < (T, To — Yo)-
Entonces tomando v = x¢g — yo ¥ ¢ € ({(xo,v), (yo,v)) # 0, por ejemplo
[

(zo,v) + (yo,v)  (xo+yo,To —vo) _ llzoll* — llwo

2 2 2 ’

se concluye el resultado. O]

Proposicién 2.41. Sea C' un conjunto cerrado de R™ y H la familia de todos los semi-
espacios abiertos de R™ que contienen a C', entonces

envolvente convezxa de C = ﬂ H.
HeH

Demostracion. Como todos los semi-espacios abiertos de H son conjuntos convexos que
contienen a C, y la interseccién de conjuntos convexos es convexa, la envolvente convexa
de C estd contenida en ()4 H es directa, ya que el segundo conjunto es un convexo que
contiene a C. Para la otra, sea x ¢ C, entonces los conjuntos {z} y C verifican las hipétesis
del Teorema 2.40, y por lo tanto existen v # 0 y ¢ tales que (z,v) < ¢y (y,v) > ¢ para todo
y € C, entonces H = {z € R" | (z,v) > ¢} es un semi-espacio abierto que contiene a C, pero
v ¢ H, luego x & () ey H, lo que prueba la inclusién contraria. O
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Nota 2.42. También se puede ver que la envolvente convexa de C' es la interseccién de los
semi-espacios cerrados de R™ que contienen a C', la demostracién de esto es idéntica, solo
cambiaria considerar el semi-espacio cerrado H' = {z € R" | (z,v) > ¢}, que contiene a C
pero no a x.

Definicién 2.43. Sea A un subconjunto de un abierto conexo G de C. La enwvolvente ho-
lomorficamente convexa de A en GG es el conjunto

Heo(A) = { € G 12 <suplf(Q), Vf e H(G)} ca.

Diremos ademas que G es holomdrficamente convexo si para todo compacto K C G, su
envolvente holomoérficamente convexa Hco(K) en G es también compacta.

Proposicion 2.44. Cada abierto conexo G de C es holomdrficamente convexo.
Demostracion. Para ver que Hco(K) es un compacto, vamos a ver que
Hco(K) C envolvente convexa de K,

con esto, ya que K es compacto, su envolvente convexa también lo es, y es facil ver que si
{2n},en €8 una sucesion de Heo(K) con z, — z, entonces z € Hco(K), esto se debe a que
si f € H(G), por continuidad, lim,,_,« |f(2n)] = |f(2)| < My = sup,cx |f(w)], por lo tanto
Heo(K) es un cerrado contenido en un compacto, por lo tanto es compacto.

Terminemos de ver que

Hco(K') C envolvente convexa de K.

Primero notemos que los conjuntos de la forma P, o = {z € C| |e**| < C'} son semiplanos
cerrados de C. En efecto, sca a« =a+bi y 2 =2 + yi € P, ¢, entonces

elnC —C Z |eaz| _ |6a:c—by+i(ay+bx)‘ — eaz—by’

esta condicion equivale a que InC' > ax — by porque la funcion In es creciente. Es decir, el
conjunto P, ¢ es un semiplano determinado por una recta de vector normal @. Si hacemos
variar &« en C y C' en R*, los conjuntos P, ¢ recorren todos los semiplanos cerrado de C. Por
otro lado, es claro que si C' < € entonces P, o C P, cr. Si C < sup,ck |€*?], es claro que
K ¢ P,c. Y siC >sup,cx|e*?|, K C P, . Entonces para calcular la interseccién de todos
los semiplanos cerrados que contienen a K basta considerar por cada a € C el semiplano
P, ¢, donde C' = sup, g |e**|. Es decir,

envolvente convexa de K = ﬂ P,
acC

sup.e e[

Por otro lado, para todo a € C, e** € H(G). Pero el conjunto
Hool) = {2 € 61 1(2)] < sup (w)] ¥ € H(G)}
we

C {z € G |le*| < sup |em”|} C Pasup,cxlea?]s
weK

para todo a € C. Con lo que podemos concluir que

Hco(K) C envolvente convexa de K.
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2.6. Funciones subarmonicas

En esta secciéon vamos a ver algunas propiedades bésicas de las funciones arménicas y de
las funciones subarmonicas que seran ttiles en el Capitulo 3. Esta seccién se ha basado en
el texto de Ransford [16, Capitulos 1, 2.

Definicién 2.45. Sea G un abierto conexo de C. Una funcién h: G — R se dice armonica
sih € C3(G)y Ah=0en G, donde A es el operador Laplaciano:

AR = hay + hy,.

Proposicién 2.46. Sea G un abierto conexo de C.

1. Si f € H(G), y H= Re(f), entonces h es armdnica en G.

2. Si h es arménica en G, y si G es simplemente conezo, entonces h = Re(f) para
alguna f € H(G). Ademds f estd univocamente determinada salvo suma de constantes
1Maginarias.

Demostracion. (1). Sea f = h + ik, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, h, = k, y
hy = —k,. Por lo tanto
Ah = hyy + hyy = kyy — kyy = 0.

(2). Si h = Re(f) para alguna f € H(G), digamos, f = h + ik, entonces
' = hy + iky = hy — ih,.

Por lo tanto, si f existe, entonces [’ estd completamente determinada por h, y por lo tanto
f esta determinada salvo constantes.
Vamos a construir f como una primitiva de g: G — C dada por

g = hy —ih,.
Entonces g € C'(G) y g verifica las condiciones de Cauchy-Riemann, ya que
haw = —hyy ¥ hay = hyq.

Por lo tanto g € H(G). Como G es simplemente conexo, toda funcién holomorfa admite
primitiva, es decir, existe G € H(G) con G' = g. Si G = h + ik, entonces

he —ihy = f' = hy — ih,,.

!

Por lo tanto (h — h), = 0y (h — h), = 0. Entonces h — h = D € R es constante en G.
Entonces, tomando f(z) = G(z) — D, resulta que Re (f(2)) = h(z) — D = h(z), es decir,
f € H(G) y Re(f) = h como queriamos ver. O

Teorema 2.47 (Propiedad del Valor Medio). Sea h una funcion armdnica en un entorno
abierto del disco B(w,r). Entonces
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Demostracion. Sea r’ > r de forma que h sea armonica en B(w,r’), que es simplemente
conexo. Por la Proposicién 2.46, existe f € H(B(w,r")) tal que h = Re (f). Por la férmula
integral de Cauchy

1 fQ .. 1 [ ;
flw) = — /|<_w|:r C_—wdg = %/0 f(w +re?)do.

271

El resultado se sigue tomando partes reales en ambos lados de la igualdad. O
Definicién 2.48. El nicleo de Poisson P: B(0,1) x 0B(0,1) — R esta definido por

¢+ Z) 11— |2)?

C=2) [¢—="

Si B = B(w,r)y ¢: 0B — R es una funcién integrable, entonces su integral de Poisson
Ppop: B — R esta definida por

P(z,¢) = Re (

1 2 _ ) ]
Ppo(z) = %/0 P (#, 6“9) o(w + re?)do.
Mas explicitamente, si p < ry 0 <t < 27, entonces
) 1 27 r2 _ p2
P = “)do.
Bo(w+ pet) 27 /0 r2 —2rpcos(6 —t) + ,02¢(w Fre’)

Lema 2.49. FEl nicleo de Poisson P verifica:
1 P(2,¢) >0, para 2] < 1,[¢] = 1;

2. 5 0% P(z,¢")df =1 para |2| < 1;
8. Supjc_¢oz5 P(2,¢) = 0 cuando z — (o para (| = 1,0 > 0.

Demostracion. (1). Es claro a partir de la definicién.
(2). Podemos expresar la integral como una integral sobre la circunferencia unidad y
emplear la férmula integral de Cauchy:

1 2

| 1 [ ez 1 ¢z de
L P 60 do = _ - df | = a9 e

S O P

(3). Si |z — (o| < 9 entonces

1— |2
sup P(z,() < —F——3,
C—Col26 (.0 (6 —[Co — 2|)?

ya que
IC =2 >|Co—2] =16 —=Cll=10—¢l— |2 =G| =6 —|2— (| > 0.
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Y teniendo en cuenta que cuando z — (p ocurre que |z| — |(o| = 1y |¢o — z| — 0, resulta
que
1— |z 0
sup P(z,() < —F—— = = =0.
Ic~ol > (0= —2)* 4
[

Teorema 2.50. Sea B = B(w,r) y ¢: 0B — R una funcidon integrable, entonces
1. Pg¢ es armonica en B.

2. Si ¢ es contina en (y € 0G, entonces lim,_,¢, Psp(2) = ¢({o)

Demostracion. (1). Podemos hacer un cambio de variable afin y suponer que w =0y r = 1,
entonces B = B(0, 1). Entonces

Ppé(z) = Re ( ! /QW e + qu(ew)d@) ,
0

o el — 2

por lo que Pg¢ es la parte real de una funciéon holomorfa, por lo tanto es arménica.
(2). Podemos suponer otra vez que B = B(0, 1). Por el Lema 2.49,

Pao(e) = 0] = |5 [ P )0 ~ oot
<o 0 " Pz, ) o) — 6(Go)| db.

Sea € > 0. Si ¢ es continua en (y, entonces existe § > 0 tal que

¢ = Go| <0 = |o(C) — d(Co)| < e

Usando ahora el Lema 2.49, se sigue que

1
2T

4 . 1 [% .
P@%ww—wwwsﬁlfwwwk«M<L

et —o| <4
También por el Lema 2.49, existe ¢’ > 0 tal que

|z — (ol <0’ = sup P(z,() <e
I¢—Col>0
Por lo tanto si |z — (y| < ¢’ entonces

1
27

Pe) [ofe) = 0(G) 9 < 5 [ elo(e”) =~ o(c)]

fg(ll%wwmwﬂwmo.

27

e?—Go| 25

Juntando estas dos desigualdades, deducimos que para |z — (y| < ¢’ entonces

Pao(e) — oGl < (1 o= [ o) a0 + 1066 ).

Con esto concluye la prueba. O
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Definicién 2.51. Sea E un espacio topoldgico y a € E. Sea u: E — [—00,00), definimos
su limite superior cuando x — a como

lim sup u(z) = inf {sup{u(y) | y € G} | G abierto con a € G} .

Tr—a

Decimos que una funcién u: E — [—00, 00) es superiormente semicontinua si el conjunto
{z € E | u(x) < a} es abierto en E para cada a € R.

Proposicién 2.52. Sea E un espacio topoldgico, u: E — [—00,00) es superiormente semi-
continua si y solo si
limsup u(z) < u(a), Va € E.

r—a

Demostracion. Si u es superiormente semicontinua, para o > u(a) tenemos que
a€{reFE|ulx)<a}=:U,,
que son abiertos. Entonces

limsup u(z) < inf {sup {u(y) |y € Us} | u(a) < a} < inf{a|u(a) < a} = u(a).

T—ra

Reciprocamente, supongamos que

limsup u(z) < u(a), Va € E.

Tr—a

Sea U, ={z € E |u(zr) < a}, y sea a € U,, es decir, u(a) < a. Como

lim sup u(z) = inf {sup{u(y) |y € U} | U abierto con a € U} < u(a) <
r—a
existe un abierto U con a € U de forma que sup{u(z) | z € U} < «, y por lo tanto U C U,,.
Como es valido para todo a € U,, esto prueba que U, es abierto para todo a € R y por lo
tanto u es superiormente semicontinua. ]

Proposicién 2.53. Sea u una funcion superiormente semicontinua en un espacio topologico
E, y sea K un subconjunto compacto de E. Entonces u estd acotada superiormente en K y
alcanza su mdrimo.

Demostracion. Los conjuntos U, = {z € F | u(z) < n},n > 1 forman un cubrimiento abier-
to de K, por lo tanto existe un subcubrimiento finito {U,,,, U,,, ..., Uy, }. SI N = méxy << n,
se verifica que u(z) < N para todo = € K, luego u estd acotada superiormente en K. Sea
ahora M = sup,.x u(x). Entonces los conjuntos {z € E | u(z) < M —1/n} con n > 1 no
forman un cubrimiento abierto de K, ya que no posee un subcubrimiento finito. Por lo tanto
K¢Ugsi{reE|ulz)<M-—-1/n} ={zx € E|ulx) < M}, de modo que u(z) = M para
algin z € K. O]

Teorema 2.54. Sea u una funcion superiormente semicontinua en un espacio métrico (E,d),
y supongamos que u estd acotada superiormente en E. Entonces existe una sucesion de
funciones continuas ¢,: E — R tal que 1 > g > - > u en E ylim,_,o ¢, = u.
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Demostracion. Podemos suponer que u # —oo (ya que si fuese asi podemos tomar ¢,, = —n).
Para n > 1, definimos ¢,,: £ — R por

Pn () = sup(u(y) — nd(z,y)).

yerR

Ahora, teniendo en cuenta que

sup flz) = ilelg(f(fﬂ) —g(z) +g(x)) < itelg(f(x) —g(z)) + iggg(x),

llegamos a que

sup f(x) - Sup g(r) < itelg(f(w) —g(x)) < sup |f(z) —g(z)|.

De forma anéloga,

ilelgg<x) - ilelgf(ﬂf) < ilelg(g(%‘) — f(z)) < sup lg(z) — f(x)] = Sup |f(x) —g(2)],

y por lo tanto
sup f(x) — sup g(z)| < sup|f(z) — g()].
z€B reB TeB

Entonces para cada n tenemos

|6n(x) = dn(2)| < sup [u(y) — nd(z,y) — (u(y) —nd(z',y))| = nsup [d(z,y) — d(z’, y)|

yeE yeR
<mnsupl|d(z,z’) +d(z',y) — d(2',y)| = nd(z, '),
yeE
por lo que ¢, es continua en F. Claramente ¢; > ¢ > --- > u, y por lo tanto en particular

limy, 00 ¢, > u. Por otro lado, considerando By(z,7) ={y € E | d(x,y) < r}, tenemos que

On(z) < méx{ sup u,supu — nr} , paratodor >0y x € F,
By(z,r) E

por lo tanto
lim ¢, (z) < sup u,conr >0yax € E.

n—oo Bd (CE,T)

Como u es superiormente semicontinua, tomando r — 0 obtenemos que lim,, o ¢, < u. [

Definicién 2.55. Sea G un abierto conexo de C. Una funcién u: G — [—00, 00) superior-
mente semicontinua se dice subarmdnica si cuando B(a,r) C G, entonces

1 27 )
u(a) < %/0 u(a + re)dt.

Teorema 2.56 (Principio del Maximo). Sea u una funcion subarmdnica definida en un
abierto conero G C C.
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1. Si u alcanza un maximo global en G, entonces u es constante.

2. Silimsup, . u(z) <0 para todo ¢ € OG, entonces u <0 en G.

Demostracion. Para la primera parte, supongamos que el maximo absoluto de u es u(z) =
M con zy € G. Definimos

A={zeGlulz) <M}, B={z€G|u(z)=M}.

Como u es superiormente semicontinua, A es abierto. B también es abierto, en efecto, si
u(w) = M, entonces para B(w,r) C G, debido a que u es subarmoénica, tendremos que

1 2 )

M = u(w) < —/ u(w + re’)dt < M.
2 Jo

Pero si hubiese un ¢ € [0,2n] para el cual u(w + re”*) < M’ < M, por semicontinuidad

superior, también existirfa un arco J C [0,27] para el cual u(w + r) < M’ < M, y la

integral anterior seria

2 . 1 DM + (2r —1 INM
e + ey < UM+ (2 — longl7)
T

— <M
21 Jo ’

contradiciendo que
2
= — w(w + re)dt.
o, ( )

Por lo tanto, para una bola D suficientemente pequena centrada en w resulta que u(z) = M
para todo z € D, de donde B también es abierto. Pero como G es conexoy G = AU B con
AN B =0, tendremos que o G = A o G = B, pero B # (), concluyendo que G = B y por lo
tanto u(z) = M para todo z € G.

Para la otra, extendemos u a dG' definiendo u(¢) = limsup, . u(z), (( € 9G). Entonces
u es superiormente semicontinua por la Propsicién 2.52 en G, que es compacto, por lo tanto,
por la Proposicién 2.53, v alcanza su méximo en algin w € G. Si w € OG, entonces por
la hipétesis u(w) < 0, por lo tanto u < 0 en G. Por otro lado, si w € G, por el apartado
anterior, u es constante en G, por lo tanto en G, y de nuevo u < 0 en G. ]

Teorema 2.57. Sea G un abierto conexo de C, y sea u: G — [—00,00) una funciodn
superiormente semicontinua. Entonces son equivalentes.

1. La funcion u es subarmonica en G.

2. Siempre que B(w, R) C G, entonces parar < R y 0 <t < 2m,

(w+re') < 1/% = (w + Re)do
u(w + re — u(w + Re :
~ 27 )y R?—2rRcos(0 —t)+r?

3. Siempre que D sea un conjunto abierto y conexo relativamente compacto de G, y h una
funcion armonica en D wverificando que

limsup(u — h)(2) <0, con ¢ € 0G,

z—(C

entonces u < h en D.
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Demostracion. (1)=-(3). Dado D y h como en (3), la funcién u — h es subarménica en D,
por lo tanto la conclusiéon se sigue del Principio del Maximo, Teorema 2.56.

(3)=(2). Supongamos que B = B(w, R) C G. Por el Teorema 2.54 existe una sucesién
de funciones continuas ¢, : 0B — R tales que lim,, oo ¢, = u 'y ¢1 > ¢po > -+ > u en 0G.
Por el Teorema 2.50 cada Pp¢, es arménica en G. También, lim, .. Po¢n(2) = ¢,(() para
todo ¢ € 0G, y por lo tanto

lim sup(u - PG¢n)(Z) < U(C) - gbn(C) <0, C € 0G.

z—(

Por (3) se sigue que u < Pgé, en G. Tomando n — oo y usando el Teorema de la Conver-
gencia Mondtona, obtenemos la desigualdad buscada.
(2)=-(1). Basta tomar r = 0 para ver que cuando B(w, R) C G entonces

1 2m 0
< — ! .
u(w) < 27?/0 u(w + Re")df

]

Proposicién 2.58 (Desigualdad Integral de Poisson). Sea G un abierto conexo de C, y se
u: G — [—00,00) una funcion subarmdnica, entonces siempre que B(w,r) C G, para r < R
tendremos que

R+r1

i0
7 on u(w + Re™)do.

u(w + re') <

Demostracién. Basta notar que (R —r)> = R* —2rR+1r*> < R> —2rRcos(0 —t) + 12, y
aplicar que por ser v subarmonica tenemos que

(w+r) < o /% iy (w+ Re'")df
u r — e
v ~2r ), R?—2rRcos(f—t) TPl

1 (2" R2_ 2 ‘ R4+r1 [* ,
< — S Re®)dh = — Re™)db.
_27r/0 (R—r)2u<w+ ) R—r2n J, u(w + Re')
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Raices del Analisis Complejo

El siguiente eje cronolégico se ha realizado a partir de la nota de Merino [1

bt

Cuadro 2.1: Origenes de los ntiimeros y del analisis complejo

]

Al-Khwarizmi en su obra Algebra presenta soluciones a
varias ecuaciones cuadraticas pero solo con soluciones
positivas.

Los métodos algebraicos conocidos por los drabes llegan
a Italia por dos fuentes, gracias a la traduccién a latin
de la obra de Al-Khwarizmi realizada por Gerard de
Cremona y también gracias al trabajo de Leonardo de
Pisa (Fibonacci).

Manuscritos florentinos anénimos reducen la ecuacion
ctibica general 23 +az? +bxr+c=0aa3 +pr+q=0
mediante el cambio de variable 2’ = = + a/3.

Scipione del Ferro resuelve por primera vez el caso
degenerado 2 + px = ¢ con coeficientes positivos.
Bombelli introduce la notacién /—1.

Euler introduce la notacién i = \/—1 y visualiza los
nimeros complejos con coordenadas rectangulares y
prueba la identidad que lleva su nombre

e = cos(6) + isin(0).

En una carta de Gauss a Bessel se menciona el teorema
conocido como Teorema de Cauchy, posteriormente
redescubierto por Cauchy.

Cauchy inicia la teoria de funciones complejas. En una
memoria enviada a la Académie des Sciences de
Francias aparece el concepto (pero no el término) de
funcién analitica. En esta memoria aparecen las
integrales sobre caminos.

Cauchy construye el conjunto de ndimeros complecos
como R[z]/(x? + 1).

Carl Runge demuestra el Teorema de Runge.

Hadamard y Poussin demuestran independiente el
Teorema de los niimeros primos, es decir, que
m(n) ~ n/In(n) asintéticamente cuando n — oo,
donde 7(n) es la cantidad de ndmeros primos < n.

63
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Capitulo 3

Los espacios H°(G)

En este capitulo vamos a seguir el articulo de Bonet y Vukoti¢ [6] en el cual se consideran
funciones peso v sobre abiertos conexos G del plano complejo, esto es, una funcién

v: G — [0, 00)
arbitraria y se define el espacio de funciones holomorfas asociadas al peso v:

H2(G) = {f € HG) [ fllo = supv(2) [/ (2)] < oo},

junto con la seminorma

[fllo = supwv(z) [f(2)].
z€G

Ejemplo 3.1. Un ejemplo muy sencillo de este tipo de espacio nos lo da el Teorema de
Liouville, el cual dice que una funcién entera y acotada debe ser constante. Por lo tanto para
el peso v = C' > 0, tenemos que

HXC)={feHG) | f(z) =a,a e C} =C.

Es muy sencillo ver que en este caso || - ||, es una norma, y como C es secuencialmente
completo, es claro que H°(C) es un espacio de Banach.
Otro ejemplo muy simple es para el peso v = 0, en este caso

H}(G) = H(G),
pero este espacio no es ni siquiera normado puesto || - ||, = 0. &

En [6], los autores buscan condiciones sobre el peso v de forma que el espacio H°(G) sea
de Banach.

Cuando la funcién peso v es continua y estrictamente positiva es sencillo probar que su
espacio asociado es de Banach.

Proposicién 3.2. Sea v: G — (0,00) un peso continuo. Entonces (HX(G),| - |l,) es un
espacio de Banach.

65
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Demostracion. Sabemos que || - ||, es una seminorma en H:°(G), comprobemos que es una
norma. Si || f||, = 0, como v es siempre positiva, debe de ser f(z) = 0 para todo z € G, por
lo tanto es claro que || - ||, es una norma.

Veamos que es secuencialmente completo. Sea { f,},cy una sucesién de Cauchy de fun-
ciones en H°(G), es decir, que dado € > 0, existe N € N de forma que si n,m > N, entonces
| fr. — fimllo < €. Para un z € G fijo podemos tomar v(z)e > 0, y entonces,

[fn(2) = fn(2)|0(2) < | fn = fimllo < v(2)e = |fu(2) = fm(2)] <€

Por lo tanto, para cada z € G { f,(2)},,cy €s una sucesion de Cauchy en C, que es un espacio
secuencialmente completo, por lo tanto podemos definir f(z) = lim,,, fu(2). Esta funcién
pertenece a H°(G), ya que existe N € N tal que si n,m > N, entonces ||f, — fullo < 1y
por lo tanto, para todo z € G

[fn(2) = fn(2)| 0(2) <\ for = fmllo < 1,

haciendo ahora n — oo, tendremos que para todo m > N, |f(2) — f(2)|v(z) < 1,y por lo
tanto ||f — fimllv < 1, por otro lado fy era acotada para esta norma, y por lo tanto, para
todo z € GG
[f(2)v(z) < [f(2) = fn(2)]v(2) + [ fn(2) [ v(z) <1+ fnllo,

lo cual implica que [|f]l, < 1+ ||fn]lo. Ademds, lim, o ||f — fullo = 0, ya que dado € > 0
existe N € N tal que si n,m > N se verifica que |f,,(2) — fm(2)|v(2) < § para todo z € G,
tomando de nuevo n — oo se tiene que |f(2) — fiu(2)|v(2) < § < € para todo z € G, por lo
que || f — fmlls < € para todo m > N.

Falta ver que es holomorfa en G. Para ello, es suficiente ver que { f,}, oy converge unifor-
memente a f sobre compactos de G. En efecto, dado K C G compacto, ya que v es continua,
existe 0 < m = min,cx v(2). Entonces, para todo z € K

m 1 1
FE) = @) = 1) = Sl < - 17() = Ful)lvlz) < —I1f = fullo —0,
es decir, la sucesion de funciones holomorfas converge uniformemente a f sobre K, y como
K era un compacto arbitrario de GG, la sucesién converge uniformemente sobre compactos de

G, lo que implica que su limite, f, también es una funcién holomorfa en G. O]

Nota 3.3. Notemos que con los argumentos empleados en la demostracion anterior se puede
ver quesi z € Gy v(z) > 0, entonces { fr }, oy — f en H;°(G) implica que { f,,(2) },,ey — f(2)
en C. &

., Pero qué pasa cuando no tenemos condiciones tan beneficiosas? En esos casos, el espacio
puede no ser secuencialmente completo, o incluso ni siquiera normado como ya se ha visto
en el Ejemplo 3.1. En lo que sigue vamos a ver distintas propiedades que nos serviran para
saber si estos espacios son de Banach o no.

Dado un peso v en GG, vamos a denotar
E,={z€ G |v(z) > 0}.

Es una propiedad de este conjunto la que caracteriza el cardcter normado del espacio H°(G).
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Proposicién 3.4. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G. Entonces el espacio
H¥(G) es normado si y solo si E, tiene algin punto de acumulacion en G.

Demostracion. Si E, tiene algin punto de acumulacién en G y || f]|, = 0, entonces f(z) =0
para todo z € F,, es decir, el conjunto de ceros de f tiene puntos de acumulacion, por lo
tanto, por el principio de identidad de las funciones holomorfas, f = 0, lo que implica que
| - ||» es una norma.

Reciprocamente, si F, no posee puntos de acumulacién, podemos aplicar el Teorema de
Interpolacién de Weierstrass y obtener asi una funcién holomorfa f € H(G), que posee ceros
exactamente en los elementos de E,, por lo tanto || f||, =0y f # 0, por lo tanto || - ||, no es
una norma. O

Dado un espacio seminormado (X,p), el espacio normado asociado estd definido por
(E,p) = (X/ker(p),p), con p(z + ker(p)) = p(z), que es una seminorma por serlo p, y
ademas p(x + ker(p)) = 0 si y solo si p(z) = 0, es decir si y solo si « € ker(p), por lo tanto,
(X/ ker(p), p) es un espacio normado.

Proposicién 3.5. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G. Si el conjunto E,
no posee puntos de acumulacion en G, entonces el espacio normado asociado a H°(G) es
isométricamente isomorfo a un espacio de Banach ls, asociado a un peso.

Demostracion. Como E, no tiene puntos de acumulacion, el conjunto es una sucesion discreta
(o un conjunto finito). Escribamos E, = {z,}.en v definimos w(n) = v(z,), n € N, w =
(W) ¥ loo(w) = {z = (zn)n € CV | ||2]| = sup,eyw(n) |2, < 0o}. La aplicacién lineal

O: H*(G) = lo(w)
f= (f(zn)n
estd bien definida, y verifica que | ®(f)|l, = ||f|l, para toda f € H*(G), ademés es sobre-

yectiva por el Teorema de Interpolacion de Weierstrass y su nucleo coincide con el nucleo de
| - ||w, lo cual concluye el resultado. B

Lema 3.6. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G. Si el espacio H°(G) es
normado, la aplicacion inclusion J: HX(G) — (H(G), T.,) tiene el Grafo Cerrado.

Demostracidn. Sea {f;},.y una sucesién en H;*(G) tal que f; — fen HX(G)y f; = ¢
en (H(G),Te) cuando j — oco. En particular por la Nota 3.3 f;(2) — f(z) cuando z € E,
y fj(z) — g(z) para todo z € G, entonces, por el principio de identidad de funciones
holomorfas, se concluye que f = g en G, y por lo tanto el grafo de J es cerrado. O

Para z € G, denotaremos por 0, : H(G) — C el funcional “evaluacién en 27, .(f) = f(2).
Cuando H°(G) sea normado, la norma de su espacio dual H;°(G)' la denotaremos por || - ||%.

Proposicién 3.7. Supongamos que el espacio H°(G) es normado. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a. El espacio H>X(G) es un espacio de Banach.

b. La aplicacion inclusion J: HP(G) — (H(G), T) es continua.
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c. La bola unidad cerrada BY° de H°(G) es acotada en (H(G), Te,).

d. Para cada z € G, el funcional 6, € HX(G) y ademds sup,cg ||0:||,, < oo para cada
compacto K C G.

Demostracion. (a.)=-(b.) Por el Lema 3.6, el grafo de J es cerrado, y los espacios H°(G) y
(H(G), T.) son ambos espacios vectoriales topoldgicos, metrizables y secuencialmente com-
pletos, por lo tanto es consecuencia del Teorema del Grafo Cerrado que la aplicacion J sea
continua.

(b.)=>(a.) Sea {f;}, una sucesién de Cauchy en Hy*(G). Por la continuidad de J, toda
sucesion de Cauchy en H°(G) también lo es en (H(G),Te), vy puesto que este espacio es
secuencialmente completo, existe f € H(G) tal que {f;}; converge uniformemente a f en los
conjuntos compactos de . Por otro lado,

Ve>0,dN e N, V5, k>N, Vz € G:v(z2)|fi(2) — fu(2)| <e

Si v(z) = 0 entonces v(z)|fj(z) — f(2)] =0, 7 > N, y si v(z) > 0, tomando k — oo,
v(2)|fj(2) — f(2)| < € para todo j > J. Esto implica, para € = 1, v(2) [f(2)] < 14 [|fn]lo
para cada z € Gy por lo tanto f € H°(G). Ademas, para e arbitrario, tenemos que f; — f
en H>*(G) cuando j — oo.

(b.)=(c.) Sea U un entorno de cero en (H(G), ), por la continuidad de la aplicacién
inclusién J, existira V' entorno de cero de Hy°(G) con V' C U, ahora bien, como Bg° es
acotado en H°(G), podemos encontrar € > 0 tal que eB° C V C U, lo que prueba que B
es acotada en (H(G), Tep)-

(c.)=(b.) Sea f € H*(G) C H(G), sus entornos son de la forma f + U, donde U es un
entorno de cero en (H(G), 7.,), por otro lado, la bola unidad cerrada B° es un entorno de
cero de H°(G), y por lo tanto también lo serd e By para todo € > 0. Por la acotacién de B®
en (H(G), ), para el entorno de cero U podemos encontrar € > 0 tal que eB° C U, esto
implica que f 4 eB? C f+ U, donde f + €BJ° es un entorno de f en H°(G), es decir, la
aplicacion inclusion J es continua en f. como f es arbitrario, concluimos que J es continua.

(b.)=(d.) Como 9, € (H(G),7,)" para todo z € G, y como J es continua, también
d, € H*(G) para cada z € G. Ademas, dado un compacto K C G, ya que sa seminorma
| fllx = sup,cx | f(Z)] es continua en (H(G), 7,,) existe C' > 0 tal que

sup | f(2)] < Csupv(2) [f(2)| = Cllfl,
z€EK zeG

para cada f € H;°(G). Lo que implica que ||d,]|), < C para cada z € K.

(d.)=(b.) Fijemos un compacto K C G y sea M = sup,cx ||0.]|,- Si f € HP(G) ve-
rifica que || f|l, < 1, entonces |f(z)| < [|4.]|, < M para cada z € K. Esto implica que
sup,cx |f(2)] < M| f]l, para cada f € H*(G), lo que prueba que la inclusién J es conti-
nua. O

Proposicién 3.8. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G y supongamos que el
espacio H°(G) es de Banach, y consideramos el peso

B 1
0(z) = A z € G,

entonces Hy°(G) = H°(G) y se verifica la igualdad de normas || - ||, = || - ||5-
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Demostracion. Por la Proposicion 3.7, como el espacio de de Banach, tenemos que para cada
z € @G, 6, € HP(G), por lo tanto el peso v esté bien definido. Tenemos que v(z) < 9(z). En
efecto, si v(z) = 0, la desigualdad es obvia. Si v(z) > 0y g € H°(G) verifica que ||g||, < 1,

entonces |g(2)| < ﬁ, lo que implica que == = sup, -, |9(z)| < ﬁ, es decir v(z) < 9(z2).

Esto en particular implica que H°(G) C P}f)’l(G), con la inclusién continua, y || - ||, < || - |4

Veamos ahora que H°(G) = H(G) y que || - ||o = | - [[s- Si f € HX(G) y || fllo £ 1,
entonces 0(z) |f(2)| = |f(2)|/|0.]], < 1 para cada z € G. Por lo tanto f € HX(G) y
| fllz < 1. Esto implica que H*(G) C H°(G) y la desigualdad de las normas que faltaba,

va que dada f € H°(G), tenemos que Hﬁ”v =1, por lo tanto “WH” < 1, lo que implica
que || fllz < [If]le- O

Teorema 3.9. Sea v: G — [0,00) un peso acotado en un abierto conexo G tal que el espacio
HX(G) es normado. El espacio H(G) es secuencialmente completo si y solo si existe un
peso acotado, continuo y estrictamente positivo 0 en G tal que H*(G) = H°(G).

Demostracion. Ya sabemos por la Proposicion 3,2 que si © es un peso continuo y estricta-
mente positivo en G, entonces el espacio HZ°(G) es un espacio de Banach.
Para probar el reciproco, por ser v acotado, existe M > 0 tal que 0 < v(z) < M para

cada z € G. Por lo tanto, la funcién constante fo(z) = 77, 2z € G pertenece a H*(G) y
Por la Proposicién 3.7, para cada z € G, tenemos que 6, € H°(G)' y
6.1, > 1fo(=)] = 57 > 0
2l 2 olZ2)| = M .
Sea ahora X
0(z) = ——, z€QG.
162117,

Por el comentario anterior, 0 < ¥(z) < M para cada z € G. Ademds, v(z) < ¥(z) para
cada z € G. Como H>*(@) es de Banach, podemos aplicar la Proposicién 3.8 para ver que
HF(G) = H(G).

Falta probar que el peso ¥ es continuo. Sea A: G — H(G)', A(z) = 6, estd bien definida
y es localmente acotada ya que cada z € G tiene un entorno compacto en donde A esta
acotada por el apartado (d.) de la Proposicién 3.7. Ahora, para cada f € H>*(G) C H?*(G)",
la aplicacién Tro A: G — C, z — f(z) es holomorfa en C. Por el Teorema 2.36 la aplicacién
vector valuada A: G — H{°(G) es holomorfa, y por lo tanto continua para la norma del dual
|-, en H>*(G)'. Como la norma es continua, se sigue que la funcién dada por 9(z) = IIA(i)IIL
es continua, por ser composicion de continuas. L]

Nota 3.10. (1) Un peso v en G es acotado si y solo si la funcién constante 1 pertenece a
H?(G) siy solo si cada funcién analitica acotada en G pertenece a H°(G). En este
caso, H>*(@G) es no trivial.

(2) Denotaremos la bola centrada en zy y de radio r por

B(zp,7) ={2€ C| |z — 2| < r}.
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Supongamos que existe un punto zy € F, con B(z,19) C F, para algun ry > 0 y tal
que la funcién w(r) = sup{ﬁ | |z — 20| <7}, 0 <r <ryverifica que lim, “T(J;) =0
para todo n € N. Sea ahora f € HX(G), y sea f(z) = > >~ an(z — z)™ su desarrollo
en serie de potencias centrado en zy, entonces, las desigualdades de Cauchy implican
que |a,| < ||f\|v% para cada 0 < r < rg, por lo tanto a,, = 0 para cada n € N, y por

lo tanto H°(G) = {0}.

(3) Dado cualquier entero positivo n, el espacio H;°(G) puede ser n-dimensional, al menos
cuando G = C. Tomamos, por ejemplo, v(z) = min(1, |z|1/2_”), z € C. En este caso,
también a partir de las desigualdades de Cauchy se sigue que H°(C) esta formado por
los polinomios de grado a lo sumo n — 1 ya que | f(z)| < C'|z["""/? para |2| > 1.

(4) Supongamos que v estd localmente acotada, es decir, para cada z € G existe r(z) > 0
de forma que B(z,r(z)) C G y sup{v(() | ¢ € B(z,7(z))} < oo. Si H?(G) # {0},
entonces ||6,|, > 0 para cada z € G con 0, € H°(G). Para comprobarlo, basta
observar que si fy € H>°(G) es no nula y tal que fy(z0) =0y k es el orden del cero zg

de fo, entonces go(z) = % € H*(G) y go(z0) # 0.

(5) Si v es localmente acotado y la dimensién de H°(G) es al menos 2, entonces H°(G)
separa puntos de G. En efecto, sean z; # zo dos puntos de G. Si ker(d,,) en H°(G)
es {0}, entonces la dimensién de H°(G) es 0 o 1, ya que ker(d.,) es un hiperplano de
H¥(G). En otro caso, existe una funciéon f € H°(G) tal que f(z1) = 0. Si f(22) # 0,
hemos acabado. Si f(z2) = 0 y k es el orden del cero 2z, de f(z), entonces g(z) =
LG e HR(G) y g(=1) = 0 # g(=).

(z—22)

Ahora vamos a considerar una nueva topologia 7 en H:°(G), que combina la convergencia
en los subconjuntos compactos de GG junto con la convergencia uniforme en F, inducida por
o

1/v. Sea {K,}, .y una exhaucién de G, es decir, una sucesion de compactos con K, C K41
V UnenK,, = G. Definimos la siguiente sucesién de seminormas

1 £lln = sup |f(2)| + I flle, f€HX(G), neN.

ze€K,
Y definimos 7 como la topologia localmente convexa inducida por esta familia de normas.

Proposicién 3.11. Se verifica que (H°(G), T) es un espacio de Fréchet y que T es la menor
topologia que es mds fina que la topologia compacto-abierta, .., y que T,, la topologia inducida
por la seminorma || - ||, .

Demostracion. Es claro que si n < m, entonces max {|| - ||ln, || - lm} = || lm- Y si f € H?*(G)
con f # 0, existe z € G yn € Ncon z € K, de forma que f(x) # 0, por lo tanto
sup,cg, |f(2)] > 0, por lo tanto || f||,, > 0. Estas dos propiedades, segtin el Teorema 1.13, nos
dicen que (|| - ||)nen €s un sistema fundamental de seminormas en E que induce la topologia
localmente convexa 7. Por otro lado la Proposicion 1.27 nos dice que esta topologia también
viene inducida por una métrica d y que (E,d) es un espacio métrico lineal. Para ver que es
un espacio de Fréchet nos falta ver que es un espacio secuencialmente completo.
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Sea {fut,en € Hy°(G) una sucesién de Cauchy para la métrica d, entonces ya que
SUP.e, [f(2)] < |[flln, resulta que

! o = i SupzeK;C ’fn(z) - fm(z)’ - i ||fn - mek .
U ) = D BT S, o) — S = 2 BT+ o fuli )

donde d’ es la métrica que induce la topologia 7e,. Asi, {f,},cy también es de Cauchy en
(H(G), Teo), que es un espacio de Fréchet, por lo tanto existe f € H(G) tal que f,, — f en
el espacio (H(G), Teo)-

De la misma forma

I P W Ty 3 y .
Tl 22 T Ty g, = ) <o dmm =

Entonces para 0 < e < 1/2
1o = fullo < 37— <2, nm 2 N.
—€

Es decir, { f, },,cn también es de Cauchy para la seminorma ||-||,. Como f,, = fen (H(G), Teo),
en concreto converge puntualmente, es decir f,(z) — f(z), Vz € G. Entonces, para € = 1,
existe N € N tal que si n > N, entonces

supv(z) | fa(2) = fn ()l < 1= supv(2) [£(2) = fv(2)] = [If=Fwllo < 1= [IF o < T+ fxllo,

ze

zeG

lo que prueba que f € H°(G). Por otro lado, tomando € > 0 arbitrario, de la misma forma,
SUIG)U(Z) [fu(2) = In(2)] <€— SUEU(Z) 1f(2) = InGE) = 1If = fullo <6
1S ze

lo que prueba que f, — f en || - |,. Por lo tanto, como f, — f sobre compactos de G y
también para || - ||, resulta que existe N € N tal que si n > N,

If = fallm = sup 1f(2) = fm) +If = fallo <€/2+€/2=¢

Es decir, f, — f para cada norma || - ||,, lo que equivale a que f, — f en el espacio
(H3(G) Al - Intpen) = (HP(G),d), concluyendo que el espacio (H3°(G),T) es un espacio
de Fréchet.

Por otro lado, como

sup | f(2)] < [1flln, [[flle < [[fllns ¥ €N,

zeK,

es claro que la topologia 7 sobre H>°((G) es més fina que la topologia 7., y que la inducida
por || [

Si ahora, 7' es otra topologia més fina que 7, y la inducida por || - ||,, para g € H*(G)
y € > 0 los conjuntos

Bre.(9,¢) = {f € HE(G) | sup |£(z) — 9(2)] < }

zeK,

By(g,€) ={f € HJ(G) | [If — gl < €}
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son abiertos en 7, por serlo en 7., y 7, respectivamente. Por otro lado, la familia
B={Bu(g,€) | g € HX(G),e>0,neN}, Bu(g,e) ={f € HX(G) | [If —glln <€}
forma una base de la topologia 7, pero
Bn(ga 6) = U (BKn(ga 5) N Bv(gv € — 5))7
0<é<e

por lo tanto B C 7/, es decir, la base B esta formada por abiertos de la topologia 7/, lo que
prueba que 7 C 7/, concluyendo que cualquier topologia mas fina que 7., y 7, también serd
mas fina que la topologia 7, como queriamos ver. O

La siguiente Proposicién muestra unas propiedades béasicas de la topologia 7.
Proposicién 3.12. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conezo G.

1. La topologia T, es mds fina que T si y solo si (H°(G), | - ||,) es un espacio de Banach.

1. La topologia T viene inducida por una norma st y solo si existe un compacto K en G tal
que el peso w(z) = v(z) + xk(2), 2 € G, hace que HX(G) sea un espacio de Banach.

ur. Si E, estd contenido en un subconjunto compacto de G y v es acotado, entonces T
coincide con la topologia 1., en H(G).

v. Si H°(G) contiene a los polinomios, G es simplemente conexo y 7 = T, en H°(G)
entonces existe un compacto K C G tal que E, C K.

V. Si la topologia T viene inducida por una norma, entonces E, no es discreto.

Demostracion. 1. Si 7, C T, entonces las dos topologia coinciden, y (H°(G), || - ||,) es
un espacio de Banach, ya que 7, es Hausdorff y completa porque coincide con 7.
Reciprocamente, si (H>°(G), || - ||») es un espacio de Banach, entonces 7, es mds fina
que 7., por la Proposicion 3.7. Lo que implica que 7, es mas fina que 7, ya que tenemos
que 7, es mas fina que 7., y 7,, vy por la minimalidad de 7 respecto a esta propiedad,
resulta que 7 C 7.

11. La topologia 7 estd inducida por una norma si y solo si existe m tal que para todo n
existe C,, > 0 con || f]|n < Cul|fllm para cada f € H°(G). Sea K = K, y definimos
w(z) = v(z) + xk(2). Claramente, H*(G) = H?(G) v

[/l = iteerW(Z) [F < 1l < 2 f 1l

para cada f € H;°(G). Por lo tanto 7 viene inducida por una norma si y solo si 7 = 7,
y la conclusion se sigue del apartado anterior.

1. La topologia 7 siempre es mas fina que 7., en H°(G). Supongamos que existe m
con F, C K,, y que existe M > 0 tal que v(z) < M para todo z € G. entonces
| fllo < Msup,cg |f(2)| para cada f € H;°(G). Esto implica que

171 < (M +1) sup 1£(:)

para cada f € H)°(G) y cada n > m. Por lo tanto 7., C 7 en H*°(G).
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1v. Si ahora HJ°(G) contiene a los polinomios, G es simplemente conexo y 7 = 7, en
H(G). Entonces existe un compacto K en G y existe C' > 0 tal que

supv(2) | f(2)] < Csup |£(2)]

zeG zeK

para cada f € H°(G). Podemos asumir que C\ K es conexo. Procediendo por reduccién
al absurdo, supongamos que existe z € E, \ K. Entonces

[/ (20)] < (C/v(20)) sup [f(2)],

zeEK

para cada f € H°(G). Por el Teorema de Runge K es polinomialmente convexo y
existe un polinomio ¢ tal que |g(z0)| > a > sup,cx |g(2)|. Definimos h, = (g/a)",
n € N. Cada h,, es un polinomio, luego pertenece a H°(G). Tenemos que

ha(z0)| < (C/o(z0)) s9p [hu(2)] < Co(z0)

para cada n € N. Pero lim,,_,« |h,(20)| = 00, por lo que hemos llegado a contradiccion.

V. Supongamos que E, es discreto en GG, definimos
X={feH )| f(z)=0,Vz€ E,}.

Razonando con otro subconjunto discreto F' de G disjunto a FE,, podemos aplicar
el Teorema de interpolacion de Weierstrass para encontrar una sucesion linealmente
independiente {f,},cy de funciones analiticas en G' que se anulan en E,. En efecto,
consideramos los conjuntos A,, de forma que F, C A,, A,_1 C A, v A, contiene n de
los elementos del conjunto F'. Asi, aplicando el Teorema de interpolacién de Weierstrass
podemos encontrar funciones holomorfas f,, que se anulan exactamente en los elementos
de A,. Ademés estas funciones son linealmente independientes, pues si consideramos
una combinacién lineal

)\jlfjl +ooet )\jkfjk =0,

tomemos m = min{j; | 1 <1i < k}, entonces ya que los conjuntos A,, estdn encajados
A,_1 C A,, quiere decir que todas las funciones se anulan en los elementos de A,,,
pero existe un elemento zy € A,,+1 de modo que f,,(z) # 0, entonces, evaluando esta
combinacién lineal en zy resulta A, fin(20) = 0 de donde A, = 0, con este argumento,
se puede ver inductivamente que )\;, = 0 para 1 < ¢ < k, probando que la familia
{fn | n € N} construida es linealmente independiente.

Por lo tanto X (y ademés H°(G)) es de dimensién infinita. Por otro lado, la topologia 7
restringida a F coincide con 7, restringida a X, yaquesi f € X, || f||, = sup,cx, |f(2)].
Si (H(G), 1) viene inducida por una norma, entonces lo mismo ocurre con (X, 7).
Pero (X, 7) es un subespacio cerrado de (G°(G), 7w). Por el Teorema de Montel, los
subconjuntos acotados de (X, 7,) = (X, 7) son relativamente compactos. Y por un
Teorema de Riesz, el expacio (X, 7) debe ser de dimensién finita, una contradiccion.
0
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Vamos ahora a ver una condicién necesaria para que el espacio H°(G) sea de Banach.
Para ello veamos primero el siguiente lema.

Lema 3.13. Sea v un peso en un abierto conexo G tal que E, es no discreto. Entonces el
espacio normado HX(G) es secuencialmente completo si y solo si cada funcion f: E, — C
para la cual existe una sucesion { fn},cn en H(G) tal que v(2) [fu(2) — f(2)| = 0 unifor-
memente en E, cuando n — oo, tiene una extension holomorfa a G.

Demostracion. Si H°(G) es secuencialmente completo y { fn}, cy €5 una sucesion en H°(G)

tal que
v(2) [fulz) = f(2)] = 0

uniformemente en £, cuando n — oo para alguna funcién f: E, — C, entonces {f,},cn
es una sucesién de Cauchy en H*(G) (ya que ||fn — fmllo < [fu = fllo + I = fillo = O,
donde el valor de f en E¢ es irrelevante) y entonces existe g € H°(G) tal que || fr, —g|lo = 0
cuando n — oo. La funcién g es una extensién holomorfa de f a G.

Reciprocamente, sea { f,}, oy una sucesién de Cauchy en H3*(G). Existe f: E, — C tal
que v(z) |fu(2) — f(2)] = 0 uniformemente en F, cuando n — oo. La suposicién de que f
tiene una extensién holomorfa nos dice que existe g € H(G) tal que g(z) = f(z) para todo
z € E,. Claramente g € H°(G) ya que existe N tal que

v(z) [fn(2) = F()] = v(2) [fn(2) —g(2)] <1

para todo z € E,, luego ||fy — ¢gllv < 1, de donde ||g||, < 1+ ||fx]ls < o0, y la sucesién
{fn},en converge a g en H°(G). O

Proposicién 3.14. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G. Si H(G) es un
espacio de Banach, y H;°(G) # {0}, entonces la frontera OG estd contenida en la clausura
E, de E, en C.

Demostracion. Supongamos que no es asi, es decir, que existe zy € G \ E,. Sea r > 0 tal
que |z — zo| > r para todo z € E,. Elegimos una funcién h € H>*(G), h # 0. Existe z; € G
con |z1 — zg| < ry tal que h(z;) # 0. Tenemos que

Z1 — 20 Z1 — 20
2) = =
f() zZ— Z1 ;(2—20)
uniformemente en |z — 29| > |21 — 29| + € para todo € > 0, y por lo tanto, también en E,.

Entonces las funciones . N
Z1 — 20
z) = , neN
nio) =3 (222)

k=1

son holomorfas en G y convergen a f en E,. Notemos que hg, € H;°(G) ya que g, es acotada
en F,. Tenemos que

sup v(2) [(hgn)(2) — (hf)(2)] < [[Allo sup |ga(2) = f(2)] =0,

zeFE, zeb,

cuando n — oo. Por el Lema 3.13, la funcién hf: E, — C tiene una unica extensién
holomorfa a GG. Sin embargo, hf tiene un polo en z;, esto es una contradiccion. O
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Ejemplo 3.15. Como aplicaciéon de la Proposicién 3.14 tenemos el siguiente ejemplo: si
consideramos el peso v(z) = méx{0,Re (2)}, es un peso continuo en el disco unidad D, que
se anula en la mitad izquierda del disco y es estrictamente positivo en el semidisco abierto
derecho, es sencillo comprobar que no se cumple la condiciéon necesaria de la Proposicion
3.14 y por lo tanto H:°(ID) no es un espacio de Banach. &

Corolario 3.16. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G # C tal que H*(G)
es normado y no trivial. Si la frontera OG no estd contenida en la clausura E, de E, en C,
entonces la topologia T de la Proposicion 3.11 en el espacio H°(G) no viene inducida por
una norma.

Demostracion. Supongamos lo contrario, que (H°(G), ) viene inducida por una norma.
Por la Proposicién 3.12 existe un compacto K de G tal que el peso w(z) = v(z) + xx ()
satisface que H{°(G) es un espacio de Banach. La frontera 0G no estd contenida en la
clausura £, = B, UK = E,UK de E, en C, ya que no estd contenida en la clausura FE, de
E,en Cy K C G, es decir 0G N K = (). La Proposicién 3.14 implica entonces que H°(G)
no es un espacio de Banach, una contradiccién O

Sea, A un subconjunto de un abierto conexo G de C. La envolvente convexa de A en G
es el conjunto

Heo(A) ={z € G| [f(2)] < igglf(o% Ve H(G)} CG.

Cada abierto conexo GG de C es holomoérficamente convexo en el sentido que para cada
compacto K de G, la envolvente convexa Hco(K) es compacta.

Proposicién 3.17. Sea v: G — [0,00) un peso acotado en un abierto conexo G de C. Si
H¥(G) es un espacio de Banach, entonces G coincide con la envolvente convera Hco(FE,)

de E, ={z € G |v(z) > 0}.

Demostracion. Lo vamos a demostrar por contradiccién. Supongamos que existe un punto
2o € G y una funcién gy € H(G) tal que

[90(20)] > a > sup |go(C)]
CEEU

para algin a > 0. Sea g = go/a € H(G). Entonces g(zp) > 1y g(¢) < 1 para cada ¢ € E,.

Veamos que la sucesién (g%)pen estd acotada en H(G). Como v estd acotada, existe
M > 0 tal que v(z) < M para cada z € G. Si z ¢ E,, entonces v(z) [¢"(z)| = 0 para
cada k € N. Por otro lado, si z € E,, entonces v(z)|g¥(z)| < v(z) < M. Por lo tanto
SUDPjen SUPsei V(%) ‘gk(z)‘ < M.

Por suposicién, H>(G) es un espacio de Banach, luego (¢*)ren es una sucesién acotada
en (H(G), T.) por la Proposicién 3.7. Sin embargo !g(zo)k‘ — oo cuando k — oo lo cual es
absurdo. O

Ejemplo 3.18. Si v es un peso acotado en C tal que F, es relativamente compacto, entonces

H*(C) no es un espacio de Banach, ya que Hco(E,) C Hco(E,) & C pues Hco(E,) es
compacto, en concreto acotado, por serlo E,. &
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Proposicién 3.19. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G. Supongamos que
para cada z € G existe un abierto acotado U C G tal que z € U, OU C E,, y v estd separado
de cero en OU, es decir |v(z)| = v(z) > m si z € OU para cierto m > 0. Entonces H°(G)
es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea f: E, — C una funcién y sea { f,},oy una sucesién en H:°(G) tal que
v(2) | fu(2) = f(2)] = 0 uniformemente en E,. Por el Lema 3.13 basta probar que f tiene
una extensién holomorfa a G. Sea U C G un subconjunto abierto, acotado, no vacio tal que
oU C E, y v estd separada de 0 en OU. Entonces v(2) | fn(2) — f(2)| — 0 uniformemente en
OU y por lo tanto |f,(2) — fin(2)| = 0 cuando n, m — 0 uniformemente en OU. El principio
del médulo méaximo implica que { f,}, o converge uniformemente en U a una funcién fy que
es holomorfa en U, continua en U y que coincide con f en U N E,,.

Sean ahora U,V dos conjuntos abiertos acotados con U NV # () tales que OU UJV C E,
y v estd separada de 0 en QU y 0V. Entonces (U NV) C o0U UJV C E, y v estd separada
de 0 en O(UNV). Asi, las tres funciones holomorfas fy, fy v funy estan definidas. Como fir
y fv coinciden en O(U N'V'), también coinciden en U N V. Esto muestra que si U C G es un
abierto acotado conteniendo a z tal que OU C E, y v estd separada de 0 en OU, tomando
9(z) = fu(z),z € G, definimos de forma tnica una funcién holomorfa g en G que coincide
con fen FE,. O

Corolario 3.20. Sea v: G — [0,00) un peso continuo en una abierto conexo G tal que G\ E,
es discreto, es decir, los ceros de v son aislados. Entonces H°(G) es un espacio de Banach.

Demostracion. Aplicamos la Proposicion 3.19, si z € E,, existe una bola suficientemente
pequena tal que w € B(z,¢) C E,, entonces podemos tomar U = B(z,€/2), ya que U C
B(z,€¢) C E,. Ysiz ¢ E,, existe una bola suficientemente pequena tal que B(z,¢)\{z} C E,,
y de nuevo podemos tomar U = B(z,€/2). ]

Ejemplo 3.21. Si F' € H(G) es una funcién holomorfa no nula en un abierto conexo G y
v(z) = |F(2)|, 2 € G, entonces, por el Corolario 3.20, H;°(G) es un espacio de Banach. &

Corolario 3.22. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G tal que G\ E, es
un subconjunto compacto de G. Si inf,cxv(z) > 0 para cada subconjunto compacto K C
G\ (G\ E,), entonces H>*(G) es un espacio de Banach.

Demostracion. Elegimos un abierto acotado V cuya clausura V' es un subconjunto compacto
de G y tal que el conjunto compacto G\ E, de G estd contenido en V. La frontera 0V
de V es también un subconjunto compacto de Gy inf,coy v(2) > 0 por la suposicién del
enunciado. Si z € G \ E,, tomamos el conjunto abierto V' para tener que z € V' y v separada
fuerade 0 en V. Si z ¢ G \ E,, basta tomar un disco abierto U centrado en z cuya clausura
no corte a G\ E,. Por suposicién inf,cop v(z) > 0. La conclusién se sigue de la Proposicién
3.19. O

Las condiciones del Corolario 3.22 se satisfacen si v es la funcidén caracteristica de un
subconjunto A de G tal que G \ A es un subconjunto compacto de G.
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Corolario 3.23. Sea G = B(0, R) (respectivamente, G = C). Sea v un peso radial acotado
en G. El espacio H*(G) es de Banach si y solo si E, no es un compacto en G, o equiva-
lentemente existe una sucesion creciente {r}, .y en (0, R) que tiende a R (respectivamente,
{rk}tren que tiende a o0) tal que v(ry) > 0 para cada k € N.

En particular, si v(z) = |F(|z])|,z € G, para una funcion no nula F' € H(G), entonces
HX(G) es un espacio de Banach.

Demostracion. Supongamos primero que existe una sucesiéon como la del enunciado (tanto
en el caso G # C como G = C), entonces dado z € G existe un k¥ € N de modo que |z| < 7y,
entonces consideramos en abierto y acotado U = B(0, 7). Sabemos que z € U, y ademaés si
z € 0U, tenemos que v(z) = v(|z]) = v(rr) > 0, pues el peso es radial, entonces podemos
aplicar la Proposicién 3.19 y concluir que el espacio H*(G).

Para la otra implicacién, si G = B(0,R) # C, supongamos ahora que no existe tal
sucesion. Esto implicard que existe 7o < R de modo que si g < r < R entonces v(r) = 0,
pues sino podriamos encontrar una sucesion verificando la condiciéon del enunciado. Esto
en particular quiere decir que E, C B(0,7), de modo que 0G ¢ E,, por lo tanto por la
Proposicién 3.14 concluimos que H°(G) no es de Banach. Para aplicar la Proposicién hay
que asegurarse que el espacio es no trivial, esto se debe a que el peso v es acotado, y por
lo tanto, por ejemplo la funcién f(z) = z € H°(G), pues si v(z) < M para todo z € G
entonces

supv(z) |z| < M sup |z| = MR < 0.
2€G [2|<R

Para el caso G = C, de nuevo supongamos que no existe una sucesiéon como la del
enunciado, y de nuevo esto implicard que exista rg > 0 de modo que si r > 71, entonces
v(r) = 0. Tomando de nuevo la funcién f(z) = z, tenemos que si |z| > r, entonces |f(2)| =
|z| > 1 > sup,cp, |w|, de modo que Hco(E,) C B(0,r), es decir C = G # Hco(E,), de modo
que aplicando la Proposicién 3.17 vemos que el espacio H;°(C) no es de Banach. O

Nota 3.24. Observar que para aplicar la Proposicion 3.19 no es necesaria la hipdtesis de
la acotacién de v, esto quiere decir que para un peso cualquiera v sobre una bola o C, la
existencia de una sucesion como la del enunciado implica que el espacio H°(G) es de Banach.

¢

Ejemplo 3.25. Sea v un peso en D definido por v(z) = a, > 0si|z|=1—(1/n),yv(z) =0
en otro caso. Entonces por el Corolario 3.23, H;°(G) es un espacio de Banach. Observemos
que la sucesién {an}, . C (0,00) no tiene por qué estar acotada. Un ejemplo similar resulta
si cambiamos D por Cy 1 — (1/n) por n, n € N. &

Proposicién 3.26. Sea F' € H(G) una funcién no nula en un abierto conexo G. Definimos
v(z) =0 s F(z) =0 yo(z) = 1/|F(2)] si F(z) # 0. Entonces H>X(G) es un espacio de
Banach que coincide con el conjunto de todas las f € H(G) tales que existe C = C(f) >0
con |f(2)| < C|F(2)| para z € G.

Demostracion. El peso v es en general no acotado y no continuo, pero tiene ceros aislados.
Entonces H°(G) es un espacio normado por la Proposicién 3.4 y un espacio de Banach por
la Proposicién 3.19.
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Probamos ahora la otra parte del enunciado. Si f € H(G) verifica que |f(z)| < C'|F(2)|
para cada z € G, entonces f(z) = 0 cuando F(z) = 0. Ademas, v(z) |f(2)| < Cv( )| (2)]
para cada z € G, por lo tanto f € H?(G) y ||fll, < C. Por otro lado, si f € HP(G)
verifica que ||f]|, = D > 0, entonces |f(z)| < D|F(z)| si F(z) # 0. Como tanto f como F
son continuas y los ceros de F' son aislados, esta desigualdad implica que f(z) = 0 cuando
F(z) = 0. Por lo tanto f € H°(G) si y solo si existe C' > 0 con |f(2)| < C'|F(z)| para cada
zeG. O

Nota 3.27. Observemos que para el peso v en G considerado en la Proposicién 3.26, tenemos
que ||0.]|, =0si F(z) =0 (va que cada f € H°(G) se anula en tal z € G), y |[0,]|, = |F(2)]
si Fi(z) # 0. Ademas si f € B, entonces |f(z)| < |F(z)], por lo tanto ||9.]|, < |F(2)|. Y
como F' € B resulta ||0,]|] = |F(2)| para todo z € G. Se sigue que el peso v(z) = 1/]6.||,
asociado a este peso v y construido en la prueba del Teorema 3.9, no esta definida en general
en todo el conjunto G y es no acotado en el conjunto donde esta definido. Esto muestra que
la hipétesis que el peso v es acotado no se puede omitir del Teorema 3.9.

El siguiente resultado complementa a la Proposicion 3.19, y nos permite ademas genera-
lizar el Ejemplo 3.25

Proposicién 3.28. Sea v: G — [0,00) un peso en un abierto conexro G. Supongamos que
para cada conjunto compacto K C G existe un conjunto compacto L tal que K C L C G y
un numero o« > 0 tal que

OL C{ze G|u(z) >a}l.
Entonces H°(G) es un espacio de Banach.

Demostracion. Primero probamos que la suposicién implica que para cada conjunto com-
pacto K C G existe un conjunto compacto M tal que K C M C G, y existe una constante «

tal que K estd contenido en la envolvente convexa Hco ({z eEM|v(z) > a}). Para ver esto,

fijamos un conjunto compacto K C G. Aplicamos la hipdtesis para encontrar un conjunto
compacto L que contiene a K y « tal que 0L C {z € G |v(z) > a}. Si G = C, tomamos
d=1,ysi G # C, tomamos d = dist(L,C\ G). El conjunto M = {z € C | dist(x, L) < d/2}
es compacto, contenido en G y L C M. Definimos S = {z € M | v(z) > a} C M. Veamos
que OL C S. Si z € 0L, existe una sucesion (z;);en C G tal que v(x;) > o para cada j € N
y x; — z cuando j — oo. Existe J € N tal que para j > J, dist(z;, L) < |z; — 2| < d/2. Si
Jj > J, entonces x; € M y v(x;) > « lo que significa que z; € S. Esto implica que z € S.

Ahora, siz € K C Ly f € H(G), podemos aplicar el principio del médulo maximo para
llegar a

£ (2)] < sup [f(Q)] = sup |f(C)] < sup[f(Q)].
ceL ¢eorL ces

Esto implica que K C Hco(S).

Vamos a probar ahora que la bola unidad cerrada B° de H{°(G) estd acotada en
(H(G),Teo) v la conclusion se seguira de la Proposicién 3.7.

Dado un conjunto compacto K C G aplicamos la primera parte de la prueba para en-
contrar el conjunto compacto M C Gy a>0.Sea R={ze M |v(z) >a}.Sife B’y
z € K, entonces z € Hco(R). Por lo tanto, como f es continua y R C M C G, tenemos que

[f(2)] <sup[f(Q)] =sup|f(Q)], Vz € K.
(ER CER
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Si ¢ € R, entonces v(¢) > «a. Esto implica que a|f({)] < v(z)|f(2)| < 1 para cada ( € R.
Por lo tanto supcg |f(¢)| < 1/a. Entonces |f(2)] < 1/a para cada z € K y cada f € B,
lo que implica que BJ° estd acotada en (H(G), 7). O

Ejemplo 3.29. Sea G = D, si construimos un peso de modo que en cada circulo de radio
1—(1/n) valga a,, > 0 en un subconjunto denso D,, del circulo, y 0 fuera de la unién de todos
los D, n € N, entonces podremos aplicar la Proposicién 3.28 para concluir que H°(D) es
también un espacio de Banach. &

Para situaciones que no queden cubiertas por la Proposicién 3.28, presentamos otro re-
sultado que puede ser de ayuda.

Proposicién 3.30. Seav: G — [0,00) un peso en un abierto conexo G que verifica que para
cada punto z de G, existen nimeros positivos p, y R, tales que R, < dist(z,0G) y

/2” 1 do _

, — < 0.
) (T R 2n
Entonces H(G) es un espacio de Banach.

Demostracion. Basta probar que la bola unidad cerrada BJ° de H°(G) es acotada en
(H(G), 7). La conclusién se seguird de la Proposiciéon 3.7. Para ello, fijamos un subcon-
junto compacto K de G. Obviamente, K C UZeKB(z,%Rz) y por compacidad, podemos
elegir una cantidad finita de puntos z1, 29, ..., 2; € K tales que

J
1

K B(z;, =R,).

C]lll (zj,2R)

Sea Rj = R, yr; = %sz,j = 1,2,...,J. Entonces 0 < r; < R; para todo j y
K C UJ_B(zj,7;). Como dm(f) = df/(2r) es una medida de probabilidad en [0, 27], una
aplicacion elemental de la desigualdad de Holder muestra que para v, z y R fijo, las medias

integrales
\/27‘( 1 dé 1/p
o (v(z+ Re®))r2m

crecen cuando p € (0,00) crece. Por lo tanto, para un conjunto compacto K dado, los
puntos z; correspondientes y los valores I;,7; y p; de las hipétesis del enunciado, eligiendo

p = minpy, ps,...,ps se sigue que

/2ﬂ;ﬁ—l([()<oo =1,2,...,J
o (v(z+ Re®)par T S

Si z € B(z;,r;j) para algin j = 1,2,...,J, entonces, para cada f € BJ°, tenemos que

R.+r. [? ) do R:+r;
P9 1) . NP L <« 0 DI T (KD,
P < 22 [ 11+ Rl 5 < FE2 40
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La segunda desigualdad es clara, ya que v(¢)|f(¢)] < 1 clara cada ( € G. Para justificar
la primera desigualdad, observemos que u(¢) = |f({)|", ¢ € G, es una funcién continua, no
negativa y subarmoénica, ya que, como f? € H(G), cuando B(a,r) C G se tiene que

O =5 [ GG +rehyat=u(@) =11 OF = |5 [ (¢ +reypra
S%/o |f(C+re)|"dt = Py u(¢ 4 re')dt.

Se puede entonces aplicar la desigualdad integral de Poisson del Teorema 2.58 a u: Para
0 <7 <r;ytodot e [0,2n], tenemos que

Rj+r . dO
R—T/O (23+R6)27T.

u(z; +re') <

Asi,

w11 < (00 <K>)w.

z2€B(zj,r5) R; — rj

Por lo tanto

1/p
sup [ f(2)] < méX{<MI (K)> ,J = 1,2,'-.,J}
z€K R — T
para cada f € B, y B.° estd acotada en (H(G), Te). O

Ejemplo 3.31. Sea ¢ > 0 y v(z) = |Re(2)|?, 2z € D. Entonces el espacio normado H>(D)
es secuencialmente completo.

Para ver esto, comprobamos que la condicién en la Proposicion 3.30 se verifica. Elegimos
p > 0 tal que 0 < pg < 1, este p servirda para todos los puntos z € D. Vamos a elegir los
valores R, dependiendo de la localizacién del puntos z en D respecto al conjunto de ceros de
v:

1. Si z no esta en el eje imaginario, podemos elegir R suficientemente pequeno de forma
que B(z, R) no corte dicho eje, y por tanto la funciéon v=? estard acotada tanto por
encima como por debajo en este disco.

2. Si z = yi es un punto en el eje imaginario (0 < |y| < 1), elegimos R € [0,1) con
‘yz’ + Rew‘ < 1 para cada 6 € [0, 27]. Notemos que

v(z + Re) = |Re (yi + Re")|" = R7|cos 0"

/27r 1 de_i/%r d&
o (v(yi+ Re®))~  Rra |, |cosd|P!

es integrable en [0,27] si 0 < 5 < 1.

Por lo tanto

que es finito pues la funciéon ICO: R
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Ejemplo 3.32. Sea v un peso en D tal que existe una sucesién estrictamente creciente (7,)nen
de nimeros positivos que tienden a 1 tal que para cada n existe a, > 0 tal que v(r,e?) >
a, en casi todo punto en [0,27]|. Entonces el espacio normado H°(D) es secuencialmente
completo. Definimos un peso radial w en D mediante w(r,) = min{a,,1},n € N, y 0 en
otro caso. Por el Corolario 3.23, H°(D) es secuencialmente completo, por lo tanto la bola
unidad cerrada BS° de H°(D) estd acotada en (H(D),7,,). Ahora sea f perteneciente a la
bola unidad cerrada By° de H;°(ID). Entonces, para cada n € N

an |f(rnei9)‘ < v(rpe) |f(7‘nei9)‘ <1

en casi todo punto en [0,27]. Como f es continua, tenemos que w(z) |f(z)| < 1 para cada
z € D, por lo tanto f € BY. Luego BY° C B, v B2 también estd acotada en (H(D), 7).
La conclusién se sigue de la Proposicion 3.7. &

Nota 3.33. Sea w un peso continuo en G tal que H°(D) es un espacio de Banach. Sea v
un peso en G tal que {z € G | v(z) = w(2)} es denso en G (notar que esto implica que E,
no es discreto, por lo tanto H>°(D) es normado). Entonces, H°(ID) es un espacio de Banach.
Si f € B, entonces v(z) |f(z)] < 1 para todo z € G. La hipétesis de continuidad en f y w
implica que w(z) |f(2)| < 1 para todo z € G, luego f € B. La conclusién se sigue de nuevo
de la Proposicién 3.7. El particular, si w es un peso continuo estrictamente positivo en D y

v esta definido por
o(z) = 0 si Re(z) =0,
| w(z) siRe(z)#0,

entonces H°(D) es un espacio de Banach. <
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Capitulo 4

Operadores de composicion
ponderados

En este capitulo estudiaremos la acotacion y la compacidad de operadores de composicién
con pesos,
Cop: fU(fop)
donde ¢, € H(D), p(D) C D, y el peso v: D — RT es un peso radial (v(z) = v(|z])), positi-
vo, no decreciente con respecto a |z| y continuo. Con los resultados vistos ahora es inmediato
concluir que H°(D) es un espacio de Banach, por ejemplo empleando la Proposicién 3.2
o la Proposicion 3.28. Principalmente seguimos el articulo de Contreras y Hernandez Diaz
[8] pero también utilizamos los articulos de Bonet, Domariski, Lindstrém y Taskinen [5], de
Bonet, Domanski y Lindstrom [4], y el texto de Shapiro [20, Capitulo 2].
Varios resultados que se van a mostrar no usan directamente en peso v sino un peso
asociado, v, definido por
. 1 1
0(z) = = _
sup{|f(2)| | f e Hyz, ([fllo <1} [lo:]l,
Es rutinario comprobar que ¥ es también un peso si v lo es. Ademés por la Proposicion 3.8,
se da la igualdad H°(D) = H*(D) y que || - ||, = || - ||s- Diremos que un peso v es esencial
si existe C' > 0 tal que

v(z) <0(z) < Cou(z), =ze€D.

Por tltimo, si f € H(D), usaremos la siguiente notacion

M(f,r)=sup|f(z)], 0<z<1.

|z|=r
Lema 4.1. La funcion h(z) = M(f,r) es continua para f € H(D).

Demostracion. Si f = 0, entonces h(z) = 0 y es claro que es continua. Si no es siempre
0, fijado 0 < Ry < 1ye >0,si Ry > Ry, puesto que las funciones holomorfas no tienen
maximos locales,

|M(f,R1)—M(f,R2)|:M( R)_ (le

:|(R€m’— (f, R1)
< | f(Roe™)| = [ f(Rie™™)| < |f

R €Za f(R1€ ) s

83
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y como f es continua, existe d; > 0 tal que si |Rye™ — Rie*| = |Ry — Ry| < 4, entonces
| f(Roe™) — f(R1e)| < €. De forma andloga, si R; > Ry, entonces

|M(f, R1) — M(f, Ry)| = M(f, R1) — M(f,Ry) = |f(Rie”)| — M(f, Ry)
< [f(Rie”)| = | F(Ree™)| < [f(R1e™) = f(Ree™)],
y de nuevo, como f es continua, existe d, > 0 tal que si ‘Rleiﬁ — RQem! = |R; — Ry| < 0o,
entonces |f(Rie”) — f(Rye')| < e. Es decir, si |Ry — Ry| < § = min{d;,d>}, entonces
|M<f7R1) _M(f7R2)| < €.

Sea ahora, Ry = |2o], si |20 — z| < 0 y llamamos Ry = |z|, entonces |Ry — Ry| < |29 — 2| <
0, por lo tanto

|h(20) = h(z)| = [M(f, |20]) — M(f,[2])] = [M(f, R2) — M(f, Ry)| <,
luego h es continua en zy. Como podemos tomar z, arbitrario se concluye que h es continua

en D. O

M(f,R)™", |2/ <R
M(f.|z)7Y |z > R
peso para todo 1 > R > 0. Si ademds f(0) # 0, vs(z) = M(f,|z])~" también serd un peso.

Corolario 4.2. Si f € H(D), f # 0, entonces vyp(z) = es un

Demostracion. Es claro que la funcién estd bien definida y vgr(z) = vg(|z|). Como f es
holomorfa y no es la funcién nula, en cada circulo |z| = r > 0, tenemos que existira z; con
f(20) # 0, pues si no, el conjunto de ceros tendria puntos de acumulacién, y la funcién f seria
la funcién nula. Por esto M(f,r) # 0 para todo r > 0, por lo tanto M(f,r)~! tiene sentido.
Debido a que las funciones holomorfas no tienen méximos locales, M(f, R) > M(f,r) si
R > r, lo que prueba que M(f,|z])~! es no creciente y por lo tanto es claro que vg(z)
también es no creciente. El Lema 4.1 implica que M(f,|z])~! es continua, y la definicién de
la funcién a trozos deja claro que vg(z) también lo es. Por lo tanto concluimos que vy g(z)
es un peso.

En el caso que f(0) # 0, tenemos que M(f,|z|)~! siempre tiene sentido y por el Lema
4.1 es continua, por lo tanto vs(z) serd un peso. ]

en lo que sigue, asumiremos que dado un operador de composicién ponderado C,, 4, existe
z tal que ¥(z) # 0, pues en otro caso, estariamos ante el operador nulo.

4.1. Acotacion de los operadores

Vamos a caracterizar la acotacion de los operadores de composicion ponderados definidos
en H>®(D). Recordamos que un operador lineal entre nos espacios normados 7': E — F es
acotado si existen M tal que |Tz||p < M||z||g, © € E, y que esto equivale a la continuidad de
dicho operador. Con los resultados vistos hasta ahora esto es consecuencia de la Proposicién
1.16, ya que es sencillo ver que un espacio normado también es un espacio localmente convexo.

Proposicién 4.3. Sean v y w pesos. Entonces el operador Cy,.: H°(D) — H(D) es
acotado si y solo si
[¢(2)] w(z)

W el
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Ademds se verifica que

Gyl = sup [N )

b 0(9(2))
Si v es esencial, entonces Cy, 0 H(D) — HX(D) es acotado si y solo si

[¢(2)] w(z)

W el

[¥(2)|w(2)
o(p(2))

sucesion {z,}, .y C D tal que |[¢(z,)| w(z,) > nv(p(z,)) para cada n € N. Como

Demostracion. Supongamos que sup,cp o0o. Entonces podemos encontrar una

sup {[f(2) | f € H(D), [|fllo <1} = m 20(2)"

1
entonces para todo n € N, existe f,, € Hy°(D) con || f,.||, < 1tal que |fn.(¢(zn))] > ———.
(D) con | £ o) > oy

Tenemos que

ICe(Flle 2 wan) Wz n(e(en)| > () 0G| Gy > 5

Por lo tanto el operador no es acotado.
Reciprocamente, si M = supzeD% < 00, tendremos que |[¢(z)|w(z) < Mo(p(z))
para todo z € D. Entonces

[¥(2)[ w(z)
0(p(2))

Por lo que el operador es acotado. Nos falta calcular su norma. La linea anterior muestra

que
9] w(z)

0(p(2))

w(2) [Con(F)(2)] = w(2) [P ()] [/ (p(2))] = () | f ()] < M|l

|Cyull < M = sup
z€eD
Por otro lado, como

(Cow) (0:)(f) = 0:(Cpis(f)) = 0:(U(f 0 9)) = ¥(2)(f((2))) = (¥(2)dp(2)) (),
es decir, (Cpy)'(8,) = 9(2)d,(,) para cada z € D, resulta

_ [(Cow)T(0:)ll _ [¢(2)|0(2) _ [¢(2)| w(2)
(el = Co*l 2 Ll Bl WL, T u)
Cuando el peso es esencial, la caracterizacion es clara, pues v(z) < 9(z) < Cv(z). O

Lema 4.4. Para cualquier par de sucesiones de nimeros positivos con {ry}, ey > { Bt peny — 1
tales que rg < Ry <11 < Ry <1y < Ry < -+ y para cualquier sucesion de nimeros positivos
{an}, e, existe una funcion f € H(D) verificando

M(f? RTL) Z OlnM(f, Tn)-
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Demostracion. Tomamos fy = 1. Asumamos que hemos encontrado polinomios fi, ..., fn_1
tales que

Lo |fu(z)| < 1/2% para 2| <mpyk=1,....n—1,y
2. M(fr,Rx) > My parak=1,...,n—1, donde
k1 k—1
M, = <M <Zfrk> + 1> g + 2 (Z I filloo + 1) .
i=1 i=1

Tomamos la funcién f,(z) = A/((1+ €)R, — z), donde

A QMTL(RR - T‘n) Rn —Tn
— € = .
om+i), 41 0 © T R,(22HM, + 1)
Si |z| <7y, entonces
~ A A M, 1

- < < = < )
f(Z)‘_(1+e)Rn—\z|_(1+6)Rn—rn 220 ML +1 0 220

Ademds, fu(R,) = A/(eR,) = 2M,,. Ahora, por el Teorema de Runge, podemos aproximar
fn en R, por un polinomio f, (puesto que C\ R,D es conexo, y el tinico polo de f, esta
en (14 ¢€)R, ¢ R,D) verificando las condiciones (1) y (2):

n

En efecto, si tomamos § = min{ , M.}, podemos encontrar f, polinomio tal que

22n

SUD|;|<p, fulz) — fn(z)‘ < ¢ y por lo tanto si |z| <7,

FulD) = Fule)| < a0 < gt ot ]

< -
|fn(z)| — 922n — 92n 922n on’

fal2)| +

cumpliendo la primera condicién. Para la segunda, basta tener en cuenta que

M(fo, Rn) > |fo(RD)] > [ fu(R)| + | fu(R — 1) — fu(Ry)| > 2M, — & > 2M,, — M, = M,.

Definimos ahora .
f = Z fj>
j=1

por la condicién (1), tenemos que f es una funcién analitica, ya que la serie converge uni-
formemente sobre cada disco r,D, puesto que

ij(z) - ifj(z) ij(z)

y dado € > 0 podemos encontrar ng € N tal que

o o0 1
<D GRS 5 2k fol <
Jj=n Jj=n

oo

1
Z§<E,

J=no
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probando que la serie converge uniformemente sobre los compactos de D, y por lo tanto el
limite, f(z) es una funcién holomorfa. Concluyamos viendo que M(f, R,) > a,M(f, ),
fijamos n € N, entonces para |z| = 1,

Zf(z) S%(ij(z) +Z|fj(z)|> San<
QU (M <ni fi,rn> + 1) .

Por otro lado, teniendo en cuenta que R,, < ry si k > n + 1, resulta que

ZL Zma)

= i#n

> M(fn,Ry) — | sup Z|fj )| + sup Z |fJ )

|z|= Rn~7 |z|= an —ntl

M (fn, Ry) — ||Zf]|loo+ Z 21>

Jj=n+1

Qp

=1
*Z@)
j=n

> 5i6e)

M(f, Rn) = sup
J2|=Fn

Z sup (!fn(Z)! -

Z—n

n—1

M(f Ra) - ZHngooJr1>>Mfm . (ZHLHOOH)

Para concluir, si empleamos la propiedad (2) de los polinomios f,, resulta que para |z| =1,
se tiene que

n—1 n—1
M(f, Rn) > M(men> -2 (Z ”f]”oo + 1) > Qi <M (Z fiaﬁz) + 1) > Qp
Jj=1 J=1

y tomando supremos obtenemos la desigualdad buscada,

M(f,Ry) > anM(f,15).

Z f(2)

Teorema 4.5. Sean ¢,v € H(D) tales que (D) C D. Entonces son equivalentes
1. para cada peso v el operador Cy . es acotado en H°;

2. la funcion i pertenece a H* (D) y existe r € (0,1) tal que |p(z)| < |z| para todo z € D
con |z| > r.

Demostracion. 1=2. Para cada peso v, tenemos que C, (1) =1 € H°(D). Si ¢ ¢ H*(D),

entonces v/ f 1o(2) del Corolario 4.2 es un peso satisfaciendo que para |z| > 1/2,

e )
M@, 1202 7 Jp(2)]

vy} () ()] = = |o(2)|"2,
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y como 1(z) es holomorfa y no acotada, tenemos que segin |z| tiende a 1, max;,|—|s| | (w)]

tiende a oo y por lo tanto ¢ ¢ HS°, un absurdo. Por lo tanto ¢ € H>*(D).

Supongamos que existe una sucesion {z,},.y C D tal que |z,| — 1y |p(2,)] > |z
para todo n. Como v # 0, tomamos z, tal que [ (z,)| # 0 (podemos hacerlo, puesto que
si |¢(z,)| = 0, podemos tomar 2/, con |z,| = |z,|, suficientemente cercano a z, para que
©(z]) > |2l| = |zu|, y alguno de esos 2], no serd cero de 1, pues en otro caso, todo un arco
estarfa formado por ceros de 1, lo que implicaria que ¢ = 0). Definimos r, = |z,| vy R, =
|©(2,)]. Sin pérdida de generalidad suponemos que rg < Ry < r; < Ry <719 < Ry < ---
Tomamos «, = n/ [1)(z,)|. Por el Lema 4.4 existe f € H(D) tal que M(f, R,) > a,M(f,ry)
para todo n. Tomamos vy, (2) = M(f,|z|)7! si |z| > ro vy, para cada n, elegimos 6,, € R tal
que M(f,r,) = |f(e”"¢(z,))|. Si ahora denotamos por py, (z) = €'z, tenemos que

[W()lv(z) () v()

C,, o =Ssup ———= = sup — =||C < 00.
|| Pony, %wH ZGHI]? ’U(BZQ”QO<Z)) ze]g /U(QO(Z)) ” wﬁ”
Pero, por otro lado, como || fll,,, <1,
1 M(f, Ry)
C ZC o, vTZ Zn n Zn —:¢zn —Zn,
|| <Pﬂ/f’|| || Pon <P7/1(f)|| firo |¢( )| |f(p9 (SO( )>>| M(f, |Zn|) | ( )‘ M(fﬂ“n)

para todo n € N contradiciendo que ¢ € H>*(D).
2=>1. Tenemos que

z
Cy|| = sup =
|| <P|| ~eD ’U(gO(Z))

:méx{méxﬁ, sup &},

s1<r 0(9(2)) r<jzj<1 D(@(2))

el primer término es finito por la continuidad de los pesos, y ya que ¢ € H(ID). Por el otro
lado, en el segundo término puesto que |z| > r tenemos que |p(z)| < |z| y por lo tanto, por
la monotonia del peso, 0(p(z)) > 0(z) y usando que v(z) < 9(z) resulta

v(2) v(z)

sup ——~ < sup —— < 1.
r<l<1 U(@(2)) 7 r<paj<r 0(2)

Por lo tanto, C,, es siempre acotado. Y como ¢ € H>®(ID), es claro que ||Cy || < |9l ]|Cyll <
oo, concluyendo que C, 4 es acotado para cualquier peso v. O

4.2. Compacidad de los operadores

En esta ultima seccion vamos a caracterizar la compacidad de los operadores de compo-
sicion ponderados. Comenzamos con el siguiente Lema que caracteriza la compacidad de los
operadores de composicion, el cual que es una variacion del Teorema de Convergencia Débil
que aparece en el texto de Shapiro [20, Paginas 29, 30).

Antes de nada vamos a recordar que un operador compacto es una aplicacién lineal
T: E — F entre espacios normados tal que T'(A) es relativamente compacto de F' para todo
conjunto A acotado de F, o equivalentemente, que la imagen de la bola unidad de E es un
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conjunto relativamente compacto, lo cual se puede comprobar viendo que para toda sucesién
{Zn}heny € E, con ||z, < 1, n € N, la sucesion {T'(z,)},oy tiene alguna subsucesion
convergente en F'. Se puede componer un operador compacto con operadores continuos (entre
espacios normados adecuados) tanto a derecha como a izquierda para obtener otro operador
compacto.

Lema 4.6. Sea C,: H*(D) — Hy(D), el operador C,(f) = f oy, con (D) C D.
St el operador es continuo, entonces es compacto si y solo si para toda sucesion acotada
{fatneny C HP(D) que converge a 0 sobre los compactos de D, también se tiene que la
sucesion {Cy(fn)},cn converge a 0 en Hi (D).

Demostracion. =. Supongamos que C,, es compacto. Tomemos ademds una sucesion { f,, },,
tal que ||f.|l, < M para todo n € N y que converge uniformemente a 0 sobre compactos.
Queremos ver que ||Cy(fn)|lw — 0, por la compacidad de C,, basta ver que la funcién nula
es el tinico punto de acumulacién de la sucesién {Cy(f,)}, oy Ahora bien, por compacidad
del operador, la sucesién {Cy(fn)}, oy tiene una subsucesién convergente {Cy(fn, )}y Por
otro lado, ya que ¢ es una funcién continua, tenemos que C,(f,) — 0 uniformemente sobre
compactos de D, y lo mismo sera cierto para cualquier subsucesion.

Supongamos que g € H (D) es un punto de acumulacién de {Cy(f,)}
existird una subsucesién convergente {Cy(fn,.)},,cn @ 9 €s decir, que

1Ce (frn) = gllw = supw(z) (Cop(fu) — 9)(2)] = 0,

zeD

neny entonces

es particular, tenemos que Cy(f,,,) — ¢ uniformemente sobre compactos ya que w(z) #
0, z € D. Pero como la topologia 7., es Hausdorff, este limite es tinico, y debe ser g = 0 por
el comentario anterior.

Con esto hemos visto que la sucesién {C,(fn)},cy tiene algin punto de acumulacién
y que este punto de acumulacién es tnico e igual a la funcién nula, lo que prueba que
ICal )l — 0.

<. Sea { fy},ey Una sucesion tal que || f,[|, < 1 para todo n € N. Queremos ver que su
imagen {C,(fn)}, cy POsee una subsucesion convergente. Puesto que v es un peso, es continua
y no nula, por lo tanto, dado un compacto K C D tenemos que 0 < m = min,cx v(z) <
M = méx,cx v(z). Por lo tanto
1
m

msup |fa(2)] < supv(z) [ fu(2)] < supv(2) [fa(2)] = Ifulle < 1= sup|fu(2)] < 0, n €N,

zEK zEK
Esto prueba que la sucesion {f,},.y estda uniformemente acotada en compactos de D, lo
que nos permite aplicar el Teorema de Montel y encontrar una subsucesién {gr = fu, }ren
que converge unimormemente sobre compactos de D a una funcién g € H(D). Ademads
g € HX(D), ya que dado z € D

v(2)l9(2)] = limsup v(2) [gn(2)] < limsup [|gall, <1,
como es vélido para todo z € ID se concluye que ||g|| < 1. Ademas la sucesién {gy — g}, estd
acotada en H3°(ID) (por ejemplo [|gx —g|ls < [|gkllo+lg[le < 1) y converge a 0 uniformemente

sobre compactos, por lo que aplicando la hipdtesis resulta que ||gx — gl — 0, es decir, g, — ¢
en HX(D) como queriamos. O
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La norma esencial de un operador lineal continuo se define por
|T||e = inf {||T" — K|| | K operador compacto} .

Como ||T'||e = 0 si y solo si T es compacto (esto es cierto cuando el espacio de llegada de los
operadores es de Banach, que en nuestro caso lo es), estas estimaciones nos dan condiciones
para ver si T' es compacto.

Teorema 4.7. Sean v y w pesos. Son equivalentes

1. El operador C,: H*(D) — H*(D) es compacto.

2. Hm, 1 SUp| ()=, w(2)/0(p(2)) =

Demostracion. (1)=-(2). Supongamos que no se cumple (2). Entonces existe € > 0 tal que

lim sup w(z)/0(p(z)) > e > 0.
" e(2)>r

Como la funcién en r sup, -, w(2)/9(¢(2)) es no creciente (ya que los conjuntos don-
de se toman los supremos son cada vez menores) tendremos que para todo r € (0,1)
SUD| () >r W(2)/T(p(2)) > € > 0. Podemos encontrar una sucesién 2, con [p(z,)| — 1
con w(z,) > €0(p(z,)). En efecto, sea 1y = 0 entonces por la condicién del supremo, existe
2o con |@(z9)| > 1o y tal que w(zg) > €v(p(z0)). Sea ahora r = méx {|p(20)],1 —1/2},
por el mismo argumento existe z; con |p(z1)| > 1y con w(z1) > €0(p(z1)). En general
sea r, = max{|p(z,—1)|,1—1/2"}, asi existird z, con |o(z,] > 1, v w(z,) > €0(p(zn)),
consiguiendo asf la sucesién deseada. Para cada n elegimos una funcién f, € H(D) con
[ fallo < 1 tal que | fu(@(z)| 3(0(20) = 1/2 y a(n) € N tal que [¢(z,)|*"™ > 1/2 de for-
ma que la sucesién {a(n)}, .y tienda a infinito. Definimos g,(z) = 2% f,(2) para cada n.
Ademas,

gnllo = iggv(z> [fa(2) 1217 < Supv( ) ()] = [ falle < 1.

Por lo tanto es una sucesién acotada. Y dado K compacto con K C B(0,r) sea A, =
SUp,ck | fn(2)|, entonces tenemos que

sup \z]a(") 1fn(2)] < A,re™ 0,
zeK

es decir, converge a 0 uniformemente sobre los compactos de ID. Aplicando la compacidad de
C, y el Lema 4.6 tenemos que ||Cy(gn)||w — 0. Pero

1€ (gn)llw = |gn (2 (2n)) ] w(2n)

lo cual es una contradiccion.
(2)=-(1). Por la Proposicién 4.3 el operador es acotado ya que existe R > 0 tal que

sup w(z)/0(p(2)) <1

lp(2)|>R
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y si denotamos por M = sup,cpw(z) >0y M’ = max,<r 1/9(z) < oo resulta

w(z) M w(z)

1
sup — < sup = + sup = <Mmix — +1=MM +1<
2eb U(P(2)) 7 1p@)<r 0(P(2))  jp@)>r 0(0(2)) 2R 0(2)

Vamos ahora a usar el Lema 4.6 para probar la compacidad del operador. Tomamos
una sucesion {fp},cny con || fulle < A, n € N, que converge a 0 uniformemente sobre los
compactos . Veamos que C,(fy), oy converge a 0 en HiY(D). Dado € > 0 existe R € (0,1)
tal que supy, > g w(2)/0(¢(2)) < €/2, es decir

w(z) < ev(p(2))/2, [p(2)] > R.

Y por la convergencia sobre compactos, si M = sup,.pw(z) < oo, para n suficientemente
grande tendremos que

sup |fu(2)|M < <

ZI<R 2
Por tanto
1Co(fu)llw < sup | fule(2))|w(z) + sup |fu(p(2))]w(2)
lp(2)|<R lo(2)|>R
€ -
< sup [ M+ 5 sup [ful(@)| (=) < 5 + Slhalls < e

|2|<R le(2)|>R

De aqui se sigue (1) por la caracterizacion de los operadores compactos del Lema 4.6. O
Definimos

Ty: HX(D) — H*(D)

f=Ti()(z) =] (kizl) '

Estos operadores son compactos por la Proposicién 4.7, ya que como ¢(D) C B(0,k/(k+1)),
tenemos que {z € D | |p(2)] > k/(k+1)} = 0, y por lo tanto sup,, ., w(2)/0(p(z)) = 0,
y por lo tanto el limite cuando » — 1 también. Ademas

ITx ()0 = szlélgv(Z) |[f(kz/(k +1))]
<supo(kz/(k+1))[f(kz/(k+1))| < iggv(Z) IF =171

zeD

es decir, ||7}] < 1.

Teorema 4.8. Sean v y w pesos. Supongamos que el operador Cy, : H*(D) — H*(D) es

continuo. Entonces
|Coulle <2lim sup M
r—1 lo(2)|>r U((p(Z))
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Demostracion. Fijamos r € (0, 1), tenemos que

1Colle < M1Cons = CowTill = sup supw(z) [(2)| [(Id = Ti)(F)(p(2)] < Lk + Tk,

||va§1 2€D
donde
Iy = sup sup w(z)[(2)||(Id—"Ti)(f)(p(2))],
[ £1lo<1[p(2)|>r
y

Jrw = sup sup w(z) [(2)] [(1d = T)(f)(e(2))] .

1 £llo<1 p(2)|<r

Vamos a estimar ahora estos valores. Por un lado, tenemos que

IT,kS sup sup M
Iflo<t [p()>r  0(9(2))

0(p(2)) [(Id = To) (f)((2))]

su M sup supv(z — Ty z
SW)& o(p(2)) ||f||u21z€g @I = Tz
w(z) [P, IO O]
S b TGy AT Tl=2 s ooy

Por otro lado,
Jrge < |[¢[lw sup sup [(Id — T)(f)(2)] -

IAI<1 [z|<r

Ahora bien, por la continuidad de f, tenemos que f es uniformemente continua en B(0,7),
es decir, dado € > 0, existe § > 0 tal que si |z —w| < §, entonces |f(z) — f(w)] < e. En
concreto existird kg tal que si k > kg entonces |z — kz(k+1)| = |z/(k+ 1)| <7/(ko+1) <,
y por lo tanto,

sup sup |(Id —Tg)(f)(2)] <€, k> ko.

IFI<T |z]<r
En otras palabras,

lim sup sup [(Id —T%)(f)(2)| = 0.

k=00 ) £l <1 |2|<r

En consecuencia,

|Coplle < limsup I, j + limsup J,, <2 sup M
k—o0 k—o0 lo(z)|>r 'U(QO(Z))

Debido a que los supremos anteriores son decrecientes segiin crece r y acotados por 0, resulta
que existe su limite y por lo tanto

1Cplle <2lim sup M
r—>1|¢(z)|>7~ U(Qp(z))
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Corolario 4.9. Sean v yw pesos. Entonces el operador Cy 0 H°(D) — Hgo (D) es compacto
si y solo st € HX(D) y
1]
r—1 lo(z)|>r U((,O(Z))

Cuando v es esencial, U se puede sustituir por v.

=0.

Demostracion. Supongamos que Cl, , es compacto. Entonces es continuo y ¢ = Cy, (1) €
Hgy (D). Si suponemos que lm, 3 SUp|, (s, 1(2)| w(z)/(p(2)) > € > 0, entonces existe
una sucesién {z,}, .y en D tal que |¢o(z,)] = 1y [¢(2n)|w(2,) > €0(¢(2,)) para todo
n. Para cada n existe f, con ||f.|l, < 1y tal que |f.(¢o(z0))]0(p(2n)) > 1/2 y a(n) €
N tal que |¢(z,)|*™ > 1/2 con a(n) — oo. Definimos g,(z) = 2°M f,(z) para cada n.
Como en la demostraciéon del Teorema 4.7, estas funciones verifican que ||g,|l, < 1y que
convergen a 0 uniformemente sobre los subconjuntos compactos de . Se puede ver, de
forma completamente andloga al Lema 4.6 que por la compacidad de C, , se verifica que

1C4(gn)]lw — 0. Pero

1€, (gn) | = [(20) ] |gn(p(20)) [ w(20)

> |9 (2a)| [0(20)| "™ | fu((20)) | w(20)
L|(zn)|w(zn) €
ST T
lo cual es una contradiccion.

Reciprocamente, aplicando el Teorema 4.8 basta probar que Cy ., es continuo bajo las
condiciones ¢ € HyX (D) y Hm, 1 8up| ), [¥(2)[ w(2)/0(p(2)) = 0. Sea r < 1 tal que

sup [(2)w(2)/0(p(2)) < 1.

le(2)[>r

Entonces,

¥ (2)]w(z) [ (2)| w(z) ()l wz) [Pl

R e 50@) e, e S o)

+ 1 < o0,

lo que prueba la continuidad del operador. Y por el Teorema 4.8,

[Cowlle < lim sup  |4p(z)[w(z)/0(p(2)) =0,

"1 p(z)>r

es decir, ||Cyplle = 0, de donde se concluye la compacidad del operador. O
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Apéndice A

Resultados de Analisis Complejo
elemental

En este Apéndice se anaden los enunciados de resultados de Analisis Complejo que se
suelen estudiar en un curso estandar del Grado en Matematicas. Estos resultados aparecen
en numerosos textos de Anélisis Complejo, como pueden ser [2, 18].

Principio de Identidad. Sea f wuna funcion holomorfa en un abierto conexo G C C.
Entonces son equivalentes

1. f es idénticamente cero, es decir, f(z) =0 para todo z € G,
2. f tiene un cero de orden infinito,
3. el conjunto de ceros de f
Z(f)={z€ G| f(z) =0},
tiene algun punto de acumulacion en G.

Férmula Integral de Cauchy para circunferencias. Sea f una funcion holomorfa en
G y sea B(zy,r) una bola tal que B(zy,7) C G, entonces

f(z)—L/aB( de, z € B(z,7).

o yw—z

Férmula de Cauchy para las derivadas. Sea () # G C C un abierto, y f holomorfa en
G. St B(z,r) C G, entonces

!

o

Desigualdades de Cauchy. Sea ) # G C C un abierto, y f holomorfa en G. Si B(zp,7) C
G y si M(r) = supj,_ = | f(w)|, entonces

n!M(r)

TTL

| £ (20)] <

95
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Teorema de Liouville. Sea f una funcion entera, es decir, f € H(C). Si f estd acotada,
entonces f es entera.

Principio del Médulo Maximo. Sea G un abierto conexo de C y f holomorfa en G. Si
|f| tiene algin mdzimo local, entonces f es constante.

Teorema de convergencia de Weierstrass. Sea G C C un abierto. Sea {f,},cn C
H(G) una sucesion de funciones holomorfas sobre G que converge uniformemente a f sobre

compactos de G. Entonces f también es holomorfa y ademds para todo k € N { r(Lk)}
neN

converge a f%) uniformemente sobre compactos de G.
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