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iv CONTENTS

Una definiciéon habitual en andlisis real y complejo es la de espacios completos, decimos que un espacio
X C CF es completo si toda sucesién de Cauchy con elementos en X converge en X. Recordamos que una
sucesién (z;) de C* es de Cauchy si para todo € existe un n. mayor que 0, de manera que la distancia entre
Ty YV Ty s menor que € para todo n y m mayores que n.. Dicho de manera informal, una sucesion es de
Cauchy si los elementos de esta son cada vez mas cercanos.

Esta definicién tiene sentido para los espacios métricos, entre los que se encuentran los espacios de
funciones habituales, por ejemplo, los espacios de Hilbert, pues en ellos tenemos una distancia. Claramente
cualquier sucesion convergente es de Cauchy, pero el inverso no es necesariamente cierto. Por lo tanto,

un espacio completo serd aquel donde todas las sucesiones de Cauchy son convergentes. Por ejemplo, con

oo
n=

la distancia usual, (0,1) no es un espacio completo, pues en él, la sucesién de Cauchy (1/n)5%, no es
convergente. Como consecuencia, tiene sentido pensar en los espacios completos como los espacios a los que
no les falta ningin elemento por “pegar”. En el ejemlo anterior, {0,1} estd pegado a (0,1) y no forman
parte del espacio, por lo que no es un espacio completo.

Uno de los beneficios de los espacios completos es que las sucesiones convergentes son exactamente las de
Cauchy, y dado que en estas segundas no necesitamos saber cudl es el limite de la sucesion, comprobar que
una sucesion es de Cauchy es més sencillo que probar la convergencia. Por esta razdn, en muchas situaciones
conviene trabajar en espacios completos, incluso, en ocasiones, es necesario anadir todos aquellos puntos al
espacio para que este sea completo, es decir, completar el espacio.

Todas estas nociones tienen una idea anédloga en Algebra conmutativa. Para poder definir las sucesiones
de Cauchy tal y como estan descritas en el primer parrafo deberfamos definir una distancia sobre los anillos
y médulos. Sin embargo, vamos a redefinir las sucesiones de Cauchy, para que estas tengan sentido en anillos
y médulos topoldgicos con topogias lineales, puesto que estas son compatibles con las operaciones de los
anillos y médulos.

En este trabajo se estudian las compleciones algerbdicas. Para ello se ha dividido el texto en cuatro
capitulos, donde cada uno de ellos se centra en un aspecto diferente. En el primer capitulo se estudian los
limites y las topologia lineales, pues son conceptos imprescindibles para entender las compleciones.

En el segundo capitulo del trabajo se definen las compleciones y se estudian sus propiedades, tanto
algebrédicas como topoldgicas. Ademads, definimos las sucesiones de Cauchy, y probamos que los anillos
completos son aquellos donde todas las sucesiones de Cauchy connvergen.

Para hacer la complecion de un anillo, hay que definir la topologia linear mediante la cudl se va a hacer.
En este sentido, la topologia mas usada es la [-adica. En el tercer capitulo, estudiamos esta topologia.
Probaremos el lema de Artin-Rees y el teorema de la interseccién de Krull.

Por ultimo, en el cuarto capitulo probamos el lema de Hensel. Definimos los anillos henselianos como
aquellos que satisfacen resultado del lema y estudiamos cémo son estos anillos. Ademds, acabaremos el
trabajo definiendo la henselizacion de anillos locales mediante propiedades universales, después veremos que

para todo anillo local existe su henselizacién.



Chapter 1

Topologias lineales y limites

A lo largo de este trabajo A serd un anillo conmutativo y unitario, I un ideal de A y M un A-mddulo.

Para poder definir las compleciones de un anillo y de un médulo debemos definir los anillos y médulos
topolégicos, y en especifico la topologia lineal, a lo cual nos dedicaremos durante la primera seccién del
capitulo. En general, las topologias que tiene sentido considerar sobre estructuras algebraicas son aquellas
compatibles con las operaciones dentro de la estructura, es decir, las que hacen que las operaciones sean
funciones continuas. Veremos que para determinar una de estas topologias es suficiente con dar la base de
entornos de algun elemento del anillo o médulo. Asi que por simplicidad, daremos la base de entornos de
0. En esta seccién se prueba que los anillos y mdédulos topolégicos son separables cuando la interseccién de
todos los entornos de 0 es el propio 0. Todas estas nociones topolédgicas tiene su aplicacion en el segundo
tema, pues la complecién depende tinicamente de la topologia definida en el anillo (respectivamente para el
moddulo). Para esta seccién se han utilizado los capitulos 10 de Introduction to Commutative Algebra de M.F.
Atiyah y I.G.Macdonald y el 8 de Commutative ring theory de H. Mastumura, asi como algunos resultados

bésicos de topologia.

En la segunda parte del capitulo daremos la definicién de limite proyectivo. Primero, vamos a dar la
definicién de limite a traves de propiedades universales, después veremos que el limite se puede expresar en
funcién de productos y nicleos. Probaremos que el limite existe en las categorias de médulos y de anillos.
También definiremos los sistemas inversos y los morfismos entre ellos, asi podremos consiserar el limite como
un functor de la categoria de sistemas inversos a la categoria de anillos o0 médulos. Veremos que el limite
es exacto por la izquierda, y daremos una versién débil de la condicion de Mittag-Leffler que nos asegurard
la exactitud del limite. Las compleciones se pueden definir a través de estos limites, esto quiere decir que
todas estas propiedades seran validas para las compleciones, por ejemplo, la complecién I-adica satisface la
condicion de Mittag-Leffler, por lo que es exacta. Este resumen se ha obtenido de los capitulos V' y IX de
Categories for the Working Mathematician de S. Mac Lane, del capitulo 2 de Categories and Sheaves de M.
Kashiwara y P. Schapira y de los capitulos 1y 3 de An Introduction to Homological Algebra de C.A. Weibel.
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1.1 Topologia lineal

Definicién 1. Decimos que A es un anillo topoldgico si existe una topologia sobre el anillo A en la cual las

funciones que definen las operaciones habituales de A son continuas. Es decir,

AxA — A, A — A AxA — A
(a,d) — a+d, a — =—a, (a,d') — ad,
son continuas (considerando la topologia producto en A x A).
De manera andloga, si A es un anillo topoldgico, el A-mddulo M es topolégico si existe una topologia

sobre M que hace las siguientes funciones continuas,

MxM — M, M — M, AxM — M.
(m,m’) — m+4+m/, m — —-m, (a,m) +—— am.

En lo que resta de apartado hablaremos solamente de los A-mddulos topolégicos. Sin embargo, todos los
resultados son validos para los anillos topolégicos.

Nétese que la traslacién T,,,, que envia a cada m’ € M a m +m' es un homeomorfismo (es continua y su
inversa es T_,,). Por lo tanto, los entornos de m estdn determinados por los entornos de 0, pues N, es un
entorno de m si y solo si N,,, —m es un entorno de 0. En particular, la topologia sobre M estd determinada
por los entornos de 0, asi que basta con dar la base de entornos de 0 para definir la topologia. Vamos a dar

dos lemas topolégicos que van a ayudarnos con las siguientes propiedades.

Lema 1. Sea X un espacio topoldgico, entonces X es Hausdorff si y solo si la diagonal Ax = {(z,x) €

X x X :xz € X} es un cerrado en la topologia producto.

Proof. Si X es Hausdorff, entones para todo par x,y de puntos distintos de X existen abiertosx € U,y € V,
tales que U NV = (). Por lo tanto, U x V es un abierto bédsico de X x X con U x VN Ax = ). Esto quiere
decir que X x X \ Ax es entorno de todos sus puntos, es decir, un abierto.

Si Ax es cerrado, entonces por ser X x X \ Ax abierto, para cada par (z,y) con z e y diferentes,
existe un abierto bésico que contiene a (z,y) y contenido en X x X \ Ax. Por la definicién de la topologia
producto, este abierto bésico es de la forma U x V, con z € U, y € V. Se tiene que (U x V)N Ax = 0, por
tanto X es Hausdorff. O

Lema 2. Sea X un espacio topoldgico, sea {B;}zex un sistema fundamental de entornos e Y un subespacio
de X. Entonces, x estd en la clausura topoldgica de Y ( que denotaremos como Y ) si y solo si para todo

entorno B de x, BNY es distinto del conjunto vacio.

Proof. (=) Sea z € Y, y supongamos por reduccién al absurdo que existe un entorno B de z (sin perdida
de generalidad podemos asumir que es abierto) tal que Y N B = (). Entonces, Y estd contenido en X \ B,
que es cerrado. Por lo que Y € X \ B, y como x € B, = no estd en Y, lo cual contradice la hipdtesis.

(<) Por hip6tesis, para todo B € B,, la intersecciéon B NY es distinta del vacfo. Supongamos por
reduccién al absurdo que 2 no es un elemento de Y, por tanto z estd en X \ Y, que es abierto. Entonces,

existe un entorno basico de B C X \ Y que contradice la hipétesis. O
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Propiedades 1 (Lema 10.10 de [1]). Sea M un A-mddulo topologico y sea H la interseccion de todos los

entornos de 0. Entonces,

(i) H es un submddulo de M,

(i) H es la clausura de 0,

(i11) M es Hausdorff si y solo si H= {0},
(iv) M/H es Hausdorff.

Proof. (i) Sean m,m’ € H, entonces m, m’ € N, para todo entorno N de 0, es decir, los entornos de 0 de
m y de m’ son los mismos. Andlogamente, los entornos de m + m/, vienen dados por m + m’ + N.
Por lo tanto, m+m' + N = m+ (m’+ N) = m+ N = N, es decir que para todo entorno N de 0,
m-+m’ € N. La demostraciéon de que H es cerrado tomando opuestos y bajo la accién de A es andloga

a la anterior.

(ii) Por el lema 2, x estd en la clausura topoldgica de 0 si y solo si para todo entorno N, de x, 0 estd
en N,. Como N, = z + N donde N es un entorno de 0, tenemos que z € @ si y solo si para todo
entorno N de 0, x € 0 — N, es decir, z € N (La aplicacién x — —z es un homeomorfismo que deja 0

fijo, entonces N es un entorno de 0 si y solo si —N es un entorno de 0).

(iii) Si H = {0}, entonces Ap; es la imagen inversa de H de la funcién resta, por lo tanto es cerrado y
por el lema 1, M es Hausdorfl. Si M es Hausdorff, entonces H = {0}. En caso contrario, si x € H

diferente de 0, no existiria ningiin abierto que contenga a 0 y no a x.

(iv) Consecuencia directa de (it).

O

Sea F un conjunto de submddulos de M, entonces considerando F como la base de entornos de 0, se
define una topologia en M. A esta topologia la llamamos la topologia lineal definida por F. Noétese que
para que F sea una base de entornos de 0 bien definida, necesitamos que para cada par de entornos basicos
M;, M; exista un entorno béasico M), contenido en M; N M;. Es decir, si dotamos al conjunto de indices A
con un orden < dado por i < j <= M; O M, estamos pidiendo que (A, <) sea un conjunto dirigido. Asf,
cuando decimos que M es un A-mdédulo topoldgico con la topologia lineal definida por el conjunto F, nos
referiremos a que M es la tnica topologia sobre M donde F es la base de entornos de 0. En el caso de anillos
F serd un conjunto de ideales.

Esta topologia es compatible con la estructura de A-mdédulo de M, donde la base de entornos de x son
las clases laterales x + M; de los submoédulos M; de F. Sea M; un elemento de JF, entonces M; es abierto,
pues es entorno de todos sus puntos. Ademads, sus clases laterales = + M; también seran abiertas, por lo que
M/M; es un espacio topoldgico discreto.

Sea N un subconjunto cualquiera de M (no necesariamente un submédulo). Consideramos la topologia

lineal de M definida por {M;};ca como base de entornos de 0. Entonces, por el lema 2, x esté en la clausura
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de N siy solo si (x + M;) N N es distinto del vacio para todo i de A, es decir, existe algiin n en N tal que
T + m; = n para algun m; de M;, y esto ocurre si y solo si x = n — m;, es decir, x € N + M;, para todo
indice i de A. Acabamos de probar que:
N = ﬂ (N + M;)
ieA
Proposicién 1. Sea M un A-mddulo topoldgico con la topologia lineal definida por {M;}icn y N un

submddulo de M. Entonces,

(i) La topologia inducida en N es una topologia lineal donde {M; N N}icr es la base de entornos de 0.

(11) La topologia cociente en M/N es una topologia lineal donde F' = {M] = (M; + N)/N}ier es la base

de entornos de 0.
Proof. (i) Trivial.

(ii) Rercordamos que la topologia cociente es la més fina que hace que 7 : M — M/N sea continua.
Claramente la topologia lineal hace continua 7 : M — M/N, pues para cada entorno bésico M/ de
0, 7~ Y(M]) = M; + N es un entorno de 0 en M, por contener al entorno basico M;. Para la otra
inclusién, si U es un entorno de 0 en la topologfa cociente, entonces 7~ *(U) es un entorno de 0 en M,
por lo que existe un M; C U, como 7 es sobreyectiva, m o m~+(U) = U, por lo tanto 7(M;) = M} C U,

es decir, U es un entorno de 0 en la topologia lineal.

1.2 Limites

En esta secciéon daremos la definicién de limite en teoria de categorias, para ello, vamos a utilizar la notacién
habitual en esta teoria. Si C es una categoria, hacemos un abuso de notacién y escribimos que C € C para
referirnos a que C' es un objeto de C. Para denotar un morfismo « entre los objetos C' y C’, escribimos
a € Home(C,C") o a : C — (' indistintamente. La categoria C°? denota la categoria opuesta a C. Para
referirnos a un functor entre dos categorias C y D, escribimos F : C — D, donde a la imagen de un objeto
C € C por el functor F' la denotamos como F'(C'), andlogamente a la imagen de un morfismo aw € Home(C, C")
la denotamos como F(a) € Homp(F(C), F(C")). Si el functor F' es cotravariante, escribimos F' : C? — D.

La definicién de limites (también llamados limtes inversos o poyectivos) en teoria de categorias es una
de las nociones fundamentales de esta teorfa. Junto con los colimites (también llamados limites directos o
inyectivos) generalizan las nociones de ntcleo, contcleo, producto y coprodructo.

Sea C una categoria, A una categoria pequena y F' : A — C un functor. Dado un objeto C' de C, decimos

que una familia de morfismos {a; : X — F(i) };ca es compatible respecto al functor F si para todo morfismo



1.2. LIMITES 5

A:i— jen A, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

X 25 F(i)

la" AA)
F(j)

Definicién 2. Dado un functor F : A — C, decimos que un objeto de C es el limite inverso de F y lo
denotamos por lglF st existen morfismos p; : lglF — F(i) (que llamaremos proyecciones) de manera que

se cumplen los dos siguientes puntos:
e La familia {p; : fm F — F(i)}ien es compatible respecto a F.

e La propiedad universal para F. Si{a; : X — F(i)}ica es otra familia compatible respecto a F,

existe un unico morfismo o : C' — @F cumpliendo que p; o a = «; para todo i € A.

De manera mds grdfica, se suele representar el limite inverso de F' con el siguiente diagrama commutativo,

donde X : i — j es un morfismo en A,

F(A)

Notese que el limite de F no tiene porqué existir.

Este trabajo estudia las compleciones del Algebra conmutativa. Por lo tanto, no es necesario que pensemos
en categorias tan generales, pues solamente trabajaremos con las categorias abelianas de A-médulos y de
anillos conmutativos y unitarios, que las denotamos por Mod(A) y Ring respectivamente. De esta manera,
tienen sentido las definiciones de nicleo y conticleo, las sucesiones exactas, los productos (producto usual)
y coproductos (sumas directas) y como veremos al final del apartado, también las de limites. A partir de

ahora C se refiere a una de estas dos categorias.

Lema 3 (Lema de la serpiente, lema 1.3.2 de [9]). Consideramos el siguiente diagrama conmutativo en C,

donde las secuencias horizontales son exactas,

ALl .p_9,¢ 0
l D
0 g2

Entonces, existe la siguiente sequencia exacta,

’ ’

Kera —L Kerp AN Kery —9 Cokera é Cokerf3 £, Cokern.

Donde 0 estd definido como f'~' o Bog™'; f,g son las restricciones de f y g respectivamente y f'g' son

inducidos por 'y g'.
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Proof. Si x € Kera, entonces 0 = f' o a(x) = fo f(x), por lo que f(z) € Kerf, es decir, el morfismo
f induce f : Kera — Kerf. El morfismo f’ : Cokera ~ A'/Im(a) — Coker ~ B'/Im(f) est4 dado
por z + Ima — f'(x) + Imf, para todo z € A’. Sean x,y € A’ representantes del mismo elemento
en Cokera, es decir x —y € Ima. Como z —y € Ima existe a € A con afa) = = — y, por lo que
Bo fla) = f'oala) = f'(x) — f'(y) € ImB. Por lo tanto, f" estd bien definido. Andlogamente, se demuestra
que estan bien definidos los morfismos inducidos por g y ¢’

De la definicién de f y g se deduce que Imf C Kerg. Si x € Kerg, entonces existe y € A con f(y) = =,
por lo que 0 = Bo f(y) = f' oa(y). Como f' es injectiva, y € Kera. Es decir Imf = Kerg. Ademss,
Imf C Kerg'. Sixz+ ImpB € Kerg', 0 = ¢'(x) + Im~ implica que ¢'(z) € Imy, es decir, existe un
y € C tal que y(y) = ¢'(z). Como g es sobreyectiva, existe un z € B tal que g(z) = y, y por lo tanto
g ofB(z) =vo0g(z) =v(y) =g (x). Asi, ¢'(x — 8(2)) =0, es decir, z — 8(z) € Kerg’ = Imf’. Entonces,
existe un u € A’ tal que f'(u) = x — 3(2). Consideramos u + Ima € Cokera y hacemos su imagen por f,

f'(u) =2 —B(2) + ImB =z + ImfB. Por lo que Imf’ = Kerg'.

Kera — Ker —— Kery

! |

A f B g C 0
[ b
0 / B g C’

| | |

Cokera —— Coker —— Cokery

El dltimo paso es comprobar que 0 estd bien definida y que I'mg = Kerd, Imd = Kerf'. Veamos que para
todo x € Kervy, existe f'~1 o B0 g~ !(z) en Cokera y que ademds es tinico.

z € Kery C C, como ¢ es sobreyectiva, existe algin y € B con g(y) = . Por la conmutatividad del
diagrama ¢’ o B(y) = vo g(y) = v(z) = 0, que implica que S(y) € Kerg’ = Imf’. Entonces, existe un z € A’
con f/(z) = B(y). Definimos 9(x) = z + I'ma, estd definicién es tnica, pues si = tiene dos preimagenes de g,
es decir, si existen y1,y2 € B con g(y1) = g(y2) =z, g(y1 — y2) € Kerg = Imf, por lo que existe un tnico
z € Acon f(z) =y1 —y. Porlotanto, f'~toB(y1)— f~LoB(y2) = a(z) € Ima, lo que implica que médulo
Ima las preimagenes son la misma.

El resto de la demostracion se hace de manera similar. La idea de esta demostracién es coger un elemento
en algin objeto e ir transportdndolo a través del diagrama. Esté método de prueba se llama “cazando o
persiguiendo el diagrama” (en inglés chasing diagram) y es bastante usual para demostraciones en teorfa de

categorias y Algebra homoldégica. O

1.2.1 Sistemas inversos

Un sistema inverso en C es una familia de objetos y morfismos {Cj, p;5 : Cj — Cy,4 < j}; jea que cumple lo

siguiente:

o sii < j <k entonces i = i © fhjk = Wik,
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o ;i =1idc, para todo i € A.

Sea (A, <) un conjunto con un orden parcial. Definimos la categoria parcialmente ordenada A donde los
objetos son los elementos de A y para cada par i,j de elementos den A, el conjunto de morfismos es el
siguiente.
{pt} sii<jy
0 sii L j

Como consecuencia, un sistema inverso no es mas que un functor contravariante F : A°? — C, por tanto

Homp (i,7) =

definimos su limite como l'glie A Ci, o lim C; si no existe riesgo de confusiéon. En nuestro caso, dado que A
va a ser la categoria correspondiente al conjunto dirigido de indices, solamente estamos interesados en los
casos donde A es una categoria dirigida.

El siguiente ejemplo de limite demuestra que todo anillo y médulo es el limite de algin sistema inverso.

Ejemplo 1. Sea {C, pij : C; — Ci,i < j}ijea un sistema inverso en la cateogria C. Entonces, si A tiene

un elemento mazimal k, C), es el limite inverso ljmieA C;.

Proof. Sean i < j € A, entonces el siguiente tridngulo es conmutativo:

Ademsds dada cualquier familia compatible «; : X — C;, a : X — Cy hace que se cumpla la propiedad

universal. Por lo tanto yLnCi =C}. O]

La primera pregunta que hay que resolver es si el limite existe y en qué categorias existe. Empezaremos

con la categoria mas sencilla, la categoria de conjuntos pequenos que la denotamos por Set.

Teorema 1. Sea {X;,1;; : X; — X;,i < j}ijen un sistema inverso en la categoria de conjuntos Set.
Entonces®,

@F = {(xk)ren € H Xk pij(zj) = x; para todo i < j; 1,5 € A}.
keEA

Proof. Por ser A = {(zx)rer € [lpep Xx ¢ pij(xj) = x; para todoi < j; i,j € A} un subconjunto de
[1;ca Xi podemos considerar, para cada i € A, la proyecciéon dada por
jEA
Esta familia de morfismos es compatible, ademés si {a; : C' — X, };ca es otra familia compatible, definimos:
a: C — A

c > (ai((c))iea

LEl producto en Set es el producto cartesiano habitual.
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que cumple la propiedad universal.
Para terminar con la demostracién hay que demostrar que A es un conjunto pequeno (es decir, es un
objeto de Set). Al ser un subconjunto de [],., X; que es pequefio, entonces A es un conjunto pequefio.

O

Como en la categoria de conjuntos existen los limites tiene sentido considerar @H omsget(C, X;) para

cualquier conjunto C'. Es decir, tiene sentido considerar el functor ]&nH omget(—, X;). Nétese que

@Homset((l X;) = {(ag)ken € H Hom(C, X}y) : Homge:(C, pij)(a;) = oy para todo i < j; i,j € A} =
keA

= {(ak)ken € H Hom(C, X},) : pij o aj = o para todo i < j; i,j € A}.
keA

Esto quiere decir que I&HH omget(C, X;) estd compuesto por las familias de morfismos «; : C — X; que
son compatibles respecto a los p;;. Por lo tanto, por la propiedad universal para cada una de estas familia
podemos asignar una unica aplicacion « : C' — @Xi de modo que «; = p; o . Es decir, las siguientes

aplicaciones son inversas:

@HOmSet(C, Xz) — Homset(X,l'ngi)
(ci)iea L Q,
Homset(Cﬂl'&nXi) — 1'&nHomset(C’7 X;)

« — (pioa)ien.

De esta manera, tenemos el siguiente isomorfismo de conjuntos @HomSet(C, X;) ~ HomSBt(C,@Xi).
Miés ain, este isomorfismo es functorial, por lo que @Homset(—, X;) ~ Homget(—, @Xi) es un isomor-
fismo de functores. Por lo tanto, el functor I&H Homget(—, X;) es reprensentable y l'ng,» es su representante
(por el lema de Yoneda sabemos que el representate de un functor es tinico).

Una vez definido el limite en la categoria de conjuntos y dada esta propiedad podemos definir el
limite en la categoria C (que serd la categoria de anillos o de médulos) como el representate del functor
lim [ ome (X, F(1)). Esta definicién es compatible con la dada anteriormente, ademés se cumple el siguiente

teorema.
Teorema 2. Sea C una categoria y sea el sistema inverso {C;, p;; : C; — Ci,i < j}ijea - Entonces,

e El limite @ C; existe en C siy solo si el functor @1 Home(—,C;) es representable. En este caso, deno-
tamos al representante del functor como @ieA C;, y queda caracterizado por el siguiente isomorfismo

Homd—,l'&n@) ~ ]'ngomc(—,C’i).
e Si el limite existe entonces,

Li_Ci = {(xk)ren € H C : pij(z;) = x; para todo i < j}.
keA

Proof. e Si el limite existe entonces de la propiedad universal tenemos el isomorfismo Home(—, @1 C;) ~

@H ome(—,C;). En el caso contrario, si el functor @H ome(—,C;) es representable, tenemos que
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su representate es un elemento X tal que Home(—, X) ~ @H ome(—,C;). Este elemento X cumple

las propiedades del limite, por lo que X = @Ci.

e La prueba es igual que en la categoria Set.

O

Hemos visto que un sistema inverso de objetos de la categoria C es esencialmente los mismo que un
functor contravariante de la categoria de indices a C. Asi, tiene sentido considerar que un morfismo entre
dos sistemas inversos es una transformacién natural entre los functores asociados, es decir, si {C;, ts5}ijen
y {C;,u’ij}i,je\ son dos sistemas inversos, un morfismo « : {Cj, it }i jen — {C{,,u;»j}i’je,\ es una familia de

morfismos «; : C; — C’j'- en C donde los siguientes cuadrados conmutan para todo ¢ < j:

.y

Jﬁw lﬂﬁ j

C; —s O

Gracias a la propiedad universal de los limites, es sencillo comprobar que para todo morfismo de sistemas
inversos « = {«;}iea, existe un morfismo ]'glozi : @Ci — 1&16’;, que cumple que si 8 = {f;}ica es otro
morfismo de sistemas inversos componible con «, entonces M(ﬁl ow;) = ILn Bi o I'&nai. Dicho en lenguaje

de categorias, si para el conjunto de indices A existen los limites en C, entonces &inl (—) es un functor de

€A
la categorfa de sistemas inversos indexados por A (que es equivalente a la categorfa de functores A°? — C)
a la categoria C.

Una de las particularidades de los limites es que generalizan la definicién de ntcleos y de productos.
Por ejemplo, si la categoria A es discreta, es decir, los inicos morfismos de la categoria son las identidades,
entonces lim, F(i) ~ [];ca F(i). De manera inversa, podemos escribir el limite como el niicleo de una
aplicacién entre productos. Si consideramos la categoria pequenia A, podemos definir el conjunto Mor(A) de
todos los morfismos de A. Ahora podemos considerar las siguientes aplicaciones ¢ y 7, donde la imagen de

cada morfismo, es decir, de cada elemento de Mor(A) es su conjunto de salida y de llegada, respectivamente.

Es decir,

o: Mor(A) — A
(i—j) > i
7: Mor(A) — A

(i—=j) — J
Supongamos que tenemos un functor F' : A°? — C donde C es la categoria de A-médulos o anillos. Para
cada morfismo A : ¢ — j en A tenemos el siguiente diagrama. Los 7; son las proyecciones del producto, por

lo que no es necesariamente un diagrama conmutativo:

[ 7)== J)

F(r(\) =
keA
%
i)

Ti=To(N)

F(o()N)
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Definimos el morfismo ay : [],cp F'(k) — F(o(\)) dado por F(X) o mr(x) — (), es decir, el morfismo
envia (vr)rer = F(N)(7-(1)) — To(r). Por la propiedad universal del producto, existe un tinico morfismo
o : [lren F(k) = Iierrora) F(o(A)), dado por (zx)ren — (F(A)(2r(x)) — Zo(r))reMor(a)- Claramente, el
niicleo de esta aplicacién es {(zx)rea € [[rep F(k) : F(A)(z-(0) = To)) VA € Mor(A)} = im,_ F(i).
Al ser el limite el nicleo de una aplicacion entre productos, que existan los productos y los ntcleos es una
condicion suficiente para que existan los limites, como ademads los nicleos y productos pueden ser definidos

a través de limites es también necesaria. Por tanto, en las categorias de anillos y médulos existen los limites.

Teorema 3 (Lema 3.2.5 de [9]). Sea

B)ien

0 —— {Cl}iea (e)ieq {Ci}tien (Bhiey {C{'}Yien —— 0

una sucesion corta exacta de sistemas inversos en la cateogria C, (que al ser la categoria de anillos o de

mddulos es abeliana). Entonces, la siguiente secuencia es exacta:
0 — limC] —* im C; —— lim C7.
Es decir, el functor 1&1(7) es exacto por la izquierda.

Proof. Por la propiedad anterior, teniendo en cuenta que ahora los morfismos de A estdan dados por el orden

<, podemos escribir el siguiente diagrama commutativo, donde los morfismos verticales estan dados por

(Tr)ken = (pij(T5) — Ti)i<jeMor(n):

0 —— HkGA Cl/c E— HkGA Ck . HkGA Cl/cl —0

b ! b

0 HiSjGMor(A) Cz/ HiSjGMOT(A) & HiSjGJVIor(A) C’Zl 0
Ahora, aplicando el lema de la serpiente y la propiedad vista anteriormente, tenemos la siguiente secuencia
larga exacta, por lo que basta con quedarnos con la parte que queremos:

0—— @C{ —— limC; —— Ui

Jim (_C{’ —— Cokera/ —— Cokerac —— Cokera” —— 0

O

De la prueba anterior se deduce que la sucesién 0 — @1 Cl— 1&1 C; — @1 C! — 0 es exacta si y solo si
Cokera’ = 0. En general esto no es cierto, y es conveniente saber en qué situaciones y bajo qué hipdtesis
se da la sucesién corta exacta. Una de las mds comunes es cuando A = NU {0} v {Ch, tonm fo<n<m €s un
sistema inverso sobreyectivo, es decir, cada aplicacién pi,,, es sobreyectiva. Esta situacién un caso particular

de la condicién de Mittag-Leffler (definicién 3.5.6 de [9]).

Corolario 1 (Proposicién 3.5.7 de [9]). Sea

(an)ne>o (B)n>o0

0 —— {Ch}n>0 — {Cnln>o0 {Cl >0 —— 0
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una sucesion corta exacta de sistemas inversos en C, donde {C,, (i), Yo<n<m €s un sistema inverso sobreyec-

tivo. Entonces, la siguiente secuencia es exvacta:

. ! a . B . 1"
0 —— limC), —— limC,, —— lim 7 —— 0.

Proof. Siguiendo la mismo notacién que en el teorema anterior, queremos ver que Cokera’ = 0, es decir, o’ es
3 3 5 5 !/ __ oo ! L7 o] / 3

sobreyectiva. En este caso, [T, crror(n) Ci = [1nzo Cn» ast que, para todo (an)n>o de [[,—o C;, tenemos que
encontrar un (Z,)n>o € Hf;o C! tal que ppm(zm) — T = ap,. Como los morfismos pi,,, son sobreyectivos

y cumplen que finm, © timi = pni para todo n < m <[, podemos construir la solucién por induccién. O

Tal y como hemos visto, los limites generalizan la nocién de productos. Ademas, es sencillo comprobar
que los limites conmutan entre si, por lo tanto, los limites conmutan con los productos. Més aiin, sabemos
que la suma directa y los productos finitos coinciden, por lo que los limites conmutan con las sumas directas.
En leguaje de categorias, a todos los functores que envian el objeto 0 al 0 y que conmutan con las sumas
directas se llaman functores aditivos y en la practica estos son la mayor parte de los functores entre categorias

abelianas.
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Chapter 2

Compleciones

Después de estudiar los anillos y médulos topolégicos, las topologias lineales y los limites estamos en condi-
ciones para introducir las compleciones. En la primera parte de este capitulo definiremos las compleciones
como un caso especifico de los limites inversos. Por tanto, las compleciones heredan de los limites todas
sus propiedades, por ejemplo, las compleciones (habra que definir bien el sistema inverso respecto del cual
hacemos el limite) son exactas por la izquierda y aquellas que satisfagan la condicién de Mittag-Leffler son
exactas. Ademds, el sistema inverso sobre el que haremos el limite va a definir una topologia lineal sobre el
modulo o el anillo. A su vez, esta topologia induce una topologia en la complecién del médulo, que como
probaremos, también es una topologia lineal. Vamos a probar que la complecién es una propiedad topoldgica,
pues solamente depende de la topologia que define el sistema inverso y no del sistema inverso en si. También
vamos a definir un morfismo canénico del médulo o anillo a su complecion, veremos que este es inyectivo si y
solo si la topologia lineal dada por el sistema inverso es separable. Asi, en estos casos, podremos considerar
la complecién como un médulo que contiene al original y que es completo. Para esta seccién se ha utilizado,

principalmente, el capitulo 8 de Commutative ring theory de H. Matsumura.

En la segunda parte del capitulo definiremos las sucesions de Cauchy en anillos y médulos. Después
vamos a establecer una relaciéon de equivalencia entre las sucesiones de Cauchy, diremos que dos sucesiones
estan relacionadas si la diferencia converge a cero, es decir, si las sucesiones son cada vez maés cercanas.
En caso de que las sucesiones convergan, significa que dos sucesiones estan relacionadas si tienen el mismo
limite. Después de definir este espacio de relaciones de equivalencia de sucesiones de Cauchy veremos que es
isomorfo a la complecién del anillo. Por 1ltimo, haremos una breve discusién donde veremos que el significado
de la complecién se corresponde con la idea proveniente de Anaélisis, a saber, que un espacio completo es
aquel donde todas las sucesiones de Cauchy convergen. Para esta seccién se ha utilizado el capitulo 10 de

Introduction to Commutative Algebra de M.F. Atiyah e I.G. Macdonald.

13
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2.1 Compleciones como limites

Las compleciones son un caso particular de los limites inversos. Sea M un A-médulo y F = {M;},ca una
familia de submddulos de M. En el conjunto de indices A definimos el siguiente orden parcial, i < j si

M; O M; y consideramos el sistema inverso:
{M/M;, pij - M/M; — M/M;| M; 2 M; (i <j)},

donde p;; : M/M; — M/M, envia a cada calse de equivalencia m + M; a p;;(m + M;) = m + M,;. La
compleciéon de M respecto de F, denotada con M , es el limite del sistema inverso. Es decir,

M (mr + My)ren € [Tpen M/My : pij(m; + Mj;) = m; + M; para todo i < j}

=1
= {(mp + Myp)ren € [Ipen M/My : mj + M; = m; + M; para todo i < j}.

Nétese que las compleciones de los anillos son un caso particular del de médulos (basta con considerar
el anillo A como un A-médulo y los ideales de A como submdédulos). Asi, que la complecién A de A, es un
anillo, considerando el limite en la categoria de anillos y también un A-mdédulo si consideramos el limite en
la categoria de A-médulos. Un aspecto importante a destacar es que la complecién depende, a priori, de la
familia F. Maés tarde veremos como, en realidad, solamente depende de la topologia lineal que esta familia
define sobre M. Por esta razon es importante, cuando de habla de compleciones, especificar respecto a qué

familia F estamos haciendo el limite.

Ejemplo 2. Sea A[X] el anillo de polinomios en una variable con coeficientes en el anillo A y sea F =

{(X™}nen. La complecion de A[X] respecto de la familia {(X™)}nen es el anillo

AX] = {(£a(X) + (X" nen € [[ AXI/(X™) ¢ farr(X) + (X7) = fo + (X") para todo n € N}.
neN

Es decir, si (fo(X)~+ (X™))nen es un elemento de A, entonces:

J1(X) 4+ (X) = a1 + (X) a, € A
F2(X) 4+ (X?) = aa X + by + (X?) ag,by € A LX)+ (X)=by+ (X)) =a1 + (X) = fo(X) = a1 + a2 X
fo(X) + (X?) =asX? + b3 X + 3+ (X?) ag,bz,c3€ A f3(X)+ (X?) = a1 + a2 X + (X?)

= f3(X) = a1 + as X + a3 X?

—

y ast sucesivamente. Por lo tanto, acabamos de ver que A[X]| = A[[X]], el anillo de series formales de A.

Las siguientes proposiciones estéan sacadas del capitulo 8 de [7] y son también vélidas para la complecién
del anillo A.

Como hemos visto en el primer tema, dada una familia F = {M;};ca de submdédulos de M podemos
considerar la topologia lineal que define en M, recordamos que para que F sea una base de entornos de 0 bien
definida se necesita que el conjunto de indices A sea dirigido. Hemos visto tambien que para todo M; € F,
la topologia cociente M/M; es la discreta, por lo que podemos dotar a M de una topologia considerando la

inducida por la topologia producto [[;c, M/M;.
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Proposicién 2. Sea M un A-mddulo, F = {M;};en una familia de submddulos de M indexada por un
conjunto dirigido y sea M la complecién de M respecto a F. Entonces, la topologia sobre M inducida por
[Lica M/M;, donde la topologia en M/M; es la discreta para todo indice i, convierte a M en un A-médulo
topoldgico.

Proof. La suma en M define una aplicacién M — M x M que esta dada por la siguiente composicion:

N1 N1 22 T /vy < T /gy 222 T /.
i€A ieA icA

Donde, (¢,¢) es el producto de inclusiones, que por lo tanto es continua. La funcién suma denota la funcién
suma en el espacio producto, que es claramente continua. Por lo tanto, la funcién que define la suma en M

es continua. El mismo planteamiento sirve para demostrar que las demés operaciones que definen el médulo

son continuas. O

Ahora, vamos a demostrar que esta topologia inducida por el producto no solamente convierte a M en
un A-mdédulo topoldgico, sino que ademés la topologia es lineal. Para ello necesitamos probar que la base
de entornos de 0 es un conjunto de submdédulos de M. Consideramos las proyecciones p; : M — M /M,

entonces, la familia de submédulos de M dada por {Ker(p;)}iea, define una topologia lineal sobre M.

Proposicién 3. Sea M un A-mddulo, F = {M,;}icn una familia de submddulos de M indexada por un
conjunto dirigido y sea M la complecion de M respecto a F. Entonces, la topologia lineal sobre M definida

por la familia {Ker(p;)}ica es equivalente a la topologia inducida por [, M/M; en M.

Proof. Un abierto bésico U de la topologia inducida por [[,.» M/M; en M es de la forma:

i€EA

U=Mmn| [] Ui, x [] M/M: ],
i0€Ag i@
donde Ag es un subconjunto finito de A y los U; son subconjuntos cualesquiera de M/M; (pues son espacios
topoldgicos discretos).

Queremos demostrar que U es abierto en la topologia lineal definida por los nicleos de las proyecciones.
Para ello, podemos demostrar que U es un entorno de todos sus puntos. Sea x € U, tenemos que encontrar
un entorno de x, que serd de la forma = + Ker(p;) tal que x + Ker(p;) C U. Por ser A un conjunto dirigido,
podemos encontrar un ¢ € A con iy < ¢ para todo iy € Ag. Esto significa que p;,(z + Ker(p;)) = x para todo
indice ig de Ag, pues p;, (Ker(pi)) = pigi © pi(Ker(p;)) = 0. Entonces, la imagen de « + Ker(p;) en M /M,
es la misma que la de x. Es decir, la proyeccién de x + Ker(p;) en M/M;, es la proyeccién de z, por lo que
estd en U, para todo ig € Ag. Es decir, z + Ker(p;) € (Hz‘er U; x Hing M/Mz>

Para la otra implicacion, nétese que la topologia producto es la menos fina que hace que las proyecciones
sean continuas. Como para la topologia lineal generada por {kerp;};ca las proyecciones son continuas,
tenemos que cualquier abierto de la topologia lineal es abierto en la otra topologia.

O
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Una vez definida la complecién, consideramos el siguiente morfismo candnico:
v: M — M
m > (m+ M;)iea,
Como la familia de morfismos continuos M — M /M; es compatible, por la propiedad universal, tenemos que

¥ es un morfismo de A-mdédulos bien definido. El nicleo del morfismo es (), -, M;, por lo que ¥ es inyectiva

ieA
siy solo si M es Hausdorff. Cuando ¥ es un isomorfismo decimos que M es un A-mdédulo completo para la

complecion dada por la familia F.

Proposicién 4. Sea M un A-mddulo, F = {M;}ien una familia de submddulos de M indexada por un
conjunto dirigido y sea M la complecion de M respecto a F. Entonces, el morfismo candnico ¥ : M — M

es una funcion continua y V(M) es denso.

Proof. Sea Ker(p;) un entorno de 0 en M, claramente W~1(Kerp;) = M;. Es decir, para cada entorno de 0
en M , su preimagen es entorno de 0 en M. Al ser las dos topologias lineales, esto es equivalente a decir que
la funciéon ¥ es continua.

Como la topologia en M es lineal, tal y como hemos visto en el tema 1, ¥ (M) = Nica(W(M)+ Kerp;) =

M.

Dada la familia de submédulos F = {M;}iea de M, si F' = {M} }rer es otra familia de submédulos,
entonces las ambas familias definen la misma topologia en M si para cada abierto de una existe un abierto
de la otra topologia que estd contenido en este y vice versa. En nuestro caso, por tratarse de topologias
lineales definidas por entornos de 0, basta con demostrar que para cada submédulo M; € F existe M} € F’

tal que M} C M, y que para cada M} € F’ existe un submédulo M; € F tal que M; C Mj.

Proposicién 5. Sean dos familias de submddulos del A-médulo M, F = {M;}ica y F' = {Mj}xrer indez-
adas por conjuntos dirigidos. Si ambas definen la misma topologia sobre M, entonces las compleciones de

M respecto a las dos familias son la misma.

Proof. Sea M; € F. Entonces, podemos encontrar un M /’\(i) € F' que esté contenido en M;. Por lo tanto,
tenemos el morfismo a; : M/MJ ;) — M/M; donde m + M, — m + M;. Sip) : M' — M/Mj es la
proyeccién del limite inverso para cada A € T', tenemos que la familia {a; o p’)\(i) c M — M /M;}icn forma
un sistema compatible (ndtese que como los conjuntos de {ndices son dirigidos los «; o p’/\(i) no dependen de
la elecciéon de M ;\( i)). Por la propiedad universal, existe un morfismo M’ — M. Anélogamente, existe un
morfismo M — M’ dado por la propiedad universal de M. Estos dos morfismos son inversos uno del otro.

O

Esta dltima proposicién implica que la complecién solamente depende de la topologia lineal definida
en M. Por ejemplo, si la topologia en M es la discreta, significa que 0 es uno de los submdédulos de F.
Entonces, existe un indice k € A donde M} = 0, es decir, k es el elemento maximal de A, (recordamos que
i <j <= M; D M;j). Por lo visto en el ejemplo 1 del capitulo anterior, M ~ M/0 ~ M, por lo tanto, M

es completo para la familia {M;};cn.
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Proposicién 6. Sea M un A-mddulo, F = {M;};en una familia de submddulos de M indexada por un
conjunto dirigido y sea M la complecion de M respecto a F. Entonces, la complecion de M por la familia
{Kerp;}ica es isomorfa a M, es decir, M ~ M. Dicho de otra manera, M es un A-médulo completo para

la topologia definida por {Kerp;}icn.

Proof. Como la composicién p; o ¥ es el morfismo cociente M — M /M;, p; es sobreyectiva. Por el primer

teorema de isomortia, M /Kerp; ~ M/M,;. Entonces, @ieA M/Kerp; ~ @ieA M/M;. O

Como las compleciones son un caso particular de los limites inversos, si tenemos una sucesion corta exacta

de sistemas inversos, es decir, si para cada ¢ < j tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

0 —— M'/M; =2 M/M; 2 M7 MY —— 0

Iz Iz I

0 —— M//M! —%y M/M; —2 M" /M —— 0

entonces, por el teorema 3 del primer capitulo, la siguiente sucesién es exacta:

0 M’ M M

Un caso particular de gran interés es el siguiente.

Proposicién 7 (Teorema 8.1 de [7]). Sea N un submddulo del A-mdédulo M, sea {M;}icn una familia de
submddulos de M. Si consideramos las familias de submddulos de N y M/N dadas por {M; N\ N}ica y
{(M; + N)/N};cn respectivamente y denotamos a las compleciones de N y M/N respecto de las anteoriores

~ —_—
familias como N, M/N, entonces la siguiente sucesidn es exacta:

0 N M M/N

Ademds, si la familia {M;};cp de submddulos de M es una cadena decrecientet Mg D M; D -+~ M, D ---,

entonces la siguiente sucesion es exacta:

0 N M M/N —— 0

Por tanto, en esta situacion m ~ M/N
Proof. Basta con coger el limite de la siguiente sucesion exacta de sistemas inversos:

Si ademds {M;};ca es una cadena decreciente, entonces los morfismos N/(M; N N) — N/(M; N N) son

sobreyectivos, y por lo tanto se satisface el corolario 1 del primer capitulo. O

1Como veremos en el subapartado del lema de Artin-Rees, a las cadenas de submédulos decrecientes las llamaremos filtra-

ciones.
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Proposicién 8. Sean M y M’ A-mddulos con topologias lineales definidas por {M;}iea y {M3 }rer respec-
tivamente y sea [ : M — M’ un morfismo continuo. Entonces, existe un morfismo continuo f M — M’,

de manera que el siguiente cuadrado es conmutativo:
M-I
l“”M l””
M *f> M/

Ademds, el morfismo f estd determinado univocamente por el diagrama y por la continudad.

Proof. Consideramos las proyecciones p; : M — M /M; de la complecién de M a través de {M;};,cn. Por
ser f una funcién continua, para cada M} € {M}}er existe M; € {M;};en con M; C f~1(MJ). Esto
implica que f induce un morfismo g : M/M; — M’/M} bien definido, pues si x,y € M con z —y € M;,
f@) = fy) = flx—y) € f(M;) € ff~1(M]) € Mj.

Podemos considerar entonces para cada M} el morfismo M — M’ /M dado por gi o p;. Este morfismo no
depende de la eleccién de M;, pues si existen M; y M, contenidos en f~1(MjJ), por ser {M;}ica un conjunto

directo, existe un My € {M;};en con M C M; N M; C f~'(M}). De manera que tenemos el siguiente

diagrama:
M /M, gi
9x
ik \
M/M; e M' /M,

Los dos tridngulos superiores de la izquierda son conmutativos. Ademds si x + My, es un elemento de M /My,
gi o pri(z + My) = gi(z + M;) = f(z) + M} = gk(z + My). Por lo que los dos tridngulos restantes son
también conmutativos. Esto obliga al cuadrado a ser conmutativo también, por lo tanto, el morfismo gi 0 p;
no depende de 1.

Hemos creado por lo tanto una familia de morfismos continuos {gx o p; : M — M'/M{}xer. Esta
familia es compatible, pues si v < ), entonces existe un My C M; tal que My C (M), de manera que
tihy © gE (@ + M) = ph, (f(x) + M) = f(z) + M} = gi(x + M;) = g} o pir(x + My,). Es decir, el cuadrado

del siguiente diagrama es conmutativo:

/\

MM, —— % MM,

b b
7

MM, ——0 s MM,

Obviamente el tridngulo superior también conmuta, asi que todo el diagrama lo hace. Por lo que {gx o p; :

M — M’ /M }rer es una familia compatible y por la propiedad universal del limite existe un tnico morfismo

continuo f : M — M.
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Mas aun, por la construccién que hemos hecho podemos considerar la familia, también compatible, de
morfismos continuos
M 2 N1 25 MM 25 MM,
para todo A € A. Este morfismo es el mismo que M ENG VN M'/M;. Por lo que por la propiedad universal

del limite el siguiente cuadrado es conmutativo:

ML

J{‘If M J{‘I’ M/

M%M’

2.2 Sucesiones de Cauchy

Ya hemos definido las compleciones como limites inversos. Ahora queremos ver que esta definicién se corres-
ponde con la idea original de que un espacio completo es aquel donde todas las sucesiones de Cauchy
convergen. Para ello, daremos una definicién alternativa de las series de Cauchy, dado que en los anillos
y médulos con topologias lineales no hay una distancia. Vamos a restringirnos al caso donde la familia
de submédulos F = {M,},>0 es una filtracién, es decir, el conjunto de indices es numerable, tiene orden
total y M es un elemento de la filtracién. En otras palabras, una filtracion es una sucesiéon decreciente de
submodulos.

En el caso de los anillos, la filtracién sera de ideales de A. Durante este apartado, haremos las demostraciones
para el caso de los médulos, sin embargo las mismas demostraciones son validas para probar los resultados

homdlogos en el caso de los anillos.

Definicién 3. Dada la familia de submddulos F = {My}n>0 del A-mddulo M, una sucesidn de Cauchy en
M es una sucesion de elementos (x,)n>0 (para hacer mds sencilla la notacion escribiremos solamente (xy,))

tal que para todo My, € F existe un entero n(k) y para el cual se cumple la siguiente propiedad,
x; — x5 € My, para todo i,j > n(k).

Una sucesién (z,,) de un espacio topoldgico X converge al punto z si para todo entorno U de z existe un
entero k, de manera que para todo n > k, x,, estd en U.

Vamos a definir una relaciéon de equivalencia entre las sucesiones de Cauchy de M. Decimos que dos
sucesiones de Cauchy (z,), (y,) estdn relacionadas y lo denotamos por (z,) ~ (y), si la resta de sucesiones
dada por (x,, — y,) converge a 0 en M. Esta relacién se puede definir para sucesiones mas arbitrarias, no
necesariamente de Cauchy. Claramente, si las dos sucesiones convergen, entonces estan relacionadas si y solo
si convergen al mismo elemento de M. En los dos préximos resultados no utilizamos la condicién de que las

sucesiones sean de Cauchy.
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Proposicién 9. Sea M un A-mddulo y F = {M,,}n>0 una filtracion en M. Si dotamos a M de la topologia
lineal generada por F = {My}n>0, entonces la relacién anterior sobre el conjunto de sucesiones en M es de

equivalencia.
Proof. e Propiedad reflexiva: Trivial.

e Propiedad simétrica: Si (z,) ~ (y,), entonces, para todo M; € F existe un entero k, de manera

que x, — Yy, € M; para todo n > k. Como M; es un submédulo, y,, — x, € M; para todo n. Por lo que

(Yn) ~ (zn).

e Propiedad transitiva: Sean (z,),(yn) v (2zn) tres sucesiones con (,,) ~ (yn) € (yn) ~ (2zn).
Entonces, para todo M), € F, existen dos enteros ¢, j tales que z,, —y, € My € Ym — 2m € M; para todo
n>1ym > j. Sea N el maximo entre i y j, entonces, para todon > N, T, — 2, = Tp — Yn +Yn — 2n €
My, pues T, — Yn € Yn — 2, son elementos del submddulo M.

O

Queremos definir el A-médulo dado por la relacién anterior de sucesiones de Cauchy de M. Para ello,
necesitamos probar que las operaciones usuales estan bien definidas y no dependen del representante de la

clase.

Lema 4. Sea M un A-mddulo, sean (x,) e (yn) dos sucesiones en M y sea a € A. Entonces, las clases de

equivalencia de (x, —yn) y de (ax,) solamente dependen de las de (x,,) e (yn) vy la de (x,,) respectivamente.

Proof. Sean () ~ (z,) e (yn) ~ (y,,) sucesiones en M. Queremos ver que (z, — yn) ~ (z), — y,). Es
decir, que (z, — y, — (2, — y},)) converge a 0. Sea M} € F, entonces existen dos enteros n y m tales que
x; —ah e y; — y; son elementos de M} para todo i > n, j > m. Sea N el maximo entre n y m, entonces
x; —y; — (2 —yl) = (x; — x}) — (y; — y}) que es un elemento de M}, para todo i > N.

Sean (z,) ~ (x},). Entonces, para cada My € F existe un entero n tal que z; — z; € M), para todo

i > n. Por ser M}y un submdédulo de M, a(x; — x) € My, para todo @ > n y para todo a € A. Es decir,

(awn) ~ (ax7,). O

Proposiciéon 10. El conjunto de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en M es la complecion de

M por la familia de submddulos {Mp}n>0-

Proof. Vamos a dividir la prueba en dos partes, en la primera probaremos que el conjunto de clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy es un A-mddulo, y en la segunda parte probaremos que es M. Para

agilizar la notacion, denotaremos a este conjunto como C.

e (' es un A-médulo: Primero, nétese que la sucesioén (0) es claramente de Cauchy. Sean (x,) e (yn)
dos sucesiones de Cauchy en M. Dado M € F existen enteros n(k),m(k) tales que z; — xz; € M
Yy Y1 — yr € My, para todo ¢,5 > n(k) y I,7 > m(k). Sea N el méximo entre n(k) y m(k), entonces

(xi—yi)—(x;—y;) = (x;—xj)+(y; —vs) € My paratodoi,j > N, pues x; —z;, y; —Yy; son elementos del
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submédulo My, ademds, por ser My, un submddulo, para todo i,j > n(k), ax; — ax; € My. Acabamos
de probar que las sucesiones dadas por (x, — y,), (ax,) para todo a € A son sucesiones de Cauchy.
Por el lema anterior, sabemos que la resta y la multiplicaciéon escalar son compatibles con la relacion

de equivalencia.

o C ~ M: Sea (2,,) una sucesién de Cauchy. Si la consideramos en M/Mj, como para M}, existe un
n(k) tal que para todo i, j > n(k), z; —z; € My, podemos asegurar que a partir de n(k) la sucesién es

constante en M /My, por lo tanto tiene sentido la siguiente aplicacién:

o M —  M/M,
(#n) = Tugy + M

Estos {ay}rea forman un sistema de morfismos compatible con los morfismos p; : M /My, — M /M,
pues si i <k, entonces n(i) < n(k) y ,p) — Tne) € M. Por lo que i, 0 ax = ;. Ademds cumple la
propiedad universal, pues por ser F una familia de submddulos con orden total, por el lema de Zorn,
existe un submédulo maximal M. Si tenemos una familia de morfismos 3; : C' — M /M, compatible,
para cada ¢ € C creamos la sucesién de Cauchy de la siguiente manera: el primer término z; es §y(c),
el segundo término B,(c), donde M, es el elemento maximal de F ~ M. Asi sucesivamente estamos
creando una sucesiéon de Cauchy para cada ¢ € C. Es decir estamos dando una aplicacién C' — M.

Esta aplicaciéon cumple la propiedad universal, por lo que tenemos que M ~ @M /M;.
O

Segun la discusién hecha al principio del tabajo, estabamos buscando “completar” el anillo, en el sentido
de que todas las sucesiones de Cauchy sean convergentes. En general no podemos asegurar que el morfismo
U : M — M sea inyectivo, y por lo tanto no podemos pensar en M como un A-médulo que surge de anadir
los limites de las sucesiones de Cauchy. No obstante, cuando la intersecciéon de todos los submddulos de la
filtracién es el conjunto {0}, ¥ : M — M es un monomorfismo continuo, asi que podemos considerar a M
como un A-méddulo topoldgico que contiene a M. En este caso, si estamos completando M en el sentido
habitual de sucesiones de Cauchy, pues si (z,,) es una sucesién de Cauchy de M y consideramos (¥(z,))
como una sucesién de Cauchy de elementos de M, su limite es la clase de equivalencia de (z,,). La misma

discusién es valida para el anillo A.
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Chapter 3

Topologia /-adica y lema de

Artin-Rees

En este capitulo, trabajaremos con una filtracién en particular, la filtracién I-adica. Esta filtracion define
una topologia lineal sobre el A-médulo M, que se llamard la topologia I-ddica. Tal y como se ha visto en el
segundo capitulo, la complecién no depende de la filtracién sino de la topologia que esta define sobre M, asi

que es importante estudiar las propiedades de esta topologia.

En la primera parte del capitulo, probaremos el lema de Artin-Rees. Este fue probado en 1950 por Emil
Artin y David Rees de manera independiente. La idea detrds de este teorema es ver si dado un submédulo
N de M, la topologia inducida en N por la topologia I-adica de M es igual a la topologia I-adica en N.
En general, daremos un sencillo ejemplo para ver que es falso, asi que el lema de Artin Rees introduce
varias condiciones para que se de la afirmacién. Como corolario del lema de Artin-Rees, seremos capaces
de demostrar el teorema de interseccion de Krull y la exactitud de la complecion I-ddica. En esta seccion,
se trabajard con anillos noetherianos y médulos finitamente generados, por ende, para el desarrollo de la
misma se han utilizado los capitulos 6,7 y 10 de Introduction to Commutative Algebra de M.F. Atiyah e 1.G.

Macdonald y el capitulo 8 de Commutative ring theory de H. Matsumura.

En la segunda parte del capitulo nos centraremos en la topologia I-adica del A-médulo M. La pregunta
que cabe hacerse es si la complecién I-adica de M es I-adicamente completa. Para resolver esta question
comenzaremos dando un caso donde la resuesta es positiva. El objetivo después sera deducir qué ocurre en
el caso general, por lo que daremos una situaciéon donde la compleciéon I-adica M de M no sea I-ddicamente
completa. Para este apartado se han utilizado los articulos Non-complete Completions de M. Haiech, On

Flatness and Completion for Infinitely Generated Modules over Noetherian Rings de A. Yekutieli.

23
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3.1 Lema de Artin-Rees

Definicién 4. Recordamos que una filtracion F = {My,}n>0 del A-mddulo M es una cadena de submddulos
M, de la siguiente manera:

My=MDM 2D---DM,D---

Si I es un ideal de A, una I-filtracion es una filtracion con la porpiedad de que IM,, C M, 1 para todo n.
Decimos que la I-filtracion es estable si ademds se da la igualdad I M, = M, 1 para todos los n suficiente-

mente grandes.
El ejemplo tipico de una filtracién es la I-adica que mostraremos a continuacion.

Ejemplo 3. Sea I un ideal de A, entonces definimos M, como I"M para todo n > 0. FEsto define una
filtracion:

IM=M>DI'M>---DI"M D ---
Esta filtracion es, trivialmente, una I-filtracion estable y se llama filtracion I-ddica.

Una vez que tenemos definida una filtracién, podemos considerar la topologia lineal que esta genera sobre
M. En el caso de la filtracién I-adica, la llamaremos topologia I-adica. Asi, tiene sentido preguntarse qué

filtraciones generan la misma topologia.

Lema 5. Sea {M,},>0 una I-filtracién estable sobre el A-mddulo M. Entonces, existe un entero ng de

manera que My n, CI"M y Imtmo M C M, para todo n > 0.

Proof. Por ser {M,,} una I-filtracién estable, tenemos que I'M, C M, para todo n. Entonces, I"M =
I UM CI" M, CIM2My =17 3IMy, CI"3M3 C - C M,
Para la otra inclusién, tenemo que para todo n > ng, IM,, = M1, entonces, My n, = IMpin,—1 =

IIMy g2 = I"M,, C I"M.

Dadas dos filtraciones {M,,} y {M]}, decimos que son de variacién acotada si cumplen que existe un
entero no, tal que My, € My, y M}, € M, para todo n. Ser de variacién es una relacién de equivalencia

entre las filtraciones. Es claramente reflexiva y reciproca, y ademés es transitiva, pues si {M,}, {M.} y

{M;}, {M,'} son de variacién acotada, existen dos enteros ng y ni, tales que My, € M), M), C
M,y M, < M), M, C M. Basta con escoger N = ng + ni para ver que {M,}, {M,'} son de

variacion acotada. Por el lema anterior, como todas las I-filtraciones estables pertenecen a la misma clase
de equivalencia que la filtracién I-adica, tenemos que todas las I-filtraciones estables estan relacionadas.
Ademss, si dos filtraciones son de variacién acotada, para cada entorno de 0, existe un entorno de 0 de la
topologia definida por la otra filtracién que lo contiene, y viceversa. Es decir, inducen la misma topologia

lineal sobre M. Acabamos de probar por lo tanto el siguiente teorema.

Teorema 4. Todas las I-filtraciones estables sobre el A-modulo M inducen la misma topologia lineal sobre

M, a saber, la topologia I-ddica.
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Gracias a este teorema, cada vez que pensemos en una [-filtracién estable, podemos pensar directamente
en la filtracién I-adica. Si tenemos dos médulos N C M y un ideal I de A, tiene sentido preguntarnos si la
topologia [-ddica en N es igual a la topologia inducida por la I-adica en M. Sin embargo, en general, no se

da esta afirmacion.

Ejemplo 4. Consideramos Z C Q como Z-mddulos. Sea I = (2) en Z. Entonces, (2™)Q = Q, por lo que la
topologia generada por la filtracion I-ddica en Q es la trivial. Su restriccion a Z serd también la topologia

trivial. Sin embargo, la topologia (2)-ddica en Z es Hausdorff, pues ﬂ (2)" =0.
n>0

Visto el contraejemplo anterior, el siguiente paso natural es ver si existen restricciones bajo las cuales
podamos asegurar que estas dos topologias coinciden. Esta pregunta la resuelve el lema de Artin-Rees, para
cuya demostraciéon vamos a utilizar algunas definiciones y resultados sobre anillos y médulos noetherianos
y graduados, asi como la definicién de una A-algebra. Estos resultados han sido vistos en las asignaturas
de /flgebm Conmutativa y Seminario de A,lgebm7 por tanto, los daremos por véalidos. Para mas informacion
sobre estos se recomienda revisar los temas 6 y 7 de [1].

Recordamos que una A-dlgebra B es un anillo (B,+,) junto a un morfismo de anillos f : A — B.
Utilizamos la misma notacién que en [1] y decimos que B es una A-élgebra finitamente generada si existe un
morfismo sobreyectivo de A[X7,...,X,] — B. Por tanto, existen {x1,...,2,} elementos de B tal que todo
elemento b de B se puede escribir como un polinomio con coeficientes en A.

Si A es un anillo graduado, es decir, si existe una familia de subgrupos {4, },>0 del grupo aditivo A, de
manera que A = ®n20 An vy AnAn C Ay para todo n,m > 0, entonces Ag es un subanillo de A y cada
A,, es un Ap-moédulo. Ademds, si M ~ @nzo M, es un A-moédulo graduado, cada M, es un Ag-médulo.

Para cualquier anillo A y cualquier ideal I de A, podemos definir el anillo graduado @nzo I™. Si M
es un A-médulo y {M,, },,>0 una I-filtracién, entonces I"M,, C M, por lo que tiene sentido considerar
®D,.>0 My, como un P, I"-médulo graduado.

Notese que A es una Ap-algebra, pues basta con considerar Ay — A.

Lema 6 (Proposicién 10.7 de [1]). Si A =D,,5 An €s un anillo graduado con Ao noetheriano y A es una

Ap-dlgebra finitamente generada, entonces A es un anillo noetheriano.

Proof. Por el teorema de la base de Hilbert (teorema 7.5 de [1]), sabemos que Ag[x1,...,Z,] es noetheriano,
y por ser A una Ap-dlgebra finitamente generada A ~ Ag|x1,...,n,]/I para afgfm ideal I. Por tanto, como
el cociente de un anillo noetheriano es noetheriano, A es un anillo noetheriano. O]

Lema 7 (Lema 10.8 de [1]). Sea A un anillo noetheriano, I un ideal de A y sea M un A-mddulo finitamente
generado. La I-filtracion {M,},>o es estable si y solo si @, ~, M, es un mddulo graduado finitamente

generado sobre el anillo @nZO I".

Proof. Por ser M un A-médulo finitamente generado también lo serd M,, para todo n. Podemos considerar

Qr =@, _ M, C ®D,.>0 My (en general no es un submédulo de €p,,, M, solamente un subgrupo aditivo).
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Cada @, genera el siguiente @nzo I"™-modulo:
M::MO@...MT@]MT@...[”MT@...

@ es un A-médulo finitamente generado, por lo tanto M es un €p,,~, I"-médulo finitamente generado.
Noétese que M§ = Mo & IMy & --- con My = M, como {M,},>0 es una [-filtracién, IMy C My y

My € My. En general My C My, por lo tanto podemos formar la siguiente cadena:
M;CMfC---CMC---

Ademés esta cadena cumple que {J,~ M;; = @D, M.

Como A es noetheriano, I es un ideal finitamente generado, supongamos que estd generado por {z1, ..., z,}.
Entonces, el morfismo A[X1,..., X,] = @,,5¢ 1" que envia )5 a; X" (donde X" = X7 --- X7») a )~ a;z™
(donde i = &7 - - - x%n) es sobreyectivo, por lo que @nZO I™ es una A-édlgebra finitamente generada. Apli-
cando el lema 6, €P,,», 1" es noetheriano. Si @, Mn es un P, I"-médulo finitamente generado, es un
modulo noetheriano (ver proposicién 6.5 de [1]), por tanto, la cadena anterior es estacionaria. En la otra
direccién, si la cadena es estacionaria, entonces @nZO M, es generado por Q, = 69;:0 M, para algtun r
suficientemente grande de manera que es finitamente generado.

Como consecuecia, @nzo M, es un ®n20 I"-médulo finitamente generado si y solo si M* = My, = para
algin ng. A su vez, esto ocurre si y solo si My 4y, = ["M,, para todo n > 0 que ocurre si y solo si existe

un ng € N tal que IM,, = M, 1 para todo n > ng, es decir, si la filtracién es estable.

O

Teorema 5 (Lema de Artin-Rees, proposicién 10.9 de [1]). Sean N C M dos mddulos finitamente generados
sobre el anillo noetheriano A y sea I un ideal de A. Entonces cada I-filtracion estable de M se restinge a

una I-filtracion estable de N.

Proof. Consideramos {M,}n>o una I-filtracién estable de M, queremos probar que bajo las hipdtesis del
teorema, {M,, N N},>0 es una I-filtracién estable de N.

Tenemos que I(M,NN) C IM,NIN C M, 1NN. Por lo tanto, es una I-filtracién. Podemos considerar
el @,,> I"-mdédulo graduado P, (M.NN) que es un submédulo de €B,, o M, y por lo tanto es finitamente
generado (pues por el lema anterior @nZO M,, es finitamente generado). Ahora, basta con aplicar el lema

anterior para @, (M, N N). O

Las siguientes dos versiones del lema de Artin-Rees se deducen facilmente de la anterior.

Corolario 2 (Teorema 8.5 de [7]). Sea M un A-mddulo finitamente generado sobre el anillo noetheriano A,

y sea I un ideal de A. Entonces existe un ng > 0, tal que para todo n > 0:
I"MNON=I"""{I"MnNN)

Proof. De la version anterior sabemos que I M N N es una [-filtracién estable de N. Entonces, existe un ng
tal que I(I"M N N) = I""'M N N para todo n > ng. El resultado se deduce reescribiendo n como ng +n y

argumentando por induccién. O
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Corolario 3 (Teorema 8.6 de [7], otra versién del lema de Artin-Rees). Sean N C M dos mddulos finitamente
generados sobre el anillo noetheriano A y sea I un ideal de A. La topologia I-ddica en N coincide con la

topologia inducida por la I-ddica en M.

Proof. La topologia I-ddica estd generada por las filtraciones [-estables. Como la restricciéon a N de una

filtracion I-estable de M también es I-estable, el resultado es obvio. O

Vamos a probar el teorema de la intersecciéon de Krull. Para ello, recordamos que el radical de Jacobson
del anillo A, que lo denotamos por rad(A) es la interseccién de todos los ideales maximales de A. Claramente
es un ideal de A. El radical de Jacobson se caracteriza por la siguiente propiedad (es la proposicién 1.9 de
[1]):

a € rad(A) <= 1 — ax es una unidad para todo x € A.

Recordamos que cuando tenemos una topologia lineal, esta es Hausdorff si la interseccién de los entornos

bésicos de 0 es {0}.

Teorema 6 (Teorema 8.9 de [7], teorema de Krull). Sea A un anillo noetheriano, I un ideal de A y M

un A-mddulo finitamente generado. Sea N = (\,~oI"M. Entonces, existe un elemento a € A tal que

a=1(modI)yaN =0.

Proof. Por el lema de Artin-Rees, I"M N N es una [-filtracién estable de N. Esto quiere decir que es de
variacion acotada con la filtracién I-ddica. Por lo que para un n suficientemente grande, I"M NN C IN.
Como N = ﬂnzo I"M =N, I"M NN = N, por lo que N C IN. Esto implica que N = IN. Ahora, basta
con aplicar el lema de Nakayama, pues N también es finitamente generado.

O

Teorema 7 (Teorema 8.10 de [7], teorema de la interseccién de Krull). Sea A un anillo noetheriano e I un

ideal de A.

(i) Si el ideal I estd contenido en el radical de Jacobson. FEntonces para cada A-mddulo finitamente

generado la topologia I-ddica es Hausdorff y todos los submddulos son cerrados.
(ii) Si A es dominio integro e I es un ideal propio, entonces la topologia I-ddica en A es Hausdorff.

Proof. (i) Sea M un A-médulo finitamente generado. Por el teorema de Krull, existe un a € A tal que
a=1(modI)yaN =0,donde N =),5,I"M. En este caso, como I C rad(A),1—a € I Crad(A).
Por la caracterizacién anterior, para todo z € A, 1 — (1 —a)x es una unidad. En particular, para z = 1,
a es una unidad. Por lo tanto, aN = 0 implica que N = 0, es decir, nnzo I"M = 0. Por lo tanto,
la topologfa I-ddica en M es Hausdorff. Si M’ C M es un submédulo, M/M’ también es finitamente
generado, de manera que la topologia I-ddica en M/M’ también es Hausdorff. Esto implica que la

clausura de 0+ M’ es 0+ M’ en M/M’, por lo que M’ es cerrado en M.
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(ii) A es generado por el 1 como A-mdédulo, por lo que es finitamente generado. Podemos aplicar el teorema
de Krull con M = A, y como [ es ideal propio, 1 € I, por lo tanto, a # 0. Como A es un domineo
integro, N = (1,50 " = 0.

Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente corolario para anillos locales noetherianos.

Corolario 4. Si A es un anillo local noetheriano y m su ideal maximal, entonces, la topologia m-ddica en

A es Hausdorff, es decir, [,>o,m" = 0.

Proof. Como A es local, m = rad(A). Ahora, basta con aplicar el teorema de interseccién de Krull (i) para

M= A. O

3.2 Complecion /-adica

Una vez definida la filtracién y la topologia I-adica podemos considerar la complecion I-adica. Esta es el
limite del sistema inverso {A/(I™), pnm : A/(I™) = A/(I™) }o<n<m para el anillo Ay de {M/(I"M), ttm :
M/(I™M) — M/(I"M)}o<n<m para el A-médulo M. Recordamos que las compleciones solo dependen de
la topologia, tal y como vimos en la proposiciéon 5. De esta manera todas las I-filtraciones estables generan

la misma complecién.

Teorema 8 (Teorema 8.7 de [7] y proposicién 10.13 de [1]). Sea A un anillo noetheriano, I un ideal de A
y M un A-mddulo finitamente generado. Sean A Y M las compleciones I-adicas de A y M respectivamente.

Entonces, M @) 4 A~ M.

, . . ., @
Proof. Como M es un A-médulo finitamente generado, existe una sucesion exacta AP — M — 0. Como
la suma directa de anillos noetherianos es también noetheriana, AP es noetheriano. Ademds, los ideales
de anillos noetherianos son A-mdédulos noetherianos, por lo que kery es noetheriano. Entonces existe una

. IS . . . .
secuencia exacta A7 = kerp — 0. Juntando las dos secuencias, tenemos la siguiente secuencia exacta:
AT — AP - M — 0.

En el primer tema vimos que los limites son functores aditivos. Como consecuencia, la compleciéon I-adica
conmuta con las sumas directas. También sabemos que la complecion de filtraciones es exacta, por lo que

tenemos la siguiente secuencia exacta de A-modulos:
AT — AP — M — 0.

Tal y como aparece en el apéndice A de [7], el functor definido como — ® 4 A es exacto por la derecha, por

lo que la siguiente secuencia tambien es exacta.

AT@4 A— AP @4 A— M®aA— 0.
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Los morfismos naturales U4 : 4 — A y Uy : M— M inducen (Va) ! @idg, (Pa)P @idyy Y ® A que
hacen el siguiente diagrama conmutativo:

Ad AP M 0

I [ I

Aq®AA*>Ap®AA4>M®AA4>O.

. NT .
Notese que, por las propiedades del producto tensorial, A7 ®4 A ~ (A R4 A) ~ A%, Por lo tanto, los dos
morfismos verticales de la izquierda son isomorfismos. Como consecuencia del lema de las 5 flechas (5-lemma

en inglés), tenemos que M~ M®4 A. O

Corolario 5 (Teorema 8.8 de [7] y proposicién 10.14 de [1]). Sea A un anillo noetheriano, I un ideal de A

Y A su complecion I-ddica. Entonces, el A-mddulo A es plano.

Proof. Recordamos que el A-médulo Aes plano si el functor — ® 4 A es exacto.

Sea J un ideal de A, entonces es un A-mdédulo finitamente generado, por tanto J ® 4 A ~ J. El teorema
7.7 de [7] dice que el A-médulo Aes plano si y solo si, para todo ideal J de A finitamente generado, se tiene
que J ® 4 A A R A A ~ A es un morfismo inyectivo, es decir si J ® 4 A~ JA. Como la complecion I-adica

es exacta, J~ JA. O

Ya hemos visto varias topologias en el A-médulo M y en su completado. En particular, si I es un ideal
de A, podemos considerar la topologia inducida por la I-ddica de M en M y la topologia I-adica en M
(recordemos que M es un A-médulo). Esto quiere decir que tenemos dos filtraciones que definen dos bases

de entornos de 0 y por lo tanto, definen dos topologias lineales sobre M. Estas dos filtraciones son:
M=I2>I'M>---DI"MD--- (3.1)

M = Kerpy 2 Kerpy 2 -2 Kerpy 2 - (3.2)

Donde, siguiendo la notacién del capitulo anterior, p,, : M— M /I M es la proyeccién del limite.
Queremos ver si las dos topologias que definen (3.1) y (3.2) son la misma, dicho de otra manera, si la

complecién I-ddica M es I-4dicamente completa. Para responder a esta pregunta, basta con preguntar si

son de variacién acotada, y como (3.1) es la filtracién I-adica en M , la pregunta que nos debemos hacer es

si (3.2) es una I-filtracién estable de M , es decir, si se cumple que:
o I(Kerp,) C Kerpast, y

e existe un entero ng, tal que para todo n > ng, I(Kerp,) = Kerp,11.

Ejemplo 5. Vamos al ejemplo habitual, donde A = k[X], I = (X) y k es un cuerpo. Entonces, A = k[[X]]
es A-mddulo donde la multiplicacion y por elementos de A, estd dada por:

t o

(Z aiXi)(i b X" = ZciXi donde ¢; = Z a;by.
i=0

i=0 i=0 jHk=i



30 CHAPTER 3. TOPOLOGIA I-ADICA Y LEMA DE ARTIN-REES

Las proyecciones py, : k[[X]] — k[X]/(X)™ envian Y ;oqa; X' — Z?:_Ol a; X', Entonces, Kerp, = (X)" C

k[[X]], y por lo tanto, la filtracion (3.2) es:
X =X)°’2(X)! 2 2X)" 2

que es la filtracién I-ddica en A, pues I"A = (X)"E[[X]] = (X)™. Asi que, en este primer caso si se da que

las dos topologias lineales, definidas por las filtraciones (3.1) y (3.2) respectivamente, son la misma.

En general, podemos garantizar que, si A es noetheriano y M es un A-mddulo finitamente generado, las

topologias lineales definidas por (3.1) y (3.2) respectivamente, son la misma.

Teorema 9 (Teorema 8.13 de [7]). Sea M un A-mddulo finitamente generado sobre el anillo noetheriano A
y sea I un ideal de A. Consideramos M la complecion I-ddica de M. Entonces, la topologia I-ddica en M

coincide con la topologia lineal generada por la familia {Kerp,}n>o-
Proof. Consideremos la siguiente sucesion exacta para cualquier n > O:
0—>I"M - M — M/(I"M)—0

Las compleciones solo dependen de la topologia lineal que define la filtraciéon y por el lema de Artin-Rees,
la restriccién de la topologia I-ddica de M en I™ M es también la topologia I-adica. Por lo tanto, como la

familia es una filtracién la complecién es exacta y tenemos la sucesién exacta corta:
0— I"M — M — M/I"M — 0

donde todas las compleciones se refieren a la I-ddica. De aqui obtenemos que M7ITM ~ M / I M.

En la complecién I-ddica de M/I™M, el 0 es abierto (basta con coger el entorno abierto de 0 dado
por I"(M/I™M)). Por lo tanto, la topologia I-ddica en M/I™M es la discreta. Como se ha visto en la
pdgina 16, esto implica que M/I"M es I-ddicamente completo. Como consecuencia, tenemos los siguientes

isomorfismos:

MJI"M ~ NI[JT"M ~ M/I" M.

Entonces, tenemos que T7M es el niicleo de M — M /I"M — 0, que es la proyeccién p,. Ahora, basta con
probar que M =~ I”M, para ver que InN ~ Kerp,.

Sea el siguiente morfismo:
—_—

"M — I"M
i(zj)j=0 > (im;);>0
Es decir, a la clase de equivalencia de la sucesion de Cauchy (z;);>0 la multiplicamos por i € I y a esa
nueva sucesién la enviamos a la clase de equivalencia de la sucesién de Cauchy en I" M dada por (ix;);>0-
Este morfismo es un isomorfismo. Por lo tanto, I "N ~ Tn M.
Como consecuencia, tenemos que I "M~ K erpn, por lo que las filtraciones son la misma y la topologia

I-4dica en M es la misma que la topologia inducida por la I-ddica de M.
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Hagamos ahora un breve paréntesis para, utilizando la demostracién anterior, probar varios resultados
que son de gran interés para la complecién de anillos locales y noetherianos. En la demostracion del teorema
anterior se ha probado que MTI"\M ~ M /1 n N vy que I"M ~ I" M. Ademés la eleccién de I™ no influye en
la prueba de estos dos isomorfismos, es decir, podemos substituir I" por cualquier otro ideal arbitrario de

A. De manera que se ha probado el siguiente corolario.

Corolario 6. Sea M un A-mddulo finitamente generado sobre el anillo noetheriano A y sean I y J dos ideales

de A. Denotamos (—) a la complecion I-ddica de los A-mddulos. Entonces, JM ~ JN Y ]W//J\]W ~ M/JM.

En el segundo capitulo hemos visto que la complecién de k[X] respecto al ideal (X) es el anillo de
series formales k[[X]]. Argumentando de manera andloga se puede probar que, para cualquier anillo de
polinomios A[X7,...,X,] en finitas (y también en infinitas) variables sobre el anillo A, si I = (X1,...,X,),

la complecién I-ddica de A[Xq,...,X,] es A[[X1,..., X,]].

Teorema 10 (Teorema 8.2 de [7]). Sea A un anillo noetheriano e I = (a1, ...,a,) un ideal de A. Entonces,

la complecion I-ddica de A es isomorfa a A[[X1,...,X,]]/(X1—a1,...,Xn—an). Portanto, A es notheriano.

Proof. Sea B = A[X1,...,X,] vy definimos los ideales I' = (X1,..., X))y J = (X1 —a1,..., X, —a,) de B.
Entonces, es claro que B/J ~ A y que si consideramos A como un B-médulo dado por (F(Xq,...,X,),a) —
F(ai,...,an)a, entonces la complecién I’-ddica de A es la misma que la complecién I.4dica del anillo A. Si

escribimos (/—\) para la complecién I'-ddica del B-mdédulo A, tenemos que:
A~BjJ~B)J~BJ/JB~A[Xy,...,Xu)l/(X1 —a1,..., Xy — an)
donde los isomorfismos estan dados por el corolario anterior. O

Corolario 7. Sea A un anillo noetheriano local con ideal mazimal m. Entonces, la complecion m-ddica de

A es un anillo local noetheriano con ideal mazimal M.

Proof. Claramente, tenemos que si k es el anillo residual de A, entonces por el corolario 6, A/ o koo~ k,

pues los cuerpos son completos (la complecién m-ddica en k es la discreta). Asi que m es maximal.

Por el teorema anterior, supongamos que m = (ay, . . ., a, ), entonces A~ Al Xy, ..., X))/ (Xi—a1, ..., Xn—
ay). Por lo tanto, el m tiene que ser el ideal m+ (X3 —asy,..., X, —a,) y claramente es el inico ideal maximal
de A. Por el teorema 10, A es noetheriano. O

Volvamos al problema principal de esta seccidn, en el que queriamos ver si en general la complecién
I-4dica es I-ddicamente completa. En la prueba del teorema 9 no solo hemos probado que la filtracién (3.2)
es una [-filtracién estable, sino que hemos probado que es, salvo isomorfismos, la misma filtracién que la
I-adica. En el siguiente teorema veremos como la filtracién (3.2) es una [-filtracién estable si y solo si es
isomorfa a la filtracion I-adica.

Definimos, para todo n > 0, el siguiente morfismo a,:

an: M/I"M  —  M/I"M
r4+I"M —s W(z)+I"M
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Vamos a utilizar el producto tensorial para probar que esta aplicacién estd bien dada. Nétese que M /I M ~
A/I™ ®4 M para cualquier A-médulo M, por lo tanto, el morfismo ¥ : M — M se puede extender a
WdVU:A/I"®@4 M — A/I"® M. Ademds, como A ®4 M ~ M para todo A-médulo M, tenemos que el

siguiente diagrama es conmutativo (donde 6,, es el morfismo canénico A — A/I"):

Aoa M Y, g, i1

J{en ®idnr len Qidy;

id n @Y ~
AJI @4 M S7A 0 @4 NI

Definimos o, como id4,m ® ¥, y por ser el tinico morfismo que hace conmutativo el diagrama, a,(z) =

W(x)+ ["M.

Teorema 11 (Teorema 1.5 de [10]). Sea I un ideal de A y M la complecion I-ddica del A-médulo M.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) El A-médulo M es I-ddicamente completo.
(i) Todos los morfismos a,, son sobreyectivos.

(iii) Para todo n >0, Kerp, ~ I"M.

Proof. Por lo visto en el parrafo anterior, el cuadrado de la izquierda (donde los morfismos verticales que

llamaremos f,, y g son los morfismos sobreyectivos canénicos) del siguiente diagrama es conmutativo:
o .
M ————— M

fn In M/ITLM

M/I"M - M/I"M

Para el tridngulo de la derecha, definimos S, : M /1 "M — M /I""M como el tnico morfismo que hace
conmutativo el tridngulo. Es decir, B(z 4+ I"M) = p,(z) + I"M. Este morfismo esté bien definido, pues si
x—1y € I"M, entonces z —y = im donde i € I"™ y m € M, de aqui se obtiene que pp () — pp(y) = pn(im) =
ipn(m) € I"M, pues i € Iy p,(m) € M. Hemos probado que el diagrama es conmutativo.

Sabemos que p, o ¥ = f,, por lo que, siguiendo el diagrama, f, = 8, ca, o f, y como f, es sobreyectiva
idyry g = Bn © . Por lo tanto a,, es inyectiva y (3, sobreyectiva (en dlgebra homoldgica se dice que a,
es una seccién de 3, o que 3, es una retraccién de ay,). Sea K, = Kerf(,, entonces tenemos la siguiente

sucesion corta exacta que escinde:
0— K, — M/I"M — M/I"M — 0

Es decir, M/I”M ~ K, ®M/I"M. Asi, a,, es sobreyectiva si y solo si K, = 0, es decir, si y solo si §,, es

inyectiva.
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Claramente, Kerg, = I n N y es igual al Kerp, siy solo si 8, es inyectiva. Juntandolo con el parrafo
anterior, tenemos que I"M ~ K erpn siy solo si «,, es sobreyectiva. Por lo tanto, las proposiciones (ii) y
(#i7) son equivalentes.

Las familias de morfismos {a,} y {8, } son morfismos de sistemas inversos, de manera que tenemos:
YRS VN V8
donde M es la complecién [-ddica de M. Ademds, como para todo n, 3, o ap = idpr/rnp, tenemos que

Boa=1idy. Y por lo tanto, si definimos K = Kerf3, la siguiente secuencia corta escinde:
0= K —MZ o,

es decir, podemos escribir J\2 ~ K & M. Por lo tanto, M es I-4dicamente completo si y solo si «;, es un
isomorfismo, esto a su vez se cumple solo cuando K = 0.

Como el limite conmuta con las sumas directas, ]\2 ~ 1£1 (K, ®M/I"M) ~ 1£1 K, @ M, lo que implica
que 1&1 K,~K.

Nétese que { K, Kpt1 — Ky, }n>0 €s una sistema inverso sobreyectivo, por lo que las proyecciones también
seran sobreyectivas. Asi, K = 0 si y solo si K,, = 0 para todo n > 0. Es decir, M es I-4dicamente completo

si y solo si, , es sobreyectiva para todo n > 0. Acabamos de probar la equivalencia de (i) y (ii). O

Por lo visto en este teorema, la I-filtracién {Kerp,,},>0 es estable si y solo si Kerp, ~ I "M para
todo n. Ahora vamos a dar un contraejemplo donde la complecién no es I-ddicamente completa. Para ello,
siguiendo la notacién del teorema anterior, probaremos que ag no es sobreyectiva, y por tanto, no se cumple

la segunda condicién del teorema.

Ejemplo 6. Sea A = k[X1, Xo,...] el anillo de polinomios en infinitas variables sobre el cuerpo k y sea el
ideal I generado por todas las variables, es decir, I = (X1, Xa,...). De manera andloga a k[X], se deduce
que la complecion I-ddica del anillo de polinomios en infinitas variables es el anillo de series en infinitas
variables. Para utilizar la notacion del teorema anterior vamos a considerar M = A como A-mddulo,

queremos probar que oy : M/IM — M/IM no es sobreyectiva. En este caso, para n =1, tenemos:

M—2 M
Xl)
f1 9 M/IM
P
M/IM —* M/IM

Sea a € M, consideramos su imagen a + IM en M/IM Entonces, a + IM estd en la imagen de o Si
y solo si a € IM & ImV. Los elementos de IM son de la forma Z;zl Xjaj, con a; € M, y los de Im¥
son un polinomio (ndtese que la topologia I-ddica en M es separable, por lo que ¥ es un monomorfismo),
asi que son un elemento de k @ INM. Porlo tanto, si a es un elemento de IM & ImV, a es de la forma

/\JrZ;:lXjaj, donde A€k ya; € M.
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Consideramos el elemento a = Z;‘;l X; de M. Este elemento no estd en IM + ImVY, pues no se puede
escribir como \ + 23:1 X,aj. Por lo tanto, a ¢ IM + Im%¥. Acabamos de probar que no existe ningin
elemento de M /IM que sea preimagen de a + IM. Es decir, que ap no es sobreyectivo y por lo tanto no se

satisface la sequnda de las condiciones equivalentes del teorema 11.



Chapter 4

Anillos henselianos

El lema de Hensel tiene su origen en la teoria de nimeros y fue probado por el matematico aleman Kurt
Hensel. En su versién inicial, el lema prueba que dado un polinomio F(X) con coeficientes enteros y un
ndimero primo p, si al reducir los coeficentes médulo p el polinomio resultante factoriza en F,[X], entonces

esa factorizacién se puede elevar de manera tnica al anillo de los enteros p-adicos.

En la primera seccién del capitulo se prueba el lema, siguiendo la demostracién de [7]. Como consecuencia
del lema probaremos que también somos capaces de levantar raices de polinomios. Por tltimo, daremos un
ejemplo de un anillo afin asociado a una curva irreducible. En este ejemplo, pasaremos al anillo completado y
veremos que este no es un anillo integro. Para esta seccion se ha utilizado el capitulo 8 de Commutative ring
theory de H. Matsumura y el capitulo 7 de Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry
de D. Eisenbud.

En la segunda parte del capitulo vamos a definir los anillos henselianos. En esta seccién trabajaremos
solamente con anillos locales (A, m, k). Definiremos los anillos locales henselianos y probaremos que son
exactamente aquellos que satisfacen el lema de Hensel. Una de las particularidades de los anillos henselianos
serd el levantamiento de elementos idempotentes que estudiaremos en esta seccién. Los libros de referencia
de esta seccién son el capitulo 7 de Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry de D.
Eisenbud, el capitulo 2 de Algébre commutative de N. Bourbaki y el primer capitulo de Anneauz locauz

Henséliens de M.Raynaud.

Por ultimo, para terminar el tema definiremos la henselizacién de anillos locales. Lo haremos a partir
de propiedades universales y veremos que la henselizacién de un anillo local es un limite directo filtrante
de anillos locales henselianos. Por tltimo haremos una breve discusion para el caso de los anillos locales
notherianos y veremos que la heselizacién de este anillo estd contenido en la complecion m—adica. En este
capitulo se ha utilizado el tema 8 de Anneaux locaux Henséliens de M.Raynaud y también se ha hecho un
breve resumen de los limites directos, para el cual se han utilizado los capitulos V' y I X de Categories for
the Working Mathematician de S. Mac Lane, del capitulo 2 de Categories and Sheaves de M. Kashiwara y
P. Schapira.

35
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4.1 Lema de Hensel

Tal y como se ha escrito en la introduccion del capitulo, la versién original del lema de Hensel estd dada para
el anillo de los enteros y los p-ddicos. Si consideramos cualquier anillo A, la generalizacién de un nimero
primo es un ideal maximal y la generalizacién del anillo de los enteros p-adicos es la complecién del anillo A

sobre ese ideal maximal. Asi, tenemos el lema de Hensel en la versién de Algebra conmutativa.

Teorema 12 (Teorema 8.3 de [7]). Sea A un anillo m-ddicamente completo (es decir, completo para la
filtracion m-ddica), donde m es un ideal maximal y k ~ A/m su cuerpo residual. Sea F(X) € A[X] un
polinomio ménico, denotamos F(X) al polinomio obtenido al reducir los coeficiente mdédulo m.

Si existen dos polinomios mdnicos y coprimos g(X), h(X) en k[X] tales que F(X) = g(X)h(X), entonces
ezisten G(X), H(X) en A[X] tales que F(X) = G(X)H(X) con G(X) = g(X) y H(X) = h(X).

Proof. Vamos a probar por induccién sobre n que existen G, (X), H,(X) € A[X] ménicos y coprimos, de
manera que:

F(X) = Gp(X)H,(X) (mod m"[X]) (4.1)

y ademds, G,, = g, H, = h ( mod m). Una vez conseguido probar estas congruencias para todo n > 0, basta

con coger los limites, es decir G = @Gn y H = @Hn que serdn elementos de A ~ A con F = GH.
e Sin=1, A/m ~ k. Entonces, escogemos G1(X) = g(X) y H1(X) = h(X).

e Por la hipdtesis de induccién, suponemos que existen polinomios ménicos y coprimos G, v H,, de
manera que se cumple (2.1) y G, = g, H, = h ( mod m).
Por lo tanto, tenemos que F — G, H,, € m"[X], es decir F — G, H,, = > o;U;(X) donde o; € m"
y deg(U;) < deg(F) (deg es el grado del polinomio). Como g y h son coprimos, podemos aplicar
la identidad de Bezout, es decir, existen v,w € k[X] tal que 1 = gv 4+ hw, por lo que para todo
U,; existen v;,w; € k[X] con U; = gv; + hw; (mod m[X]). Podemos asumir que deg(v;) < deg(h).
En caso contrario, escribimos la divisién con resto v; = h; + r;, deg(r;) < deg(h) y por lo tanto,
U; = gv; + hw; = gr; + h(0; + w;). Asi que reescribimos la identidad de Bezout con estos nuevos

coeficientes.
De la asuncién de que deg(v;) < deg(h), tenemos que deg(hw;) = deg(U; — gv;) < deg(F), por lo que
deg(w;) < deg(g).
Escogemos V;, W; € A[X], con V; = v; y W; = w; en k[X] y con deg(V;) = deg(v;), deg(W;) = deg(w;).
Definimos Gp41 = G + Y. a;W; v Hp1 = Hp, + > ;V;. Entonces, tenemos que:

F—GnpHnpn = F = GnHp = Gn (3o aiVi) — Ho (32 aaWs) — (2 W) (3o Vi)
YooiUi = Gp (3 aiVi) — Hy (30 aiWi) — (3 W) (- aiVi)

En médulo m"** tenemos que G, (3" a; Vi)+H,, (3 aiWs) = Y aigwi+>_ cihw; =5 iUy (30 W) (O- o Vi) =

0. Por lo tanto se cumple la congruencia (2.1) para n + 1. Ademds, como a; € m" Cm, Gpy1 =gy
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Hp,+1 = h en k[X]. Nétese que Gpp1 = G, (mod m") y H, 1 = H, (mod m"), esto implica que las

sucesiones {G,} v {H,} se corresponden con elementos de A.
O

Corolario 8. Sea A un anillo m-ddicamente completo, donde m es un ideal mazimal y k ~ A/m su cuerpo
residual. Sea F(X) un polinomio ménico de A[X], denotamos F(X) al polinomio obtenido al reducir los
coeficientes modulo m.

Sia € k es una raiz simple de F(X), es decir, si F(a) =0y f/(a) # 0, entonces existe una raiz b € A

de F(X) tal que F(b) =0 y b=a (mod m).

Proof. Si a es una rafz simple de F(X), tenemos que F(X) = (X — a)g(X) para algtin polinomio ménico
9(X) coprimo a X — a. Por el lema de Hensel, existen dos polinomios G(X) y H(X) ménicos y corpimos
tal que F(X) = G(X)H(X) con G(X) = g(X) y H(X) = X — a. Por lo tanto, tenemso que H(X) es un
polinomio de primer grado, es decir, H(X) = X —b. Asi que F(b) = 0. Ademés, H(X) =X —b= X —a,

por tanto, b = a (mod m). O

El corolario 7 no es mas que el caso particuar del lema de Hensel en el que uno de los polinomios de la
factorizacién de F es lineal. Una versién mds general de este corolario estd dada en [3], en el teorema 7.3.

Veamos ahora una aplicacién geométrica del lema de Hensel.

Ejemplo 7. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Consideramos la curva afin definida por X2 —Y?2?4+Y3

en k[X,Y] y el anillo afin coordinado de la curva, es decir, A = k[X,Y]/(X? —-Y?2 +Y3).

Consideramos el anillo k[Y], su ideal mazimal (Y) y el polinomio ménico F(X) = X2 — (1 —Y) con
coeficientes en k[Y]. Denotamos F(X) al polinomio obtenido al reducir los coeficientes de F(X) mddulo

(Y), entonces F(X) = X2 —1 y 1 es una raiz simple de F(X). Como k[Y] no es (Y)-ddicamente completo
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no podemos aplicar el lema de Hensel. Sin embargo, por lo visto en el ejemplo 5 del capitulo anterior,
podemos considerar la complecion de k[Y'] respecto del ideal (Y'), pues es un anillo (Y')-ddicamente completo.

Asi que, consideramos el nuevo anillo k[[Y]] que contiene a k[Y], aqui podemos afirmar que existe un
elemento b de manera que F(b) =0 y b =1 (mod (Y)). Dicho de otra manera, existe una serie en k[[Y]]
que es raiz del polinomio F(X) = X2 — (1 —Y); ademds, esta serie es congruente con 1 médulo (Y), es

decir, tiene de término independiente el 1. Este elemento es la serie de Taylor de v/1 —Y, que es:

Ahora, partimos de la serie anterior de k[[Y]] y la multiplicamos por Y2, que es un elemento de k[[Y]].
Tenemos entonces que esta nueva serie es una raiz de X2 — Y2+ Y3 en k[[Y]]. Es decir, aiin cuando la
curva afin sea irreducible, podemos factorizarla en el espacio completado.

Podemos aplicar el corolario 6 del sequndo capitulo, pues se dan las hipdtesis necesarias para garantizar
que la complecion del anillo afin A = k[X,Y]/(X2—Y2+Y?) es A= k[[X,Y]]/(X2 = Y2 +Y3). Por tanto,

en este ejemplo encontramos la complecion de un anillo integro que no es integra.

4.2 Anillos henselianos

Recordemos que una A-algebra B es finita si B es finitamente generado como un A-médulo. Siguiendo la
notacién de [1] decimos que la A-dlgebra B es entera y que f : A — B es una un morfismo entero si B es
entero sobre f(A). Por lo tanto, tal y como aparece en la pagina 60 de [1], se tiene que la A-dlgebra B es

finita si y solo si es entera y finitamente generada.

Definicion 5. Un anillo es descompuesto si se puede escribir como producto de anillos locales. Un anillo

local (A, m, k) es henseliano si toda A-dlgebra finita es descompuesta (como anillo).

El objetivo de esta seccién es probar que los anillos henselianos definidos por la definicién anterior son

exactamente los anillos locales que satisfacen el lema de Hensel.

Definicién 6. Sea f: A — B un morfismo de anillos, y sean dos ideales I y J de A y B respectivamente.

Decimos que J es un ideal encima de I si f=1(J) = 1.

Para la prueba de la siguiente proposicién vamos a citar un resultado de [1] que ha sido probado en las

asignaturas de Algebra conmutativa, por lo que prescindiremos de la demostracion.

Lema 8 (Corolario 5.8 de [1]). Sean f: A — B un morfismo de anillos entero, q un ideal primo de B y p

el ideal primo f~1(p). Entonces, p es maximal si y solo si q es marimal.

Lema 9 (Proposicién 3, del capitulo 5, §2 de [2]). Sea B una A-dlgebra finita. Entonces, para todo ideal

primo p de A, el conjunto de ideales primos de B encima de A es finito.

Proof. Cosiderando la localizacién en p tenemos el siguiente morfismo de Ap-médulos A, — B,. Este

morfismo respeta la multiplicacién en los anillos, por lo que podemos considerarlo como un morfismo de
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anillos, y ademds hace que By sea un Ay-algebra finita. Como todos los ideales primos de B encima de p
”sobreviven” a la localizacién, tenemos que basta con probar el problema cuando A es un anillo local.

Asi que supongamos que (A, m) es un anillo local y el ideal m es maximal. Por la correspondencia entre
los ideales de B encima de m al pasar al cociente, podemos centrarnos en el morfismo f : A/m — B/mB,
que tambien hace que B/mB sea un A/m-&lgebra finita. Es decir, basta con considerar el caso en el que B
sea una k-algebra finita, donde k es un cuerpo. Entonces, queremos probar que el nimero de ideales primos
de B encima de 0 es finito, es decir, el niimero de ideales primos de una k-algebra finita es finito.

B es de la forma k™, por lo tanto, B es un k-espacio vectorial, y los subespacios son productos de k.
De manera que satisface la condicién descendente y es artiniano. Como todos los ideales primos de un
anillo artiniano son maximales (proposicién 8.1 de [1]) y ademds el niimero de ideales maximales es finito

(proposicién 8.3 de [1]), B tiene un ntumero finito de ideales primos. O

Proposicién 11 (Proposicién 1 del capitulo 1 de [8]). Sea (A, m, k) un anillo local y B una A-dlgebra finita.
Entonces B es un anillo semilocal, es decir, tiene un numero finito de ideales mazimales. Ademds, estos

1deales maximales son los ideales primos de B encima de m.

Proof. Como B es una A-élgebra finita, f : A — B es un morfismo entero. Entonces, dado un ideal primo
q de B, consideramos el ideal primo p = f~1(q). Por el lema 8, q es un ideal maximal de B si y solo si est4
encima de m, pues es el unico ideal maximal de A. Ahora, aplicando el lema 9, el niimero de ideales primos

encima de m es finito. O

A partir de ahora, denotamos por {n;}?_; al conjunto finito de ideales maximales de la A-dlgebra finita

B, y denotamos por B al anillo A-médulo B/mB.

Proposicién 12 (Proposicién 2 del capitulo 1 de [8]). Sea B una A-dlgebra finita, donde (A,m,k) es un
anillo local. Entonces, el morfismo canénico dado por B — I, B,, es un isomorfismo, donde {n;}7_, es

el conjunto de finito de ideales mazimales de B, B = B/mB y B, denota la localizacion de B en n;, por lo

que B,, = (B/mB),,.

Proof. Nétese que para todo ideal maximal n; de B, B, = (B/mB),, ~ B,,/mB,,, pues todos los 7; estian
encima de m. Consideramos el morfismo estructural f : A — By pasamos el morfismo al cociente f : k — B,
entonces B es una k-lgebra finita. Por la proposicién 6.5 de [1], B es artiniano, y como consecuencia es
isomorfo a un producto finito de anillos locales (teorema 8.7 de [1]). M4s atn, los anillos locales son B,,

(ver el corolario 1 del capitulo 4, ¢ 2 de [2]). O

Proposicién 13 (Proposicién 3 del capitulo 1 de [8]). Sea B una A-dlgebra finita, donde (A, m,k) es un

anillo local. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) B es descompuesto.

(ii) El morfismo candnico B — []!_, By, es un isomorfismo.
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(#ii) La descomposicion de B se levanta a una descomposicion de B.

Proof. Supongamos que B es descompuesto, entonces podemos escribirlo como producto de anillos locales
B~ HieA B;. Seam,; el ideal maximal de B;, definimos el ideal maximal de B dado por n; = m; x HieA:#j B;.
Noétese que estos son todos los ideales maximales que hay en B. Por la proposicién 11 sabemos que el niimero
de ideales maximales de B es finito, asi que A = {1,...,n}. Es sencillo comprobar que B; ~ B,,, por ejemplo,
probando que se cumplen las condiciones del corolario 3.2 de (1] para S = B~n; y B ~[][_, B; — B;. Por
lo tanto, hemos probado que () implica (7).

Las implicaciones (i1) = (i4i) y (#i%) = (4) son triviales. O

Una consecuencia de los anillos locales henselianos es el levantamiento de elementos idempotentes, una
idea originada por Azumaya en 1950. Un elemento b de la A-algebra B es idempotente si b2 = b. Denotamos
Idem(B) al conjunto de elementos idempotentes de B. Claramente un morfismo de anillos preserva los

elementos idempotentes.

Proposicién 14 (Proposicién 4 del capitulo 1 de [8]). Sea B una A-dlgebra finita, donde (A,m,k) es un
anillo local. Entonces, la aplicacién Idem(B) — Idem(B) inducida por B — B es inyectiva. Ademds es

biyectiva si y solo si B es descompuesto.

Proof. Sean b, ¢ dos elementos idempotentes de B congruentes médulo mB, es decir su imagen a través de
Idem(B) — Idem(B) es la misma. Sea x = b — ¢, como 2> = (b—¢)3 = b3 — ¢ — 3b%c+3bc> = b —c =z,
se tiene que z(1 — 22) = 0. Por otro lado, = estd en mB, y como todos los ideales maximales 7; de B estédn
encima de m, tenemos que x estd en el radical de Jacobson. Por la caracterizacién de este ideal (proposicién
1.9 de [1]), 1 — 22 es una unidad, por lo que x = 0, es decir b = c.

Recordemos que, por la proposicién 12, B ~ H;L:1 Em- Para todo i = 1,...,n, definimos §; como el
elemento idempotente de B que vale 1 en la componenete Em y 0 en el resto de componentes. Entonces, todo
elemento idempotente de B es una combinacién lineal de {§;}7_,. Si la aplicacién Idem(B) — Idem(B)
es biyectiva, todo elemento idempotente de B es combinacién lineal de las preimagenes de §;. Ademéas B es
descompuesto si y solo si la descomposicién de B se levanta a B, es decir, si cada §; se levanta a B. Por lo

tanto, B es descompuesto si y solo si Idem(B) — Idem(B) es biyectiva. O

Ya estamos en condiciones de demostrar que los anillos que satisfacen el lema de Hensel son, exactamente,

los anillos henselianos. Recordamos que una A-dlgebra B es libre si es libre como A-mddulo, es decir si

B~@,\ A

Lema 10. Sea (A,m,k) un anillo local y sea C una A-dlgebra finita tal que C = C/mC es isomorfo
a k[X]/(h(X)) donde h(X) es un polinomio ménico de grado n de k[X]. Sea el elemento X + (h(X))
€ k[X]/(h(X)), haciendo un abuso de notacidn, lo consideramos como un elemento de C, sea x un elemento
de C tal que T = X + (h(X)). Entonces, x genera la A-dlgebra C y es raiz de un polinomio ménico H(X)
de grado n de A[X] que cumple que H(X) + m[X] = h(X).
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Proof. Haciendo un abuso de notacién, identificamos 1, X, X2,..., X"~ ! de k[X]/(h(X)) como elementos
de C/mC. Sean 1,z,22,...,2" ! elementos de C' de manera que ' = X' para todo i = 0,1,...,n — 1.

Aumentamos el conjunto de elementos hasta obtener un conjunto de generadores del A-médulo finitamente

generado C, es decir, C' es generado por 1,z,...,2" 1, y1,...,Ym, donde y1,...,¥m generan mC. Por lo
tanto C = mC + <1, T,... ,x”_1>, entonces por el lema de Nakayama, 1,z,...,2" ! generan C. Por tanto,
" = a,_ 12"t + -+ a1 + ag, donde a; € A. Definimos H(X) = X" —a, 1 X" ' —-.- —a; X — ag, por lo
tanto, x es una raiz de H(X) y H(X) + m[X]| = h(X). O

Teorema 13 (Proposicién 5 del capitulo 1 de [8]). Sea B una A-dlgebra finita, donde (A, m, k) es un anillo

local. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) El anillo local (A, m, k) es henseliano.
(i) Toda A-dlgebra finita y libre es descompuesta.
(iii) Para todo polinomio mdnico F(X) de A[X], A[X]/(F(X)) es descompuesto.

iv) Dado un polinomio ménico F(X) de A[X], si existen dos polinomios mdnicos y coprimos g(X), h(X)
en k[X] tales que F(X) = g(X)h(X), entonces existen G(X),H(X) en A[X] tales que F(X) =
G(X)H(X) con G(X) =g(X) y H(X) = h(X).

Proof. (i) = (i) = (4i1) es trivial.

Veamos que (iii) = (iv). Sea F(X) € A[X] de grado n tal que F(X) = g(X)h(X) con h y g coprimos
en k[X]. Entonces B = A[X]/(F(X)) es una A-algebra finita y B = k[X]/(F(X)). Por el teorema chino de
los restos, k[X]/(F(X)) ~ k[X]/(g(X)) x k[X]/(h(X)). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que g
y h son polinomios irreducibles; entonces, por la proposicién 13, la descomposicién anterior de B se levanta
a una de B ~ B; X Bs. Aplicando el lema anterior con C' = By y C' = By respectivamente, x es el elemento
de B; que es igual a X en k[X]/(h(X)) (K[X]/(9(X)) y es raiz de un polinomio ménico H(X) € A[X] de
grado igual que h(X) que eleva a h(X). Anédlogamente, para G(X). Por lo tanto, tenemos que x es raiz de
G(X)H(X) en A[X], por lo que es un multiplo de F'(X) de grado n, y por lo tanto es F/(X).

Probamos ahora que (iv) = (i#i). Sea F(X) un polinomio ménico de F[X], y sea f(X) su restriccién
médulo m. Descomponemos f(X) en potencias de factores irreducibles, f = f** - -+ f%. Por induccién sobre
n, utilizando (iv) tenemos que la factorizacién se eleva a una factorizacién de factores F;(X) coprimos dos

a dos en A[X]. Consideramos el morfismo candnico:

El morfismo inducido @ es sobreyectivo, luego I'm(a) + m ([[;—, A[X]/(Fi(X))) = [I;—, A[X]/(Fi(X)), por
el lema de Nakayama, o tambiém es sobreyectiva. Ademds, como el grado de F(X) es igual a la suma de
los grados de todos los F;(X), tenemos que los dos anillos son A-médulos libres de mismo rango, por tanto

«a también es inyectiva.
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(#i1) = (i). sea B una A-dgebra finita. Vamos a demostrar que para el elemento idempotente de §; de
B = B/mB ~ [[;_, B,, isomorfo al dado por 1 en la posicién correspondiente a B,, y 0 en el resto, existe
un elemento nilpotente x; de B con X; = &;. Sea b un elemento cualquiera de B con b = §; y sea F(X)
un polinomio de A[X] que tiene a b como raiz. Definimos el siguiente morfismo « : A[X]|/(F(X)) = B que
envia X + (F (X)) a b. Sea p la preimagen del ideal n; en A[X]/(F(X)). Dada la eleccién de §;, n; es el tnico
ideal primo de B encima de p. Por hipdtesis, A[X]/(F') es descompuesto, y como « es un morfismo entero,
p es maximal. Consideramos el elemento idepontente de A/(F(X)) identificado en la descomposicién como
aquel que es uno en el factor correspondiente a p y cero en el resto. Claramente la imagen de este elemento
idempotente es b, por lo que es idempotente, es decir, b es ese elemento x; que buscadbamos. Por lo tanto,

aplicando la propisicién 14, B es descompuesta. O
Corolario 9. Sea (A,m, k) un anillo henseliano y sea I un ideal de A, entonces A/I es henseliano.

Proof. (A/I,m/I,k) es un anillo local. Es trivial probar que se cumple la propiedad (iv) del teorema

anterior. 0

El ejemplo mas sencillo de anillo henselianos son los cuerpos, pues satisfacen la propiedad (i) del teorema
12. El siguiente lema nos va a dar mas ejemplos de anillos henselianos.

Un ideal I del anillo A es nilpotente si I = 0 para algin n > 0. Decimos que I es localmente nilpotente
(en la literatura es también habitual llamarlos ideales nil) si todo elemento de I es nilpotente, es decir, para

todo x de I, existe un entero n tal que 2™ = 0.

Lema 11. Sea A un anillo (no necesariamente local) e I un ideal localmente nilpotente. Entonces, la

siguiente aplicacion candnica es biyectiva.
Idem(A) — Idem(A/I)

Proof. Sea a + I con a € A un elemento de Idem(A/I), Por ser idempotente, a> —a € I, y por ser I un

ideal localmente nilpotente, (a? — a)™ = 0 para algiin entero n. Definimos b = a — 1, por lo que ab = a? — a,
entonces a"b"™ = 0. Tenemos que 1 = a + b, por lo que:

2n—1

2n -1\ , ;
1= (a+b)2n71 _ Z < TL. >azb2nlz_c+d,

i=0 !
donde:
= nil <n - 1) aip?n1=i g = Zil <2” - 1> aip2n—1-i
i=0 ! i=n !

Como a™b™ = 0, tenemos que cd = 0. Como 1 = c+d, ¢ = c¢(c + d) = ¢?, andlogamente d = d*>. Ademss,
d—a®1 =372 (g 5?1, Como ab = a® — a es un elemento del ideal I, d — a®*~! estd también
en I, es decir, d+1 = a®>"~' + 1 en A/I. Por ser a+ I en elemento idempotente de A/I, a®*" '+ T =a+ 1.
Por tanto, Idem(A) — Idem(A/I) es sobreyectiva, pues el elemento d de A es idempotente y d+ 1 =a+ I.

Para probar que también es inyectiva, vamos a considerar dos elementos idempotentes a y b del anillo A

congruentes médulo I. Por lo tanto a = b+i para algin i de I. Entonces a? = (b+i)? = b+i?+2bi = b+i = a,
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de donde se obtiene que (1 — 2b)i = i?>. De manera que i = (1 — 2b)i? = (1 — 2b)%i, e inductivamente

= (1 —2b)" Y para todo n > 1. Ademds (1 — 2b)? = 1 + 4b — 4b = 1. Por lo tanto, como i es nilpotente
i™ = 0 para algin entero m. Sin pérdida de generalidad, suponemos que m es impar; asi, se cumple que
(1-=20)m' = ((1- 2b)2)(m Dz _ 1, (en caso de que m sea par, escogemos m = m + 1). Por tanto,
0=1i"=(1-2b)""1i =1 porloquea=by la funcién es inyectiva.

O

Recordamos que un anillo es reducido si el nilradical de A es 0, es decir, si no tiene elementos nilpotentes.
Para todo anillo A, denotamos el nilradical de A como nil(A) y definimos el anillo reducido asociado a A

como Ayeq = A/nil(A).
Corolario 10. Sea (A, m, k) un anillo local. Entonces, A es henseliano si y solo si Areq €s henseliano.

Proof. Si A es henseliano, por el corolario 9, A,.q es henseliano. Supongamos que A,.q es henseliano,
entonces dada una A-dlgebra finita B, B es descompuesta si y solo si Idem(B) — Idem(B) es biyectiva,
donde B = B/mB. Consideramos el morfismo inducido A,.q — B/ (nil(A)B), que convierte a B/ (nil(A)B)
en una A,.q-algebra finita. Por lo tanto, B/ (nil(A)B) es descompuesta y como el ideal maximal de A,.q4 es
m 4 nil(A), Idem (B/ (nil(A)B)) — Idem(B) es una aplicacién biyectiva. Claramente nil(A)B es un ideal
localmente nilpotente de B, por lo que aplicando el lema anterior, Idem(B) — Idem (B/ (nil(A)B)) es una

biyeccién y también lo serd Idem(B) — Idem(B). O

Como en los anillos artinianos los ideales primos son maximales (proposicién 8.1 de [1]), el tnico ideal
primo de un anillo local artiniano (A, m,k) es el ideal maximal m. Por lo tanto, el ideal m es nil(A) y
k ~ A,eq. Aplicando el corolario anterior, todos los anillos locales artinianos son henselianos.

Otro ejemplo de anillos locales henselianos son los anillos completos para la topologia m-adica, pues tal
y como hemos visto satisfacen el lema de Hensel. Vamos a dar una prueba alternativa utilizando el teorema

12.
Corolario 11. Sea (A, m, k) un anillo local y completo para la topologia m-ddica. Entonces, A es henseliano.

Proof. Sea B una A-algebra finita y libre. Entonces, B ~ @¥ ;A y como el limite conmuta con las sumas
directas, B es m-ddicamente completo. Por otro lado, A/m™ es un anillo local con un tnico ideal primo,
que es el correspondiente a m en A, (un ideal primo de A/m™ se corresponde con un ideal primo p de A
que contiene a m”, por lo tanto p contiene a m, asi que p = m). Aplicamos el corolario 10, y por lo visto
anteriormente, (A/m™),.eq =~ k, por lo que A/m" es henseliano . Para todo n > 0, B/m"B es una A/m"-
dlgebra finita, por lo tanto es descompuesta, es decir, B/m"B ~ [[\*, (B/m"B), =~ [T, (By,/m"B,,).
Como el limite conmuta con los productos, tenemos que:

m

B~ lim B/mB =~ ¥—H (By/m"By,) = [ [ lim (By, /m"B,)
n>0 n>0i=1 i=1n>0

que es la descomposicién en anillos locales de B. Por lo tanto, por el teorema 13 (ii), A es henseliano. [J
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4.3 Henselizacion

En esta seccién vamos a definir la henselizacién de un anillo local (A, m, k). Lo haremos a través de
propiedades universales.
Decimos que un morfismo entre anillos locales es local si el ideal maximal del anillo de llegada esta encima

del ideal maximal del anillo fuente.

Definicién 7. Sea (A, m, k) un anillo local, una henselizacidn de A es una dupla (;1, t) donde A es un anillo
local henseliano e v : A — A es un morfismo local tal que para todo anillo local henseliano B y para todo
morfismo local u : A — B, existe un unico morfismo local @ : A= B conu=iaoi, es decir, el siguiente

diagrama es conmutativo.
A—— A
\u/‘ \t
B
Esta definicién de anillo local henseliano no nos garantiza la existencia. Sin embargo, en caso de que
exista, la henselizacion de A es tnica salvo isomorfismos, pues la definicién estd dada por una propiedad

universal.
Definicién 8. Sea A un anillo, una A-dlgebra B es étale si se cumple que:

e B es una A-dlgebra de presentacion finta, es decir, B ~ A[X1,...,Xy]/I, donde I es un ideal finita-

mente generado.

o Para toda A-dlgebra C vy para todo ideal J con J? =0, la aplicacion candnica:
HomA,dlg(B, C) — ]‘IOTnA,(ﬂg(B7 C/J)
es biyectiva (Homa—_44(C, B) denota el conjunto de morfismos de A-dlgebras de A a B).

En lo que queda de seccién vamos a probar que existe la henselizacién de todo anillo local A. Para ello,
vamos a probar que es un limite directo (también se denota como colimite o limite inductivo) filtrante.

Dado un functor F': A — C, donde A es una categoria pequena y C una categoria arbitraria, definimos el
limite directo lim, _ F (4) (sino hay riesgo de confusién escribimos solamente lim F(i)) como el representante
del functor que envia a todo objeto C' de C al conjunto lim Home (F(i),C). Este functor no tiene porque ser
representable, asi que el limite directo, de forma analoga al inverso, no tiene porqué existir.

Podemos escribir el limite directo en funcién de las propiedades universales. Entonces, el limite de
F : A — C esladupla (hgi F(i),{tihea) tal que los morfismos ¢; : F(i) — th(z), que llamaremos
inclusiones, forman una familia compatible, es decir, si A : ¢ — j es un morfismo en A entonces el siguiente

tridangulo conmuta:
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y ademads si {a; : F(i) = X };en es otra familia compatible, existe un tinico morfismo
« hﬂF(z) — X de manera que, o; = « o ;. Graficamente lo expresamos con el siguiente diagrama

conmutativo para todo A : i — j:

Los limites directos son la nocién dual de los limites inversos, por lo tanto, estos pueden ser escritos en funcién
de contcleos y coproductos y existen si y solo si existen los conticleos y los coproductos. Un caso de especial
interés es cuando la categoria A es filtrante. Esto es, para todo i,j € A, existe un objeto k y dos morfismos
t — k, j — k, y dados dos morfismos paralelos f,g : ¢ — j, entonces existe h : j — k para algin objeto k de
A con hoi = hoj. Las categorias filtrantes son una generalizacién de la categoria parcialmente ordenada y
los limites directos de una categoria filtrante a C se llaman limites directos filtrantes. De manera dual a las
familias inversas, podemos considerar los sistemas inductivos o directos G = {C;, 045 : C; = Cj}ijen, por
tanto tiene sentido pensar en el limite directo filtrante hﬂ C; del sistema inductivo G.
Los limites directos son exactos por la derecha; y, cuando son filtrantes, son exactos. En caso de que

existan los limites directos filtrantes, se satisface el siguiente isomorfismo:

lim F(i) = (H F(i)) / ~

ich ieA
donde F(i) > © ~ y € F(j) si existe un objeto k¥ € A y dos morfismos f : ¢ — k, g : j — k tal que
F@i)(z) = F(j)(y). Nétese que la relacién es de equivalencia precisamente porque A es filtrante, pues en

general, no es transitiva.
Definicién 9. Sea (A, m, k) un anillo local.

o Una A-dlgebra es localmente étale si es isomorfa a By para alguna A-dlgebra étale B con p un ideal

primo de B encima de m.

e Una A-dlgebra es localmente ind-étale si es el limite directo filtrante de A-dlgebras localmente étales,

donde las inclusiones ¢ son morfismos locales.

En general, una A-algebra localmente étale B no es étale, pues By, no tiene porque ser de presentacién
finita.

Sea A un anillo y F(X) un polinomio mdnico con coeficientes en A. Sean B = A[X]/(F(X)) y G(X)
un polinomio de A[X]. Consideramos la imagen de F'(X) en Bg, y si esta es invertible, decimos que Bg
es una A-dlgebra estdndar. En el capitulo V' de [8] se demuestra el teorema de estructura local, que expone

que toda A-aglebra étale es localmente isomorfa a una A-dlgebra étale estdandar.

Proposicién 15. Sea (A,m, k) un anillo local. Entonces,
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(i) Existe un conjunto A y una familia {A;}ien de A-dlgebras localmente étales tal que toda A-dlgebra

localmente étale B es isomorfa como A-dlgebra a un dnico elemento de la familia {A;}ien-

(ii) Sea {A;}iea la familia del apartado (i), definimos A’ = {i € A|A;/m; ~ A/m}. Entonces, la relacion

definida por i < j si y solo si existe un morfismo local ¢;5 : A; = Aj, es una relacion de orden sobre

A’ que convierte a la categoria asociada a la relacion en A filtrante.

Proof. (i) Sea Ag el subconjunto de A[X] x Spec(A[X]) formado por las duplas (F(X),p), donde F(X) €

A[X] es un polinomio unitario y p es un ideal primo de A[X] encima de m tal que la derivada F(X)

no pertenece a p. Si u = (F(X),p) € Ao, definimos B, = A[X]/F(X) y su localizacién A, = (By)p.

Por el teorema de estructura local de [8], toda A-dlgebra localmente étale es isomorfa a alguna A-
dlgebra de la forma (A[X](G(X))),, es decir, que el par v = (G(X),q) es un elemento de Ao, asf que
la A-algebra localmente étale es igual a A, para u = (G(X),q).

Consideramos la relacién de equivalencia en Ay dada por: u ~ v si y solo si A, es una A-dlgebra
isomorfa a A,. Consideramos el conjunto A = Ay/ ~. Entoces, para cada clase de equivalencia de
Ay existe una tnica (salvo isomorfismos) A-dlgebra localmente étale A,,. Este conjunto A satisface las

condiciones del apartado (i).

La relacién es claramente reflexiva y transitiva. Vamos a probar que si ¢ < j y j < i entonces i = j.
Si tenemos dos morfismos locales ¢;; : A; — A; y ¢4 : Aj — A;, entonces la composicion de los
morfismos es local por lo que tenemos los morfismos locales ¢;; 0 ¢j; : Ay = A; vy ¢ji 0 ¢ij : Aj — A
Si reducimos los morfismos médulo los ideales maximales (hay que tener en cuenta que la composicién
de los morfismos reducidos a los cuerpos residuales es el mismo morfismo que la reduccién de la
composicion de los morfismos locales), entonces tenemos que ¢;; o ¢;; induce la identidad en A;/m;.

Por tanto, se deduce que los cuerpos residuales de A; y A; son isomorfos, y por lo tanto, i = j.

Por tanto, nos queda por mostrar que A’ es filtrante. Sean i,j € A" y A;, A; sus correspondientes
localmente étales A-algebras, por lo tanto por la definicén de las A-algebras localmente étales, A; ~
(Bi)p y Aj >~ (Bj)q para A-dlgebras étales B;, B; e ideales primos p, q encima de m. Por la definicién de
A’, el cuerpo residual de A; y de A; es el mismo que el de A, lo denotamos por k. Como consecuencia,

tenemos que:

(AZ®AAJ)®AI€’1(AZ®A]€)®]€(AJ®AI{,‘)':k@kkﬁk

Es decir, existe un tnico ideal primo de A; ®4 A; encima de m. Sea A’ la localizacién de A;®@4 en
ese mismo ideal primo. Entonces, tenemos dos morfismos locales A; — A"y A; — A’. Como A; y
A; son las localizaciones de las A-dlgebras étales B; y B; respectivamente, A’ es la localizacién de la
A-élgebra étale B; ® 4 B;. Finalmente, por la definicién de A, A" ~ Ay para algun k € Ay k € A/, asi

que 1, j < k. Es decir, el conjunto A’ define una categoria filtrante.
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Por tltimo, en el teorema 1 del capitulo VII, § 1 de [8] se prueba que para todo anillo local (4, m, k), el
limite inductivo filtrante del conjunto A’ definido en la proposicién anterior es la henselizacién de A. Por
tanto, para todo anillo local existe su henselizaciéon.

Para finalizar el trabajo, vamos a discutir qué ocurre en el caso donde (A, m, k) es noetheriano y lo-
cal. Consideramos A su complecién m—4adica. Primero, por el lema de Krull, en particular el corolario 4,
ngO m = 0, es decir, la topologia m-adica es separable en A. Por tanto, el morfismo natural ¥ : A — Aes
inyectivo. M4s atin, por el corolario 6, m ~ mA y A/ﬁ ~ A/m = k. Ademds, en el corolario 7 vimos que
la, complecién de un anillo noetheriano local es local y noetheriano, por lo que m es el ideal maximal de A
y estd encima de m para el morfismo canénico A — A. Por otra pate, A es m—4dicamente completo, pues
@A/ﬁ” ~ @A/mn = A. Entonces, por el lema de Hensel, (fl,tﬁ, k) es un anillo local henseliano. De
modo que, para satisfacer la propiedad universal, la henselianizacién de A serd un anillo A que contenga a
A y esté contenido en A. Por tanto, tenemos que, la henselianizacion de un anillo local noetheriano es un

anillo A con A C A C A.
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