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1. Introducion

El objetivo deste trabajo es estudiar en detalles la demostracién de un resulta-
do conocido por Teorema de Wilkie, publicado en [Wil96]. Para explicar cual es
este resultado, empezamos con explicando el Teorema de Tarski-Seidenberg. Un
conjunto semialgebraico es un subconjunto de R™ que puede ser expreso como
combinacién booleana finita de conjuntos de la forma {z € R™ : p(T) > 0} o de
la férma {Z € R : ¢(Z) = 0}, donde p,q € R[T3,...,T,]. El teorema de Tarski-
Seidenberg es el resultado de que si consideramos el image de un conjunto por
la proyecciéon m : R® — R"! en las primeras n — 1 coordenadas, este image es
también un conjunto semialgebraico. Una formulacion equivalente es que la teoria
T de los reales como cuerpo ordenado, i.e., la colecién de todos los enunciados
verdaderos en R que pueden ser expresos por los simbolos V, 3, +, —, =, <,- (en
su interpretacién usual), tiene una propiedad conocida por eliminacién de cuan-
tificadores. Basicamente, una teoria tiene eliminacién de cuantificadores cuando
las propiedades que pueden ser describidas con el lenguaje desta teoria pueden ser
expresadas con expresiones sin cuantificadores. Como las propiedades que pueden
ser expresas con los simbolos de los cuales hablamos sin utilizar cuantificadores son
relaciones polinomiales entre las variables (con coeficientes enteros), vemos que la
totalidad de los subconjuntos del R™ definibles por tales propiedades son los con-
juntos semialgebraicos. El Teorema de Wilkie es una respuesta a la pregunta: que
ocurre se anadimos el simbolo exp (también en su interpretaciéon usual)? Cuales
son los subconjuntos del R™ que puede ser expresado por una propiedad describida

en tal lenguaje?

En resumen, el resultado es que tales subconjuntos de R™ son los conjuntos de la for-
ma {Z € R" : Jyi,...,y,p(T,y) = 0}, donde p es un polinomio exponencial - i.e., un
elemento de R[ X1, ..., X, exp(X1),...,exp(X,), Y1, ..., Yo, exp(Y1),...exp(Yo)].
Una medida de lo cuanto una expresiéon es compleja en la logica es la cantidad de
veces en que, en una expresion légica, se intercambian los cuantificadores V3. Por
ejemplo, una expresion de la forma Vzdy¢ es mas compleja que una expresion de
la forma Jyi. El teorema de Wilkie nos dice que se anadimos el simbolo exp, todas
las propiedades pueden ser describidas por una expresion existencial, lo es el mejor

que se puede obtener después de un resultado de eliminiacion de cuantificadores.



teorias en que las propiedades son equivalentes a expresiones que tienen solamente
cuantificadores existenciales son llamadas de modelo completas, y es un resultado
més débil que la eliminacién de cuantificadores. Si llamamos de 7.y, la teorfa de
los reales como cuerpo ordenado y anadido el simbolo exp, podemos formular el

resultado de modelo completud de la siguiente forma:

Un subconjunto de R” es semi-EA (”semi-exponential-algebraic”) si es combina-
cién booleana finita de conjuntos de la forma {ZT € R™ : p(Z) > 0} o de la forma
{z € R" : ¢(z) = 0}, donde p,q son polinémios exponenciales. Un subconjun-
to de R™ es llamado de sub-EA si es image de un sobconjunto semi-EA por una
proyeccion w : R®™ — R™ en las m-primeras coordinadas. El teorema de modelo
completud de T¢y, puede ser expreso como el resultado de que el complementario

de un conjunto sub-EA es también sub-EA.

En el articulo [Wil96], Wilkie empeza con un resultado de la modelo completud
de la teoria de los reales con simbolos de funciones para una cadena de funciones
Pfaffianas restringidas. algins resultados desta parte son utilizados para demons-
trar el teorema que aqui llamamos de Teorema de Wilkie (o sea, el resultado que
hablamos arriba). Utilizamos alguns resultados de la primera parte del articulo,

pero cuya demostracion esta fuera del alcance deste trabajo.

La idea para este trabajo viene de la asignatura de Légica y Geometria, donde
el Teorema de Wilkie fue mencionado. Creo que la demostracion del Teorema es
demasiado complicada para presentacion en una asignatura, por exigir herramien-
tas avanzadas de la teoria de modelos (algunas de las cuales son utilizadas como

“cajas negras‘ en este trabajo.

Agradezco a la Facultad de Ciencias de la Universidade de Valladolid, al coordina-
dor del masters Javier Sanz, a mi tutor de masters Fernando Sanz y al programa
IBEROAMERICA+4ASIA por toda ayuda que me han facilitado al curso deste

trabajo.



2. Un poco de teoria de modelos

Empezamos con una pequena introduccién a la teoria de modelos. La teoria de
modelos es el campo de la légica matematica que en que se estidia la semantica de
los lenguajes de la logica. La idea es que, utilizando teoria de conjuntos, definimos el
significado de los simbolos de un lenguaje formal. Con teoria de modelos, podemos
probar resultados sobre lo que se puede expresar con un lenguaje matematico

especifico.

2.1. El lenguaje de la logica clasica de primer orden

Sea S un conjunto no vacio (que llamaremos de alfabeto), una S-expresién es una
n-upla (sq,...,$,) - por conveniencia, denotaremos expresiones sobre un alfabeto

S por sy ... 58y,.

Un lenguaje de primer orden tiene como alfabeto la union de dos conjuntos. El
primer llamamos de simbolos 16gicos, y es compuesto por simbolos comunes a todos

lenguajes de primer orden - estos son
(7 )7 /\7 \/7 %7 H? _|’v7 37:
y también un conjunto infinito numerable Var = {x,z,...}, cuyos elemento

llamamos de variables.

El segundo conjunto L, llamado conjunto de simbolos no légicos, es el que especifica

el lenguaje de primer orden que queremos utilizar. Es compuesto por:

= simbolos de constante. El subconjunto de L de los simbolos de constante

denotase por Cp;

= simbolos de predicado. De manera similar, el conjunto de los simbolos de

predicado es Py;
= simbolos de funcién. El conjunto de simbolos de funcién es F7.

Cada simbolo de predicado R € L viene acompanado de un nimero entero ng > 0

llamado aridad de R. Lo mismo ocurre para los simbolos de funcién: a cada simbolo



de funcién f € L es asociado un entero ny > 0, también llamado de aridad.

Como cada lenguaje de primer orden esta caracterizado por su conjunto de simbo-

los no logicos, por simplicidad, identificaremos el primero por el segundo.

Ejemplo 2.1.1. El lenguaje de los cuerpos ordenados es L = {0,1,+,, <}, donde
0, 1 son simbolos de constante, +, - son simbolos de funcién bindrios y < es simbolo

de predicado binario.

Ejemplo 2.1.2. El lengaje de la teorfa de conjuntos tiene es Lgo, = {€}, donde €

es un simbolo de predicado binario.

Definicién 2.1.1. Sea L un lenguaje de primer orden, con alfabeto Ay conforme
discutido arriba. Los L-términos (6 términos, por brevidad) son Ap-expresiones

definidas recursivamente por:
= Variables y simbolos de constantes son L-términos;

= Si f es simbolo de funcién n-ério, y t1, . . ., t, son términos, entonces f(t1,...,t,)

es un término.

En el caso del lenguaje L en el Ejemplo 2.1.1, suele denotarse +(t1,ty) por t; +to,

y lo mismo para -.
Una manera de visualizar este conjunto es imaginar que empezamos con Ty =

Var UC', vy definimos

Thi1 :TnU{f(tl,...,tnf)IfGFL,ti ETn,izl,...,nf}

Sea t un L-término, lo denotaremos por t(x1,...,x,) si las variables que ocurren

en t estdn en {x1,...,x,}. Asi, los L-términos son los elementos de | J, .y T
Un resultado esencial y bien conocido es

Teorema 2.1.1 (Legibilibad tnica de términos). Sean f(t1,...,ta,), g(t1, ... t,,)
L-términos, con f,g € Fr y f(t1,...,tn;) = g(t], ... ,t;g), entoncesny =ngy, f =g

yti =1, para cadai=1,... ny.

Demostracion. Antes, vamos probar la siguiente afirmacién: ningin segmento ini-



cial prépio de un término es un término. Vamos utilizar inducion en la complejidad
del término. Si ¢ es una constante o variable, el inico segmento inicial propio de
t es la expresion vacia, que no es un término. Ahora asuma que t tiene la forma
f(t1,...,tn), v que para todo término de longitud menor que la de t, es verdad
que no hay segmento inicial prépio que sea un término (hipotesis de inducién).
Suponga que existe segmento inicial prépio de ¢ que sea un término t'. Entonces
t’ tiene la forma f(¢},...,t,). Como t| no puede ser un segmento inicial de ¢;, ni
reciprocamente, por la hipotesis de inducién tenemos que t; = t|. Aplicamos el

mismo argumento de forma recursiva y concluimos que ¢; = t, para i =1,...,n.

Ahora asuma que f(t1,...,tn,) = g(t,...,1; ). Evidentemente, f = g, donde
ny = ny y, por lo tanto, ty,...,t,, = t,... ,t;f. Por la afirmacién en la primera
parte desta demostracién, tenemos que ¢; debe ter la misma longitud de ¢}, donde
sigue que estos son los mismos términos. Continuando recursivamente, concluimos

quetgztg,...,tnf:t;f O

Ahora definimos las férmulas de un lenguaje de primer orden.

Definicién 2.1.2. Sea L un lenguaje de primer orden, con alfabeto Ap. Las L-

férmulas (6 féormulas) son las Ap-expresiones defninidas por:
= Sity,%5 son términos, entonces t; = t5 es una féormula;

= Si R es un simbolo de predicado n-ario y tq,...,t, son términos, entonces
Rty ---t, es una formula. Las formulas deste tipo, juntamente con las férmu-

las del item anterior, son llamadas de férmulas atomicas;

» Si ¢ es una férmula, entonces (—¢) también lo es;

= Si ¢,1 son férmulas, entonces (¢ A ¥), (¢ V), (¢ — V) y (¢ + ©) son

férmulas;
» Si ¢ es una férmula y z es una variable, entonces (Vz¢) y (Jz¢) son férmulas.

Siempre que no haya problemas, omitiremos los parentesis para facilitar el enten-
dimiento de las formulas, de acuerdo con el significado implicito de los simbolos
utilizados. Ademas, si consideramos las siguiente equivalencias entre formulas, vali-

das en la logica clasica (solo podemos probar efectivamente su validez después de



definir la nocién de consecuencia légica usando estructuras):
= (PAY) & (¢ = )
= (9V ) & (md =)
= ())<= (0= ) A (Y —0))
» Vo < ~dx—o

podemos asumir que nuestro lenguaje tiene solamente un conectivo logico binario
(por ejemplo, —) y uno cuantificador (por ejemplo, 3), ademés del simbolo de
negacion, y asumimos que los otros se definen a partir de las abreviaturas arriba.
Esa praica torna las demostraciones por inducién en la complejidad de las formulas

mas sencillas. Ahora vamos probar el teorema de legibilidad tnica para férmulas.

Teorema 2.1.2. Para cada formula ¢, vale exactamente una de las opciones si-

guientes:
1) Ezisten términos unicos ti,ts tales que ¢ es t; = to;

11) Eziste un dnico simbolo de predicado P, con aridad n, y inicos términos
t1,...,t, tales que ¢ es Pty---t,;

111) Eziste una dnica formula ¢ tal que ¢ es (—);

1v) Eziste un unico conectivo binario x € {\,V,—, <>}, y dnicas formulas 1,0

tal que ¢ es (Y % 0);

V) Existe un unico cuantificador Q) € {V, 3}, una dnica variable x y una tinica

formula 1 tal que ¢ es (Qx)

Demostracion. Empezamos por probar la siguiente afirmacion: ningin segmento
inicial propio de una féormula es una férmula. El caso para férmulas atémicas
sigue directamente del Teorema 2.1.1. Ahora sea ¢ una féormula y suponga que el
resultado es verdadero para cada féormula de longitud menor que la longitud de ¢.
Si ¢ es (—1)), un segmento inicial que es una férmula de ¢ debe tener la forma (—6),
donde por la hipotesis de inducion sigue que 0 debe igual a 1), y el segmento no es
proprio, por tanto. El caso en que ¢ es (Qxv), con Q € {3,V} es andlogo. Ahora

asuma que ¢ es (¢ x 6), con x € {A,V,—, <>}, y suponga que un segmento inicial



de ¢ es una férmula y. Entonces y debe ter forma (¢'«'6’), con " € {A,V, —, <> }.
Asi, la hipotesis de inducion implica que ¢ = ¢/, * = ' y § = ¢, donde sigue que

X ho es segmento inicial proprio.

Probamos ahorael teorema. Para mostrar que ¢ solo puede escribirse de manerae
unica en alguna de las formas del enunciado, nos fijamos en el primer simbolo des-
pues de ( en cada situacién. La tnica forma de ¢ cuya unicidad no es inmediata
es el caso en que ¢ tiene la forma (¢ % 0) con x € {A,V,—, «+>}. Evidentemente,
¢ no puede también tener forma (Qxv), @ cuantificador, o (—¢)’), pues despues
del primero ( debe aparecer otro (, salvo si ¢ es atémica. Asi, asuma que ¢ tam-
bién es (¢ %' '), con ' € {A,V,—,<>}. Entonces la primera afirmacion en esta

demostracion implica que ¢ = ¢/, * = %’ y 6 = 0, donde sigue el teorema. O

Si un cuantificador y una variable Vz,dz ocurren en una féormula ¢, el escopo
del cuantificador es la férmula ¢ encerrada por el primero parentesis que ocurre
después del cuantificador. Si x ocurre en @, y también inmediatamente desupés
del cuantificador, se dice que x es acotada por tal cuantificador. Una variable
es libre se no ocurre en el alcance de ningin quantificador. Denotaremos ¢ por
¢(x1,...,x,) si las variables libres de ¢ estan en el conjunto {zi,...,z,}. Una

férmula sin variables libres es llamada de L-enunciado (6 solamente enunciado).

2.2. Estructuras

Vamos a definir ahora las estructuras para un lenguaje de primer orden L. La idea
es que una estructura es un “universo” donde interpretamos el significado de los
componentes de un lenguaje - una semantica formal para el lenguaje que estamos

considerando.

En una estructura, los simbolos de constante son interpretados como nombres de
elementos del “universo® considerado. simbolos de predicado denotan relaciones
en este universo, y simbolos de funcion, funciones. Eso se puede hacer mas preciso

conforme la siguiente definicion.

Definicién 2.2.1. Sea L un lenguaje de primer orden. Una L-estructura A es

definida por:



Un conjunto no vacio A, llamado dominio de A;

Para cada simbolo de constante ¢ € C, un elemento ¢ € A;

Para cada simbolo de predicado R € Pj, con aridad n, una subconjunto
RA C A™:

» Para cada sfmbolo de funcién f € Fy, con aridad n, una funcién f4: A" — A.

Observacion 2.2.1. Cuando la interpretacién de los simblos no logicos queda im-

plicita, denotaremos una estructura por su dominio.

Ejemplo 2.2.1. Considere en lenguaje L de los cuerpos ordenados. Denotamos por
R la estructura donde +& = +r, R ‘R, 0F = Or, 1R = Ir y <E:<R - 0 sea, la

interpretacién usual de estos simbolos.

Ejemplo 2.2.2. No es necesario que la interpretacién de los simbolos de un len-
guaje tenga relacion con el uso que se hace de tales simbolos en las matematicas.
Por ejemplo, si tomamos la Lge-estructura A con dominio {1} y € —{(1,1)},
tenemos una estructura en que la interpretacién de € no corresponde a nocioén de

pertenecimiento de la teoria de conjuntos.

Asi, ya sabemos como interpretar simbolos no logicos del legaje para una estruc-

tura. Ahora vamos definir la interpretacion de L-términos, de forma recursiva.
Definicién 2.2.2. Una evaluacion es una funcién v : Var — A.

Definicién 2.2.3. Sea L un lenguaje de primer orden, A una L-estructura, ¢ un
L-término y v una evaluacién, definimos la interpretacién de t4[v] de ¢t en A con
respecto a v por recurrencia como:
= Sit es un simbolo de constante ¢, entonces t[v] es c*;
= Sit es la variable z;, entonces t4[v] es v(x;);

» Sitesdelaformag(ty,...,t,), donde g € Fy, tiene aridad ny t;,i =1,...,n,

son términos, entonces t4[v] es gA(t{[v], ..., t2[v]).
Note que, por la definicién arriba, si t(z1,...,z,) es un término y v, u son evalua-
ciones tales que a; := v(z;) = p(x;) para cadai = 1,...,n, entonces t4[v] = t4[u].
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Asi que la interpretacién de un término depende solo de como interpretamos sus
variables. Por lo tanto, dados ay,...,a, € Ay un término t(z1,...,x,), definimos
tA[ay, ..., a,] como la interpretacién de t con respecto a cualquier evaluacion f tal

que v(z;) = a;.

Observacion 2.2.2. A partir de ahora, cuando no hay ambiguedad, denotaremos
(x1,...,2,), para cualquier n, por T, de forma que utilizaremos notaciones como
t(T) 6 t[a]. En esta convencién, ¢(7,%) denota ( a no ser que el contexto deje

claro que vale cosa diferente) ¢(x1,. .., Zn, Y1, -, Ym)-
Ahora vamos definir la nocién de verdad en una estructura.

Definicién 2.2.4. Sea A una L-estructura, v una evaluaciéon y ¢(Z) una L-férmu-
la. Vamos definir por recurrencia A F ¢[v] (leer como ¢ es verdadera en A con
respeto a v). Una observacién importante es que, abajo, 1,0 denotan férmulas y
x,z;(i € N),y denotan metavariables (variables en lengua natural con valores en
Var).

Si ¢ es t; = to, entonces A F ¢[v] si, y solo si, t{'[v] = t3'[v];

» Sigpes Rty---t,, AF @[v] si, y solo si, (t{[v], ..., t1[v]) € RA
= Si¢ges (), AE ¢[V] si, y solo si, AF P[];

« Siges (OAY), AE o] si, vy solosi, AF O] y AE $[u];

= Siges (AVY), AE ¢l si, ysolosi, AE6[v] 6 AE Y]

= Siges (0 — 1), AE ¢ si, y solo si, A 0[v] 6 AEY];

= Siges (0 ), AE ¢[v] si, y solo si, vale que A E 0[v] y A E ¥[v] 6 vale
que A7 0]y AZ ¢[;

» Si ¢ es Jyy(y,T), entonces A F ¢[v] si, y solo si, existe evaluacién p con

v(x;) = p(x;), para cada i = 1,...,n, tal que A F ¥[ul;

» SigesVy(y,T), AFE ¢[v]si, ysolosi, en toda evaluacién p con v(z;) = p(x;)
para cada i = 1,...,n, se tiene A F ¢[u].

Una observaciéon importante es que, abajo, 1,0 denotan férmulas y z, z;(i € N),y

11



denotan elementos de Var.

Observacion 2.2.3. A partir de ahora, al hacer una definicién 6 una prueba uti-
lizando la forma recursiva para las L-formulas, haremos solamente la parte del
operador légico binario A, dada la interdefinibilidad de los otros en la semantica

de la logica clésica.

Asi como en el caso de los términos, si tenemos una férmula ¢(7) y dos evaluaciones
f,g, con a; := f(z;) = g(x;) para cada i = 1,...,n, entonces A F ¢[f] si, y solo si,
A E ¢[f] - v en este caso se escribe A F ¢lay,...,a,] (6 AF ¢la]). En particular,
si ¢ es un enunciado, su valor de verdad en A no depende de evaluaciones, y en

este caso escribimos A F ¢ si A F ¢[f] para alguna (y, asi, para todas) evaluacién
f.

Dada una L-estructura A, otra manera posible de definir el valor verdad de férmu-
las es anadir al lenguaje L un conjunto de simbolos de constante {c, : a € A},
formando un nuevo lenguaje L4, y definir una estructura (A, {cs}aca), donde
cAleataca) — o A definimos A F ¢lal si, y solo si, (A, {ci}taca) F ¢(c,), don-
de la ultima es el L 4-enunciado obtenido por substituir cada ocurrencia de x;
por ¢,,. Ademds, se tiene que A F Vyo(y,T)[al si, y solo si, para cada a € A,
(A,{ca}aca) F ¢(c,T)[a] - y analogamente para el cuantificador 3.

2.3. Propiedades de estructuras
Primero definimos lo que es una subestructura de una dada estructura.

Definicién 2.3.1. Sean A, B L-estructuras, con dominios A, B respectivamente.

Decimos que B es subestructura de A (se escribe B C A) si cumple:
= BCA;
» Para cada c € Cp, & = ¢
» Para cada R € P;, con aridad n, R® = RA N B™;

» Para cada f € Fy, con aridad n, B es cerrado por fAy 5= f4pn.

Ahora definimos lo que son isomorfismos entre L-estructuras.

12



Definicién 2.3.2. Sean A, B L-estructuras, con dominios A, B respectivamente.
Un isomorfismo entre A, B es una aplicaciéon biyectiva i : A — B que satisface:

» Para cada simbolo de constante c, i(c*) = &

= Para cada simbolo de predicado R con aridade n,

(a1,...,a,) € R* < (i(ay),...,i(a,)) € R®

= Para cada simbolo de funcién f con aridad n, la funcién ¢ gonmutacon la
interpretacién de f, i.e., i(fA(a1,...,a,)) = fB(i(a1),. .., i(ay)).

Si tenemos dos L-estructuras 4.3, un isomorfismo ¢ : A — By una evaluacion v en
A, entonces para cada férmula ¢, A E ¢[v] si, y solo si, B E ¢[i ov]. En particular,

los mismos enunciados que son vélidos en A son validos en B, y reciprocamente.

Si tenemos una funcién inyectiva tal que se cumplen las condiciones arriba, esta

funcion es llamada de imersién de estructuras.

Dadas dos estructuras A.B con dominios A C B, respectivamente, si la inclusién
1 : A — B es una imersion, entonces A es subestructura de B. Equivalentemente,
es decir que B y A tienen las mismas interpretaciones de las constantes, A es
cerrado por los simbolos de funcién, cuyas interpretaciones son las restriciones a
A y que las interpretaciones de los predicados son la restriciéon de las relaciones

correspondente a A.

2.4. Subestructuras Elementales
Ahora definimos lo que son subestructuras elementales.

Definicién 2.4.1. Sean A, B L-estructuras, A C B. Entonces A es subestructura
elemental de B (notacién: A < B) si, y solo si, para cada férmula ¢(7), aq, ..., a, €
A, AE ¢[a] si, y solo si, B F ¢[a].

Sean A C B estructuras. Decimos que una férmula ¢(xy, ..., z,) es absoluta (entre
Ay B) si para cada ay,...,a, € A, AFE ¢[a] si, y solo si, B F ¢[a]. Claramente,

A = B si, y solo si, toda férmula es absoluta. Abajo tenemos un test para saber si
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una dada subestructura es elemental.

Lema 2.4.1 (Test de Tarski-Vaught). Sean A, B L-estructuras (dominios A, B,
respectivamente), con A C B. Entonces A < B si, y solo si, para cada formula
(T, Y1,y Yn) Yai, ..., ap, vale que: (x) si existeb € B tal que B F ¢[b,ay, ..., a,],

entonces existe a € A tal que B E ¢la,ay, ..., a,].

Demostracion. Si A < B, ay,...,a, € A entonces B E Jxdlay,...,a,] implica
que A F Jzodlay,...,a,], o sea, para algin a € A, A F ¢[a,ay,...,a,], donde
BE ¢la,ay,...,a,]

Ahora asuma (). Como todas las férmulas atémicas son absolutas, y la clase
de férmulas absolutas es cerrada por disyuncion, conjuncién y negacion, es sufi-
ciente (utilizando inducién en la complejidad de las férmulas) probar que: dada
una férmula absoluta ¢(x, 41, ..., yy,), entonces Fxp(yy, ..., y,) es absoluta. Sean
ai,...,a,. Si A F Jzglal, entonces existe a € A con A F ¢la,a] y asi B F ¢|a,al
(pues ¢ es absoluta), donde B F Jz¢[al. Por otro lado, si B F Jz¢[al, entonces,
por (%), existe a € A con B E ¢[a,al, y sigue que A E ¢[a,al y, por lo tanto,
A E Jzo[al. O

Abajo hay una generalizacion de subestructura elemental.

Definicion 2.4.2. Dadas L-estructuras A, B. Entonces j : A — B es una imersién
elemental si es un isomorphismo sobre una substructura elemental de B. En otras

palabras, si para cada L-féormula ¢(xq,...,2,), a1,...,a, € A, vale que

AE ¢lay, ... a, = BE ¢[j(a1),...,j(a,)]

Evidentemente, A < B si, y solo si, la inclusion A < B es una imersion elemental.

Definicién 2.4.3. Sea (I, <) un conjunto parcialmente ordenado. Entonces (1, <)

es dirigido si para cada ¢,j € I existe k € I con 7,7 < k.

Una familia (A;);e; juntamente con una familia (e;;); jer,i<; €s un sistema dirigido
elemental si para cada 4,j € 1,7 < j, e;; es una imersién elemental de A; en A;

tal que, siempre que 1 < j <k, e;; 0 €;; = €.
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Si € = ((Aier), (€5)ijeri<;) es un sistema dirigido elemental, una L-estructura A
juntamente con una familia de imersiones elementales (e; : A; — A);c; es un limite

para & si para cada i < j, e; = ej0e;; y ademas A = {e;(a) :i € [,a € A;}.

El préoximo teorema essencialmente caracteriza los limites de sistemas dirigidos
elementales como la “unién“ de los A;, modulo los e;;, que pueden ser interpretados

como inclusiones de subestructuras elementales.

Teorema 2.4.2. Todo sistema elemental dirigido £ = ((A)ier, (€ij)ijeri<;) tiene

un limite A.

Demostracion. Defina A = ||, A;/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia
(a,i) ~ (b,7) si, y solo si, existe k > 4, j con e;,(a) = e;x(b). Es inmediato que ~

es reflexiva y simétrica, entonces vamos probar ahora que ~ es transitiva.

Suponga (a,i) ~ (b,7) y (b,7) ~ (¢, k). Entonces existen I,m con i,j <1, j,k <m

tales que e;(a) = €j(b) Y €jm(b) = egm(c). Sea n > [, m. Entonces
ein(a) = eln(eil<a)) = eln(ejl(b)) = ejn(b) = 6mn<€jm(b)) = 6mn(€km(c)) = ekn(c)

donde sigue la transitividad de ~. Ahora defina para cada i € I, a € A;, e;(a)
como la clase de equivalencia de (a,i) en A - que denotamos por [a,i]. Es claro

que e; =ejoe; yque A={ea):ie€l,ac A}

Ahora vamos definir la interpretacién de los simbolos de L en A, asi que vamos

definir una estructura A con dominio A. Para simbolos de constante, note que se

A

k > i, j, entonces e (cti) = ¢ = e;;.(c™). Asf, podemos definir ¢* como la clase

de equivalencia de ¢ para algun i arbitrario, y es bien definido pues tenemos que

para cualesquiera i,j € I, ¢ ~ ¢,
Ahora sea R un simbolo de predicado n-ario y [ai,i1],..., [an,i,] € A. Tome
j >i1,...,4,. Definimos R4 por

([al, il], ceey [an,zn]) € RA 4 (eilj(al), ceey einj(an)) € RAj

Es facil, todavia un poco tedioso, verificar que esta relacion esta bien definida.
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Por fin, sea f un simbolo de funcién n-ario y [ay,i1],. .., [an,i,] € A. Sea j >

i1, ..., 0,. Definimos

fA([alvilL sy [amin]) = [fAj(eilj(a1)7 B veinj(an))aj]

una vez mas, dejamos a la lectora que verifique que esta bien definido.

Queda ahora por probar que los morfismos e; son imersiones elementales de A; en

A. Vamos demostrar por inducién en la complejidad de las formulas el siguiente

hecho: sea ¢(x1, ..., x,) una féormula, entonces ¢ tiene la siguiente propiedad (xx):
para cadai € I, ay,...,a, € A;, vale
AE ¢lar,i], ..., |an,i]] & A E dla, ..., a,)
» Vamos empezar observando el siguiente hecho: si #(xy,...,z,) es un L-
término, aj,...,a, € A;, entonces t*[a1,i],. .., [an,i]] = [tY]a1, ..., a],i].

Eso sigue directamente de la definicion de la interpretacion de los simbolos de

funcién en A. Asi, note que para cada férmula ¢ de forma t; = to(xq, ..., z,),
t{ay, ... an] = t39]ay, . .., ay] si, y solo si, vale que t3[[ay, ], ..., [an,i]] =
t[a1,1], . .., [an,d]]. El caso para férmulas de la forma Rt; - --t, es andlogo.

Eso prueba el caso para formulas atémicas;

= Asuma que el resultado (xx) vale para ¢, 1. Entonces es inmediato verificar

que vale para (¢ A1), (¢ V), (¢ — ¥) vy (¢ — ). Asi, queda por probar
apenas el caso existencial;

= Asuma que el resultado (xx) vale para ¢(x,y1,...,y,). Vamos probar que
también es verdad para Jzé(yi,...,y,). Sean ay,...,a, € A;. Entonces si

A; E Jzfay,. .., a,], existe b € A; con A; E ¢[b,ay,...,a,], lo que implica,

por la hipétese de inducién, que A F ¢[[b, ], [a1,1],. .., [an,i]] - y asi tenemos
queA E 3x¢[lay, 1], ..., [an,i]]. Por otro lado, asuma que es verdad que A F
Ax¢[lar,i], ..., [an,i]]. Entonces existe j € I, b € A; tal que vale el hecho
AE ¢[[b, 7], [a1,1], ..., [an,d]]. Sea k > i, j. Por la hipdteses de inducién sigue
que

Ay E ¢leju(D), eixlar), . .., exlan)]
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y, por lo tanto,

-Ak = Ela:gzb[eik(al), . 7€ik(an)]

como ey, es una imersion elemental, sigue que
A E Jxdlay, ..., a,)

y asi el resultado sigue.

Eso concluye la demostracion. O]

Corolario 2.4.3 (Teorema de la Cadena Elemental de Tarski). Sea (I,<) un
conjunto linealmente ordenado y (A;)icr una familia de L-estructuras que satisface
A; 2 A; siempre que i < j. Sea A = |J, A; y defina una L-estructura A con
dominio A de la manera natural (para cada f € Fp,, f4 = U, Ay lo mismo para
los simbolos de predicado). Entonces A; < A.

Demostracion. Basta considerar el limite del sistema dirigido elemental que defi-

nimos por € = ((Aier, (€55)i<j) donde los e;; son las inclusiones de 4; — A;. [

2.5. Teorias en Lenguajes de Primer Orden y Modelos

Definicién 2.5.1. Una teoria en un lenguaje L es un conjunto 7' de L-enunciados.
Una L-estructura M es un modelo para la teoria T si, y solo si, M F ¢ para

cada ¢ € T. Sea ¢ un enunciado. Sea A una L-estructura, la teoria de A es
Th(A) = {¢: ¢ es un enunciado y A F ¢}.

Definicién 2.5.2. Un conjunto X C A" es definible con parametros en A si

existe ¢(Z,7) y by,..., by, € Acon X ={(ay,...,a,) € A" : AE ¢[a,b]. Si m =0,
decimos que A es simplemente definible. Una funciéon f : A" — A™ es definible

(con pardametros) si su grafo I'(f) C A™™™ es definible (con pardmetros).

Sea L un lenguaje de primer orden, A una estructura con teoria T' = Th(.A). Si f es
una funcién definible en A, sigue que existe una férmula ¢(7,7) tal que, para cada
MET, {(@b) € M™™ : M E ¢[a,b]} es grafo de una funcién fy; : M™ — M™.

En general, los conjuntos definibles son bastante diversos. Hay propiedades de
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teorias que veremos adelante, todavia, que pueden clasificar estos conjuntos de
una manera mas completa (a decir, modelo completud y eliminacién de cuantifi-

cadores).

Podemos extender la definicion arriba para teorias: sea 7" una teoria en un lenguaje
de primer orden L, Sea M F T un modelo, una aplicacion f : M™ — M™ es
definible si su grafo es definible en M por una férmula ¢(z,7) y T F VZ3ye (T, v)

- i.e., T prueba que ¢ es una funcién.
Vamos ahora definir expansiones de una estructura.

Definicién 2.5.3. Sea M una L-estructura, L C L. Podemos definir la expansion
de M como una estructura (M, L \ L) = M con mismo dominio que M y que

tiene la misma interpretacién de los simbolos de L.

Observacion 2.5.1. Se puede demostrar que si tenemos dos expansiones (M, f),
(M, g), entonces si g es definible en (M, f), todos los conjuntos definibles en
(M, g) son definibles en (M, f).

La nocion de modelo es importante para definir la nociéon de consecuencia légica,
bajo un punto de vista semantico. Sea 1" una teoria y ¢ un enunciado, entonces

decimos que T implica (semédnticamente) ¢ si para cada M £ T', se tiene M E ¢.

2.6. Elimininacién de cuantificadores y modelo completud

Vamos definir dos conceptos importantes para la teoria de modelos, que dicen sobre
cuan sencillos son los conjuntos definibles sobre los modelos de tal teoria, bajo el

punto de vista del sintaxis de las férmulas que los definen.
La primera nocion es la eliminacién de cuantificadores:

Definicién 2.6.1. Sea T una teoria de un lenguaje L. Decimos que T tiene eli-
minacién de cuantificadores si para cada férmula ¢(T), existe una férmula ()
sin cuantificadores tal que T' E VZ(¢(T) <> ¢¥(T)). Decimos que una L-estructura
A tiene eliminacién de cuantificadores si su teoria Th(A) tiene eliminacién de

cuantificadores.

Este concepto es importante para este trabajo pues podemos formular el Teorema

18



de Tarski-Seidenberg como la afirmacién de que R, estructura de {0,1, +, -, <} con
dominio R y la interpretacion usual de los simbolos, tiene eliminacién de cuantifi-
cadores. Decimos que una funcién f : A — R", con A C R™ es semialgebraica si
su grafo es un conjunto semialgebraico. Una otra manera de formular el Teorema
de Tarski-Seidenberg es decir que el image de un conjunto semialgebraico por una

funcion semialgebraica es un conjunto semialgebraico.

El resultado que vamos estudiar en este trabajo puede ser visto como una espécie de
version débil del Teorema de Tarski-Seidenberg parala {0, 1,4+, -, <, exp }-estructura
(R; exp) - més precisamente que esta estructura es modelo completa, un concepto

que definimos seguidamente.

Como hay muchas maneras diferentes de definir modelo completud, vamos introdu-
cir este concepto de varias maneras diferentes, siguiendo [Col]. También podemos

encontrar una caracterizacion similar en [Hod93], Teorema 8.3.1.

Definicién 2.6.2. Una teoria T de un lenguaje L es modelo completa si satisface

las condiciones equivalentes:

1) Si tenemos dos modelos M, N ET, N C M, entonces N' < M;

11) Para cada M E T, ¢(7) férmula existencial, @ € M, donde M es el dominio
de M, y N2 M, con N E T, tenemos que M F ¢[a] si, y solo si, N F ¢[a]

(en este caso, decimos que M es existencialmente cerrado);

111) Para cada férmula ¢(7), existe una férmula (Z) del tipo Vy6(y,T), donde
0 no tiene cuantificadores (férmulas como 9 se llaman universales), tal que

T EVE(¢(T) ¢ ¥(T));

1v) Para cada férmula ¢(T), existe una férmula ¢ (%) del tipo 356(y,Z), donde
no tiene cuantificadores (férmulas como 1 se llaman existenciales), tal que
T'EVz(o(T) < ¥ (T));

v) Toda férmula universal es equivalente, en T, a una férmula existencial;

vi) Toda férmula existencial es equivalente, en T, a una férmula universal;

Demostracion. Las equivalencias iii) — iv) y iv) — vi) siguen de las leyes de De
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Morgan, que prueban que la negacién de una férmula existencial es equivalente a
una férmula universal y la negacion de una féormula universal es equivalente a una

formula existencial.

Las condiciones iii) —iv) obviamente implican en v) —vi). Para probar que (v — i)
implica en (i7i — iv), utilizamos el hecho de que cada férmula es equivalente a una
férmula prenex normal (la demostracion esta fuera del alcance deste trabajo), 6

sea, una formula que tiene la férma

vylaﬁvy?) te Qyn(b(jv 517 s Jyn)
0 la forma
Elylvy23y3 e Qynqs(f’ yh s 7yn)

donde los 7, y T son tuplas de variables, () es el cuantificador adecuado y la
férmula ¢(Z, 7, ...,7,) no tiene cuantificadores. Ahora hacemos inducién en n. El
caso n = 1 sigue directamente de (v — vi). Ahora suponga n > 1y que la férmula

sea de la forma
vylaﬁvyii tee Qyngb(E? gh e 7yn)

como hablamos antes. La hipotesis de induciéon implica que la férmula
_Ely2vy3 s Qyn(b(T? m7 ce ;yn)

es equivalente a una formula universal - eso sigue pues esta es equivalente a

Y923y - .. QY9
. Como Consecuencia,

es equivalente a una férmula existencial que, por vi), es equivalente a una férmula

universal 6. Por lo tanto,
Vy13Y, - QY9
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es equivalente a Vy,60, que es una férmula universal. El caso

Elylvy2zly?> e Qyn¢<§7 yla s 7@71)

se hace de manera analoga.

Es inmediato verificar que i) implica en 4i). Que i) implica en (iii — vi) sigue
directamente de un hecho que esta fuera del alcance deste trabajo: el hecho que
si tenemos una férmula ¢(Z) tal que, dados modelos de T NV C M y @ € N,
N E ¢[a] implica en M E ¢[al, entonces ¢ es equivalente, en T, a una férmula
existencial. Asi es claro que si todo modelo de T es existencialmente cerrado, cada

formula existencial es equivalente a una férmula universal.

Por fin, probamos que (4i¢ — vi) implica en 7). Dados modelos M, N E T, N C
M, ¢(Z) una férmula y @ € N™, sean ¢ y 0 las férmulas existencial y universal

equivalentes a ¢, respectivamente, tenemos

N E ylal = M E Ya

ME 6lal = N E 6[q)
Siendo ¢, 1, 6 equivalentes, el resultado sigue. n
Encuanto la condicion i7), podemos precisar el siguiente: sean M C N L-estructuras.
Entonces M es existencialmente cerrado en N si, y solo si, para cada férmula exis-
tencial ¢(7), a € M, N E ¢[a] implica M E ¢[a]. Es facil ver que M es existen-

cialmente cerrado si, y solo, para cada extension N' D M, M es existencialmente

cerrado en M.
Decimos que una L-estructura es modelo completa si su teoria lo es.

Note que si una teoria 7' tiene eliminacion de quantificadores, entonces también es

modelo completa - pues toda férmula libre de quantificadores ¢(T) es equivalente
a Jyo(T).

Vamos ahora a dar una interpretacion geométrica para estos conceptos. Fijamos
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una estructura A, de dominio A, sobre un lenguaje L. Sea ¢(Z,y) una L férmula,
considere el conjunto definido por ¢ en A" X = {(a,b) € A" : AF ¢[a,b]}.
Sea m : A"™! — A" la proyeccién en las n primeras coordinadas, note que 7[X| =
{a € A" : para algin b € A, (a,b) € X} es la misma cosa que el conjunto {a € A™ :
A E Jyglal}. Por lo tanto, podemos interpretar la introducién de un cuantificador
existencial en una formula como tomar la proyeccion del conjunto de puntos que

tal férmula define (teniendo en cuenta el orden de las variables).

Con eso en mente, teniendo en cuenta también el hecho de que V¢ es equivalente
a —3x—¢, la definicién iv) de modelo completud se traduce en la seguinte nocién
geométrica: el complementario de la proyeccién de un conjunto definible es la

proyeccion de algin otro conjunto definible.

Ahora suponga que A = R, en el lenguaje de anillos ordenados. Los conjuntos
semialgebraicos son las combinaciones booleanas finitas de conjuntos que tienen
la forma {@ € R" : p(a) =} o {@ € R : ¢(a) > 0}, donde p, ¢ son polinomios
en n variables. Estos corresponden a los conjuntos definibles con parametros por
formulas sin cuantificadores. Podemos formular el teorema de Tarski-Seidenberg
como la asercién de que la proyeccién de un conjunto definible es un conjunto

semialgebraico.

2.7. Estructuras o-minimales

Ahora definimos lo que son estructuras o-minimales. La idea es que son estructural
linealmente ordenadas donde los conjuntos definibles son lo mas sencillos posible.

El principal ejemplo de estructura o-minimal es R. Las principales referencias son
[PS86], [KPS86], bien como el apendice de [Bes16].

Definicién 2.7.1. Sea M una L-estructura tal que <€ L y <™ es un orden total
(decimos en este caso que M es una estructura linealmente ordenada). M es o-
minimal si cada B C M parametricamente definible es unién finita de intervalos

(pueden ser intervalos abiertos, cerrados, acotados o no).

Ejemplo 2.7.1. La estructura R es o-minimal, por consecuencia del teorema de
Tarski-Seidenber (pues subconjuntos semialgebraico de R son unién de puntos y

intervalos).
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Ahora vamos enunciar un teorema, cuya demostraciéon estd en [PS86], Teorema
4.2, que es importante para resultados que veremos adelante en este trabajo (a

saber, en el Teorema 3.5.3).

Teorema 2.7.1. Sea M una estructura o-minimal, X = (a,b) un intervalo (es
permitido a = —o0 0 b = +00) y f : X — M una funcion definible. Entonces
existen ag =a < a; < --- < a, = b en M tales que f es monotona o constante en

(@i, air1) para cadai=0,...,n — 1.

Un otro resultado importante es el teorema de descomposicion celular. Antes vamos

definir k-celulas.

Definicién 2.7.2. Sea M una estructura o-minimal. Definimos las k-celular, k£ €

N, por recursion:

1) Puntos @ € M son 0-celulas. Intervalos (a,b) C M, con a € M U {—oc},
be MU{oo}, a <b, son l-celulas;

11) Si C' C M"™ (n entero positivo) es una k-celula 'y f: C'— M es una funcién

definible y continua, entonces su grafo I'(f) € M™"! es una k-celula;
m) Si ¢ € M™ es una k-celula, fi,f, : C — M son funciones definibles y
continuas tales que f; < fy en C, entonces

Cy={(@,y) e M"' .7 € C, fi(T) <y < fo(T}

es una k + 1-celula.

Definicién 2.7.3. Sea M una estructura o-minimal, n un entero positivo. Defi-

nimos una descomposicién celular de M™ por recursion:

1) Si n = 1, una descimposicién celular de M es una particién finita de M en

puntos o intervalos - a saber, un conjunto con la forma:

{(—00,a1), (az,a3), ..., (@m-2,Gm-1), (@m,0),{ar},...,{am}}

11) Una descomposiciéon de M™*! es una particién C de M" ! en un niimero finito

de celulas tal que 7[C] es una particién de M". Aqui, 7[C] es una particién
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de M"™ obtenida por la imagen de cada elemento de C por la proyeccion

7M™ — M™ en las n primeras coordinadas.

El teorema de descomposicion celular es un importante resultado sobre estructuras
o-minimales. Con él, probamos, por ejenplo, que conjuntos semialgebraicos tienen

finitas componentes conexas. Su enunciado es:

Proposicién 2.7.2. Sea M wuna estructura o-minimal, y n un entero positivo.

Entonces:
1) Sean Ay, ..., Ay C M™ definibles. Entonces existe una descomposicion celular
C de M™ tal que cada A;, i =1,...,1, es una union de celulas;

1) Sea f: A— M una funcion definible, con A C M". Eziste una descomposi-
cion celular de M™ tal que, para cada celula C' C A de la descomposicion, la

restricion de f a C' es continua.

La teoria de una estructura o-minimal tiene la siguiente propiedad muy agradable,

que utilizaremos adelante:

Teorema 2.7.3. Sea M una estructura o-minimal, y N'F Th(M). Entonces N

es una estructura o-minimal.
La demostracién del teorema arriba estd en [KPS86].

Por fin, vamos definir lo que son funciones de Skolem y enunciar un resultado
conocido por elecciéon definible, que dice que ciertas estructuras tienen funciones

de Skolem definibles, en particulas expansiones o-minimales de R.

Definicién 2.7.4. Sea M una L-estrucura y ¢(7,y) una L-férmula. Una funcién

f: M™ — M es una funcién de Skolem para ¢ si siempre que M F Jyop[al,
ME ¢la, f(@).

Decimos que M tiene funciones de Skolem definibles si, para cada férmula ¢(7, y),

existe una funcién de Skolem definible para ¢.

Decimos que una teoria 7" tiene funciones definibles si para cada ¢(Z,y), existe
una funcién (7" prueba que es funcién) f(7) tal que, para cada modelo M E T,

a e M", si M E Jyg¢[a], entonces M E ¢[a, f(a)).
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Vamos enunciar el teorema de eleccién definible de forma geométrica. La lecto-
ra puede deducir a partir de la discusion en la parte 2.7 deste trabajo que las

expansiones o-minimales de R tienen funciones de Skolem definibles.

Teorema 2.7.4 (Eleccién Definible). Sea L un lenguaje con {0,—,+} C L y M
una L-estructura que es un grupo ordenado con respeto a +. Si A C M™"
es un conjunto definible y w : M™*T" — M™ es la proyeccion en las m primeras

coordinadas, entonces existe f : w[A] — M™ tal que su grafo I'(f) estd contenido
en A.

2.8. Tipos y modelos saturados

Ahora vamos definir lo que es un n-tipo para un lenguaje de primer orden, con
parametros en un subconjunto de una estrutura de tal lenguaje. Las principales

referencias aqui son [Gesl16] y el apendice de [Bes16].

Definicién 2.8.1. Sea L un lenguaje y M una L-estructura con dominio M,y B C
M . Un n-tipo sobre B es un conjunto P(x1, ..., x,) de féormulas ¢(z1, ..., Tp, b1, ..., bm),

donde los b; son parametros en B.

Sea M una L-estructura, P(xy,...,2,) un tipo sobre B C M. Decimos que @ =
(ar,...,a,) € M™ realiza P(xy,...,x,) si M E ¢[a,b] para cada ¢(Z,7) € P(Z).

Si existe tal a, decimos que P(Z) es realizable en M.

Decimos que P(zq,...,x,) es finitamente satisfacible en M si cada subconjunto
finito de P es realizable en M.

Ahora vamos definir lo que son modelos saturados para un dado cardinal.

Definicién 2.8.2. Sea M una L-estructura y x un nimero cardinal. Decimos que
M es k-saturado si para cada subconjunto A C M, con |A| < k, cada 1-tipo con

parametros en A que es finitamente satisfacible es realizable en M.

Por fin, enunciamos un resultado importante de la teoria de modelos que vamos

utilizar en este trabajo:

Teorema 2.8.1. Sea M una L-estructura y k un cardinal. Entonces eziste una

extension elemental M < N tal que N es k-saturado.
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Una prueba del teorema arriba puede ser encontrada en [Poi00], de acuerdo con

[Bes16].

2.9. Transfer y resultados en T

Considere ahora el lenguaje de L de los cuerpos ordenados y sea R la estructura
de R como cuerpo ordenado, de acuerdo con la interpetacion usual de los simbolos
de L. Sea T = Th(R). Note que una funcién definible en R es también definible

en T, por definicién.
Sea f: A — R una funcién definible, A C R". Podemos hablar del limite de f en

el lenguaje L de la siguiente forma:

lim f(7) = B

T—a

puede ser expresada por el L-enunciado:
Ve(e >0 — 3b,evz(b<T < ¢ — |f(T) — B| < ¢))

donde b < T < € denota la férmula /\?:1 by < x; < .

Asi, si tenemos un modelo K E T, tiene sentido hablar de funciones C>®de K",
para todo n € {1,2,3,...}. Ademds, resultados sobre limites de funciones reales

que pueden ser expresados con enunciados de L son verdaderos en K.

Esa técnica es conocida por "transfer principle”, y la utilizaremos mas adelante,
por ejemplo, para probar una versién del teorema de la funcién implicita para

expansiones de R, en la parte 3.3.
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3. Los resultados de Wilkie

3.1. Enunciados de los resultados

Empezamos por explicar el contenido del articulo de Wilkie ([Wil96]). Son dos
resultados principales, y este trabajo se centra sobre todo el segundo. Cada uno
de los resultados muestran la modelo completud de una expansiéon del cuerpo or-
denado de los reales. Concretamente, la primera expansion R de R por las cadenas
pfafianas restringidas (es decir definidas en un poliintervalo compacto) y la segun-
da expansién Rey, de R por la funcién exponencial global de R en R (que forma
una cadena pfaffiana, pero no restringida, con lo que esta iltima no es una subex-
pansién de la primera). Denotamos por L el lenguaje de los cuerpos ordenados,
v R la estructura usual de cuerpo ordenado en R. Mds generalmente, se estuda
modelos K F Th(@), donde R es una expansion de R. Asi, verificaremos la modelo

completud de la teoria de las expansiones consideradas.
Primer Teorema Princial de Wilkie:
Iniciamos con la definicion de cadenas pfaffianas y cadenas pfaffianas restringidas.

Definicién 3.1.1. Sean m,[ enteros positivos, U C R™ abierto que contiene

[0,1]™. Una cadena Pfaffiana de funciones es una sucesién Gy,...,G; : U — R
tal que existen polinomios p; ; € R[z1, ..., 2p4| con

0G;

87-1 = pi,j(xla R o Gl, e Gz)

J

Ahora, dada una cadena Pfiaffiana G4, ..., G, definimos las funciones Fi, ..., F
restringendo a [0, 1] y ampliando fuera de este conjunto por cero, i.e., por F; =
G - Ijppm, donde I es la funcién indicadora del conjunto A. A la sucesién F =

(F1,..., F)) lamaremos cadena pfaffiana restringida.

Ahora, dada una cadena pfaffiana restringida y dado C' C R tal que cada coeficiente

de cada p;; es definible en la estructura

R := (@, Fi, ..., F, {r}ec))
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- es decir, anadimos un simbolo de funcion para cada Fj, y los interpretamos como
F;, asi como hacemos para los elementos de C', denotamos la teoria de tal estructura
T, v su lenguaje por L = L U {F;} U{r}ec.

Entonces el primer teorema del articulo es:

Teorema 3.1.1 (Primer Teorema Principal). Cada conjunto definible en R" de-
finible por una formula de L puede ser definido por una L existencial. En otras

palabras, T es modelo completa.

Ahora, vamos probar un lema que sera importante adelante. Sea e : R — R la
funcién definida por x — exp((1+2%)7!) y considere la estructura (R, e). Denota-
mos su lenguaje y teoria por L., T., respectivamente. Similarmente, denotamos la
teorfa y lenguaje de (R, exp -1 [0,1]) POT ixp y Zexp. Note que esta estructura viene
de una cadena Pfaffiana restringida, y del primer teorema principal sigue que ifxp

es modelo completa. Ademéas, dado un modelo K E T,, podemos definir un modelo

de T, exp definiendo exp -Ijg ) por la férmula
(x=0—=y=1)A((z<0Vz>1)—>y=0A"0<z<1—=y=eWa !l -1))

Similarmente, es posible definir e en un modelo de Texp a partir de exp -Ijg 1), pues
(1 + 2%~ € (0,1]. Asi, como consecuencia de la Observacvién 2.5.1, tenemos
que (R,e) y (R,exp-Ijoy) tienen los mismos conjuntos definibles. Como en estos
casos, las formulas que interdefinen las funciones especificadas son existenciales,
estos conjuntos tienen los mismos conjuntos existenciales y, por lo tanto, sigue el

siguiente lema:

Lema 3.1.2. Sea K F T,. Entonces las estructuras (K, e), (K,exp-Ijo 1) tienen

los mismo conjuntos existenciales.

Asi, sigue del Primer Teorema Principal del articulo de Wilkie que 7T, es modelo
completa. El segundo teorema principal es el tema deste trabajo, asi que nuestro

enfoque sera en los capitulos 9, 10 y 11 del articulo. El segundo teorema es

Teorema 3.1.3. (Sequndo Teorema Principal) La teoria de la estructura (R, exp)

es modelo completa.
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Arriba, exp denota la funcién usual z — e*.

Si decimos que un conjunto es semi-EA (”semi-exponential-algebraic”) quando es
unién booleana de conjuntos con la forma {@: p(@) = 0} y {@ : ¢(@) > 0}, donde
p,q € Rlzy,...,z,, €™, ... €"] (llamamos polinémios deste tipo de polinémios
exponenciales), y una funcién es semi-EA si su grafo lo es y, finalmente, que un
conjunto es sub-EA si es imagen de un conjunto semi-EA por un mapa semi-EA|
entonces este teorema es equivalente a decir que el complementario de un conjunto
sub-EA es sub-EA. Podemos también reformular el resultado como siendo lo de que
los conjuntos definibles en la estructura (R, exp) tienen la forma {@ : Iyp(Z,7) =

0}, donde p es un polinémio exponencial con coeficientes enteros.

3.2. La demostracion del Primer Teorema de Wilkie

La demostracién de la modelo cempletitud de la expansiéon que nos interesa méas
en este trabajo, Rey, (la expansion de R por la funcién exponencial), utiliza al-
gunos resultados que Wilkie establece para probar la modelo completitud de la
primera expansion R por cadenas Pfaffianas. Esto quiere decir que presentar prue-
bas completas, incluso para la modelo completitud de Rey,, requeriria hacer las
pruebas completas de practicamente la totalidad del articulo. Esto sobrepasaria
la extension razonable de este trabajo. En su lugar, hemos recogido en esta parte
enunciados e ideas principales de aquellos resultados sobre los pfaffianos que son

esenciales para comprender la prueba de la modelo completitud de Reyp.

Empezamos con un analisis de la sintaxis de férmulas para expansiones generales
de R.

Lema 3.2.1. Sea L un lenguage en que anadimos un conjunto de simbolos de
funcion F y constantes C a L, denotamos entonces una expansion de R en este
lenguaje por R y su teoria por T. Si X es un L-enunciado existencial, entonces

este enunciado es equivalente, en T, a un enunciado con la forma
n
Elxl,...,:vr/\u:()
s=1

donde cada 7, es un LUC término o tiene la forma f(z;,,...,2;) —x;,, =0 para
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algin f € F.

Para la demostracion, la idea es que utilizamos las equivalencias logicas en T dadas
por:
r#y<+ z((y—x)z—1) =0,

<y I(y—2)2"-1)=0.
Para los detalles, ver [Bes16], Lema 2.1.5.

A partir de ahora, R denota la expansion de los reales por una cadena de funciones
Pfaffianas restringidas (F1,..., F}), como en la parte 3.1, con lenguaje L y teoria
T. Similarmente, denotamos por R’ la expansion de R por una cadena de funciones
Pfaffianas sin restringir Hy, ..., Hy, 6 sea, R/ = (R; Hy, ..., H;, {r},ec), donde C
es un conjunto sobre el cual los coeficientes de los polinomios p; ; son definibles, y

la teoria y lenguaje de R’ se denotan por T y L , respectivamente.

Lema 3.2.2. Sean k, K E T, con k C K. Entonces k es existencialmente cerrado

en K si, y solo si,
KEdry,...,x,x = kFEJzy,...,2.x

para cada Lj enunciado 3xq,...x,x con la forma
n
dxq, ...z, /\Xs($1,---,$r)
s=1

donde cada x(z1,...,x,) tiene la forma 7(x1,...,2,) = 0 para algin Ly-término

(6 sea, un polinomio sobre k) o tiene la forma

/\O<xi]. <IANFy(ay,....2; )= %, =0
J¢s

para algin S C {1,....,m}, yalgin 1 <i <1, donde 1 <iy,...,0m11 < T Y

5, sij ¢S
Dol sijes
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La demostracion se hace sustituyendo. la férmula

E(yla"'aym)_merl:O/\yjzl

por la férmula

(Y > 1A Y1 = 0) V (Fi(y1, -+, Ym) (W5/1) = Ymsr = 0 A y; = 0)

donde "y;/1”denota la sustituiciéon de y; por 1 en la expresion F;(yi, ..., Ym).

Hacemos un truco analogo para y; < 0. Para detalles, ver [Bes16], Lema 2.1.6.

La prueba del primer teorema principal se hace esencialmente con una inducién
en el nimero de férmulas y, con la segunda forma que ocurren en y como en el

lema arriba.

Los dos ultimos Lemas (3.2.1, 3.2.2) sugieren que podemos probar la modelo co-
pletud de T apenas considerando ceros de sucesiones especificas de términos. Eso

motiva la siguiente definicién:
Definicién 3.2.1. Sean n,r € N.

1) Una sucesién (oy,...,0,) de L-términos en las variables z1,...,x, es una

(n,r)-sucesion si cumple:

» paras = 1,...,n, o tiene la forma F;(yy,...,yn) paraalgini = 1,...,1

y algins y1, ..., ym € {0,1,21,..., 2. };

» Sise{l,...,n},i1€{2,...,l} y oses Fi(y1,...,Ym), entonces s > 1
y, para algin t € {1,...,s — 1}, or es Fi_1(Y1,- -, Ym)-

11) Las variables que ocurren en algun término de una (n, r)-sucesién @ se llaman

o-acotadas

Observacion 3.2.1. Cada (n,r)-sucesién & es también una (n,7r’)-sucesién para
cada r’ > r, con el mismo conjunto de variables g-acotadas, y cualquier segmento
inicial de una (n,r)-sucesion es una (n’,r)-sucesién para algin n’ < n. Ademsds,
cualquier sucesién de L-términos satisfaciendo la primera condicion en ) puede

ser reordenada y rellenada en una (n, r)-sucesion.
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Definicién 3.2.2. Sea K =T,y 7 = (01, ...,0,) una (n, r)-sucesién. El dominio
natural de @ en K, denotado por D"(7, K) es definido como [];_, I;, donde

{re K:KF0<z<1} siu; esd-acotada

K caso contrario

Definicién 3.2.3. Sean k, K F f, k C K. Denotamos por M"(k, K,7), para una
(n,r)-sucesion 7, el anillo de todas las funciones f : D"(7, K) — K para las cuales

existe un polinomio p € k[Xy,..., X,, Yy, ..., Y,] tal que

f@) = p(@,01(@), ..., on(@))

para cada @ € D"(7, K), donde @ = (071,...,0,).

Es importante notar que M"(k, K,5) es un anillo diferencial, pues las F; son
pfaffiana restringidas. Ademas, es un dominio de integridad por consecuencia del
principio de identidad para funciones analiticas reales (ver apendice de [Bes16],
Proposicién A.1.5). Podemos reducir la demostraciéon de modelo completud de T

con al siguiente lema:

Lema 3.2.3. Sean k, K F f, k C K. Suponga que para todas las (n,r)-sucesiones
o ycada ¢1,...,q € M"(k, K,7) es verdad que si g1,...,q tienen un cero comun
en D"(7, K), entonces hay un cero comun en D" (7, k). En estas condiciones, k es

existencialmente cerrado en K.

Demostracion. Suponga que K F dxq,...,x,Y, donde y tiene la forma del Lema
3.2.2. Entonces podemos agrupar los términos que ocurren las férmulas xs con
la segunda forma en una (n,r)-sucesién @, para algins n,r € N (sin introcir
nuevas variables acotadas en y). Entonces cada y, dice simplemente que alguna
funcién g5 € M"(k, K,7) tiene un cero en D" (7, K). Utilizando este hecho, existen
g1,---,91 € M"(k, K,7) tales que hay un cero comun a todas en D" (7, K) si, y solo
si, K E 3y, ..., 2,.x. Eso también es verdad para k y D"(7, k). Asi, el resultado

sigue de la definicién i) de modelo completud. O]

32



Ahora fijamos la siguiente notacién, para k, K F T, kC K, =(01,...,0,) una

(n,r)-sucesién y gq,...,g9 € M"(k, K,5):

991 .. 9
a{L‘il al‘it
a(gla cee 7gl)
Ny i)
L W
0z, Oz,

Note que si [ = t, entonces det <M> € M"(k,K,7), por consecuencia del

Oy 55y
“ransfer principle“. Denotamos, en el caso de [ =7, (..., x;,) = (21,...,2,),

el determinante arriba por J(gi, ..., gr).

Definicién 3.2.4. Suponga k, K F T,k CK, y sea @ una (n, r)-sucesién. Entonces
un punto P € K" se llama (k,7)-definible si existen gq,...,9 € M"(k, K,7) tales

que
1) Pe D'(K,7);

m) gi(P) =+ =g, (P)=0;
1) J(gi, ..., 9,)(P) # 0;

La demostracién del Teorema 3.1.1, a partir del Lema 3.2.3 divide en dos lemas,

cuyas pruebas estan fuera del alcance deste trabajo.

Lema 3.2.4. Sean k, K F T (o T’), k C K y 7 una (n,r)-sucesion. Suponga
g€ M"(k,K,5) yg(P)=0 para algin P € D" (7, K). Entonces para algin s € N,
existe Qo € D"(7,K) y Q1 € K* tal que (Qo, Q1) es (k,a)-definible (mirando &
como (n,r + s)-sucesion).
Lema 3.2.5. Sean k, K = T, y & una (n,r)-sucesién. Entonces cada punto (k,7)-
definible de K" estd en k".

Ahora, vamos utilizar los Lemas 3.2.3, 3.2.4, 3.2.6 para probar el Teorema 3.1.1.

Demostracién del Teorema 3.1.1:

Demostracion. Vamos ahora a demostrar el Teorema 3.1.1. Sean k, K modelos ar-

bitrarios de T' (una estructura generada a partir de una cadena pfaffianas restrin-

33



gidas), con k C K. Vamos aplicar el Lema 3.2.3. Como consecuencia de tal Lema,
basta considerar ceros de funciones definibles a partir de (n, r)-sucesiones. Asi, sean
n,r € Ny @ una (n,r)-sucesién, y suponga g,...,q € M"(k, K&) con un cero
comun a todas P € D"(7, K). Note que P es un cero comin a cada g;, i = 1,...,1
si, y solo si, g(P) = 0, donde g = S\, ¢2, v que g € M"(k, K,5). Asi, por el
Lema 3.2.4, existe s € N, Qy € D" (7, K), Q1 € K* tal que g(Qo) =0y (Qo, Q1)
es (k,o)-definible. Asi, por el Lema 3.2.5, (Qo, Q1) € k"%, donde Qo € k". Por lo

tanto, k es existencialmente cerrado en K, lo que concluye la demostracion. O

Comentemos brevemente como se demuestra el Lema 3.2.5, sin entrar en detalles.
Utilizamos dos lemas. Esta demostracion utiliza técnicas del algebra conmutativa
(para probar el caso para puntos (k,())-definibles), y se hace por inducién en n

para probar el Lema 3.2.5(ver [Bes16]). Los lemas son:

Lema 3.2.6. Sean k, K £ T (o TV’), kE C K, y @ una (n,r)-sucesion. Ademds,
suponga que para cada s > r y cada punto (k,7)-definible (p1,...,ps) € K° existe
B ek con KE N_, —B < p; < B. Entonces cada punto (k,)-definible de K"

esta en k".

Lema 3.2.7. Sean k, K E T, k C K, y & = (01,...,0m,0n41) una (n + 1,7)-
sucesion. Denote por @ = (01, ...,0,). Suponga que para cada s > r, todo punto
(k,7)-definible de K* estd en k®. Entonces para cada s > r y cada punto (k,7")-
definible (py,...,ps), existe B €k con KE N\,_, —B < p; < B.

Los capitulos 3-8 del articulo de Wilkie son dedicados a demostrar los Lemas 3.2.4,
3.2.6 y 3.2.7. Si combinamos los Lemas 3.2.3, 3.2.4, 3.2.6, 3.2.7, tenemos el siguiente

teroemas:

Teorema 3.2.8. Sean k, K F T’, k C K y suponga que para cada n,r € N y cada
(n,r)-sucesion, todo punto (k,a)-definible (p1,...,p.) € K" satisface —B < p; <

B para algin B € k (i=1,...,r). Entonces k es existencialmente cerrado en K.

Adelante, en la parte 3.4, vamos a utilizar el Teorema 3.2.8 para demostrar la
modelo completud de Tiyp, la teoria de (R, exp) - donde exp : x > €® es la funcién
exponencial. Note que Ty, tiene la forma de una expansién por una cadena (de

longitud 1) Pfaffiana, asi que podemos aplicar el Teorema anterior.
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3.3. Algunos resultados de la primera parte del articulo de
Wilkie

En esta parte del trabajo vamos a enunciar, sin probar, resultados que utilizaremos

adelante. El primer teorema es de Khovanskii, y es sobre la cantidad de ceros

regulares de un sistema de equaciones formado por funciones que son expresiones

polinomiales formadas a partir de una cadena Pfaffiana. El enunciado contiene el

caso real, pero es verdad, como consecuencia del “transfer principle“ para cualquier

modelo de 7" (pues puede ser escrito como um enunciado de primer orden). Para

la prueba, ver [Kho80].

Teorema 3.3.1. Sea hy,...,h; una cadena Pfaffiana de funciones en R™™. Su-
ponga que gi, ..., gm € Rlx1, ..., Tmgn, b1y - o, ] (aqui, z; - R™™™ — R denota la

i-esima proyeccion). Entonces ezxiste N € N tal que para cada QQ € R™ el conjunto

(PER: u(P.Q) = v+ = gn(P.Q) = 0.det ( G020 (1) 0)

tiene como mdximo N elementos.

Para enunciar el préximo resultado, necesitamos de algunas definiciones. A partir

de ahora, R denota una expansién cualquier de R, con teoria T y lenguaje L.
Definicién 3.3.1. Sea K F ?, neN;n>1.

1) Un sistema de entornos en K" es una coleccién de abiertos no vacios y

definibles que es cerrada por intersecciones finitas;

11) Dado un sistema de entornos 9, D™ ()~ denota el conjunto de todos os
pares (f,U) donde U € Oy f: U — K es una funcién definible y C'* (con
respeto a K);

11) Dados (fi,Us), (f2, Uz) € D™ (D)™, definimos la relacién de equicalencia
(f1,U1) ~ (f2,Us) por existe U € O con U CU; NUs y f1(ZT) = fo(T) para
cada T € U. Denotamos la clase de equivalencia de (f,U) por [f,U].

1v) El conjunto de clases de equivalencia por esta relacion, o germenes, es deno-
tado por D™ (D).
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El conjunto D™ () es un anillo (con unidad) diferenciable, donde los operadores

% son definidos de forma que conmuten con la operacién de tomar el cociente por
k2

Notacién: Para n entero positivo , P € K" (K E ?), sea O p el conjunto de todos
los entornos definibles de P. Es claramente un sistema de entornos. Escribimos
DM (P)~ y D™ (P) en lugar de D™ (Dp)~ y D™ (Dp), respectivamente. Si g €
DM (P), g = [f,U], entonces g(P) denota f(P). Finalmente, denotamos por dpg
(6 dpf) el vector (§L(P),..., #5(P)) € K™

7 Oxp
Ahora vamos a probar una version del teorema de la funcién implicita para modelos

de T. Proseguimos como en el inicio del capitulo 4 del articulo de Wilkie. El

resultado va seguir de una aplicacién del “transfer principle .

Suponga r,m €N, r,m > 1y (P,Q) = (p1,...,Pr,q1s- -+ Gm) € K™™. Sea U un
entorno abierto definible con parametros de (P, Q) y suponga fi,..., fm: U = K

funciones definibles y C'*°. Suponga también que (P, () es cero no singular de

fi,.-., fm con respeto a x,i1,...,Tr1m. Eso significa que f;(P,Q) = 0 para i =
1,...,my el determinante de la matriz
Oh .. _0A

8£Er+1 8Ir+m
A=A@y,. .., Tpym) = : :

Ofm ... _Ofm
8Ctr+ 1 81‘r+m

no se anula en (P,Q). Ahora, en R podemos aplicar el teorema de la funcion

implicita para obtener entornos abiertos V; de P, V5 de @ tales que

= VixVy CU;
» Para cada T € V] existe un dnico punto (yi,...,¥m) = (1 (T,...,ym(T)) €
V, tal que, para cada i = 1,...,m, f;(Z,7) = 0 y este punto satisface

det(A(F, 7)) # 0
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= Las funciones y; : V; — K son C* y paracadal=1,...,r, T € V;:

y1 oh
ox; ox;
. — —Ail .
Oym Ofm
ox; Oz
donde el lado derecho de la ecuacién arriba es evaluado en (T, y1 (), . . ., Ym(T).

Para que eso sea verdad para cualquier K F ?, tomamos V7, V5 como entornos de
cajas (producto de intervalos abiertos), y la unicidad es garantizada pues es un

enunciado en 7. Asi, queda probado el siguiente resultado:

Proposicién 3.3.2. Sea K F T. Para U entorno abierto de K™ (T T
U — K funciones C*, si (P.Q) = (p1,.-.,Dryq1,---,qm) € U es tal que P,Q es un

cero para todas las f;, i =1,...,m, i.e., (fi,..., fm)(P,Q) =0 y el determinante
de

Oh ... O
8Z‘T+1 8Ir+m
A= : : :
Ofm ... _Ofm
83%4.1 8$r+m

no se anula en (P, Q). Entonces existen entornos definibles con parametros Vi de
P, V, de Q tales que:

= VixVa CU;

» Para cada T € Vi eziste un inico punto (yi,...,Ym) = (1 (T),...,yn(T)) €
Va tal que (f1, ..., fn)(Z,7) = 0 y det(A(Z, 7)) # 0;

s Las funciones K-definibles y; - Vi — K son C*™ y, para cada l =1,... 1y

T eV
y1 of
oz Oz
. — —A_l .
ym Ofm
ox; ox;
donde el lado derecho es evaluado en (T,y1(T),. .., Ym(T)).

Ahora vamos hacer la siguiente definicion:

Definicién 3.3.2. Sea K F ?, n,s € N, n > 1. Suponga que g1, . . . gs son funciones
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C* con valor en K y definidas en abiertos de K™. Entonces definimos

V(gi,--95) = {Q € )dom(Qs) : 91(Q) = --- = g:(Q) = 0}

=1

V"(g1,-..,9s) ={Q € V(g1,...,9s) : (dgg; -1 =1,...,s) es lin. indep. sobre K}

El siguiente teorema es el Teorema 4.9 en el articulo de Wilkie.

Teorema 3.3.3. Sea K F ?, n un entero positivo, Py € K™ y suponga que M es
un subanillo (con unidad) Noetheriano de D™ (Py) que es cerrado por derivadas.
Seam e Nyl[fi,U] € M,i=1,...,m. Suponga ademds que Py € V" (f1,..., fm)-

Entonces alguna destas opciones es verdad:
= n=m;

» m < nypara cada [h, W] € M con h(Py) =0, h es cero en UNV™(f1, ..., fmm)
para algin U € Op, (con U CW);

» m <n vy para algin [h, W] € M, Py € V**(f1,..., fm, h).

Ahora, sea n un entero positivo, y U C K™ un abierto definible. Entonces {U}
es un sistema de entornos, y podemos identificar D™ ({U})~ y D™ ({U}) con el
anillo de funciones definibles, C*°, de U en K. Denotamos este anillo por D™ (U).
Si P € U, existe un homomorphismo de anillos Rp : D™ (U) — D™ (P) dado
por f +— [f,U] - Rp no es, en general, ni inyectivo ni sobreyectivo. Todavia, la
restricion de Rp al anillo generado por las proyeciones, denotado por Z[z1, . . ., x,],
es inyectiva (pues si un polinomio es cero en un abierto de K, debe ser el polinomio
nulo). Denotamos también el imagen de Z[x1, . .., z,] en D™ (P) por Z[zy, . .., x,)].
El dltimo resultado que vamos necesitar, y que no vamos demostrar es el Teorema
5.1 del articulo de Wilkie:

Teorema 3.3.4. Sea K F ?, M un subanillo noetheriano de D™ (U) que contiene

Zlxy, ..., x,] y que es cerrado por derivadas. Sea f € M y suponga que S es un
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subcongunto no vacio de V(f) que es abierto en V(f) y cerrado en K™. Entonces

)
existen f1,..., fn € M tal que SONV™(fy, ..., fn) # 0.

3.4. Una (casi) demostraciéon del Teorema de Modelo com-
pletud de Ty,

Queremos demostrar que la teorfa de (R, exp) es modelo completa - o sea, el se-
gundo teorema principal del articulo. Denotamos el lenguaje y la teoria de tal
estructura por Tox, ¥ Lexp, respectivamente. Sean k, K = Ty, con k C K. Nece-
sitamos mostrar que cada Li-formula existencial que es vélida en K también lo
es en k (eso es, que k es subestructura elementar de K'). Para eso, utilizaremos el
Teorema 3.2.8, conm =1=1,C =), H = exp, K = K, K = k. Asi, es suficiente

probar el siguiente:

Proposicién 3.4.1. Para cadan € N y f1,..., fn € k[z1,...,2,,€", ... €],

existe b € k tal que, si @ = (aq,...,an) € K™ es tal que fi(@) =--- = f,(a) =0
y el determinante jacobiano J(fi,..., f.)(@) # 0, entonces |o;| < b para cada
1=1,...,n.

Para hacer eso, vamos necesitar de una definicion:

Definicién 3.4.1. Sean € N, s C {1,...,n}. Entonces M} denota el anillo de
17 6(1‘1)

(donde la funcién e es como en el Lema 3.1.2, 6 sea, z — exp((1 + 2%)7!)), para

funciones de K™ en K generado por k y por las funciones z;, (1 + z2)~

i=1,...,n,y exp(z;), para i € s.

Es importante notar que el anillo definido arriba es isomorfo a un quociente de
anillos de polinémios, y por lo tanto, es noetheriano. Ademas, sus elementos son
funciones definibles en K y C'*°. Es también cerrado por derivadas - en particular,
si fi,..., fn € MS, entonces J(fi,..., fn) € M.

Proposicién 3.4.2. Sean € N, s C{1,...,n}.

1) Suponga f € M, @ € K", f(a) = 0. Entonces existen fi,..., [, € M,

B €K™ con f(B) = fi(B) == fu(B) =0y J(fr.-..., fa)(B) # 0.

11) En i), si@ es un cero aislado de f, podemos tomar B = @.
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1) Sean fi,..., fn € MS. Entonces el conjunto

{76 K" : fl(i) = :fn(7> :O7J<f1:---afn)(7) 7&0}
es finito.

Demostracion. Para i), basta aplicar el Teorema 3.3.4 con T = Texp, K = K,
M=M:U=K"yS=V(f).

Para i), utilizamos el Teorema 3.3.3 con T = Texp, K = K, Py = @ y definimos
el subanillo de D™ (@) por M = {[g|y, U] :U entorno abierto de @, g € M?}. Apli-
camos la tercera opcién del Teorema 3.3.3, repetidas veces param =0,...,n — 1.
Para eso, necesitamos probar que la segunda opcion del Teorema 3.3.3 nunca ocu-
rre para ningun paso de m = 0,...,n — 1. Suponga que la opcién i) ocurre para
algin m < n, r = n — m. Entonces existe, tomando [h, W] = [f, K"], un entorno
abierto U de @ tal que f es cero en UNV™(fy,..., fm). Como @ € V*(fi,..., fm),
los vectores dg f1, ..., dgf, son linealmente independientes. Asi, existe un subcon-

junto S C {1,...,n} de cardinalidad m tal que la matriz

(5
Ox; 1<i<m,j€S

tiene determinante no nulo. Renombrando las variable, podemos asumir que S =

{Zr41,- -+, Trym}. La Proposicién 3.3.2 implica entonces que @ no es cero aislado
de UNV™(fi,..., fm), lo que es una contradiccién.

Para iii), sea s = {i1,...,4,} y note que la sucesién (1+2%)7% e(z), exp(x) es una
cadena Pfaffiana. Asi, el resultado sigue del Teorema 3.3.1. O

Vamos demostrar la Proposicion 3.4.1 por contradiccién. Si es falsa, entonces exis-
ten polinémios exponenciales f1,..., f, € k[x1,...,x,, ", ..., e*] tales que, para
cadab € k,existe@ = (aq,...,ap) con fi(a) =+ = fo(@) =0, J(f1,..., fo)(@) #
0 con |oy| > b para algin [ € {1,...,n}. Por la proposicién anterior, sabemos que
(f1,-.., fn) tiene finitos ceros regulares en K™ - por lo tanto, como k es infinito,

debe haber un cero regular @ de (f1,..., f,) con alguna componente q; tal que,
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para cada b € k, |a;| > b. Si definimos
s={ie{l,...,n} exp(x;) ocurre en algin f;,j=1,...,n} U{l}

y tomamos m como la cardinalidad de s, tenemos que m satisface la condicion:

(%), para algin n > m natural, existe @ = (aq,...,q,) € K", [ €
{1,...,n},s € {1,...,n} con cardinalidad m tales que, para algins
fi,oo s fne M, fil@)=---= fo(@) =0%# J(f1,..., fu)(a). Ademés,

lay| > b para cada b € k y, si m > 0, entonces vale que [ € s.

Por la discusién que hemos hecho, probar el siguiente lema completa la demostra-

cién de la modelo completud de Teyp.

Lema 3.4.3. No es verdad que existe m tal que ().

Demostracion. Suponga que no y sea m minimo tal que (x),, es verdadero. Va-
mos probar que m > 0. Si m = 0, podemos considerar L.-estructuras K’, k' con
dominios K, k, respectivamente, donde e es interpretada com en el Lema 3.1.2.
Entonces K', k' F T, la teoria de (R;e) - eso sigue pues e es definible en K, k. Asf,
tenemos que k' < K, pues T, es modelo completa. Sean f1,..., f, las funciones
que satisfacen (x)y. Sabemos que, por la proposiciona anterior, el conjunto de los
@ que son ceros regulares es finito, digamos con N elementos. Hay una L.-formula
(L. = LU {e}) que estabelece que hay exactamente N ceros de (fi,..., f,), pues,
como m = 0, estas funciones son definibles en £’. Pero eso implica que hay un
elemento en k que es mayor que cualquier otro elemento de k - una contradiccion.

Asi, m > 0.

Ahora, considere el m minimo, y n,a,l,s y fi,..., f, que satisfacen (x),,. Una

propiedad que vamos probar mas adelante es la siguiente:

Proposicién 3.4.4. Ezisten enteros n;, para i € s, no todos nulos, y ¢ € k tales

que 0 < c+ ) . nia; <1

Asumindo la proposicién arriba, vemos que debe haber n; # 0 para algin i € s\{l}

. 1— .
- pues si no —nil < < n—lc, lo que contradice |ay| < b para cada b € k. Suponga,
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sin pérdida de generalidad, que 1 € s, n; # 0, [ # 1. Podemos también asumir
que ny > 0 - do contrario, poderiamos sustituir n; por —n; y ¢ por 1 — ¢ para

garantizar esta condiciéon. Ahora, defina a,1 = exp(ay) y eligimos ;2 tal que

o >0y (14+0a2 ) ' =c+ Y ics Nic. Defina g;(z1, ..., oy, Tny1) sustituyendo
cada ocurrencia de exp(zy) por Z,1, i.e., fi(z1,...,2,) = gi(z1,. .., 2., exp(z1)).
Entonces ¢g; € Mnsl{ll}, y obviamente (o, ..., 0, Qpi1, pie) es solucién para el
sistema de ecuaciones A(z1,...,T,2) abajo:
(
gi(z1, ..., Zpp1) =0
gn(T1, .o Xpy1) =0

(I+a5) ™ —e= e mizi =0

|2 - exp(e) T exp(x,)" — elwnee) [Ter- expla,) ™™ = 0

donde s* = {j € s: j > 1,%n; > 0}. Vale notar también que la tiltima ecuacién se

produce tomando la exponencial de la anterior, y sustituyendo exp(x1) por ,.1.

Ahora, como consecuencia de Proposicién 3.4.2 iii), tenemos que @ es un cero
regular aislado de (fi,..., f,), vy podemos tomar un entorno U K-definible tal
que @ es el tinico cero regular de tal sistema en U. Como J(f1, ..., fu)(@ # 0, por

transferencia del teorema de la funcién inversa (pues K £ T'), podemos suponer que

@ es el dnico cero de (f1,..., f,) en U. Vamos probar que. por eso, (ai, ..., Qn42)
es la tinica solucién de A(zy,...,7,2) en el abierto U x K+ x KT C K" (KT
son los positivos de K). si (f1,..., Bni2) es otra solucién. Entonces Las tltimas

dos ecuaciones de A implican que 5,11 = exp(f1). Asi, g;(B1, ..., Bn,exp(f1) =
fi(B1,--.,Bn) = 0. Por eso, (61,...,08,) € U - lo que implica a; = (; para i =

1,...,n. Por fin, a,, 10 = B2 por la pentltima ecuacion y el hecho de que a0 >
0.

Ahora, sea f la suma de los cuadrados de las ecuaciones de A, tenemos que
f e Mi}r{;} y (aq,...,a,49) es cero aislado de f - entonces, por la Proposicién
3.4.2, existen hy,...,hp,i9 € Ms}r{;} tales que (aq,...,au40) es cero regular de
(hi,..., hnya) y, como | € s\ {1}, tenemos que (*),,_; es verdadera - contradicien-
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do la minimalidad de m.

Con eso, finalizamos la demostracion del Teorema del Complementario de Wilkie,

con excepcion a la Proposicion 3.4.4, con la cual tenemos una deuda. O

3.5. Teorias o-minimales Suaves

Aqui, proseguimos como en [Bes16]. Sea R una expansién o-minimal de R (utiliza-
remos esta notacién excepcionalmente en esta parte del trabajo, por razones que
quedarédn claras en la préxima parte). Por resultados de la parte 2.7, sabemos que
la teorfa 7' de R admite funciones de Skolem definibles. Note que, dado K F T,
cada funcién definible f : K™ — K™ puede ser considerada una funcién de Skolem

para la férmula ¢ A —¢(Z, 7). Asi, podemos hacer la siguiente definicién:

Definicién 3.5.1. Sea K F T. Dado A C K , definimos el cierre definible de A,

CI(A), como el cierre de A por las funciones de Skolem de T.

Proposicion 3.5.1. Sea K E f, A C K. Entonces
Cl(A) ={f(ai,...,an) :n €N ay,...,a, € A, ffuncion definible con image en K}

Demostracion. Sea X el conjunto en el lado derecho de la proposiciéon arriba, es
claro que tenemos que X C CI(A), pues este es cerrado por las funciones definibles
de T. Para probar que Cl(A) C X, basta probar que X es cerrado por funciones
de Skolem definibles - pero esto sigue del hecho de que la composicién de funciones
definibles es definible. O

Dado A C K E T, podemos definir R4 = R|ci(ayn, 1o que hace que Cl(A) sea
una L-estructura (Z es el lenguaje de I@.) De hecho, tenemos el siguiente resultado:
Proposicién 3.5.2. Para K ET, A C K, CI(A) es una subestructura elemental
de K.

Demostracion. Vamos verificar que Cl(A) satisface el test de Tarski-Vaught. Sea

o(T,y), ai,...,a, € CI(A). Suponga que K F Fyo(T,y)[al, vy sea f la funcién
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de Skolem asociada a ¢ - entonces K F ¢[a, f(a)] - y el resultado sigue pues
f(a) € CI(A). O

Ademas, note que Cl({0}) es una subestructura ordenada arquimediana - vemos

eso considerando la imersién de anillos ordenados C1(A4) — R dada por f{A4)(0)
F(0).
Ahora, fijamos K F T, k=K,neN.

Decimos que una funcion de K™ en K, o un subconjunto de K™ es k-definible si

es definible por una férmula de L posiblemente con parametros en k.

Decimos que T satisface la condicién S1 si para cada K F T y cada funcién
f: K — K K-definible, existe N € N tal que |f(x)| < 2" para z suficientemente

grande.

Un subconjunto A C K es dicho convexo si a € A siempre que = < a < y para

algtins x,y € A.

Note que, se R C K es un subanillo convexo, entonces I = {a € R:a"'! ¢ R} es
un ideal convexo - de hecho, es el inico ideal maximal de R. Primero vamos probar
que I es ideal: suponga a € I,7 € R, a,r # 0 entonces, si ra ¢ I, (ra)™ € R -

lo que implica que a~!

= rs para algin s € R, contrario a la hipotesis de que
a € I. Ahora suponga a,b € I. Sin pérdida de generalidad, asuma |a| > |b|. Si
a+0b¢ I, entonces |a+b| ¢ I, donde |a+ b|~! = r para algin r € R. Eso implica
que |b] > (2r)7!, o sea que |b|7! < 2r - pero eso implica b~! € R. Ahora vamos
demostrar que I es convexo: suponga que a < b < c¢,a,c € I,b € K. Como R
es convexo, b € R. Suponga que b ¢ I - entonces b~' € R, y también |b|~!. Sea
r = max(|a|,|c|), tenemos z € I y 0 < |b| < z. Pero eso implica 0 < |z|~' < |b|7!,
donde 27! € R - contradiccién. Note también que se a € I es tal que |a| > 1/n para
algin n € N, entonces 0 < |a|™* < 1/n - lo que es absurdo, pues sigue entonces

que a=! € R. Asi, I C {a € R: |a|] < 1/n para cada n € N}.
Ahora, vamos probar el siguiente teorema:

Teorema 3.5.3. Suponga que T cumple S1, K E T y que R es un subanillo
convezo de K. Sea I = {x € R: 2! ¢ R} el tinico ideal (convexo) de R. Entonces
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existe ko < K tal que ko C R y para cada a € R, ko N (a + I) tiene exactamente

uno elemento - decimos que ko divide R.

Demostracion. Sea S = {k : k <= K,k C R}, ordenado por <. Entonces S # (),
pues Cl({0}) € S - de hecho, C1({0}) C R pues el primero es arquimediano y el
segundo contiene Z. Sea k; un conjunto linealmente ordenado por < - entonces,
por el teorema de cadenas elementales de Tarski (ver Coroldrio 1.44 de [Ges16]),
ki = U, k;j - asi, S satisface la hipotesis del Lema de Zorn. Sea ko € S maximal. Si
b,c € koM (a+ I) son distinctos, entonces (b—c)~! ¢ R, lo que contradice ky C R.

Por lo tanto, kg N (a + I) tiene, no méximo, uno elemento.

Primero, vamos probar que para cada a € R, existe a € ko con a > a. Suponga que
a es un contraejemplo. Considere Cl(ko U {a}). Entonces ko < Cl(ko U {a}) < K.
Como ky es maximal, existe un elemento en Cl(ko U {a}) que es mayor que cada
elemento de R. Podemos escribir tal elemento como f(a), donde f es una funcién
ko-definible. Por S1, existe b € kg y N € N tal que ko F Vo > b(|f(z)] < zV).
Como a > by ky 2 K, |f(a)] < @ en K - lo que implica que f(a) € R, una

contradiccion.

Ahora sea a € R tal que ko N (a+ I) = (). Entonces por cierto a ¢ ko, donde sigue
que Cl(kg N {a}) tiene un elemento f(a) que no esta en R. Asi, se probarmos que
f(a) € R para cada funcién ky-definible f : K’ — K, tenemos una contradiccion.
Sea f una tal funcion. Como R es o-minimal, cada modelo de T es o-minimal,
incluso kg, y por lo tanto hay a; < ... < a, en kg (ponga ay = —00, @411 = +00)
tal que f es mondtona, para ko, en cada intervalo (a;, a;11), para i =0,...,n. Asi,
por lo que hemos probado en el paragrafo anterior, existen b, ¢ € kg con b < a < ¢
tal que f es mondtona, para K (pues kg < K), en (b,¢). Como ko N (a+ I) = 0,
a—b,c—a > [ paracada 8 € I (pues I es convexo), donde (a—b)~!, (c—a)™! € R.
Por lo que hemos probado en el segundo paragrafo desta demonstacién, existe
de€kytalqued > (c—a) !, (b—a) L Asl, d ' ekyyb<bt+d ' <a<c—d'<ec
Por lo tanto, f(a) esta entre f(b+d 1), f(c—d™!). Como R es convexo, sigue que
f(a) € R. O

Ahora vamos mirar algunas propiedades de Cl, y definir una nocién de dimension
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a partir de dichas propiedades.
La siguiente proposiciéon mustra que, de hecho, Cl es un cierre.
Proposicién 3.5.4. Sea K F f, entonces:
1) Siempre que A C B, tenemos A C Cl(A) C CI(B);
1) Cl(A) = CI(Cl(A));
1) Sia € Cl(A), entonces existe B C A finito con a € CI(B);

1v) Cl tiene la propiedad de tranferencia, i.e., sia € CI(AU{b})\Cl(A), entonces
be Cl(AU{a}).

Demostracion. i),1i) siguen del hecho de que CI(A) es el cierre por funciones de
Skolem. Para probar iii), es suficiente notar que se a = f(ay,...,a,), a; € A,

donde f es una funcién definible en un C' C A", entonces a € Cl({ay,...,a,}).

Para probar iv), sea a € CI(A U {b}). Vamos demostrar que a € CI(A) o b €
CI(A U {a}). La hipotesis implica que existe una funcién definible f : C' — K,
C' C K, con parametros en A tal que f(b) = a. Defina B = {z € K : f(z) = a}.
Como K es o-minimal, B es union finita de intervalos. Si b es un punto fronterizo,
entonces b es la extremidad de algin de los intervalos que definen B - asi, podemos
tomar una férmula ¢(z), con pardmetros en AU {a} tal que b es el unico elemento
que satisface ¢, y hacemos eso eligiendo un entorno (en AU {a}) definible de b tal
que b es el mayor o el menor elemento tal que f(x) = a en este entorno. Por lo

tanto, ¢(x) puede ser entendida la funcién constante de aridad 0 y image b, donde
be CI(AU {a}).

Por otro lado, suponga que b es punto interior de B. Entonces existen c¢y,co € B
con b € (c1,c2) € B. Podemos definir el conjunto de las extremidades izquierdas

de los intervalos donde f es constante por la férmula ¢(z) dada por

Jy > (Ve 20((z < 21 <yAzx <20 <y) = flz1) = f(22))A

A—Fw < x(Vzp, z2((w < 21 < yAw < 20 <y) = f(z1) = f(22))

46



- de manera similar, podemos definir C; el conjunto de los puntos que son ex-
tremidades a derecha de intervalos donde f es constante. Ahora, eligimos d; €
C; U{—o0}, dy € CyU {0} tal que f(x) = a para cada x € [dy,ds]. Como el
interior de C;, Cy es vacid, por o-minimalidad de K sigue que ambos son conjuntos
finitos, y por lo tanto todos sus puntos son definibles con parametros en A. Asi,

podemos definir a como la férmula ¢(z) que dice "z es el valor de f en [dy,ds]”, y
asi a € CI(A). O

Definicién 3.5.2. Un conjunto A C K es dicho independiente si a ¢ Cl(A\ {a})
para cada a € A. A genera K si CI(A) = K. Si A es independiente y genera K,

entonces decimos que A es una base.

Lema 3.5.5. Sea K E T. Entonces todas las bases de K tienen la misma cadina-

lidad.

Demostracion. Sea B una base con cardinalidad minima. Suponga |B| = n € N.
Sea m maximo tal que para alguna base B’ de K, |B'| # ny |BN B'| = m. Si
m = n, entonces B C B’ t existe a € B’ \ B. Pero entonces a € CI(B’\ {a}) D
Cl(B) = K, lo que contradice el hecho de que B es independiente. Por lo tanto,
m < n,yn < |B'| # m, por minimalidad de la cardinalidad de B. Por lo tanto,
existe ' € B"\ B. Como B’ es independiente, B"\ {¢'} no genera K - asi, existe
b € B\CI(B'\{b'}) - caso contrario, tendriamos Cl(B) = K C CI(B'\{0'}). Defina
B" = (B'\{t'})u{b}. Note que | B"NB| = m+1,|B”| = | B|. Vamos demostrar que
B” es base, contradiciendo la maximalidad de m. Note que b € C1(B’)\Cl(B'\{V'}),
donde, por la propiedad de transferencia, ' € Cl(B”). Por lo tanto, B’ C Cl(B"),
donde B” genera K. Ahora necesitamos muestrar que B” es independiente. Sea
a € B”, suponga que CI(B” \ {a}) = K. Si a = b, entonces b ¢ Cl(B’), donde
podemos suponer que a # b,y asi a € B'. Como B’ es independiente, a ¢ Cl(B'\ A),
donde a ¢ CI(B'\ {V',a}), donde a € CI((B'\ {V',a}) U{b}) \ CI(B'\ {V/,a}. Por
lo tanto, b € C1(B’ \ {V'}) - una contradiccién.

Ahora suponga que |B| es infinita. Sea B’ otra base de K. Por supuesto, |B| <
|B'|. Para cada b € B, existe B, C B’ finito tal que b € Cl(B,). Como K =
Cl(B') = Cl(Uyep Bs), tenemos que B’ = | J,.5 By, pues B’ es independiente. Asi,
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es necesario que |B’| < |B]. O

Ahora podemos, sin ambiguidad, definir la dimensién de K:

Definicién 3.5.3. Sea K £ 7. La dimensién de K es la cardinalidad de sus bases,

y es denotada por dim(K).

A seguir, probramos que siempre es posible hacer una base a partir de un conjunto

independiente.

Lema 3.5.6. Sea K F T. Entonces cualquier conjunto independiente puede ser

extendido a una base que lo contiene.

Demostracion. Sea A C K independiente. Defina el conjunto, ordenado por inclu-
sion, S = {X C K : X es independiente y A C X}. S # ), pues A € S. Vamos
demostrar que S cumple la condicién del Lema de Zorn. Sea {C, }aea una cadena
en S. Defina C' =, C,. Seaa € C,sia € CI(C\{a}), entonces existe C, C C\{a}
finito con a € C,. Podemos eligir C, tal que C, C C, y a € C, - por lo tanto,
a € Cl(Cy \ {a}), una contradiccién. Concluimos que hay un elemento A’ maximal
en S. Entonces A’ genera K. Suponga que no: entonces hay a € K \ ClI(A"). Vemos
que A" U {a} es independiente, pues si b € CI((A" U {a}) \ {b}),b # a, entonces
be CI((A\ {b})U{a})\ CL(A\ {b}), donde a € CI(A) - una contradicién. O

Sea k C K. Podemos definir el cierre de A C K sobre k como Clg(A) := Cl(kUA).
Las propiedades de la Proposicién 3.5.4 también son verdaderas (la prueba es
practicamente la misma) para el operador Cly - donde los lemas anteriores también

son validos y, asi, podemos definir la dimensién de K sobre k, dimy(K).
Ahora, una propiedad de dim,, que es similar al caso de cuerpos.
Lema 3.5.7. Sean ko, ki, K E T, ko C ky C K. Entonces dimy, (K) = dimy, (k1) +

Demostracion. Sea A base de k; sobre ky. Entonces A es independente indepen-

diente con respecto a Cly,, y, por el lema anterior, puede ser extendida a una base
B de K sobre ky. Escribimos entonces B = AU C, donde C' = B\ A. Entonces C
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genera K sobre ki, pues

K = Cly, (AU C) = Cly, (k; UC) = Cl, (C)

Ahora demostremos que C' es independiente con respecto a Clg,. Sia € C'y

a € Cly, (C), entonces a € Clg, AU C, lo que prueba lo deseado. O

Definamos ahora una otra nocién de dimensién. Sea K F T, entonces K es un
cuerpo real cerrado. Decimos que a € K es finito si existe n € N tal que |a| < n.
Decimos que a es infinitesimal si |a| < 1/n para cada n € N\ {0}. El conjunto
Fin(K) de todos los elementos finitos de K es un subanillo convexo de K, con
tnico ideal maximal convexo u(K) - los elementos infinitesimales de K (para ver
eso, basta notar que se a es infinitesimal, entonces |a| ™! es mayor que cada numero
natural). El conjunto Fin(K) \ p(K) es un subgrupo multiplicativo de K \ {0}.

Asi, definimos:

Definicién 3.5.4. El grupo de valores de K F T es

V(K) = K\A{0}/(Fin(K) \ p(K))

Denotaremos la operacién del grupo V(K) por +. Es un grupo ordenado si defini-
mos a/(Fin(K)\ u(K)) > 0sia € u(K). Esta definicién funciona pues el producto
w(K) es un ideal. Como V' (K) es divisible, pues K tiene todas las n-esimas raices,

V(K) es un espacio vectorial ordenado sobre Q. Denotamos su dimensién por
valdim(K).

Definimos el mapa de evaluacion vg : K — V(K) U {oo} como la extensién del

mapa natural K \ {0} — V(K), poniendo vk (0) = oc.

Observacion 3.5.1. Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo ordenado K es orde-
nado si existe un subconjunto P C V| llamado de conjunto de positivos, tal que la
suma de positivos es positiva, y el producto de un vector positivo por un escalar

positivo es positivo. Eso define un orden en V' poniendo v > u <> v —u € P.

Si definimos oo + a = a + 0o = oo, se verifican las siguientes propiedades:
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1) vi(z-y) = vi(z) + vi(y). Esto sigue pues vy es una extensién del mapa

quociente;
1) vg(z+y) > min(vg(x), vk (y)), con igualdad si vk (x) # vi(y).

1) Para cada x € K, vg(x) < 0 si, y solo si, z € Fin(K), con vg(x) > 0si, y
solo si, x € pu(K). Eso es inmediato de la definicién del orden en V(K).

Observacion 3.5.2. Note que, si R = R, entonces las funciones definibles pueden

ser escritas como relaciones polinomiales entre las variables, donde dim(K) es el

grado de transcendencia sobre Q. Ademas, si aq,...,a, € K y p(ag,...,a,) =0
para algin polinomio p con coeficientes racionales, entonces vi(ay),. .., vg(ay,)
son linealmente dependentes sobre Q. De hecho, si p = Y _¢bs27, donde S C
{1,...,n}" es un conjunto de multi-indices tal que b, # 0 y zli-in) = gt gin,

con p(@) = 0, considere 7 tal que vk (b,a”) es minimo. Si v (b,a%) # vi(b,a")

para cada otro o € S, Sea S’ C S conteniendo 7 tal que
Vi (Z baa"> = I/K(b.,-aT)
oces’
ysean €S\ S - entonces
Vi (an@” + Z bﬁ") = min <1/K(a7,@77), VK <Z bﬁ’)) =vg(b,a")
oes’ ocs’

Por lo tanto, si proseguimos de S’ = {7} anadindo elementos hasta obtener S,
tenemos que vk (p(@) = vk (b,a™) < oo - lo que es absurdo. Asi, existe n # 7 con
vk (bya) = vk (b-a”). Si denotamos o = (0y,...,0,) € S, tenemos entonces que
n
Z(m — Ti)vk (o) =0
i=1

- donde vk (ay),...,vk(ay,) son linealmente dependentes.

Decimos que T cumple la condicién S2 si para cada L-formula (1, ..., x,), existen

m,p € Ny funciones C* F; : R"™™™ — R, ¢ = 1,...,p que son definibles sin
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parametros y tales que

p
RFE vz <¢(T) < Jy (H?H < 1AV (Ni@) A F(@.7) = 0)))
i=1
donde, sig = (Y1, --,Ym), ||7|| = max{|y;| : ¢ = 1,...,m}, y N;(y) es una férmula
de forma /\; . y; # 0 para algin s; C {1,...,m}.

Definicién 3.5.5. Sea T la teorfa de una expansién o-minimal de R, decimos que

T es suave si satisface las condiciones S1 y S2.

Teorema 3.5.8. Sea T suave y K E T. Sidim(K) es finito, entonces valdim(K) <
dim(K).

Demostracion. Primeramente, note que si K es arquimediano, valdim(K) = 0,
entonces el resultado sigue. Asi, si dim(K) = 0, entonces como C1(f)) = C1({0}) =
K - pues en este caso tenemos que este conjunto es el conjunto de elementos
definibles - K es arquimediano y por lo tanto, el resultado del teorema es verdadero
para K. Ahora proseguimos por inducién: suponga que dim(K) =n > 0y u(K) #
0.

Ahora vamos probar la siguiente afirmacién: existe ag € K, ag > 0, tal que para ca-

dab e K, b> 0, tenemos aj' < b para algin m € N. Sean ¢y, ...,c, € K tales que
{c1,...,¢,} es una base de K (en el sentido de Cl)). Defina K; = Cl({co, ..., c}),
para i = 0,...,n. Vamos utilizar inducién en i hasta n. Note que Ky = Cl(() es

arquimediano, asi el resultado es verdadero tomando ag = 1/2. Ahora suponga
que el resultado es verdadero para i € {0,...,n— 1} - vamos probar que es verdad
para i + 1. Sea a; que verifica la afirmacién para K;. Suponga que existe b € K,
positivo tal que a* > b para cada m € N. Claramente b ¢ K;, asi {c1,...,c;,b7'}
es un conjunto independente de K1, y por lo tanto una base. Eso significa que ca-
da elemento de K, tiene la forma f(b~!) para alguna funcién K;-definible f. Sea
f una funcién K;-definible que no se anula en b=. Como K; < K;,; < K, existe
c € K; tal que K; EVz > c(|f(x)|7'] < 2™) para algiin m € N. Como ¢ > a[* > b
para algin mg € N, tenemos que b~! > cy, por lo tanto, K;;1 F [f(b~H)]7t < o™
(pues K; = K1) y asi 0™ < |f(b~1)|, donde a;; = b tiene la propiedad deseada.
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Ahora sea a € K como en la afimacion anterior. Note que a € u(K), pues u(K) #
0.Sea R={b € K : |b| < a~'/™ para cada m € N\ 0}. Entonces R es un subanillo
convexo de K, y su ideal maximal (tinico) I es arquimediano en el sentido de que

dados z,y € I\ {0}, existe m tal que |y|™ < |x|.

Ahora, como consecuencia del Teorema 3.5.3, existe k = K tal que k divide I.
Como a~! ¢ R, tenemos que k # K, y que dim(k) < dim(K) = n. Digamos
dim(k) = n — r, donde r es la diferencia entre las dimensiones de K y k. Elija
1, ..., ¢ tales que {ey, ..., ¢} es una base de K sobre k. Ademéds, podemos supo-
ner que ci,...,c. € I, puessic; ¢ R, c;l €l,ysic € R\ I, podemos sustituir ¢;

por el tnico n € I tal que ¢; +n € k (utilizando la propiedad de que k divide R).

Ahora sea k* el cierre algebraico de k(cy,...,c.) en K. Entonces vi[k* \ {0}] y

vk [k \ {0}] son subespacios (como Q-espacios vectoriales) de V(K).

Vamos demostrar la afirmacién: dimg vg[k* \ {0}] < dimgvklk \ {0}] + 7. Su-
ponga que vale dimguvg[k* \ {0} > dimgvk[k \ {0}] + 7. Como vgl[k \ {0}]
es subespacio de vik[k* \ {0}], podemos encontrar ai,...,a,+1 € k*\ {0} ta-
les que vk(ay),...,vk(a,4+1) son linealmente independentes (sobre Q) y que el
subespacio generado por estos esta contenido en el subespacio complementario
de vklk \ {0}]. Entonces, por un argumento similar al de la Observacién 3.5.2,

ai,...,a,y1 son algebraicamente independentes sobre k, lo que contradice el hecho
de que dimy(K) = r.

Note que el mapa vil[k\ {0} — V(k), /(Fin(K) \ p(K)) — z/(Fin(k) \ p(k)) es
un isomorfirmo de Q-espacios vectoriales. donde del paragrafo anterior concluimos
que dimg vglk* \ {0}] < valdim(k) + r y, por nuestra hipotesis de induccidn,
dimg vk [k*\0] < dim(k)+r = n. Asi, es suficiente probar que vg[k*\{0}] = V(K).

Sea d € K \ {0}. Necesitamos probar que existe a € k* tal que vg(a) = vi(d).
Como vig(—B) = vk (B) y vk (B™') = —vk(B) para cada 8 € K \ {0}, y vk (B) €
vi(k\ {0}) para cada € R\ I (pues k divide R), podemos asumir que d > 0 y
del. Sea f: K" — K k-definible tal que f(cy,...,c¢.) = d, con grafo definido por
o7, x1,. .., 2., ), donde 7 es una tupla de elementos de k, para alguna L-férmula
&(Z,21,..., 2., ). Por S2, existen m,p € N, F; : K™™' — K ¢ =1,....p
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funciones C'° (en el sentido de K) k-definibles, y tales que

p
KE ¢(77617"'7crad) « Ely (HyH S 1A \/(Nl(y> AE(77017"'7CT7d7y) = 0))

i=1

donde y = y1,...,ym v ||yl|, Ni, son como la deficion de S2. Sea i € {1,...,p}
tal que la disyuncién es verdadera, s = s; C {1,...,m}, , ' = F}, tenemos
entonces que F' cumple: para cada = € K, f(c1,...,¢.) = x si, y solo si, existen
bi,...,by, € K con b; # 0 para i € s, |b;] < 1 para cada i = 1,...,m, tal que
F(ery. ooy by, .. by) =0.

Ahora fijemos f1,...,08, € K con 5; 20 parai € s, || <1parai=1,...,m,y,
como en el paragrafo anterior, F'(cy,...,c.,d, B, ..., Bm) = 0. Como By,..., B, €
R (pues R es convexo), podemos eligir, de manera tinica, 37, ..., 8% € k tales que
B; — BY € I - pues k divide R. Como ¢; es no nulo, pues es parte de una base de
K sobre k, existe N € N tal que |¢;|V < [B; - como consecuencia de I tener la

propiedad arquimediana.
Sea A —{(x1,...,2m) € K™ :|cy|N < |a| parai € s, |z;| < 1parai=1,...,m}.

Considere la funcién
h: K'W™ s K (2,20,. .., 2m) = |[Fey, .. a0, .o T

Como h es continua (en el sentido de K'), debe alcanzar un minimo en cada subcon-

junto cerrado, acotado y K-definible de K. Sea v el minimo de h en ([0, 1]\ (£, 2¢)) x

A. Entonces v > 0, pues v = 0 implicaria f(cq,...,¢.) = d' para algun d' # d.
Elije N € N tal que |¢;|Y" < . Entonces para cada o € [0,1] v (8,...,5.,) € A,
d

si |[Fley, ... coo, B, 80)] < e, tenemos que s<a< %d. Multiplicando

por d~! la desigualdad arriba, vemos que eso implica que vg(a) = vg(d).

Ahora sea A € Ny considere la expansién de Taylor de grado A de F' : K™+ — K

con resto de forma de Lagrange sobre el punto

w=(0,...,0,8°,...,8%) € kritm
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(son r + 1 ceros antes de b7). Como K F T, podemos transferir el teorema de
Taylor de R para K, obteniendo asi un polinomio p(y1, ..., Y, &, 21, ..., Ty) con

coeficientes en k (pues F' es k-definible) y un elemento By € k positivo tal que:

para cadat € K con 0 <t <1,y cadaz € K" con ||z —w|| < ¢,
I1F(Z = pA()]| < Bat**!

Ahora, sea ty = 2(r+1+m) max(|c1|,. .., |e], d, |81 = BY, ..., |Bm—BY%|). Entonces

to € I y ty > 0 - asi podemos eligir )y suficientemente grande para que

2t < (2By,) e Y

Ahora poniendo A = Ao, t = tg, Z = (¢1,...,¢,d,B1,. .., Bm), tenemos quue

||z — @[] <to, y asf
1
|p(01, RN ,Cr,d,ﬂl, c.. 75m)| < §|Cl|
Por definicién de A, tenemos (d, 51, ..., b,) € A y también tenemos

12 = @1| < ((2Brg=0) " lea V)P0

Ahora, las condiciones arriba pueden ser expresas en L+, y pueden ser vistas como
condiciones en el punto (d, f1,...,5y). Como k* <7 K (pues es un cuerpo real

cerrado), existen «, 5, ..., € k* tal que

1, &
‘p(cla-"acraaaﬁiv"'>ﬁ7/n>’ < Elcl ‘

(o, 1., Br) €[0,1] x A

||(Cla s Cpy O 617 s ’67/71) - w” < ((QBAO)_1|61|N,)(>\O+1)71

Asi, utilizando la el teorema de Taylor con resto de Lagrange (en K), tenemos

1 /
’F(Cla"'7CT7057517"'7B;n)_p(clw"acraauﬁia"'7ﬁ1/n)’ < 5‘01|N
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donde, por la desigualdad triangular, obtenemos

[F(cr, s, Bl B < e Y
- lo que concluie la demostracion. O

Ahora note que, si K E T y k = K, entonces v[k\0] es un Q=subespacio vectorial

de V(K) (isomorfo a V(k)). Eso motiva la siguiente definicién:

Definicién 3.5.6. Sea KE T, k < K , entonces valdimy(K) es la codimensién de

vic[k\ {0}]-

Proposiciéon 3.5.9. Sea K F i ko = k1 =X K, entonces es verdad la siguiente
propiedad de valdim: valdimy, (K) = valdimg, (k1) + valdimg, (K).

Demostracion. Basta notar que la aplicacion x/(Fin(ky) \ p(k)) — z/(Fin(K) \
w(K)) for x € ko \ {0} es un isomorfismo entre vy, [ko \ {0}] v vi[ko \ {0}]. O

Teorema 3.5.10. Suponga que T es suave, K F f, k=X K ydimg(K) es finito.
Entonces valdim(K) < dimy(K).

Demostracion. Si dimg(K) = n, existen k = kg < ky--+- < k, = K tales que
dimy, (K;41 = 1 para ¢ = 0,...,n. Basta considerar una base {c1,...,¢,} y definir

ko = Clg(0), k; = Cl({c1,...,¢} parai=1,...,n. Asi, como valen

n—1 n—1
dimy(K) = dimy, (kiy), valdimg (K) = >~ valdimy, (ki)
i=0 i=0
vemos que es suficiente demostrar el caso n = 1. Entonces vamos asumir este

caso. Sea a un generador de K sobre k. Suponga, para una contradiccién, que
valdim(K) > 2. Entonces existen funciones k-definibles f,g : K — K tales que
vi(f(a)),vk(g(a)) generan un subespacio V' de V(K) con V @ vk|k \ {0}].

Ahora considere una expansion (K, P) de K, donde P es un predicado unario a

ser interpretado como (el dominio de) k. Sea (*K,* P) una extension elemental
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Ny-saturada de (K, P). Entonces *k = PUK"P) es una subestructura elemental de

*K,y es Ny-saturada. Sea K’ = Cl(a).

Vamos demostrar que spang (vx(f(a)), vrr(g9(a)) N v [*k \ {0}] = {0}. Entonces
existen, p,q € Q, b €* k tales que prvg/(f(a)) + qui/(g(a)) + vk (b) = 0. En otras

palabras, existe un entero positivo ¢ tal que
it <|f(@)"lg(a)|?[b] < i

pero como eso es verdad en *K |y (K, P) < (*K,* P), existe b’ € k\ {0} tal que
it < |f(@)"lg(a)|?|b] <

- lo que contradice el hecho de que spang (vi(f(a)), vk (9(a))) Nk (k\{0}) = {0}.
Asi, podemos suponer que k es Ng-saturado (tomando k =* ky K = K').

Ahora sea ko una subestructura elemental de k tal que dim(kg) es finito y f, g son
ko-definibles (podemos tomar ky = CI(A), donde A es el conjunto de parametros

en k de f, g). considere el seguinte conjunto O(z):

{If @) Plg(@) bl < i7"V [f(@)Plg(@)|*b] > i :i € N\ {0}, p,q € Qb € ko \ {0}}

Entonces, por supuesto, a realiza ©(z), lo que significa que ©(x) es finitamente
satisfacible en k - pues k < K. Como dim(ky) es finita, podemos reescribir O(z) de
forma a contener apenas finitos parametros de kq. Asi, como k es Rp-saturada, ©(z)
es realizable para algun a; € k. Sea ky = Cl(a;). Note que a; no puede pertenecer
a ko, pues si no, tomando b = f(a;)™!, tendrfamos 1/2 < |f(ay)||b] < 2, lo que
contradice el hecho de que a; realiza ©. Asi, dim(k;) = dim(ky)+1, y valdim(k;) >
valdim(ko) + 2, pues por definicion de ©(x) spang (v, (f(a)), v, (9(a))) N vk, [ko \
{0}] = {0}. Pero podemos repetir este argumento con k; en lugar de ky y obtener,
para cada [ € N, una estructura elemental k; < k tal que dim(k;) = dim(ky) + 1y
con valdim(k;) < valdim(ko) + 21, lo que contradice el Teorema 3.5.8 si tomamos

[ = dim(ko) + 1 - pues en este caso

valdim(k;) > valdim(ko) + 2 dim(ko) 4+ 2 = valdim(ko) + dim(k;) + 1
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]

Por fin, vamos probar un resultado necesario sobre espacios vectoriales ordenados.

Lema 3.5.11. Sea V un Q-espacio vectorial ordenado y U un subespacio de V' tal
que la codimension de U en V' es n. Entonces existe una base 0 < vy < --- < v,
del subespacio complementdrio a U tal que, st v € V es tal que v > u para cada
welUyv=>" qv+u (dnde q,...,q, € Q, ug € U), entonces |v| > qu,
para algin q € Q positivo, donde j = méx{i : g¢; # 0}.

Demostracion. Empezamos por demostrar que los subespacios convexos (en el sen-
tido de orden) de V' son linealmente ordenados por inclusién. Sean Wy, Wy subes-
pacios convexos y suponga, sin perdida de generalidad, que W; \ Wy # (. Sea
wy € Wi\ Wy positivo, we € Wy arbitrario. Como w; no es elemento de W,

|ws| < wy, donde wy € Wy, pues W es convexo.

Podemos entonces considerar una cadena
U:W1CW2C"'CVV12V

donde W;,1 es el menor subespacio convexo que contiene estrictamente W;, para
cadai=1,...,] — 1. La cadena tiene que ser finita, pues la codimensién de U en
V es finita. Para cada i = 1,...,1 — 1, sea 0 < wj < --- < w/, una base de un

subespacio complementario de W; sobre W;,,. Entonces

O<w; <...<wh, <wp<- - <wl < -<uwi!

m2

<<y,

es una base del subespacio complementario de U sobre V. Vamos escribir la base
como 0 < vy < -+ < vy,. Ahora, sea v € V' y suponga que tenemos v = Y " | ¢;v; +
up (¢ € Q, up € U), y v > u para cada u € U. Asi, {i : ¢; # 0} # 0. Ahora tome
j =max{i : ¢; # 0}. Por definicién, v; = w;g para alguns iy, jo. Podemos entonces
escribir v = x4y, donde x € Wy, y € Wy 11 \ Wi, con y # 0. Debemos encontrar
q € Q positivo tal que |v| > qv;. Suponga, por contrario, que |z + y| < quv; para

cada ¢ € Q positivo. Note que |z| < 3|y - en caso contrario tendriamos y € W,
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pues W, es convexo. Asi,
1
§|y| <yl —|z| < |z +y| < qu;

para cada racional positivo ¢ € Q. Pero entonces el cierre convexo del subespacio
generado por y estd estrictamente contenido entre W;, y W 11, lo que es absurdo

- asi, esta probado el lema. O

3.6. Prueba de la Proposicién 3.4.4

En esta parte del trabajo Teyp, Lex, denotan la teorfa y el lenguaje de (R, exp),
respectivamente. De manera similar, T,, L, denotan la teoria y lenguaje de (R, e),
donde e es la funcién x — exp((1 + 2?)~!). Empezamos con un resultado de van
den Dries ([Dri86]) que utilizaremos para demostrar que 7T, es suave, pero cuya

demostracion esta fuera del alcance deste trabajo.

Definicién 3.6.1. Paracadam € Ny f : U — R funcién analitica, donde U es un
entorno abierto de [0, 1]™, defina f = f--- 1 0,1y Definimos entonces un lenguaje
Ly, O L anadindo un simbolo de funcién para cada f, y definimos R,, como la
L,,-estructura obtenida interpretando cada simbolo de funcién como la funcion 7

correspondiente. La teoria de R,,, denotamos por T,,.
Proposicién 3.6.1. Las siguientes proposiciones son verdaderas para R, :
1) La estructura R, es o-minimal.

1) Sia e Ry f:(a,00) = R es una funcion definible con parametros en R,
entonces eziste d > a tal que en (d,o0) f puede ser representada por una

série de Puiseux convergente
oo
f(z) = E a;x”1
i=p

donde q es un entero positivo, p € Z,a; € R (para i > p,i € Z) y a, # 0 si

f mno es eventualmente identicamente nula.

Si denotamos por HN%, T, Lla estructura, teoria y lenguaje, respectivamente, de las
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funciones Pfaffianas restringidas (como en la parte 3.1 deste trabajo), vemos que
como L C Ly, el resultado anterior también es valido para esta estructura. Por
consecuencia, como (R, e) tiene los mismos conjuntos definibles que (R, exp -/ 01])5

tenemos el siguiente corolario
Corolario 3.6.2. La teoria T, es o-minimal.
Otro resultado importante es:

Corolério 3.6.3. Suponga k T, a € K y g : (a,0) = K wuna funcion K-
definible (con parametros) que no es eventualmente identicamente nula. Entonces

eziste s € Q y b € K no nulo tal que K F lim,_,o g(z)x® = b.

Demostracion. Sea ¢(Z,z,y) y tal que ¢(¢, z,y) define el grafo de g en K, donde

@ son los parametros en K. Defina la L-formula (%) por
Ju(Ve > udlyd(z, z,y) AVr > udw > 2-¢(Z, w,0))

y note que K F 1[¢|.

Suponga ahora que @ es una tupla de numeros reales tal que RE Y(@) y sea
fa : (B,00) — R la funcién definida por ¢(@,z,y) en R (para algin 5 € R).

Utilizando la Proposicién 3.6.1 i), existe d > [ tal que, si > d, entonces
falz) =) am
i=p

, con ¢ entero positivo, p € Z, a; € R para i > p,i € Z y a, # 0. Entonces
claramente

1 p/a _
lim fz(x)2? = a,
T—00
Ademas, podemos derivar la série de Puiseux término a término para obtener

> —iai ;
Ja=2

i=p

29



y asi

lim - p/g+1 _ —Pdp
lim fe(w)e .
Combinando los dos limites:
/
li _Ja0” _ P
Z—00 fa q

Ahora sea x(z,y) la L-férmula formalizando (la expresién con €, J)

—fr
a0 fx(7)
Entonces, como probamos, la férmula 3z(¢(Z) A x(Z,y)) define un conjunto de
numeros racionales S C Q. Como R es o-minimal, S = {s;,...,s,}. Asi, tenemos
que

Rk VT (@/}(5) — Jy (y #0A\/ lim f(z)a™ = y))
i=1

Como este es un L-enunciado, también es verdad en K. Como K E ¢[d v fo(z) =

g(x), el resultado sigue. O
Teorema 3.6.4. La teoria T, es suave y modelo completa.

Demostracion. Ya sabemos que T, es modelo completa, pues tiene sus modelos
tienen los mismos conjuntos definibles que modelos de la teorfa de (R, exp -I 0,1])-
También ya sabemos que es o-minimal. Hace falta entonces probar que cumple S1
y S2.

Sea K ET,y f: K — K una funcién definible. Entonces f también es definible en
(R, exp -Ijp17). Ahora, si lim,_,, f(z) = 0, la podemos verificar S1. Si no, entonces
por el Corolério 3.6.3, existe s € Q, a € K no nulo tales que lim,_,, f(z)z® = a.
Entonces claramente si tomamos N € N mayor que s, tenemos |f(z)| < ¥ para

x suficientemente grande. Asi, T, cumple S1.

Para probar S2, considere primero la funcién e* : z — exp(z?/(1 + 22)). Note que
e*(x) = e(x™!) para cada x € R\ {0}. Como e*(0) = 1, sigue que e* es L.-definible.
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Ademas, e, e* son funciones C*°. Ahora sea ¢(zxy,...,%,) una L.-férmula. Como
T. es modelo completa, existe una férmula existencial i(z1, ..., z,) equivalente a
¢ (modulo T,). Como consecuencia del Lema 3.2.1, ¢ es equivalente a una férmula

de forma

1
Elyl,...,ym/\Ti:O
i=1

donde cada 7; es un L-término o tiene la forma e(z;) — 2z, con z, 2, variables
del conjunto {y1,...,Ym,x1,...,2,}. Es claro que esa férmula es equivalente a
Jyp, ... ,ym(ZLl 72) = 0. Asi, existe un polinomio p € Z|z, ..., 2ami2,] tal que

en R, ¢ es equivalente a

e YmP WL, e Yms €(W1)s e €(Ym)s Ty e ey Ty e(x), .. e(xy,)) =0

Para cada s C {1,...,m}, sea G4(x1,...,Zn,Y1,---,Ym) la funcién obtenida sus-

tituyendo y; por yj’l y e(y;) por e*(y;) en
Yy Ymse(r), s e(Um), T1y - oy Ty e(1), ..., e(x,)) =0

Para r suficientetemente grande, la funcion
T
<H y]) Gs('rla ey Ty Y1y - - 7ym)
JEs

es suave, y la denotamos por Fy. Poniendo p = 2™ y sea {s; : 1 < i < 2™} una
enumeracion de {s: s C{1,...,m}} y,parai=1,...,p, sea N;(7) = /\jESi y; # 0,

y ponemos tambiém F; := F;,. Afirmamos entonces que

REVT <¢(T) <3y <||?7|| <1A\(Ni@) A Fi(z,7) = 0)))

=1

donde ||7]| = méx{|y:| : y = 1,...,m}. Una vez probada la tdltima afirmacién,

podemos concluir que 7, satisface S2. Para probar la afirmacion, suponga que
RE 3y, ympWs - Yms€(W1), - s €Um), G1, - - - s e(ar), ... e(a,)) =0
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para alguns aq,...,a, € R. Entonces existen by, ...,b,, € R tales que

RE p(by,...,bm,e(by),....e(bm), a1, .. an,e(a),...,e(a,))

y sea ig tal que s;, = {j : |b;| > 1}. Defina 8; = b, ' para j € s;, y 5; == b; para

J ¢ si,- Entonces ||5;|| <1y Fi,(a1,...,an,01,...,8m) =0,y RE N; [8]. Asi,

RF 3y (Hyu < 1A\ (V) A Fi@,7) = o>)

i=1

y la reciproca sigue por definiciéon de las F;, N;, de modo similar. O

Suponga ahora que k, K F T, k € K. Entonces podemos definir modelos con
dominios de T, con dominios k, K, respectivamente, poniendo e : k(K) — k(K)
como z — exp((1 + z?)™!). Llamemos estes modelos de k', K’. Entonces k' C K,

y concluimos que k" < K’ pues T, es modelo completa.

Ahora, si k* es un modelo de T, con k' C k* C K’, entonces para cada a € k*,
exp(a) es un elemento de K que puede o no estar en k*. Defina F(k*) = {a € k* :
exp(a) € k*}. Entonces E(k*) es un Q subespacio vectorial del grupo aditivo de k* -
pues potencias racionales de elementos de k£* estan en k*, por tratarse de un cuerpo
real cerrado. Ademas, F/(k*) contiene Fin(k*) como un Q-subespacio vectorial. De
hecho, sea a € Fin(k*). Entonces podemos eligir un elemento m € Z positivo si a
es positivo, negativo si a es negativo y con |a| < |m|. Asi, la ecuacién v = m/a—1

tiene solucién en k*, pues k* es real cerrado, donde exp(a) = e(b)™ € k*.

Lema 3.6.5. En la situacion que justo especificamos, suponga que dimy (k*) =
n (como modelos de T,.). Supoonga también que existen al menos n elementos
de E(k*) tal que el Q-subespacio generado por tales elementos tenga interseccion
trivial con el Q-subespacio de E(k*) k+ Fin(k*) = {z +y: 2 € k,y € Fin(k*)}.
Entonces para cada a € E(k*) existe b € k tal que |a| < b.

Demostracion. Suponga que sea falso. Denote U = k+Fin(k*) y elija un subespacio
V de E(k*) tal que U C V y tal que el subespacio complementario de U en V

tenga dimension exactamente n, y tal que V' contenga o € V con o > b para cada
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bek.

Sea 0 < v; < --+ < v, una base del subespacio complementario de U en V' como
en el Lema 3.5.11. Como o > b para cada b € k, a por cierto es mayor que
cada elemento de U. Asi, debe existir v; tal que v; > b para cada b € U (por

consecuencia de la desigualdad triangular) - y sea j minimo con tal propiedad.

Ahora considere los elementos v (exp(vy)), ..., vk (exp(v,)) en el grupode de va-
lores V(K) de K. Afirmamos que el subespacio generado por estos elementos tiene
interseccion trivial con vk [k '\ {0}]. Asuma que no: entonces existen ¢, ..., g, € Q
y ¢ € k\ {0} tal que cexp(d>_ , qv;) € Fin(K) \ pu(K). Podemos entonces su-
poner ¢ > 0y ¢ = exp(d) para algin d € k (pues k F Tgp). Por lo tan-
to, exp(d + >, qv;) € Fin(K) \ p(K), donde, por propiedades de la expo-
nencial (pues exp(x) > z para z suficientemente grande en R), tenemos que
d+ Y7 g € Fin(K) N k* = Fin(k*). Pero eso es una contradiccién con el

hecho de que spang(vy, ..., v,) tiene interseccién trivial con &k + Fin(k*).

Por consecuencia de los Teoremas 3.5.10 y 3.6.4, con la hipotesis de que dimy/ (k*) =
n, concluimos que valdimy (k*) < n y por lo tanto v (exp(vy)),...,vk(exp(v,))
generan el subespacio complementario de v [k \ {0}] sobre vg[k* \ {0}] (note que

exp(v;) € k* para i =1,...,n). En particular,
vic(v;) = vic(€) + Zpivi
i=1

para algun ¢ € k\ {0}, p1, ..., pn € Q. De nuevo, podemos suponer ¢ = exp(d) para
algin d € ky asi vg(vj) = v (exp(d+>_;_, p;vi)). Por lo tanto existe N € N\ {0}
tal que 3 < exp(d + D", piv;) < Nvj. El lado izquierdo de la tltima inecuacién
implica que d + Y., piv; > 0, pues UN] > 1. 81 p; = pjq1 = =p, =0,
entonces 0 < d + > " piv; < b para algin b € k, donde 3 < b, lo que es
absurdo pues Nexp(b) € k. Asi, p; # 0 para algin ¢ = j,...,n. Eso implica
que 7/ = méx{i : v; # 0,1 € {1,...,n}} > j. Como consecuencia del Lema
3.5.11, existe ¢ € Q, ¢ > 0 tal que d + > | p; > qv;. Concluimos entonces que
Nv; > exp(qu;). Pero eso es absurdo, pues exp(qr) > Nz para x suficientemente

grande en R, y v; > r para cada r € N. O
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Ahora volvemos al contexto del inicio de la parte 3.4 deste trabajo. Asi, son dados
nmeN,n>m>0,a=(a,...,a) € K", 1 €{1,...,n}, s C{l,...,n} con
|s|=m,l € sy fi,..., fn € M tales que (f1,..., fa)(@) =0, J(f1,..., fo)(@) #0

y |ay| > b para cada b € k. En esta situacién, vamos probar el siguiente resultado:

Proposicién 3.6.6. El subespacio spang({c; : i € s}) de K tiene interseccion no
trivial con k + Fin(K).

Demostracion. Defina el modelo k* C K’ de T, por

E*=Cly({a; : 1 <i<n}U{exp(e):i€ s})

Asi k' C k* C K'. También tenemos que dimy (k*) < mn + m. Vamos probar
la siguiente afirmacién: dimg (k*) < m. Una vez que asumimos esta afirmacion,
tenemos, por consecuencia del Lema 3.6.5, que un subespacio complementario de
k + Fin(k*) en E(k*) tiene dimensién en maximo m — 1 (pues oy € E(k*)), donde
sigue que spang({a; : i € s}) tiene intersecién no trivial con k + Fin(k*). Como

k4 Fin(k*) C k + Fin(K), la proposicién sigue.

Para probar la afirmacién, vamos asumir que s = {1, ..., m}, por simplicidad (para
hacerlo, podemos simplemente renombrar las variables). Defina a,4; = exp(q;),
parai =1,...,m. Vamos probar que {«; : 1 < i < n+m} contiene un subconjunto
de m elementos que genera k* sobre k' (como modelos de T,). Para eso, tome g; €
MP[zpi1, ... Tpgm) tal que gi(z1, . .., 2y, exp(ay), . . ., exp(zm)) = filx1, ..., 20) (0

sea, sustituimos las ocurrencias de exponenciales en f por nuevas variables en la

expresion polinomial que define f), parai =1,...,n, y tome ¢, ;(Z1, ..., Tpim) =
Tpti — exp(x;) para i = 1,...,m. Entonces claramente g;(a1, ..., &nm) = 0 para
cadai =1,...,n+m. Vamos probar ahora que det (W (Q1, .oy Qpim) #

0. Vamos dividir la matriz jacobiana W en cuatro blocos A, B,C, D, de

3(91,...,gn+m) _ A B
Ity suim)  \C D

forma que

) ) ) )
- para eso, ponemos A = (—89’> B = <— 99 ) C= <—,g"+l>
’ oz L) OTp 4 ) . ) oz, . L0
1/ 1<i,j<n "/ 1<i<n,1<5<m 7/ 1<i<m,1<j<n
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D — (agn+i

OZn-+j > 1<i,j<m
la matriz n x n obtenida por anadir n — m columnas de ceros a derecha. Hacemos

. Note que D es la matriz identidad I,,, m x m. Ahora, sea B’

lo mismo con C obteniendo C” en que anadimos por bajo n — m filas nulas para

obtener una matriz n X n. Si tomamos D’ = [,,, tenemos que

A B A B
det = det
(2 0) a2 )

m
Ahora note que
A B A B D 0
det = det det
c" D c' D -C" I,
Por lo tanto, utilizando las propiedades de la multiplicacién de matrices:
A B A B D 0 AD'+ B'C" B
det = det = det
C D ' D c' I, D'c'—-c'D D
Como D' = I,,, concluimos que
A B
det ( ) = det(A — B'C")
C D
Ahora note que, por cuenta de la regla de la cadena, parai=1,...,n,7=1,...,m
dfi 0gi Jg;
o, (a1, ...,0p) = o, (1, .oy Q) + exp(aj)m(al, ey Q)
y,parat=1,....,n,j=m+1,....n
ofi 0gi
I, (c1,..., ) = D, (01, )
Ahora, como C’ es la matriz diagonal — exp(x1), ..., —exp(z,),0,...,0, tenemos
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que

det(A — B'C") = J(f1,. -, fa)(a1, ... an) #0

99:
ax]‘

(al,...,an+m)> . ,para i =1,...,n son
1<j<n+m

linealmente independientes como elementos de K™™. Asi, existe un subconjunto

Por lo tanto, los vectores fila (

uC{l,...,n+m} con |u| = n tal que la matriz:
d9;
(8 “(ag, ..., ap)
LU]' 1<i<n,jeu
es no singular. Como las g1, ..., g, son k’-definibles, sigue como consecuencia de la

Proposicién 3.4.2 iii) que para cada j € u, a; es k’-definble con parametros de {a; :

1 <i<n+m,i¢ u}. Para visualizar como eso ocurre, asuma por simplicidad que

u={1,...,n}. Si definimos h;(z1,...,2,) = gi(T1, ..., Tp, Uni1, Wpim), entonces
los ceros regulares de (hy, ..., hy,) son finitos, por consecuencia de la Proposicién
3.4.2 - y como los o, © = 1,...,n son coordinadas destos ceros, sigue que son

definibles a partir de ay,11, Q. Eso concluye la demostracion.

Como consecuencia de la proposicién anterior, tenemos que existen a € k,b €
Fin(K), n; € Z (i € s) tales que ). njo; +b+a = 0. Como b € Fin(K), existe
g € Q tal que 0 < ¢ — b < 1. Entonces si tomamos ¢ = ¢ + a € k, tenemos
que ¢+ Y .. nio; = q—b € (0,1), lo que prueba la Proposicién 3.4.4, y con eso

concluimos el trabajo.
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