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Abstract

This work presents a detailed study about some cases of a family of superintegrable systems associated with
the pseudo-unitary group U(1,1). The main interest is on a non-compact Cartan subalgebra of this group
which allow us the reduction by symmetry of the initial U(1,1) free Hamiltonian to obtain reduced classical
and quantum Hamiltonians with potential terms. We will emphasize, in both versions, the implications of
the compact and non-compact character of the group’s generators. Subsequently, we carry out the explicit
resolution by the factorization method in both frames, classical and quantum, mentioning some peculiarities
about ladder and factorization operators in both formalisms.

Resumen

Esta memoria presenta un estudio detallado de algunos casos de una familia de sistemas superintegrables
asociados al grupo pseudo-unitario U(1,1). El interés estd puesto en la subélgebra de Cartan no compacta
de dicho grupo que permite la reduccién por simetria del Hamiltoniano libre tipo U(1,1) obteniendo el
Hamiltoniano clasico como su versién cudntica. Haremos énfasis, en ambas versiones, sobre las implicaciones
del caracter compacto y no compacto de los generadores del grupo. Posteriormente se lleva a cabo su
resolucién explicita mediante un proceso de factorizacién en ambos casos, cldsico y cudntico, mencionando
algunas particularidades de los operadores escalera y operadores factorizacién en ambos formalismos.
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1 Introduccion

Nuestro objetivo en este trabajo es obtener las simetrias del Hamiltoniano a partir del grupo pseudo-unitario
U(1,1) mostrando relevancia en el desarrollo matematico del cardcter compacto y no compacto de los gen-
eradores de los cuales va a depender el dlgebra de Lie asociada asi como la relacién entre los operadores

factorizacién y los operadores subida y bajada del grupo.

Para familiarizarnos con los grupos pseudo-unitarios comenzaremos con una descripcién de un grupo bien
conocido a nivel fisico, el grupo unitario U(2), describiendo las caracteristicas de sus generadores para luego
definir el grupo especial unitario SU(2) sobre el que haremos una descripcién breve del algebra de Lie
asociada y los aspectos relevantes a tener en cuenta para el andlisis subsiguiente del U(1, 1), que es el grupo
de interés en este trabajo. Bajo cierta restriccién determinaremos el grupo especial pseudo-unitario SU(1, 1)
su &lgebra de Lie y en especial, desarrollaremos el subdlgebra de Cartan no compacta (NC) que serd la
base principal para los posteriores desarrollos. Deduciremos en la secciéon 5 el Hamiltoniano clasico y la
representacién en el espacio de fases cldsico como predmbulo para construir el caso cuantico, considerando el
dlgebra matricial inherente a U(1,1) con la cual deduciremos la representacién diferencial y el Hamiltoniano

cuantico.

Se hace énfasis que al tratar el caso NC, nuestro interés inicial es tratar el generador no compacto X,
como operador diagonal; es decir, el objetivo es relacionar los operadores subida y bajada asociados a X»
con los operadores factorizacién obtenidos al aplicar el método de la factorizacién [6], [19], [20], [17], sobre
el Hamiltoniano reducido. Veremos las particularidades e implicaciones de tal desarrollo. Para cerrar,
haremos un breve andlisis de la factorizacién cldsica como limite de la cudntica. Esta propuesta abre un
camino para explorar las simetrias en dimensiones mayores [28], [12], por ello, en el apéndice C se hace
una pequefia extension al grupo SU(2,1) como base para futuros desarrollos sobre el que se puede seguir
haciendo una construccién andloga a la de este trabajo con el propdsito de encontrar las simetrias heredadas
por el Hamiltoniano cuéntico [9], [T0]. Antes de dar inicio al trabajo, se hard una contextualizacién dentro

de la teoria de grupos y los sistemas superintegrables a tener en cuenta.

Los sistemas superintegrables cldsicos tienen més de N integrales de movimiento independientes [4]. En el
caso cuantico, exige la existencia de N operadores de simetria que conmutan y que ademas el Hamiltoniano
conmute con los N —1 operadores diferenciales [1I, [3]. Estos sistemas que pueden ser resueltos analiticamente,
son de bastante interés desde el punto de vista fisico y matemético [21I], [22], por lo que la construccién de
modelos en este campo han resultado en un extraordinario interés a nivel fisico, ejemplo de esto son los
potenciales en una dimensién como el Pésch-Teller, Morse o los potenciales Sutherland y Calogero [B], [27],
[22], [11]. En los sistemas integrables hay N constantes de movimiento en involucién siendo el Hamiltoniano
uno de ellos, por otro lado los sistemas superintegrables requieren mas de N constantes de movimiento y
mds que un subconjunto de N constantes en involucién [2], [21], [I3]. Un conjunto de articulos [19], [23], [7],

301, [24], 23], [16], [20], [18], se han dedicado al estudio de sistemas superintegrables construidos en espacios



homogéneos sobre los grupos pseudo-unitarios SU (p, q) [27], [E].

Una de las estructuras matemadticas base en este trabajo son el dlgebra de Lie de los grupos en consideracion.
Un grupo de Lie es el conjunto de todas la matrices (generadores) X, tales que los elementos del grupo se

X con o un pardmetro real [31], [29]. De esta manera es facil deducir, desde

pueden escribir como e
las transformaciones infinitesimales, las caracteristicas de los generadores. Por otro lado, otro concepto
importante inherente a la del grupo es el de Sudlgebra Maximal Abeliana que denotaremos como MASA
[5]. Es una subélgebra del grupo con la mayor dimensién posible. En general a partir de un algebra y de la

MASA obtenemos un Hamiltoniano que herede las simetrias asociada a la MASA seleccionada.

En la referencia [0] se parte de un Hamiltoniano libre definido en el espacio hermitico hiperbélico, con
coordenadas y* en C que satisface ggw y*y” = 1; se expresa en coordenadas complejas, indicando la barra
su complejo conjugado como

H= 4cg”7pMpT,

Siendo p,, los momentos conjugados con y,v = 0,.., N = p+qg—1. La constante real c estd relacionada con la
curvatura seccional del espacio hermitico. El procedimiento que seguiremos difiere de [5] ya que partiremos
directamente del invariante asociado al grupo U(1,1). Los elementos de la MASA, en nuestro caso, no
compacta, vienen asociadas al Hamiltoniano de tal forma que satisfacen en el caso cldsico {H, f} =0y en

el caso cudntico [H, Y] = 0, asi obtendremos las simetrias asociadas al sistema [15].

2 Grupo Unitario U(2)

Comencemos recordando algunas cosas bien conocidas del grupo U(2) o grupo unitario de dimensién 2. Se

trata de las matrices complejas 2 x 2 definido por
U@2)={U|UU=1I}

Es decir, son matrices cuya inversa coincide con su adjunta. Toda matriz unitaria puede expresarse como
una exponencial U = e®4 o € R [31], tal como se muestra en el apéndice A. De la definicién se deduce que
det UTU = (det U)*.det U = 1, lo cual implica que el médulo del determinante de una matriz unitaria es la

unidad, |det U|?* = 1.

Las matrices unitarias U(2) se pueden asociar a la conservacién del producto hermitico esténdar en C2.

Fijada la matriz métrica G = I, en C? = {z | z = (21, 22) V 21, 22 € C} el producto hermitico se define como

)10 w1

(z,w) = 21Gw = (z* 5
0 1 wo

1 2



Seaz = Uz, la imagen de un vector del plano complejo. El producto escalar es
(z,2) = (U2)GUz = UTGUz = 2'U'Uz = 271Gz = (z,2)

Deducimos que los elementos de U(2) dejan invariante la norma de los elementos de C2. La condicién de
unitariedad es equivalente al de invarianza de la métrica [25] bajo la accién del grupo segin la siguiente

relacién

UtGu =G (1)

Los generadores de U(2). Sean los elementos de U(2) que se pueden expresar en forma exponencial como
U=eA eeR

siendo A un matriz. Este conjunto es un subgrupo uniparamétrico de U(2) [14], cuyo generador es la matriz

A. Veamos a continuacién cémo son los generadores de U(2). Podemos desarrollar en serie de Taylor 4
hasta primer orden en términos del pardmetro infinitesimal €, U(e) = I + €A, aplicando
(I+eA)GI+eA) =G+ e(GA+ATG)+0(e) =G
Conservando términos de primer orden, como G =1 — AT + A =0
Al =-4 (2)

Esto significa que los generadores de este grupo son antihermiticos. Podemos hacer un pequeno cambio sin
alterar ninguna de las definiciones anteriores escribiendo U = 4 = e~ %4 con J = iA. Se infiere de 2)

que JT = J, asf U queda expresada como la exponencial de una matriz hermitica
U=e, Ji=J
La forma de la matriz J debe ser, siguiendo a

c+d a—1b
J = , a,b,c,d € R
a+ib —c+d

Descomponiendo por cada pardmetro independiente obtenemos los cuatro generadores de U(2)

1 0 0 1 0 )
J=d + a +b. + c



o también, utilizando las matrices o de Pauli,
O’O = 0’1 = 0’2 = 0'3 =

podemos utilizar la base para los generadores {J} para cualquier J [29], [31]:

1
i = 50%, J:Zk:bkjk, k=0,...3

2.1 Grupo Especial Unitario SU(2)

Si consideramos las matrices de U(2) tales que el determinante sea la unidad, obtenemos el grupo SU(2) o

grupo unitario especial:

SUQR)={U |UeU2)y detU =1}

—iaJ —ia(TrJ)

Puesto que, dete =e = 1, los generadores de SU(2) se caracterizan por que TrJ = 0. Por lo

tanto, el grupo especial unitario también se define como
SUQ)={U|U=¢""™ J =] TrJ=0}

La forma de la matriz J debe ser

a c—1b
J:
c+ib —a

Descomponiendo por cada pardmetro independiente obtenemos los tres generadores de U(2)
1 0 j
J=ua + b + ¢

o también, utilizando las matrices o} de Pauli, podemos utilizar la base para los generadores {J;} para
cualquier J [31], [I4]:

1
i = 5%, J:Ek:bkjm k=0,...3

Como cualquier matriz de SU(2) tiene determinante igual a la unidad, si multiplicamos por el factor e~
(por la matriz unidad oy) se afiade una fase que origina el grupo U(2) [} En general U(N) tendrd N2

generadores, SU(N) tendrd N? — 1 generadores y N — 1 generadores 'diagonales’ El [14]

IE] determinamte de cualquier elemento de U(2) es un nimero complejo cuyo médulo al cuadrado es la unidad, es decir,
pertenece a la circunferencia compleja unitaria, mientras que el determinante de un elemento de SU(2) es uno, asf al multiplicar
cualquier elemento de SU(2) por una fase se obtiene un elemento de U(2)

2Entiéndase como matrices diagonales



2.2 Algebra de Lie su(2)

Los generadores introducidos antes de U(2), son {Jo, J1, Jo, J3}, y de SU(2): {J1,J2,J3} (que no incluye
Jp). Estos sistemas de generadores son la base de un espacio vectorial (de dimensién 4 y 3, respectivamente).

Ademiés verifican unas reglas de conmutacién bien conocidas que son las siguientes:
[Jo,Jk] ZO, [Jj,]k} Ziejlil, i,j,kz 1,2,3.

Esta estructura constituye el dlgebra de Lie su(2) o bien u(2), si incluimos o no el generador Jy que conmuta
con todos. A veces es conveniente introducir la base de operadores escalera que se definen como combinacién
lineal de Jy y Jo [14]

JE = Ji+ids 3)

Que satisfacen las siguientes reglas de conmutacion
[J3, JF) = £J5,  [JH,J7]|=2J; (4)

Esta base es conveniente para estudiar las representaciones unitarias irreducibles (uir’s). En las uir’s de
SU(2) vamos a obtener un operador de bastante interés en este trabajo, el Operador Casimir, definido

como

=T T4+ T =J3(Js+1)+JT T

Resulta que J? conmuta con todos los generadores de su(2), y su valor en cada uir caracteriza dicha uir.
Recordemos que la representacién U; de su(2), siendo j entero o semiimpar, cumple la condicién J? = j(j+1)

23], [14].

3 Grupo Pseudo-Unitario U(1,1)

Cualquier grupo pseudo-unitario se define por medio de un producto pseudo-hermitico. En general los
elementos de este grupo se definen de manera andloga como se hace en U(n) con G = I, pero ahora se fija

la métrica con los dos signos G(p, q) [8] El
Ulp,q) ={U |UTGU = G} (5)
Fijando la métrica G(1,1) en C2 el producto pseudo-hermitico se define como

= zjwy — z5ws

)10 w1

(z,w) = 21Gw = (zi‘ 25
0 -1 w2

3Es una matriz diagonal donde p indica el niimero de unos y q el niimero de menos uno



!
Sea z = Uz, entonces

(z,2) = (U2)'GUz = TUTGUz = 21 Gz = (2,2)

porque ha de cumplirse . De manera andloga a U(2), el determinante de una matriz de este grupo es
un niimero complejo tal que cumple nuevamente det UT.det U = 1 asi que es un niimero complejo sobre la

circunferencia en el plano complejo de médulo 1.

Generadores de U(1,1). Consideramos la expresién exponencial para los elementos de U(1,1), U = el

Tomemos, para transformaciones infinitesimales, la expansién en Taylor de la exponencial a primer orden en
términos del pardmetro infinitesimal e: U(e) =~ I + €A; se deduce la siguiente propiedad de los generadores
de este grupo

(I +eA)G(I+eA) =G +e(GA+ ATG) =G
G+ €AG + eATG + O(€%)
GA+ATG=0 (6)

Por lo tanto, los generadores de U(1, 1) son G-anti hermiticos. De acuerdo a esto si parametrizamos la matriz

A de la forma usual

a b
A =
c d
se deducen las siguientes relaciones a* = —a,d* = —d,c* = b. Luego los elementos de la diagonal son

imaginarios puros y los de la antidiagonal son complejos conjugados

ia c+ib
A= (7)
c—1b id
Equivalente a la siguiente combinacion lineal
i 0 0 0 0 1 0 i
A=a + d + ¢ + b
0 0 0 4 10 —i 0

Que forman una base para cualquier matriz A del dlgebra de Lie u(1,1). Los dos primeros generadores son

antihermiticos y los dos ultimos hermiticos. Denotemos cada generador con las siguiente nomenclatura

i 0 0 0 0 1 0
Yo = Yoo = X1 = Xo =
0 0 1

Como tenemos cuatro grados de libertad si imponemos la condicién adicional de traza nula para la matriz
Aen @), TrA = 0, se deduce que a = —d = d* y por ende hallamos el generador X3 que es antihermitico,

por @ los generadores de SU(1,1) son respectivamente X; = 01, Xo = —09 y X3 = i03. Matricialmente



tenemos

X = Xo=| X; = . (8)

Combinando Yy; y Yoo tenemos un elemento de U(1,1) que de forma andloga con SU(2) nos da una fase

global
i 0
Yo =Yo1 + Yoo = 0 (9)
i

En definitiva tenemos la base de generadores para u(l,1) muy semejante a u(2), pero con importantes
diferencias:

{Yo; X1, Xo, X3}
El generador Yy del U(1) [14] es el mismo. Igual pasa con X7, es comtin. En cambio X, X3 difieren.

3.1 El algebra de Lie de u(1,1)

Por esta razén, comparando con el dlgebra de SU(2) hay algunas reglas de conmutacién que se mantienen,
asi que para mantener la mayor similitud con el conmutador [J;, Ji] = i€jiJ; [31], [14] redefinimos los
generadores X al multiplicar las matrices por %, por lo tanto en SU(1,1) se cumplen las siguientes reglas de

conmutacién tal como en SU(2)[]
(X5, X1] = Xo, [Xo, X3 = X1

Con el resultado particular [X;, X3] = —X3. Si incluimos el generador Y, obtendremos trivialmente el
algebra de Lie de u(1,1):
[Yo, Xx] =0, k=1,2,3

En el grupo SU(1,1) el elemento Casimir lo definiremos como [5]
C=-X?- X2+ X?

El signo cambiado en X7 y en X5 procede del diferente caracter de estos generadores. Vemos que X, Xo

son generadores hermiticos y por lo tanto semejantes a una matriz diagonal D
X; = PDpP™! (10)

sus eigenvalores son numeros reales y puede verificarse que son —% y % Luego un elemento de U(1,1) es el

4Si las matrices no se multiplican por el factor 1 los conmutadores quedan con un factor 2, por simplicidad y siguiendo la
notacién de los generadores segtn [5], en las siguientes secciones no serdn multiplicadas por dicho factor



resultado de la exponencial de un parametro El por el generador que bajo una transfomacion de semejanzaﬂ

(10) queda en términos de funciones hiperbdlicas

fe% 0 1
X2 = exp 3
-1 0
_ —a/2 i1
poXa _ ) e 0 5 3
+a/2 _i 1
1 1 0 e 5 3

cosha  isinha .
e“r? = =cosha I +sinha X, (11)
—isinha cosha

Por quedar en términos de funciones hiperbdlicas es un generador no compacto. De esta misma manera se

puede calcular la exponencial de X; y se prueba que también es un generador no compacto
e®X1 = cosha I +sinha X, (12)

El generador X3 tiene autovalores imaginarios puros, luego la exponenciaciéon queda en términos de funciones

trigonométricas, por lo tanto es un generador compacto

i 0 cos o + i sin « 0
2% = exp | =
0 —2 0 cosa — 1 sin o
e?*Xs = cosa I +sina X3 (13)

El algebra no compacta de SU(1,1) tiene tres clases no conjugadas de MASA’s. Todas ellas incluye Yj
y el segundo elemento de la subdlgebra determina: la Subdlgebra de Cartan Compacta, Subdlgebra No
Compacta de Cartan, y una clase de Subdlgebra Abeliana Maximal Nilpotente. Nosotros nos centraremos

en el subdlgebra no compacta que incluye X5 [5].

4 Subalgebra de Cartan No Compacta

El generador Y es antihermitico compacto y X5 es hermitico no Compacto.

Como Y, = I, ambos operadores conmutan por lo que obtenemos una MASA de U(1,1) [24], [1§]. Con-

sideremos el vector z = (21, z2) genérico de C? con el cual vamos a determinar las coordenadas asociadas a

5Para simplificar el resultado de la exponencial conviene que el pardmetro a absorba el factor % de los autovalores
6Los vectores columa de la matriz P son eigenvectores del generador X;



los generadores Yy, X>. Notemos que cada componente z; tiene dos grados de libertad, por lo que tenemos
4 parametros libres a escoger, dos de ellos vendran dados por lo generadores Yy, Xs denotados por «; y

escogeremos otros dos de tipo real que denotaremos con la letra s, de esta forma escribimos la transformacién

z S
bl _ e@0Yo po2Yz 1

(14)
29 52

Siendo 7? invariante bajo U(1,1). Interpretamos s como un mdédulo y las exponenciales como rotaciones
hiperbdlicas, esto de manera andloga al caso compacto donde se obtienen coordenadas polares. De hecho,
podemos comprobar que [26]

r? = |z)? = |2’ = (51)? — (s2)* =1 (15)

Desarrollando las nuevas y antiguas coordenadas estan relacionadas por

21 = €' (51 cosh ap + isg sinh )
, (16)
29 = €"*°(—isy sinh ag + s9 cosh ag)

Tenemos que g y as son coordenadas reales generadas por generadores que conmutan. Las componentes de z
son funciones respectivamente de un vector @ y § ﬂ asi escribimos z = z(@, §). Transformando nuevamente z
como en con los pardmetros By, S tenemos el elemento en la pseudo-esfera z = (z1(a+8,s), zo(a+p,s))
. Los pardametros asociados a los generadores se suman ya que los generadores conmutan y ademds seran

coordenadas ciclicas como se demostrard méas adelante.
(17)

En conclusion hemos construido coordenadas tales que dos de ellas vienen generadas por la aplicacién de dos
grupos uniparamétricos que conmutan, generados por Yy y X, de tipo compacto y no compacto, respecti-

vamente.

A continuacién, proponemos un Hamiltoniano en C? tal que sea simétrico bajo U(1,1). En particular bajo
los subgrupos de Yy y X5. Esto implica que las coordenadas & seran ciclicas y el problema se puede reducir a
las dos variables restantes s, s3. Pero teniendo en cuenta la restriccion , el problema quedara, de hecho,

reducido a una variable, ¢.

5 Hamiltoniano Clasico para el Caso No Compacto

Vamos a calcular la energfa cinética invariante bajo U(1,1) en C? por medio de las coordenadas (@, 5). Para

ello calculamos la velocidad Z y después su médulo al cuadrado, |Z|? utilizando la métrica G(1,1).

7A continuacién utilizamos la notacién & y 5 en el sentido de vectores reales con componentes reales ag, a2, S1 y S2
respectivamente. No confundir esta notacién con la de complejos conjugados



Los elementos de U(1,1) actiian como rotaciones sobre 'vectores’ en la pseudo-esfera [27] por lo que dejan

invariante la métrica y por lo tanto la norma del vector. Para z € C? su diferencial total

0z doy; + %dsi

dz = 8041- 852

Como z = e%Y3 @ entonces la derivada temporal queda
5= Yoz dg+ Yoz aig + eV §
Como (2)"G% = invariante entonces
(A)1GZ = (Yoz do + YaZ da + €™V §)T G (Yoz dig + Yoz i + €Y 5)
por propiedad del traspuesto conjugado z' = ET(ed'Y)T reemplazamos
(51 (™Y dig + 5T ()Y da + 5T(e® V)T G (Yoe™ Y 5 dip + Yae™ Y 5 dy + €™ §)

Desarrollando el producto y teniendo en cuenta que Y;, X5 conmutan con Y e U (1,1) obtenemos la

siguiente expresién
(5)1Gz = 57G5 dp? + 51Y] GYa5 doaiy + 5TY] G5 dig + 57Y) GYo5 digaa
+ 5 QY55 iy + 5TV G5 diy + 51 QY5 dj (18)
+ 5 GYa5 diy + 5T (V)G (eY)s
Haciendo los cédlculos respectivos finalmente tenemos el invariante

,C = (Z)TGE = 8.12 — 8.22 + 02()2 — d22 + 4818202()d2 (]_9)

Asociando éste término con el lagrangiano (més concretamente, con la energfa cinética) £ = L(a, @, 5, 5)
vemos que las a; son coordenadas ciclicas, luego sus momentos conjugados respectivamente son constantes

las cuales llamaremos My, Ms respectivamante. Por lo tanto

oL

i = y
(90[2‘

Desarrollando estas derivada y expresando «; en términos de las M;

g = Mot 2s1i8My L My 2515 My
07 T9(1 4 45252) ’ T 21 4 45252)

10



Por otro lado las otras coordenadas s; no son ciclicas y sus momentos conjugados son respectivamente

Haciendo la transformada de Legendre obtenemos el mismo resultado de y es propiamente el Hamilto-

niano H
2 2 2 2
M5 — Ms +4 Mo M-
Y = ps1 . psz + 0 2 + 521522 04iV12 (20)
4 4 4(1 + 4s7s3)

Para simplificar més la expresién y llegar al mismo resultado de [5] (pag. 193) El redefinimos las variables

correspondiente solo a un cambio de escala de los momentos conjugados

Ps; = \/ipsi MZ = Zmi

m% — m% + 481 89moms
2.2
14 4s9s5

1
H= 5, — )+

(21)
El Hamiltoniano obtenido depende de las coordenadas s, s, por lo que el médulo al cuadrado del momento
estd expresado en esas coordenadas. Pero podemos obtener una expresiéon mas reducida si escribimos s; =
cosh ¢, s = sinh ¢ en (|19)), ésto es coherente porque los movimientos estdn limitados sobre la pseudo-esfera
unitaria asi que sélo tenemos componente angular del momento pg. Calculamos el momento conjugado py y

desarrollamos los demas términos dependientes de s1, so. Introduciendo la constante de curvatura ¢ = —1

como un factor global en [2] queda finalmente el Hamiltoniano para el caso NC

1 mZ — m2 + 2mgms sinh 2¢
H= 7pi - 0 2 D) (22)
2 cosh® 2¢
Con el potencial como funcién de ¢
m2 — mZ — 2mgmeo sinh 2¢
V(g) = ——2 (23)

cosh? 2¢

Si m3 = 0 tenemos estrictamente una barrera, si m3 = 0 tenemos un pozo. Cuando mZ = m3 por un lado
tenemos una barrera y por otro un pozo. Nos interesa mostrar el caso cuando m% > m%, cuyo comportamiento
del potencial se muestra en la figura 1.a en el que habra estados ligados. Por tiltimo cuando m3 < m3, tenemos

el potencial que se muestra en la figura 1b [5].

5.1 Algebra matricial

Los generadores de SU(1,1) que hemos denotado como X; y el generador Yy de U(1,1) vimos que se
corresponden matricialmente con y @D respectivamente siendo X5 el generador de la subdlgebra no

compacta el cual tomaremos como matriz diagonal, ya que sobre él hemos construido nuestras coordenadas

8La expresién general del Hamiltoniano H = ¢ (%g‘“’psupsv + V(s))
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Figure 1: Tipos de Potencial dependiendo de los valores mg y mo

ciclicas. Vamos a construir los operadores escalera de tal forma que se cumpla

[Xo, XF] =X X*

(24)

Los operadores subida y bajada se obtienen como combinacién lineal de los demés generadores de SU(1,1)

asf que definimos X+ como Xt = aX;4+bX5 y X~ = cX;+dX3. Desarrollando encontramos que a = b = 1,

c=—d=1y A =2, explicitamente se tiene
X+ =X, + X5

Que se corresponden con las siguientes matrices

de tal forma que se verifica el siguiente dlgebra matricial

Xy, XF] =+ 2X*

(25)

(27)

Como nos interesa estudiar las simetrias del Hamiltoniano a partir del grupo U(1,1) a nivel cldsico, de-

terminaremos la representacién en el espacio de fases. Posteriormente su analogo cuantico proponiendo

identificar el Hamiltoniano con el operador Casimir € del grupo definido como

¢=X7- XX}

12



6 Representacion en el espacio de fases clasico

En la seccién anterior hemos construido el Hamiltoniano clédsico con dos elementos bésicos: i) las coordenadas
que hemos determinado mediante el grupo U(1,1) y ii) que dicho Hamiltoniano fuera libre, con un término
cinético invariante bajo U(1,1). Ahora comprobaremos las simetrias de dicho Hamiltoniano. Para ello
construiremos los generadores de U(1,1) en el marco cldsico y comprobaremos que cierran el algebra de Lie

u(1, 1) mediante los corchetes de Poisson [28], [12].

En esta seccién hallaremos la correspondiente representacion de los generadores matriciales X; en términos
de las coordenadas «g, as, S1, S2, a través de la respectiva representacién en las coordenadas candnicas

(x1,91), ¥y (z2,y2) tal como se indica en la siguiente transformacién [I5]
Xi=—q" X;p (29)

Antes de aplicar , veamos que inicialmente hemos considerado las coordenadas Z en C? que siguen las
ecuaciones transformacion . Si cada coordenada de Z la expresamos explicitamente con su parte real e
imaginaria tenemos cuatro pardmetros, es decir que podemos pasar de C? a R* escribiendo z; = z; + ;.
Separando la parte real de la parte imaginaria y relaciondndolas nuevamente con deducimos las siguientes

ecuaciones de transformacion

T1 = S1 COS g cosh ag — 85 sin o sinh ap

Y1 = S1 Sin g cosh ais + s cos ag sinh as
(30)

To9 = S9 COS (g cosh ay + $7 sin g sinh ap

Yo = Sg sin ag cosh as — s1 cos ap sinh as

Estas coordenadas z1,...y> de los puntos de R* son coordenadas canénicas, que se corresponden con las
componentes de q” en 7 mientras que p son sus momentos canénicos respectivos py,, . ..Dy,. Como nos
interesa hallar los X; en términos de las nuevas coordenadas utilizamos para sustituir en las componente
de q”. Para garantizar que los nuevos momentos P,;, Ps; se correspondan con momentos candnicos de

acuerdo a realizamos las siguiente transformacién segin [15] (pdg. 171-172)

Q; = fi(q)

Donde las @; se corresponden con las ecuaciones de transformacién inversa de (30) y dada la siguiente

expresion para los momentos canénicos

i~ 99 py
P= G (31)

donde el término de las derivadas de las nuevas coordenadas en funcién de las antiguas se corresponde con

13



los elementos de la matriz Jacobiana definida como

_9Q

Sin embargo es conveniente escribirla como el inverso de J, porque son precisamente los términos que
ag\ "
Jo=J "=+~
©o (acz
En estos términos la expresién para los momentos canénicos en (31]) de forma matricial es
T
_|(oa)"
P = 9Q

Donde los momentos P7 se corresponden respectivamente con P®, P2 Ps Psz  Sustituyendo en (32)

podemos calcular

P (32)

obtenemos las respectivas representaciones x; en el espacio de fases

sinh 2a (2m231 89 + my (s% — s%

= )) — cosh 2 Pt P2
X1 pop cosh 2as (s2 + 51 )

cosh 2as (2masi sy + mg (52 — s2
X3 = 2( 2 ;_i 3 0( L 2)) *Sinh2a2(82P81+81P82)
51 T 82

X2 = —Ma2

asociados a los generadores X;. Estas nuevas funciones x; deben corresponderse con el dlgebra matricial aso-
ciada al grupo U(1, 1) por lo que calculando la funcién Casimir obtenemos una funcién que identificamos

con el Hamiltoniano clésico (salvo un factor constante global)

2 2
mg — ms + 4mamos; Sa

H = P31 P82 2 P81 2 P32 2
(51 P 4 59 P™2)" + (P*)" — (P*2)" + 12521 1

Debido a las ligaduras en el espacio hiperbélico s, P* = 0 H] inferimos el Hamiltoniano clésico

2 2
my —ms + 4momoS1So
2.2
4s7s5+1

H=(P2-P%)+

Vemos que este resultado se corresponde con el invariante encontrado en 1} salvo un factor global % que
no tiene importancia. Si aplicamos las transformaciones s; = rcoshag y sa = rsinhagy el Hamiltoniano

quedard més reducido, recuperando nuevamente (22)).

Como vemos, esta construccion cldsica es mas sistematica y permite construir los generadores del grupo
como funciones de las coordenadas candnicas y el Hamiltoniano como la funcién Casimir. Aunque no lo
hemos presentado aqui, la estructura de u(2) se mantiene, por medio de los corchetes de Poisson en vez de

conmutadores.

14



7 Representacion diferencial y Hamiltoniano Cuantico

La representacién diferencial de los generadores X; la denotaremos como operadores X; y los obtendremos
aplicando nuevamente la transformacién del mismo estilo que la clasica (29)). Haciendo nuevamente la
sustitucion de las ecuaciones (30)) escribiendo las coordenadas s = s(r, ¢) y los momentos P/ como derivadas,

por el principio de correspondecia, P + —i 0y, y P" + —i 0, y P? s —i 04 obtenemos los operadores

X1 =i (cosh 2a 8 — sinh 20y sech 26 (9, + sinh 2¢ d,,))

. (33)
X3 =i (sinh 2ap 0y — cosh 2a sech 2¢ (9a, + sinh 2¢ 0,,))
Xy =i O,
. (34)
Yo = —i D,

El operador Casimir se corresponde de forma equivalente con (28) pero ahora, en nuestra notacién de

operadores, es

¢=X2-X2-X? (35)
Identificamos este operador Casimir con el Hamiltoniano cuéntico (salvo un factor global) ya que es un
operador de segundo orden que conmuta con las simetrias del grupo U(1,1). Sustituyendo de y en

(35) obtenemos la forma explicita del Hamiltoniano cudntico,

. 1
H = 93 + 2tanh 2¢ 9, + T

2 (92, — 02, — 2sinh 2¢ Da, Oay) (36)

7.1 Problema de valores propios

De las simetrias X, Yy que generan la MASA de U(1,1) vamos a resolver el problema de valores propios
asociados a estos dos operadores que se corresponde con resolver YoW,,, = moW¥.,, XoWm, = maVU,,.
Aplicando ([34) se obtienen las autofunciones ¥,,, = e¢"™o® y ¥, = e~"m292_ ] 05 operadores de simetria
conmutan entre si tal como el Casimir conmuta con todos los generadores [7], [I4], en consecuencia pueden

actuar simultaneamente sobre este tipo de eigenfunciones separadas:

(bfno,nm (¢a Qo, a2) = wﬁmg,mz (¢) eimoaoe_imrzaz (37)
H ®F, .. (6,00, 02) = Bk, (¢) eimocoeimaas (38)

en donde Ej, es el valor de la energia. Siendo la ecuacién de valores propios asociada al Casimir reducido a

la variable ¢,

7-2 ,l/}f?:'l(),mz (¢) = Fy ¢fn0,m2 (¢) (39)
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El subindice mg, ms estd referido al los autovalores de ?0, Xg sobre los que actiian los operadores subida y

bajada.

7.2 Operadores escalera asociados al operador no compacto X,

Como Yy y X, son simetrias para el Hamiltoniano, tomando X, como operador diagonal definimos los
operadores subida y bajada asociados a X, mediante la siguiente combinacién XE = aX; £ bX; cuyos
coeficientes deben satisfacer necesariamente la regla de conmutacién [Xa, X*] = + AX*. Resolviendo
hallamos

Xt=X, +X; (40)

Con ésta combinacion encontramos que A = 2¢. por lo tanto la regla de conmutacién queda
[(Xo, XF] =+ 2iX* ; [XT,X7]|==+4iX, (41)

resultado andlogo con el dlgebra matricial como era de esperar. Aplicando sobre obtenemos

respectivamente los operadores diferenciales X+

X+ =i €22 (9, — sech 2¢ Dy, — tanh 2¢ ,,
(9 ) (12)

X~ =ie 22 (9, + sech 2¢ Oy, + tanh 2¢ D,,)

Veamos la accién de los operadores subida y bajada sobre la funcién separada (37)). Por (42)); se encuentra

el siguiente resultado

Xi (I)]:no,mrz (¢7 o, O‘Q) = ¢i€n0,mgi2i(¢7 Qo, 012) (43)

Donde
q)l':no,mgﬂ:%(d)v g, ag) = @Z’ﬁzo,mﬁzi((ﬁ) eimoco g ilmat2ijas (44)
K o matai(®) o< (F matanh2¢ £ mg sech 2¢ O, +i0y) ¥(9) (45)

Si reescribimos de manera equivalente (43)) con las exponenciales en el miembro izquierdo tenemos

XEYE . (9) = (F matanh2¢ £ mg sech 26 + i0y) ¥, o 10i(@) o< YE L 40i(0)

El miembro derecho es un operador que actiia sobre una funciéon que sélo depende de la coordenada ¢; éste
operador se corresponde con el Hamiltoniano reducido (39)). A este nuevo Hamiltoniano le podremos aplicar
el método de la factorizacion con el objetivo de poder hallar sus autofunciones, pero se hace énfasis de que

considerar X5 implica la siguiente relacién

XEQE (@) ok i(9) (46)
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Es decir el valor propio ms sube y baja en cantidades imaginarias, lo cual carece de sentido fisico, ademds

que se obtendrian eigenfunciones de A que no son de cuadrado integrable.

8 Método de la factorizacion

Veamos que aplicando (38)) sobre las funciones separadas (37]), considerando por el momento los subindices

mop, M2,

N ) ) 22 o -
H (I)k (¢7 o, 042) — e~ maaz i moco (ai + 2tanh 2¢ 6¢ n mg — msj T0m2 sin ¢
cosh” 2¢

mop,mz2

)wm) (47)

Entonces, la ecuacién en ¢,

A o —mj —2 inh 26\ ,
”H%U,m(cb):<8§+2tanh2¢a¢+mo mj3 — 2moms sin ¢) i

e bomal®) (49)

se corresponde con el Hamiltoniano reducido y el objetivo siguiente es poder determinar las funciones propias
asociadas a este Hamiltoniano. Un método estandar consiste en hallar los operadores factorizaciéon que
deberfan relacionarse de los operadores subida y bajada X = [1I7], [19]. Sin embargo, debido a no parece
posible aplicar ésta simetria del grupo directamente para su deduccién, asi que usaremos la factorizacién
directamente sobre . El método lo desarrollaremos a continuacion y consiste en expresar H como un

producto de dos factores AT en la forma [6] (simplificando el subindice)
H gy (0) = (ATA™ =) ¥, () (49)

siendos A un escalar. Para facilitar la factorizaciéon vamos a eliminar el término dependiente de la primera
derivada 0y en , introduciendo una funcién gauge x(¢) en una funcién sobre la que va actuar el operador
Hamiltoniano de tal forma que la expresamos como ¥ = x(q&)iﬁ [20). Aplicando # sobre esta expresion y

dividiendo el resultado por x

H x(¢)

" :8@1/;4—2(&;)( +tanh2¢>> a¢u3+<a¢;’x+2tanh2¢ a;X)JmLVz;

En el que hemos considerado V' como el término fraccionario de ; se puede verificar que (8% + tanh 2¢)
se anula si xy = (cosh 2¢)_%. Nuestro nuevo Hamiltoniano cudntico queda

m3 —m3 — 2momg sinh 2¢ — 1
cosh? 2¢

wit = (o4 ~1) k0 (50)
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Nos interesa factorizar el término entre paréntesis que serd el que vamos a expresar como en (49). Cada

operador factorizacién puede escribirse de una forma simple A* = (=94 + w) y A~ = (=8, — w)

m3 —m3 — 2momg sinh 2¢ — 1

95+
¢ cosh? 2¢

—1=(=0p +w)(—0p —w) — A
Desarrollando el producto de la derecha tenemos los siguientes términos
8025 —w? + Opw — A (51)
proponemos la siguiente funcién w(¢)
w = a sech 2¢ 4 btanh 2¢

Dada la definicién de w y desarrollando de acuerdo con la expresién (51)) tenemos

92 4 —a® +b(b+2) —2a(b+ 1)sinh 2¢
¢ cosh? 2¢

b — A

Comparando con
m3 + (m3 — 1) — 2mgma sinh 2¢
cosh? 2¢

. -
02 + 1

en donde se ha asociado el uno al término mg ya que este indica la profundidad del pozo, asi que en

m = myg, ademads se infiere la siguiente correspondencia
mog=b+1 ; me = a; A=-b2+1

Los operadores factorizacion quedan explicitamente

At = —04 + mg sech 2¢ + (mg — 1) tanh 2¢

- (52)
A7 = -0y — mg sech 2¢ — (mo — 1) tanh 2¢
Aplicdndola sobre la funcién
AT = (mg sech 2¢ + (mg — 1) tanh 2¢ — ) PF, 53)
53
A‘qﬂfno = —(myq sech 2¢ + (my — 1) tanh 2¢ 4 0) ~7kno

Reescribiendo el Hamiltoniano quitando el 41

Hony = A% Ay — (mo — 1)
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Figure 2: Eigenfunciones del Hamiltoniano Cuéantico

Como los operadores factorizacién actian directamente sobre la eigenfunciones del Hamiltoniano [19], [6]

tenemos la expresion final
Himo Uy (8) = | Ay, Ary = (mo = 1] 65, (9) (54)
La accién de A, sobre el estado fundamental 0 , () es de aniquilacién asi:
Ay g (#) =0 (55)
Por lo que queda de la forma
Hing $pny () = =(mo = 1) ¥, ()

La cual es equivalente con , asi que la energia del estado fundamental E9, , = —(mo — 1)? es negativa
yva que corresponde a estados ligados. La diferencia my — 1 > 0 debe ser positiva ya que la energia va
aumentando para los estados excitados como veremos después. Bajo la simetria de los autovalores mg se
debe cumplir mg = £2k+1V k € N. Conforme m( aumenta, el pozo se va haciendo méas profundo tal como se
muestra en la figura 2. Con la relacién obtenemos la forma general de la eigenfunciones correspondientes

a los estados fundamentales, asi que solucionando ésta ecuacién diferencial obtenemos de forma general

oo (@) = c11/cosh(2¢) exp (—mg tan™!(tanh(¢)) — %mo log(cosh(2q§))>

en donde c¢; es una constante de normalizaciéon. Veamos como ejemplo que fijando my = 1 y para mgy = 3,
mo = 5, mp = 7 obtenemos los estados 13 (¢), ¥2(¢) y 19(4). La figura 2. representa como cambia el pozo y
la forma de cada estado fundamental cuyas energfas se obtienen por la expresién E9 , = —(mo— 1)2. Resulta

que al cambiar de orden la factorizacién anterior
y A+ A- 2
Hmo = A:lo Amo - (mO - 1)

obtenemos

Hm0—2 = AW_ROAT—L_LO — (mo — 1)2 = A+ A_ (mo — 3)2

mo—24tmo—2
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Figure 3: Accién de los Operadores Factorizacién

En otras palabras, se verifica la relaciéon

(56)

Como conocemos la forma general del estado fundamental para todo mg podemos hallar los estados excitados
actuando el operador A;‘,‘LO de la siguiente manera: el primer estado excitado desde el fundamental del

Hamiltoniano anterior,

Al 0o (9) ol (9) (57)

El segundo,
Al a(@) ol _o(9), A th_a(8) x ¥2, (8) (58)

Es decir se aplica sobre el estado fundamental del pozo correspondiente al mg anterior. La siguiente tabla
(Figura 3.) indica de una manera més grafica la forma como acttian A*. En ella se indica con flechas
azules la accién de /Al;m sobre los estados fundamentales anulandola para el estado anterior, es decir, el
correspondiente a mg — 2. La accién de /Al;rQ, representada con las flechas verdes horizontales, pasa
de mg — 2 a mg aplicando consecutivamente /1‘*7 mg aumenta de dos en dos, en consecuencia obtenemos
»i(9), Wi(d) v ¥2(¢) cuya representacién gréafica vemos en la figura 2 y ademas en el apéndice B se indican
explicitamente esas soluciones. De forma general la accién de los operadores factorizacion esquematicamente

€s

(A58, ar(@) o vk (9) (59)
(A )FUE (6) o< ¥0 _o(0) (60)

Es interesante ver que los operadores Af,io, resultado de la factorizacion, suben y bajan una cantidad real
sobre el invariante mg y no en ms, pero veamos el efecto de cambiar éste tltimo término. Recordemos que

mo esta asociado al X5 que es no compacto, asi que mo puede tomar cualquier valor real, a diferencia de myg
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Vs conmy=4 ) ! V5 con my=—4
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Figure 4: Inversién del pozo de potencial para mg = 5 por accién de ma. Cuando |m2| — oo el trozo de gréfica por
encima de ¢ = 0 se realza.

que al estar asociado a un generador compacto toma valores entre (0,27). En la figura 4. mostramos como

varfa el potencial al tomar los valores opuestos asi como una breve descripcién de cuando |ma| — 0.

Vemos que los operadores factorizacion estan asociados a subir y bajar 2 unidades a mg, por lo que sugiere
construir los operadores escalera sobre el generador de ésta simetria que también ha sido considerada en
el U(1,1). Sin embargo ;Cémo podemos hallar una combinacién lineal tal como [39| para obtener desde las

simetrias del grupo unitario U(1,1) unos Y= de los que se deriven los A* obtenidos en ?

9 Operadores factorizacién desde las simetrias del grupo U(1,1)

En el plano complejo C? podemos construir un conjunto de transformaciones que se corresponden con
reflexiones de los vectores complejos [31], [I2]. Por ejemplo en C una conjugacién compleja z* se corresponde
con la reflexién de z respecto al eje real, y por lo tanto z = (2*)* por lo que éstas reflexiones forman una
simetrias discretas de orden dos. Ademds la 2-pseudoesfera es invariante bajo este tipo de reflexiones. Nos
fijaremos en particular en la trasformacién (z1,22) — (21, 25) que en R* es equivalente a (1,91, T2, y2) —

(z1,y1, T2, —y2). Denotemos tal reflexién como la matriz por bloques M

I 0 1 0
0 I 0 —1

=t
Il

(61)

Aplicando ésta matriz en la transformacién Y; = MX; M para cada generador X; de su(l,1) obtenemos
los generadores matriciales Y; que actiian en R* y que verifican el mismo &lgebra matricial que denotamos
por su(1,1),

V1,Ys] = —2Y;  [Yo,Y3]=2Y;  [Y3,Yi] =2Y,

En particular se puede verificar que Y3 se corresponde matricialmente con el generador Yy de U(1,1)

0 -1 0 O
1 0 0 O vt 0
Ys; = — Y= (62)
0 0 0 -1 0 —i
0 0 1 O
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Esta equivalencia es conveniente para obtener unos nuevos operadores subida y bajada tomando como oper-
ador diagonal a Y3 ya que que se corresponde con la otra simetria del grupo U(1,1) (recordemos que hicimos
uso de Xy y de Yy). Imponemos que los Y+ satisfagan [Y3, Y*] = + AY'*. Tras unas pruebas haciendo una
combinacién lineal de Y;, Ys encontramos que Y+ = Y] F Y5 lo que conlleva al dlgebra [Ys, Y] = F 2iY'*.
Podemos solucionar facilmente el intercambio de signos si definimos ,}}; =1Yj, asi los Y#+ quedan definidos

como

YE=V+iY, (63)
que cumplen exactamente con el dlgebra esperada
Vi, YH=xov® ;  [YhYT|=4v; (64)
Ademas se verifica que ambos generadores X, ffk conmutan
[X;, Yi] =0

Con las 37; tenemos el dlgebra matricial esperada. Hallamos las Y; a partir de las Y; multiplicadas por i tal

como se hizo con los X

Y1 = i (cos 2ag Dy 4 sin 2a (sech 26 o, — Doy tanh 26))
Yo =i (sin2ag Oy + cos 2a sech 2¢ (sinh 2¢ Ony — Dy ) (65)

Y3 = —i Oa,

Los operadores diferenciales subida y bajada son Y se corresponde con la combinacion lineal YE =YV +iYs

(63)

YV = %9 (— tanh 2¢ a, + sech2¢ O, + i D)

N , (66)
T = e % (tanh 2¢ On, — sech2¢ Dy, + i )
Actuando sobre la funcién de asociado al autovalor my
y+ <I>fno = —i (mg sech 2¢ 4 mgtanh 2 — ) 9h(p)elMoFD0 mimaaz ©7)
V= ®F =i (mgsech2p +mgtanh2p + 9y)(¢)e' Mo imac
Las reglas de conmutacién que satisfacen éstos operadores son
V1, Yo] = — 2i¥s  [Ya,Y3]=2iV1 [V, V3] = 2iY5 )
68

[V, VE] =2V [V, V7] =4V,
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Retomando nuevamente en términos de las Y}
¢ = 3;-32 - 1722 _ 3712
Desarrollando cada operador tenemos el siguiente resultado

¢ = sech®2¢ (92, — 02, — 25inh 2¢ 0,04, + sinh4¢ 9y) + 0}

El cual es equivalente a . El Casimir podemos reescribirlo en términos del producto de los operadores

Y, asi por la expresién tenemos que YTY ~ = (Yl +1 }}2)(}71 —1 172), desarrollando éste producto

Y S V24 02 iV, Y
que por la primera regla de conmutacién en queda
VY- — V24 V2 oy,
Despejando los dos términos cuadraticos y reemplazando en
€= Vy(Vy—2) - VY-

Aplicando Y+ sobre

m3 — mo(mg + 1) + 2mamg sinh 2¢
cosh? 2¢

VY ak - {

mo

+ (2 + tanh® 2¢)mg — 2tanh 200, — 93 | ®F, ()

(70)

Cada uno de estos factores se corresponde con los operadores factorizacion que actian solamente sobre el

hamiltoniano reducido

B:{LO ko(¢) = —jetlmot2)ao g—imaaz (mo tanh2¢ + mg sech2¢ — Jy) 510(@

mo

B;O k (¢) = ie'(mo=2)20=im202 (10 tanh 2¢) + my sech2¢p + dj) ﬁlo(gb)

mo

Con el que verificamos la accién esperada de subir y bajar 2 unidades al autovalor my

Bl Yk (¢) = —ie* ™ (mg tanh 2¢ + my sech2¢ — 9y) ¥E, (¢)

mo mo

By, F (6) = ie"%%(mg tanh 26 + my sech2p + 9y) Y, ()
Actuando

B, Uy (9) = —ie® e tDo0yl (g tanh 26 + my sech2g — 9y) ¥}, (9)
B ¢k (¢) = iezi(mo*l)o‘%/)fno (mo tanh2¢ + mg sech2¢ + 0y) fno(gb)

mo mo
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10 Factorizacion clasica

Estudiaremos la factorizacién clésica [12] como limite del caso cuéntico a través del principio de correspon-
dencia que establece la siguiente relacién entre momentos —i0y — pgy y —i0a, — Pao [13], [19] El los cuales
sustituyendo en y deducimos la relacion entre los siguientes operadores en el caso cudntico Yg, v

respectivamente con las funciones clasicas a3, a* y De los cuales obtenemos

Yt o5at = e** (— i tanh 2¢ pa, + i sech 2¢ pa, — Py)
Y~ = a =e 2 (i tanh2¢ pa, — i sech 2¢ pa, — pg) (74)

Y3 — a3 = pq,

Se deducen los siguientes corchetes de Poisson
{a*, a3} = % 2ia™ {a™,a"} = dias (75)

Anélogamente con expresamos el Hamiltoniano clasico como

h=a"a" + A\, (76)
Desarrollamos ata™ = h — Ay,
P2 —p2 _92p P, sinh(2
a+a* — P(g (e 7)) (73] 5 2 0 ( QS) +Pa20 (77)
cosh”(2¢)
con Ay, = —P2 tenemos el hamiltoniano cldsico
b= Pj n P2 — P2 —2P,,P,, sinh(2¢) (78)

cosh?(2¢)

Resultado similar a sin el -1 y equivalente a . En (22)) tenfamos un signo positivo precediendo el
término cruzado, tal como se explicé en la seccién 8, mo puede ser positivo o negativo; por lo tanto ese signo
no es relevante y tenemos resultados equivalentes, lo cual es coherente. Con éste resultado probamos los

corchetes

{h,a*} = {h,a3} =0

Por lo que at, a™ y a3 son simetrias clasicas. Si multiplicamos a™ en (74) por e¥2*® cada término equivale

a dos numeros complejos conjugados

at = (Co +1iC)) e720 = 3 ¢fo=2ic0

a” — (Cy—iCh) el = 3 e~ hogZico

9Se estén considerando unidades naturales, es decir = 1
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con By constante deducimos la ecuacién diferencial

i (—tanh 2¢ p,, + sech 2¢ pa,) — Dy = 3 i (Bo—2a0)

. (80)
— i(—tanh 2¢ pa, + sech 2¢ pa,) — P =3 e~ (Bo—2a0)
Definiendo \TJ(QS) = —tanh 2¢ p,, + sech 2¢ p,, Que se corresponden a unas ecuaciones diferenciales cuyas
soluciones son
Py = —3c0s2 (Bo — ap)
(81)

U(¢) = 3sin2 (Bo — )

encontramos una relacién entre ¢ y «g con lo cual obtenemos la solucién de la trayectorias ¢ en funcién de

Q.

De acuerdo con la factorizacién (76)
ata” =h+pio :E—pi0

que es una constante positiva. Luego el médulo de a* es

|| = \/E - p2,
Por lo tanto, en (80) podemos sustituir

i=\/F—p

Identificando, obtenemos:

Py = —\/E —p2, cos2 (By — ao)

(82)
(= tanh 2¢ pa, + sech 2¢ pa,) =/ E — p3,, sin2 (B — ao)

De estas ecuaciones obtenemos las trayectorias en el espacio de fases. Por ejemplo, de la segunda ecuacion,

tomando valores particulares para las constantes pa,, Pa,, 2 podemos obtener el angulo o en funcién de ¢.

11 Conclusiones

A continuacién enumeramos una lista de conclusiones en donde indicamos los aspectos mas originales de

nuestro trabajo.

e Hemos reducido el Hamiltoniano libre en un espacio complejo mediante una subdlgebra no compacta

u(1, 1), obteniendo un Hamiltoniano en un espacio R que presenta un potencial
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e El comportamiento del potencial depende de los valores de mg y ma

e En el caso cuantico

X*: asociados a mg — mo £ 2i

e Estudiamos el Hamiltoniano cudntico reducido mediante el método de factorizacién obteniendo sus

autofunciones y autovalores
e La factorizacién nos permite interpretar mg como el autovalor asociado al espectro de energias

e Bajo la transformacion

M :(z1,22) — (21,25)

encontramos un algebra conjugada de simetrias: Y, = M X, M, que es isomorfa a un algebra de tipo

su(1,1)

e El Hamiltoniano reducido, tiene un grupo de invariancia mayor, resultado del producto directo

SU(1,1) ® SU(1,1)

12 Apéndice A. Matrices unitarias como exponenciales

Una transformacién infinitesimal puede escribirse como U = [ + €A. Si el pardmetro infinitesimal es un

angulo partido en un numero infinitamente grande

) «
e= lim —
N—o00

entonces una transformacion finita la entendemos como

= [1+ ]

Haciendo una expasién en serie de Taylor en torno a o = 0

1N-1 1 (N-1)(N—-2).. .(N—(n—1
Ula) = lim_ I+Ba+§TB2a2+...+H( I N)Thf (n ))B"a”+...

U(a) = e*B

Las funciones trigonométricas estdn en funcién de exponenciales complejas luego si afectarse el mg con un

nimero real pero los términos llevan signos opuestos y ademaés hay un parte imaginaria.
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13 Apéndice B. Funciones propias del Hamiltoniano

Soluciones para mo =1y mg =3
_1
0 1 T 2 3 1
Py = 3 cosh (5) v/ cosh(2¢) exp 5(—1) log(cosh(2¢)) — tan™" (tanh(¢))
Soluciones para me =1y mg=2>5
3 7r
0 _ - —
Vs = (10 cosh (2))
2sech (% )sech(2¢) )sech?(¢p)e tan~ " (tanh(¢))
gl iy

tanh?(¢) + 1

1
2

v/ cosh(2¢) exp <; (—1) log(cosh(2¢)) — tan™* (tanh(¢)))

2sech < ) sech? (2¢)e~ tan™* (tanh(¢))

T
2

+4\/mtanh (2¢)sech(2¢p)e™ 20 ! (tanh(¢))
Soluciones para mo =1 ymg =7
13 _
= gsech (g)sech?’@gb)e_tan (tanh(9))

% % 1—2 \/—sech sech3 (2¢)e _tanfl(“nh(@)

- 2
)beChQ(%) o 1(tanh(¢))( 5 tanh(29) — bQChW))

— —sech ( (@) + 1

T
2

+ 1 /30sech (5 ) tanh(2¢)sech?(2g)e " (1200(4)

14 Apéndice C. U(2,1)

Toda matriz pseudo-unitaria puede expresarse como una exponencial. Fijando la métrica G(2,

producto pseudo-hermitico se define como

1 O 0 w1
(z,w) = 21Gw = (zf z3 z§> 01 0 Wo
0 0 -1 wWa

(z, W) = zjwy + 25w — z5ws

27

1) en C3 el



Los elementos de este grupo nuevamente tienen como determinante un numero complejo de modulo 1, es

decir se encuentra sobre S!. De acuerdo a esto si parametrizamos la matriz A se obtiene la siguiente matriz

A=|—a b f (88)

Se deducen las siguientes relaciones a* = —a,b* = —b,c¢* = —c. Luego los elementos de la diagonal son
imaginarios puros y tenemos tres grados de libertad para estos elementos. Por otro lado d, e, f son complejos,

luego suman seis grados de libertad. En total hay nueve generadores de U(2,1) que vamos a denotar de la

siguiente manera

i 00 0 00 000
Xi1=10 0 0 Xi2=10 ¢ 0 Xis=10 0 0
00 0 0 00 0 0 i
0 1 0 0 7 0 0 0 1
Xs=[-1 0 0 Xs=14 0 0 Xs=1]10 0 0 (89)
0 0 0 0 00 1 0 0
0 0 i 000 0 0 0
Xe=]10 00 X7:=10 0 1 Xg=10 0 i
—i 0 0 010 0 —i 0

Con Xi1, X12, X13, X4 antihermiticos [2], [B1] y los demds hermiticos. Imponiendo la condicién de traza
nula para definir SU(2,1) vemos que los tres primeros son los inicos que no satisfacen ésta condicién, luego
combinando X; = Xj; — X102 y Xo = Xj5 — X33 tenemos dos generadores que si la cumplen. En total

tenemos ocho generadores para SU(2,1)

: 0 0 0 0 O
Xi=|0 —i 0 Xo=1|(0 4 0
0 0 O 0 0 —1

Combinando Y71, Y12, Y13 tenemos un elemento de U(1, 1) que de forma andloga con SU(2) nos da una fase

global
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14.1 Sudlgebra de Cartan NC

Tal como en SU(1, 1) mantendremos dos generadores compactos Y, Y7 y uno no compacto Y33, luego tenemos

la siguiente base para esta subdlgebra

i 00 000 0 0 0
Yo=10 0 0 Xi=10 i 0 Xo=10 0 (90)
000 00 i 0 —i 0

La transformacién de coordenadas para éste caso

20 S0
o | = [eo‘oy" + enX eO‘QX"’} $1 (91)
22 52
0 0 1 cosh ay — sinh a 0 0 0 % %
e2X2 = | ;i 0 0 cosh ag +sinhay 0 0 —% %
1 1 0 0 0 1 1 0 O
1 0 0
e2X2 = | 0 cosh oo isinhag
0 —isinhas coshasg
La transformacion
20 1 00 0 0O 1 0 0 S0
=110 0 o|+e* [0 1 0|0 coshay isinhas 51
29 0 0 0 0 0 1 0 —isinhas coshas So

es tal cual como en SU(1,1). El factor e*Y0 indica una fase solamente a la coordenada so. Las ecuaciones

de transformacién son

29 = e (92)
21 = €' (51 cosh g + is sinh ap) (93)
7y = €'**(—isy sinh ag + s cosh ) (94)
Para z € C? su diferencial total
dz = ;ji doy; + g—idsi
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la derivada temporal queda
7 = Ype®Y05 dg + Yie®V1e22Y25 () 4 Yoe®1V1e22Y25 4y 4 (e20Y0 4 g1 Y102Y2) 3
Como (2)"G%Z = invariante entonces
(G2 = (Yoz dig + Yoz diy + €™ §)T G (Yoz do + Y2z dig + Y §)
por propiedad del traspuesto conjugado zF = ET(e&‘?)T reemplazamos
(51 (™Y dig + 5T (™) Y dg + 5T (™) G (Yoe™ Y 5 dip + Yae™ Y 5 diy + €™V §)

Desarrollando el producto y teniendo en cuenta que Yy, Ys conmutan con e®Y € U (1,1) obtenemos la

siguiente expresién

(2)1Gz = 5'G5 dg? + 5] GYas doaia + 5TY] G5 dg + 5TV GYy5 dgda
+ 51 Va5 iy + 51Y) G5 iy + 51 Y05 a (95)

+ 5 GY25 iy + 51 (¥ V)G (™)
Haciendo los célculos respectivos finalmente tenemos el invariante
(E)TGZ = 5.02 + 3'12 — 8022 + So2d02 + (512 — 822)(0212 - 0222) + 45182d1d2 (96)

Asociando éste término con el lagrangiano £ = L(dy, &2, $1, $2) vemos que las ¢; son coordenadas ciclicas,
luego sus momentos conjugados respectivamente son constantes las cuales llamaremos My, M respectiva-

mante. Por lo tanto

oL

i = y
80[2‘

Desarrollando estas derivada y expresando «; en términos de las M;

o — 25189 M7 — (S% — Sg)MQ ) iy — 258189 Mo + (S% — S%)Ml
1 2(s7 + 53)2 L 2(s7 + 53)2

. My
] = —5
2
2s§
Por otro lado las otras coordenadas s; no son ciclicas y sus momentos conjugados son respectivamente

oL . oL . oL .
Psq = 7 = 250 ) Dsy = 5 =281 ) Dsy = 8782 = =25

a 8 8'1
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Haciendo la transformada de Legendre obtenemos

P, L P P, " Mg n (M? — M3)(51% — 59°) + 45152 M1 My

=T 452 A(512 + 522)2

(97)

Para simplificar més la expresién y llegar al mismo resultado de [5] ['°| redefinimos p,, = v/2ps,, M; = 2m;

L, 2 2 mg  (mi —m3)(s1? — s2%) + dsysomimy
e 5(p80+psl —p52)+g+ (517 + 52%)2

(98)

Sustituyendo sg = r cosh ¢o s1 = rsinh ¢; sinh ¢2, so = 7sinh ¢ cosh ¢; sobre la pseudo-esfera unitaria, con

¢ = —1 como un factor global en queda finalmente el Hamiltoniano para el caso NC
1 p21 m2 1 m? — m2 — 2mymeg sinh 2¢4
H=3 p?ﬁz*- ¢2 - 7+ ( : 2 2 > (99)
2 sinh” ¢ cosh® ¢ sinh® ¢ cosh” 2¢;
Tenemos el potencial
m% 1 m% — m% — 2mymes sinh 2¢4
V(¢15¢2) == 2 + 2 (100)
cosh® ¢ sinh” ¢ cosh” 2¢4

14.2 Operadores subida y bajada

De [5], la base para esta MASA es {2Y; + Ya, Y3} definiendo los siguientes elementos C; = (2Y; + Y2)?2, Co =
{2¥1 + Y2, Y3}, O = V37

Q1 =Y5 Y7
Q=Y +Y} Y2 -Y? (101)

Qs = {V3, Y5} + {Ya, Y5}

Dichos operadores cumplen las siguientes reglas de conmutacién [Qs, Q1] = [Q2,Qs] = [Q1,Q2] = 0 El
operador Casimir

C = Cy —3Cs+3Q1 + 30,

Asi que relacionandolo directamente con el Hamiltoniano
H==0Q1+ Q1 +cte

el cual corresponde al Hamiltoniano.

10La expresién general del Hamiltoniano H = ¢ (%g’“’psupsv + V(s))
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