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1. Introduccion

La Relatividad General es la teoria més precisa que tenemos para describir la
gravedad. Describe este fenémeno en términos de un espacio-tiempo curvo,
usando para ello las herramientas de la geometria (pseudo)-Riemanniana.
Esto significa que hay una métrica en el espacio-tiempo que da las distancias
y la curvatura. Esta métrica estd determinada por el contenido de materia
y energia que hay en el espacio-tiempo. La métrica ademdas determina una
conexién, que da el transporte paralelo de vectores a lo largo de una curva.
Esta conexién es la conexién de Levi-Civita de la métrica, y es compatible
con ésta en el sentido de que el transporte paralelo no cambia la longitud
de los vectores.

En los ultimos anos, sin embargo, se han ido acumulando observaciones
dificiles de explicar con la Relatividad General tal como la propuso Eins-
tein. Algunas de estas observaciones son la expansion acelerada del universo,
las curvas de rotacion de galaxias, el movimiento de las galaxias en los cimu-
los, algunos detalles del fondo césmico de microondas, y los problemas del
horizonte y de la planitud en el modelo cosmoldgico del Big Bang. Para
explicar estas observaciones, las hipétesis mas prominentes son la energia
oscura, la materia oscura y la inflaciéon. Pero no son las tinicas hipotesis que
se han barajado. En particular, existe la posibilidad de que la manera en la
que la materia y energia determinan cémo es la métrica sea mas complicada
de lo que afirma la Relatividad General. Las teorias que proponen esto se
llaman teorias de gravedad modificada.

En Relatividad General, la densidad lagrangiana que describe el campo gra-
vitatorio es simplemente \/—gR, donde g es el determinante de la métrica y
R es el escalar de curvatura asociado a ésta. La forma mas sencilla que se nos
puede ocurrir de modificar la Relatividad General es cambiar esa R por una
funcién mas general del escalar de curvatura, f(R). Estas son las llamadas
teorias de gravedad f(R), y en efecto varias de ellas se han propuesto como
alternativas a la materia y energia oscuras, y como modelos de inflacién.

Uno de los problemas clésicos que se suelen estudiar en gravitacion es el de
el colapso gravitacional de una estrella bajo su propia acciéon gravitatoria.
En su articulo de 1939 [4], Oppenheimer y Snyder estudiaron el caso més
sencillo de colapso gravitatorio, el de una estrella de polvo (un fluido de
materia sin presién) homogénea y esféricamente simétrica. En el modelo que
propusieron (que ahora se conoce como colapso de Oppenheimer-Snyder),
la estrella tiene una frontera bien definida, y fuera de esta frontera solo hay
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vacio. No obstante, se pueden sacar conclusiones relevantes considerando
solo el espacio-tiempo en el interior de la estrella, sin considerar el exterior.

Teniendo en cuenta todo esto, es relevante estudiar las predicciones que
las teorias de gravedad f(R) hacen con respecto al colapso gravitatorio.
Aunque estas teorias tradicionalmente no se han propuesto para explicar
este fenémeno, es uno de los escenarios que podriamos usar para confirmarlas
o descartarlas. En particular, es de vital importancia que los tiempos de
colapso en estas teorias no resulten radicalmente diferentes de los tiempos
dados por la Relatividad General, pues de lo contrario entrarian en conflicto
con las observaciones experimentales.

Las teorfas f(R) se pueden clasificar en dos grupos: métricas y no métricas.
En las teorias métricas, se respeta la asuncién hecha en Relatividad General
de que la conexién del espacio-tiempo es compatible con la métrica, es decir,
que el transporte paralelo conserva la longitud de los vectores. Esta conexion,
la de Levi-Civita, estd presente siempre que haya una métrica, pero en las
teorias no métricas se asume la existencia de una conexién adicional que
es, en principio, independiente de la métrica. Por tanto en tales teorias el
transporte paralelo no respetaria la longitud de los vectores. Esta conexién
aparece en la accién para el campo gravitatorio, pero puede aparecer o no
aparecer en la parte de la accién que describe la materia. Las teorias en las
que la conexion independiente solo aparece en la accién gravitatoria, pero
no en la de la materia, son las llamadas teorias de Palatini.

En este trabajo se analiza el colapso gravitatorio de una estrella de polvo
en varias de estas teorfas. Ha sido senalado en la literatura [7] que este
tipo de colapso en teorias de Palatini no es compatible con el modelo de
Oppenheimer-Snyder, en el que la estrella de polvo transiciona abruptamente
a un exterior de vacio. Sin embargo, esto no quita la posibilidad de un colapso
en el que el exterior sea mas complicado (como una densidad que decaiga al
alejarse de la estrella), por lo que el estudio de lo que ocurre en el interior
de la estrella (que es el objetivo de este trabajo) sigue siendo relevante.

2. Colapso gravitatorio en Relatividad General

Empezaremos con una exposicion basica de cémo se resuelve el problema
en Relatividad General. En esta teoria, la acciéon que describe el campo
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gravitatorio es la de Einstein-Hilbert:

__1 4
Sa = 167rG/d rv/—9gR, (2.1)

donde g es el determinante de la métrica g, y R es su escalar de curvatura,

es decir, R = g" R, donde R, es el tensor de Ricci de la métrica. Esto

significa que viene dado por

R, =R\, (2.2)
siendo R* vaB el tensor de Riemann, que a su vez viene dado por
RY 5= 0,L" 5 —OgLF o + L'\ (LY 5 — LM\ 51 . (2.3)

Los coeficientes L" o SON los simbolos de Christoffel, que son los coeficientes
de la conexién de Levi-Civita de la métrica. La conexién en un espacio da
el transporte paralelo de vectores en ese espacio, y el hecho de que la cone-
xion sea la de Levi-Civita de la métrica significa que el transporte paralelo
conserva la longitud de los vectores. También significa que podemos obtener
los coeficientes L ap partir de la métrica como

1
L5 = 59" (0a0rs + O59ar — Orndas)- (2.4)

La accién describiendo tanto a la gravedad como a la materia se puede
escribir como

S = /d4x <161rGR+ £m[gw,w]> V=9, (2.5)

donde 1) representa de forma colectiva los campos de materia que pueda
haber y que entran en el lagrangiano £,, que los describe. Variando esta
accién con respecto a la métrica (cosa que haremos con detalle en la siguiente
seccién) se obtienen las ecuaciones del movimiento:

R
R,ul/ — 591“1 = 87TGTMV, (26)
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— __2 8(V=9Lm) .
donde T}, = T agm - €S el tensor de energia-momento. Este tensor
cumple también la ecuacion de conservacion local V,/ T#” = 0, donde V, es

la derivada covariante asociada a la conexion de Levi-Civita de la métrica.

Pasamos ahora a estudiar el problema del colapso gravitacional. Esto consis-
te en un sistema de materia que por su propia gravedad va aglomerandose,
con la densidad aumentando hasta un punto donde la teoria predice den-
sidad infinita. Se forma entonces una singularidad, que no es mas que un
punto (o més bien, un agujero) donde hay incompletitud geodésica, es decir,
donde hay al menos una geodésica que termina después de un tiempo propio
finito, y no se puede extender dicha geodésica. Las singularidades son una
parte esencial de las teorias de gravitacién, y el colapso gravitatorio es un
ejemplo de cémo se forman.

En el caso de un colapso esféricamente simétrico de una estrella de polvo,
el tensor de energia-momento viene dado (en coordenadas coméviles con el
fluido) por

T = p(t), demds T, =0. (2.7)
Proponemos como forma para la métrica una del tipo FLRW:

dr?

2 _ 12 a2y |97
ds® = dt* — A%(t) e

+7%(d6* + sin® 6d¢?) | , (2.8)

donde K es una constante que representa cémo es la curvatura del espacio-
tiempo y A(t) es una funcién del tiempo que llamaremos factor de escala,
y que determina como las distancias se van agrandando o encogiendo. Este
ansatz para la métrica es debido a la homogeneidad e isotropia del problema
a tratar, y es bien conocido en la literatura que describe adecuadamente el
problema. Nuestro objetivo por tanto es usar las ecuaciones del movimiento
para obtener el factor de escala A(t) y la constante K, y el tiempo para el
cual A(t) se anula serd el tiempo de colapso.

Las componentes tt y 86 del tensor de Ricci de esta métrica son

(2.9)

NI

2 . ..
Ryy = % [4}( 442 ¢ ZAA] . (2.10)
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Las otras componentes no nulas son R,, y R¢ 4> DEro sus correspondientes
ecuaciones resultan ser equivalentes a las obtenidas de R,. La ecuacién para
tt es

A R R

La ecuacion para 06 es

R r2 9
R@g = 87TGT69 + 5999 = _REA , (212)
que lleva a
4K +4A% + 2AA = —RA%. (2.13)

Despejando A e insertando el resultado en la ecuacién (2.11), se puede des-
pejar A como

i2 4 ) A
A =—-K + gﬂ'GpA - ?R. (2.14)

Podemos simplificar esta ecuacién. Si tomamos la traza en (2.6), obtenemos
R = —8nGT, siendo T la traza del tensor energia-momento, que en nuestro
caso es simplemente p. Por otra parte, la ecuaciéon de conservacién local

V,I'* = 0 implica simplemente que p(t) = po/A(t)*. Teniendo en cuenta
todo esto, la ecuacién (2.14) queda como

At (2.15)

1/3
Ahora vamos a reescalar el factor de escala como A — A <%> . Esto

convierte la ecuacién anterior en

1

b1
A=kt (2.16)

siendo k = K/ (@)z/ 3. Como condicién inicial, podemos exigir que A(0) =
1, es decir, que el factor de escala esté normalizado a la unidad en el instante
inicial. Ademas, si el fluido estd en reposo en el instante inicial, A(0) = 0.
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Con estas condiciones, k = 1, y la ecuacién para el factor de escala es sim-
plemente

2 J;
AP=—1+ (2.17)

Esta ecuacion resulta ser separable y de solucién
t= arcsin(\/l - A) + VAL - A), (2.18)

con tiempo de colapso t. = 7/2, aunque las versiones modificadas que ve-
remos mas adelante no suelen tener solucién analitica. Esta solucién esta
representada en la figura 1. El cambio que hemos hecho equivale a usar uni-
dades en las que @ = 2

1. Dado que las unidades de Gpg son tiempo™ =,
esto equivale a usar como unidad de tiempo ,/ 87%[)0.

1.0 E
0.8 .
0.6 .

04F ] Acr

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Figura 1: Gréfico del factor de escala en el caso de un colap-
so gravitatorio en Relatividad General. La densidad inicial esta
esencialmente asumida en la definiciéon de Agr y en la condicién
de normalizacién en el instante inicial. La clave es que diferentes
densidades no alteran la forma de la solucién, sino que correspon-
den simplemente a un reescalado del eje temporal.
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3. Teorias de gravedad f(R) de Palatini

Habiendo visto como es la accién en Relatividad General, un primer intento
de modificar esta accién es simplemente sustituir el escalar de curvatura R
por una funcién f(R). Por ejemplo, f(R) = R+ ¢R2, con un ¢ lo bastante
pequeno para mantener el acuerdo con las observaciones experimentales. Asi
se obtienen las teorfas f(R) métricas.

Pero un segundo paso que podriamos tomar, es suponer que R, no es el
tensor de Ricci de la métrica (asociado a la conexién de Levi-Civita), sino el
tensor de Ricci asociado a una conexién independiente I'* af" Este tensor de
Ricci se define igual que antes como la contraccion del tensor de Riemann,

R =R

% BAV)? (31)

siendo este ultimo

A A
Rf, 5= 0,1 5 — 0TH, o + T TN, 5 = TH T, . (3.2)

La diferencia es que ahora los coeficientes I'* o3 Ya no estan relacionados con
la métrica (al menos, no en principio). Asi pues, el escalar de curvatura que
aparece en la accion, R = g"'R,,,,, depende tanto de la métrica g"” como de
la conexion independiente a través del tensor de Ricci R,,,. Escribimos por
tanto la accién conjunta del campo gravitatorio y la materia como

5= [ ate (forg () + Lulounol) v, 33)

donde recalcamos que en las teorias de Palatini, el lagrangiano que describe
la materia depende de la métrica, pero no de la conexién independiente.
En Relatividad General, y en teorfas f(R) métricas, las ecuaciones del mo-
vimiento se obtenfan variando la accién con respecto a la métrica. En las
teorias de Palatini, sin embargo, la accién debe variarse con respecto a la
métrica y con respecto a la conexién de forma separada. Empezamos varian-
do con respecto a la métrica:

05 1 /d% [5\/jgf(R)+F5f(R)] +/d4x5(¢jgﬁm)

dghv ~ 167G dghv dghv dghv
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Usando la conocida férmula %ﬁ = —% 9,V —g y aplicando la regla de la
cadena obtenemos
/ 1 6(V—=9Ln)
(59/“’ 167TG { Rygmr — 29w | V=9 T [ de==e o

donde fr = g—g Como en esta teorfa R, es independiente de la métrica y

R =g¢g"R,, se sigue que ok _ R,,. Recordando la definicién del tensor

pvo ogrv T
{ _ 2 0/—gLm)
de energfa-momento como 7, = = g

5 [ 1 f 1
Sgi /d [16 G (fRRW 29“”) 2T/“’] Vo

Igualando a cero obtenemos la primera ecuacién del movimiento:

f
2

se obtiene:

frR,, — 59, =8r1GT,,. (3.4)

Variar la accién con respecto a la conexién es un poco mas laborioso:

_ 1 4 5f 4 uV(SRV
_167rG/de I5mh, ~ Ton G/dx” 9095

La férmula usual 6R,, =V (51“’\”,/) -V, (51”\“)\) sigue siendo valida, pero
siendo ahora V, la derivada covariante dada por la conexién. No obstan-
te, es valida con la condicién de que la conexién sea simétrica, es decir,
., 5= r* a (esta condicién se satisface autométicamente en teorias métri-
cas cuando la conexién es la conexién de Levi-Civita de la métrica). Aunque
en principio esta condicién es una restriccién innecesaria, en [5] muestran
que permitir una conexiéon no simétrica no resulta en nuevas propiedades
dindmicas, pues solo la parte simétrica de la conexién entra en las ecuacio-
nes para la métrica. Por tanto, esta eleccién esta justificada.

08

0T 5

Estudiamos ahora el comportamiento del integrando en la accién:

\/jngg/U/(stj = \/jngg/U/ |:v)\ (5F/\uu) - vl/ (611)\;1,)\)} =
= V=9/rg"' V5 (0T",,) —V=9/rg"'V, (6T,))
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Tenemos dos sumandos. La regla del producto nos permite escribir el primer
sumando como:

V=9frg"'V(6T*,,) = Va(V=09frg" 6T ,,) — VA (vV=9frg" )T,

y similarmente podemos reescribir el segundo sumando. Juntando esas ex-
presiones el integrando queda como

Va(V=9frg"0T*,,) — V., (V=9frg" 0T ,))
— o,V (V=9frg") + 0T \V, (V=3frg")

Jugando con los indices es posible agrupar términos:

Va(V=97") + 0T, [-VA(V=9Frg") + 8\V,(vV=9rg")] ,

donde J* = fr (g“” 5I‘)‘W — g“)‘(?I‘UW) es un vector. Teneindo en cuenta

que Vy\/=g = 0,v/=9 — I'?,,,v/=g [2] ¥ que la conexién es simétrica, se
comprueba por calculo directo que

Va(V=97%) = 0\ (V=g]).

Asumiendo que este término de superficie se anula en la frontera al integrar,
la variacion de la accién queda finalmente

oS 1
o = o [ A VAVaIRg) + 55, (Vadng )] (35)

%

Tgualando a cero obtenemos la segunda ecuacién del movimiento:

Vi, (V=9frg") + 6",V ,(v/=9frg"") = 0. (3.6)

Es posible simplificar esta ecuacién, sin embargo. Tomando A = v en la
ecuacion anterior obtenemos

vu (\/jngglU/) = 4vp(\/fnggup)’

lo que significa que Vp(\/—g ng“p) = 0. Insertando esto en la ecuacién
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(3.6), se tiene finalmente

Vi(vV=9frg") = 0. (3.7)

Por tanto, para estudiar la dindmica de un sistema, debemos resolver las
ecuaciones del movimiento (3.4) y (3.7). Es posible simplificar el problema
todavia mas sin especificar detalles sobre la métrica o el tensor de energia-
momento. Para ello, vamos a definir una métrica auxiliar h,, = frg,, . La
inversa de esta métrica serd h*¥ = f%z g, y el determinante h = (fg)*g. La

ecuacién (3.7) se transforma entonces en
Vi (V—hh") = 0. (3.8)

Pero esta ecuacién simplemente establece la compatibilidad de la métrica
h,,, con la conexion r af" Es decir, esta ecuacién nos dice que la conexién
independiente que habiamos supuesto, resulta ser la conexién de Levi-Civita

de la métrica h,,,. Asi que esa conexién vendra dada por la férmula usual:
L
F“aﬁ = ihu (8ah)\ﬁ+8,8ha)\—a/\haﬁ) (39)

Por tanto, el tensor de Ricci que aparece en la ecuaciéon del movimiento (3.4)
puede entenderse como el tensor de Ricci de esta métrica auxiliar h,,, al
que denotaremos R, (h).

Podemos ademds tomar la traza en la ecuacién (3.4) para obtener
Rfp —2f = 87GT. (3.10)

Esta ecuacién significa que, al igual que en Relatividad General, Ry T estan
relacionados algebraicamente. Por consiguiente podemos tratar R como una
funcién de T (despejando en la ecuacién (3.10)), R = R(T), y entonces
también f = f(R) = f(T) y fr = fr(R) = fr(T). Por lo que la ecuacién
del movimiento se puede entender como:

fr(T)R,, (h) — f(QT)gW =8nGT),, . (3.11)

A esta ecuacién se le suma de nuevo la conservacién local del tensor de
energfa-momento, V,(g)T"" = 0, donde V,(g) es la derivada covariante
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asociada a la conexion de Levi-Civita de la métrica g,,,,.

Es importante senalar que si f(R) = R, entonces 9y = hy, y se recupera
completamente la Relatividad General. Es decir, si f(R) = R, no impor-
ta si consideramos la conexion como independiente, porque las ecuaciones
establecen automaticamente la compatibilidad de la conexién con la métrica.

4. Colapso gravitacional esférico en teorias f(R)

Vamos a estudiar de nuevo el caso més sencillo de colapso gravitacional,
una estrella de polvo, homogénea y con simetria esférica. Como dijimos en
la seccién 2, el tensor de energia-momento describiendo tal situacién tiene
como tunica componente no nula 7,, = p(t). Por tanto T' = T'(t) = p(t), y
podemos tratar la f(R) como una funcién del tiempo. Proponemos de nuevo
como forma para la métrica una del tipo FLRW:

dr?

2 _ 12 A2
ds® = dt* — A*(t) [I—Krz

+7%(d6? + sin® 9d¢2)] : (4.1)

Esta forma para la métrica no solo es solucion en Relatividad General, sino
también en teorias f(R) métricas.

La métrica auxiliar h, viene dada por

dr?

=2 _ 2 2
d3® = frdt® — frRA%(1) [1 s

+r%(d6? + sin® 0d¢2)} : (4.2)

Las componentes tt y 06 del tensor de Ricci de esta métrica son

. 2
Ry(h) = -5 |25 + E+ S48 — () (43)

2
.
Rgy(h) = 5

4K +4A% +2AA + 5AA‘J’ZR + AQ?* . (4.4)

R R

De nuevo, el resto de componentes no nulas no aportan mas informacion.
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La ecuacién del movimiento para tt es

87GTy, + L 87Gp + 4
Ry(h) = = %2%=”£%% (4.5)

Insertando aqui el resultado (4.3), obtenemos la primera de las ecuaciones:

A fr AR (Ir 167Gp + f
ol p IR AR () - TP 4.6
A5 A\ 37 48)
Por otro lado, la ecuacién para 66 sera
87GTyy + L 1
Roglh) = — =20 T390 _ 1S 24 (4.7)
Ir 2 fr
Juntando esto con (4.4) se tiene
AK + 442 4244 + 54408 4+ 42 _ T g (4.8)
IR Ir fr

Dividiendo a ambos lados de la ecuacién por A% podemos despejar de la
siguiente manera:

. 2
A

L\ 2 .. N
K A A 167G
LB (A AR ([ fr) _ _167Gpt f (4.10)
3fr
La ecuacion de conservacién local del tensor energia-momento establece de
nuevo que p(t) = po/A3(t). Teniendo esto en cuenta, podemos despejar A>
en (4.10) como

. 1
A2 = K+ —
Ir

2 . A2 f2
SrGpoA™ o f — Adfn - T IR

Tl (4.11)
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Esta ecuacién es similar a la obtenida en [6] para el caso de teorias f(R)
métricas (aunque bailan algunos signos porque nuestro convenio para el
tensor de Riemann es diferente). Los dos primeros términos aparecian ya en
Relatividad General, mientras que los dos tdltimos son nuevos.

Para el caso que estamos estudiando, la ecuacién de la traza (3.10) nos dice
que

817 Po
A3

Rfr—2f = (4.12)

/
Haciendo el mismo cambio que en Relatividad General, A — A (@) ,

podemos eliminar la densidad inicial de esta ecuacién, y por tanto R, f(R)
y fr(R) no dependeran de ella. Sustituyendo en (4.11), obtenemos

i_ﬁf_AAfR_fﬁﬁz

1 G Tl (4.13)

donde de nuevo k = K/ (%)2/ 3. Aplicando las condiciones iniciales se
puede obtener k£ como

o, /R
k=g [2 ; 4fRo]’ (4.14)

donde un subindice 0 indica evaluacién en ¢t = 0.

5. Resultados en diferentes modelos

5.1. Modelo 1: f(R) = R+¢cR?

Este es el modelo més obvio que se nos puede ocurrir para la funcién f(R).
En efecto, siempre que f(R) sea analitica en torno a R = 0, se podra ex-
pandir como f(R) = R+ asR?/2 + .... Este enfoque es explorado en [8] en
teorfas f(R) métricas. El modelo con R? se ha propuesto como candidato
viable de inflacién [9] y como modelo de materia oscura [10], y en Palatini
como candidato de inflacién [11].

Para este modelo, de la ecuacién de la traza (3.10) podemos obtener (tras
el reescalado del factor de escala) el escalar de curvatura como R = —3/A3
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(que resulta ser igual que en Relatividad General). Por tanto

3 1
1 A
fR =1- 65@, fR = 186@ (52)

Insertando estos resultados en la ecuacién (4.13) se tiene

1 2A3—35_2A3—35

.
P+ 56 | 24 A5 6e

9eA%] . (5.3)

10—
0.8}

06
— Agr
04 ] A

0.2F

Figura 2: Comparacién entre la solucién para el factor de escala
en Relatividad General y en Palatini R? con ¢ = —0,4.

Aplicando ahora las condiciones iniciales A(0) = 1 y A(0) = 0, podemos
despejar k como

2— 3¢

R (5.4)

De la ecuacién (5.3) deducimos que el valor de € debe ser negativo para
evitar denominadores que se hacen cero. Por claridad mencionamos que,
bajo un convenio de signos diferente para el tensor de Riemann (como el
usado en algunas de las referencias), llegarfamos a la conclusién opuesta
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de que e debe ser positivo. Las ecuaciones, por supuesto, acaban siendo
las mismas (cambiando € por —¢), pero esto puede ocasionar confusién al
comparar resultados de diferentes autores. En la figura 2 se representa la
solucion para este modelo.

5.2. Modelo 2: f(R)= R+eR™!

Este modelo, en teorias métricas, ha sido propuesto en [12] como alternativa
a la energia oscura. Aunque dicha posibilidad estd actualmente descartada,
la versién de Palatini de esta teorfa parece seguir siendo viable [13] [14] [15].
En cualquier caso, estudiar las caracteristicas de este modelo puede ser ttil
para entender otros modelos mas sofisticados.

En esta ocasion la ecuacion de la traza resulta ser cuadratica, y de solucion

3+ /0 — 12e49
R= - (5.5)

donde el signo de la raiz ha sido elegido para obtener el resultado correcto
cuando € = 0. Las funciones relevantes son

6+ 19 — 12 A6
f=- VE (5.6)

4e AS
(3 + mf

fR=1- (5.7)

: 72¢ AP A
fr=— 5 (5-8)
VO = 12240 (34 V9 — 12:.49)
Insertando estas expresiones en la ecuacién (4.13) se obtiene entonces
i 3 [E€+12)  6(£-6) ;5 21(6—6)" 1o
A% = —f -~ A% — A 5.9
+4§—6 184 £-3 (46 -6)(E-3)2 |’ (5.9)

donde & = 3 4+ v/9 — 12 AS. Aplicando las condiciones iniciales la constante
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— AGr

Figura 3: Comparacién entre resultados en Relatividad General y
en Palatini R™! con ¢ = —2.

k queda como

27— 66e + (9 —4e)v9 — 12¢

k
54 — 96¢

(5.10)

De nuevo, valores de € negativos evitan la aparicion de raices complejas y
denominadores que se anulan. Esta vez, un cambio de convenio en el tensor
de Riemann no cambiaria el signo apropiado de ¢, pues 1/R es una funcién
impar de R, al contrario que R?. Los resultados en este modelo se muestran
en la figura 3.

5.3. Modelo 3: f(R) = R+ AR, l(1 + g—o) T 1]

Este es el conocido modelo propuesto por Starobinsky en [16] como candi-
dato de energia oscura. Para que el modelo sea viable, Ry debe ser del orden
de la constante cosmoldgica observada (aunque nosotros haremos las repre-
sentaciones con otros valores por motivos didécticos). Aclaramos que este
Ry es un parametro del modelo, no el valor inicial del escalar de curvatura.
Por simplicidad consideraremos el modelo con n = 1.

La ecuaciéon de la traza para este modelo lleva a

[ i rzw (5.11)

R? + R2 2)\Ry
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Esta ecuacién es de grado 5 en R y no se puede encontrar una férmula
explicita de R en términos de A. El tratamiento numérico es ademas muy
intensivo en recursos. Por ello vamos a hacer la aproximacién (R? + R3)? =
R* + 2RZR? + R} ~ R* + 2R3R?. Esto convierte a (5.11) en una ecuacién
cibica en R, con una solucién real (y dos complejas) y exacta en términos
de A. La expresion de esa solucién es demasiado larga para escribir en un
documento, por lo que expresaremos las ecuaciones en términos de R, en-
tendiendo que debe sustituirse por esa expresion para el cdlculo numérico
de las soluciones.

— Acr

oob——

0.0 05 1.0 15
t

Figura 4: Comparacién entre Relatividad General y Palatini con
el modelo de Starobinsky, con A = =5y Ry = 0,1.

Las funciones relevantes son por tanto

R2
f=R—ARo—1——5 (5.12)
R?+ R}
R
_ 3
fR=1- 2)\R0m (5.13)
: . 3R2 - R
fr=2\RR 0 (5.14)

(R? + R3)’
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y la ecuacién (4.13) queda como

P ks (R? + R§)* —2ARGR [3— AR \A’R, R’
- (R? + R3)? 64 6 R+ R
. . 3R? — R? . (3R2 _ R2)2
—QMARR-—— -9 _ NA?RSR? 0 '
(R + RY)? 0% (RZ L R2)A[(R? + R2)? — 2AR3R
(5.15)

El valor de k se obtiene como siempre aplicando las condiciones iniciales,
pero no resulta particularmente esclarecedor escribir la expresién explicita.
Los resultados de este modelo aparecen en la figura 4.

6. Conclusiones

Hemos visto como se desarrollan las teorias f(R) de Palatini, y las hemos
usado para resolver uno de los problemas clésicos en gravitacién: el colapso
gravitatorio. Aunque los modelos f(R) se han propuesto para explicar otro
tipo de observaciones, para que sean viables deben dar resultados similares
para los tiempos de colapso. Comprobar que esto es asi es indispensable,
pues estas teorias, aun con valores pequefios para sus parametros, pueden
resultar en cambios muy significativos para el universo a gran escala.

El problema analizado ha sido el de una estrella de polvo esféricamente
simétrica y homogénea. Obviamente las estrellas reales se desvian bastante
de esta idealizacion, particularmente por el papel que juega la presion en la
estabilidad de estos objetos. Aun asi, el estudio del problema idealizado da
una idea de cémo son las correcciones.

En ese sentido, los resultados encontrados son los esperados: los tiempos
de colapso se desvian ligeramente de la Relatividad General, y cuanto mas
pequenos sean los parametros, menos se desvian. No hay ningin cambio fun-
damental, como si ocurre al considerar el universo a gran escala, donde estas
teorias pueden predecir una expansién acelerada o un periodo inflacionario.

De los graficos individuales cuesta apreciar las diferencias cualitativas entre
los diversos modelos, por lo que es de ayuda recopilarlos en un solo grafi-
co, representado en la figura 5. Incluso ajustando los parametros para que
el tiempo de colapso sea el mismo, los modelos exhiben comportamientos
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Figura 5: Comparacién entre la Relatividad General y los diferen-
tes modelos que hemos visto. Los pardametros en este caso son
e = —0,582 para el modelo con R?, ¢ = —1,48 para R7!, y
A= —10, Ry = 0,1 para el de Starobinsky.

diferentes, aunque todos predicen tiempos de colapso mas grandes.

El modelo con R~! es el que més rapido se separa de la Relatividad Gene-
ral, presentando menos contraccién gravitatoria en los primeros instantes, y
alcanzando a los otros modelos més tarde. El modelo con R? se comporta de
manera opuesta, adhiriéndose a la curva de la Relatividad General durante
casi un cuarto del tiempo de colapso, y luego disminuyendo la contraccion
més rapidamente que los otros modelos. El modelo de Starobinsky presenta
un comportamiento intermedio. Se acerca mucho al de R~!, aunque con una
contraccién ligeramente mayor en todos los instantes de tiempo.

La relevancia de estos resultados es limitada, pues nuestras observaciones no
captan directamente el colapso de estrellas o nubes de polvo. No obstante,
pueden tener relevancia en el tiempo de formacién de estos objetos y de
estructuras en general, ya que estos procesos de aglutinamiento pueden con-
siderarse como parte de un colapso. Por tanto, podria haber consecuencias en
la densidad de estrellas u otras estructuras que observamos. Ademads, estos
resultados contribuyen a la comprensiéon de la formacién de singularidades
en gravitacion, y por tanto al entendimiento de las propias singularidades.
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