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Resumen

La pandemia de Covid-19 sufrida en 2019 ha sido una de las enfermedades mas letales de
la historia. debido a esto, se ha impulsado la investigacién en ambitos muy diversos de
la ciencia para poder entender y hacer frente a esta enfermedad. En particular, uno de
los aspectos fundamentales es su elevada capacidad de contagio y transmisién, por lo que
el desarrollo de métodos de simulacién de pandemias ha recibido mucha atencién en los
ultimos dos afios. Este trabajo apoyado en sistemas de muestreo basados en cadenas de
Markov realiza un estudio de varios tipos de modelos compartimentales SIR que puedan
recrear el avance del Covid-19 en la provincia de Castilla y Leén durante la primera ola.
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Introduccion

En esta introduccion, como es preceptivo, exponemos de forma concisa el planteamiento
del problema, antecedentes, objetivos, y la secuenciacién seguida en este trabajo.

Planteamiento

La reciente pandemia de SARS-CoV-2 ha sido uno de los sucesos mas condicionantes en
la sociedad de estos tultimos anos. Por lo tanto, se ha despertado mucho interés en la
investigacién de métodos de simulacion y observacién del desarrollo de epidemias.

Uno de estos métodos es el llamado modelo SIR, un modelo basado en compartimentos
capaz de mostrar las principales etapas de los brotes epidémicos. El modelo esta nombrado
tras sus compartimentos S, I, y R, que denotan lo siguiente:

= S (Susceptibles): el nimero de individuos de una poblacién de tamano N que son
capaces de contraer la enfermedad estudiada.

» I (Infectados): el nimero de individuos de una poblacién de tamafio N que estén
afectados por la enfermedad estudiada.

» R (Recuperados): el nimero de individuos de una poblacién de tamano N que han
pasado la enfermedad o que ya no forman parte de la poblacién estudiada por cual-
quier motivo.

El modelo SIR consigue modelizar las pandemias transfiriendo individuos entre compar-
timentos durante un tiempo t. Un ejemplo del modelo resultante viene presentado en la
figura 1
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Figura 1: Ejemplo de modelo SIR.

De esta manera podemos observar etapas de crecimiento, decrecimiento, y pico de infec-
tados. Adentrandonos mas en el funcionamiento del modelo SIR, podemos indicar que el
comportamiento del modelo depende de dos parametros que regulan el ratio de contagio,
y el ratio de recuperacién respectivamente.

Para representar correctamente el desarrollo de una enfermedad necesitamos que los
parametros estén bien elegidos. Y como normalmente el valor adecuado se desconoce, es
necesario utilizar algin sistema de muestreo que permita probar varias configuraciones y
poder generar una distribucién a posteriori a partir de las que generen mejores resultados.

Para esto utilizaremos algunos de los métodos que componen las Markov Chain Monte
Carlo (o Monte Carlo de cadenas de Markov). El Monte Carlo, por ejemplo, es uno de los
mas generalizados y deberia poder generar unos resultados aceptables.

Una propuesta mas interesante seria hacer uso de la mecédnica Hamiltoniana. Usada en el
campo de la fisica y matematicas para simulaciones de campos gravitacionales o trayec-
torias de péndulos, la mecanica Hamiltoniana utiliza conceptos que pueden ser retocados
para emplearse como otro sistema de muestreo.

Este trabajo pretende estudiar el comportamiento del algunas epidemias por medio de
modelos SIR y varios métodos de muestreo, siendo necesario explicar a su vez los prin-
cipales conceptos en los que se basan los mismos para facilitar una comprensién de su
funcionamiento.

Antecedentes

El estudio de modelos epidemioldgicos se remonta a mediados del siglo XIX, donde varios
investigadores intentaron generalizar el comportamiento de epidemias en forma de modelos
matematicos. Aun asi, el nacimiento de los modelos SIR no es hasta mediados del siglo
XX cuando finalmente se propusieron los modelos explicitos [1 2].

2 ANTECEDENTES
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Mas actualmente existen situaciones durante la pandemia de Covid-19 en las que se ha
usado el modelo SIR. En La Habana y Santa Marta, ciudades de Cuba [3] y Colombia [4],
se han llevado a cabo estudios con la finalidad de predecir los casos de infectados futuros
y combatir la enfermedad.

Por otro lado, los métodos de Monte Carlo de cadenas de Markov son métodos que se uti-
lizan para realizar estimaciones de distribuciones de las que no se pueden extraer muestras
independientes entre si facilmente.

Estos se utilizan constantemente ya que son una herramienta muy util para técnicas de
simulacién. Se desarrollaron tras la segunda guerra mundial y fueron clave en la creaciéon
de la bomba de hidrégeno. Mas recientemente han recibido mucha atencién debido a varios
métodos nuevos como los filtros de particulas o el salto reversible.

Objetivos

El objetivo principal de este trabajo serd el estudio y desarrollo de modelos de tipo SIR
generados a partir de parametros estimados por medio de métodos de Monte Carlo de
cadenas de Markov. Esto supone realizar un analisis previo acerca del funcionamiento de
los modelos SIR como los Monte Carlo de cadenas de Markov (MCMC) que se vayan a
utilizar.

Durante el aprendizaje de los modelos de muestreo se realizaran pruebas sencillas para
corroborar que los conceptos estdn bien entendidos y aplicados.

El estudio del modelo SIR requerird examinar varios modelos ejemplo con diferentes
parametros para ver como afectan a los resultados. Ademds, investigaremos cuales son
las causas por las que comienza y acaba una epidemia.

A continuacién indicaremos el proceso especifico que tendremos que seguir para realizar
las pruebas sobre los conjuntos de datos. Y por ultimo, realizaremos las pruebas con
los conjuntos de datos y compararemos los métodos utilizados segun los resultados que
produzcan.

Estructura

Para concluir esta introducciéon haremos un breve comentario sobre el contenido de los
capitulos que componen el trabajo.

En el primer capitulo se describen las caracteristicas principales de las cadenas de Markov,
y se introducen los marcos teéricos del Monte Carlo de cadenas de Markov y Monte Carlo
Hamiltoniano acompanado de algin ejemplo que ilustre su uso.

En el segundo capitulo se presenta el modelo SIR que se utilizard en las pruebas, se
especifica el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que lo define, y se investigan
algunos aspectos que se pueden derivar a partir del modelo como causa de inicio, fin de
epidemia, o estimadores de la severidad.

OBJETIVOS 3
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En el tercer capitulo realizamos un anélisis de los datos, especificamos el proceso que
tendremos que seguir en las pruebas, y se presentan los resultados obtenidos al aplicar
los métodos acompanado de un comentario acerca de la calidad de las simulaciones y
comparacién de modelos.

Por ultimo se presenta un apartado en el que se exponen los resultados mas relevantes
derivados de este trabajo, y se presentan algunas posibles lineas de actuacién futuras.

4 OBJETIVOS



Capitulo 1

Monte Carlo de cadenas de
Markov y Monte Carlo
Hamiltoniano

Los origenes del método Monte Carlo se remontan a 1949, pero para entender qué lo hizo
posible, hay que situarse en 1945, en la escuela de ingenieria eléctrica de Moore en la
Universidad de Pensilvania. Fue alli donde Stanislaw Ulam, un apasionado de los proce-
sos aleatorios, visito lo que puede considerarse como el primer computador electrénico, el
ENIAC. Por aquella época los métodos estadisticos de muestreo habian caido en desuso de-
bido principalmente al largo y tedioso proceso asociado. Pero con el desarrollo del ENIAC,
Stanislaw vio potencial en ellos [5].

En el informe técnico que realizan Stanislaw Ulam y Nicholas Metropolis en 1949 [6], se
introduce el problema de como estimar la probabilidad de victoria en un juego de solitario.
Se indica que atacar el proceso de manera directa es una tarea intratable, y que la manera
practica de resolverlo es producir un gran nimero de ejemplos del juego y examinar el
ratio de éxito.

Como ejemplo genérico, dicho informe presenta lo siguiente: suponer un medio en el que
particulas nucleares son capaces de generar mas particulas con diferentes energias, por
simplicidad, todas las particulas comparten el resto de propiedades, y su capacidad de
creaciéon depende de su energia.

El comportamiento de dicho sistema viene formulado por unas ecuaciones diferenciales
parciales denominadas, en el campo de la estadistica, como ecuaciones de Fokker-Planck,
que toman una forma similar a esta:

ou(x,y, z)

9 = a(x,y,2)Au + b(z,y, 2)u(z,y, 2).

Donde u representa la densidad de las particulas, aAwu representa la difusién de las particu-
las, y bu la multiplicaciéon de las particulas.

En estos casos, donde tratar con ecuaciones clasicas resulta una tarea ardua por no decir




CAPITULO 1. MCMC Y HMC

casi imposible, se justifica el empleo de métodos estadisticos de simulacién mas comtinmen-
te denominados como métodos de Monte Carlo [6].

Como resumen podemos decir que los métodos Monte Carlo son un conjunto de métodos
que se basan en la ley de los grandes niimeros y en la aleatorizacién para estimar cierta
probabilidad. Suelen seguir el siguiente esquema:

= Definir un dominio de posibles entradas.
= Generar entradas para el dominio.

= Analizar las entradas con respecto al dominio.

Uno de estos métodos es el denominado Monte Carlo de cadenas de Markov (MCMC),
pero antes de adentrarnos en él, introduciremos algunos aspectos preliminares sobre las
cadenas de Markov.

1.1. Teoria de Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov o procesos de Markov, investigadas por Andrey Markov a princi-
pios del siglo XX [7], son un proceso estocéstico utilizado en andlisis de sistemas complejos.
Los dos conceptos principales de un proceso de Markov son los estados y las transiciones.
Un estado queda especificado cuando se conocen todas las variables que lo componen, por
ejemplo, un estado quimico puede especificarse por una serie de variables como tempera-
tura, presién, y volumen.

Las transiciones hacen referencia a la naturaleza dinamica del sistema. Es decir, el estado
quimico puede cambiar si se aplica calor o se aumenta la presién. Estos cambios de estado
se llaman “transiciones de estado” [§].

Las cadenas de Markov se caracterizan por ser procesos estocasticos en los que la probabi-
lidad de transicion a un estado depende tan solo de su estado actual, de forma matematica
se expresa como:

P(Xt = £Ut|X0 = xO,Xl =1, ---;Xt—l = xt_l) = P(Xt = xt’Xt—l = xt_l). (11)

Donde x; € Q1 y Q es el espacio de estados. Existe una probabilidad de transicién de un
estado a otro que viene representada por la siguiente probabilidad condicionada:

p(i,j) = P(Xy = 25| Xpm1 = ;) 4,5 €{1,...,N}. (1.2)
Adicionalmente las cadenas de Markov pueden poseer las siguientes propiedades [9} [10]:

1. Un estado es recurrente si el proceso eventualmente regresara al estado:

6 1.1. TEORIA DE CADENAS DE MARKOV
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2. Una cadena es irreducible si es posible ir de un estado a cualquier otro en un niimero
finito de pasos:

P(XHZZEJ|X0:£CZ) =1 Vi,je {1,...,N}, n < 0. (14)

3. Formando una matriz NxN a partir de las probabilidades de la Propiedad 2 se
obtiene una matriz de transiciones P con todas las entradas no negativas:

N
> pli,j)=1, Vie{l,..,N}. (1.5)
j=1

4. La probabilidad de transicién de x; a x; en n pasos viene dada por:
pn(is ) = P (1.6)

Donde PZ"J es la entrada i,j de la matriz de transicion P". Esto puede probarse con
la ley de la probabilidad total explicada a continuacién:

pn(i,J) = P(Xn = zj|Xo = 2;) =
Zk P(Xn,1 = l‘k‘Xo == l‘Z)P(Xn = .’Ej|Xn,1 == .Ik) = (17)

Zk pnfl(iv k)p(ka])

Por lo tanto la matriz de transicién P® queda definida por P™!P.

5. Una cadena de Markov es estacionaria si para cada entero positivo k la distribucion
de la [-tupla no depende de n.

(Xn+17 Xn+27 ey Xn+l)-

Dado un estado inicial ¢g y la matriz de transicion P podriamos obtener su distri-
bucién estacionaria:
lim ¢oP" = . (1.8)
n—oo

7 se considera estacionaria si 7P = .

6. Una cadena de Markov es reversible si su probabilidad de transicion es reversible
respecto a su distribucién inicial, con 7() como la distribucién inicial esto viene
representado por

m(i)pi; = m(J)pji- (1.9)

Una vez expuestas las propiedades principales que componen las cadenas de Markov, y
con el fin de poder entender la teoria de MCMC, vamos a repasar brevemente el método
de Monte Carlo original (aunque lo hemos presentado para procesos discretos, se pueden
extender al caso continuo usando las probabilidades condicionadas de manera adecuada).

1.1. TEORIA DE CADENAS DE MARKOV 7



CAPITULO 1. MCMC Y HMC

1.2. Teoria del Monte Carlo

Segun se expone en la seccién 1.7 de [I1] el método Monte Carlo original se puede con-
siderar un caso especial de MCMC en el que X7, Xs,... son variables independientes e
igualmente distribuidas (i.i.d). En este caso la cadena de Markov es estacionaria y rever-
sible.

Esto puede probarse aplicando las propiedades 5 y 6 (Eq. y[1.9) de las cadenas de Mar-
kov que acabamos de ver. Para probar la estacionaridad podemos utilizar la distribucion
de

P(Xni1 =24, Xngo = 2, ..., Xny = 73,).

Debido a que sabemos que son independientes e identicamente distribuidas wlo podemos
representar también como

vy que por lo tanto al no depender de n se considera estacionaria. Para probar la rever-
sibilidad podemos coger la igualdad 7(i)p; ; = 7(j)p;; y sustituir en ella para ver si se
cumple.

Debido a que existe independencia,
pij = P(Xy = 2| Xp1 = ;) = P(Xp = 25) = 7(j)
y por lo tanto
m(i)m(j) = w(j)m (i)
y también quedaria probada la reversibilidad.

Ahora vamos a repasar la forma que toman algunos estadisticos basicos en Monte Carlo.
Sea g una funcién que no es posible calcular por métodos convencionales, sea Yi=g(Xj), y
nuestro objetivo es calcular la esperanza.

u=E(Y). (1.10)

Supongamos ademas, que es posible sacar muestras de X, por lo que el estimador muestral
de la esperanza seria:

. _1¢
fin = EZYz (1.11)
=1
donde su varianza viene dada por;
o? = var(Y). (1.12)

8 1.2. TEORIA DEL MONTE CARLO



CAPITULO 1. MCMC Y HMC

Por el teorema central del limite (TCL) tendriamos que fi seguirfa una distribucién

2
. o
unva(u,I)

y que la varianza de Y puede estimarse mediante

Gn = ;anmwn)? (1.13)

i=1

Como ejemplo estimaremos el valor de m por medio de Monte Carlo.

Para ello, vamos a simular pares (x,y) aleatorios en el primer cuadrante de coordena-
das [0,1] (X,Y ~ U(0,1)) y los usaremos para estimar el drea de un cuarto de circulo.
Realizamos 100 y 1000 iteraciones y obtenemos los resultados presentados en la Figura
1.1.

o o

@ _| o]

o o

o ©

o I= T

< <

o o

™ o™

o o

e =

o =
| T T | \ |
0.0 02 0.4 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
(a) Monte Carlo de 100 iteraciones. (b) Monte Carlo de 1000 iteraciones.

Figura 1.1: Estimacion del valor de m mediante el método de Monte Carlo.

Ahora hay que calcular la distancia de cada uno de los puntos al centro de coordenadas y
ver cuales tienen una distancia menor o igual que 1. Obtenemos 81 y 774 respectivamente,
lo cual se traduce en areas de 0.81 y 0.774. Sabemos que el drea de un circulo de radio 1
es igual a 7, por lo que podemos multiplicar las areas por 4 y obtener una estimacién de
7. Esto nos da estimaciones de 3.24 y 3.096 respectivamente.

No se puede decir que estos resultados sean muy exactos, pero los métodos de Monte
Carlo mejoran con més repeticiones, asi que vamos a realizar un ultimo experimento con
10 millones de observaciones. Se obtiene un area de 0.7854046 que multiplicado por 4
queda 3.141618 y un intervalo de confianza al 95 % de (3.141442, 3.141795).

Aunque el método de Monte Carlo original se basa en estadistica elemental, el método de
Monte Carlo de cadenas de Markov aplica los mismos conceptos con la dificultad anadida
de que no se dispone de independencia entre las variables.

1.2. TEORIA DEL MONTE CARLO 9



CAPITULO 1. MCMC Y HMC

1.3. Monte Carlo de cadenas de Markov

Al igual que el método Monte Carlo original, el Monte Carlo de cadenas de Markov se
utiliza para estimar el comportamiento de distribuciones demasiado complejas de estudiar
con otros métodos. Este se basa en cadenas de Markov reversibles cuya distribucién de
equilibrio es la distribucién de interés.

Puede ser de interés calcular la esperanza

p=EY),

con Y = g(X), y X1, Xo,... una cadena de Markov estacionaria con distribucién inicial
igual a la distribucién de X. Debido a la dependencia entre variables, la varianza toma la
forma:

n
o =var(Y;) + 2 cov(Vi, Yign), (1.14)
k=1

comunmente expresada como:

n
o?=20+2) (1.15)
k=1

donde 7, = 1 Z?:_Ik (Y — 1)(Yi1x — 1) es la funcién de autocovarianza.

Toda cadena tiene que ser estacionaria para poder utilizarse en MCMC, pero su obtencién
no es tan trivial como en el Monte Carlo original. Por lo que tendremos que utilizar la
férmula 7 = lim,, . ¢oP™ para obtenerla.

Ahora que hemos visto un poco de la complejidad que introduce la dependencia de va-
riables, vamos a pasar a explicar MCMC desde un punto de vista practico [12]. Para ello
vamos a basarnos en el teorema de Bayes:

P(0)P(]0)

P(Of) = =50

donde P(#) es la distribucién a priori de los parametros, P(x|0) la distribucién de los datos
segun el priori (funcién de verosimilitud), y P(x) la probabilidad marginal.

Tanto P(#) como P(x|f) son ficiles de obtener, pero, para obtener P(z) tenemos que rea-
lizar su integral en todos los posibles valores del pardametro 6. Aunque es factible realizarlo
con funciones sencillas, en general resulta inviable. Si quisiéramos estimarlo utilizando el
método de Monte Carlo original, necesitariamos generar muestras por Bayes, y como ya
hemos dicho, no podemos porque no disponemos de P(x). Es en estos casos en los que se
utiliza MCMC.

Supondremos que el modelo sigue una distribucién normal de parametros p y o, sabiendo
que o es 1 y queremos calcular una muestra a posteriori de p. Como distribucién a priori
vamos a elegir una t de Student con 2 grados de libertad, por lo que

,uNt27
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CAPITULO 1. MCMC Y HMC

zlp ~ N(p,1).

Lo primero que vamos a hacer es generar unos datos, en este caso 30 observaciones, y
elegir un p inicial, por ejemplo, un valor aleatorio que devuelva la t de stundent.

8 10 12 14

6

Figura

Ahora tenemos que simular
seleccién, por ejemplo, el de

Valor de mu

00 02 04 06 08 1.0

04

1.2: Histograma de las 30 observaciones.

multiples valores de u con la tg y proponer un criterio de
maxima verosimilitud.

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

lteraciones

Figura 1.3: Simulacién de p por verosimilitud.

Con suficientes iteraciones esto nos acaba dando el valor con mayor verosimilitud (figura
1.3). Sin embargo, nosotros queremos unas muestra a posteriori que nos informe de la
posible varianza, por lo que es posible que a veces tengamos que captar valores de u que
tengan menor verosimilitud. Para ello se propone que & = p41 con probabilidad

p(|per1)p(pes1)
p(a|pe)p(pee)

de esta manera, aunque la verosimilitud actual sea menor que la anterior, hay una probabi-
lidad de que sea elegida. A este criterio se le denomina actualizacién de Metropolis-Hasting

1.3. MONTE CARLO DE CADENAS DE MARKOV 11



CAPITULO 1. MCMC Y HMC

y serd explicado con detalle mas adelante. Aplicando esto obtenemos el grafico de la Figura
1.4 con 100 y 10000 repeticiones.

@ —
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E 8 S
- o
[=] =
$ o 2 5
o
d o™
S
S I
' 9
T T T T T T T T T T T T
0 20 20 60 80 100 0 2000 4000 6000 8000 10000
lteraciones
lteraciones
(a) MCMC con 100 repeticiones. (b) MCMC con 10000 repeticiones.

Figura 1.4: Simulacién de posteriori de pn en MCMC.

Al conjunto de valores de 1 que se muestran en los gréaficos de la figura 1.4 se les conoce
como traza. Utilizando la de 10000 muestras y generando el histograma de las u aceptadas
podemos visualizar la distribucién posterior de p representada en la figura 1.5.

Density
15 20 25
1

1.0

00
1

T T T T 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

mu_hist

Figura 1.5: Distribucién a posteriori de p.

Aunque en este ejemplo no se ha realizado, se suelen descartar las primeras iteraciones de
la MCMC debido a que es posible que el valor a priori utilizado esté lejos del centro de
equilibrio (la media de la distribucién estacionaria), y por lo tanto las iteraciones hasta
llegar a él modifiquen la distribucién resultante [11].

Al cambio pseudoaleatorio que se propone en cada iteracién se le llama método de ac-
tualizacion y es necesario que su aplicacion no modifique la distribucién que se pretende
simular. Vamos a explorar en concreto los métodos de Metropolis-Hasting y Gibbs, que
preservan la estacionaridad de las cadenas de Markov.

12 1.3. MONTE CARLO DE CADENAS DE MARKOV



CAPITULO 1. MCMC Y HMC

Actualizacién de Metropolis-Hasting

La actualizacién de Metropolis-Hasting es una generalizaciéon propuesta en 1970 por W.
K. Hastings que expande la actualizacién de Metropolis, original de la fisica estadistica,
hacia el muestreo general [13, [14]. Esta propone lo siguiente [9, [T}, 15 [16] [17]:

= Sabemos que h representa la densidad de la funcién de distribuciéon que queremos
modelar, y que se integra a un valor finito positivo. Ademds, representaremos a su
probabilidad de transicién con p(z,y).

= Suponemos que la cadena se encuentra en el estado x, y se propone un nuevo estado
V.
= Su siguiente estado serd y con probabilidad
h x
i <1’ (y)p(y, 2¢) > ,
h(ze)p(zt,y)
y serd x; con probabilidad

—in (1. PWpy, z0)
! <1’ h(l‘t)p(xtyy)> '

Es posible que esta férmula resulte familiar debido a que es la que se ha usado en el
ejemplo de la figura 1.2.

La actualizacién de Metropolis es una especificacién de esta férmula en la que p(y,z) =
p(zt,y), por lo que el siguiente estado seria y con probabilidad

min (1, :&é) .

El muestreo de Gibbs al igual que otras MCMC sirve para generar variables aleatorias de
una distribucién. Supongamos que tenemos un pardmetro de interés 6 = (61,02, ...,0k).
La idea principal de Gibbs es usar muestras de las condicionales P(6;|X,0_;), donde 6_; =
(01, ..., 01, 041, 05 [16, I8, 19, 20, 1],

Actualizacién de Gibbs

01t ~ P(64]X, 05,05, ..., 0%)

oLt ~ P(05|X, 07165, ..., 0%)

0 ~ PO | X, 00t 05T L 0l )

Recordemos que P(0|X) = P(0;,0_;|X) = P(6;|X,0_;,)P(0_;), y que la probabilidad de
transicién para una propuesta §* puede expresarse como:

| <1 P<0*|X>P<ei|x,e-z~>>
T PEOIX)PO;IX 67

1.3. MONTE CARLO DE CADENAS DE MARKOV 13



CAPITULO 1. MCMC Y HMC

que es igual a

, P07 X, 07,)P(6~,) P(6:| X, 0—)
TS P(0,X, 0-)P(6_;) P(67|X, 07 ,)

Y como 6%, = 0_;, la probabilidad de salto siempre es 1 y siempre se acepta la siguiente
propuesta.

Tanto Metropolis-Hasting como Gibbs se usan en gran medida en MCMC pero ambos tie-
nen la desventaja de tener un comportamiento random-walk o camino aleatorio que puede
hacer que su convergencia resulte lenta en distribuciones méas complejas. El Monte Carlo
Hamiltoniano o HMC son un tipo de MCMC que trata de evitar este comportamiento.

1.4. Teoria del Monte Carlo Hamiltoniano

El germen del Monte Carlo Hamiltoniano nacié en 1959 de la mano de Alder y Wainwright
[22] como otra opcién para tratar la simulacion de moléculas. En 1987 fue presentado como
Monte Carlo hibrido por Duane [23] y finalmente referido por el nombre actual de Monte
Carlo Hamiltoniano en 2003 por MacKay [24].

Este apartado trata los principales aspectos tedricos del Monte Carlo Hamiltoniano. Para
un estudio mas detallado acerca de las diferencias respecto a los MCMC ya comenta-
dos, recomendamos consultar A Conceptual Introduction to Hamiltonian Monte Carlo de
Michael Betacourt [25].

El hamiltoniano usado en HMC puede escribirse como:

H(6,p) = U(6) + K(p). (1.16)

donde 6 representa un vector d-dimensional de posiciones y U(6) = —log(p(¢)) donde p(8)
es la densidad del posterior P(f), p es un vector d-dimensional de momentos, y K(p) se
expresa COmMo:

K(p) = %pTM’lp, (1.17)
donde M es una matriz que suele ser un multiplo de la matriz identidad. La férmula
de K(p) corresponde a menos el logaritmo de la funcién de densidad de la distribucién
gausiana de media 0 con matriz de covarianza M. Llegados a este punto hay que pararse
a pensar como el Hamiltoniano puede ayudar a obtener p(), que es al fin y al cabo lo que
nos interesa.

Lo cierto es que si que es posible relacionar el Hamiltoniano con la distribucién posterior
de 6 [11), 26], por medio de un concepto de mecénica estadistica denominado funcién
canodnica. La funcién canodnica expresa la funciéon de densidad de un estado con energia,
H(0,p), como

1 _HO® 1 _Uve _KO

p(@,p):Ee T =—e T e T . (1.18)

T es la temperatura que en nuestro caso va a ser 1, y Z es una constante de normalizacion
llamada funcién de particién, que escala la funcién para que integre 1. Z no es importan-
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CAPITULO 1. MCMC Y HMC

te ya que el MCMC puede generar muestras de distribuciones no escaladas, por tanto,
también podemos representar la funcién como

p(0,p) = e~ 0P = VO KO = p(0)p(p), (1.19)

La presencia de p, donde p(p) es la densidad de p, nos permite aplicar la dindmica Hamil-
toniana para hacer las propuestas en el MCMC.

Para saber como cambian 6 y p a lo largo del tiempo se usan las ecuaciones hamiltonianas

do _oH _

E—aip— Ps
dp  OH
= ag - VU@

Las propiedades més importantes que permiten el uso de la mecdnica Hamiltoniana en
MCMC son las siguientes [11), 27]:

» Conservacién del hamiltoniano: H(6(0), p(0)) = H(6(t), p(t)) para t > 0, sabiendo
que %—? = 0 porque H no depende explicitamente del tiempo. Queda probada por la

siguiente expresién:

dH O0H _d9OH _dpdOH 0OHOH OHOH

gt ot Tdtos Tdtop  opos a6 op 0

» Conservacién del volumen: el vector de operacién divergencia (V) representa el flujo

de volumen que se percibe desde un punto, y la divergencia de (d—g @) es:

dt’ dt
o odp 00 oom
o0dt  Opdt 00 Op Op 00

= Reversibilidad: si hacemos que p = —p entonces las ecuaciones hamiltonianas seran:

0=V_,H(0,p)=—V,H(0,p)

—p= _VGH(97 p)
Si lo ponemos en funcién de t queda:
do
— =V,H(0
dp dp
—— = ——=—-VyH
i A1) VoH(0,p)

Y como son las mismas ecuaciones queda probada la reversibilidad.

Con los conceptos principales ya explicados vamos a revisar los pasos que habria que
realizar para obtener muestras con HMC, asi mismo, se realizard un ejemplo para visualizar
las diferencias ya comentadas con los otros métodos.

Una iteracién de HMC puede resumirse en 4 pasos [20, 2§]:

1.4. TEORIA DEL MONTE CARLO HAMILTONIANO 15



CAPITULO 1. MCMC Y HMC

1. Se comienza actualizando p con un valor aleatorio de una N (0, M).

2. A continuacién se realizard una actualizacién simultdnea de 6 y p con ayuda de
las ecuaciones hamiltonianas. Para ello tipicamente se utilizara el método de salto
de rana, el cual resuelve de manera aproximada las ecuaciones hamiltonianas. Se
haran L saltos y se utilizard e para escalar cada uno, donde cada salto consiste en lo
siguiente:

s Media actualizacion del momento:

_ 1 dlog(p(f]z))
PP T a

= Una actualizacién de la posicion:
0=0+eM1p

» Otra media actalizaciéon del momento:

_ 1 dlog(p(d]z))
PEPEY T

3. Con 0" y p! como los valores antes de realizar el salto de rana y con 6* y p* los
resultantes del método calculamos

_ p(0*2)p(p")
p(0l2)p(p)

r = e(H(@,p)—H(G*,p*)) .

4. 1 serd igual a 0* con probabilidad min(r,1), si no, serd igual a 6"

Realizando el proceso anterior para una M igual a la matriz identidad y una 6 que sigue
una distribucién normal de media p = 0 y varianza o2 = 1 (por lo tanto % = —0)
obtenemos los resultados de la figura 1.6

03

02
1

0.1

00

T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 4 2 0 2 4

(a) valores de 6. (b) Histograma de valores de 6.
Figura 1.6: Simulacion de posteriori 8 en HMC.
Una vez vistos los procesos que permiten la simulacion de distribuciones generales, vamos

a pasar a realizar un breve estudio de los modelos compartimentales epidemiolégicos, que
son el otro pilar en el que se basa este trabajo.
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Capitulo 2

Modelos compartimentales
epidemiolégicos

Actualmente, el estudio del desarrollo de una epidemia es uno de los temas mas candentesen
la investigacién cientifica debido a la reciente pandemia causada por el SARS-CoV-2, pero
su investigacion se remonta a hace mas de un siglo. Como ejemplos de esos primeros
estudios epidemioldgicos cabe destacar el realizado por G. H. Evans [29] en el que intenta,
sin mucho éxito, formular un modelo general a partir de una epidemia bovina, o varios
articulos de J. Brownlee [30}, BI] donde se estudian las posibles causas de una epidemia.

Esta generalmente aceptado que el origen de los modelos epidemiolégicos se remonta al
articulo [32] escrito por el matemético Ronald Ross en 1916, y desarrollado méds en pro-
fundidad por Kermack y McKendrick en 1927 en [33]. En ambos se plantea el mismo
problema: “supongamos que tenemos una poblacién de individuos de tamano N, de los
cuales, un ntimero I estan infectados y un ntimero S son susceptibles de contraer la enfer-
medad. Supongamos que existe una proporcién h de los individuos de S que se infectan,
y una proporcion r de los infectados que pasan a un estado R de no infectados ya sea por
recuperacién o muerte. Supongamos también que existen tasas de natalidad y mortalidad
para cada grupo. Entonces, jcudl serd el nimero de individuos afectados, nuevos casos, y
poblacion en el instante t7”.

En 1932 y 1933 Kermack y McKendrick publicaron 2 articulos [I, 2] que incluyen el
modelo que daba respuesta a esta pregunta y que es conocido hoy en dia como el modelo
de Kermack-McKendrick.

El uso de modelos matematicos en epidemiologia es especialmente apropiado debido a que
otras opciones como la experimentacién a veces no se puedan llevar a cabo.

Por lo general el proceso de modelado estd compuesto de los siguientes pasos [34]:
1. Realizar suposiciones acerca del proceso de contagio basadas en el conocimiento de
la enfermedad.

2. Disenar un modelo matematico para el proceso de transmisiéon basado en las supo-
siciones.

17



CAPITULO 2. MODELOS COMPARTIMENTALES

3. Realizar analisis matematico del modelo e interpretar los resultados obtenidos.
4. Recopilar informacion disponible de la enfermedad con la que validar el modelo.

5. Mejorar el modelo modificando las suposiciones iniciales.
Dentro de los modelos matematicos existen distintos tipos entre los que destacamos [34, 35]:

= Los modelos estadisticos: se construyen para un conjunto de datos especifico, ya que
su funcionamiento requieren de grandes cantidades de datos.

s Los modelos deterministas: utilizan ecuaciones diferenciales e interpretan que el
nimero de individuos susceptibles e infectados siguen funciones en el tiempo. Son
mas independientes de los datos que los estadisticos pero pueden dar problemas en
poblaciones pequenas.

» Los modelos estocdsticos: el proceso de infeccion se trata como un proceso estocastico,
funcionan correctamente en comunidades reducidas, pero resultan complicados de
llevar a la préactica debido a la gran cantidad de simulaciones que requieren.

En este capitulo vamos a centrarnos en los modelos compartimentales, que son un caso
particular de modelos deterministas. Introduciremos el concepto de compartimentos, y
mostraremos cémo su uso puede facilitar la comprensién de la transmisién de una enfer-
medad.

2.1. Conceptos basicos

Los modelos compartimentales permiten modelar los procesos subyacentes que dictan la
transmisién de una enfermedad, esto permite crear estimaciones de la severidad y escala
que puede tener una epidemia causada por esa enfermedad. Debido a que los modelos
compartimentales, existe cierta necesidad de datos previos con los que poder validar el
modelo. El modelo compartimental tipico es el modelo SIR.

En la figura 2.1 podemos ver un diagrama de un modelo SIR. Este estd compuesto por los
siguientes compartimentos:
» Susceptibles (S): nimero de individuos que son capaces de contraer la enfermedad
en estudio.

» Infecciosos (I): nimero de individuos portadores de la enfermedad.

» Recuperados (R): nimero de individuos que han pasado la enfermedad o ya no
forman parte del estudio.
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new new

susceptibles <] infections [ recovery
5] a ]

Figura 2.1: Diagrama de transferencia de un modelo SIR.

Fuente: [34].

Como ya se ha comentado este sistema depende del tiempo por lo que es posible que un
individuo que estd infectado en el instante de tiempo t esté recuperado en el instante t+1.
Estas posibilidades vienen representadas por las flechas que unen los compartimentos y
cada una tiene un significado epidemiolégico.

Existen variaciones de este modelo como el modelo SEIR en el que se introduce un compar-
timento, E, para el periodo de latencia, o modelos SIR que incluyen el factor de la pérdida
de inmunidad como otra tasa. En nuestro caso vamos a estudiar el modelo conocido como
el modelo de Kermack-McKendrick.

2.2. Modelo de Kermack-McKendrick

El modelo de Kermack-McKendrick, cuyo diagrama se presenta en la figura 2.2, realiza
las siguientes suposiciones [34] [36, [37]:
1. La transmisién ocurre por medio de contacto directo.

2. Los individuos en la poblacién estan mezclados de forma homogénea. Esto conlleva
a que el nimero de contactos entre miembros de diferentes compartimentos depende
del niimero de individuos de cada compartimento.

3. El ratio de transferencia de un compartimento es proporcional al nimero de indivi-
duos del compartimento.

4. Los individuos que se infectan lo hacen sin periodo de latencia.
5. No hay pérdida de inmunidad.
6. El tamano de la poblaciéon se mantiene constante, por lo tanto no se introducen o

retiran individuos. En otras palabras no hay natalidad o mortalidad natural.

A primera vista puede parecer un modelo muy restrictivo, pero lo cierto es que resulta
bastante apropiado en muchas circunstancias. Méas adelante realizaremos un ejemplo de
simulacién para ganar intuicién sobre el modelo SIR.

2.2. MODELO DE KERMACK-MCKENDRICK 19
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Para terminar de fijar el modelo tenemos que proponer definiciones para los términos
nuevas infecciones y recuperados.

Las nuevas infecciones se representan como el nimero de infectados por el nimero de
susceptibles por A donde A es el coeficiente de transimision, que representa la capacidad de
infeccién de la enfermedad. Y los recuperados se representan como el nimero de infectados
por v donde + es el coeficiente de recuperacién, que representa el inverso del ntimero de
dias promedio que tarda un infectado en recuperarse.

new
E infections @ recovery E
] /4

g I AMS E Y R

Figura 2.2: Diagrama de transferencia del modelo Kermack-McKendrick.

Fuente: [34].

De esta manera, podemos caracterizar el modelo SIR con diagrama en la figura 2.2, me-
diante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE):

ﬁ:—AISSO
dt
dI
NS — AT 2.1
p Y (2.1)
dR
AT >0

También sabemos que al principio de una epidemia no hay recuperados y tiene que haber
susceptibles e infectados, por lo tanto:

Para visualizar el avance de la transmisién que simula este modelo, vamos a realizar un
ejemplo con unos datos publicados en 1978 de un caso de influenza en un internado de
Inglaterra [38]. Para este caso, el modelo que acabamos de estudiar resulta especialmente
apropiado ya que la poblacién del campus es constante.

El articulo indica que habia un total de 763 alumnos, y que tras unas vacaciones, un
alumno volvié con fiebre, por lo que podemos considerar que Sg = 762 y Ip = 1, también
indica que al siguiente dia habia 3 estudiantes en la enfermeria, por lo tanto I; = 3.
Sabiendo I; vamos a aproximar A de la siguiente manera

dsS AS -2

2 AST A=

% = 9002
dt AtST —  1%762/763
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Por simplicidad estamos indicando los valores de S, I, y R como absolutos, la razén por
la que en la férmula superior se divide entre 763 (poblacién total), es porque a la hora de
hacer los cdlculos necesitamos normalizar los datos a rango 0, 1.

Para ~ vamos a utilizar el valor 0.5, esto lo podemos aproximar a partir del mismo articulo.
En él se indica que el tiempo que tardaban en mandar a los alumnos a la enfermeria (al
estar en la enfermerfa ya no pertenecen a los infectados ya que no pueden infectar) era
entre 1 y 2 dias, asi que aproximadamente 0.5 de los infectados se “recuperan” cada dia.

Realizando el modelo con estos datos obtenemos la grafica presentada en la figura 2.3, y
como puede verse, los resultados que proporciona son bastante similares a los reales.

f real
/ - ---- estimado

300
|
r

Infectados
100 180 200 250
| | | |
[
[ 4
L

50

T | | T | | |
2 4 6 8 10 12 14

Dias

Figura 2.3: Desarrollo del avance de influenza en un internado.

2.2.1. Inicio y fin de una epidemia

Realizar un anélisis en las primeras fases de una posible epidemia es clave para poder
indicar la gravedad de la misma y prepararse para sus efectos, o para saber si la transmisién
va a detenerse antes de llegar a ser un problema.

Los indicadores mas comunes para diferenciar entre una epidemia y unos pocos infectados
son el tamano critico de la comunidad y el nimero bdsico de reproduccion. Ambos se
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pueden calcular a partir de los valores iniciales que acabamos de fijar y el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias 2.1l

Reescribiendo la derivada de I como % = (AS — 7)I tenemos, por un lado, el caso de que
So (S(0)) sea menor que 3, entonces, como S es decreciente en el tiempo y %hzo < 0,
I seria decreciente en el tiempo también y no habria epidemia. En el caso de que Sy sea
mayor que y, existirfa un rango en el tiempo ¢ € [0,7) en el que § < S; < Sy y en el que
I'(t) > 0 y por lo tanto habrfa una epidemia.

A 7 se le conoce como tamano critico de la comunidad y es el nimero de susceptibles
que S tiene que tener para que ocurra una epidemia. Otra forma de expresar este umbral
es utilizando el nidmero bdsico de reproduccion Ry por individuo infectado que se expresa

CcOImo:

Ro== (2.2)

y que indica que una epidemia ocurre solo si $y > 1. Para ver como el valor de Ry influye
en el avance de una epidemia, se ha realizado un ejemplo con Sy = 5000, 1o = 1, A = 0,4,
v v = 0,2 lo cual resulta en un ¥y = 2. El resultado puede visualizarse en la figura 2.4.

o
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S 4 e Recuperados
=1
w .
S & ;
s o .
= o »
= ,
e _'
c 8 | \
(o] o "
Z ™~ .
o .
o | .
o ;o
— ,'f \
3 \
D — — i — ‘; ~ M o e o oo e amm amm amm e amm e amm e

Figura 2.4: Desarrollo de una pandemia con Ry = 2.

Podemos simular un g mayor incrementando A a 0.72, en la figura 2.5 podemos ver como
el pico de infectados estd mas concentrado y es més abrupto.
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Figura 2.5: Desarrollo de una pandemia con Ry = 3,6.

A medida que Ry se aproxima a 1, los susceptibles y recuperados dejan de cruzarse en el
grafico (figura 2.6) indicando que se esta llegando al valor critico de Ry (en g = 1 son
completamente horizontales).
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Figura 2.6: Desarrollo de una pandemia con Ry = 1,4.
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Tras haber comentado qué es necesario para que una epidemia ocurra, lo mas normal es
continuar indicando las razones por las que una epidemia termina [34, 37]. Para ello hay
que basarse otra vez en las derivadas de nuestros compartimentos.

Como S’(t) <0, S0 >0,y N(t) = S(t)+I(t)+R(t), S(t) queda delimitado por 0 < S(t) <
So < N,y como R'(t) >0, Ry = 0, R(t) queda delimitado por 0 < Ry < R(t) < N. Por
lo tanto los limites

S(00) = limi—00S(t)

R(00) = limy—o0 R(t)
existen, y por tanto
I(00) = limy—ooI(t) = N — S(00) — R(00).

Ahora que sabemos que R(c0) e I(00) existen, podemos demostrar que I(oc0) = 0. Ya que
si I(oo0) > 0, el valor de R(00) segin R/(t) serfa oo lo cual es una imposibilidad debido a
que los limites de R son 0 y N.

Por lo tanto concluimos que la razon por la que una enfermedad deja de transmitirse no
es por la falta de susceptibles, sino por la falta de infectados como la figura 2.4 sugiere.

2.2.2. Estimadores de la severidad de una epidemia

Por ultimo, vamos a ver como es posible estimar la severidad de una epidemia a partir de

Ro [34].

Lo primero que necesitamos hacer es obtener %:

dl y
5= -1+ S’ (2.3)
y realizar su primera integral:
G, 1) =T1+8— %log(S). (2.4)

Ahora asumiendo I ~ 0 tenemos que ¢(Sp,0) = ¢(S,0), lo cual equivale a:
So — Soo = }(log(S’o) — 10g(Ss0))- (2.5)

Existen varias opciones para estimar el alcance que puede tener una epidemia, dos de las
mas simples son S, que simboliza la cantidad de gente que conseguira escapar la epidemia
sin infectarse, y Sy — S~ que indica la cantidad de gente que se infectard. Si ademas de
conocer Sy, conocemos 9, podemos obtener § a partir de la ecuacién y finalmente
estimar S, a partir de la ecuacién [2.5

La tercera forma de estimar la severidad consiste en calcular I,,,4., que se puede usar para
prever si existira suficiente espacio en los hospitales. Al igual que lo anterior, partimos de
la ecuacién

¢(So,]0) =1Ip+ Sy — %ZOQ(SO) =N — %ZOQ(SO).
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¢(9, I) tiene la propiedad de mantenerse constante a lo largo de una epidemia por lo tanto
I puede expresarse como:

I=-5+ %log(S) +N - %log(So). (2.6)

Como ya sabemos, al comienzo de una epidemia I crece hasta que alcanza su méaximo,
luego desciende, y finalmente llega a 0 y la epidemia acaba. Con esto sabemos que Iz

ocurrird en el tiempo t en el que fl—{ = 0, en otras palabras, cuando S = %:
Iaz = —% + %log(%) + N — %log(So). (2.7)

Calculéandolo para el ejemplo de la figura 2.4 obtenemos:

Imaz = —2500 + 2500 * log(2500) + 5001 — 2500 * log(5000) = 768.

Todo lo visto hasta ahora parece depender de los parametros A y -y, asi que poder es-
timarlos correctamente sera clave para poder realizar un buen estudio de la epidemia.
Esta estimacion resulta bastante practica, por lo tanto se realizara en el proximo capitulo
utilizando los métodos de Monte Carlo explicados en el capitulo 1.
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Capitulo 3

Generacion de modelos
epidemiolégicos SIR y simulacion
de parametros por métodos
MCMC

En este capitulo vamos a aplicar lo que hemos visto hasta ahora a dos conjuntos de datos.
Vamos a utilizar los datos de la pandemia de influenza de Inglaterra que mostramos
en un ejemplo del apartado 2.2 , y los datos de casos de Covid-19 durante la primera
ola en Castilla y Ledén. Tras presentar los resultados de las pruebas, sacaremos algunas
conclusiones acerca de la efectividad de cada método y modelo. Ambos conjuntos de datos
pueden visualizarse en la figura 3.1 y 3.2 respectivamente (ademéds de en los Anexos I y II
respectivamente).

Casos
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1 1 Il Il

50
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Dias

Figura 3.1: Casos de influenza en un internado de Inglaterra.

Para los datos de influenza disponemos de 14 entradas desde el 22 de enero de 1978 hasta el
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4 de febrero que indican la prevalencia. Por otro lado, los datos de Castilla y Leén constan
de 137 entradas comenzando el 20 de febrero de 2020 e indican la incidencia diaria.

Casos
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Figura 3.2: Incidencia de Covid-19 en CyL.

A lo largo de este capitulo se mostrardn 4 tipos distintos de graficos:

Un grafico de las trayectorias elegidas durante el modelado: este grafico presenta en
azul las trayectorias obtenidas resolviendo numéricamente las ODEs basadas en los
parametros aceptados en las iteraciones del Monte Carlo, y en negro los datos reales
de los que disponemos.

Histogramas de los parametros: histogramas que indican el valor de los diferentes
pardmetros de los modelos elegidos.

Un grafico de datos simulados: este grafico presenta en azul los datos simulados
a partir de las trayectorias, y en negro los datos reales. Para obtener estos datos
tenemos que utilizar cada uno de los modelos elegidos en el Monte Carlo y simular
un valor aleatorio utilizando una Poisson con parametro igual al valor simulado del
modelo.

Intervalos de credibilidad de los datos simulados: en azul los intervalos de confianza
del 95% obtenidos al realizar simulaciones con las trayectorias obtenidas en la el
primer grafico descrito, y en negro los datos reales, que deberian estar contenidos en
el intervalo de confianza.

Como ya se ha indicado, va a utilizarse el modelo de Kermack McKendrick para realizar
las simulaciones. Para los datos de influenza, la aplicacion es directa, ya que el niimero de
infectados en cada dia equivale al compartimento I, pero los datos de Castilla y Leén son
nuevos infectados diarios, y eso no estd representado en ningtin compartimento. Para poder
representar correctamente estos datos vamos a tener que cambiar el modelo ligeramente.
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Necesitamos modelar el ratio de nuevos infectados por unidad de tiempo (en este caso
dias), lo cual equivaldria al ratio al que individuos dejan el compartimento S. Por lo
tanto, anadir un nuevo compartimento con un ratio de entrada equivalente a I y sin ratio
de salida arregla nuestro problema, el nuevo modelo viene representado en la figura 3.3.
Aunque lo representemos como otro compartimento mas, este no realiza una funcién de
compartimento, sino de contador. Es decir, no hay individuos en S que puedan acabar en

C.
vl E

AS

S |

o) [~

Figura 3.3: Modelo alternativo de Kermack McKendrick.

Si recordamos lo explicado en el primer capitulo, para poder realizar MCMC o HMC
necesitamos unos parametros a priori y cuanto mejor estén escogidos antes ocurrird la
convergencia hacia la distribucién estacionaria.

Para los datos del internado vamos a utilizar como prioris el A\ y el v que usamos en el
apartado 2.2:

Para los datos de Castilla y Leén hemos elegido los prioris tras realizar un nimero suficiente
de pruebas y comprobar que los modelos generaban resultados adecuados. Las prioris
elegidas son

A =048, v =0,2.

También necesitamos generar propuestas para poder actualizar los parametros en cada
iteracion, utilizaremos una normal centrada en el 1ltimo parametro aceptado, asi que
tendremos

A~ N(),0,1)
~* ~ N(7,0,0015)

A* ~ N(A0,1)
7* ~ N(’% 0705)
para el internado, y Castilla y Ledn respectivamente.

Como criterio de decisiéon utilizaremos la verosimilitud. Para verificar los modelos, reali-
zaremos simulaciones a partir de las estimaciones obtenidas y las compararemos con los
datos reales.
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3.1. Modelos SIR simulados por MCMC

El proceso de modelizacion del conjunto de datos del internado constituye una simplifi-
cacion del de Castilla y Ledn, asi que para evitar redundancia, solo desarrollaremos el
proceso de este iltimo.

Vamos a repasar el proceso de eleccién de modelos para MCMC con los datos de CyL, que
se utiliza con los datos del internado es una simplificacion.

Con el compartimento C' generado, que como ya se ha explicado se puede calcular como
C(t) = S(t—1)— S(t), expresando el nimero de infectados en nuestros datos como D y
sabiendo que D sigue una distribucion de Poisson

D; ~ P(C}),

la verosimilitud por cada unidad de tiempo viene dada por la derivada de la densidad de
una Poisson de pardmetro C(¢;). Con la suma de las verosimilitudes (v) calculada tenemos
que la probabilidad de aceptar la propuesta es

,U*
in(—,1
min(*-. 1),

donde v* es la verosimilitud de la propuesta y v es la logverosimilitud de la ultima pro-
puesta aceptada.

Para los datos del internado se han realizado 40.000 repeticiones, mientras que para los de
Castilla y Léon se han tenido que utilizar hacia 100.000 ya que al ser un conjunto de datos
mas grande y complejo requiere de més iteraciones para encontrar modelos apropiados.
Vamos a comenzar analizando los resultados del modelo del internado. El cédigo utilizado
puede encontrarse en los anexos III - VI.

3.1.1. Monte Carlo de cadenas de Markov con datos de influenza de un
internado

Los datos iniciales que utilizaremos para el internado son:
Sp = 762,
Iy =1,
Ry =0,
A=19,
v =0,5.
En la figura 3.4 podemos ver las distintas trayectorias de los modelos SIR resultantes tras
aplicar el MCMC. Podemos ver que en la regién hasta el pico de infectados los datos reales
se mantienen entre los modelos en todo momento. Por otro lado, en el descenso, si que

tenemos algunas instancias en las los datos reales se salen de las estimaciones. Aun asi,
esta prueba deberia resultar en un buen ajuste.
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Infectados
100 180 200
] | ]
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Dias

Figura 3.4: Trayectorias elegidas por MCMC con datos del internado.

Las distribuciones a posteriori de A y « de los modelos elegidos pueden verse en las figuras
3.5 y 3.6 respectivamente.

Vemos que la distribucién de A se ha desplazado del 2 original que habiamos pensado a
alrededor de 1.7, esto no es una diferencia que requiera repetir el proceso con un nuevo
valor a priori, pero podria ser un indicador de que el método de estimacién a partir de
—% que indicamos en la seccién 2.1 puede que no sea muy adecuado. Por otro lado, la
distribucién de v si que se ha mantenido cerca de la estimacién original.
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Histograma de Lambda
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Figura 3.5: Posteriori de A por MCMC con datos del internado.

Histograma de Gamma
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Figura 3.6: Posteriori de v por MCMC con datos del internado.

Entrando ya en el proceso de verificacién, se han representados los datos simulados (figura
3.7) a partir de las trayectorias elegidas. En el podemos ver que de los modelos simulados
contienen en practicamente todo momento a los datos, y por lo tanto, podemos concluir
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que las A y v elegidas en el MCMC generan unos modelos que simulan correctamente el
comportamiento de la epidemia.
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Figura 3.7: Datos simulados por MCMC con datos del internado

En cuanto a la gravedad de la epidemia podemos indicar que de media un 3.61 % de los
individuos consiguen no enfermar (no comparable ya que no se dispone del porcentaje
real), y que la media del niimero de infectados maximo se sitia en 270 con respecto a los
298 reales.

3.1.2. Monte Carlo de cadenas de Markov con datos de Covid-19 de
Castilla y Leon

Los datos iniciales que hemos utilizado para Castilla y Leon son:
Sp = 2394917,

Iy =1,
Ry =0,
A =0,48,
v =0,2.
Las figuras 3.8 y 3.9 presentan resaltadas las trayectorias elegidas, y los datos simulados

a partir de las trayectorias para los datos de CyL respectivamente. Como podemos ver,
tiene algunos problemas ajustandose a la curva inicial, y no muestra un pico de infectados
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tan alto como en los datos reales, pero el descenso que realiza si que parece representar
bien la trayectoria que toman los datos, y por lo general es un resultado razonable.
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Figura 3.8: Trayectorias elegidas por MCMC con datos de CyL.
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Figura 3.9: Datos simulados por MCMC con datos de CyL.

El problema de estos modelos llega cuando nos fijamos en el A y v a posteriori. Podemos
visualizar cada histograma respectivamente en las figuras 3.10 y 3.11.
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Segun estos graficos vemos que tanto A como ~ tienen valores en torno a los 27.6. Aunque
sabemos que el tiempo de recuperacién del SARS-CoV2 ronda 1 semana, los modelos de la
figura 3.9 sugieren que el tiempo se sitida en los ﬁ = 0,036 dias, o aproximadamente 52
minutos. Esta interpretacion simplemente no tiene sentido en un entorno epidemiolégico.
Y por lo tanto, vamos a repetir los experimentos dejando ~ fija en 0.2 (5 dias), para
intentar conseguir modelos con cierta validez epidemiolégica.
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Figura 3.10: Posteriori de A por MCMC con datos del CyL.
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Histograma de Gamma
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Figura 3.11: Posteriori de v por MCMC con datos del CyL.

A vista de la figura 3.12, queda bastante claro que al fijar A el MCMC para los datos de
CyL no resulta en modelos SIR con buen ajuste. A pesar de que la primera parte si que
parece simular el crecimiento de los datos, los modelos acaban subiendo muy por encima
del pico real.
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Figura 3.12: Trayectorias por MCMC con datos de CyL con - fija.

36 3.1. MODELOS SIR SIMULADOS POR MCMC



CAPITULO 3. GENERACION DE MODELOS

El comportamiento que muestra puede deberse a que el periodo de cuarentena redujo en
gran medida los contactos, lo que se traduce en una reduccién en el ratio de contagio. Por
lo tanto, mantener una A\ constante durante los 137 dias puede resultar en modelos con
sentido epidemiolégico, pero que no representan la realidad de los acontecimientos.

Aunque este modelo claramente no es apropiado para la epidemia de Covid-19 en Castilla
y Ledn, puede servir de indicador de la eficacia de las medidas que se tomaron para frenar
el avance de la enfermedad.

La siguiente prueba se realizard para intentar arreglar este problema. Para ello se realizaran
dos modelos SIR, uno hasta el dia 29 y otro desde el 29 hasta el final. La funcion de esta
particién es poder modelar el cambio en el ratio de transicion que hemos comentado.
Por lo tanto, vamos a tener A1 y A2, que simulen el ratio de contagio para cada modelo,
pero solo una 7y ya que el ritmo de recuperacién no deberia variar. El primer modelo
utilizard los mismos datos iniciales que se han usado hasta ahora, y los datos finales de
los compartimentos S, I, y R del primero se utilizardan como iniciales del segundo.

3.1.3. Monte Carlo de cadenas de Markov doble con datos de Covid-19
de Castilla y Leén

Para realizar esta prueba hemos utilizado un valor de A\; = 0,5, y v = 0,2, que son los que
habiamos utilizado en el apartado anterior, y para Ao vamos a utilizar un valor ligeramente
menor al de v de 0,17 ya que para simular un descenso en el nimero de infectados diarios
necesitamos que o = % <1.

En la figura 3.13 podemos ver como separando los datos en dos subconjuntos y realizando
varios modelos SIR mejora los resultados obtenidos en el experimento anterior.
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Figura 3.13: Trayectorias por MCMC conjunto con datos de CyL.
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En las figuras 3.14 y 3.15 tenemos las A\; y Ay que se se han elegido en el MCMC. Para
ambos parametros podemos ver que las distribuciones a posteriori acaban bastante cerca
del priori que hemos escogido.
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Figura 3.14: Posteriori de A\; por MCMC conjunto con datos de CyL.
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Histograma de Lambda2
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Figura 3.15: Posteriori de A2 por MCMC conjunto con datos de CyL.

Finalmente podemos ver en la figura 3.16 los datos simulados a partir de las trayectorias.
Se observa una buena trayectoria creciente hasta que empieza a llegar el pico de afectados.
Ahi, podemos ver que mientras el nimero de infectados reales frena su crecimiento, en los
modelos sigue creciendo debido a que no modificamos su A. Cuando realizamos el cambio
de modelo en el dia 29, observamos como realiza un salto y continua con una direccién
bastante similar a la de la real.

En esta prueba el porcentaje de infectados medio que consigue escapar la epidemia resulta
en un 99.08 %, mientras que la real es 99.12%, por lo general una estimacién bastante
aceptable. Por otro lado, el nimero de infectados maximos varia de los 847 reales a los
1709 simulados, un resultado esperable teniendo en cuenta el problema que presenta en la
estimacién del pico de infectados.
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Figura 3.16: Datos simulados por MCMC conjunto con datos de CyL.

Al utilizar dos modelos es normal que acabemos con una grafica que presente un desnivel
brusco cuando se cambia de modelo. Para intentar conseguir unos resultados més naturales,
en la ultima prueba de MCMC vamos a ajustar gradualmente A; a Ao a medida que
cambiamos de modelo.

3.1.4. Monte Carlo de cadenas de Markov doble con transicion gradual
con datos de Covid-19 de Castilla y Ledén

En este modelo vamos a cambiar progresivamente A; a 9. Esto se consigue seleccionando
un nimero de dias (n) alrededor del punto critico y reduciendo la A utilizada en el punto
anterior en cada uno de ellos. Es decir la A\ utilizada sera:

A1 t < tini
A=< )\ — 7>\1;)‘2 (t — tim') tini <t <tipi + 1
A2 t>tini+n

con tiy; = 29 — % En este caso n = 12 dias, por lo tanto t;,; = 23

En la figura 3.17 vemos una serie de modelos obtenidos al realizar un cambio gradual en
los pardmetros, a simple vista podemos deducir que deberian mejorar los resultados de la
prueba anterior.
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Figura 3.17: Trayectorias por MCMC conjunto gradual con datos de CyL.

Las distribuciones de A1 y Ay son muy parecidas a las de la prueba anterior, por lo tanto
)
parece que lo Unico que teniamos que hacer era realizar una transicién apropiada entre

modelos SIR.
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Figura 3.18: Posteriori de A; por MCMC conjunto gradual con datos de CyL.
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Figura 3.19: Posteriori de Ay por MCMC conjunto gradual con datos de CyL.
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En la figura 3.20 se puede visualizar las simulaciones a partir de las trayectorias elegidas. Se
puede ver que el comienzo simula bastante bien los datos, pero, a diferencia de la prueba
anterior, a medida que llega al maximo de infectados los modelos también empiezan a
reducir su crecimiento simulando un pico de infectados mas apropiado. El resto de la
simulacién se ajusta bastante bien a los datos.

En esta prueba el porcentaje de la poblacién que conseguiria evitar contagiarse seria un
99.129 % que es un porcentaje més cercano al 99.121 % real que el obtenido anteriormente.
Aunque sin ninguna duda, donde mayor mejora podemos observar es durante el cdlculo
del pico de infectados en el que obtenemos una estimacion de 947, que aunque todavia
se desvie de los 847, presenta una gran mejora si lo comparamos con los modelos sin la
transicion gradual.

Por otro lado, en el grafico podemos ver que ahora existe otro subconjunto de dias alrededor
del dfa 50 que los modelos parecen no registrar correctamente. Esto podria solucionarse
realizando mas particiones en los datos y creando submodelos SIR més pequenos. Esto,
sin ninguna duda, mejoraria el ajuste a los datos, pero el sobreajuste que introduciria no
justifica la pequena mejora de los modelos.

o
o |
o
o™~
o
o _|
w
2

w

9

@

b=

w o

o 8 -

T =

g

L&)

@D

2

=
o
S |
s
o

T 1 T 1 T \ 1 T
0 20 40 60 80 100 120 140

Dias

Figura 3.20: Datos simulados por MCMC conjunto gradual con datos de CyL.

3.2. Modelos SIR simulados por HMC

Aligual que en el MCMC, vamos a repasar el proceso de elecciéon de modelos que tendremos
que realizar con los datos de CyL.
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Vamos a realizar un Monte Carlo Hamiltoniano con cada set de pruebas para los que
utilizaremos los mismos parametros a priori que utilizamos al hacer MCMC.

La aplicacién del Monte Carlo Hamiltoniano requiere de algin paso ma&s debido a que
tenemos que calcular el Hamiltoniano. En el capitulo 1 indicamos que el Hamiltoniano es

H(0,p) =U(0) + K(p).
Donde 6 es un vector con los pardmetros (\,7) del modelo SIR. Realizando el método del
salto de rana con una 0;,; y pin; iniciales, obtenemos las 6 y p que vamos a utilizar.

Una vez hecho el salto rana, podemos calcular K (p) como

1,
K(p) = 50" M~"p,

pero obtener U(#) resulta més complejo. Recordemos que
U(0) = —log(p(0)),
ahora podemos dividir la log posterior en la suma de verosimilitudes

dlog(p(#))  dlog(L) N dlog(Lypr;)

do do do ’
donde sabemos que L es la verosimilitud, y L,,; la parte de la verosimilitud a priori.
% es facil de obtener ya que sabemos que ambos parametros de 6 a priori siguen una
normal. El otro componente lo podemos desarrollar con la regla de la cadena obteniendo

dlog(L) "L (dlog(L) dC(t;) ~ dlog(L)
do _Z(aC(ti) 06 " o9 )

i
donde n es el nimero de observaciones y C(t;) el niimero de nuevos infectados en el tiempo
t;.

moage(l') es 0 ya que L no depende explicitamente de 8, y %ggéf)) corresponde a la logvero-

similitud con respecto al pardmetro C(¢;) en la unidad de tiempo ¢; , que como ya hemos
explicado en el punto 3.1, es la derivada de la funcién de densidad de una Poisson de
parametro C'(¢;).

Por tltimo tenemos que obtener a%gi), pero como C(t;) = S(ti—1) — S(t;), primero ten-
0S(t:)
dremos que obtener =5z.

Para ello podemos utilizar las ODE presentes en el andlisis de sensibilidad [39, [40]

dou_ofou o
dt o9  oudbd = 00’
donde

du as a1 ar\T
= 5 €s un vector compuesto por (W’ 567 %) .
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] % es la matriz Jacobiana de f = (—0SI,6S1 — ~vI,~I) con respecto a S, I, y R.
] % el vector de derivadas parciales (—S1I,SI,0)T, y (0,—1I,I)T para \ y v respecti-
vamente.

—H(6%,p")

Una vez tengamos H podriamos calcular r = e(H(0:0) ) y ver si la nueva propuesta

se acepta.

Debido a que el Monte Carlo Hamiltoniano utiliza un descenso de gradiente para calcular
la siguiente actualizacion en vez de una aproximacién aleatoria como el MCMC, el ratio
de aceptacién serd bastante mayor y podremos utilizar menos iteraciones en las pruebas.
Para realizar las pruebas con el HMC vamos a realizar 20.000 repeticiones del proceso. El
cédigo utilizado puede encontrarse en los anexos VII y VIII.

3.2.1. Monte Carlo Hamiltoniano con datos de influenza de un internado

En la figura 3.21 podemos ver las trayectorias elegidas para los datos del internado. A
simple vista observamos menos varianza que en la simulacién obtenida con MCMC, pero
por otro lado, existen m&s secciones que no parecen estar correctamente representadas en
los modelos.

Infectados diarios
100 150 200 250 300
| 1 | | |

50

Dias
Figura 3.21: Datos reales bajo simulados por HMC con datos del internado.
Las figuras 3.22 y 3.23 representan las distribuciones a posteriori de A y ~. Las distribu-

ciones son bastante similares a las generadas por MCMC, pero podemos apreciar que la
cantidad de propuestas aceptadas es mucho mayor.
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Histograma de Lambda
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Figura 3.22: Posteriori de A por HMC con datos del internado.

Histograma de Gamma
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Figura 3.23: Posteriori de v por HMC con datos del internado.

A pesar de que parezca que los trayectorias SIR estimadas de la figura 3.21 parezcan
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ajustarse peor a los datos, podemos ver en la figura 3.24 que generan resultados muy
similares a los de MCMC.

Las estimaciones de la severidad de la epidemia son también bastante parecidas a las del
MCMC con un 3.57% de los individuos no contagiandose, y un maximo de infectados
medio de 275 que se acerca més a la realidad que el generado por MCMC.

Infectados diarios
100 150 200 250 300

50

Dias

Figura 3.24: Datos simulados por HMC con datos del internado.

3.2.2. Monte Carlo Hamiltoniano con datos de Covid-19 de Castilla y
Leén

Por ltimo llegamos a la prueba realizada por HMC para los datos de CyL.

En la figura 3.25 y 3.26 podemos ver que los resultados generados por HMC resultan en
modelos bastante similares a los que se realizaron con MCMC. Y al igual que los otros,
los valores de A y vy no tienen sentido epidemioldgico.
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Figura 3.25: Trayectorias por HMC con datos de CyL.
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Figura 3.26: Datos simulados por HMC con datos de CyL.

Ahora, al igual que con MCMC, podriamos intentar dividir el set de datos en dos y realizar
un HMC para cada uno. Pero es aqui donde nos encontramos un problema.
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Debido a que HMC realiza un descenso de gradiente, el uso de derivadas es intrinseco. Y
por lo tanto, tendriamos que conseguir que el cambio de un modelo a otro fuera continuo
en la derivada, lo cual se puede hacer, pero queda fuera del propdsito de este trabajo.

Para finalizar este capitulo vamos a realizar una breve resumen de lo que hemos observado
durante la realizacion de las pruebas.

3.3. Comparaciéon de modelos

En general, las pruebas realizadas a lo largo de este capitulo han proporcionado modelos
adecuados para los conjuntos de datos provistos.

Si bien es cierto que el Monte Carlo Hamiltoniano, ha conseguido mejorar los resultados
obtenidos por el Monte Carlo de cadenas de Markov en el set de datos del internado,
también hemos podido observar que puede presentar algunas dificultades al utilizarlo con
conjuntos de datos que presentan condiciones epidemioldgicas variables.

En la tabla 3.1 podemos ver un resumen que muestra el porcentaje de los modelos que
han sido aceptados durante cada proceso.

% de aceptacién
MCMC internado 1.61
MCMC CyL (2 modelos) 0.152
MCMC CyL (2 modelos con transicién gradual) | 0.0425
HMC internado 66.77

Tabla 3.1: Porcentaje de aceptaciéon de cada procedimiento.

Podemos percibir a simple vista la diferencia que existe entre los modelos MCMC y HMC.
A diferencia de la actualizacién aleatoria del MCMC, HMC utiliza un descenso de gradien-
te, un método basado en la bisqueda de minimos locales. Esto resulta en un porcentaje
de aceptacién mucho mas alto, y menos repeticiones necesarias para conseguir resultados
robustos.

Por otro lado, también podemos ver grandes diferencias si nos fijamos en los métodos
MCMC. La razén principal por la que el porcentaje del MCMC del internado es 10 veces
el obtenido en el MCMC de CyL de 2 modelos, es debido a que en uno se utilizan datos
de prevalencia y en el otro de incidencias.

Por ultimo el porcentaje de aceptacion de las dos pruebas que utilizan los datos de CyL
es tan diferente debido al proceso extra que hemos introducido para evitar un cambio
brusco entre modelos. Por otro lado, la mejora de resultados que trae deberia justificar la
realizacién de mas repeticiones del modelo.

Por lo general, podemos recomendar el uso del Monte Carlo Hamiltoniano siempre que sea
posible, ya que parece proporcionar mejores resultados y necesita de menos iteraciones.
Por otra parte, no podemos ignorar la eficacia del Monte Carlo de cadenas de Markov, que
debido a su simpleza puede ser modificado facilmente para adecuarse a cada situacion.
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Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo principal ha sido investigar y desarrollar modelos de tipo SIR generados a
partir de pardmetros estimados por medio de métodos de Monte Carlo de cadenas de
Markov. Los principales resultados logrados durante la realizaciéon de este trabajo han
sido los siguientes:

1. Se ha obtenido un conocimiento sélido acerca de los métodos de muestreo MCMC:
uno de los dos subobjetivos clave para la realizacién del trabajo concebido. Este
entendimiento de los métodos ha sido adquirido durante el periodo de redaccién del
primer capitulo “Monte Carlo de cadenas de Markov y Monte Carlo Hamiltoniano”,
y se han realizado ejemplos que muestren su funcionamiento.

2. Se ha realizado un estudio sobre los modelos SIR: este ha sido el otro subobjetivo
que ha sido una base critica para ejecutar las secciones practicas del proyecto. Se
han senalado las caracteristicas principales de los modelos SIR, se han investigado
algunas de las causas que provocan el comienzo y final de una epidemia, y se han
definido algunos métodos de estimar la gravedad de una epidemia.

3. Se ha conseguido aplicar los conceptos al caso particular: se han analizado los con-
juntos de datos y se aplicado los conceptos tedricos de modelizacién a cada conjunto
teniendo en cuenta sus peculiaridades.

4. Se han producido resultados y comparado la calidad de los mismos: se han generado
un conjunto de modelos SIR que simulan los conjuntos de datos, se han presentado
las distribuciones a posteriori de los pardmetros que se utilizan, y se ha comprobado
la calidad del ajuste utilizando una distribucién predictiva posterior e intervalos
de confianza. Ademds se ha redactado una pequena comparacion entre todos los
modelos que hemos utilizado.

Para finalizar el trabajo se presentan algunas posibles lineas de trabajo que podrian to-
marse.

Se propone el uso de otros modelos con el fin de encontrar el que mejor se adecie a
las peculiaridades del Covid-19. Algunos de los que se podrian considerar son los modelos
SEIR, que introducen un compartimento simbolizando la cantidad de individuos expuestos
a la enfermedad, o SIQR, que presentan un compartimento dedicado a individuos en
cuarentena.
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

También se podrian emplear otros métodos de muestreo que permitan realizar mejores
ajustes como el Quasi-Monte Carlo de cadenas de Markov, o incluso realizar el HMC por
partes que hemos comentado en el trabajo.

Por 1ltimo, se podria realizar una investigacién acerca de los posibles cambios necesarios
en los métodos de muestreo para mejorar su porcentaje de aceptacién, en especial los que
utilizan Monte Carlo.
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Anexo I: Datos del internado de
inglaterra (Influenza)

Fecha Casos

1978-01-22 | 3

1978-01-23 | 8

1978-01-24 | 26

1978-01-25 | 76

1978-01-26 | 225

1978-01-27 | 298

1978-01-28 | 258

1978-01-29 | 233

1978-01-30 | 189

1978-01-31 | 128

1978-02-01 | 68

1978-02-02 | 29

1978-02-03 | 14

1978-02-04 | 4
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Anexo II: Datos de Castilla y Ledn
(Covid 19)
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ANEXO II

Fecha Casos Fecha Casos Fecha Casos
20/02/2020 | 1 06/04/2020 | 485 22/05/2020 | 41
21/02/2020 | 4 07/04/2020 | 355 23/05/2020 | 18
22/02/2020 | 2 08/04/2020 | 383 24/05/2020 | 13
23/02/2020 | 4 09/04/2020 | 381 25/05/2020 | 37
24/02/2020 | 4 10/04/2020 | 351 26/05/2020 | 47
25/02/2020 | 5 11/04/2020 | 336 27/05/2020 | 26
26/02/2020 | 7 12/04/2020 | 179 28/05/2020 | 45
27/02/2020 | 6 13/04/2020 | 258 29/05/2020 | 47
28/02/2020 | 8 14/04/2020 | 228 30/05/2020 | 36
29/02/2020 | 10 15/04/2020 | 187 31/05/2020 | 18
01/03/2020 | 28 16/04/2020 | 159 01/06/2020 | 28
02/03/2020 | 38 17/04/2020 | 162 02/06/2020 | 19
03/03/2020 | 29 18/04/2020 | 106 03/06/2020 | 28
04/03/2020 | 33 19/04/2020 | 144 04/06/2020 | 28
05/03/2020 | 46 20/04,/2020 | 206 05/06/2020 | 36
06/03/2020 | 51 21/04/2020 | 131 06/06/2020 | 12
07/03/2020 | 73 22/04/2020 | 173 07/06/2020 | 13
08/03/2020 | 70 23/04/2020 | 91 08/06/2020 | 35
09/03/2020 | 150 24/04/2020 | 148 09/06/2020 | 27
10/03/2020 | 194 25/04/2020 | 95 10/06/2020 | 17
11/03/2020 | 228 26/04/2020 | 41 11/06/2020 | 17
12/03/2020 | 311 27/04/2020 | 56 12/06/2020 | 21
13/03/2020 | 451 28/04/2020 | 70 13/06,/2020 | 12
14/03/2020 | 474 29/04/2020 | 53 14/06/2020 | 6
15/03/2020 | 481 30/04/2020 | 73 15/06,/2020 | 15
16/03/2020 | 686 01/05/2020 | 58 16/06/2020 | 42
17/03/2020 | 665 02/05/2020 | 65 17/06/2020 | 17
18/03/2020 | 743 03/05/2020 | 64 18/06/2020 | 12
19/03/2020 | 806 04/05/2020 | 30 19/06/2020 | 14
20/03/2020 | 847 05/05/2020 | 14 20/06/2020 | 18
21/03/2020 | 705 06/05/2020 | 15 21/06/2020 | 6
22/03/2020 | 650 07/05/2020 | 18 22/06/2020 | 14
23/03/2020 | 687 08/05/2020 | 20 23/06/2020 | 29
24/03/2020 | 579 09/05/2020 | 12 24/06/2020 | 14
25/03/2020 | 612 10/05/2020 | 11 25/06/2020 | 17
26/03/2020 | 499 11/05/2020 | 28 26/06/2020 | 15
27/03/2020 | 466 12/05/2020 | 32 27/06/2020 | 13
28/03/2020 | 471 13/05/2020 | 55 28/06/2020 | 5
29/03/2020 | 393 14/05/2020 | 40 29/06/2020 | 11
30/03/2020 | 443 15/05/2020 | 35 30/06/2020 | 13
31/03/2020 | 371 16/05/2020 | 29 01/07/2020 | 10
01/04/2020 | 475 17/05/2020 | 7 02/07/2020 | 9
02/04/2020 | 454 18/05/2020 | 32 03/07/2020 | 11
03/04/2020 | 506 19/05/2020 | 34 04/07/2020 | 8
04/04/2020 | 509 20/05/2020 | 27 05/07/2020 | 3
05/04/2020 | 332 21/05/2020 | 38
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Anexo III: Cédigo para simular
modelos SIR por MCMC para
datos del internado

library(EpiDynamics)
library(outbreaks)

library (Rmpfr)
datos=influenza_england_1978_school

lambdal <- 1.9

gammal <- 0.5

lambdas=c ()

gammas=c ()

HEHHEHBHHAFHEF B H RS H RS H R R R R R R R R
N <- 763

S <- 762 /N
I<-1 /N
R <=0

initials <- ¢(S =8, I =1, R =R)
parameters <- c(beta = lambdal, gamma = gammal)
resl <- SIR(init = initials, pars = parameters, time = 0:14)

datosf=c(1,datos$in_bed)

plot(0:14, datosf, type = "1",ylim=c(0,300),ylab="Casos", xlab="Dias")
points(0:14, datosf,pch=16)

lines(0:14, resl$results$I*N)

x1 <- mpfr("0", 128)
for (j in 1:15) {
x1 <- x1 + log(dpois(datosf[j], resl$results$I[jI=*N))
}
HEHHHHAFHHBHHHRAFH BB HHFRRAFH RS HH B HRASH B RS HRSHH B H AR R
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pois=c()
plot(0:14, datosf, type = "1",ylim=c(0,300),ylab="Infectados",xlab="Dias")
for (i in 1:40000) {

lambdal.nu <- rnorm(1, lambdal, 0.2)

gammal.nu <- max(rnorm(l, gammal, 0.1), 0.4)

Hit S S
N <- 763

S <- 762 /N
I<-1 /N
R <=0

initials <- ¢(S =S, I =1, R =R)
parameters <- c(beta = lambdal.nu, gamma = gammal.nu)

resl <- SIR(init = initials, pars = parameters, time = 0:14)

xl.nu <- mpfr("0", 128)
for (j in 1:15) {
xl.nu <- xl.nu + log(dpois(datosf[jl, resi$results$I[jI*N))
}
HEHSHAEHGHA RS HHRHRFBHBHBHBHBHBH AR AR AR AR HAH AR ARG HEHGHGHE RS RS RG RGBSR RS RS

if (log(runif (1)) < min((xl.nu - x1), 0)){
print (i)
x1 <- x1.nu
lambdal <- lambdal.nu
gammal <- gammal.nu
lambdas=rbind(lambdas,lambdal)
gammas=rbind (gammas, gammal)
lines(0:14, resi$results$I*N,lwd=2,col="blue")
pois=cbind(pois,rpois(15,resi$results$I*N))
}
}
lines(0:14, datosf,lwd=2)
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Anexo I'V: Cédigo para simular
modelos SIR por MCMC para
datos de CyL

library(EpiDynamics)

datos <- read.csv("C:/Users/marco/Desktop/pincho/KINGSTON/52/
TFGest/datosCovidCyL.csv",sep=";")

N <- 2394918

S <- 2394917 / N
I<-1/N
R<-0

logLIkelihoodSir <- function(parameters){
parameters <- c(beta = parameters[l], gamma = parameters[2])
initials=c(S=S,I=I,R=R)
res <- EpiDynamics::SIR(init = initials, pars = parameters,
time = 0:136)

C<-c(1/ M
for (i in 2:137) {

C <- rbind(C, res$results$S[i-1] - res$results$S[il)
}
x <=0
for (j in 1:137) {

X <- x + dpois(datos$Cases[j], C[j] * N, log = TRUE)
}

return(-x)

logLIkelihoodSir_2 <- function(parameters)q{
parameters <- c(beta = parameters[1], gamma = parameters[2])
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ANEXO IV

initials=c(8=S,I=I,R=R)
res <- EpiDynamics::SIR(init = initials, pars = parameters,
time = 0:136)

C<-c(1/ M
for (i in 2:137) {
C <- rbind(C, res$results$S[i-1] - res$results$S[il)
}
x <= 0
for (j in 1:137) {
X <- x + dpois(datos$Cases[j], C[j] * N, log = TRUE)
}
return(list(x, res))
}
#
maxPosLikelihood <- optim(c(0.5, 0.2), logLIkelihoodSir)

x <- -maxPosLikelihood$value
lambda <- maxPosLikelihood$par[1]
gamma <- maxPosLikelihood$par[2]

burn_in <- 1000

N_M <- 20000
acceptanceRate <- 0O
traceMCMC <- array(dim

c(N_M - burn_in, 2))
pois=c()
plot(datos$Cases, type = "1",1lwd=2)
for (i in 1:N_M) {
lambda.nu <- rnorm(1l, lambda, 0.005)
gamma.nu <- rnorm(l, gamma, 0.005)

if(i > burn_in){
traceMCMC[i - burn_in,] <- c(lambda, gamma)

}

res.full <- logLIkelihoodSir_2(c(lambda.nu, gamma.nu))
x.nu <- res.full[[1]]
res <- res.full[[2]]
if (log(runif (1)) < min((x.nu - x), 0)){
X <~ x.nu
lambda <- lambda.nu
gamma <- gamma.nu
if (i > burn_in){
acceptanceRate <- acceptanceRate + 1
lines(1:136, (res$results$S[1:136] - res$results$sS[2:137]) * N,
lwd = 2, col = "blue")
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ANEXO IV

C<-c(1/ W
for (i in 2:137) {
C <- rbind(C, res.full[[2]]$results$S[i-1] -
res.full[[2]]$results$S[i])
}
pois=cbind(pois,C)
}
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Anexo V: Cédigo para simular
modelos SIR dobles por MCMC
para datos de CyL

library(EpiDynamics)
datos=read.csv("C:/Users/marco/Desktop/pincho/KINGSTON/52/
TFGest/datosCovidCyL.csv",sep=";")

lambdal <- 0.48

gammal <- 1/5

lambda2 <- 0.17

gamma?2 <- gammal

lambdasi=c()

lambdas2=c ()

HHHHHHHH R R RS RS HE G E RS R R H R HH R
N <- 2394918

S <- 2394917 / N
I<-1/N
R <=0

t_medidas <- 29

initials <- ¢(S =8, I =1I, R=R)
parameters <- c(beta = lambdal, gamma = gammal)
resl <- SIR(init = initials, pars = parameters, time
initials <- c(S = resi1$results$S[(t_medidas+1)],

I = resi1$results$I[(t_medidas+1)],

R = resi$results$R[(t_medidas+1)])
parameters <- c(beta = lambda2, gamma = gamma?2)
res2 <- SIR(init = initials, pars = parameters, time

0:t_medidas)

t_medidas:137)

Cl <-c(1/N)
for (i in 2:(t_medidas + 1)) {
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Cl <- rbind(C1, resi$results$S[i - 1] - resi$results$S[il)
}
plot(0:137, c(1, datos$Cases), type = "1", ylim = c(0, 3000), col = 2)
lines(0:t_medidas, C1 * N)

C2 <- c(C1l[length(C1)]1)
for (i in 2:(137-t_medidas+1)) {
C2 <- rbind(C2, res2$results$S[i-1] - res2$results$S[i])
}
lines((t_medidas):137, C2 * N)

x1 <=0
for (j in 1:t_medidas) {
x1 <- x1 + log(dpois(datos$Cases[jl, C1[j] * N))
}
for (j in (t_medidas + 1):(137)) {
x1 <- x1 + log(dpois(datos$Cases[jl, C2[j - t_medidas] * N))
}

HHHHHHHHHHH SR H SR H SRR RS R R R R
m=0
pois=c()
plot(0:137, c(1, datos$Cases), type = "1", ylim = c(0, 2000), col = 2,
xlab="Dias", ylab="Infectados")
for (i in 1:20000) {
lambdal.nu <- max(rnorm(1, lambdal, 0.02), 0.4)
lambda2.nu <- max(rnorm(1, lambda2, 0.02), 0.1)

HEHFHHBHHHHAFH R B FHA SRR FRRFHH SR F RS R AR R RS
N <- 2394918

S <- 2394917 / N
I<-1/N
R <=0

initials <- ¢(S =S, I =1, R =R)
parameters <- c(beta = lambdal.nu, gamma = gammal)

resl <- SIR(init = initials, pars = parameters, time = 0:t_medidas)
Cl <-c(1/ N
for (j in 2:(t_medidas+1)) {

Cl <- rbind(C1, resi$results$s[j-1] - resi$results$s[jl)
}

x1l.nu <- 0
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for (j in 1:t_medidas) {
xl.nu <- xl.nu + log(dpois(datos$Cases[j], C1[j] * N))
}
HAHHAHBHHBHHAHHAH B HBHHAHHAH B R RS H AR AH R H RS HBHHAH R H R HEHH R R H RS H RS

initials <- c(S = resi$results$S[t_medidas+1],
I = resi$results$I[t_medidas+1], R = resi$results$R[t_medidas+1])
parameters <- c(beta = lambda2.nu, gamma = gammal)

res2 <- SIR(init = initials, pars = parameters, time = t_medidas:137)

C2 <- c(C1[length(C1)1)
for (k in 2:(137 - t_medidas + 1)) {

C2 <- rbind(C2, res2%results$S[k - 1] - res2%results$sS[k])
}

for (j in (t_medidas + 1):(137)) {
xl.nu <- x1.nu + log(dpois(datos$Cases[j], C2[j - t_medidas] * N))
}

B R R R R S R R R R S S S s

if (log(runif (1)) < min((xl.nu - x1), 0)){
print (i)
m=m+1
print (m)
x1 <- x1.nu
lambdal <- lambdal.nu
lambda2 <- lambda2.nu
lambdasl=rbind(lambdasi,lambdal)
lambdas2=rbind (lambdas?2,lambda2)

pois=cbind(pois,rpois(139,c(C1,C2)*N))

lines(0:t_medidas, c(C1l) * N,col="blue",lwd=2)
lines(t_medidas:137, c(C2) * N,col="blue",lwd=2)

lines(0:137, c(1, datos$Cases), type = "1",ylim=c(0,3000),1lwd=2)
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Anexo VI: Cédigo para simular
modelos SIR dobles graduales por
MCMC para datos de CyL

library(deSolve)

datos<-read.csv("C:/Users/marco/Desktop/pincho/KINGSTON/52/
TFGest/datosCovidCyL.csv",sep=";")

SIR_2 <- function(t, y, params){
t_medidas <- params[1]
beta0 <- params[2]
betal <- params[3]
gammaSIR <- params [4]
t_efecto_medidas <- params[5]
print(c(t_efecto_medidas,t_medidas))
S <- yl1]
I <- yl[2]
R <- y[3]
if(t <= t_medidas){
betaSIR <- betal
} else if (t > t_medidas + t_efecto_medidas){
betaSIR <- betal
} else {
betaSIR <- betald - ((beta0 - betal) / t_efecto_medidas) *
(t - t_medidas)
}
dS <- - betaSIR * S * I
dI <- betaSIR * S * I - gammaSIR * I
dR <- gammaSIR * I
res <- c(dS, dI, dR)
list(res)

lambdal <- 0.43

67



ANEXO VI

gammal <- 1/5.2

lambda2 <- 0.14

gamma? <- gammal

days_effect <- 12
B G G
N <- 2394918

S <- 2394917 / N
I<-1/NXN
R <=0

t_medidas <- 29 - (days_effect / 2)

res <- ode(y = c(S = 2394917 / N, I =1/ N, R = 0), times = 0:136, SIR_2,
c(t_medidas, lambdal, lambda2, gammal, 12))

Cl <-c(1/N)
for (i in 2:137) {
Cl <- rbind(C1l, res[i - 1, 2] - resl[i, 2])
}
plot(1:137, datos$Cases, type = "1", ylim = c(0, 3000), col = 2)
lines(1:137, C1 * N, col = 3)

x1 <- 0
for (j in 1:137) {

x1 <- x1 + log(dpois(datos$Cases[jl, C1[j] * N))
}

HHGHHHHHHHHHHEHHE HHH HHH
m=0
plot(1:137, datos$Cases, type = "1", ylim = c(0, 2000))
pois=c()
for (i in 1:150000) {
lambdal.nu <- max(rnorm(1, lambdal, 0.05), 0.35)
lambda2.nu <- max(rnorm(1l, lambda2, 0.05), 0.05)

HHHSHH B R R

res <- ode(y = c(S = 2394917 / N, I =1/ N, R = 0), times = 0:136,
SIR_2, c(t_medidas, lambdal.nu, lambda2.nu, gammal, 12))

Cl <-c(1/MN)
for (k in 2:137) {

Cl <- rbind(C1, reslk - 1, 2] - reslk, 2])
}
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xl.nu <- 0
for (j in 1:137) {

xl.nu <- x1.nu + log(dpois(datos$Cases[jl, C1[j] * N))
}

HUHHH A

if (Log(runif(1)) < min((xl.nu - x1), 0)){
print (i)
m=m+1
print (m)
x1 <- x1.nu
lambdal <- lambdal.nu
lambda2 <- lambda2.nu

if (i>100){
pois=cbind(pois,rpois(139,C1*N))
lines(1:137, C1 * N,1lwd=2,col="blue")
}
}
}
lines(datos$Cases,lwd=2)
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Anexo VII: Cédigo para simular
modelos SIR por HMC para datos
del internado

library(deSolve)
library(outbreaks)

datos <- outbreaks::influenza_england_1978_school

SIR_2 <- function(t, y, params){
beta <- params[1]
gamma <- params[2]
S <- yl1]

I <- y[2]

R <- y[3]

s_beta_1 <- y[4]
s_beta_2 <- y[5]
s_beta_3 <- y[6]
s_gamma_1 <- y[7]
s_gamma_2 <- y[8]
s_gamma_3 <- y[9]

dS <- - beta * S * I

dl <- beta * S * I - gamma * I
dR <- gamma * I

res_1 <- c(dS, dI, dR)

M <- matrix(c(-beta * I , -beta * S , 0 ,
beta * I , beta * S - gamma , O ,
0 , gamma , 0), nrow = 3, byrow = T)

res_2 <- M %*% c(s_beta_1, s_beta_2, s_beta_3) + c(-I * S, I * 3, 0)
res_3 <- M ¥%xY, c(s_gamma_1, s_gamma_2, s_gamma_3) + c(0, -I, I)
list(c(res_1, res_2, res_3))
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gradientSIR <- function(theta){
res_Grad <- deSolve::ode(y = c(S_0 / N, I_0 / N, R_O, rep(0, 6)),
times = 0:14, SIR_2, theta, method = "rk4",
rtol = 1e-8, atol = 1e-8)
gradl <- sum((datos$in_bed / (res_Grad[2:15, 3] * N) - 1) x
res_Grad[1:14, 6] * N)
gradl <- gradl - (thetal[l] - mu_prior) / sigma_prior~2
grad2 <- sum((datos$in_bed / (res_Grad[2:15, 3] * N) - 1) *
res_Grad[1:14, 9] * N)
gradl <- grad2 - (thetal[2] - mu_prior_2) / sigma_prior_272
return(c(gradl, grad2))

leapfrog <- function(theta, rho, m, epsilon, L_leapfrog){
for(kk in 1:L_leapfrog){
gradient <- gradientSIR(theta)
rho <- rho + 1/2 * epsilon * gradient
theta <- theta + epsilon * solve(m) %*% rho
rho <- rho + 1/2 * epsilon * gradient
}
return(c(theta, rho))
}

logLIkelihoodSirHMC <- function(parameters){
res <- deSolve::ode(y = c(S_0 / N, I_.0 / N, R_O, rep(0, 6)),
times = 0:14, SIR_2, parameters, method = "rk4")

11 <=0
for (i in 1:14) {
11 <- 11 + dpois(datos$in_bed[i], res[i + 1, 3] * N, log = TRUE)
}
11 <- 11 + dnorm(parameters[1], mu_prior, sigma_prior, log = TRUE) +

+ dnorm(parameters[2], mu_prior_2, sigma_prior_2, log = TRUE)
return(-11)

logLIkelihoodSirHMC_2 <- function(parameters){
res <- deSolve::ode(y = c(S_0 / N, I_0 / N, R_0O, rep(0, 6)),
times = 0:14, SIR_2, parameters, method = "rk4")

11 <- 0
for (i in 1:14) {
11 <- 11 + dpois(datos$in_bed[i], res[i + 1, 3] * N, log = TRUE)
}
11 <- 11 + dnorm(parameters[1], mu_prior, sigma_prior, log = TRUE) +
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+ dnorm(parameters[2], mu_prior_2, sigma_prior_2, log = TRUE)
return(list (11, res))
}

N <- 763

S_0 <= 762
I0<-1
R_O0 <- 0

mu_prior = 1.9
sigma_prior = 0.1

mu_prior_2 = 0.5
sigma_prior_2 = 0.1

maxPosLikelihoodHMC <- optim(c(2, 0.2), logLIkelihoodSirHMC)

epsilon <- 1le-3
L_leapfrog <- 1

m <- diag(c(1,1))
rho <- MASS::mvrnorm(1l, c(0,0), m)

theta <- maxPosLikelihoodHMC$par[1]
gamma <- maxPosLikelihoodHMC$par [2]

H <- -logLIkelihoodSirHMC_2(c(theta, gamma)) [[1]] + (1 / 2) =*
t (rho) %*% solve(m) %*% rho

res <- deSolve::ode(y = c(S_0 / N, I_0 / N, R_O, rep(0, 6)),
times = 0:14, SIR_2, c(theta, gamma), method = "rk4",
rtol = 1e-8, atol = 1e-8)

resl <- leapfrog(c(theta, gamma), rho, m, epsilon, L_leapfrog)
gradientSIR(c(theta, gamma))

HHS R R
burn_in <- 1000

N_M <- 20000

acceptanceRate <- 0

pois=c()

traceHMC <- array(dim = c(N_M - burn_in, 2))

plot(1:14, datos$in_bed, type = "1", ylim = c(0, 300), lwd = 2,

73



ANEXO VII

xlab="Dias", ylab="Infectados diarios")
for (s in 1:N_M) {
resl <- leapfrog(c(theta, gamma), rho, m, epsilon, L_leapfrog)
thetal <- resi[1]
gammal <- res1[2]
rhol <- resi[3:4]
if(s > burn_in){
traceHMC[s - burn_in, ] <- c(theta, gamma)
}
res.full <- logLIkelihoodSirHMC_2(c(thetal, gammal))
11 <- res.full[[1]]
res <- res.fulll[[2]]

H1 <- =11 + (1 / 2) * t(rhol)%*% solve(m) %*% rhol
# E1 HMC rechaza en base al Hamiltoniano (la energia)
if (runif (1) < min(1, exp(-H1 + H))){
H <- H1
theta <- thetal
gamma <- gammal
print(c(s, theta, gamma))
if (s > burn_in){
acceptanceRate <- acceptanceRate + 1
lines(res[2:15, 1], res[2:15, 3] * N, 1lwd = 2, col = "blue")
pois=cbind(pois,rpois(15,res[,3]*N))
}
}
rho <- MASS: :mvrnorm(1, c(0,0), m)
}
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Anexo VIII: Cédigo para simular
modelos SIR por HMC para datos
de CyL

library(deSolve)
library(outbreaks)

datos=read.csv("C:/Users/marco/Desktop/pincho/KINGSTON/52/
TFGest/datosCovidCyL.csv",sep=";")

SIR_2 <- function(t, y, params){
beta <- params[1]
gamma <- params [2]
S <- yl[1]

I <- y[2]

R <- y[3]

s_beta_1 <- y[4]
s_beta_2 <- y[5]
s_beta_3 <- y[6]
s_gamma_1 <- y[7]
s_gamma_2 <- y[8]
s_gamma_3 <- y[9]

dS <- - beta * S * I

dl <- beta * S * I - gamma * I
dR <- gamma * I

res_1 <- c(dS, dI, dR)

M <- matrix(c(-beta * I , -beta * S , 0 ,
beta * I , beta * S - gamma , O ,
0 , gamma , 0), nrow = 3, byrow = T)

res_2 <- M %*% c(s_beta_1l, s_beta_2, s_beta_3) + c(-I * S, I xS, 0)
res_3 <- M Y*}% c(s_gamma_1, s_gamma 2, s_gamma_3) + c(0, -I, I)
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list(c(res_1, res_2, res_3))

3

gradientSIR <- function(theta){
res_Grad <- deSolve::ode(y = ¢(S_0 / N, I_0 / N, R_O, rep(0, 6)),
times = 0:14, SIR_2, theta, method = "rk4",
rtol = 1e-8, atol = 1e-8)
gradl <- sum((datos$in_bed / (res_Grad[2:15, 3] * N) - 1) *
res_Grad[1:14, 6] * N)
gradl <- gradl - (theta[l] - mu_prior) / sigma_prior~2
grad2 <- sum((datos$in_bed / (res_Grad[2:15, 3] * N) - 1) x*
res_Grad[1:14, 9] * N)
gradl <- grad2 - (theta[2] - mu_prior_2) / sigma_prior_272
return(c(gradl, grad2))

leapfrog <- function(theta, rho, m, epsilon, L_leapfrog){
for(kk in 1:L_leapfrog){
gradient <- gradientSIR(theta)
rho <- rho + 1/2 * epsilon * gradient
theta <- theta + epsilon * solve(m) %*% rho
rho <- rho + 1/2 * epsilon * gradient
}
return(c(theta, rho))
}

logLIkelihoodSirHMC <- function(parameters)q{
res <- deSolve::ode(y = c(S_0 / N, I_0 / N, R_0, rep(0, 6)),
times = 0:137, SIR_2, parameters, method = "rk4")

C<-c(1/N)
for (i in 2:137) {

C <- rbind(C, res[i - 1,2] - res[i,2])
}
11 <- 0
for (i in 1:137) {

11 <- 11 + dpois(datos$Cases[i], C[i] * N, log = TRUE)
}
11 <- 11 + dnorm(parameters[1], mu_prior, sigma_prior, log = TRUE) +

dnorm(parameters[2], mu_prior_2, sigma_prior_2, log = TRUE)

return(-11)

logLIkelihoodSirHMC_2 <- function(parameters){
res <- deSolve::ode(y = c(S_0 / N, I_.0 / N, R_O, rep(0, 6)),
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times = 0:137, SIR_2, parameters, method = "rk4")

C<-c(1 /N
for (i in 2:137) {

C <- rbind(C, res[i - 1,2] - res[i,2])
}
11 <- 0
for (i in 1:137) {

11 <- 11 + dpois(datos$Cases[i], C[i] * N, log = TRUE)
}
11 <- 11 + dnorm(parameters[1], mu_prior, sigma_prior, log = TRUE) +

dnorm(parameters[2], mu_prior_2, sigma_prior_2, log = TRUE)

return(list (11, res))

N <- 2394918
S_0 <- 2394917
IO0<-1

R_O0 <-0

mu_prior = 27
sigma_prior = 1

mu_prior_2 = 27
sigma_prior_2 =1

maxPosLikelihoodHMC <- optim(c(2, 2), logLIkelihoodSirHMC)

epsilon <- 1le-3
L_leapfrog <- 1

m <- diag(c(1,1))
rho <- MASS::mvrnorm(1, c(0,0), m)

theta <- maxPosLikelihoodHMC$par [1]
gamma <- maxPosLikelihoodHMC$par [2]

H <- -logLIkelihoodSirHMC_2(c(theta, gamma))[[1]] + (1 / 2) *
t(rho) %*% solve(m) %*% rho

res <- deSolve::ode(y = c(8_0 / N, I_0 / N, R_O, rep(0, 6)),
times = 0:137, SIR_2, c(theta, gamma), method = "rk4",
rtol = 1e-8, atol = 1e-8)
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resl <- leapfrog(c(theta, gamma), rho, m, epsilon, L_leapfrog)
gradientSIR(c(theta, gamma))

HAHHAHBHHBHHAH R H R HBHHAHHAH B HBHH AR AR B HEHHBH B AR RS H RS HBHHAH R RS H
burn_in <- 000
N_M <- 20000
acceptanceRate <- 0
traceHMC <- array(dim = c(N_M - burn_in, 2))
plot(1:137, datos$Cases, type = "1", ylim = c(0, 1000), lwd = 2,
xlab="Dias", ylab="Infectados diarios")
pois=c()
for (s in 1:N_M) {
resl <- leapfrog(c(theta, gamma), rho, m, epsilon, L_leapfrog)
thetal <- resi[1]
gammal <- res1([2]
rhol <- res1[3:4]
if (s > burn_in){
traceHMC[s - burn_in, ] <- c(theta, gamma)
}
res.full <- logLIkelihoodSirHMC_2(c(thetal, gammal))
11 <- res.full[[1]]
res <- res.full[[2]]

H1 <- -11 + (1 / 2) * t(rhol)%x*¥% solve(m) %%’ rhol
if (runif (1) < min(1, exp(-H1 + H))){
H <- H1
theta <- thetal
gamma <- gammal
print(c(s, theta, gamma))
if (s > burn_in){
C<-c(1/N)
for (i in 2:137) {
C <- rbind(C, res[i - 1,2] - res[i,2])
}
acceptanceRate <- acceptanceRate + 1
lines(res[2:138, 1], C * N, 1lwd = 2, col = "blue")
pois=cbind(pois,C)
+
}
rho <- MASS::mvrnorm(1l, c(0,0), m)
}
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