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Resumen

Se entiende por paradoja a todo dicho o hecho que, en apariencia,
resulta contrario a la légica. La Paradoja de Parrondo se definié como
un proceso paraddjico en relacion a la Teoria de Juegos. Dicho proceso
involucra dos juegos de azar que, jugados individualmente, tienden a
perder la partida. Sin embargo, una combinacién aleatoria de ambos
juegos en sucesivas jugadas, tiende a ganarla. Este resultado contra-
intuitivo es explicable mediante procesos de Markov y un modelo de
trinquete browniano intermitente.

Este proceso, ademas de resultar sorprendente, presenta innumera-
bles aplicaciones. La utilidad de la Paradoja de Parrondo no se limita al
dominio de la matematica aplicada, siendo extrapolable a otros campos
como la economia, la salud o la biologia.



Abstract

Paradox is understood as any statement or fact that, in appearance,
is contrary to logic. Parrondo’s Paradox was defined as a paradoxical
process in relation to Game Theory. This process involves two games
of chance that, played individually, tend to lose the game. However, a
random combination of both games in successive plays tends to win the
game. This counterintuitive result is explainable by Markov processes
and a flashing Brownian ratchet model.

In addition to being surprising, this process has countless applica-
tions. The usefulness of Parrondo’s Paradox is not limited to the do-
main of applied mathematics, being extrapolable to other fields such as
economics, health or biology.



Capitulo 1

Contexto historico

La Paradoja de Parrondo fue nombrada como tal en 1999, tras una
publicacién del ingeniero y fisico Derek Abbott [1], quien habia coinci-
dido con Juan Manuel Rodriguez Parrondo durante una visita de este a
la universidad de Adelaida (Australia). Juan M.R. Parrondo es un fisico
espanol que durante su investigacién sobre los demonios de Maxwell!,
utilizé un dispositivo llamado trinquete browniano? para explicar un
movimiento contraintuitivo de microparticulas en el campo de la ter-
modinamica. Su visién del trinquete corregia la hasta ese momento pro-
puesta por el fisico estadounidense Richard Feynman. Inspirado en una
version llamada trinquete intermitente, en 1996 ided los juegos como
una ilustracién pedagogica del trinquete browniano. Se puede conside-
rar que los denominados juegos de Parrondo son una version en tiempo
discreto y espacio discreto del trinquete intermitente continuo.
Gracias al nuevo analisis de Parrondo y trabajando de manera conjunta
con Abbott, quien se encontraba investigando también sobre los demo-
nios de Maxwell, se llegd a una explicaciéon sobre este fenémeno que
concluyé con la publicacion del articulo en 1999. Tras dicha publica-
cién, este fendmeno aplicado a la teoria de juegos empezé a estudiarse
detalladamente fuera del campo de la fisica, estableciéndose matemati-
camente para la comunidad cientifica por Allison y Abbott en 2002.

I Experimento mental disefiado como representacién de la segunda ley de la termodindmica.
2Rueda de trinquete conectada a una paleta como parte de un experimento mental microscépico, concebido como
movil perpetuo aparente que parece violar el segundo principio de la termodindmica
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Actualmente se sigue estudiando su aportacién a campos como la
economia, mediante la utilizaciéon de modelos simples de libros de texto
de finanzas sobre rendimientos de valores. En este contexto, la Para-
doja demuestra que las inversiones individuales con rendimientos me-
dios negativos a largo plazo se pueden combinar facilmente en carteras
diversificadas con rendimientos medios positivos a largo plazo. Tam-
bién resulta interesante su aportacion a la biologia, ya que la alternan-
cia periddica de ciertos organismos entre comportamientos némadas y
coloniales se ha sugerido como estrategia de supervivencia celular en
ecosistemas. Las aplicaciones de la paradoja de Parrondo también se
pueden encontrar en la teorfa de la fiabilidad?.

El objetivo principal de este estudio, tal y como se detalla en los
capitulos posteriores, es explicar el fundamento de esta Paradoja, asi
como resaltar sus multiples aplicaciones y utilidades no solo en el &mbi-
to de la matematica aplicada, sino en otros campos como el de la salud.

3Variables aleatorias que son interpretables mateméticamente en relacién con la ocurrencia de en un evento o fallo,
determinante en la funcionalidad de un sistema que se pretende estudiar.



Capitulo 2

Marco teorico

Para ilustrar el fundamento teérico de este fenémeno se toman dos
juegos, A y B, en los que el jugador realiza una apuesta de una unidad.
X(t) denota el capital del jugador en el instante t, donde t=0, 1, 2...
representa el nimero de turnos jugados. El juego A consiste en lanzar
una moneda ligeramente sesgada tal que la probabilidad ps de ganar
sea inferior a la perder, es decir, p4 = 1/2 — £, donde el sesgo ¢ > 0.
El segundo juego B, se juega con dos monedas sesgadas. Una moneda
“mala”, y una moneda “buena’. El jugador debe lanzar la moneda mala
si su capital X(t) es un miltiplo de 3, de forma que la probabilidad de
ganar ppa, en este caso se considera ppqa, = 1/10 — €. En caso contra-
rio, se lanza la moneda buena cuya probabilidad de ganar corresponde

A Dbuena = 3/4 —¢.

Para estas elecciones de pa, Pruena ¥V Pmalas S€ demostrara que ambos
juegos son justos! si e = 0, en el sentido de que E(X(t)) es constante.
También se ilustrara que ambos juegos tienden a perder cuando € > 0,
de manera que X(t) va disminuyendo con el nimero de turnos t. Sin
embargo, X(t) tenderd a aumentar con t para una combinacién aleato-
ria de ambos juegos.

Estas cuestiones se describen a continuacién en relacién con los pro-

1E(ganancia del juego)=0



cesos estocasticos tanto en tiempo discreto como en tiempo continuo,
centrandose en los caminos aleatorios y las cadenas de Markov, asi como
con el movimiento browniano y su relacién con el trinquete browniano
intermitente.

2.1. Procesos estocasticos en tiempo discreto

Un proceso estocastico es una coleccién de variables aleatorias X(t)
que representan magnitudes que varian en funcién de otra variable, ge-
neralmente el tiempo t. Esta familia uniparamétrica de variables alea-
torias permite modelar procesos dindmicos en los que existe cierta alea-
toriedad.

En el caso de los procesos estocasticos X(t) con tiempo ¢ € T, se dice

que el proceso es en tiempo discreto cuando T representa un conjunto
numerable de valores discretos. Generalmente se toma 17" C N.
Para los procesos discretos las variables aleatorias X(t) toman valores
en un conjunto discreto E que se denomina espacio de estados. La
secuencia de variables que indique el valor del proceso en instantes
sucesivos t se puede representar como:

Xo =20, X1 = T1,..., Xy = Ty,

donde cada variable X; con j € [1,n] presenta una distribucién de
probabilidad. Estas probabilidades se denominan de ocupacién del es-
tado ( P(X; = z;) ) v se estudian a partir de las probabilidades
de cambio entre los distintos estados E, denominadas probabilidades

de transicién ( p;; = probabilidad de pasar del estado i al estado ]
= P(Xp+1 =24|X,, =2;) coni,j € E).



2.2. Cadenas de Markov en tiempo discreto

Para este estudio se pretende centrar el interés en un proceso es-
tocastico en tiempo y espacio de estados discretos conocido como cade-

na de Markov en tiempo discreto. Este tipo de procesos deben cumplir
la Propiedad de Markov:

P(Xn+1 — ]lXO = 1, ---:Xn—l - Z'n—la)(n - Z) - P(Xn—l—l - ]an - Z)
para cualquier eleccién de iy, ..., 7,-1,1,j € E tal que P(Xy = ig, ..., Xp—1
in—lan = ’L) > 0.

Estas cadenas se consideraran homogéneas si las probabilidades de
transicion entre estados son las mismas en cada paso, esto es, indepen-
dientemente del instante en el que nos encontremos:

pi; = P(X,11 = j|X,, = 1) independiente de n
Sera no homogénea en caso contrario.

Otra caracteristica de estos procesos derivada de la Propiedad de
Markov, es que las probabilidades de transicion p; ; forman una matriz
estocastica P de transicién, con p;; > 0y > p;j = 1 . Ademas, las
probabilidades de transicién en m pasos se pueden representar como

pg) = P(X,1m = j| X, = 1), entendida como la probabilidad de llegar

573)] para i, j € E conclu-

al estado j desde i tras m pasos, con P = [p
yendo que P = p" |

A partir de estas probabilidades se puede calcular la distribucion
estacionaria 77. Se emplea la distribucién marginal en el instante n
pl = pl' P, expresién que deriva en 77 = pl. Una cadena sera estacio-
naria si sus distribuciones marginales son constantes, esto es:

10



P(Xm — 7:0;)(7n+l = 7/1, "';Xern = Zn) —

Con la distribucion estacionaria se describen las ecuaciones de equi-
libro global:

Z TiPij = Z TjDji

JjeEE jeE

Otra propiedad interesante relacionada con las anteriores es la reversi-
bilidad. Una cadena estacionaria serda ademaés reversible tal y como se
describe en las ecuaciones de equilibrio detallado si y solo si para cada
1,7 € E:

TiPij = TjPji

Una cadena de Markov en tiempo discreto homogénea se puede repre-
sentar como un grafo dirigido en el que cada nodo representa un estado,
y con aristas entre aquellos estados con probabilidad de transicién entre
ellos mayor que cero.

-
. o@

Figura 2.1: Cadena de Markov

Si se denomina A; := {n > 1 : pgz) > 0} al conjunto de retornos

posibles al estado ¢ con n instantes, el periodo de 7 de denominara

d; = med(A;).
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En este estudio es de interés el planteamiento de las cadenas irreduci-
bles, relacionadas con estas otras propiedades. Una cadena es irreduci-
ble si posee una unica clase de comunicacién, esto es, si dos estado 7, j
talquei — j, 7 — 1 =1 4> J Vi, 7, es decir, se puede ir de un estado a
cualquier otro en un nuimero finito de pasos. En una cadena irreducible
todos los estados tienen el mismo periodo (d; = d;).

Para conocer el comportamiento de estos procesos a largo plazo con-

viene caracterizar sus estados. Entendiendo 7; como el tiempo de re-
torno al estado ¢, dicho estado sera persistente si P;(T; < co) =1 (en
caso contrario, i serd transitorio). Si ademés E;(7;) < oo la persistencia
serd positiva.
Si una cadena irreducible tiene sus estados persistentes, siempre tie-
ne (al menos) una medida invariante x, la cual se puede definir como
v = (2;)icp para P six; > 0,i € E, algtin 2; > 0y 27 = 2TP ;
numero esperado de visitas a nodo ¢ partiendo de cero. Si dicha medida
invariante es sumable (). px; < oo ) entonces la distribucién esta-
cionaria de la cadena 7; es tnica e igual a (3_;p z;) lz; y ademés la
cadena sera persistente positiva. Si no es sumable, no hay distribucion
estacionaria. De esta propiedad también se puede concluir que si una
cadena homogénea irreducible tiene espacio de estados finito, sera per-
sistente positiva.

Si una cadena homogénea es irreducible, persistente positiva y ape-
riddica, sera ergddica. Por el Teorema de la convergencia al equilibrio
tendremos entonces que para la cadena ergddica con distribucion 7 :

(n)

lzmn—mopi’j = Ty
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2.3. Camino aleatorio

El camino aleatorio es un caso especifico de las cadenas de Markov en
tiempo discreto homogéneas en el cual los estados consecutivos estan
comunicados de la forma: ¢ — ¢ + 1 con probabilidad py i +1 — ¢
con probabilidad 1 — p, donde todos los estados de la forma 7 <+ 7 son
cadenas irreducibles (i,j € F).

Si se define un camino aleatorio con £ = N |, prry1 = D, Dk k-1 =
l-p=gq,k>1,py1 =1, periodo d, la medida invariante se corres-
pondera:

Ty = prp_1+ (1 —p)ryy conn >d

Sip < %, la cadena sera persistente positiva, si no, no. Si el camino
aleatorio corresponde a una cadena reversible, se cumplen las ecuacio-
nes de equilibrio detallado:

pT; = (1 —p)ﬂz‘ﬂ

Esta ecuacion resulta de interés, ya que cuando existe solucién para
las ecuaciones de equilibrio detallado, entonces esa solucién se corres-
ponde con la tnica distribucion estacionaria.

2.4. Juegos de Markov

Tomando como referencia la definicién de Kevin Leyton-Brown y
Yoav Shoham [2], un juego estocdstico es una coleccion de juegos de
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forma normal? en el que los jugadores ponen en préctica repetidamente
juegos de este tipo. El juego concreto que se aplica en una iteracion
determinada depende probabilisticamente del juego anterior y de las
acciones realizadas por todos los jugadores participantes en esa parti-
da, por lo que cumple la denominada propiedad de Markov?® y se puede
representar de manera similar a las cadenas de Markov discretas, en-
tendiéndose como una tupla (Q, N, A, P, R), donde:

(@ es un conjunto finito de estados, N es un conjunto finito de n ju-
gadores, A = Ay x ... X A,, sucesion donde A; es el conjunto de acciones
disponibles para el jugador i, P : Q x A x Q — [0,1] como funcién de
transicién con P(q, a,q) probabilidad de pasar del estado s al estado ¢
después de la accién a, R =rq, ...,r,, donde r; : Q x A — R funcién de
ganancia del jugador i.

Un proceso de decision de Markov discreto es simplemente un juego
estocastico con un solo jugador, mientras que un juego repetido es un
juego estocastico en el que so6lo hay un estado.

Se asume que el espacio estratégico de los jugadores es el mismo en
todos los juegos y, por lo tanto, que la diferencia entre los juegos se
encuentra unicamente en la funciéon de ganancia. Este espacio de es-
trategia se define como h; = (¢°,a% ¢, al, ..., a't, ¢') con t estados del
juego y H; el conjunto finito de todas las posibles jugadas. La estrate-
gia del jugador puede consistir en cualquier combinacion de estrategias
deterministas, siempre que cumpla con la restriccién de que dicha com-
binacién tenga lugar en cada jugada de manera independiente.

Un juego estocastico es irreducible si cada estrategia da lugar a una
cadena de Markov irreducible* sobre el conjunto de jugadas, lo que

2Representacién de la utilidad de cada jugador para cada estado del mundo cerrado del juego sabiendo que los
estados de este dependen sélo de las acciones combinadas de los jugadores.

3Se dice que un proceso estocéstico es un proceso de Markov si la evolucién del proceso depende tnicamente del
pasado inmediato.

4Se dice que una cadena de Markov es irreducible si es posible ir de cualquier estado a cualquier otro en un nimero
finito de pasos.
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significa que cada jugada puede alcanzarse con probabilidad positiva
independientemente de la estrategia adoptada. En el caso de estudio,
los juegos A y B cumplen dicha condicién, lo cual aporta una de las
condiciones necesarias para ilustrar la Paradoja, que todos los estados
de la cadena de Markov posean el mismo periodo. Ademads, en este tipo
de juegos, las medias limite estan bien definidas, y, siempre que demos
a cada jugador una ganancia esperada al menos tan grande como su
valor minimo acotado, cualquier par de recompensas factible puede al-
canzarse.

En relacién a los juegos A y B utilizados para ilustrar la paradoja
de Parrondo, si se toma el juego B individualmente se puede redefinir
la probabilidad de ganar comentada anteriormente como

pganar(t) — 77-O(t) * Pmala + [1 - 7"-O(t)] * Dbuena (21)

donde 7y(t) es la probabilidad de que el capital actual X(t) sea miltiplo
de 3, es decir, la probabilidad de utilizar en el turno la moneda mala.
Esta formulacion fue descrita por el propio Parrondo en 2004 [3]. Este
valor se puede calcular utilizando cadenas de Markov en tiempo discre-
to definiendo el proceso Y (t) = X (¢) mod 3, ya que el valor de Y(t+1)
dependera exclusivamente del de Y(t) y por tanto cumple la propiedad
de Markov®. Se tomaran como tnicos posibles estados de este proceso
Y (t)=0, 1, 2 , correspondientes a cuando X(t) es multiplo de 3, cuan-
do el resto del médulo es uno, o cuando el resto es 2. Si se calcula la
distribucion estacionaria correspondiente a estos estados de forma que

cada m; = lim, . P(Y(t) =1), i=0,1,2:

mo(t)
w(t) = | m(t) | y resolviendo la ecuaciéon n(t) = Ilp * w(t — 1)

a(t)

SP(Xt, € B|Xty, . Xt,) = P(Xt,, € B|X¢,_;),Vt1 < ... <tn
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con matriz de probabilidades de transicion de un estado a otro:

0 Pmala 1 - Pmala
1_[B - 1 - Pbuena 0 Pbvuena
Pbuena 1 - DPbuena 0

se obtiene que m2(t) = (1 — prata)T0(t — 1) + Pouenam (t — 1).

Tras iterar varios turnos del juego B, 7(t) se aproxima al valor esta-
cionario 73, de manera que se puede resolver la ecuacién

T = pms (2.2)

obteniendo como solucién a dicho valor que 7§ ~ 0.38 — 0.20¢ . Al
sustituir estos valores en la ecuacién inicial de probabilidad de ganancia
para el juego B, se obtiene que

1 M0
anar, 2'

es decir, una probabilidad inferior a un medio para ¢ > 0 . Esto de-
muestra que el juego B es justo cuando € = 0 y que es perdedor para
sus valores positivos.

Si se analiza ahora el juego A, jugado siempre con la misma moneda
y cuya ganancia no depende del capital anterior 7(t) sigue una distri-
bucién uniforme en la que 7y(t) tiende a 3. Como este valor es menor
que el calculado anteriormente para 7TOB, se observa que en realidad
la funcion del juego A es disminuir la probabilidad de usar la moneda
mala en los turnos en los que se juega B.

Partiendo de estas premisas, se establece una nueva ecuacién maes-
tra para la combinacion aleatoria de ambos juegos:
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1
Tip = §[HB + Al (2.4)

0 1-—pa pa
donde IT4 = DA 0 1 —pa

I1—pa pa 0

Sustituyendo en la ecuacion (2.4) el valor de la probabilidad de elegir
el juego A, pa = % — € , se obtiene como primer término de la solucién
que Tz ~ 0.35 + 0.10¢ .

Estableciendo la nueva probabilidad de ganar con esta combinacion
y sustituyendo los valores de las distribuciones de ambos juegos obte-
nemos:
Phuena T DA _
2

t > Pmala + pbA

t
Pganar,AB = ToAp + [1 — moap) X
2

2T 4867956
1418 502681

+ O(€?)

Para valores de € > 0 suficientemente pequenos, dicha probabilidad
es mayor que %, demostrandose una mayor tendencia a ganar con esta
combinacién aleatoria. Esto se debe a que aunque el juego A por si mis-
mo tiene una tendencia descendiente para la funcién del capital porque
utiliza una moneda mala, aumenta la probabilidad de utilizar la mone-
da buena cuando se juega B, es decir, el juego A refuerza la tendencia
positiva ya presente en B lo suficiente como para que la combinacion
resulte ganadora.
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Para la demostracién grafica del comportamiento de cada estrategia
y su combinacién se emplea la herramienta RStudio [4]. Se ha decidido
simular cada estrategia de la forma indicada en las siguientes figuras:

Partida del Juego A Muchas partidas del juego A

-50
|

=200
|

E = =z
£ 8 =
=] . o
Q C o
o 4
=2
[=]
idian o
- o 4
v
o
o o
o o
= :
T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 500 1000 1500 2000
Ronda Ronda
(a) Una partida (b) Varias partidas

Figura 2.2: Simulacién en tiempo discreto - Estrategia A
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Muchas partidas del juego A
Capital final

count

[Ef —‘I_I [

Figura 2.3: Simulacién en tiempo discreto - Resultado promedio estrategia A

Como se puede observar, el capital del jugador va disminuyendo en
cada ronda en la que se aplica la estrategia A (2.2a). Tras repetir va-
rias partidas aplicando esta estrategia, observamos que la tendencia se
mantiene (2.2b). Si se calcula el capital final de varias partidas en las
que se emplea esta estrategia (2.3), se observa que el histograma esta
centrado entorno a valores negativos, es decir, se termina con pérdidas
en el promedio de partidas.
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Capital

100

a0

-a0

Partida del Juego B Muchas partidas del juege B

E 5

= S

3

[s]
=
=
=
=
o 4
?

T T T T T T T T T T
200 400 600 a00 1000 0 500 1000 1500 2000
Ronda Ronda
(a) Una partida (b) Varias partidas

Figura 2.4: Simulacién en tiempo discreto - Estrategia B

Muchas partidas del juego B
Capital final

00 250 200
Capital

Figura 2.5: Simulacién en tiempo discreto - Resultado promedio estrategia B

20



En el caso de la estrategia B (2.4, 2.5), se llegan a resultados y con-
clusiones similares a A.

Partida AB Muchas partidas de AB

12
100
|

10

a0

Capital
G
|
Capital

-50

0 20 40 60 a0 100 0 200 400 600 800 1000

Ronda Ronda
(a) Una partida (b) Varias partidas

Figura 2.6: Simulacién en tiempo discreto - Combinacién AB

Para la combinacion aleatoria de las estrategias A y B y tras simular
varias partidas (2.6), se calcula la media sobre los valores del histogra-
ma resultando positiva, es decir, se termina con ganancias en el capital
en el promedio de las partidas (2.7):
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Muchas partidas de AB
Capital final

count
|

Capital

Figura 2.7: Simulacién en tiempo discreto - Resultado promedio combinacién AB

Una vez explicado el comportamiento de la Paradoja en tiempo dis-
creto, se modelizard en un contexto de tiempo y espacio continuos.

2.5. Procesos estocasticos en tiempo continuo

Como recordatorio a lo mencionado anteriormente en la seccién 2.1,
se denominan procesos estocasticos a aquellas variables que evolucionan
a lo largo del tiempo de manera parcial o totalmente aleatoria. En el
caso de los procesos en tiempo continuo, dichas variables X; dependen
deunt e T enel que T € [0,00).

Las variables aleatorias X; toman valores en un conjunto que se de-
nomina espacio probabilistico. Sea (€2, B,P) un espacio probabilistico,
se observa una muestra aleatoria de tamano n en relaciéon con un suceso
compuesto E formado por sucesos elementales w :
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E ={w,we,...,w,} CQ, de manera que F € B .

El suceso compuesto es un subconjunto contenido en el espacio mues-
tral v es un algebra de Boole B ®. A cada suceso w le corresponde un
valor de una variable aleatoria V, de manera que V es funcion de w :

V =V(w); we —co<V <

El dominio de esta funcién corresponde con el campo de variabilidad
del suceso elemental y su recorrido es el campo de los niimeros reales.
Se considerard proceso aleatorio al valor en (A, A) de un elemento

X =(9,B,P,B,(X;);) donde V t € R, X; es una variable aleatoria
del valor en (A, .A). Si se observa el suceso w en un momento t de tiem-

po:
V=V (w,t), weteT —oco<V <.

V define asi un proceso estocastico en tiempo continuo.

2.6. Movimiento browniano

El movimiento browniano es el movimiento aleatorio que se observa
en las particulas que se hallan en un medio fluido (liquido o gaseoso),
como resultado de los choques entre las propias moléculas de dicho flui-
do. Se trata de uno de los procesos estocasticos en tiempo continuo mas
simples y se encuentra estrechamente relacionado con el camino aleato-
rio (seccién 2.3). Este ultimo se trata de la formalizacién matematica
de la trayectoria que seguiria una de estas moléculas en el medio flui-
do. Este tipo de procesos se tratan como procesos de Markov, pues
matematicamente se generalizan como procesos aleatorios donde la po-

6Sistema de elementos B={0,1}
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sicion de una particula en cierto instante depende solo de su posicion en
algin instante previo y del efecto de una variable aleatoria que deter-
mina su subsecuente direccion y la longitud de paso. Ademés, como ya
se ha mencionado anteriormente, los caminos aleatorios también varian
respecto al tiempo. Como se estudiara a continuacién, cuando la longi-
tud del paso se disminuye a valores muy pequenos (instantes 0 < t < 1),
se consideran un caso especifico o limite del movimiento browniano [3].

Si se realiza un simil con el caso de aplicacién de interés a los juegos,
se puede sustituir la trayectoria que sigue la posicién de una molécula
por la del capital acumulado del jugador en la jugada n tras sucesivas
jugadas aleatorias, se denominara W,,. Se puede modelizar como:

Wn+1 = Wn + En+1 (25)

En el que W, se corresponde con el capital en la jugada anterior y
£n+1 con el resultado obtenido en esta jugada:

. 1 =3
En 1.1.d:{+ P=3 1 > W= +...4+¢,
-1 (1-p)=3
Por el Teorema Central del Limite, a medida que las jugadas se su-
cedan (que n aumente hasta un nimero suficientemente grande) se ob-
serva que:

%—M\T(O,l)

Yaque E(e,) =1x3—1x3=0y Var(e,) =E(?) - E° =1-0=1

Si se reduce el intervalo de tiempo entre un juego y el siguiente ha-
ciendo estos instantes cada vez mas préximos, se puede estudiar este
proceso en tiempo continuo para t € (0,1) :
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(2.6)

[nt] = parte entera del subindice

W, (t) = W[[Zj] X @ — N(0,%)

W(t) = funcién aleatoria tal que {W,,(¢)}o<i<1 — W (t)g<i<

Se demuestra asi como el camino aleatorio discreto aproxima a un mo-
vimiento browniano en tiempo continuo, cuyas principales propiedades
son:

= W(0)=0
» Incrementos independientes de {W (t)}1>0
= W(t)-W(s) = N0,t —s)si0<t<s

Estos procesos sirven para definir ecuaciones diferenciales estocasti-
cas, solucion recurrente para modelar aquellos procesos que no encajan
en un modelo determinista. Para empezar se define la ecuacién diferen-
cial determinista mas sencilla posible:

dX; = p- X, di (2.7)
d(log(Xy)) = p = cte
log(Xy) =t -p+c— X(t)= Xy e

Su derivada dX; depende exclusivamente del tamano de la funcién.
En ocasiones, esta dependencia no sera tan sencilla y estard sujeta a
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variabilidad. Para introducir esta variabilidad en la ecuacién diferen-
cial, se anade el término de perturbacion aleatoria (dB;):

dXt = W- Xt dt + o0 - Xt dBt (28)

La ecuacién (2.8) se trata de una ecuacién diferencial estocastica
homogénea, ya que depende del estado del proceso y no del instante
de tiempo. El término (1 X;) se denomina coeficiente de deriva y el
término (o - X; dBy) coeficiente de difusion.

Dicha ecuacién se puede modificar para modelar con mayor flexibilidad
otros tipos de comportamiento. Llegariamos entonces a la ecuacion:

dX; = p(X)dt + o(X,)dB, (2.9)

Para el caso particular en el que ¢ = 0 se tendria una ecuaciéon dife-
rencial determinista homogénea. Si se anade el término sigma se per-
mite que haya variabilidad, no necesariamente proporcional al tamano
del proceso. Existe una teoria que garantiza que hay soluciones a esta
ecuacién (2.9) bajo ciertas condiciones. Aqui no se estudia esa teoria,
limitandose el estudio a un modelo concreto de ecuacién diferencial
estocastica. Tanto el trinquete como el movimiento brownianos son so-
luciones a este tipo de ecuacion.

2.7. 'Trinquete browniano

Un trinquete browniano es un proceso que simula un comportamiento
de difusién unidimensional que deriva hacia un minimo de un potencial
periddico asimétrico [5]. Si se plasma dicho proceso gréficamente, se
observa que su trayectoria es caracteristica por asemejarse a la silueta
de los dientes de una sierra convencional.
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Se define el modelo que simula el comportamiento ya mencionado de
dientes de sierra comenzando por la definicién de su potencial asimétri-

co V(x):

V(z) = - aelo,1] (2.10)

Este potencial se extiende periédicamente con periodo L > 0; L se
considera el parametro de escala, mientras que « es el parametro de
forma. Se requiere que a # % En el caso del trinquete browniano uni-
dimensional, el coeficiente de difusion vale 1 y el coeficiente de deriva
es proporcional al potencial de forma:

pw(r) =—v-V'z) = a€el0,1, y>0 (2.11)

Si se extiende periddicamente de nuevo para L € R, se obtiene la ecua-
cion diferencial estocéastica que define el proceso de interés mencionado
en la seccion 2.3:

que toma valores entre [0, aL] y donde B; es un movimiento browniano
estandar con caracter aleatorio. V n € Z, este proceso de difusién deriva
hacia la izquierda en [nL, (n + a)L] y hacia la derecha en [(n + o)L,
(n+ 1)L], es decir, deriva hacia un minimo del potencial V.
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2.8. Trinquete browniano intermitente

El proceso concreto que motivo la Paradoja de Parrondo es el trin-

quete browniano intermitente, un proceso de difusién unidimensional no
homogéneo que alterna entre dos regimenes, un movimiento browniano
unidimensional y un trinquete browniano, produciendo un movimiento
dirigido mediante una aproximacién a un camino aleatorio.
Si visualizamos el capital X (¢) como la posicién de una particula brow-
niana en una red unidimensional, el juego A, para ¢ = 0, es una discreti-
zacion del proceso de difusion libre, mientras que el juego B se asemeja
al movimiento de la particula bajo la accién del potencial asimétrico
de diente de sierra V. Este potencial de diente de sierra varia con ten-
dencia negativa (off) en un intervalo espacial corto [r, 7 + T»] que se
corresponderd con el movimiento browniano, y con una tendencia po-
sitiva (on) en un intervalo espacial més largo [ + 7o, 271 + 72|, que se
correspondera con el comportamiento de un trinquete browniano. Co-
mo se reiterara a continuacion, en el trinquete intermitente, el juego B
rectifica las fluctuaciones del juego A.

Dados 11, % > 0, este proceso se puede definir con la ecuacion dife-
rencial estocastica:

donde:
0 simod(t, 7 +7m) <7
n(t) =
1 simod(t, 7 + 1) >n

Para poder simular un proceso de este tipo y aplicarlo analogamen-
te a la ganancia de un juego de azar en vez de a un desplazamiento
de particulas, se discretizaran el tiempo y el espacio. Para empezar,

1

se particularizard el coeficiente de deriva al caso en el que a = 3y
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L = 3 de manera que el intervalo acotado para valores del proceso
[0, L] = [0, 1]. Para discretizar el espacio, se redefine el coeficiente de
deriva como p; = p(j + %) en el que se ha sustituido cada intervalo [j,
j+1] por su punto medio j + 1.

Para discretizar el tiempo, se sustituye el movimiento browniano por
un camino aleatorio simétrico cuando la funcién del potencial V estéd en
su valor minimo (off), que se correspondera con el juego A, un juego
justo de lanzamiento de monedas. Cuando la funcién del potencial V
se encuentre en un valor méximo (on), se sustituira el trinquete brow-
niano por un camino aleatorio asimétrico que correspondera al juego B,
cuyas probabilidades de transiciéon periodicas dependientes del estado

estan determinadas por el coeficiente de deriva discretizado:

po  simod(j,3)=0
P(j.j+1) = (213)
p1 simod(j,3) =102

Ademss, P(j, j-1)=1-P(j, j+1) con 0 < py < % debido a que p; =

po < 0 si mod(j,3)=0, y % < p1 < 1por pj = si mod(j,3) # 0.

El resultado de esta discretizacion convierte el proceso en tiempo
continuo en una cadena de Markov discreta. De cara a una simulacion,
esta discretizacion es necesaria.

Debido a estas probabilidades de transicion y en relacion a los proce-
sos de Markov en tiempo discreto (seccién 2.2), se obtiene una distribu-
cion de probabilidad 7 que verifica m = 7P de manera que si X tiene
distribucién 7w, X, también tiene distribucion © ¥n > 0. Como ya se
demostrd en el apartado mencionado, P era irreducible por tratarse del
caso particular de la aproximacion a un camino aleatorio, por lo que la
medida invariante existe y es unica de forma que 7; p; j11 = Tj11 Dj+1,5-
Ademéds, es reversible y debe ser periddica de la forma 7(j) = 7(j + 3)
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para que el camino aleatorio sea persistente.

Si se resuelven las ecuaciones de equilibrio de la medida invariante:

Sabiendo que existe solucién si (1 — po)(1 — p1)? = po - p vy que
(1 —p1) > 0, se define p; en términos de py:

1
ms
En la que se denominara a 1/% =p,con < p<l:

2
p 1

Cp = —— 2.14
1+ DTy (2.14)

Po =

(1+p%p(1+p),14p)
2(1+p+p?)

(w(0),m(1),m(2)) = (2.15)

Partiendo de estas ecuaciones (2.14) (2.15), es facilmente demostrable
que si la ganancia actual es multiplo de 3, es decir, nos encontramos
en el juego B, se gana con una probabilidad P y se pierde con una
probabilidad (1 — P). Con esta afirmacion la ganancia promedio espe-
rada para el juego serd E(X) = P — (1 — P) = 2P — 1. Para el limi-
te de la distribucién m, el beneficio promedio viene determinado por
7(0)(2pg — 1) + (w(1) +7(2))(2p1 — 1) = 0, es decir, en promedio no se
gana ni se pierde capital, quedando demostrado que B es un juego justo.
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1
3
de forma que py = 1—10 yp1= % (o= %L = 3), pero dicha formulacion

Parrondo particularizé este planteamiento matematico para p =

se puede generalizar. Para ello, se asume que « es un numero racional
€ (0,1) y que existen enteros positivos primos [ y L tal que a = % La
definicién del juego A se mantiene, pero las probabilidades de transicion
para el juego B pasan a ser:

po si mod(j, L) <1
P(j,j+1)= (2.16)
p1 si mod(j, L) > 1

Ahora la medida invariante debe cumplir la condicién de periodicidad
7(j) = w(j + L) para que el camino aleatorio sea persistente.
De igual forma, las ecuaciones de dicha medida obtendran soluciéon si
(1 —po) (1 — py)*" = pipl~". Redefiniendo p; en términos de py:

1

L (25) 0

b1 =

donde ahora p = (%)ﬂ%a):

l—a

[e3%

Po= {5 v p = i para p € (0,1).

Si se restringen los valores de la medida invariante a aquellos enteros
e [1,l-1]:

(1-a)

C’pJT si0<y3<[l—-1
m(j) = o
Cpm(ler)(ler(%))_l sil<j<L-1

Donde el pardmetro C' se elige de manera que el beneficio medio tam-
bién resulte nulo y B sea un juego justo:
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(r(0)+...+7(l—=1)2po— 1)+ (7(l) + ... + 7(L—1))(2p1 — 1) =

1(1—a) l(1—-c)

Se puede deducir que p; es estrictamente convexa en (0, %) sia < %,

lo cual conlleva que la combinacion aleatoria cA + (1 — ¢) B tenga una
media mayor que 0 para ¢ € (0, 1), es decir, la combinacién es ganadora
de forma que para esta generalizacién del planteamiento se llega a la
misma conclusion que con los parametros iniciales.
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Capitulo 3

Aplicaciones

A lo largo de este estudio se ha ilustrado el funcionamiento de la Pa-
radoja de Parrondo, asi como su utilidad, en el campo de la Teoria de
Juegos. Pudiera parecer que el campo de aplicacién de dicha paradoja
es limitado, pero nada mas lejos de la realidad. Siempre que se cumplan
ciertas condiciones de cardacter estocastico, la Paradoja es aplicable a
un gran numero de procesos que abarcan diversas areas desde la eco-
nomia hasta la biologia.

Entre estas aplicaciones destaca aquella relacionada con los mercados
de valores [6], en concreto con la denominada wvolatility pumping. Esta
estrategia de inversion financiera para la que se han utilizado modelos
simples de libros de texto de finanzas sobre rendimientos de valores,
demuestra que las inversiones individuales con rendimientos medios ne-
gativos a largo plazo, se pueden combinar facilmente en carteras diver-
sificadas con rendimientos medios positivos a largo plazo. Actualmente,
se sigue estudiando su utilidad y generalizacion al ambito de las apues-
tas.

También se ha estudiado su aplicaciéon en relacion a la teoria de la
fiabilidad [7]. Se demostré que si se seleccionan dos sistemas en serie,
siendo las unidades del primer sistema menos fiables que las del segun-
do y se modifica el primer sistema de modo que las distribuciones de
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sus nuevas unidades sean mixturas de las distribuciones anteriores con
iguales probabilidades, entonces, en condiciones adecuadas, el nuevo
sistema es mas fiable que el segundo.

Si bien estas aplicaciones resultan interesantes a nivel monetario, pa-
ra este estudio se va a centrar el andlisis en los campos de la biologia
y la salud [8]. Desde su publicacién, la Paradoja se habia estudiado en
relacion a la supervivencia multicelular o a la colonizaciéon de bacterias
alternando entre diversos ambientes como manifestacion de la misma.
Recientemente, se ha extendido al campo del estudio de las enfermeda-
des, demostrandose su aplicacion en el tratamiento de algunos tipos de
diabetes [9] mediante la combinaciéon de medicamentos. En relacién a
este ultimo campo, concretamente al de la oncologia [10], la Paradoja
ha servido para explicar la diversidad fenotipica de las células malig-
nas, asi como para comprender varios aspectos desconcertantes de la
biologia del cancer. Por ejemplo, la elevada inestabilidad genética y epi-
genética de las células cancerosas, su comportamiento metastasico y su
capacidad de entrar en letargo. También se ha demostrado que una vez
que una terapia inicial reducia el tamano y la diversidad de la pobla-
cion celular de un tumor grande, varias terapias menos agresivas, cada
una de ellas incapaz de erradicar los tumores grandes, pueden eliminar
con éxito las neoplasias' pequenas y fragmentadas espacialmente. De
nuevo, aunque cada tratamiento es incapaz de evitar la progresion del
cancer, la alternancia de los mismos en un determinado orden ilustra
la Paradoja de Parrondo en un marco terapéutico.

Tras la actual pandemia derivada del coronavirus SARS-CoV-2 (COVID-
19) y tras las nada positivas predicciones del Big Data sobre futuras
pandemias [11], se ha decidido elegir como ejemplo practico ilustrativo
para el estudio la combinacién de estrategias que, a priori, no funcio-
naban a la hora de erradicar el virus, pero que pueden mejorar los

ultiplicacién o crecimiento anormal de células en un tejido del organismo.
I Multipl t 1 d lul tejido del org
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indicadores pandémicos si se combinan. Esta aplicacion se podria rea-
lizar analogamente a futuras pandemias.

3.1. Caso practico: COVID-19

Para este ejemplo, tanto la funcion de coste que hacia referencia al
capital del jugador, como las jugadas A y B, se veran sustituidas por
costes y estrategias reales en relacién al COVID-19 y tomando como
fundamento el estudio de K.H.Cheong [12]. La nueva funcién de coste
que se detallard mas adelante (seccién 3.1.2), tiene en cuenta la salud
y el bienestar de la poblacion, asi como el impacto econémico de las
distintas medidas tomadas. Las estrategias propuestas son estrategias
de bloqueo, cuyo objetivo es reducir la reproduccion del virus, es decir,
disminuir el nimero de personas a las que infecta cada contagiado.

Uno de los puntos clave de la pandemia y quiza de los mas dificiles de
alcanzar por todos los gobiernos a nivel mundial, ha sido el equilibrio
entre economia y salud. Para el caso de estudio se definen las dos es-
trategias a aplicar: mantener un 100 % de libertad de movimiento en la
poblacién (ausencia de confinamiento) (A), o aplicar un confinamiento
total de la misma (B). Es facil observar que una limitacién absoluta
al movimiento reduce las oportunidades de que los individuos entren
en contacto con los demas, limitando asi la transmision de la enfer-
medad. Aunque un cierre absoluto es eficaz para frenar una epidemia,
con esta estrategia se paralizara la actividad econémica (cierre de fébri-
cas, bloqueo en cadenas productivas, las actividades individuales se ven
obstaculizadas...). Esto tendra un impacto negativo en la economia de
dicha sociedad. Es decir, la estrategia de cierre tiene beneficios para
aliviar la propagaciéon del virus, pero diezmara la economia, por lo que
para la funcién de coste propuesta que pondera ambos aspectos, no se
obtendra un balance positivo. Con la estrategia de libre movilidad se
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llega al mismo resultado. Aunque econémicamente el impacto es infi-
mo, la transmision del virus aumentara exponencialmente y la salud
de la poblacién se vera gravemente afectada, obteniéndose un balance
negativo para la funcién de coste.

Se puede observar que ambas estrategias resultan en un impacto ne-
gativo aplicadas de forma individual, pero a continuacién se demostrara
como una combinaciéon de ambas conlleva un balance positivo de la fun-
cion de coste.

3.1.1. Modelo SIADE

Para modelar el comportamiento de la pandemia y poder cuantifi-
car su impacto, se ha elegido un modelo compartimental denominado
SIADE por sus siglas en inglés, segiin el cual se divide la poblacién de
estudio en cinco compartimentos entre los cuales la poblacién puede ir
alternando (cada letra identifica uno de ellos):

= S: susceptible, conjunto de personas susceptibles de contagiarse.

= [: isolated, conjunto de personas aisladas o confinadas (no necesa-
riamente infectadas).

= A: ailing, conjunto de personas infectadas pero no detectadas.

» D: diagnosed, conjunto de personas infectadas y diagnosticadas (de-
tectadas).

= E: extinct, conjunto de personas infectadas fallecidas.

La funcion de coste se vera influida por el tamano que tenga en cada
momento cada uno de los compartimentos, y la estrategia empleada
determinara la forma en la que la poblacién se mueve de unos a otros,
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es decir, el valor de los coeficientes de la funcién varia en funciéon de la
estrategia empleada.

Para este estudio se ha decidido no tener en cuenta los nacimientos
ni las muertes por causa natural de la poblacion, por lo que el tamano
de cada conjunto en cada instante de tiempo ¢ se determinara mediante
las funciones: S(t), I(t), A(t), D(t) y E(t), cuya suma sera constante
e igual al tamano de la poblacion. Para simular el comportamiento de
este modelo, se va trabajar con datos aportados por la Junta de Castilla
y Ledn [13], por lo que tomaremos como tamano de la poblacién uno
aproximado al de dicha Comunidad Auténoma (N = 2.4 - 10%). M4s
adelante se detallara el uso realizado de dicho conjunto de datos. Para
calcular los incrementos y decrementos en cada compartimento, se em-
plearan ecuaciones diferenciales que permitan calcular estas variaciones
en cada instante t:

- dS(t) = —aS(D)A(t) — () S(t) + p(D)I(1) + E(D)D(t) + CA(t)
(

- dI(t) = $(1)S(t) — (DI (1)
= dA(t) = a(l — p(D))S(H)A(t) — YA() — vA() — CA()
= AD(t) = ap(D)S(t)A(t) + 7 A(t) — w(D)D(t) — £(D)D(¥)

n dE(t) = vA(t) + w(D)D(t)
Estas ecuaciones se utilizan tanto en la estrategia A como en la B,
con una variacion para los compartimentos S(t) e I(t):

= Si estrategia A:
dS(t) = —aS(t)A(t) + () 1(t) + (D) D(t) + CA(t)
dI(t) = —p(t)1(t)

= Si estrategia B:
dS(t) = —aS[)A(t) — ¢(t)S(t) + &(D)D(t) + CA()
dI(t) = ¢(t)S(t)
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En las ecuaciones del modelo aparecen otros parametros y funciones
que influyen en el comportamiento de los compartimentos poblaciona-
les. Dichas funciones se corresponden con:

¢(t): tasa de aislamientos.
(t): tasa de aislamientos discontinua (tasa de desconfinamiento).

-

I

(D): tasa de recuperacion de los infectados diagnosticados.
- u(D): probabilidad de ser diagnosticado estando infectado.
- w(

D): tasa de muerte de los infectados diagnosticados.

El valor de estas funciones se calculara empleando la funcién sigmoi-
de, que determinara el umbral de cambio entre una estrategia u otra.
Por su naturaleza, esta funcién estd acotada en el rango [0,1]. En el
caso de estudio, es probable que los valores se encuentren fuera de este
intervalo, por lo que se realizard una pequena modificacién de la expre-
sién de la funcién, resultando dos nuevas funciones:

b
Su )y oy M ab = — 31
(x,n,0,a,b) 1+exp(—¥)+a (3.1)
b
Sa(x,m,0,a,b) = +a (3.2)

1+ exp(l%”)

Las nuevas funciones estaran acotadas en el rango |a, a+b]. Respecto
a sus parametros, 1 es el umbral de conmutacién donde S, (n) = % y
Sa(n) = % para algin x = n; o es el parametro de tolerancia, de manera
que cuanto menor es su valor, mas pronunciada sera la funcién sigmoi-
de en la regién de tolerancia, afectando directamente a la frecuencia de

cambio entre estrategias (seccién 3.1.2). Como estimacién para estos
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pardmetros que se emplearan en las funciones (3.1)(3.2), se tomara la
realizada por Cheong en su estudio [12], adaptados a la estrategia que
se esté utilizando en cada instante de tiempo.

De esta forma, cuando se aplica la estrategia A (libertad de movi-
miento), se deduce que se producira un flujo de la poblacién confinada
(I) a la susceptible (S) si se parte de la estrategia opuesta, por lo que
la tasa de desconfinamiento ¢ aumentara y se comportara de la forma:

@(t) = Sult = tiniciar, 10,7,0.05,0.05) + 7,

donde r es un pardmetro aleatorio que sigue una Uniforme (—0.03, 0.03).

Si se aplica la estrategia B (confinamiento total), es previsible que
aumente el flujo de poblacién de susceptibles (S) a aislados (I), por lo
que légicamente la tasa de aislamientos ¢ aumentara respecto al caso
anterior:

gb(t) = Su(t — tim'ciala 20, 10, 005, 005) + T,

donde r es un pardmetro aleatorio que sigue una Uniforme (—0.03, 0.03).
El resto de funciones mencionadas se calculan de la forma:

v €[0.2,0.3],
w(D) = S,(D,10*,5 - 10%,0.5,0.45)

En cuanto a los parametros que aparecen en las ecuaciones diferen-
ciales del modelo se tiene que:

- «: tasa de infeccion.
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- (: tasa de recuperacion.
- v: mortalidad de los infectados no detectados.

- ~v: tasa de deteccion.

Para la estimacion inicial de estas constantes que mejor se ajustase
a la situacion real ocurrida en Castilla y Ledn, se tomo la base de datos
proporcionada por el portal de datos abiertos de la Junta de Castilla
y Ledén [13] con el objetivo de realizar un ajuste por minimos cuadra-
dos. Estos datos se corresponden con una serie temporal que va desde
marzo de 2020 hasta julio de 2022. Debido a la diferencia de comporta-
miento en la iltima etapa de la pandemia respecto al inicio, se decidi6
emplear solo la primera mitad de la serie (hasta abril de 2021). Dicha
base contenia datos diarios observados de fallecidos, altas, infectados
acumulados, nuevos infectados ese dia e informacién relativa a la locali-
zacién geografica de las areas de salud que proporcionaban los datos. A
partir de estos datos, se calcularon los datos observados de infectados
detectados activos (D) y fallecidos (E). Se realizé un ajuste por mini-
mos cuadrados para modelos no lineales [14] utilizando la prediccién
del modelo SIADE sobre los valores iniciales del conjunto y los valo-
res observados reales de la base. Debido a la gran cantidad de datos
no observables en el modelo propuesto, el ajuste resultante era de ba-
ja calidad, por lo que finalmente se ha decidido utilizar como valores

oOptimos para los parametros aquellos que se proponen en el articulo de
Cheong [12]: « =1.4-1077, ( =0.2, v=5-10"3, v = 0.1.

Empleando estos valores y resolviendo las ecuaciones diferenciales
para el modelo STADE con ayuda del paquete deSolve [15] de la he-
rramienta RStudio, se han simulado nuevas series temporales sobre las
que evaluar los costes de cada estrategia. Como valores iniciales pa-
ra la resolucion de las ecuaciones se han tomado los datos extraidos
del conjunto mencionado anteriormente proporcionado por la Junta de
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Castilla y Ledén [13]. Estos resultados se plasman graficamente en la
seccion 3.1.3.

3.1.2. Funcién de coste

La funcién de coste total, denominada F'(t), cuantifica la eficacia de
la estrategia aplicada por dia. Cuanto menor sea su valor, mejor la
estrategia. Cabe mencionar que todos los valores estimados que apare-
cen en las funciones de coste y mencionados a continuacion han sido
extraidos de los informes emitidos por la Organizacién Mundial de la
Salud [16]. La funcién de coste debe tener en cuenta diversos factores
relacionados con la salud y la economia de una sociedad, por lo que se
ha decidido definirla como la suma de otros cuatro costes que miden
estos aspectos individualmente de la forma:

E(t) = Fu(t) + Fi(t) + Fo(t) + Fr(t) (33)

donde:

= F(t): Coste de hospitalizacion.

Esta funciéon pondera el coste, economicamente hablando, de los
casos mas graves de hospitalizaciéon y de aquellos més leves:

Fu(t) = Cr(1 — ) D(t) + CsxD(t),

donde Cf7 es el coste de un ingreso leve (de media 2000) y Cy el de
un grave (20000). x es la tasa de ingresos graves, a la que se asigna
el valor 0.1 .
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= [7(t): Coste de la pérdida de oportunidades individuales derivada
del confinamiento.

t_tinicia L.
F](t) _ { I(t)QOITl t‘tzmczal > TI

I(t)(QC[ t‘tinicial < TI

donde 6 es la proporcién de personas afectadas (se ha elegido como
promedio 0.4, ya que algunos trabajos se pueden realizar telemati-
camente), Cf el coste por cada individuo confinado (I) por dia (50),
tinicial €l dia que inicia su confinamiento, 77 la duraciéon del mismo

(de media 20).

» [o(t): Inversién en capital humano.

Es el coste derivado de la pérdida de capital humano debido a per-
sonas diagnosticadas sin posibilidad de trabajar (D) o fallecidas
(E). Una reduccién del capital humano tiene un efecto global sobre
la produccién econémica del resto de poblacién susceptible (S) de
la forma:

Fc(t) = CDD(t) + CEE(t),

donde Cp es el coste que supone esta pérdida entre los infectados
(D) y Cg el coste sobre los fallecidos; se estiman en 20000 y 25000
respectivamente.
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» [p(t): Coste por comportamientos de riesgo.

Este coste esta directamente determinado por cémo actie la pobla-
cién de infectados no detectados (A):

Fr(t) = CrA(t),

Cr se estima en 500 por persona y dia, derivado de aquellos indi-
viduos que se siguen moviendo libremente propagando el virus a
pesar de estar contagiados.

En cuanto a la evaluacién de la efectividad de las estrategias em-
pleando la funcién de coste total F'(t), se dird que se ha obtenido un
resultado “ganador” cuando el coste total resulte moderado, mante-
niéndose a su vez un tamano bajo para el conjunto de fallecidos (E).
Un resultado ganador puede lograrse porque el cambio de estrategia B
a la estrategia A permite que la poblacién de infectados (I) fluya hacia
susceptibles (S). Como resultado, esto reduce el coste debido a Fy(t),
que es causado por un periodo de aislamiento prolongado. Al mismo
tiempo, el cambio de la estrategia A a la estrategia B reduce signifi-
cativamente el coste de hospitalizacion Fy(t) y la inversion en capital
humano F(t) causado por un elevado aumento de las infecciones. En
caso contrario, estariamos ante un resultado “perdedor”.

3.1.3. Alternancia de estrategias

Existen multiples combinaciones posibles para las estrategias A (li-
bertad de movimiento) y B (confinamiento total). Si bien en el caso
tipico de aplicacion de la Paradoja de Parrondo con dos juegos estos se
combinaban eligiendo uno u otro al azar lanzando una moneda equili-
brada, en este estudio dicha posibilidad no seria viable. Resultaria muy
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dificil fundamentar la eleccién arbitraria y cambiante de los criterios
frente a una sociedad real. Por ello, la opcion mas légica es fundamen-
tar el cambio de una a estrategia a otra en base a la evolucién del
numero de infectados, esto es, empleando el nimero de nuevos infecta-
dos del dia anterior a.S(t)A(t) de la forma:

aS(t)A(t) < Lp Aplicar estrategia A
aS(t)A(t) > Ly Aplicar estrategia B

Solo se cambiara de una estrategia a otra cuando el nimero de nuevos
infectados se encuentre fuera del intervalo [Lp, Ly]. En caso contrario,
se mantendra la estrategia del dia anterior. Como valores razonables en
relacion al tamano poblacional se toma Lp = 7000, Ly = 1000. Tam-
bién hay que tener en cuenta que solo se puede cambiar de estrategia
como maximo una vez por dia.

Tras simular como habria evolucionado la pandemia si se aplicase
solo una de las dos estrategias de forma individual, se puede observar
que:

SIADE A Coste A

1.0e+38

E
Coste

0
0.0e+00
|

Tiempo Tiempo

(a) Fallecidos (E) (b) Coste total

Figura 3.1: Resultados evolucién pandemia - Estrategia A
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Para la estrategia A (libertad de movimiento) se puede observar como
el tamano del conjunto de fallecidos aumenta exponencialmente (3.1a),
es decir, con el paso del tiempo la mayoria de individuos de la poblacién
tenderfan a fallecer. Esto conlleva que el coste (3.1b) crezca de igual
forma, resultando catastréfico para el conjunto de la poblacion. Esta
estrategia resultaria claramente “perdedora”.

SIADE B SIADE B

N
|
mo>w

SADE

Tiempo Tiempo
(a) Confinados (I) (b) S,A,D,E

Figura 3.2: Resultados evolucién pandemia - Estrategia B

Coste B

2.398e+45
|

Coste

Tiempo
(a) Coste total

Figura 3.3: Resultados evolucién pandemia - Estrategia B
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Respecto a la estrategia B (confinamiento total), se observa (3.2b)
como al aumentar el nimero de individuos confinados (I), el tamano
del resto de compartimentos, esto es individuos que se van contagian-
do (A,D) y falleciendo (E), comienza a disminuir de igual forma que
lo hacen los susceptibles (S), ya que con un mayor numero de indi-
viduos confinados disminuye la probabilidad de contagio. Respecto a
su impacto en el coste (3.3), se puede ver como, de manera similar a
lo que ocurria con A, tiende a crecer hasta valores muy grandes de
magnitudes insostenibles para la sociedad, resultando ser también una
estrategia “perdedora”.

SIADE combinacion Coste Combinacién

mo e o

1.0e+12
1

SIADE
Coste

I

0.0e+00
1

Tiempo Tiempo
(a) S,LAD,E (b) Coste total

Figura 3.4: Resultados evolucién pandemia - Combinaciéon AB

Sin embargo, al emplear la alternancia de estrategias en base a los
infectados del dia anterior, se observa como el tamano de los conjuntos
va oscilando (3.4a), pero el numero de individuos fallecidos (E) siempre
se mantiene en una proporciéon menor respecto al tamano de la pobla-
cién, observandose una gran diferencia con la estrategia A. En cuanto
al coste diario (3.4b), se puede ver como también va oscilando, pero se
mantiene siempre en valores menores que las estrategias individuales,
ya que en este caso no sobrepasa nunca su valor méximo (1.4767 - 10'2)
mientras que la estrategia A llegaba a superar un coste de 4.1 - 109 y
la B uno de 2.4-10*. En comparacion, los resultados de esta estrategia
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son mejores, entendiéndose como un resultado “ganador”.
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Capitulo 4

Conclusiones

Durante este estudio se ha ilustrado la Paradoja de Parrondo, desde
su fundamento tedrico hasta su aplicacion practica a diversos campos.
Se ha demostrado que el caracter paradodjico de este modelo queda ex-
plicado en base a los procesos de Markov, concretamente en base a
cadenas de Markov en tiempo discreto, y mediante un modelo de trin-
quete browniano intermitente en tiempo continuo que aproxima a un
camino aleatorio y que engloba a dos procesos: un movimiento brow-
niano unidimensional y un trinquete browniano. Una vez modelizado
matematicamente el comportamiento de dos estrategias o jugadas que
resultan perdedoras si se juegan de manera individual, se puede en-
contrar una combinacién aleatoria de ambas que conlleva un resultado
ganador.

Si bien se ha constatado su utilidad en el campo de los juegos de azar
y del control epidemioldgico, la Paradoja de Parrondo se puede apli-
car a cualquier otro campo en el que el comportamiento de los sucesos
se pueda modelizar mediante procesos estocésticos y cuyo impacto se
pueda cuantificar. Entre estas aplicaciones destacan las estrategias de
inversion financiera, su aplicacion en la teoria de la fiabilidad, técnicas
de supervivencia celular o el estudio de la eficacia de determinadas te-
rapias asociadas a diversas enfermedades.
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Tal es la dimensién de la utilidad de la Paradoja de Parrondo, que es
probable que la mayoria de sus aplicaciones todavia no hayan sido pues-
tas en practica. Por ello, como trabajo futuro, se propone la exploracién
de otros campos. Un ejemplo de aplicacién podria ser la politica, en el
que los juegos quedasen sustituidos por estrategias de indole politico.
Otra vertiente interesante seria la exploracion del comportamiento de
la Paradoja con mas de dos juegos, de forma que se pudiera generalizar
a mas tipos de sucesos.
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