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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de la complejidad computacional es una de las grandes areas
que podemos encontrar dentro de las ciencias de la computacién. Por tanto,
podemos enmarcarla dentro de aquellas ciencias formales que estudian las
bases tedricas de la computacion, asi como su implementaciéon en sistemas
computacionales. Es dentro de este estudio donde aparecen las matemaéticas,
y uno de los objetivos de este trabajo es la exposicion del enfoque matemaético
dentro de este campo.

El principal objetivo de la teoria de la complejidad computacional es estu-
diar los recursos requeridos por los sistemas computacionales para resolver un
problema, con el fin de clasificar estos problemas computacionales de acuerdo
con su dificultad intrinseca. Para medir esta dificultad se van a definir las
llamadas medidas de complejidad. Establecer relaciones entre estas medidas
es otro de los grandes objetivos dentro de este campo de estudio, en tanto
que facilita la clasificacién que queremos llevar a cabo.

En este trabajo nos vamos a centrar en el caso particular de las funciones
booleanas. Expondremos algunas de sus medidas de complejidad més impor-
tantes, y comprobaremos que todas ellas son equivalentes o, en un sentido
que precisaremos mas adelante, que estan polindmicamente relacionadas.

Si bien es cierto que desde 1994 se conoce gran parte de las relaciones entre
las medidas de complejidad de funciones booleanas que vamos a estudiar,
hasta 2019 no se logré probar la equivalencia de todas ellas. Esto es lo que
se conoce como la conjetura de la sensibilidad, que es el resultado principal
de este trabajo y cuyo planteamiento veremos que surge de forma natural.

La conjetura de la sensibilidad fue demostrada en 2019 por Hao Huang
([7]), un matemdtico que actualmente trabaja como profesor asociado en el
departamento de matematicas de la Universidad Nacional de Singapur, y que
ha reconocido haber tardado aproximadamente siete anos en demostrar este
resultado.

Lo mas fascinante de su demostracién es el hecho de que Huang se apoya
en dos resultados previos que pueden resultar sorprendentes por su natura-
leza. Uno de ellos es un resultado de teoria de grafos de naturaleza pura-
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mente combinatoria, y fue demostrado en 1988 por Chung, Fiiredi, Graham
y Seymour ([3]). El otro resultado establece una equivalencia entre dos afir-
maciones: una se encuadra, al igual que el resultado que acabamos de men-
cionar, dentro de la teoria de grafos; mientras que la otra hace referencia a
las medidas de complejidad, en términos de las cuales se habia establecido
inicialmente la conjetura de la sensibilidad. Gracias a este resultado, que
fue demostrado en 1992 por Gotsman y Linial ([6]), se aprecia una conexién
muy potente y bonita entre estas dos areas de trabajo dentro de las ma-
tematicas. Huang centrd sus esfuerzos en resolver un problema de teorfa de
grafos y, gracias al teorema de equivalencia, pudo concluir inmediatamente
la demostracion de la conjetura de la sensibilidad.

El nombre de este resultado se debe a que la sensibilidad de una funcion
booleana es una de sus medidas de complejidad, y la mencionada conjetu-
ra precisamente buscaba probar que la sensibilidad era equivalente a todas
las otras medidas que se conocian hasta el momento. En los tltimos anos
se han desarrollado otras medidas de complejidad que no vamos a tratar en
este trabajo, como por ejemplo la complejidad cuantica relacionada con los
ordenadores cuanticos. También se ha probado que estas medidas estan rela-
cionadas polinémicamente con las mas “clasicas”, incluso antes de probarlo
para la sensibilidad.

Ademas, la demostracion de la conjetura ha abierto nuevas lineas de inves-
tigacién sobre las que también hablaremos, centradas sobre todo en tratar de
extender los resultados que damos en este trabajo para funciones booleanas
y grafos de hipercubos n-dimensionales a otros tipos de grafos. Esto nos va a
permitir reflejar la contemporaneidad del tema tratado, teniendo en cuenta
que los tultimos articulos relacionados con este tema han sido publicados en
2022, el mismo ano de la elaboracion de este trabajo.



Capitulo 2

Funciones booleanas

2.1. Definiciéon y primeras propiedades

Comenzamos este capitulo introduciendo las funciones booleanas, que van
a ser el objeto de estudio principal en este trabajo.

Definicién 2.1.1. Una funcién booleana f(x) = f(z1,...,2,) en n variables
es una aplicacién f : {0,1}" — {0,1}.

Como en el conjunto {0, 1}"™ hay 2" elementos, y cada uno de ellos puede
tomar dos valores posibles a través de una funcién booleana, de la defini-
cién anterior se deduce inmediatamente que el nuimero total de funciones
booleanas es 22",

Aunque la definicién de funcion booleana es muy simple, vamos a ilus-
trar el concepto a través de algunos ejemplos sobre los que volveremos méas
adelante:

Ejemplo 2.1.2. La funcién de paridad asigna a cada x = (z1,...,z,) €
{0,1}™ el valor 1 si x tiene un numero impar de entradas no nulas, y 0
si el nimero de entradas no nulas de x es par. Utilizando el lenguaje de
congruencias y denotando por 6, a la funcién de paridad, tenemos que

On(x)=1<x+...+2, =1 mod 2.

En resumen, la funcién de paridad consiste en asignar a cada x el valor
correspondiente a la suma moédulo 2 de sus componentes.

Ejemplo 2.1.3. La funcién de mayoria asigna a cada x = (x1,...,x,) €
{0,1}" el valor 1 cuando el nimero de entradas no nulas de x es al menos
la mitad en el caso de n par, o al menos el nimero entero mas proximo por
exceso a la mitad en el caso de n impar. Se asignard el valor 0 en caso contra-
rio. Utilizando la notaciéon habitual para la funcién techo, que precisamente



2 CAPITULO 2. FUNCIONES BOOLEANAS

asigna a cada numero real el entero mas préximo por exceso, y denotando a
la funcién de mayoria por Maj,,, tenemos que:
. n
Maj,(x) =1z +x0+ ...+ 2, > 5|
Esta funcion de mayoria no es més que un caso particular de las funciones
umbral que presentamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.4. La funcién umbral Thj asigna a cada x = (x1,...,2,) €
{0,1}" el valor 1 si y solamente si el nimero de entradas no nulas de x es al
menos k. Es decir,

Thy(x)=1<z1+22+...+x, > k.

Utilizando esta notacién, la funcién de mayoria descrita en el ejemplo anterior
se podria representar mediante Th?ﬁ'

Ademas de estas funciones booleanas en n variables, vamos a describir a
continuacion algunas de las operaciones booleanas basicas mas importantes
en informatica, indicando entre paréntesis el nombre habitual que reciben
dentro de esta disciplina:

Negaciéon (NOT): -z =1 — x.

Conjuncién (AND): z Ay =z -y.

Disyuncién (OR): zVy=1—(1—2z)- (1 —y).

Paridad (XOR): z @y =2(1 —y) +y(1 —x) = (z + y) mod 2.

Tradicionalmente, las funciones booleanas se han definido como aplica-
ciones [ : {F,T}" — {F, T}, donde la F hace referencia al valor “falso” y la
T se refiere al valor “verdadero” (ambas iniciales procedentes de las palabras
inglesas false y true con el mismo significado). Sin embargo, actualmente es
mas comun representar “verdadero” a través del nimero 1y “falso” a través
del 0, tal y como hemos hecho en nuestra primera definicién, con el fin de
llevar a cabo un manejo numérico, que resulta mas comodo.

Definicién 2.1.5. Se dice que un polinomio real multivariante p : R" — R
representa a una funcién booleana f si para cada x € {0,1}" se tiene que

f(x) = p(x).

Por ejemplo, evaluando en todas las entradas posibles es facil ver que
podemos representar la funcién de conjunciéon de tres variables, que se de-
nota por ANDj, a través del polinomio p(z1,xe,x3) = x122x3; vy la funcién
de disyuncion de tres variables, a la que denotamos por ORg, a través de
q(x1, %2, 3) = T1 + To + T3 — T1Ty — T1T3 — Tol3 + T1T2T3.
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El primer resultado que vamos a probar afirma que cada funcién booleana
se puede representar de forma tnica a través de un polinomio. Si recordamos
que un polinomio multilineal es un polinomio en varias variables donde el
exponente de cada variable puede tomar solo los valores 0 o 1, tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 2.1.6. Para toda funcion booleana f : {0,1}" — {0,1} existe
un unico polinomio multilineal que la representa.

Notacion 2.1.7. Alo largo de todo el trabajo, denotaremos por [n] al conjunto

{1,...,n}.

Demostracion. En primer lugar, si existe una representacién polinomial de
una funcion booleana f, esta siempre se va a poder tomar multilineal. Esto
se debe a que para cada x € {0,1} y k # 0 siempre tenemos que z*¥ = z. De
esta manera, ninguna de las variables del mencionado polinomio necesitara
un exponente mayor que 1.

Pasamos a probar ahora la existencia de tal representacion, y lo hacemos
por induccién en el nimero de variables n.

= Sin = 1, solo hay 4 funciones booleanas posibles f, y es muy facil
determinar un polinomio real en una variable que represente a cada
una de ellas.

e Si f(0) =0y f(1) =0, basta considerar p(z) = 0.
e Si f(0) =0y f(1) =1, basta considerar p(z) = x.
e Si f(0)=1y f(1) =0, basta considerar p(x) =1 — x.
e Si f(0)=1y f(1) =1, basta considerar p(x) = 1.

= Supongamos ahora que el resultado es cierto para funciones boolea-
nas en n — 1 variables. Si consideramos las dos funciones booleanas
en n — 1 variables dadas por fi(z1,...,2,-1) = f(z1,...,2,-1,0) y
folz1,...,xn_1) = f(z1,...,2,-1,1), aplicando la hipétesis de induc-
cion es posible considerar sus representaciones polinomiales multilinea-
les @ y R, respectivamente. Considerando ahora el polinomio

P(zy,...,x,) =2, R(xy, .., xnq) + (1 — ) Q(21, . .., Tp1),

es claro que P es multilineal y, por la forma en la que se ha definido,
que representa a f.

Por tltimo, vamos a demostrar que esta representacion es, de hecho, tni-
ca. Para ello, supongamos que P; y P, son dos representaciones multilineales
de f. Entonces se verifica que (P, — P)(x) = 0 para cada x € {0, 1}".

Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que P; — P, no es idénti-
camente nulo y que, por tanto, contiene a algiin monomio distinto de 0. Sea
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ahora S C [n] un conjunto minimal de indices tal que el monomio [[, ¢ z;
aparece en P, — P, con coeficiente no nulo pero los monomios de la forma
[Lics ®i; con S C S, tienen todos coeficiente nulo. Si denotamos por xg al
elemento de {0,1}" cuyas entradas toman valor distinto de 0 solo cuando
corresponden a aquellos indices i € S, tenemos que (P; — P2)(xs) # 0, lo
que contradice el hecho de que (P, — P»)(x) = 0 para cada x € {0,1}".
Asi, podemos concluir que P; — P, es idénticamente nulo y queda por tanto
probada la unicidad de nuestra representacion. O]

La eleccion de representar “verdadero” a través de un 1 y “falso” me-
diante un 0 es algo arbitrario. Otra elecciéon conveniente con la que traba-
jaremos en algin punto de este trabajo (siempre con previo aviso) consiste
en representar “verdadero” a través del valor —1 y “falso” mediante un 1.
Las representaciones polinomiales de una funcién booleana f que resultan
al utilizar diferentes codificaciones para los valores “verdadero” y “falso”
pueden ser muy distintas; por ejemplo, una puede ser muy dispersa (con
pocos coeficientes no nulos), mientras que la otra puede ser densa. Sin em-
bargo, el estudio de las funciones booleanas ha permitido probar que el gra-
do de esta representacién polinomial multilineal permanece invariante en las
distintas representaciones. Para ello, basta darse cuenta de que toda fun-
cién booleana f : {0,1}" — {0,1} se puede transformar en una funcién
f:{-1,1}" = {—1,1} dada por

~ 1—2z 1—2z,
f(a:l,...,xn)zl—Q-f( 1,..., 5 ),

2

que toma el valor 1 donde f tomaba el valor 0 y toma el valor —1 donde
f tomaba el valor 1, y cuya representacion polinomial tiene el mismo grado
que la de f.

Este cardcter invariante del grado de la representacién polinomial de una
funcion booleana f va a permitirnos definir en la Subseccion 2.2.1 el grado
de una funcién booleana como una medida de complejidad.

El uso de esta representacién polinomial de las funciones booleanas para
estudiar sus propiedades computacionales se inicio en el libro Perceptrons, de
Minsky y Papert ([12]). Sin embargo, a partir de ese momento se increment6
considerablemente el ntimero de estudios que utilizan estas representaciones
polinomiales para estudiar algunas de las medidas de complejidad de las
funciones booleanas.

2.2. Medidas de complejidad

El proposito de esta seccion es presentar algunas de las medidas de com-
plejidad mas interesantes de las funciones booleanas, para poder demostrar
posteriormente varias de las relaciones entre ellas. En este proceso va a ser
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posible contemplar cémo surge de manera natural el planteamiento de la
conjetura de la sensibilidad, como veremos al final del capitulo.

2.2.1. El grado

Como hemos visto en la Proposicion 2.1.6, toda funcion booleana f :
{0,1}™ — {0,1} se puede representar a través de un tinico polinomio mul-
tilineal. Esto nos lleva a definir nuestra primera medida de complejidad de
una funciéon booleana como el pardmetro mas basico de su representacién
polinomial: el grado.

Definicién 2.2.1. Para una funcién booleana f se define el grado de f, que
representaremos por deg(f) en virtud de la palabra inglesa para referirse
al grado (degree), como el grado del unico polinomio real multilineal que
representa a f.

A continuacién, vamos a presentar algunos resultados necesarios para la
demostracion de un teorema enunciado y probado por primera vez por Nisan
y Szegedy en [14] en 1994, y que responde a la pregunta de cudl es el menor
grado posible para una funcion booleana que depende de n variables.

En nuestro camino hacia la prueba de este teorema, conviene ver una
funcién booleana como una aplicacién f : {—1,1}" — {—1, 1}, utilizando
el valor —1 para representar “verdadero” y 1 para representar “falso”, dado
que es asi como aparece en varios de los resultados mas clésicos que vamos a
utilizar.

Notacion 2.2.2. Para cada subconjunto S C [n], vamos a denotar Xg =
HiGS L

Los primeros lemas que vamos a utilizar, asi como la primera definicion,
aparecen en [10] y son los que exponemos a continuacién. No obstante, al
igual que hacen Nisan y Szegedy en [14], no entraremos en los detalles de las
demostraciones debido a que estas corresponden a areas de las matematicas
en las que no estamos trabajando.

Lema 2.2.3 (Igualdad de Parseval). Si representamos una funcion booleana
[ a través del polinomio multilineal P =) 4 agXg, entonces

Zaéz 1.
S

Definicién 2.2.4. Para cada funciéon booleana f y cada variable z; se define

la influencia de x; sobre f, que denotaremos por Inf;(f), como la siguiente
probabilidad:

PI‘Ob[f(ZL’l, ey L1, —1,Ii+1, ce ,In> 7& f([L‘h ey L1, 17Ii+17 PN ,l‘n)},

donde z1,...,2; 1,1, ..., %, se toman aleatoriamente en {—1,1}.
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Lema 2.2.5. Para cada funcion booleana f en n variables, si representamos
[ a través del polinomio multilineal P =) 4 asXg, entonces

> Infi(f) = 3 Isla?
i=1 s
A partir de los dos lemas anteriores, podemos deducir facilmente el si-

guiente resultado:

Corolario 2.2.6. Para toda funcion booleana f,

Z Inf;(f) < deg(f).

Demostracion. En virtud del Lema 2.2.5, > Inf;(f) = > ¢ |S|aZ. Ahora
bien, como evidentemente |S| < deg(f) para todos aquellos S C [n] tales que

ag # 0, se tiene que
> ISlad < deg(f) Do
S S

y, aplicando la igualdad de Parseval, se obtiene el resultado. O

A continuacién vamos a enunciar y demostrar un resultado conocido como
lema de Schwartz, que sera 1til en la demostracion del teorema que persegui-
mos y que proporciona una cota superior para el nimero de ceros de cualquier
polinomio multilineal en {—1,1}" en términos probabilisticos.

Lema 2.2.7 (Schwartz). Sea p(x1,...,x,) un polinomio multilineal no nulo
de grado d. Si tomamos xi,...,x, de forma independiente y aleatoria en
{—1,1}, entonces se verifica la siquiente desiqualdad:

Prob[p(x1,...,2,) # 0] > 27%
Demostracion. Razonamos por induccion sobre n.

= Para n = 1, tenemos que p es un polinomio lineal en una variable, por
lo que tiene grado 0 o 1, y no nulo. En consecuencia, p solo puede tener
a lo sumo un cero y es claro que

Prob[p(z) # 0] >

N =

= Para el paso inductivo, vamos a escribir p de la siguiente manera:

p(ry, ... xn) =2y - g(x1, .y 1) + (21, .. Tp1).

Esto siempre es posible, sin méas que tomar x, como factor comtun de
todos aquellos monomios en los que aparezca.

Distinguimos ahora tres casos:
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1. h + g es idénticamente nula. En este caso h = —¢g y podemos
escribir p = (2, — 1)g. Como el grado de p es d por hipétesis, de
la expresién anterior se deduce que deg(g) = d — 1. Esto se debe
a que si el grado de g ya fuese d, al multiplicar el monomio de
grado d de g (en el que no aparece z,, por ser g un polinomio en
T1,...,Ty_1) POr x, obtendriamos un monomio de p de grado d+1,
lo que es absurdo; y si el grado de g fuese estrictamente menor
que d — 1, entonces p tendria grado estrictamente menor que d,
que también es absurdo. Ademas, g es un polinomio multilineal
en n — 1 variables, de manera que podremos aplicarle nuestra
hipétesis de induccién. Aplicando el teorema de la probabilidad
total y teniendo presente que en este caso p = (z,, — 1)g tenemos

que
Prob[p(x) # 0] = Problz, =1]-Probp(x) #0 |z, =1] +
+ Problz, = —1] - Prob[p(x) #0 | z, = —1] =
1
= 3 Prob[(—2) - g(z1,...,2p—1) # 0] =
1 Q
=5 Problg(z1,...,2,_1) #0] >
(;) 1 . 2—(d—1) — 1 . 2—d+1 — 2—d
- 2 2 ’
donde en la desigualdad (x) se ha utilizado la hipdtesis de induc-
ciéon y previamente se ha utilizado el hecho de que xy,...,x, se

toman de forma independiente, que implica que
Problg(z1,...,2n-1) #0 | 2, = —1] = Problg(zy,...,x,-1) # 0].

2. h—g es idénticamente nula. En este caso h = g y podemos escribir
p = (v, + 1)g. Nuevamente tenemos que deg(g) = d — 1 y que
podemos aplicar a ¢ la hipotesis de induccién, de manera que
gracias al teorema de la probabilidad total

Prob[p(x) # 0] = Problz, =1]-Probp(x) #0 | z, =1] +
+ Prob|z, = —1] - Prob[p(x) #0 | z, = —1] =

1
= 3 Prob[2- g(z1,...,24-1) #0] =

1 ()
= 3 Problg(z1,...,2n—1) #0] >
(;) 1 . 27(d71) — 1 . 27d+1 — 27d
- 2 2 )
donde en la desigualdad (x) se ha utilizado la hipdtesis de induc-
ciéon y previamente se ha utilizado el hecho de que xy,...,z, se

toman de forma independiente.
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3. Ni h+g ni h— g son idénticamente nulas, con sus grados acotados
ambos por d.

Podemos aplicar la hipdtesis de induccion a h + g para aquellos
(x1,...,2,) tales que xz,, = 1 y a h — g para aquellos (z1,...,x,)
tales que z,, = —1, y lo hacemos de la siguiente manera, aplicando
el teorema de la probabilidad total:

Prob[p(x) # 0] = Problz, =1]-Probp(x) #0 | z, =1] +
+ Problz, = —1] - Prob[p(x) #0 | z, = —1] =

= L probl(h+ g)(wns . ) £ Ol = 1] +

2
1
+ 5 Prob[(h — g)(z1,...,2p_1) # 0|z, = —1] =
1
= 3 Prob[(h+ g)(x1,...,2n_1) #0] +
1
—+ 5 Prob[(h - g)(l'l, . 7$n71) ?é O] >
® 1 1
> —.27d4 —.97d_9od
Z 3 t3 ;

donde en la desigualdad (x) se ha utilizado la hipdtesis de induc-
cion, y previamente se ha utilizado el hecho de que x4, ...z, se
toman de forma independiente.

Concluimos asi la prueba del lema de Schwartz. O

Después de los resultados que acabamos de introducir, nos encontramos
en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente teorema, que, como
habiamos dicho, nos va a permitir dar una cota inferior para el grado de
una funciéon booleana que depende de n variables.

Teorema 2.2.8. Sea f una funcion booleana que depende de n variables.
Entonces se verifica que

deg(f) + logy(deg(f)) > logy(n).

Demostracion. Paracadai € {1,...,n}, comenzamos definiendo una funcién
f* en n — 1 variables de la forma siguiente:

fi(xla ey Li—15, it 1y - - - 7xn) =

= f(xla sy Ti—1, _17xi+17 s 7xn) - f(xb ey Ti—1, 17Ii+17 s 7xn)-

Utilizando esta notacién y el concepto de influencia de una variable sobre
una funcién booleana introducido en la Definicion 2.2.4, es claro que

Inf;(f) = Prob[fi(xl, e T 1, sy - Tp) F 0],
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donde xy,...,2;1,%i41,. .., %, Sse toman aleatoriamente en {—1, 1}.

Como f depende de todas sus variables por hipotesis, para cada i se
tiene que la funcién f? no es idénticamente nula. En consecuencia, podemos
recurrir a la Proposicién 2.1.6 para afirmar que para cada ¢ existe un tnico
polinomio multilineal p; de grado d; := deg(f?) < deg(f) = d que representa
a f'y por tanto coincide con f’ en cada x € {—1,1}""1.

El hecho de que f* no sea idénticamente nula implica que p; tampoco lo
es. Asi, es posible aplicar el lema de Schwartz para obtener que

Infz(f) = PI‘Ob[fi(ZL‘l, vy Lj—1y Ljt1y - - - ,In) 7é O] =
= Prob[pl-(xl, ey L1, Lj 1y - - ,l’n) 7£ O] > 2idi > 27d.

Por otra parte, en el Corolario 2.2.6 habiamos probado que

Z Inf;(f) < deg(f) = d.

Si combinamos ahora estas dos desigualdades, obtenemos lo siguiente:

d>Y If(f) =Y 279 =n-27%= %
i=1 =1

lo que implica que d - 2¢ > n.

Como el logaritmo en base 2 es una funcién monétona creciente (de hecho,
es estrictamente creciente), podemos aplicarla a ambos lados de la desigual-
dad anterior conservando el sentido de la misma. De esta manera, lo que se
obtiene es que

log,(d) + d = log,(d) + 10g2(2d) = log,(d - Qd) > log,(n),
que es lo que queriamos probar. O

Las técnicas empleadas dentro de la teoria de la complejidad computacio-
nal son suficientemente potentes para dar buenas cotas incluso para el menor
grado necesario para “aproximar” funciones booleanas en la norma infinito,
en un sentido que precisaremos en la siguiente subseccion.

2.2.2. El grado aproximado

En esta secciéon volvemos a considerar las funciones booleanas como apli-
caciones {0,1}" — {0,1}.

Definicién 2.2.9. Sea f una funcion booleana, y sea p un polinomio real.
Decimos que p aprozima f si para cada x € {0, 1}" se verifica que

1

p(x) — fx)| < 5
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El grado aprozimado de f, que denotaremos por Eéé( f), se define como el
minimo grado de p cuando p varia en el conjunto de los polinomios que
aproximan f; es decir,

dfég( f) := min {deg(p), siendo p un polinomio que aproxima f} .

La constante % en la definicién anterior es arbitraria y puede sustituirse

por cualquier constante € tal que 0 < € < % sin que esto afecte a nuestros
resultados en nada mas que un factor constante.

Tras la introduccion de este concepto, nuestro objetivo pasa a ser la prue-
ba de un resultado que nos permitira obtener cotas inferiores tanto para el
grado de una funcion booleana f que cumple ciertas condiciones como para
su grado aproximado.

El primer paso consiste en introducir el método de simetrizacion, que fue
usado por primera vez por Minsky y Papert en [12].

Definicién 2.2.10. Si p : R” — R es un polinomio en varias variables,
entonces la simetrizacion de p se define como

Zﬂ-esn p('rﬁ(l)) s 7x7r(n))
n! '

P (T, X)) =

Un hecho importante y que vamos a justificar en el siguiente lema es que
si solo consideramos entradas x € {0, 1}", entonces resulta que p*¥™ depende
solo de =1 + ... + x,. En consecuencia, lo podemos representar como un
polinomio en una variable, siendo esta variable precisamente z; + ... 4+ x,.
Para demostrarlo, seguiremos la prueba proporcionada en [11], que hace a su
vez referencia a la prueba proporcionada originalmente por Minsky y Papert
en [12].

Lema 2.2.11. 5t p : R® — R es un polinomio en varias variables, enton-
ces existe un polinomio p : R — R de grado maximo n tal que, para cada
(1,...,2,) € {0,1}", se tiene que

Py, ) =P+ T).

Ademas, deg(p) < deg(p).

Demostracion. Para cada k € {1,...,n}, definimos
Pp(x) := Z Hxl ,
se (I ies

donde estamos denotando por ([Z]) al conjunto de subconjuntos de [n] de
cardinal k; es decir, P, no es méas que la suma de todos los monomios de
grado k con coeficiente 1.

Sea d el grado de p.



2.2. MEDIDAS DE COMPLEJIDAD 11

Razonamos por induccién sobre d para probar que existen constantes
¢; € R, con ¢ comprendido entre 1 y d, tales que

P (x) = o+ a1 P (X) + ... + cqPay(x).

= Si d = 0, entonces p es una constante y coincide con su simetrizado,
con lo cual el resultado es cierto.

= Supongamos que el resultado es cierto para cualquier valor menor o
igual que d — 1; es decir, nuestra hipotesis de induccion es que si ¢ es
un polinomio de grado a lo sumo d — 1, entonces existen a; € R, con ¢
comprendido entre 1 y d — 1, tales que ¢*¥"(x) = ag + a1 P1(x) + ... +
aq—1P;-1(x) (notemos que si el grado de ¢ fuese estrictamente menor
que d—1, bastaria tomar a,;—; = 0y el resultado seguirfa siendo cierto).

En este paso vamos a hacer uso de un resultado muy sencillo: el sime-
trizado de una suma de polinomios coincide con la suma de los sime-
trizados. En efecto,

Zﬂ'esn (p + q) (xﬂ(l)v S 7x7r(n)>

(p+q)¥"(x) = o =
> ones, P(@a()s - s Ta(n)) + A(Tr1)s - Trn)))
= . —
P (x, e xn) (2, 1)

Si tomamos ahora un polinomio p de grado d, entonces podemos escribir
p(x) = q(x) + ¢+ h(x), donde ¢ es un polinomio de grado menor o igual
que d—1, ¢c € Ry h es una suma de monomios de grado d. A partir de
lo que acabamos de ver, tenemos que p*™(x) = ¢*¥"(x) + ¢ - hV™(x),
y aplicando la hipdtesis de induccion obtenemos la igualdad

PY(X) = co + 1 Py(X) + ... + ca1Pi1(X) + ¢ - BV (x)

para ciertos ¢;, c € R.

Ahora bien, recordemos que h es una suma de monomios de grado d
y por lo tanto su simetrizado sera la suma de los simetrizados de los
monomios. Si probamos que el simetrizado de un monomio de grado d
es el producto de una constante real por Py(x), habremos terminado.

Sin pérdida de generalidad, vamos a considerar el monomio de grado d
que resulta de multiplicar las d primeras variables, x1 - .. .- x4. Tenemos
que su simetrizado es

)sym _ ZT(ESn Lr(1) - Tn(d)

(r1-... 24 o

A partir de esta expresion es evidente que en el simetrizado del mono-
mio que estamos tratando van a aparecer todos los monomios posibles
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de grado d. Para que el resultado fuera el producto de un ntimero real
por P;(x) tendria que cumplirse que cada monomio de grado d aparezca
en la expresion anterior el mismo ntimero de veces, y esto efectivamente
es cierto: el numero de veces que aparece cada monomio x;, - ... - Z;,
coincide con el nimero de permutaciones de [n] que envian el conjunto
{1,...,d} en el conjunto {iy,...,iq}, que son d! - (n — d)!.

Queda probado entonces que
P (x) = co+ a1 Pi(x) + ...+ caPa(x)

para algunos ¢; € R, donde ¢ estd comprendido entre 1 y d.
Veamos ahora que para todo k € {1,...,n} se cumple que Py(x) = ("’j),
donde nos referimos al médulo de un vector como la suma de sus componen-

tes, y lo vamos a hacer razonando nuevamente por induccién, esta vez sobre

k.

= Si k=1, es claro:

P(x)=x1+...4+z,=|x]= <|)1(|)

= Supongamos ahora que el resultado es cierto para k — 1; es decir, su-
pongamos que Pj,_1(x) = ( | ). Entonces

(%) = el = D =2 (= (6= 1) -
_ ! k—1 L 1 k—2))| =
= = (= 1) | e (= 1) (= (k- 2)| =
= (%~ (k= 1)) Pa(x) =
= %-(:1:1—4— ot x,—(k—=1)) Pi(x) =
= %-[(x1+...—|—xn)~Pk_1(x)—(k‘—1)-Pk_1(x)].

Queremos probar que el ultimo miembro de la igualdad anterior coinci-
de con Py(x), y lo vamos a hacer probando que coincide cada término
de ambas expresiones.

Basta probar de hecho que los monomios en los que aparece z; coinciden
en ambas expresiones (analogamente, coincidiran todos). Empezamos
considerando la expresion que acabamos de obtener,

1
T (1 + ... 4+ xp)  Peoa(x) — (k= 1) - Peo1(x)].
Si desarrollamos, (x1+...+2y,) Py_1(X) = 21-Pe_1(X)+. . .+2p- Pr_1(x),
suma esta ultima a la que vamos a denotar por ().

Cuando hacemos el producto x; - P;_;(x) nos encontramos lo siguiente:
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e Los monomios de P,_; en los que no aparecia x; pasan a ser
monomios de grado k en los que si que aparece xi: seran de la
forma zy - (z;, ...2;,_,). Cada uno de estos monomios aparecerd
en (*) un total de k veces, una por cada x;; que multiplica a P_;.
Ademads, ninguno de estos monomios aparece en el sustraendo (k—
1) - Py_1(x) por tener grado k. En consecuencia, al dividir por k
obtendremos la suma de todos los monomios de grado k en los que
aparece x; con coeficiente 1.

e Los monomios en los que ya aparecia r; permanecen intactos por-
que para z; € {0,1} se cumple que 7 = z;. As{ pues, serdn de la
forma zy - (x4, ...2;,_,). Cada uno de estos monomios aparecerd
en (*) un total de k — 1 veces, una por cada z;, que multiplica
a P,_1. En consecuencia, todos estos monomios desapareceran al
restar (k—1)- Py_1 y no quedard ningin monomio de grado k — 1.

Esto nos permite concluir que efectivamente

(bkf‘) N % @t an) - Peoa(x) = (B = 1) - P (x)] = Pi(x).

El polinomio p en una variable de grado menor o igual que d = deg(p)

definido como
(1) : t t
p(t) :=co+ 1 ] +...+cqg

es el que buscamos, ya que efectivamente

N r1+...+x, r1+...+x,
pler+...+x,) = cotcr- ) + ...+ p =

co+cr-Pi(x)+...+cqg Py(x) =
psym(x>’

lo que concluye la demostracion. O

Pasamos ahora a introducir un resultado que serda imprescindible en la
demostracion del lema que perseguimos. Se trata de un teorema de teoria de
la aproximacién que podemos encontrar en [4] y [15], y cuya demostracion
hemos seguido en [14]. Sin embargo, antes de conocer su enunciado y su de-
mostracion vamos a enunciar un teorema clasico de Markov del que veremos
que es consecuencia directa. No entraremos en los detalles de la demostracién
de este resultado clasico porque no se ajusta al contenido de este trabajo.

Teorema 2.2.12 (Markov, [2]). Sea p : R — R un polinomio de grado d
en una variable tal que para cada nimero real x € [ay,as] se verifica que
by < p(x) < by. Entonces la derivada de p satisface que |p'(z)| < d? - %
para cada = € [ay, as).
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Teorema 2.2.13 (Ehlich, Zeller [4]; Rivlin, Cheney [15]). Sea p un polinomio
con las siguientes propiedades:

1. Para cada entero i € [0,n] se tiene que by < p(i) < bs.

2. Para algin nimero real x € [0,n] la derivada del polinomio p satisface
que |p'(x)| > ¢ > 0.

cn
deg(p) > ) ——— .
e ey sy

Demostracion. Sea ¢ = maxo<y<n [p'(x)] > c. Se cumple que para cada
nimero real x € [0, n],

Entonces

/

<pla) b+ 5.

C/
bl 5
Vamos a justificar solo la primera de las desigualdades, ya que el razonamien-
to para la segunda es idéntico. Para ello vamos a analizar cudl es el minimo
valor que puede tomar p en un ntmero real x € [0,n]| bajo las condiciones
del enunciado.

En virtud de la primera de las propiedades, el minimo valor que puede
tomar p en un entero ¢ € [0,n] es b;. Para que p pudiese alcanzar el valor
minimo tendria que tomar el valor b; en un entero 7, tener pendiente negativa
y de médulo ¢’ en ese entero 7, y tomar el valor b; de nuevo en el entero ¢ + 1.
De esta manera, p alcanzaria su valor minimo posible en el niimero real i + %
y este seria b; — %, lo que concluye la justificacion de la primera desigualdad.

Utilizando la desigualdad de Markov introducida en el Teorema 2.2.12,

tenemos que

/)] < degp- L) e
para cada z € [0, n], luego
d < deg(p)?- M
n
y es posible comprobar que se verifica que
dn cn

deg(p)? > > ,

g(p) B C/+62—b1 o C+b2—b1

con lo que tomando raices cuadradas a ambos lados habremos terminado.
La primera desigualdad de la expresién anterior se obtiene despejando.

Para probar la segunda desigualdad, calcularemos la diferencia de los dos
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miembros y analizaremos su signo:

dn cn _cdn+bydn —bic'n — cen — baen + bien
¢ +by—b  c+by—b (¢ +by—by)(c+by—by)
bon(c —c) +bin(c—c)
(¢ +by—by)(c+by—by)
n(c —c)(by — by)

(
(C + bg — bl)(C—f- bg — bl)

>0

gracias a que n, ¢ — ¢, by — by, ¢ y ¢ son mayores o iguales que 0. Asi, queda
probada la desigualdad y por tanto el teorema. O

Los dos teoremas anteriores son similares, aunque en el segundo no co-
nocemos informacién sobre el valor p(x) para cada x real en el intervalo
indicado sino solo para cada entero. Asi, el segundo teorema puede verse
como una generalizacién del teorema de Markov, aunque hemos visto que se
puede demostrar a partir de él de una forma simple.

Ahora ya podemos enunciar y demostrar el resultado principal de esta
subseccién, en el que aparece un concepto cuya definicién introduciremos
previamente.

Definicién 2.2.14. Dado un vector x, su peso de Hamming se define como
el nimero de entradas no nulas de x.

Este concepto aparece de forma natural en teoria de codigos al hablar de
la distancia minima de un cédigo lineal, que es uno de sus parametros funda-
mentales, y va a aparecer entre las hipétesis de nuestro siguiente resultado:

Lema 2.2.15. Sea f una funcion booleana tal que f(0,0,...,0) =0 y que,
para cada vector booleano x de peso de Hamming 1, verifique que f(x) = 1.
Entonces se verifican las siguientes desigualdades:

deg(f) > @ L \/g .

Demostracion. Empezamos probando la cota para &Eé( f).
Sea p un polinomio que aproxima f, de manera que Se verifica que |p(x) —
f(x)] < & para cada x € {0,1}" o, equivalentemente, —5 < p(x) — f(x) < %
para cada x € {0,1}™.
Denotaremos por p al polinomio en una variable que representa la sime-
trizacion de p, que verifica las siguientes propiedades:

1. Como ya habiamos probado en el Lema 2.2.11, deg(p) < deg(p).

2. Como |p(x) — f(x)| < 3 para cada x € {0,1}", para cada vector

booleano x se verifica que p(x) estd como mucho a distancia % de un
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valor booleano, que es 0 o 1. Esto implica que, en particular, —% <
p(x) < 3 para cada x € {0,1}". En consecuencia, teniendo en cuenta
que para cada entero ¢ se cumple que p(i) = p*¥™(z1,...,x,), con

r1+ ...+ x, =1, llegamos a que

1 1 1
—gzm' (_5) ! < ﬁ(i):psym(xlw'-axn) =
1 ( ) < 14 4
- Tr(1), yLam)) > —7 -5 "= 353
n! Pin() W)= 13 3
ﬂ'ESn
es decir, —3 < p(i) < 3 para cada entero i € [0, n).

3. p(0) < 3 ya que

W =

p(0) = p(0) — f(0) <

4. p(1) > 2 ya que p(1) = p*™(xp,), donde xp, es un vector booleano
de peso de Hamming 1, en el que por tanto f va a tomar el valor
1. Asf pues, |p(xu,) — f(xu,)| = [p(xm,) — 1] < 3 y esto implica que
—5 < p(xm,)—1 < 3 yportanto 0 < 2 < p(xp,) < 3. En consecuencia,

S e, PXE) _ dnl_ 2
n! - 3

P =" () = -

Y

donde hemos denotado por x%;, al resultado de permutar las entradas
de xp, de acuerdo con la permutacion 7, que vuelve a ser de nuevo un
vector booleano con peso de Hamming 1.

Como p es un polinomio real en una variable, tenemos que es una funciéon
continua en [0, 1] y derivable en (0,1). Esto nos permite aplicar el teorema
de los incrementos finitos de Lagrange para concluir que existe al menos un
punto z € (0,1) tal que

P'(2) = b(1) = p(0) =
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Tomando ahora by = —%, by = % yc= %, podemos aplicar el Teorema

3 )
2.2.13 para obtener

d <~)> %n _\/ﬁ
egp_ + +%_ 67

y como deg(p) > deg(p), también deg(p) > \/%. Esto nos permite concluir
que

Wl
[JUIIN

Joa(f) = min deg<p>z\/§

p aproxima f

El razonamiento que nos permite obtener la cota para deg(f) sigue exac-
tamente las mismas lineas. Sin embargo, vemos que la cota que se obtiene es
mejor.

Sea ahora p un polinomio que representa a f. Las propiedades que verifica
P en este caso son:

1. deg(p) < deg(p).

2. Como p representa a f, para cada vector booleano x se cumple que
p(x) coincide con el valor booleano f(x). En consecuencia, como p(i) =
pY™ (1, ..., x,), con i entero entre 0 y n'y x1 + ...+ x, = i, tenemos
que

~ sym 1
0§p<z):py (xla"'aajn) = Ezp(xw(l)awmw(n)):
" TES,
1 n!-1
- Ezf(xﬂ'(lﬁwxﬂ(n))S—:l)

n!
7T€Sn
luego 0 < p(i) < 1 para cada entero i € [0, n].
3. Se verifica que

n!

p(0) =p™™(0) = =0,

donde la tultima igualdad se debe a que p(0) = f(0) = 0.

4. Con las notaciones anteriores,

o Zﬂ'GSn p<X7IEI1)

n! =1

Y

donde la 1ltima igualdad se debe a que p(x},) = f(xF,) = 1 para toda
permutacién w € S,,.
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Aplicando de nuevo el teorema de los incrementos finitos de Lagrange,
tenemos que existe z € (0,1) tal que p'(z) = p(1) — p(0) = 1. Asi pues,
podemos aplicar el Teorema 2.2.13 tomando ¢ = 1, by = 0 y by = 1 para

concluirque
de (f>—de ( )>de (~)>1/ L-n —\/E

En el momento en que se llevé a cabo la anterior demostracién ya se
conocia un ejemplo con polinomios de Chebyshev que permitia demostrar
que la cota para deg(f) si que se alcanza salvo producto por una constante;
es decir, lo que se alcanza es el orden de la misma. Sin embargo, todavia no
se conoce si la cota para deg(f) se alcanza o no.

Hemos encontrado por tanto cotas inferiores para el grado y el grado
aproximado de funciones booleanas que pertenecen a un tipo muy concre-
to, pero nos gustaria extender estas cotas al conjunto de todas las funciones
booleanas. Para ello, tendremos que introducir primero otras medidas de
complejidad de funciones booleanas, y es esto a lo que dedicamos las siguien-
tes subsecciones.

]

2.2.3. La sensibilidad

Llegamos en este punto a la medida de complejidad que da nombre a la
conjetura que constituye el resultado principal de este trabajo.

Definicién 2.2.16. Sea f : {0,1}" — {0,1} una funcién booleana y sea
x = (z1,...,2,) € {0,1}"™.

Denotamos por x1# al vector booleano obtenido a partir de x cambiando
su i-ésima entrada.

Se define la sensibilidad local de f en x, que denotaremos por s(f,x),
como el ntimero de indices 7 tales que f(x) # f(x).

A partir de este concepto, la sensibilidad de f, que denotaremos por s(f),
se define como el maximo de las sensibilidades locales; es decir,

s(f) = i s(f,x).

En base a la definicion anterior, tenemos que la sensibilidad de una fun-
ciéon booleana mide su comportamiento local con respecto a la distancia de
Hamming, siendo la distancia de Hamming entre dos vectores el nimero de
entradas en las que ambos se diferencian (o, utilizando la terminologia que
habiamos introducido antes, el peso de Hamming de su diferencia). Ademas,
esta sensibilidad se puede entender como el andlogo en el caso discreto de
la regularidad de una funciéon continua. Informalmente, podemos entenderla
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también como una medida de la inestabilidad de una funciéon booleana frente
a pequenas perturbaciones en la entrada.
Presentamos a continuacién algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2.17. La sensibilidad de la funcién booleana AND,, : {0,1}" —
{0,1}, que toma el valor 1 si y solo si todas las entradas del vector booleano
que estamos tratando toman también el valor 1, es n.

Si consideramos 1 = (1,1,...,1), para cualquier entero i € [1,n] resulta
que 1 = AND, (1) # AND,,(1{%) = 0.

Sin embargo, s(AND,,,0) = 0 porque AND,,(0) = AND,,(0{"}) = 0 para
cada entero i € [1,n].

Ejemplo 2.2.18. La sensibilidad de la funcién booleana OR,, : {0,1}" —
{0,1}, que toma el valor 0 si y solo si todas las entradas del vector booleano
que estamos tratando toman el valor 0, es también n.

De forma anéloga a lo que sucedia en el ejemplo anterior, si consideramos
0 = (0,0,...,0) resulta que 0 = OR,(0) # OR,(0{"}) = 1 para cualquier
entero i € [1,n].

Sin embargo, s(OR,,1) = 0 porque OR,,(1) = OR,,(1{%) = 1 para cada
entero i € [1,n].

Ejemplo 2.2.19. Si consideramos la funciéon de paridad introducida en el
Ejemplo 2.1.2, es claro que su sensibilidad también es n.

Esto se debe a que modificar una entrada cualquiera en un vector booleano
de n componentes altera la suma maddulo 2 de estas componentes.

2.2.4. La sensibilidad por bloques

Definicién 2.2.20. Sea f : {0,1}" — {0,1} una funcién booleana y sea
x = (x1,...,x,) € {0,1}".

Para cada subconjunto S C [n], denotamos por x° al vector booleano
obtenido a partir de x cambiando todas las entradas xz; tales que 7 € S.

Se define la sensibilidad local por bloques de f en x, que denotaremos
por bs(f,x), como el maximo nimero k de subconjuntos By, ..., By de [n]
disjuntos tales que para cada B; se verifica que f(x) # f(xP).

A partir de este concepto, la sensibilidad por bloques de f, que denota-
remos por bs(f), se define como el maximo de las sensibilidades locales por
bloques; es decir,

bs(f) = max bs(f,x).

x€{0,1}"
Ejemplo 2.2.21. Si consideramos una vez mas la funcién AND,,, es claro que
bs(AND,,, 1) = n porque cambiar una entrada cualquiera del vector 1 cambia

el valor que le asigna nuestra funcién de conjuncién. Asi, {1},{2},...,{n}
son n bloques disjuntos y sensibles. Como el maximo valor que puede tomar
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la sensibilidad por bloques es precisamente n, esto nos permite concluir que
bs(AND,,) = n.

Sin embargo, bs(AND,,,0) = 1 porque el tnico bloque sensible para este
vector es {1,...,n}. Esto se debe a que, partiendo del vector (0,...,0), si
queremos que su valor a través de AND,, pase a ser 1 tenemos que cambiar
cada una de sus entradas.

Aunque volveremos sobre ello en la seccion dedicada a estudiar las pri-
meras relaciones entre medidas de complejidad, es claro a partir de las defi-
niciones que el valor de la sensibilidad de una funcién booleana es siempre
menor o igual que el de la sensibilidad por bloques. Podemos preguntarnos si
existe alguna funcion booleana para la que la desigualdad anterior sea estric-
ta, y la respuesta a esta pregunta, que es afirmativa, fue proporcionada por
primera vez por Rubinstein en [16]. Entraremos en los detalles de la misma
en el Apéndice A.

2.2.5. Otras medidas de complejidad interesantes

Dedicamos esta seccion a introducir otras medidas de complejidad de fun-
ciones booleanas interesantes. Todas ellas apareceran en la siguiente seccion
y nos permitiran plantear la conjetura de la sensibilidad, asi como apreciar
la relevancia que tiene.

Empezamos hablando de arboles de decision.

Un arbol de decision es uno de los modelos computacionales mas senci-
llos, v se utiliza para estudiar el nimero de bits de la entrada que se necesita
conocer para hallar el valor de una funcién en esta entrada. Un arbol de deci-
sién para una funcién booleana es un arbol en el cual cada vértice representa
a una de las variables y de él salen dos aristas, una que corresponde al valor
0 de esa variable, y la otra correspondiente al valor 1.

Dado un valor de entrada x = (z1,...,x,), el cdlculo se efectia de la
manera siguiente en cada nodo. En primer lugar, analizamos el valor que
toma la variable x; correspondiente a ese nodo. Si x; = 1, continuamos hacia
el nodo al que nos conduce la arista correspondiente al valor 1, y tomamos
la arista correspondiente al valor 0 en caso contrario. De esta manera, cada
entrada x determina un camino dentro del arbol y el valor de la hoja al final
de ese camino es precisamente f(x).

Un ejemplo de arbol de decisiéon para calcular los distintos valores que
toma la funcién de mayoria en tres variables, y que podemos encontrar en
las notas [1] correspondientes a un curso de la Universidad de Princeton, es
el siguiente:
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El coste de un arbol ¢ para un valor de entrada x, que denotaremos por
cost(t,x), no es méas que el menor nimero de bits de x cuyo valor necesi-
ta conocer el arbol antes de proporcionarnos el valor de la funcién en esa
entrada.

Definicién 2.2.22. La profundidad de un arbol de decisién t se define como
la longitud del camino mas largo de t desde la raiz hasta alguna de las hojas.

Si utilizamos la nomenclatura que ha aparecido en el parrafo anterior, te-
nemos que la profundidad de ¢ se puede expresar como maxyeo,13» cost(, x).

Antes de pasar a la siguiente definicion, notemos que los distintos orde-
nes en los que se pueden pedir los valores de las entradas de x determinan
distintos arboles de decisién para una misma funcion f.

Definicién 2.2.23. La complejidad por drbol de decision de f, que denota-
remos por D(f), se define como la menor profundidad de todos los arboles
de decision posibles para calcular los valores de f. Es decir, si denotamos por
T el conjunto de los arboles de decision que permiten hallar los valores de f,
se tiene que

D(f) = r%glxg{lgﬁn cost(t, x).

La complejidad por arbol de decisién es conocida también como comple-
jidad por consulta determinista ya que es equivalente al menor ntimero de
consultas que necesita un algoritmo determinista con el objetivo de hallar
distintos valores de f.

Pasamos ahora a hablar de una nueva medida de complejidad, que sera
la dltima que introduzcamos en el trabajo: la complejidad por certificado.

Definicién 2.2.24. Un certificado de una funcién booleana f para una en-
trada x € {0,1}" es un subconjunto S C [n] tal que f es constante en todas
las entradas que coinciden con x en los bits cuyos indices pertenecen a S. Es
decir, S es un certificado de f para x si y|g = x|s implica que f(y) = f(x).

En particular, si f(x) = 0, un O-certificado para x es un conjunto S tal
que y|s = x|g implica que f(y) =0.Y si f(x) = 1, un 1-certificado para x
es un conjunto S tal que y|s = x|g implica que f(y) = 1.
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La complejidad por certificado de f en x, que denotaremos por C(f,x),
se define como el tamano del menor certificado de f para x.

A partir de estos conceptos, vamos a definir la complejidad por 1-certificado
de f, que denotaremos por Cy(f), como Ci(f) = maxy tal que fx)=1 C([f,X).
Andlogamente, definimos la complejidad por 0-certificado de f, Co(f), como
CO(f) = MAXy tal que f(x)=0 C(fv X)'

Por 1ultimo, se define la complejidad por certificado de f, que representa-

remos por C(f), como C(f) = max{Co(f), C1(f)} = méxxeo,13» C(f,%).

2.3. Primeras relaciones entre medidas

Después de haber introducido algunas de las medidas de complejidad de
funciones booleanas mas interesantes, vamos a dedicar esta seccion a exponer
las relaciones entre ellas que ya se conocian en el momento en que se enuncié
la conjetura de la sensibilidad.

El primer resultado que voy a enunciar y demostrar con detalle nos pro-
porciona cotas inferiores para el grado y el grado aproximado de una funcion
booleana en términos de su sensibilidad por bloques.

Lema 2.3.1. Para cada funcion booleana f se satisfacen las siguientes des-
1qualdades:

bs(f — bs(f
aca(f) 2 /20 e = /2
Demostracion. Sea f una funcién booleana y sean x y S, ..., S; la entrada

y los conjuntos que nos permiten alcanzar el valor de la sensibilidad por
bloques de f definida en 2.2.20. En particular, se tiene que Si,...,S; son
conjuntos disjuntos y para cada i entre 1 y ¢ se cumple que f(x) # f(x%),
de acuerdo con las notaciones que habiamos introducido antes.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f(x) = 0. Esto se debe
a que si f(x) = 1 basta considerar la funcién booleana g = 1 — f, que verifica
g(x) =0y deg(g) = deg(f).

Denotando por @& al operador que suma bits o vectores de bits médulo 2,
definimos una funcién f’(yy,...,y;) como sigue:

fy, o) = fx@pS @ ... @ yeSy);

es decir, el j-ésimo bit proporcionado a f es x; @ y; si j pertenece a \S;, y es
x; si j no pertenece a ninguno de los conjuntos S;.
Tenemos que se cumple lo siguiente:

1. deg(f") < deg(f), ya que los bits x; actian como constantes en la
definicién de f' y t < n.

2. f’ satisface las hipotesis del Lema 2.2.15:
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= f(0,...,0) = f(x®051®...40S5;) = f(x), y estamos trabajando
con la suposicién de que f(x) = 0 sin pérdida de generalidad.

= Sea yy, un vector booleano con peso de Hamming 1; es decir, yg,
tiene todas las entradas nulas salvo una, cuyo valor es 1.
Queremos probar que f'(yp,) = 1.

Supongamos que la entrada no nula de y, es la i-ésima. Entonces
['(yu,) = f(x®1S;), donde es claro que el vector x@ 15; coincide,
utilizando la notacién anterior, con x°. Asi pues,

Flyn,) = F(x¥) # f(x) =0,

y como f(x%7) € {0,1} podemos concluir que f'(yp, ) = 1.

Aplicando el Lema 2.2.15 a f’, y teniendo en cuenta que t = bs(f),
obtenemos que

bs(f)

bs(f)
5 :

yoo deg(f) 2/~

deg(f') >

Teniendo por ultimo en cuenta la primera observacion de las anteriores,
en virtud de la cual deg(f) > deg(f’), concluimos la prueba. O

En cuanto a las dos medidas de complejidad introducidas en la Subsec-
cién 2.2.5, la complejidad por arbol de decisién D(f) y la complejidad por
certificado C'(f), podemos empezar diciendo que C(f) < D(f). Esto se debe
a que el camino que se sigue en un arbol de decision, desde la raiz hasta una
hoja, para hallar el valor de f en x determina inmediatamente un certificado
para x, pero puede ser que existan certificados de f para x de menor tamano.

También es posible probar, aunque no entraremos en los detalles de la
demostracion por el trasfondo que conllevan, que se verifica el siguiente re-
sultado. Para encontrar los detalles de la prueba, se puede consultar [11].

Proposicién 2.3.2. Para toda funcion booleana f se cumple que

D(f) < Co(f) - Ca(f) < C(f)*.

Asimismo, es posible hallar alguna relacion polinémica que nos permita
comparar la complejidad por certificado tanto con la sensibilidad como con
la sensibilidad por bloques de una funcién booleana f, y a esto dedicamos
los dos siguientes resultados:

Proposicién 2.3.3. Para toda funcion booleana f,

s(f) < C(f)-
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Demostracion. Si f(x1") # f(x) para algin entero i € [n], entonces i debe
estar presente en cualquier certificado de f para x.

En efecto, supongamos que existe un certificado S de f para x al que ¢ no
pertenece. Entonces, si consideramos x y x{%, tenemos que ambas coinciden
en las entradas cuyos indices pertenecen a S (de hecho, coinciden en todas
las entradas salvo la i-ésima) y sin embargo los valores que toma f en x y
x1} son distintos, lo cual es absurdo.

Ahora bien, el conjunto de indices i para los cuales f(x) # f(x!"}) tiene
cardinal s(f,x), y cualquier certificado de f para x va a contener a dicho
conjunto. Esto implica que s(f,x) < C(f,x) y de aqui se sigue inmediata-
mente la desigualdad del enunciado, sin méas que tomar el maximo cuando
x € {0,1}" a ambos lados. O

Teorema 2.3.4. Para toda funcion booleana f,

bs(f) = VCO(f) -

Demostracion. Sea x € {0,1}" tal que la complejidad por certificado de f se
alcanza en x; es decir, C(f) = maxyecqo13» C(f,y) = C(f,x). En particular,
como C(f,x) es el tamano del menor certificado de f para x, se tiene que
cualquier certificado de f para x tiene tamano al menos C(f).

En primer lugar, vamos a demostrar que si B es un bloque sensible y
minimal de f en alguna entrada x, entonces |B| < s(f). El hecho de que B
sea un bloque sensible quiere decir que f(x”) # f(x), y como ademas B es
minimal se cumple que f(x%) = f(x) para cualquier subconjunto propio C
de B.

Sii € B, entonces (xZ)! es el resultado de cambiar el valor de |B| — 1
bits del vector booleano x (los | B| que habiamos cambiado para obtener x?
menos el i-ésimo bit, que es devuelto a su valor original). En consecuencia, de
la minimalidad de |B| se sigue que f((x®){#) = f(x). Como f(x?) # f(x),
llegamos a que f((xZ)1) # f(xP) y en consecuencia |B| < s(f,x?) < s(f).

Sean ahora By, ..., B, m subconjuntos disjuntos de [n] como los que
aparecian en la definicién de la sensibilidad por bloques de f, de manera
que m = bs(f,x). Para cada i € [m], sustituimos B; por un subconjunto
B; C B; que sea un bloque sensible minimal. Veamos que S := U;’;léi es un
certificado de f para x; es decir, que si y|s = x|s entonces f(y) = f(x).

Para probar esto razonamos por reduccion al absurdo, suponiendo que
existe un vector booleano y tal que y|s = x|s y sin embargo f(y) # f(x).
Definimos el conjunto B* = {i € [n] tales que z; # y;}. Si cambiamos en x
los bits cuyos indices pertenecen a B*, lo que hacemos es cambiar en x todos
aquellos bits que no coinciden con los de y, obteniendo precisamente y como
resultado; es decir, x®" = y. En consecuencia, f(x?") = f(y) # f(x), lo que
implica que B* es un bloque sensible de f para x. También, por la forma en
la que se ha definido, } = B*N S = U™, (B; N B*). Esto nos conduce a que
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By, ..., By, B* son bloques sensibles disjuntos de f para x, en contradiccién
con el hecho de que m = bs(f,x).

Tenemos entonces que S = U™, B; es un certificado de f para x, y gracias
a que la uniéon anterior es disjunta y estamos suponiendo que el tamano
minimo de cualquier certificado de f para x es C(f), tenemos que |S| =
>oimy |Bil = CO(f).

Ahora, si m = bs(f,x) > 1/C(f), hemos terminado.

En caso contrario, ha de existir i € [m] tal que |B;| > 1/C(f). Si no fuera
asi, obtendrfamos que 3" |B;| < m+/C(f) < C(f), en contradiccién con
el parrafo anterior. Ahora bien, notemos que a partir de las definiciones de
sensibilidad y sensibilidad por bloques de una funcién booleana f se deduce
inmediatamente que s(f) < bs(f). Esto se debe a que todos los indices para
los cuales f es sensible dan lugar a bloques unipuntuales y también sensibles.
Aplicando esto y lo que habiamos probado al comenzar la demostracion:

bs(f) > s(f) > |Bi| > VC(f) ,

lo que nos permite concluir la prueba del teorema. O

Dentro de la demostracién anterior hemos mencionado y demostrado un
resultado que, aunque sencillo, tiene una gran importancia dentro de este
trabajo. Por este motivo, lo enunciamos a continuacién:

Proposicion 2.3.5. Para toda funcion booleana f se verifica que

s(f) < bs(f).

Mas adelante volveremos sobre este resultado. De momento, combinando-
lo con el Lema 2.3.1 podemos obtener inmediatamente cotas inferiores para
el grado y el grado aproximado de una funcién booleana en términos de su
sensibilidad:

Proposicién 2.3.6. Para cada funcion booleana f se satisfacen las siguien-
tes desigualdades:

aca(p) 2 =Y

Es posible también establecer una relacién entre la complejidad por arbol
de decision de una funcion booleana f y su grado de la siguiente manera:

Proposicion 2.3.7. Para toda funcion booleana f se verifica que

deg(f) < D(f).
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Demostracion. Consideramos un arbol de decisiéon 7' que nos permita hallar
los valores de f de manera que la profundidad de 7" sea D(f). Sea L una
hoja con valor de salida 1 y sean xq,...,z, las entradas que intervienen en
el camino desde la raiz hasta la hoja L, con valores by, ...,b,. en cada una.

Definimos el polinomio P (x) = [[;,,—; #i*[ [1.5,—(1— i), que tiene grado
menor o igual que la profundidad del arbol; es decir, deg(Pr) < D(f). Més
alld de eso, Pr(x) = 1 si la entrada x nos conduce a la hoja L a lo largo del
arbol y Pr(x) = 0 en otro caso.

Por ultimo, sea P = ) rea Pr lasuma de todos los polinomios P, como el
definido antes, donde L varia en el conjunto A de las hojas que proporcionan
valor de salida 1. Entonces

deg(P) = mix (deg(Pr)) < D(f),

y P(x) = 1 si y solo si la entrada x nos permite alcanzar una hoja con
valor de salida 1, lo que implica que P representa a f y por tanto deg(f) =
deg(P). O

Notemos ahora que, por la forma en la que se han definido, todo polino-
mio que representa a una funcién booleana f es también un polinomio que
aproxima f. En efecto, la distancia entre una funcién booleana y el polino-
mio multilineal que la representa es igual a 0, que es menor que %, cuando
evaluamos ambos en el mismo vector booleano. Teniendo en cuenta que el
grado aproximado de una funcién booleana es el minimo de los grados de
todos los polinomios que aproximan f, esto implica directamente el siguiente

resultado:

Proposicion 2.3.8. Para toda funcion booleana f se verifica que

deg(f) < deg(f).

A continuacién vamos a enunciar un lema que serd util en la demostracién
del siguiente teorema y que muestra que la complejidad por arbol de decisién
se puede relacionar polinémicamente con la sensibilidad por bloques de la
siguiente manera:

Lema 2.3.9. Para toda funcion booleana f se verifica que

bs(f) < D(f) < bs'(f).

Demostracion. En el caso de este lema, vamos a probar solo la primera des-
igualdad. Esto se debe a que la demostracién de la segunda desigualdad nos
llevaria a introducir nuevos resultados auxiliares y no queremos extendernos
demasiado en este primer capitulo. En cualquier caso, es posible encontrar
la demostracién completa de este resultado en [13].
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Para demostrar que bs(f) < D(f), sean x y By, ..., B; la entrada y los
conjuntos que nos permiten alcanzar el valor de la sensibilidad por bloques
de f, de manera que t = bs(f).

Si probamos que cualquier arbol de decisiéon tiene que pedir el valor de
al menos una entrada de cada uno de los bloques anteriores para conocer el
valor que toma f en x, ya podremos concluir.

Y esto es efectivamente cierto: para comprobarlo, supongamos que no lo
fuera y que existen un valor j entre 1 y ¢t y un arbol de decision T que no
pide el valor de ninguna entrada x; de x con ¢ € B;. Asi, cambiando en x
las entradas x; cuyo indice pertenece a ese conjunto Bj;, tendriamos que el
valor de la funcién en x cambiarfa (por ser B; un bloque sensible), y sin
embargo el arbol de decisiéon T' seguiria proporcionando el mismo valor, lo
cual es absurdo. O]

A partir de estos resultados, y probando una cota superior para la com-
plejidad por arbol de decision de f en términos de su grado aproximado,
ha sido posible observar, quizas sorprendentemente, que calcular una apro-
ximacién no es mucho mas facil que hallar una representacién exacta de una
funcién booleana. Esto es lo que se recoge en el siguiente resultado, que nos
proporciona ademés la relacion polinémica existente entre la complejidad por
arbol de decision de una funcién booleana y su grado aproximado:

Teorema 2.3.10. Para toda funcion booleana f se verifica que
deg(f) < deg(f) < D(f) < 1296 - deg(/)".

Demostracion. La primera desigualdad y la segunda han sido probadas en la
Proposicién 2.3.8 y la Proposicion 2.3.7, respectivamente.

Para probar la tltima de las desigualdades vamos a utilizar, por un lado,
que D(f) < bs*(f), como ya habiamos comentado en el Lema 2.3.9. Por otro
lado, del Lema 2.3.1 se deduce facilmente (sin més que elevar al cuadrado los
dos miembros de la segunda desigualdad y despejar) que bs(f) < 6- &Eg( )2
Asi pues, - -

D(f) < bs*(f) < 6" deg(f)® = 1296 - deg(f)®.

]

De forma anéaloga, utilizando la Proposicion 2.3.7, se ha conseguido probar
también el siguiente teorema:

Teorema 2.3.11. Para toda funcion booleana f se tiene que

deg(f) < D(f) < 16deg(f)®.

Demostracion. La primera desigualdad ha sido probada en la Proposicion
2.3.7. Por tanto, basta con probar la segunda.
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Para ello vamos a utilizar, por un lado, que D(f) < bs*(f), como ya
habfamos comentado en el Lema 2.3.9. Por otro lado, del Lema 2.3.1 se
deduce facilmente (sin més que elevar al cuadrado los dos miembros de la
primera desigualdad y despejar) que bs(f) < 2 - deg(f)?. Asi pues,

D(f) < bs(f)* <2'-deg(f)® = 16 deg(f)®

y concluimos. |

Después de haber probado todos estos resultados, vamos a introducir
una ultima nocién: se dice que dos medidas de complejidad de funciones
booleanas s; y sy son equivalentes o estdn polindmicamente relacionadas si
existen constantes C7,Cy > 0 tales que para toda funciéon booleana f se
cumple que

s2(f) < s1(f) < sa(f)2,

salvo producto de algiin término de la cadena de desigualdades anterior por
una constante positiva.

Veamos qué podemos decir de las medidas de complejidad con las que
estamos trabajando:

= Del Teorema 2.3.11 se deduce que el grado y la complejidad por arbol de
decision de una funciéon booleana estan polinémicamente relacionados.

= Del Teorema 2.3.10 se deduce que el grado aproximado y la complejidad
por arbol de decisiéon de una funcién booleana son equivalentes.

= Del Lema 2.3.9 se deduce que la sensibilidad por bloques y la comple-
jidad por arbol de decisiéon de una funcién booleana son equivalentes.

= De la Proposicién 2.3.2 y el razonamiento del parrafo anterior a ella se
sigue que
C(f) < D(f) < C(f),
que implica que la complejidad por certificado y la complejidad por
arbol de decisiéon de una funcién booleana son equivalentes.

» En el Teorema 2.3.4 vefamos que /C(f) < bs(f). Como también hemos
visto que bs(f) < D(f) < C(f)?, resulta que

C(f) <bs(f) <C(f),

y esto implica que la sensibilidad por bloques y la complejidad por cer-
tificado de una funciéon booleana estan polindmicamente relacionadas.

= De las cadenas de desigualdades C(f) < D(f) < C(f)?y aég(f) <
D(f) <1296 - deg(f)® se sigue que

Vaea(r) < VDT < O(f) < D) < 1206 - de( )",
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con lo que
deg(f) < C(f) < 1296 - deg(f)*

y esto implica que el grado aproximado y la complejidad por certificado
de una funcién booleana estan polinémicamente relacionadas.

» Andlogamente, de las cadenas de desigualdades C'(f) < D(f) < C(f)?
y deg(f) < D(f) < 16 deg(f)* se sigue que

Vdeg(f) < v/D(f) < C(f) < D(f) < 16 - deg(f)®,

con lo que
deg(f) < C(f) <16 - deg(f)®

y esto implica que el grado y la complejidad por certificado de una
funcién booleana estdn polinémicamente relacionadas.

» En el Lema 2.3.1 probamos que 4/ # < aéé(f). Como también hemos
visto que aég(f) < deg(f) < D(f) < bs(f)*, tenemos que

) < e f) < st )"

y por tanto el grado aproximado y la sensibilidad por bloques de una
funcién booleana estan polinémicamente relacionados.

s También en el Lema 2.3.1 habiamos probado que \/# < deg(f).
Haciendo uso de que deg(f) < D(f) < bs(f)?, tenemos que

bs(f)

5 < deg(f) < bs(f)*,

con lo cual el grado y la sensibilidad por bloques de una funcién boo-
leana son equivalentes.

= Sabemos que d?:é( f) < deg(f). Ademds, combinando los resultados
2.3.7y 2.3.10 resulta que deg(f) < D(f) < 1296-deg(f)®. En definitiva,

deg(f) < deg(f) < 1296 - deg(f)*

y esto implica que el grado y el grado aproximado de una funcion
booleana estan polinémicamente relacionados.

Acabamos de probar que todas las medidas de complejidad introducidas
en este trabajo, salvo la sensibilidad, estan polindmicamente relacionadas.
Sin embargo, todavia no hemos encontrado ninguna cota inferior para la
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sensibilidad de una funcién booleana en términos de alguna de las otras
medidas.

Ante esto, Nisan y Szegedy se plantearon en el articulo [14] si existiria una
relacion polinémica entre la sensibilidad y la sensibilidad por bloques de una
funcién booleana, para las que ya sabemos que s(f) < bs(f). La existencia
de esta relacién es lo que se conoce como conjetura de la sensibilidad y
tardé aproximadamente 30 anos en ser probada. De hecho, el resultado que
Hao Huang probé6 en 2019 en [7] es que s(f) > (/deg(f), y esto, ademés
de permitirnos concluir que efectivamente la conjetura de la sensibilidad se
verifica (como veremos en el siguiente capitulo), nos permite deducir junto a
lo que acabamos de probar que todas las medidas de complejidad de funciones
booleanas que aparecen en este trabajo estan polinémicamente relacionadas.



Capitulo 3

La conjetura de la sensibilidad

3.1. Enunciado y consecuencias

Volviendo sobre el ultimo parrafo del capitulo anterior, vamos a escribir el
enunciado original de la conjetura de la sensibilidad, tal y como lo plantearon
Nisan y Szegedy en 1994.

Conjetura 3.1.1 (Conjetura de la sensibilidad). Eziste una constante C' > 0
tal que para toda funcion booleana f

bs(f) < s(f)°.

Antes de conocer si esta conjetura era cierta o no, ya se podia apreciar que
su veracidad tendria una gran importancia. Como ya hemos comentado en el
capitulo anterior, la prueba de esta conjetura nos va a permitir concluir que
todas las medidas de complejidad de funciones booleanas que aparecen en
este trabajo estan polinémicamente relacionadas. Asi, desde el punto de vista
computacional, la conjetura de la sensibilidad implicaria que las funciones
booleanas “suaves” (de baja sensibilidad) serian faciles de calcular utilizando
algunos de los modelos méas simples, como por ejemplo los arboles de decision.
Algebraicamente, esta conjetura afirma que las funciones booleanas con estas
propiedades tienen un grado bajo como polinomios reales. Por ultimo, tal y
como vamos a ver en la siguiente secciéon, Gotsman y Linial observaron en
[6] que la prueba de esta conjetura era equivalente a resolver un problema de
naturaleza puramente combinatoria dentro de la teoria de grafos.

Vamos a dedicar la siguiente seccién precisamente a esto: veamos el papel
que juega la teoria de grafos dentro de un problema enunciado originalmente
en el marco de la teoria de la complejidad computacional.

3.2. Intervencion de la teoria de grafos

A pesar de los esfuerzos realizados durante cerca de 30 anos en el contexto
de la teoria de la complejidad computacional para probar que la sensibilidad
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y la sensibilidad por bloques de una funciéon booleana estan polinémicamente
relacionadas, lo inico que se habia conseguido hasta 2019 eran cotas exponen-
ciales y ejemplos que hacian sospechar que la relaciéon entre ambas medidas
tenia que ser de orden al menos cuadratico.

Vamos a mostrar a continuacion, para hacernos una idea, cudles eran las
cotas superiores que se habian obtenido hasta ese momento para la sensibi-
lidad por bloques de una funciéon booleana en términos de su sensibilidad,
todas ellas de tipo exponencial:

w bs(f) = O(s(f) - 4°) (Simon, 1983).
= bs(f) < o= s . \/s(f) (Kenyon y Kutin, 2004).

n bs(f) < 250~L.5(f) (Ambainis, Bavarian, Gao, Mao, Sun y Zuo, 2013).

A pesar de que solo se obtenian cotas de tipo exponencial, algunos autores
consiguieron construir ejemplos de funciones booleanas particulares para las
cuales la relacién entre su sensibilidad y su sensibilidad por bloques era de
orden cuadratico:

= bs(f) = 2s(f)? (Rubinstein, 1995).
)=
. bs(f) =

Esto hacia sospechar que esas cotas exponenciales obtenidas se podian
mejorar hasta obtener una cota de tipo polinémico.

Es en este momento cuando entra en juego la teoria de grafos. Gotsman y
Linial enuncian y demuestran un teorema en 1992 que establece una equiva-
lencia entre dos afirmaciones: una de ellas se encuadra en el marco de la teoria
de la complejidad computacional, a la que pertenece originalmente la conje-
tura de la sensibilidad, mientras que la otra es de naturaleza combinatoria y
pertenece a la teoria de grafos. Veamoslo.

» bs( s(f)? + s(f) (Virza, 2011).

~~

[SUI I T

s(f)? — 3s(f) (Ambainis y Sun, 2011).

2

3.2.1. El teorema de equivalencia

Antes de presentar el teorema de equivalencia, conviene introducir un
nuevo concepto asociado a las funciones booleanas.
Si la representacion polinomial de una funcién booleana viene dada de la

siguiente manera,
p(x) = Z [@IH%] ;

1C[n] icl

diremos que el coeficiente a; es la transformada de Fourier de f en I y lo
denotaremos por f(I). Este concepto esté claramente relacionado con el que
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recibe el mismo nombre dentro de la rama del analisis matematico, sin mas
que observar que las funciones de la forma [, ; z;, con I C [n], forman una
base ortonormal del espacio vectorial de todas las funciones f : {—1,1}" — R
dotado del producto interno

)= 5 S f60g(x).

xe{—-1,1}n

Se pueden encontrar estos detalles en [9]. En ocasiones, y por cuestién de
comodidad, denotaremos al polinomio anterior con el mismo nombre de la
funcién booleana a la que representa.

En cuanto a la notacién que vamos a utilizar dentro de este capitulo,
vamos a considerar nuevamente que las funciones booleanas estan defini-
das en {—1,1}" y tienen su llegada en el conjunto {—1,1}, en lugar de
ser funciones de {0,1}" en {0,1}. Como ya hemos comentado previamen-
te, esto no supone ningin problema. ), va a denotar el grafo del cubo n-
dimensional C™ = {—1,1}", en el que dos vértices son adyacentes si y solo
si difieren exactamente en una tnica de sus componentes. Para un subgrafo
inducido G de @,,, vamos a denotar por A(G) a su grado maximo; es decir,
A(G) = maxyey () degg(x), donde degy(x) hace referencia al grado de x
visto como vértice del subgrafo inducido GG. Finalmente, vamos a denotar
por I'(G) a la siguiente cantidad:

[(G) = méx{A(G), A(Q, — G)}.

Después de haber introducido las herramientas necesarias, ya nos encon-
tramos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema de equivalencia.

Teorema 3.2.1. Dada una funcion estrictamente creciente h : N — R, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo subgrafo inducido G de Q, tal que |V(G)| # 2"7!, T'(G) >
h(n).

2. Para toda funcion booleana f, s(f) > h(deg(f)).

Nota 3.2.2. Notemos que la primera de las afirmaciones hace referencia sim-
plemente a subgrafos inducidos del cubo n-dimensional que no tienen exac-
tamente la mitad de los vértices.

Demostracion. En primer lugar, y con el fin de aproximar su contenido al de
la segunda afirmacién, vamos a transformar la primera de las afirmaciones
en un aserto sobre funciones booleanas. Para ello, vamos a asociar a cada
subgrafo inducido G de @,, una funcién booleana g tal que g(x) = 1 si y solo
six € V(G).

Si recordamos la definicién de sensibilidad local, tenfamos que s(g, x) era
el niimero de coordenadas i de x tales que g(x) # g(x{™). Traduciendo esto
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al caso de los grafos que estamos considerando, como los vectores que difieren
de x en una tunica coordenada son precisamente los correspondientes a los
vértices adyacentes a él, resulta que s(g,x) es el nimero de vértices y de @,
adyacentes a x tales que g(x) # g(y).

Sea ahora x € V(G). Para este x se verifica que degq(x) coincide con el
nimero de vértices de ), que son adyacentes a x menos el nimero de vértices
y de @, que son adyacentes a X pero no pertenecen al subgrafo G. Estos
vértices y son precisamente aquellos para los cuales g(y) = =1 # 1 = g(x) o
en otras palabras, son aquellos vectores que corresponden a las coordenadas
de sensibilidad de la funcién g en x. Con la notacion que venimos utilizando,
y teniendo en cuenta que todo vértice de @), tiene grado n alli porque es
adyacente a un vértice en cada direccién, esto se traduce en la siguiente
expresion:

degn(x) =n—s(g,x) V xeV(Q).
Un razonamiento idéntico nos permite probar que lo mismo ocurre en

Qn — G para cada x ¢ V(G):

degg, ¢(x) =n—s(g9,x) V x¢V(G).

Vamos a denotar por E(g) al valor medio de la funcién g en C™; es decir,
1
B(g) =5, > 9(x).
xeCn
Veamos que se cumple lo siguiente:
E(g) =0« |V(G)] =2"

Para probarlo, vamos a demostrar la doble implicacion:

= Vamos a probar el contrarreciproco. Para ello, supongamos que G es
un subgrafo inducido de @, tal que |V (G)| # 2", Entonces, teniendo

en cuenta que la funcién booleana ¢ verifica que g(x) = 1 si y solo
si x € V(G), se verifica que E(g) # 0. Esto se debe a que, en caso
contrario,

s Y=o | Y a0 Y a] =0

xeCn xeV(G) x¢V (G)
implica que
V(@)= ) gx)== Y g(x)=—(=1)-|V(Qn) - V(G)|
xeV(G) x¢V (G)
y de aqui se sigue que |V (G)| = |V (Q,) — V(G)|.
Como |V(G)| + [V(Qn) — V(G)| = |[V(Qn )\

concluir, junto con lo anterior, que |V (G)|
estabamos suponiendo.

2”, esto nos permite
, en contra de lo que
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< También en este caso vamos a probar el contrarreciproco.

Para ello, supongamos que la funcién booleana g verifica que E(g) # 0.
Entonces, teniendo en cuenta que el subgrafo inducido G de @), cumple
que V(G) = {x e C" / g(x) =1}, se verifica que |V (G)| # 2". Esto

se debe a que, en caso contrario,

Blo) = 53000 = on | 30 a0+ Y g =
)

xeCn x€V(Q) x¢V (G
1

= 1T (- = o,

en contra de la hipotesis que estabamos asumiendo.

Ahora estamos en condiciones de demostrar que la primera afirmacién es
equivalente a:

(1)

Para toda funcién booleana g, E(g) # 0 implica que existe x € C™ tal
que s(g,x) < n — h(n).

En efecto, vamos a demostrar la doble implicacion:

(1) = (1)

Sea ¢ una funcién booleana con E(g) # 0. Por lo que acabamos de
probar, esto implica que |V(G)| # 2", siendo G el subgrafo inducido
de @, cuyos vértices son aquellos x € C™ tales que g(x) = 1. Dado
que se verifica (1), se tiene que I'(G) > h(n). En consecuencia, de la
definicién de I'(G) se deduce que existe x € C™ tal que deg(x), viendo
x como vértice de uno de los subgrafos inducidos G o @),, — G, es mayor
o igual que h(n). Pero también hemos visto antes que el valor de este
grado es precisamente n — s(g, x), luego tenemos que existe x € C™ tal
que n — s(g,x) > h(n).

A partir de aqui concluimos que existe x € C™ tal que s(g,x) < n —
h(n), que es equivalente a decir que se verifica (1').

Sea G un subgrafo inducido de @, tal que |V(G)| # 2"~ !. Considera-
mos la funcién booleana g que toma el valor 1 exactamente en aquellos
x pertenecientes a V(G). Entonces, por lo que hemos visto antes, se
verifica que F(g) # 0. Como estamos suponiendo que se verifica (1'),
esto implica que existe x € C™ tal que s(g,x) < n — h(n). En conse-
cuencia, si denotamos por d el grado de x visto como vértice de G' o de
Q. — G, tenemos que d =n — s(g,x) > h(n).

A partir de aqui concluimos que I'(G) > h(n), que es equivalente a
decir que se verifica (1).

Lo que hacemos a continuaciéon es probar que la segunda afirmacion es
equivalente a:
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(2") Para toda funcién booleana f, s(f) < h(n) implica que deg(f) < n.
Nuevamente, vamos a probar la doble implicacion:

(2) = (2') Sea f una funcién booleana con s(f) < h(n). Como estamos suponiendo
que se verifica (2), se cumple que deg(f) < h~'(s(f)). Entonces

deg(f) < 7 (s(f)) < B (h(n)) =n .

(2") = (2) Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que existe una fun-
cién booleana f tal que s(f) < h(deg(f)).

Como estamos suponiendo que se verifica (2’), esto implica que deg(f) <
deg(f), lo cual es absurdo.

En resumen, para demostrar el teorema basta probar que son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

(1') Para toda funcién booleana g, F(g) # 0 implica que existe x € C™ tal
que s(g,x) <n — h(n).

(2") Para toda funcién booleana f, s(f) < h(n) implica que deg(f) < n.

Para probar esto, comenzamos definiendo la funcién booleana g(x) =
f(x)-p(x), donde p(x) es la funcién de paridad de x (en notaciéon multiplica-
tiva porque estamos considerando funciones booleanas definidas en {—1,1}"
con llegada en el conjunto {—1,1}); es decir, p(x) =[]\, =

Se cumple que s(g,x) = n—s(f, x) para cadax € C". En efecto, para cada
vector y que difiere de x en una tnica coordenada se tiene que p(x) # p(y).
Asi pues, como las funciones f, g y p toman solo los valores +1 o —1 y
g9(x) = f(x) - p(x), si tuviéramos f(x) # f(y) se cumpliria que g(x) = g(y).

En consecuencia, los vectores que difieren de x en una unica coordenada y
proporcionan valores distintos de g se obtienen a partir del conjunto de todos
los vectores que difieren de x en una tnica coordenada, que tiene cardinal n,
eliminando todos aquellos vectores que proporcionan distintos valores de f.
Esto se traduce en la expresion deseada:

s(g,x) =n — s(f,x).

También es posible demostrar que se cumple que §(I) = f([n] — I) para
todo I C [n].

En efecto, si tenemos I C [n] y f([) - [Lic; #i es un monomio de f, al
multiplicar por p(x) = [[;_, z; para obtener la funcién g resulta que las z;
con i € I se multiplican por s{ mismas, obteniendo de esta manera x? = 1.
Por otra parte, las x; con ¢ € [n] — I pasan a aparecer en este monomio en el
que antes de multiplicar por p(x) no aparecian.
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En consecuencia, tras multiplicar el monomio f(7) - [L;c; zi por p(x) ob-

tenemos el siguiente monomio de g: f(I)-]] x;. De aqui se sigue inme-

i€n]—1
diatamente que g([n] — I) = f(I) y en consecuencia g(I) = f([n] — I).
De esta propiedad se deduce también que f([n]) = §(0), donde se puede

probar que este dltimo valor coincide con E(g). Vedmoslo:

D WEEED o I i SR

xeCn xeCm \ IC[n] i€l

DN UEDNEDS [gmﬂxi]

xeCn x€C™ \ IC[n],I#0 iel

- e 3 (o0 ST

IC[n],I#0 xeCn iel

Asi, si probamos que > . [[;c; % = 0 para todo I C [n], I # (), entonces
podremos concluir que E(g) = §(0).
Sea I un subconjunto no vacio de [n| de cardinal k. Entonces

90 | IS S | CRRSID SR | O

xeCm iel xeC" iel xeC" i€l
#{iel/z;=—1} par #{i€l/x;=—1} impar
= E 1 - E 1.
xeC" xeCm
#{i€l/z;=—1} par #{i€l/x;=—1} impar

La pregunta que nos hacemos ahora es: jcuantos elementos x de C™ ve-
rifican que el cardinal del conjunto {i € I / z; = —1} es par? La forma de
obtener estos elementos es escoger un subconjunto de cardinal par de I en
el que colocar los —1’s (como el cardinal de I es k, hay 2*~! posibilidades),
y colocar 1’s en el resto de coordenadas cuyos indices pertenecen a . Para
las n — k coordenadas restantes (aquellas cuyos indices no corresponden a
elementos de I) se pueden asignar los valores 1 o —1 indistintamente. Asi,
resulta que hay 2¥=1 . 27" * elementos x de C™ que verifican que el cardinal
del conjunto {i € I / ; = —1} es par. Con un razonamiento idéntico, re-
sulta que hay 2¥=1.2"% elementos x de C™ que verifican que el cardinal del
conjunto {i € I / x; = —1} es impar. En consecuencia,

Z Hmz —gn=1 on—k _on—=1 on—k _ 0,

xeCn el

que es lo que queriamos probar.

Para terminar la demostracién, vamos a probar que las afirmaciones (1)
y (2') son equivalentes a través de la doble implicacién.

Recordemos cudles eran estas afirmaciones:
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Para toda funcién booleana g, E(g) # 0 implica que existe x € C™ tal
que s(g,x) < n— h(n).

Para toda funcién booleana f, s(f) < h(n) implica que deg(f) < n.

Veamos que son equivalentes:

(1) = (2)

Para probar esta implicacion, comencemos observando que siempre se
tiene que deg(f) < n, luego decir que deg(f) < n equivale a decir que

deg(f) # n.

Supongamos que se verifica (1’) y veamos que entonces se verifica (2')
o0, equivalentemente, que para toda funcién booleana f, deg(f) = n
implica que s(f) > h(n).

Si deg(f) = n, entonces f([n]) # 0. Como hemos probado que f([n]) =
g(0) = E(g), con g = f - p, esto implica que E(g) # 0; y como estamos
suponiendo que se verifica (1’) se tiene que existe x € C™ tal que
s(g,x) <mn— h(n).

En consecuencia, para este x se verifica que h(n) < n—s(g,x) = s(f, x)
y esto ya nos permite concluir que

s(f) = max s(f,x) = h(n),

xeCn
que es lo que queriamos probar.

Para probar esta implicacién, supongamos que se verifica (2') y veamos
que para toda funcién booleana g, si se cumple que s(g,x) > n — h(n)
para cada x € C", entonces F(g) = 0.

De nuestra hipdtesis se deduce que h(n) > n — s(g,x) = s(f,x) para
todo x € C", donde g = f - p. En consecuencia, como C™ tiene una
cantidad finita de elementos, se tiene que s(f) = méxxecn s(f,x) <
h(n). Como estamos suponiendo que se verifica (2'), esto implica que
deg(f) < n. Por lo tanto, f([n]), que ya hemos visto previamente que
coincide con E(g), es igual a 0, que es exactamente lo que queriamos
probar.

Concluimos de esta manera la demostracion. OJ

Si sustituimos h(x) por y/X, que es estrictamente creciente, en el enuncia-
do del teorema de equivalencia, resulta que las cotas T'(G) > /ny deg(f) <
s(f)? son equivalentes.

Vamos a hablar a continuacion de un resultado enunciado y demostra-
do por Chung, Fiiredi, Graham y Seymour en [3], donde construyeron un
subgrafo inducido G de Q,, con 27! + 1 vértices tal que A(G) < /n + 1.
Al mismo tiempo, proporcionaron una cota inferior para A(G), siendo G
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un subgrafo inducido de @), cualquiera con mas de la mitad de los vértices:
A(G) > %log2 n — %log2 logyn + % En virtud del teorema de equivalencia,
esto permite obtener una cota superior de tipo exponencial para el grado de
una funciéon booleana en términos de su sensibilidad, pero no es esto lo que
nos interesa en la conjetura de la sensibilidad. Lo que si que podemos ver
facilmente es que una prueba de que A(G) > y/n implicaria inmediatamen-
te que nuestra conjetura es cierta, y esto es precisamente lo que probé Hao
Huang en [7].

Dejamos esa prueba para un poco més adelante. Primero vamos a mostrar
el trabajo de Chung, Firedi, Graham y Seymour.

3.2.2. Sobre los subgrafos inducidos de un cubo

Antes de enunciar el resultado principal de esta subseccién, vamos a in-
troducir la notacién con la que vamos a trabajar.

Notacion 3.2.3. Recordemos que estamos denotando por (), el grafo del cubo
n-dimensional; es decir, el conjunto de vértices de @), consiste en todos los
vectores de {—1,1}". Ademéds, decimos que dos vectores de este conjunto son
adyacentes si y solo si difieren exactamente en una componente.

Para un grafo G = (V, E), estamos utilizando A(G) para denotar su grado
maximo; es decir, A(G) = mxyey (g) degq(x).

Vamos a definir ahora el grado medio de un grafo G como

—_— 1
deg(G) = ’V(G” x;(:G) degG(X>‘

Ademsds, diremos que G € Q,(N) si G es un subgrafo inducido de @,
con N vértices; es decir, |V(G)| = N, V(G) C {-1,1}"y E(G) = E(Q,) N
(V(G) x V(@G)).

Sabemos que @), es un grafo bipartito y que por lo tanto existe un subgrafo
G de @, con exactamente la mitad de los vértices y sin ninguna arista. El
principal resultado de esta seccién, que esta recogido en [3], muestra que
incluso aunque el grado medio de un grafo G' € Q,,(2"! + 1) puede ser muy
pequeno, este debe tener un grado maximo elevado.

Teorema 3.2.4. Sea G un subgrafo inducido de Q,, con al menos 2"~ + 1
vértices. Entonces existe un vértice v en G tal que

1 1 1
degq(v) > 3 logy, n — 5 log, logy n + 3"

Por otra parte, existe un subgrafo G € Q,(2" ' + 1) con A(G) < /n + 1.

Nota 3.2.5. Aunque el enunciado consta de dos partes claramente diferencia-
das, solo vamos a entrar en los detalles de la demostracién correspondiente
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a la segunda parte. Esta es la que requiere un desarrollo mas largo, y tam-
bién la tnica que vamos a utilizar posteriormente. El resultado de Huang,
que es precisamente donde vamos a utilizar la segunda de las afirmaciones
del enunciado, consigue mejorar la cota que proporciona la primera parte de
este teorema. Asi pues, nos limitaremos a demostrar esa mejor cota en la
siguiente subseccion.

Demostracion. Como acabamos de comentar en la Nota 3.2.5, nos vamos a
limitar a detallar la prueba de la cota superior, correspondiente a la segunda
parte del enunciado.

De la misma manera que hemos hecho previamente, vamos a denotar por
[n] al conjunto {1,...,n}.

Ya sabemos que el conjunto 2" de aplicaciones de {1,...,n} en {—1,1}
se identifica con P([n]), el conjunto de todos los subconjuntos de [n], a través
de la aplicacién que envia a cada ¢ € 2" en {i € [n] / ¢(i) = 1} € P([n]).

Del mismo modo, la aplicacién {—1,1}" — 2" ~ P([n]) que envia a
cada x en {i € [n] / x; = 1} es una biyeccién. Precisamente esto nos permite
trabajar directamente con familias de subconjuntos finitos de [n] en lugar de
hacerlo con los conjuntos de vértices de determinados subgrafos de @),,.

Afirmamos ahora que existe una particiéon de [n] de la forma F; U. ..U Fy
tal que |k —y/n| <1y ||Fi| —/n| <1 paratodoi € {1,...,k}.

Si n es un cuadrado, estéd claro. En este caso basta tomar k = \/n = | F|
para todo 1.

En el que caso en el que n no es un cuadrado, tenemos que

k—vVnl<le -l<k—-yvn<leVvn-1<k<yn+1ly

IEl = Vil <1le -1<|F|-Vn<leVvn-1<|F]<vVn+1

Ademds, como k y |F;| son nimeros naturales para cada i, deducimos que
k.|| € {lv/n], [v/n]} para todo i.

En consecuencia, lo que buscamos es escribir [n] como una unién de = con-
juntos de cardinal [/n] e y conjuntos de cardinal [y/n], de manera que tam-
bién se satisfaga que x+y € {[/n], [v/n]}. Nos encontramos entonces con el
problema de teoria de ntimeros consistente en resolver la ecuacion diofantica
n=xz-|v/n|+y-[+v/n] con las restricciones z,y > 0y z+y € {[\/n], [\v/n]}.
No incluimos aqui los detalles de la prueba de que este problema tiene solu-
cion en nuestro caso porque su contenido no se corresponde con el del trabajo
que estamos desarrollando.

Definimos ahora la familia X como sigue: X esta formada por los conjun-
tos pares (es decir, los subconjuntos de [n]| de cardinal par) que contienen a
algin F;, con 1 < i < k, y los conjuntos impares que no contienen a ningin
F;.

Esta familia X cumple las dos propiedades siguientes:
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Afirmacién 3.2.6. | X| = 2""! + 1 dependiendo de si n+ k es impar o par,
respectivamente.

Afirmacién 3.2.7. Para los subgrafos inducidos por X y 2"l — X se tiene
que A < k.

Sin embargo, es posible generalizar la construccién anterior y probar estas
dos afirmaciones en un contexto méas general. Es precisamente esto lo que
vamos a hacer.

Sea F C 2["l una coleccién de conjuntos finitos.

Definimos ahora

X(F) = {S C [n] tales que |S| es par y existe F' € F con F C S} U

U {S C [n] tales que |S| es impar y F — S # () para todo F € F}.

Sea G(F) el subgrafo inducido de @,, con vértices X(F) (identificando,
como ya hemos dicho al principio, subconjuntos de [n] con elementos de
{—1,1}"), y sea G'(F) el subgrafo inducido de Q,, con vértices 2"/ — X(F).
Estos subgrafos inducidos de (), van a ser los que nos permitan probar la
cota superior que figura en el enunciado, generalizando al mismo tiempo lo
que recoge el enunciado de la Afirmacion 3.2.7.

Definimos el rango de F, que se denotara por r(F), como

r(F) = max |F|.
FEeF
Vamos a denotar por ¢(F) el maximo valor de ¢ para el cual podemos
encontrar Fy,....F, € Fyx; € F;, con1 < ¢ < t, tales que para i # j
se tiene que z; ¢ Fj. Se dice que una subfamilia de F de esta forma es
disjuntamente representable, de manera que ¢(F) no es mas que el tamafo
maximo de una subfamilia de F disjuntamente representable.
Veamos ahora la siguiente proposicion:

Proposicién 3.2.8.
A(G(F)) < méx{r(F),¢(F)} y
A(G!(F)) < mix{r(F), t(F)}.

Demostracion. Si (S,S5’) es una arista de @,, con S,S" € X(F) y S es par,
entonces S’ C S. En efecto, si S es par, como S’ es adyacente a S resulta
que S” ha de ser impar. S y S’ son conjuntos que corresponden a elementos
de {—1,1}" que difieren en exactamente una entrada, de manera que o bien
S C S o bien §" C S (tienen todos los elementos iguales salvo uno, que
corresponde a la entrada en la que difieren los vectores asociados, y este
elemento solo aparecerd en uno de los dos conjuntos). Pero si S C S, como
S € X(F) es par, existe F' € F tal que FF C S C 5. Entonces F'— S’ = (), con
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F € F, lo cual va en contra de que S’ es un conjunto impar que pertenece a
X(F). Queda probado asi que, efectivamente, S’ C S.

Ademds de esto, si FF C S, con F' € F, entonces S—S5’ € F. Efectivamente,
por lo que hemos comentado en el parrafo anterior, ya sabemos que |S— 5’| =
1. Asi pues,

S-S eFe(S-9NF+£0sF—-(S-S)NF)#F.

Como F— ((S=S)NF)=(F-(S=5)Ub=F — (S -9, llegamos a
que S—S'"€eFsF—(F—(S-95))=5-5"#10,y esta tltima condicién
sabemos que si que es cierta.

A partir de esto, podemos probar que deggp (S) < 7(F). Vedmoslo:

El grado de S como vértice de G(F) es el nimero de conjuntos S’ tales
que (5,5") € (X(F) x X(F)) es una arista de @, y habra tantos conjuntos
S’ de esta forma como elementos S — S’ con las condiciones pedidas.

Como S € X(F) es par, sabemos que existe Fy € F tal que Fy C S,y en
este caso ya hemos visto que S — S’ € Fy. En consecuencia, habra a lo sumo
tantos elementos S — S’ como elementos de Fy. Esto implica que

<R < — max|Fl.
degg ) (S) < |Fo| < r(F) rgeaéc\F]

Por otra parte, si S es impar, entonces S C S’. En efecto, tal y como
habiamos razonado al principio de la demostracién, en este caso se tiene que
S’ es par. De igual modo, volvemos a tener que o bien S C S” o bien S’ C S.
Si se tuviera que S C S, entonces, por ser S’ € X(F) par, existiria F’ € F
con F C S’ C S. Esto implicaria que F' — S = (), con F’ € F, lo cual va en
contra de que S es un conjunto impar que pertenece a X(F).

Como S C S, con S impar y S’ par, tenemos que existe ' € F tal que
F C S pero F € S. Por lo tanto, si S € S7,55,...,5! , siendo los S; los
conjuntos adyacentes a S en el sentido de los vértices asociados, entonces
Fi,...,F, (con F; C S! pero F; ¢ S) son disjuntamente representables.
Vedmoslo:

Por cuestiones de simetria, para ver que Fi,..., F,, son disjuntamente
representables basta probar que existe x; € Fj tal que z; ¢ Fy.

Como F; € S, existe z1 € F} tal que z; ¢ S. Dado que F; C 57, tenemos
que z; € 57— 95, que ya hemos comentado que es un conjunto unipuntual por
la adyacencia. Como los conjuntos unipuntuales S} — 5,55 —S,..., S, — S
son todos distintos si lo son los S., tenemos que z; ¢ S, — S. Como z; ¢ S
y Sy = (S5 —=S)U(S,NS), resulta que z1 ¢ S. De la contencién Fy C S) se
sigue que x; ¢ Fy, que es lo que queriamos probar.

De todo esto se deduce que m < t(F). Entonces el grado de S como
vértice de G(F'), que es el nimero de conjuntos 5" € X(F) tales que (S5,.5")
es una arista de @, coincide con el nimero de conjuntos S’ € X(F) tales
que son “adyacentes” a S (en el sentido de los vértices asociados) y S C 5"
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A su vez, con la notacién que estamos utilizando, este nimero es menor o
igual que m, que acabamos de probar que es menor o igual que ¢(F).
Tenemos entonces que A(G(F)) < max{r(F),t(F)}.
La prueba de que A(G'(F)) < max{r(F),t(F)} es andloga. Después de
haber redactado el caso anterior con todo detalle, veamos este caso breve-
mente:

= Si (S,9') es una arista de @, con S,5" € 2" — X(F) y S es par,
entonces el hecho de que S ¢ X(F) y S sea par implica que no existe
ningin conjunto F' € F tal que F' C S. Del mismo modo, el hecho de
que S ¢ X(F) y S’ sea impar implica que existe un conjunto F' € F
tal que F' — S’ = (), que implica a su vez que F C 5’.
De aqui se deduce que la contencién que se da entre S'y S es S C 5’
y por tanto existe F' € F tal que FF C S’y F € S. Esto nos permite

concluir como en el caso que hemos desarrollado previamente con todo
detalle cuando S era impar.

= Si (S,9) es una arista de @, con S,5 € 2" — X(F) y S es impar,
entonces el hecho de que S ¢ X(F) y S sea impar implica que existe
un conjunto ' € F tal que F'— S = (), que implica a su vez que F' C S.
Del mismo modo, el hecho de que S’ ¢ X(F) y S’ sea par implica que
no existe ningtin conjunto F' € F tal que F' C 5.

De aqui se deduce inmeditamente que la contencién que se da entre S y
S’ es S C Sy por tanto podemos concluir como en el caso que hemos
desarrollado previamente con todo detalle cuando S era par.

De aqui se sigue andlogamente que A(G'(F)) < max{r(F),¢(F)}. O

Pasamos a calcular ahora el cardinal de X(F).
Sea F' C [n]. El nimero de conjuntos pares que contienen a F' es

0 si |F| =n, con n impar
1 si |F| =n, con n par
2n=IFI=L i |F| < n.

Los dos primeros casos son evidentes, pero el ultimo no lo es tanto. Por
este motivo, vamos a desarrollarlo detalladamente, distinguiendo los casos
con |F| par y con |F| impar.

» Supongamos que |F| = k es impar. Entonces los conjuntos de cardinal
par que contienen a F' se corresponden con la siguiente union:

{conjuntos de cardinal k£ + 1 que contienen a F'} U

U {conjuntos de cardinal k + 3 que contienen a F'} U...
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... U {conjuntos de cardinal (n — 1) o n (el que sea par)
que contienen a F'}.
Ahora bien, todo subconjunto de [n] de cardinal ¢ que contiene a F' se

puede identificar, fijando los elementos de F', con un subconjunto de
[n] — F' de cardinal i — | F|.

Asi pues, identificamos los conjuntos de cardinal par que contienen a
F con la unién

{subconjuntos de cardinal 1 de un conjunto de cardinal n — |F|} U

U {subconjuntos de cardinal 3 de un conjunto de
cardinal n — |F|} U...
...U {subconjuntos de cardinal (n—k—1) o (n—k) (el que sea impar)

de un conjunto de cardinal n — |F|}.

Pero esta unién no es mas que el conjunto de todos los subconjuntos de
cardinal impar de un conjunto de cardinal n—|F'|, de los cuales sabemos
que hay exactamente 2" 1F1=1 que es lo que querfamos probar.

» Supongamos que |F| = k es par. Entonces, razonando de forma idéntica
a como acabamos de hacerlo, es posible observar que los conjuntos de
cardinal par que contienen a F' se corresponden con el conjunto de todos
los subconjuntos de cardinal par de un conjunto de cardinal n — |F|,
de los cuales sabemos también que hay exactamente 27~ 1¥1=1,

Razonando de la misma manera, el niimero de conjuntos impares que
contienen a F' C [n] es

1 si |F| = n, con n impar
0 si |F| =n, con n par
2n=IFI=L i |F| < n.

Sea F ={F,...,Fy}.

= Comenzamos calculando en primer lugar el cardinal de la primera parte
de X(F), que recordamos que es

(¥) = {S C [n] tales que |S| es par y existe F' € F con F' C S} .
Como
(x) = {S C [n] tales que |S| es pary F; C S} U...

..U {S C [n] tales que |S| es par y Fiy C S},
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aplicando el principio de inclusién-exclusion resulta que

N
(%) = Z [{S C [n] tales que |S| es pary F; C S}| —
i=1
— Y H{SC|[n] tales que |S|espary F;UF; C S} +...=
{i.7}CIN]
N
_ 2(211—\&\—1)* . Z (2n—|Fquj|—1>* ...,
i=1 {i,7}CIN
donde
21y — 24 siA>0
" |1—¢ conn=¢e(mod?2) siA=—1.

= Razonamos de forma andloga para calcular el cardinal de la segunda
parte de X(F'), que recordamos que es

(xx) = {S C [n] tales que |S]| es impar y
F — 8 # () para todo F € F}.

Como
(xx) = {S C [n] tales que |S| es impar} —
— {S C [n] tales que |S| es impar y existe F' € F tal que FF C S},
aplicando el principio de inclusion-exclusién al segundo de los conjun-

tos anteriores de la misma manera en la que lo haciamos previamente
resulta que

N
|(>|<>|<)| — on—1 _ Z(anlFilfl)** 4 Z (zn—|Fquj|—1)>** —
=1 {i.j}C[N]
donde
(24) = {2A si A>0
e, conn=¢ (mod2) siA=-1.

Ahora, basta darse cuenta de que
(2A>* . (2’4)** — {

para deducir que

X(E) = ()] + ()] =

= 2" p(1-20- [ ) L - Y 1+ ) 1—..

F;eF Fi,FjGF Fi,Fj,FkEF
|Fi|=n |F;UF;|=n |F;UF;UF|=n

0 siA>0
1—2¢ conn=c¢€(mod2) siA=-1
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Denotamos por f(F) a la expresion entre corchetes del ultimo miembro
de la igualdad anterior, de manera que |X(F)| = 2""1 + (1 — 2¢) - f(F).

Si F es una particién de [n] en k conjuntos no vacios, entonces se tiene
que |F1U. ..U Fy| = n, pero el cardinal de la unién de menos de k conjuntos
de F es estrictamente menor que n. Asi pues, en este caso

fE = > 1- > 1+ Y 1-..=

F;eF Fi,FjEF Fi,Fj,FkGF
[Fil=n |FiUFj|=n |F;UF;UF}|=n
1+1 241
= (=)' E 1+ (=1)**" E 1+ ... =
F;eF Fi,FjEF
|Fl|:n |F¢UFj\:n
_ (_1)k‘+l § 1 = (_1)k‘+11 — (_1)/6-}—1'
Fiy....,Fi €F

\Filu...UFik |:n

En consecuencia, dado que si n = € (mod 2),

1 si n es par
1— 2= ] i
—1 sinesimpar,

vemos que (1 —2¢) = (—1)". Juntando todo lo que hemos visto hasta este
momento:

X(F)] = 271 (1—26) - [(F) = 201 (=) (D) = 207 (-1t

y queda probada la Afirmacién 3.2.6 en este contexto mas general.

En general, no es posible calcular explicitamente el valor de f(F) porque
esto tiende a complicarse. Sin embargo, si que es posible probar algunas de
sus propiedades. Por ejemplo:

1. Si Fy = [n] € F, entonces f(F) = f(F — Fy).

Para probar esto, basta ver que la aportacion de Fy a la expresion
que permite calcular f(F) es nula. En cada sumatorio, como |Fpy| =
n, el resto de conjuntos que intervienen a la vez que Fj pueden ser
cualesquiera. Es decir, si tenemos m conjuntos de F, uno de los cuales
es Fp, su unién siempre va a tener cardinal n. En consecuencia, en el
sumatorio correspondiente a tomar m conjuntos de F' cuya unién tenga
cardinal n va a haber tantos sumandos en los que intervenga F{, como
formas de escoger otros m — 1 conjuntos de F — Fj. Si llamamos k a
|F|, entonces la aportacién de Fy al célculo de f(F) es

(3 -5 -0 e (G20)
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Reagrupando los términos de la expresion anterior, tenemos que este
valor coincide con

(A 0 A N (SR P RS

que a su vez coincide con el nimero de subconjuntos de cardinal par
de un conjunto de cardinal £k — 1 menos el nimero de subconjuntos
de cardinal impar de un conjunto de cardinal £ — 1. Sabemos que todo
conjunto tiene el mismo nimero de subconjuntos de cardinal par que de
cardinal impar, luego el valor anterior es 0 y esto nos permite concluir

que f(F) = f(F — Fp).
2. Si Fo =0 €F, entonces f(F) = 0.
Recordemos que

FE)=D> 1 = > 1 4 ..o+ (=D YL

F,eF Fi, F;€F Fi17~~7Fik€F
|Fi|=n |F;UF;|=n |Fy, U...UF}, |=n

Ahora, es claro que podemos dividir cada sumatorio en dos: uno en el
que uno de los F;’s que tomamos es Fj, que no aporta nada al cardinal
de la unién de los F;’s, y otro en el que todos los F;’s considerados son
no vacios. Asi, tenemos que

FE)=D> 1= 1— Y 1+ > 1+ > 1+

F;eF F;eF Fi,FjEF Fl',FjEF Fi,Fj,FkEF

|Fil=n |Fi|=n |FiUF;|=n |FiUF;|=n |FiUF;UF, |=n

. . J J J

i#0 i#0 i,j#0 i,j#0 i,5,k#0

k+1 k+1

e G S E 1+ (1) E 1.
Fil,...,Fik_leF Fi17"'7FikEF
|Fi U UF,  |=n [Fiq U. . UF;, [=n

14eeyifg_1 20 i1,0in 70

En la expresion anterior, vemos que todos los sumatorios salvo el dltimo
se cancelan. Pero el ultimo vale 0 porque si |F| = k, entonces al tomar
k elementos de F' los estamos tomando todos, no podemos excluir a Fj.
Asi pues, acabamos de probar que en este caso f(F) = 0.

Para concluir la prueba de la cota superior recordemos que, como habiamos
comentado al principio de la demostracion, podemos tomar una particion de
[n] dela forma FiU...UF,talque yn—1<k<\n+1ly/n—1<|F| <
Vn+ 1 paracadai € {1,...,k}.

Consideramos F = {F}, ..., Fy} y construimos X (F) de la forma que he-
mos descrito antes. En estas condiciones, es obvio a partir de las definiciones
de 7(F) y t(F) que r(F) < v/n+ 1y t(F) < k < y/n + 1. En consecuencia,

max{r(F),t(F)} < /n+ 1.
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Si n+ k es impar, entonces |X(F)| = 2"~! 4 1. As{ pues, si consideramos
G(F) como antes, es decir, G(F) es el subgrafo inducido de @),, con vértices
X(F), tenemos que el nimero de vértices de G(F) es precisamente 2"~ + 1.
Ademés, de la Proposicién 3.2.8 se sigue que A(G(F)) < max{r(F),t(F)}, y
acabamos de probar que este valor es estrictamente menor que /n + 1. De
esta manera, el subgrafo inducido G(F) de ),, nos permite concluir la prueba
de la cota superior en este caso.

Para terminar, si n + k es par, entonces |X(F)| = 2"! — 1. As{ pues,
si consideramos G'(F) como antes, es decir, G'(F) es el subgrafo induci-
do de Q, con vértices 2"l — X(F), tenemos que el niimero de vértices de
G'(F) es precisamente 2"~ + 1. Ademés, de la Proposicién 3.2.8 se sigue
que A(G'(F)) < max{r(F),t(F)}, y acabamos de probar que este valor es
estrictamente menor que y/n+ 1. Asi pues, el subgrafo inducido G'(F) de @,
nos permite concluir la prueba de la cota superior en el caso en el que n + k
es par.

Queda probado de esta manera lo que queriamos: existe un subgrafo in-
ducido G de @,, con 2"7! + 1 vértices y tal que A(G) < /n + 1. O

Ahora si, nos encontramos en condiciones de estudiar el resultado en torno
al cual gira este trabajo.

3.3. Demostracion de la conjetura

Vamos a dedicar esta seccién a exponer detalladamente el trabajo de Hao
Huang recogido en [7], donde demostrd la conjetura de la sensibilidad casi
30 anos después de que esta fuera enunciada.

Como acabamos de ver en la seccién anterior, Chung, Fiiredi, Graham
y Seymour probaron en [3] que si G es un subgrafo inducido de @, con
mas de la mitad de los vértices, entonces el grado maximo de G, al que
denotdbamos por A(G), es al menos %log2 n — %log2 log, n + % Ademés de
esto, construyeron un subgrafo inducido de @, con 2"7! 4 1 vértices cuyo
grado méximo estd acotado superior y estrictamente por y/n + 1.

El resultado principal de esta seccion, que nos permitira obtener la con-
jetura de la sensibilidad como una consecuencia, mejora la cota de tipo lo-
garitmico que acabamos de comentar, proporcionando de hecho la mejor cota
posible (es decir, una cota que se alcanza en algin caso). Veamoslo:

Teorema 3.3.1. Para todo enteron > 1, sea H un subgrafo inducido cual-
quiera de Q,, con 2"t 4+ 1 vértices. Entonces

A(H) > i,
Ademds, esta cota es la mejor posible.

Antes de pasar a estudiar la demostracion de este importante teorema,
conviene senalar una observacion e introducir la notacién necesaria.
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Nota 3.3.2. Como @), es un grafo bipartito, sabemos que existe un subgrafo
de (),, con exactamente la mitad de los vértices que tiene grado 0 porque esta
formado por vértices aislados, sin aristas.

El teorema muestra que el grado maximo de cualquier subgrafo con sim-
plemente un vértice mds aumenta repentinamente hasta /n.

Notacion 3.3.3. Para un grafo no dirigido GG, vamos a denotar por A\;(G) al
mayor autovalor de su matriz de adyacencia, siendo la matriz de adyacencia
de un grafo aquella matriz simétrica cuyas filas y columnas estan indexadas
en el conjunto de vértices del grafo, de manera que todos los valores de la
diagonal son 0 y la entrada de la fila w y la columna v vale 1 si u y v son
vértices adyacentes y 0 en caso contrario.

En cuanto a la nomenclatura utilizada: dada una matriz A, una submatriz
principal de A se obtiene eliminando en A el mismo conjunto de filas y de
columnas. Por ejemplo, si eliminamos la segunda y la tercera filas de A,
debemos eliminar también la segunda y la tercera columnas.

Ahora si, veamos la demostracién del teorema:

Demostracion. Dentro de la demostracion, vamos a necesitar una serie de
lemas.

El primero de ellos es un resultado clasico, consecuencia de otro resultado
conocido como el principio minimax de Courant-Fischer-Weyl. Aunque no
vamos a entrar en su demostracion, precisamente por tratarse de un resultado
clasico que no ha sido desarrollado explicitamente para nuestro propdsito,
escribimos a continuacién su enunciado:

Lema 3.3.4 (Teorema del entrelazamiento de Cauchy). Sea A una matriz
simétrica n X n y sea B una submatriz principal m X m de A para algin

m < n. Si los autovalores de A son \y > Xy > ... > \,, y los autovalores de
B son py > po > ... > pm, entonces para todo i con 1 < i < m se cumple
que

)\i 2 g 2 )\iJrnfm-
Necesitamos otros dos lemas, que enunciamos y demostramos a continua-
cién:
Lema 3.3.5. Definimos una sucesion de matrices cuadradas simétricas de
la forma recursiva siguiente:

(01 (A, T
(o) - (i)

Entonces A, es una matriz 2™ x 2" cuyos autovalores son \/n, de multi-
plicidad 2", y —/n, de multiplicidad 2" ".

Demostracion. Para demostrar el lema, empezamos probando por induccion
que A2 =nl.
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01 01 10
2 — . = p—
a=(1 o) (1 0)=(o1)="
» Supongamos que el resultado es cierto para n— 1, es decir, que A2 | =
(n — 1)1, y veamos que entonces también lo es para n.

2 X _ Anfl I . Anfl I _
An N An An _( I _Anfl I _Anfl N

A2+ 1 0 ((n=1I+1T 0 —
0 I+A2 )~ 0 I+(n-1)1)~"""

Tenemos entonces que A2 = nl, de manera que el tinico autovalor de A?
es n. Ahora bien, es sencillo probar que los autovalores de una matriz B cual-
quiera se pueden obtener a partir de las raices cuadradas de los autovalores
de B2. En efecto, la ecuacién que resolvemos para calcular los autovalores de
la matriz B? es det(B? — AI) = 0, siendo A nuestra incégnita.

Como

= Sin=1,

(B=VAI)-(B+ V) =B+ BV —VAIB -\ = B> -\l

y el determinante de un producto de matrices es el producto de los determi-
nantes, resulta que det(B? — AI) = det(B — v/AI) - det(B +v/AI) y de aqui
se deduce lo que queriamos.

Asf pues, en nuestro caso concreto, los posibles autovalores de A,, son \/n
y —vn.

Algo que ya sabemos es que la traza de una matriz es la suma de sus
autovalores. En consecuencia, como la traza de A,, es igual a 0 y los posibles
autovalores son /n y —/n, tenemos que la mitad de los autovalores corres-
ponden al primer valor y la otra mitad corresponden al segundo; es decir,
/1 tiene multiplicidad Z- = 2"~!, y lo mismo ocurre con —/n. O

Lema 3.3.6. Supongamos que H es un grafo no dirigido con m vértices y
A es una matriz simétrica cuyas entradas pertenecen al conjunto {—1,0,1}
y cuyas filas y columnas estin indexadas por V(H), y siempre que u y v
no son adyacentes en H, A,, = 0 (a veces se dice que A es una matriz de
adyacencia signada o con signo del grafo H ). Entonces A(H) > A\ := A\ (A)
(el mayor autovalor de A).

Demostracion. Supongamos que v es el autovector correspondiente al auto-
valor A\;. Entonces Av = A\;v. Si \; fuese igual a 0, entonces el resultado
es trivial. Por lo tanto, vamos a trabajar en la demostracién con A\; # 0, y
también con v # 0.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que v; es la coordenada de v con
mayor valor absoluto. Entonces

m m m
DAl <> Aol <l DAl
j=1 j=1 j=1

Ademas, por la forma en la que se ha definido la matriz A, se tiene que
la suma de los valores absolutos de las entradas de la primera fila es igual al
grado del vértice de H correspondiente a esa fila y, en consecuencia, menor
o igual que el grado maximo de H. Por lo tanto,

|Mvr] = [(Av),| =

Aflor] = Ao | < o[ A(H),
y como vy # 0 obtenemos que efectivamente |\;| < A(H). O

Volvamos, ahora si, a la demostracion del teorema.

Sea A, la n-ésima de las matrices de la sucesion definida en el Lema 3.3.5,
matrices todas ellas cuyas entradas pertenecen al conjunto {—1,0, 1}. Gracias
a la construccion recursiva de estas matrices, es claro que si cambiamos en
A, aquellas entradas que toman el valor —1 por 1 obtenemos exactamente
la matriz de adyacencia del cubo n-dimensional @),,. En efecto, podemos ver
los bloques superior izquierdo e inferior derecho de esta matriz como las
matrices de adyacencia de los dos subcubos (n — 1)-dimensionales de @, y
los dos bloques formados por la matriz identidad como los correspondientes
a las aristas que conectan estos dos subcubos. En consecuencia, la matriz
A, v el grafo @, satisfacen las hipotesis del Lema 3.3.6. Pero también un
subgrafo inducido H de Q,, con 2"~! +1 vértices y la submatriz principal Ay
de A,, inducida de forma natural por H las satisfacen. Como consecuencia,
A(H) > M(Ag).

Por otra parte, gracias al Lema 3.3.5, sabemos que los autovalores de A,
son y/n y —/n, ambos con multiplicidad 2771,

Notemos que, como Ay es la submatriz de A,, inducida de forma natural
por el subgrafo H de Q,,, que tiene 27! 4 1 vértices, resulta que Ay es una
submatriz de dimensiones (2"7! 4+ 1) x (2*! + 1) de la matriz A,,, que tiene
dimensiones 2" x 2". En consecuencia, aplicando el Teorema del entrelaza-
miento de Cauchy y teniendo en cuenta que 2" — (27! 1) = 2n~1 — 1,
tenemos que

M(An) 2 Aran1-1(An) = Aana (An) = Vi

De esta manera, combinando las dos desigualdades que hemos obtenido gra-
cias a los lemas previos, podemos concluir que

A(H) > M(Ag) > Vn,

que es lo que queriamos probar.
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Finalmente, para el subgrafo inducido de @,, con 2"~! 4 1 vértices cons-
truido por Chung, Fiiredi, Graham y Seymour cuya construcciéon hemos pre-
sentado detalladamente en la subseccion anterior, la cota se alcanza. Efecti-
vamente, el grado maximo de ese grafo esta acotado superior y estrictamente
por v/n + 1 o, lo que es lo mismo, es menor o igual que \/n. Como acaba-
mos de probar que este grado maximo es también mayor o igual que \/n, ya
podemos concluir que se da la igualdad y por lo tanto la cota se alcanza. [

Volvamos, para terminar, al problema de la conjetura de la sensibilidad.

Acabamos de probar que para todo subgrafo inducido H de @,, con 2"+
1 vértices se verifica que A(H) > /n. Asf pues, si consideramos cualquier
subgrafo inducido G de @, con [V (G)| # 2", o bien G o bien Q,,—G serd un
grafo con al menos 2" + 1 vértices. Como la funcién A es monétona (en el
sentido de que A(G;) < A(G») si Gy es un subgrafo de Gy), el teorema que
acabamos de probar nos permite afirmar que I'(G) = max{A(G), A(Q, —
G)} > \/n, y esto no es més que la primera de las afirmaciones del enunciado
del Teorema de equivalencia 3.2.1 tomando como h la funcién raiz cuadrada,
que es estrictamente creciente. En virtud de este teorema, lo que acabamos
de probar es equivalente a que toda funcién booleana f verifica que s(f) >

deg(f), obteniendo de esta manera una cota inferior para la sensibilidad
de una funcién booleana en términos de otra de las medidas de complejidad
que hemos considerado a lo largo del trabajo.

Para poder relacionar la sensibilidad y la sensibilidad por bloques de una
funcion booleana, que es como se habia enunciado originalmente la conjetura
de la sensibilidad, basta recordar que, como vimos en el primer capitulo, el
grado de una funcién booleana y su sensibilidad por bloques estan polinémi-
camente relacionados. En particular, habiamos probado que

bs(f)
2

Combinando esto con la desigualdad que acabamos de obtener, resulta
que

< deg(f) < bs(f)".

bs(f) <2-deg(f)* <2-s(f)",

lo que concluye definitivamente la prueba de la conjetura de la sensibilidad.

Aunque en el primer capitulo nos centramos en demostrar la desigualdad
bs(f) < 2-deg(f)? que es la que probaron Nisan y Szegedy en su trabajo
publicado en 1994, esta desigualdad fue mejorada por Tal en un trabajo
publicado en 2013, en el que demostré que bs(f) < deg(f)?.

Asi pues, la relacion entre la sensibilidad y la sensibilidad por bloques de
una funciéon booleana f se puede mejorar también para obtener

bs(f) < s(f)*.

Aunque esta es la mejor cota inferior para la sensibilidad de una funcién
booleana en términos de su sensibilidad por bloques que se conoce hasta el
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momento, la funcién de Rubinstein a la que hemos dedicado el Apéndice A,
junto con otras funciones booleanas concretas que se han podido construir,
sugiere que la separacion real entre estas dos medidas de complejidad es de
orden al menos cuadratico y no cuartico.



54

CAPITULO 3. LA CONJETURA DE LA SENSIBILIDAD



Capitulo 4

Nuevas lineas de investigacion

La demostracion de la conjetura de la sensibilidad ha abierto nuevas lineas
de investigacién, de las cuales vamos a hablar brevemente en este capitulo.

En primer lugar, y como ya hemos comentado al final del capitulo ante-
rior, construyendo funciones booleanas especificas se ha obtenido una sepa-
racion de, al menos, orden cuadratico entre la sensibilidad y la sensibilidad
por bloques de ciertas funciones booleanas. Varios autores sugieren que esta
es la mayor separacion que puede haber entre ambas medidas de compleji-
dad. No obstante, la cota superior que hemos obtenido para la sensibilidad
por bloques en términos de la sensibilidad de una funcién booleana es de
orden cuatro y procede de una relacién ajustada entre la sensibilidad y el
grado que se obtiene combinando el resultado de Huang con el teorema de
equivalencia. Ademds, todavia no se ha conseguido probar que la separa-
cién de orden cuadratico sea cierta en general. Actualmente, el autor de la
demostracion de la conjetura de la sensibilidad cree que esta separacion de
orden cuadratico ha de ser cierta en general (es decir, que la sensibilidad
por bloques de una funcién booleana esta acotada, salvo constantes, por el
cuadrado de su sensibilidad) y que este resultado podria probarse utilizando
técnicas del algebra lineal, aunque en estos momentos es un problema abierto.

Otra de las preguntas que Huang plantea tras su demostraciéon es la si-
guiente: si G es un grafo con “mucha” simetria y denotamos por «(G) su
nimero de independencia, ;qué podemos decir acerca del minimo del conjun-
to de grados méximos de subgrafos inducidos de G con a(G) + 1 vértices? Si
denotamos por f(G) a este valor, jen qué condiciones podremos proporcionar
una cota inferior para f(G) que se alcance? Antes de comentar brevemente
los resultados obtenidos en relacion a estas dos preguntas, conviene precisar
el significado de algunos de los términos que aparecen en ellas.

Dado un grafo G, se dice que G es simétrico si, dados dos pares (uy, us) y
(v1,v2) de vértices adyacentes, existe un automorfismo f : V(G) — V(G) tal
que f(u;) = vy f(uz) = ve. Sin embargo, los grafos con “mucha” simetria

95
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a los que se refiere Huang en su pregunta no han de ajustarse exactamente
a esta definicién, sino que la idea que busca consiste en generalizar este
concepto, que si que es preciso en el caso del hipercubo n-dimensional con
el que hemos estado trabajando, a otros tipos de grafos con propiedades
interesantes para nuestro fin.

Ademas, se llama conjunto independiente de G a un conjunto de vértices
de G tales que no existen entre ellos dos vértices adyacentes, y niumero de
independencia de G al cardinal del mayor conjunto independiente. Es facil
apreciar que esto busca generalizar la situacién a la que Huang se enfrenta en
su resultado, con el grafo simétrico Q,, vy sus subgrafos inducidos con 2"~ ! +1
vértices, valor que coincide en este caso con a(Q,) + 1.

Gran parte de los trabajos que se han publicado en relacién con es-
tas dos preguntas consideran a los grafos de Cayley como grafos con su-
ficiente simetria que permitan generalizar los resultados sobre hipercubos
n-dimensionales que hemos probado a lo largo del trabajo. Dado un grupo
G y un subconjunto S C G, se define el grafo de Cayley de G con respecto
a S, que denotaremos por Cay(G,S) = (V, E), como el grafo cuyos vértices
son elementos de G y

{z,y} € E & 2y 'eS oy tes

Aunque existen articulos previos en los que se prueba que el valor que hemos
denotado por f(G) no puede ser acotado inferiormente por una funcién del
grado para grafos de Cayley en general, vamos a destacar uno de los méas
recientes: ha sido publicado en 2022 y sus autores son Ignacio Garcia-Marco
y Kolja Knauer ([5]), que abordan distintos problemas en relacién con este
tema. En primer lugar, proporcionan 3 familias de grafos de Cayley que tie-
nen grado no acotado pero tales que f(G) = 1 para todos sus miembros G.
Sin entrar en detalles, estas familias son: grafos de Cayley del grupo diédrico;
grafos de Cayley del grupo simétrico .S,, con respecto a todas las trasposi-
ciones que contienen al 1; y grafos de Cayley d-regulares con n vértices que
tienen un subgrafo inducido de grado maximo 1 y con %n vértices.
Ademas, en relacién con la pregunta de si se puede dar una cota inferior
para f(G) que se alcance, los autores enuncian y demuestran como conse-
cuencia del resultado de Huang que si un grafo de Cayley bipartito G tiene
como subgrafo inducido a un hipercubo de dimensién maxima ~(G), enton-
ces f(G) > y/k(G). A continuacién, obtienen infinitas familias de grafos de
Cayley con el valor k no acotado para las cuales la cota inferior anterior se
alcanza. Para ello, estudian los grupos de Coxeter, sobre los cuales simple-
mente vamos a dar aqui la definicién. Un sistema finito de Coxeter es un
par (W, S), donde W es un grupo con generadores S = {ay,...,a,} y pre-
sentacion W = (aq,...,ay, | (a;a;)™9 = 1), donde m;; > 1y my = 2. Es
precisamente W quien recibe el nombre de grupo de Coxeter. Dentro de este
estudio, los autores conjeturan que para todo grafo de Cayley G de un grupo
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de Coxeter se verifica que f(G) = [1/k(G)].

Mas alla de esto, y volviendo al problema del hipercubo, Huang planted
una nueva pregunta. Si g(n, k) es el minimo valor ¢ tal que todo subgrafo
inducido H de @),, con t vértices tiene grado méaximo al menos k, en este tra-
bajo hemos demostrado que g(n, /n) = 2"~! 4+ 1. Huang sugiere que podria
resultar interesante hallar el valor de g(n, k) para distintos valores de k.

Después de todo, podemos concluir que el tema tratado es de gran actua-
lidad y que se espera que en los préximos anos se convierta en un area de
trabajo muy prolifica.
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Apéndice A
La funcion de Rubinstein

Como hemos visto en el Capitulo 2, siempre se verifica que la sensibilidad
de una funcién booleana es menor o igual que su sensibilidad por bloques.
Ademas, probamos que para la funcién de conjuncion AND se cumple que
ambos valores coinciden.

Vamos a dedicar este apéndice a la construccion de una funcién booleana
para la cual se verifica la desigualdad estricta. Esta funcién fue construida
por primera vez por David Rubinstein en [16], y por este motivo recibe el
nombre de funcion de Rubinstein.

La forma en que vamos a construir esta funcion no es exactamente la for-
ma original en la que lo hizo Rubinstein, sino que se trata de una adaptacién
mas sencilla que Hao Huang presenté en una charla para el Stmons Institute
for the Theory of Computing de la Universidad de California ([8]).

El conjunto de partida de nuestra funciéon booleana, a la que vamos a
denotar por f, va a ser {0, 1}"2. Asi, nos va a resultar mas comodo representar
cada vector booleano como una matriz de la siguiente manera:

11 T12 ... Tin
To21 T2 ... Top

X = . . . . P
Tpl Tp2 ... Tnp

donde cada x;; puede tomar solamente los valores 0 o 1. Asi, si denotamos
por \/ a la funcién OR de disyuncién con la que ya hemos trabajado antes,
vamos a definir la funcién booleana f : {0,1}" — {0,1} como

11 12 ... Tin
n
To1 To2 ... Ton
/ . — : :\/g(ﬂﬂila--wxm)a
: : . : i1
Tl Tp2 ... Tpn

donde ¢ : {0,1}" — {0, 1} es una funcién booleana que toma el valor 1 en
x = (z1,...,x,) si y solamente si existe un unico valor j entre 1y n — 1 tal
que r; = x;41 = 1 y o, = 0 para todas las demas coordenadas.

29
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A.1. Sensibilidad y sensibilidad por bloques

Empecemos probando que la sensibilidad por bloques de f es al menos del
orden de n?. Para ello, vamos a prestar atencién al valor de la sensibilidad
local por bloques de f en 0 € {0, 1}”2, teniendo en cuenta que f(0) es
claramente 0. En primer lugar, notemos que si en una fila cambiamos el
valor de dos coordenadas nulas consecutivas por 1, el valor que toma g en
esa fila pasa también a ser 1 y lo mismo ocurre con el valor de f. Asi pues,
vamos a distinguir ahora dos casos:

= Si n es par, en cada fila es posible tomar un mdximo de % bloques
sensibles y disjuntos. Si nos fijamos en la fila i-ésima, se trata de los
bloques correspondientes a los indices (i, j) e (i,j + 1), con j impar.

Como hay un total de n filas, resulta que la sensibilidad local por
bloques de f en 0 en el caso de n par esn -5 = %2

= Si n es impar, en cada fila es posible tomar un maximo de ”T_l blo-

ques sensibles y disjuntos. Por ejemplo, si consideramos la fila i-ésima,
podemos considerar los bloques correspondientes a los indices (i, j) e
(1,7 +1), con j impar, de manera que la dltima entrada de cada fila no
pertenezca a ningin bloque.

Como hay un total de n filas, resulta que la sensibilidad local por
bloques de f en 0 en el caso de n impar es n - "T_l = "22_”.

Entonces bs(f) > bs(f,0) ~ n?.

Veamos ahora que s(f) = O(n).

Nota A.1.1. Escribimos f = O(g) y leemos “f es O grande de g cuando n
tiende a oo 7 si existe una constante K > 0 tal que para todo n a partir de
un cierto ng se cumple que |f(n)| < K - |g(n)].

Esta notacion recibe el nombre de O grande de Landau en honor a Ed-
mund Landau, mateméatico aleman que la introdujo.

Vamos a considerar el valor de la sensibilidad local de f en dos casos
distintos.

» En primer lugar, consideramos aquellos x tales que f(x) = 0. En este
caso, tenemos que el valor de la funcién g en cada fila de nuestra matriz
booleana es 0.

Si la fila en cuestién tiene todas sus coordenadas nulas, no existe ningu-
na entrada sensible en ella, ya que cambiar cualquiera de las entradas
por 1 no cambia del mismo modo el valor que toma g en la fila.

Sin embargo, si la fila si tiene coordenadas no nulas, entonces tendra
como mucho 2 coordenadas sensibles. Esto correspondera al caso en
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el que la fila sea de la forma (0...0 1 0...0), con una tnica entrada
no nula, y las coordenadas sensibles seran las que se encuentran a la
izquierda y a la derecha de esa coordenada no nula.

Asi pues, en cada fila tendremos a lo sumo 2 coordenadas sensibles.
Como hay un total de n filas, esto nos permite concluir que s(f, x) < 2n.

» Si consideramos ahora los x tales que f(x) = 1, es posible distinguir
de nuevo dos posibilidades:

e Si existen al menos dos filas en las que g toma el valor 1, entonces la
sensibilidad local de f en x es 0, ya que modificando una entrada
de una fila solo podriamos cambiar el valor que toma ¢ en esa
fila, mientras que en la otra seguiria tomando el valor 1 y en
consecuencia f también.

e Si g toma el valor 1 en una tnica fila, pongamos la i-ésima, cambiar
una entrada de cualquier otra fila no afecta al valor de f. Asi
pues, todas las coordenadas sensibles se encuentran en la fila -
ésima, que serd de la forma (0...0110...0) porque g toma en
ella el valor 1. En consecuencia, todas las entradas de esta fila
corresponden a coordenadas sensibles y resulta que s(f,x) = n.

Hemos probado entonces que s(f,x) < 2n para cada x € {0, 1}”2 y por
tanto s(f) < 2n, de manera que, como habfamos anunciado, s(f) = O(n).

Asi pues, tenemos que para la funcién de Rubinstein f que hemos definido
se cumple que bs(f) es al menos del orden de n?, mientras que s(f) = O(n).
Esto nos muestra que en este caso se va a verificar la desigualdad estricta
s(f) < bs(f) y sugiere que la separacién entre ambos valores podria ser de,
al menos, orden cuadratico.
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