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Resumen-Abstract

El objetivo principal de este trabajo es alcanzar el teorema fundamen-
tal de valoracion de activos, asi como realizar una demostraciéon en la
que no sean utilizadas herramientas profundas de analisis funcional,
para ello se introduciran todos los conceptos econémicos relacionados,
asi como toda la teoria de calculo estocastico necesaria para la con-
secucion de dicho teorema. En algunas ocasiones se introduciran defi-
niciones, proposiciones y teoremas que, si bien no son imprescindibles
para abordar el objetivo del trabajo, su importancia en el contexto que

vamos a tratar si adquiere una gran relevancia.

The main objective is to reach the fundamental theorem of asset
pricing, as well as to carry out a demonstration in which deep functio-
nal analysis tools are not necessary, for which all the related economic
concepts will be introduced, as well as all the stochastic calculus theory
necessary to the achievement of said theorem. On some occasions, de-
finitions, propositions and theorems will be introduced that, although
they are not completely necessary to get the objective of the work, their
importance in the context of this work does acquire great relevance.
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INTRODUCCION

Introduccion

Desde que Robert Brown, introdujera el movimiento browniano al
observar algo tan natural y cotidiano como el movimiento aleatorio de
las particulas que se hallan en un medio fluido, los procesos estocasticos
son clave en el mundo de hoy en dia. En su caso, estudié con el mi-
croscopio el movimiento de las particulas que se encontraban atrapadas
dentro de un grano de polen que permanecia en agua, y aunque no pu-
do dar una explicacion al movimiento observado, su contribucién hizo
despertar la curiosidad de otros cientificos de la época como Thorvald
N.Thiele, Louis Bachelier o Albert Einstein que se pusieron a estudiar

dicho fenémeno para obtener una explicacion matematica.

Y fue este ultimo, quien en su articulo “Sobre el movimiento pos-
tulado por la teoria cinética molecular del calor de pequenas particulas
suspendidas en un liquido estacionario” publicado en 1905, proporciond
una solida explicacién fisica, apoyandose en el estudio estadistico de los

movimientos térmicos de los atomos individuales.

Los procesos estocasticos tienen un amplio nimero de aplicaciones,

en ambitos tan variados como pueden ser:

Telecomunicaciones

Biomedicina

Bolsa

Meteorologia

Evolucién de la poblacién

Modelos epidemiolégicos
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Es esta diversidad lo que los hace realmente importantes y uno de
los temas mas estudiados por los matematicos en la actualidad.

Este trabajo se centrard en sus aplicaciones de ambito econémico
y financiero, presentando a lo largo del mismo todas las herramientas
matematicas necesarias que permitiran finalmente introducir y desa-
rrollar con éxito el principal objetivo, que no es otro que el teorema
fundamental de valoracion de activos en su forma discreta. Por
lo que el objetivo de este trabajo, es hacer una presentacion de las
herramientas que el calculo estocéastico blinda y ofrece para diferentes

aplicaciones de la vida cotidiana.

Para ello, se estructurara el documento en 4 capitulos, donde en
el capitulo 1 se presentaran todas las definiciones, términos y conceptos
de la jerga econdmica necesarios para la comprension de los desarrollos
matematicos que se tratardn, en este capitulo [5] serd la referencia a

seguir.

A continuacion, en el capitulo 2, se introduciran las herramientas
matematicas, tales como definiciones, lemas y teoremas, que seran ne-
cesarias para un acercamiento de forma paulatina al teorema objetivo,
estas herramientas seran el calculo estocastico, centrando la atencion
en las martingalas y el movimiento browniano. En este capitulo, debi-
do a su gran densidad, seran utilizadas varias referencias bibliograficas,
destacando [6], [3].

Seguidamente, en el capitulo 3, se abordaran las medidas mar-
tingala y la fijaciéon de precios por arbitraje utilizando martingalas.
Ademas, se llegara a la férmula Cox-Roxz-Rubinstein a través del
modelo de mercado binomial y, pasando al limite, se mostrara la con-
vergencia de la formula Cox-Rox-Rubinstein a la conocida férmula de
Black-Scholes (teoria de opciones). La principal referencia a seguir
sera el capitulo 2 de [1].

Finalmente, en el capitulo 4 se abordard de forma progresiva el
desarrollo y obtencion del teorema objetivo, partiendo de unas prime-

ras premisas geométricas, para finalmente llegar a la formulacion del
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teorema fundamental de fijacién de activos en el caso discreto.
Se pretende dar una demostracién, en la que no sean necesarias herra-
mientas de analisis funcional de gran profundidad, para ello, se seguira
[17]. Aunque, también se usara [1], para las dos primeras secciones.
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Capitulo 1

Preliminares financieros

1.1 Contexto

Debido a las propiedades de los procesos estocasticos, su aplicacion
a la bolsa es mas que una realidad, siendo una de las herramientas
matematicas mas potentes en la prediccion de las variabilidades de
la misma. Y es que la bolsa es estudiada segundo a segundo, para
aumentar las probabilidades de que los modelos predictivos basados en
estos procesos se acerquen mas al acierto, aunque como sabemos no hay
ningiin modelo matematico que sea capaz de asegurar, si al siguiente

segundo en el que estamos, la bolsa va a bajar o a subir.

Dentro de los procesos estocasticos, adquieren, en este campo, un
papel relevante los procesos estocasticos estacionarios, aquellos
cuyos valores parecen ser cadticos, pero toman valores dentro de un
rango limitado; un ejemplo de los mismos son los retornos diarios de

los activos financieros.

1.2 Definiciones

La inversion es una de las principales actividades econémicas, tanto
de las empresas como de los pequenos inversores, uno de los instrumen-
tos para ello son las opciones. Los primeros pasos en la investigacién de
estos instrumentos se produjeron en el ano 1900 con la Tesis Doctoral
de Louis Bachelier titulada “Théorie de la Spéculation”, mas tarde, en
la década de los 70, se produjo un gran desarrollo y avance de la misma,
por autores como Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton.
Hay diversos tipos de opciones dependiendo del derecho o la obliga-
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cién que otorga a cada una de las partes, a continuaciéon se muestra su

definicion y los tipos que hay atendiendo a diversos criterios.

Segtin el Real Decreto 1282/2010, del 15 de octubre, presente en el
BOE, se definen las opciones financieras (art. 1) del siguiente modo:

Contratos a plazo que tengan por objeto valores, préstamos o depdsi-
tos, indices, futuros u otros instrumentos financieros; que tengan nor-
malizado su importe nominal, objeto y precio del ejercicio, asi como su
fecha, inica o limite, de ejecucion; en los que la decision de ejecutar-
los 0 no, sea derecho de una de las partes, adquirido mediante el pago
de la otra de una prima acordada; y que se negocien y transmitan en
un mercado organizado cuya Sociedad Rectora los registre, compense y
liquide, actuando como compradora ante el miembro vendedor y como

vendedora ante el miembro comprador.

Atendiendo a la modalidad de la opcién, podemos distinguir dos ti-

pos de opciones:

= Opcién de Compra o CALL: Segin adoptemos una posicion
compradora o vendedora en opciones CALL se distingue:

e Posicién compradora o larga(Long call): Derecho de compra.

e Posicién vendedora o corta(Short call): Obligacion de venta
= Opcién de Venta o PUT: Que a su vez se diferencian en:

e Comprador de PUT(Long put): Derecho a vender.

e Vendedor de PUT(Short put): Obligacién de compra.

Atendiendo a la fecha en el que la opcion puede ser ejercitada, es de-
cir, atendiendo a lo que se denomina fecha de vencimiento(exercise

date) se distinguen también dos tipos de opciones:

= Opciones Europeas: Son las que solo pueden ejercitarse, es de-
cir, disfrutar del derecho que otorgan, en la fecha de vencimiento
estipulada.

» Opciones Americanas : Son aquellas sobre las que el comprador

puede ejercer su derecho en cualquier fecha hasta el vencimiento
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de la opcioén.

Antes de mostrar la ultima clasificacién, es preciso introducir un

par de definiciones necesarias:

-Precio del ejercicio o Strike (E): Precio fijado por adelantado
al que se comprara o vendera el activo subyacente si se ejerce la opcion.

-Precio del subyacente (S): Precio del activo sobre el que se

opera la opcién en un momento determinado.

Finalmente, atendiendo a la relacién entre los precios definidos
con anterioridad, esto es, entre el precio del ejercicio y el precio del
subyacente, podemos distinguir tres tipos de opciones:

= Opciones in the Money o dentro de dinero: Aquellas en las
que se produce un beneficio en su ejercicio.
-En opciones CALL: Cuando el precio del subyacente>precio del
ejercicio.
-En opciones PUT: Cuando el precio del subyacente<precio del

ejercicio.

= Opciones at the Money o en el dinero: Aquellas en las que
no se produce ni beneficio ni pérdida en su ejercicio.
-Tanto en opciones CALL como en PUT cuando el precio del
subyacente ~ precio del ejercicio.

» Opciones out the Money o fuera de dinero: Aquellas en las
que se produce una pérdida en su ejercicio.
-En opciones CALL: Cuando el precio del subyacente<precio del
ejercicio.
-En opciones PUT: Cuando el precio del subyacente>precio del

ejercicio.

A continuacion, mostramos en la figura 1, las diferentes casuisticas
que pueden ser dadas en las opciones Call y Put dependiendo del precio
del subyacente a la fecha de vencimiento, asi como desde el punto de

vista del comprador y del vendedor respectivamente.
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Situacion al| El comprador Compragor CALL Hehee et
imient de CALL:
vencimiento e Pérdida Pérdida
o<E No EJE‘I"CE la C c
opcién
Ejerce la
E<S<(C+E E+C)-S B2
(C+E) opcion i 4
Ejerce la
S>(C+E S-{E+C S{E+C
(CHE) opcion (EC) i,

Comprador PUT Vendedor PUT
Situacién al | El comprador
imient de PUT:
gl Pérdida Pérdida
SoE No eje.r'ce la P P
opcion
Ej |
E>5>(E-P) s - S-(E-P) S-(E-P) -
opcion
Ej |
S<(E-P) e (E-P)-S (E-P)-S
opcion

Figura 1: Resultados del comprador y vendedor de una Call y una Put.

Cabe destacar que el comprador de una opciéon Call, solo ejercerd
la opcién cuando el precio del subyacente sea mayor que el precio del
ejercicio, sin embargo, iinicamente obtendra beneficio si la suma entre
el precio del ejercicio y la prima pagada es menor que el precio del
subyacente. Cambiando los papeles se puede inferir las diversas situa-
ciones desde el punto de vista del comprador de una opcién PUT. Se
recuerda, que la compra de una opcién lleva asociada el pago de una
prima, que se representa en la figura 1 mediante C'(prima para Call) o
P(prima para Put), por otro lado, S serd el precio del subyacente y E
el precio del ejercicio.

Por dultimo, antes de introducir algunas definiciones econdémicas
importantes para la comprensién de los capitulos siguientes, es conve-
niente destacar que las opciones pueden replicarse combinando carteras
equivalentes del activo subyacente con otras opciones, es lo que se cono-
ce como la paridad put-call . En ella queda reflejada la relacion que
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debe existir entre el precio de una opciéon Call y de una opcién Put bajo
el supuesto de varias hipotesis como la no existencia de oprtunidades
de arbirtraje, que definiremos mas tarde.

Para obtener dicha relacion, se considera una opcion de compra y
una de venta con valores C; y P, respectivamente, ambas con fecha de
vencimiento ¢t = T'y precio de ejercicio E. Si consideramos una cartera
formada por una acciéon con valor S; en tiempo t, una posicién larga
en un put y una posicién corta en un call, entonces resulta que el valor

de la cartera en tiempo t viene dado por la siguiente expresién:

V(t):St+Pt—Ct

Luego, en tiempo t=T, el valor de la cartera considerada dependera
de la relacion entre S; y E. De acuerdo a la figura 1, tendremos dos

situaciones:
» Si Sy > E. entonces V(t) =Sp+0— (Sp — E)=E.
» Si Sy < E. entonces V(t) =Sp+ (£ —Sp) —0=E.

Se observa, que es independiente del valor del activo en la fecha de
su vencimiento, luego la cartera que hemos considerado siempre garan-
tiza un beneficio de E. Ahora es de interés conocer cudl serd el beneficio
en t < T, pero en ausencia de arbitraje(una de las hipétesis), la tnica

manera de obtener un beneficio de E en el periodo t=T, es depositando

en el banco una cantidad (ﬁ)T_tE, siendo la unica operacién a reali-

zar.

Por lo tanto, el tinico valor posible en tiempo t de la cartera supuesta

para no caer en arbitraje, es V(t) = (ﬁ)T*tE. Y por consiguiente, la

relacién put-call mencionada tiene la expresién [1]:

1
1+7r

St+Pt—Ct:( )TitE

Donde 1 es el tipo de interés libre de riesgo y se trata de una constante,
es decir, un tipo de interés determinista y t es la duracién del préstamo.

Procedamos a introducir otros conceptos y elementos de las ciencias
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econdémicas que seran necesarios para el buen desarrollo de los capitu-

los venideros:

= Activo financiero: Tipo de instrumento financiero, mediante el
cual, el comprador adquiere el derecho a recibir ingresos futuros
por partida del vendedor.

= Cartera de inversién o Portfolio: Conjunto de activos finan-
cieros en los que se ha realizado una inversiéon de forma diversifi-

cada, con el objetivo de obtener una plusvalia.

» Derivado financiero: Tipo de activo financiero, cuyo valor viene
dado debido a los cambios de otra activo, llamado activo subya-
cente. Ejemplos son los futuros y las opciones.

» Arbitraje: Operacion econémica que se realiza con la intencion
de obtener un beneficio debido a la imperfeccion de los precios en

los productos, sin tener que asumir riesgo de mercado.

= Swap: Operacién segin la cual dos partes acuerdan intercambiar
dos corrientes de pago en la misma o en diferentes monedas. Los
hay de tipos de interés y de cambio. Su empleo trata de aprovechar

las oportunidades de arbitraje.
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Capitulo 2

Calculo estocastico

2.1 Definiciones previas

Comenzaremos definiendo de forma clara y precisa qué es un proce-
so estocastico, mencionaremos sus tipos y finalizaremos introduciendo
un tipo de proceso adaptado en particular, la martingala.

En el apéndice A, se pueden consultar los conceptos basicos de la teoria
de la probabilidad, sobre los que se construyen los elementos que seran

tratados en esta seccion.

Introduciremos a continuacién la definicién de proceso estocastico,
en primera instancia puede definirse un proceso estocastico, como un
modelo matematico para un fenémeno aleatorio que evoluciona a lo
largo del tiempo; por ejemplo, se podria utilizar para modelar la evo-
lucion de un activo financiero sin riesgo, es decir, sometido a un tipo

de interés r(t) determinista.
Formalmente:

Definicién 2.1.1 (Proceso estocéastico) Un proceso estocdstico es
una coleccion de variables aleatorias {X;}ier definidas en un mismo
espacio probabilistico (0, F,P).

El conjunto T C [0, 00) lo interpretamos como el conjunto de indi-
ces de tiempo y hablamos de proceso en tiempo discreto si T = N o en
tiempo continuo si T = [0, 00).

Para cada indice de tiempo, X; es una aplicacién de €2 en R, que
al elemento w € Q le asocia el valor real X;(w). Para cada w fijo, la
funcién ¢ — X (¢, w) es una trayectoria del proceso.

10
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Por lo que un proceso puede ser también considerado como una
aplicacién de Q en RT, es decir, que se puede interpretar como una
variable aleatoria con valores en el espacio de funciones de T en R,
tomando la o-algebra producto AT, que es la menor o-dlgebra que hace

medibles las proyecciones.

La distribuciéon del proceso viene dada por la ley inducida por X
en (RT, T a partir de P. Por lo que, las distribuciones de los vecto-
res aleatorios del tipo (X (¢1), ..., X(tx)) determinan la distribucién de
un proceso; ya que, la familia de los conjuntos cilindricos (los de la
forma(X(t;) € By, ..., X(tx) € By), con B; de Borel, 1 < k) genera la
o-algebra (T.

A estas distribuciones se las denomina distribuciones finito dimen-
sionales y de acuerdo a esto, se dice que dos procesos tienen la misma
distribucion si y solo si tienen las mismas distribuciones finito dimen-
sionales. De hecho, se puede construir cualquier proceso estocastico, a
partir de una familia cualquiera de distribuciones finito dimensionales,
que sea razonable, esto es el Teorema de extension de Kolmogorov. En
concordancia con esto, por ejemplo, se habla de procesos Gaussia-
nos cuando se tienen procesos con distribuciones finito dimensionales

normales multivariantes.

Ademas de la igualdad en distribucién explicada con anterioridad,
se dispone de otras relaciones entre procesos que han sido definidos en

un mismo espacio.

Definicién 2.1.2 (Modificacién o versién) Decimos que Y es una
version de X si para cada t € T el conjunto

{weQ: X(t,w)=Y(t,w)}
tiene probabilidad 1.

Por otro lado, se tiene una definicién similar, pero mas restrictiva

y con mayor potencia.

Definicién 2.1.3 (Procesos indistinguibles) Decimos que dos pro-

11
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cesos X e Y son indistinguibles si el conjunto:
{we Q: X(t,w) =Y (t,w) Vt € T}

tiene probabilidad 1.

Notese, que de ambas definiciones, podemos concluir que si X e Y
son indistinguibles, entonces Y es una versién de X y ambos procesos
tienen las mismas distribuciones finito dimensionales. Ademas, si T' =

N, los dos conceptos coinciden.

Para muchos procesos de interés en tiempo continuo, las trayecto-
rias presentan alguna regularidad en cuanto a que son funciones conti-
nuas, o al menos, continuas por la derecha con limites por la izquierda,
que es lo que se denomina, debido a su abreviatura en francés, como
cadlag. Esto ayuda mucho en el manejo de dichas trayectorias, ya que,
por ejemplo, dos procesos cadlag que sean uno versién del otro, hace
que automaticamente sean indistinguibles.

Por otro lado, en muchas ocasiones es necesario para que un proceso
esté bien definido que sea medible; por ejemplo, si X es un proceso
medible y T' = [0, 00), las trayectorias X (-, w) seran funciones medibles,
y tiene sentido hablar de fOT | X (t,w)|dt < oo, con esta motivacién
adentramos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.4 (Proceso medible) Se dice que un proceso X es
medible, si visto como una aplicacion de QxT en R es F® B(T)|8(R)-

medible.

Introduzcamos ahora un elemento esencial e indispensable en la
teoria, este elemento es la filtracion. Su papel es el de modelar la in-
formacion que tenemos disponible hasta un cierto periodo de tiempo.
Esto es fundamental, ya que, por ejemplo, en un modelo financiero de
inversion de capital, las decisiones que se tomen en un instante de tiem-
po t, se basardn y tomaran, de acuerdo a la historia conocida antes de
dicho instante.

Definicién 2.1.5 (Filtracién) Se conoce como filtracion F a una co-
leccion creciente de o-dlgebras, que denotaremos mediante {F;}ier C

12
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F.

Ademas, se dice que una filtracion es:

= Completa si cada conjunto de medida nula para F, esta en JF
(y por ser la sucesion creciente, estard en cualquier otro J;)
» Continua por la derecha si (| F; = F;.

s>t
Notese, que esta propiedad tiene relevancia tinicamente en el ca-

so continuo, pues en el caso discreto, una filtracién siempre es

continua por la derecha.

Una filtracion particular muy relevante es la filtracién natural,
la cual se define como FX = o(X, :s <t).

Definicién 2.1.6 (Proceso adaptado ) Se dice que un proceso { X; et
es adaptado a la filtracion {F;}ier si Xy es Fy-medible para todo t € T.

Notese que un proceso siempre es adaptado respecto de la filtracion

natural.

A continuacién, definimos proceso predecible en el caso discreto.
No se hace de forma mas general, ya que el caso continuo presenta
mayor dificultad y no es requerido en este trabajo.

Definicién 2.1.7 (Proceso predecible) Un proceso predecible res-
pecto de la filtracion {F,}n>0 €s un proceso {¢n}n>1 tal que {¢p,} es
Fr_1-medible, n > 1.

Conceptualmente, un proceso es predecible si su valor en el instante
n estd determinado por la informaciéon que ya conocemos sobre los

instantes anteriores, es decir, hasta el instante n-1.

2.2 Martingalas en tiempo discreto

Introduciremos ahora la martingala, un proceso adaptado de gran
relevancia en el calculo estocéastico. El surgimiento de las martingalas

estuvo motivado por la necesidad de modelar juegos de azar justos,

13
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sin embargo, su estudio actual esta abarcando muchas disciplinas, per-
mitiendo ampliar las lineas de investigacion en muchos campos de la
ciencia. El concepto fue introducido en la teoria de probabilidades por
el matematico francés Paul Pierre Lévy en la década de los 30, adoptan-

do una gran relevancia en su posterior desarrollo matematico Joseph

Leo Dobb.

A lo largo de este apartado, definiremos lo que es una martingala
en un caso general, para luego ya en el caso discreto, tratar los tipos
que hay, sus propiedades, algunas desigualdades caracteristicas, asi co-
mo un estudio muy superficial de su integrabilidad uniforme y de su

convergencia.

Todo esto nos servird de nexo para la siguiente seccion, que tratara
una martingala en tiempo continuo muy especial y estudiada, como es

el movimiento browniano.

Asumiremos que todas las variables y procesos estdn definidos en
el mismo espacio de probabilidad (2, F, P).
Debido a la fuerte dependencia que presentan las martingalas con la
esperanza condicionada y sus propiedades, se puede consultar los de-

talles elementales de este tipo de esperanza en el apéndice B.

Definicién 2.2.1(Martingala) Una martingala respecto de la filtra-
cion {Fi}ier es un proceso { My her adaptado a {F;her , tal que:

E(|M]) < o0

E(M|Fs) = M,
c.spara s <teT.

Decimos que { M, }ier es submartingala(supermartingala) si
E(M|Fs) > Mg c.s (si E(M|Fs) < Mg c.s) para s < t.

Hablamos de martingala en tiempo discreto si T=N o de martin-

gala en tiempo continuo si T = [0, 00).
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Nos centraremos a partir de ahora en el caso de estudio de este
trabajo, que es el caso discreto.
Observaciones:

= Si escribimos AM, = M, — M,_1,n > 1 entonces, la propiedad
de martingala es equivalente a la propiedad siguiente:

E(AM, | F,) =0.
Veamoslo:
E(AM, 1| F,) = E(Mp1—M,|F,) = E(M, 1| Fn)—E(M,|F,) =

M, — M, = 0, donde se ha aplicado la definicién de martingala
para uno de los sumandos, y para el otro la condicién de F,-
medible.

Respectivamente dicha propiedad seria para una submartinga-
la(supermantigala) E(AM,+1|F,) > 0 (E(AM,4+1|F,) < 0). Es
decir, que los incrementos de martingala son en esencia ruido es-
tocastico, queriendo decir esto, que la mejor prediccion del valor
del proceso en un instante futuro requerido sera el valor actual.

Cabe destacar que esto hace que el valor esperado de una martin-
gala sea constante, respectivamente el de una submartingala es
una funcién creciente y el de una supermantigala es una funciéon

decreciente.

» Si{X,}>, son variables aleatorias independientes centradas, My =
0y M, =X;+..+ X, sin>1entonces {M, },en es martingala
respecto de la filtracién natural:

E(Mn+1|fn) = E(Mn|Fn)+E(Xn+1|fn) = Mn+E(Xn+1) = M,.

= Sea Y una variable aleatoria independiente, {F,},en una filtra-
cién, entonces el proceso X, = E(Y|F,) es una martingala, ya
que se tiene que

E(Xn1|Fn) = E(E(Y | Fpir)|Fn) = E(Y[Fn) = X,

15
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Ademas, todas las martingalas uniformemente integrables son del

tipo anterior, este concepto serd visto en la seccion 2.2.3.

= Nétese que si un proceso predecible {¢,}nen es una martingala,
entonces es constante casi seguro, ya que:

o E(pni1|Fn) = ¢n c.8, por ser martingala.

o E(pni1|Fn) = dni1 c.s, por ser predecible.

Definicién 2.2.2 (Integracién estocastica discreta) Si {¢,},>1 es
un proceso predecible y { My, }nen una martingala (respecto de la misma
filtracidn), entonces el proceso ¢ - M dado por:

(p-M)y=0

(Gb'M)n:iﬁbiAMi, n=>1
i=1

es la integral estocdstica de {¢,} respecto {M,}.

Consecuentemente, la integral estocédstica de un proceso predeci-
ble acotado respecto de una martingala es, de nuevo, una martingala.

Recogemos este hecho, a través del siguiente teorema.

Teorema 2.2.3 (Propiedad de estabilidad) [1] Si ¢ es acotado y
predecible, ¢p1 €s Fy medible y ¢ 1AM, 1 es integrable, entonces la
integral estocdstica definida como el proceso X = (¢ - M) es una mar-
tingala.

Demostracion: Teniendo en cuenta que AX,, .1 = ¢, 1AM, 1,0btenemos:

E(AXn+1|JTn> - E(¢n+lAMn+1|]:n) = ¢n+1E<AMn+1|~Fn) = 0.

A continuacién, mostramos en el siguiente teorema, una caracte-
rizacion que nos permitird saber cuando un proceso adaptado, es o no

una martingala.
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Teorema 2.2.4 (caracterizacién de las martingalas)[l] Un pro-
ceso adaptado { M, }nen es una martingala, respecto de una filtracion

{Futn>0 si y solo si para cada proceso predecible acotado ¢
E((¢-M),)=0,n>1.

Demostracion:

Sabemos que si M es una martingala, entonces el proceso (¢ - M),
también serda martingala, luego todos sus elementos tendran la misma
esperanza, y como (¢ - M)y = 0 por definicién, todos y cada uno de
los (¢ - M),, tendrén esperanza nula, por lo cual queda probada esta

implicacién.

Supongamos que E((¢ - M),) = 0, n > 1 para cada proceso ¢ pre-
decible y acotado respecto de tal filtracion.
Sea ahora m € N y un conjunto C que sea JF,,-medible; se define en

este caso el proceso predecible 95 €omo:
h=1c sil=m+1

¢ =0 en otro caso.

Por lo que asi, se tiene que para s > m:
0= B((6- M),) = B(Lo(Mys1 — My)).
Recordando que el conjunto C es arbitrario se tiene que
E((Myi1 — M) F) = 0.

y esto es valido para cada indice m.
O

2.2.1 Tiempos de parada

Estudiemos ahora un tiempo aleatorio particular, que denomina-
remos tiempo de parada o de Markov, cuya interpretacién puede con-

siderarse como una regla aleatoria de parada, en el sentido de que la
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propia decisién de parar en el instante n debe hacerse basandose en la
informacién disponible hasta alcanzar dicho instante. La referencia a
seguir en esta subseccién es [6].

Definicién 2.2.5 (Tiempo de parada o de Markov) Una variable
aleatoria T es un tiempo de parada respecto de una filtracion {F;}er si
se verifica que (T <t) € F, para cada t € T.

A su vez, un concepto intimamente relacionado con este es el tiem-
po opcional, que se trata de aquel en el que se verifica que (7 < t) € F}
para cada t € T.
Si la filtracién es continua por la derecha, lo que siempre ocurre en el
caso discreto que estamos tratando, ambos conceptos, es decir, el tiem-

po de parada y el tiempo opcional, coincidiran.

Definicién 2.2.6 (o algebra de sucesos anteriores a 7) Dicha

o dlgebra esta definida por:

Fr={AeF:An(r <n)eFVteT}

A continuacién se analizan dos teoremas que relacionan los tiempos de

parada y las martingalas, aportando sus respectivas demostraciones.

Teorema 2.2.7 (Muestreo opcional para tiempos acotados) Si
X es una supermantigala, o y T son tiempos de parada acotados con
o < T c.s. entonces:

B(X.|F,) < X,.
En particular, si X es martingala, entonces E(X,|F,) = X,.

Demostracion:
Consideramos el proceso {¢, },>1 dado por {¢,} = I(c <n < 7).
Dicho proceso {¢,}n>1 es predecible porque (6 < n < 7)=(c < n)N
(r <n)C.
Supongamos que k es una cota superior para el tiempo de parada 7y
consideremos el proceso Z=(¢ - X).

Sabemos que ¢, es positivo y acotado por 1 luego, se tiene que:
(@ X)ul < [Xol + -+ -+ [Xil.
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Por lo tanto, el proceso Z,es integrable y supermantigala con Z; = 0
y Zk = XT - XU.

Consecuentemente, se tendra:
0=FE(Zy) > E(Z) =EX,—-X,) =FEX,;) - E(X,).

Consideramos el conjunto A € F, y definimos el tiempo de parada o’
como:

» 0/ =0 en A.

s o' =k fuera de A.
Andlogamente, definiriamos el tiempo de parada 7’. Se tiene claramen-
te que o’ < 7' < k.

Por lo tanto, razonando como antes, se tiene que:

/XTdP < / X,dP VYA€ F,,
A A

lo que demuestra el resultado.
OJ

Definicién 2.2.8 (Proceso parado en o) Sea {X;}ier un proce-
so estocastico y o un tiempo de parada, el proceso parado en o, es el

proceso X, dado por:

X7 = Xpn, t€T

Teorema 2.2.9 (Parada opcional para tiempos acotados) Si X
es una (super)martingala y o un tiempo de parada acotado, entonces

X es una (super) martingala para la misma filtracion.

Demostracion:

Supongamos que X es una supermartingala y que T = N entonces se
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tiene que para cada n > 1:

XO'/\t = XO + Z I{mga}Aer
m<n
Se tiene, por lo tanto, que X es adaptado a la filtracién y como I{;,<4}
es predecible y mayor que cero, se tiene que X7 ser supermantigala.

Se demuestra de forma anéloga en el caso de que X sea martingala. []

2.2.2 Desigualdades

La propiedad de martingala, garantiza que dicho proceso no puede
oscilar de forma descontrolada, por lo que su crecimiento tampoco lo
hara. Estas propiedades adquieren gran importancia en las trayecto-
rias para procesos de tiempo continuo, aunque nos restringiremos a los
resultados para el caso de tiempo discreto. Introduciremos todas estas
propiedades para el caso de que X sea submartingala, siendo el razo-
namiento analogo en los otros casos.

Presentaremos las desigualdades maximales de Doob que permi-
ten controlar el crecimiento de las martingalas, y a continuacion las
desigualdades upcrossing, que permiten controlar la oscilacion de las

mismas. Al igual que en el apartado anterior, la referencia a seguir es

[6].
Teorema 2.2.10(Desigualdades maximales de Doob) Si {X,, },>0

es una submartingala entonces:

E(XF
P(mdxXk>t) < (t"), t > 0.

0<k<n

E(X) — B(X,
P(mka<—t>§ (X)) = B( 0), t>0.

0<k<n
Demostracion:

Escribamos Ay = (Xo > ©),Ar = (Xo < .., X1 < 6, Xy > 1),
k=1,..n.
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Observa que Ay es Fi-medible. Ademds( sup X >t = Up_,Ax) y los
0<k<n
sucesos A son disjuntos dos a dos.

Por lo tanto:

B 2 B (X! s X 0)) = Sy BIX; L) =

2 kmo BE(X T L4 | Fi) = 2o EUAE(XT|FR)) 2 3 EUAXY) 2
tY peo E(1a,) = tP (mc’wc Xy > t)> , donde se ha usado que X, es

0<k<n
también una submartingala.

Para la segunda desigualdad:

Llamamos 7 = inf{j > 0: X; < —t} An.

Se tiene entonces que 7 es un tiempo de parada acotado y por el teo-
rema 2.2.7:

E(X,) < E(X,) = E(X,I(r < n)) + E(X,I(r > n)) <
—tP (minogkgn X, < —t) + E(X:)

Teorema 2.2.11(Versién L, de la desigualdad maximal)

Si { X, }n>0 €s una submartingala no negativa y p > 1, entonces:

P\ b
(E (mda:Xk > t) ) < LE(Xﬁ)

0<k<n T p— 1

hSA

Tomemos dos ntimeros reales a < b, nos interesara el nimero de
veces que una martingala, partiendo por debajo de a, supera la altura
b en los n primeros instantes de tiempo, este nimero lo denotaremos
por Uy,la,b] y serd el nimero de upcrossing’s. De manera andloga,
denotaremos por D, [a, b] al nimero de downcrossing’s que seran las
veces hasta tiempo n que la martingala queda, teniendo las mismas
condiciones anteriores, por debajo de la altura a.

Teorema 2.2.12(Desigualdades up/down-crossing) Si {X, }en
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es una submartingala entonces:

E(X,—a)"—E(Xy—a)" E(X,f)+|a\.

E(U,(a,b)) <

E(Dy(a,b)) < .
Demostracion:

La segunda desigualdad para E(U,(a,b)) es consecuencia de que (X, —

a)t < X+ al.

En la primera podemos suponer que X; > 0y que 0 = a < b.

Por otro lado, si escribimos Ty = 0 y T; = 7; A n, se tendra, necesaria-

mente que 7,, =ny

n—1
Xn— Xo = XTn - XTO = Z(XTJ'-H - XTj) = Z(XTj+1 - XTj)
j=0 Jpar
+ Y (Xgy,, — Xp).
Jjimpar

Como los Tj son tiempos de parada acotados, tenemos que E(Xr, , —
Xr,) > 0, ademas, tendremos:

> (Xry,, — X7,) > bU,(0,b).

Jjimpar

Consecuentemente E (X, — Xo) > (b —a)E(X, — X).
La demostracion de la desigualdad downcrossing es analoga. []

2.2.3 Integrabilidad uniforme y convergencia de mar-

tingalas

Como consecuencia de la desigualdad upcrossing, se tiene que las

submartingalas acotadas en L, convergen c.s. Los teoremas que seran
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tratados, permitiran extender al caso general los teoremas sobre tiem-
pos vy muestreos acotados vistos en la secciéon anterior, la referencia
bésica es [19].

Teorema 2.2.13
Si{X,} es una supermantigala con sup,enE (X)) < 0o, entonces existe

una variable aleatoria integrable X, con X,, — X, casi seguro.

Demostracion:
Si nosotros probamos que X, converge casi seguro al limite X, en
[—00, 0], entonces X, es autométicamente integrable, ya que por el
Lema de Fatou E|X.| < liminf F|X,| < oco. Podemos asumir sin
pérdida de generalidad que X, es una supermantigala, entonces para
un par de nimeros a < b sea el suceso:

Fop= {w € Q:liminf X, (w) <a<b< h’msuan(w)} .
n—00 n—00

Si lim,, . X, (w) no existiera en [—o00, 00|, entonces podriamos en-
contrar dos nimeros reales, a < b tal que w € F, ;. Como los ntiimeros
racionales son densos en R, nosotros podriamos escoger a y b niimeros
racionales.
El teorema estarfa probado si somos capaces de mostrar que P(F, ;) =0
para cada dupla de ntimeros racionales a, b. Para ello fijemos a < b y
sea Uy[a,b] el nimero de upcrossing’s de [a, b] en 0,1...n de X.
Si w € F,p, entonces Uy[a,b] 1 oo cuando n — oo y debido a la con-
vergencia monétona EU,[a, b)) T oo si P(F, ;) > 0.
Sin embargo, por la desigualdad de upcrossing’s:

(b —a)EUn[a,b] < E(X,)) + |a| < sup E|Xy| + |al.
Tenemos que el lado derecho de la desigualdad es finito, y que el lado

izquierdo no puedo crecer a infinito, luego EU,[a,b] no tiende a infini-
to, y por ende P(F,;) = 0. O

Definicién 2.2.14 (Familia de variables aleatorias uniforme-
mente integrables) Se dice que una familia de variables aleatorias

{X:}ier es uniformemente integrable si:

sup E(| X;|I(|X;| > t)) = 0 cuando t — .
i€l
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A continuacién, se presenta un teorema que muestra la idea de que ba-
jo integrabilidad uniforme, una martingala { M, },cn puede cerrarse, es
decir, se puede definir una variable aleatoria M, tal que {M,, },en U {0}

es martingala, diciéndose que la martingala tiene un tltimo elemento.

Teorema 2.2.15
Si{ M, }nen es una martingala uniformemente integrable entonces M, —
My, c.s en Ly y:

E(My|F,) = M,.

Demostracion:
La convergencia casi seguro es inmediata debido al teorema 2.2.13.
Por otro lado, de la integrabilidad uniforme se obtiene la convergencia
en L;. Ademés,
E(My|F,) = M,.

es equivalente a que para cada A € F,, se tenga que,

E(M,14) = E(MyIy).
Ahora, por la propiedad de martingala, si m > n,

E(M,1,) = E(My14).
Notemos para completar la demostracion que:

|E(M,14) — E(MyoIa)| < E|M,, — My| — 0

ya que teniamos convergencia en Lj. [J
Ahora podriamos realizar una extensién de los teoremas 2.2.7 y 2.2.9

a tiempos de parada que no sean necesariamente acotados.

Se tendria, por lo tanto, lo siguiente:

Teorema 2.2.16 (Muestro opcional)
Si M es una martingala uniformemente integrable y o y T son tiempos

de parada tales que o < T c.s. entonces:

E(M,|F,) = X,.
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Teorema 2.2.17 (Parada opcional)
Si M es una martingala uniformemente integrable y ™ un tiempo de
parada, entonces M, es integrable y M7™ es una martingala uniforme-

mente integrable. En particular:

2.3 Movimiento Browniano

2.3.1 Introduccion

El movimiento browniano es un proceso con trayectorias continuas
que es a la vez martingala. Aunque hayamos tratado las martingalas en
tiempo discreto, todas las propiedades mencionadas son extrapolables

de forma casi directa a tiempo continuo.

Movimiento browniano es el nombre que recibe el movimiento irre-
gular del polen suspendido en agua, observado por el botanico Robert
Brown en 1828. Dicho movimiento era erratico y en forma de zig-zag.

Este fenomeno observado fue objeto de estudio del propio Brown,
quién observé que la velocidad del movimiento aumentaba, cuando au-
mentaba la temperatura del agua. Esto derivé pronto en una explica-

cién a través de la teoria cinética:

Las moléculas que componen el liquido estan sometidas a un mo-
vimiento térmico, cuyas velocidades aleatorias tiene una distribucion
de probabilidad que es la distribucion de Maxwell y que varia con la

temperatura del medio.

Desde un punto de vista matematico, fue Norbert Wiener, quién
inicio en 1918 el estudio del movimiento browniano, el cual serviria de
semilla para originar el desarrollo del estudio de los procesos estocasti-

COS.
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En la actualidad, el movimiento browniano ha adquirido impor-
tancia resenable en otras ciencias y ambitos de estudio como son la
electronica, la biologia y la economia, siendo alguna aplicacién a esta
ultima, la estudiada en capitulos posteriores en este trabajo.

La referencia que se seguird mayoritariamente es [6].

Definicién 2.3.1(Movimiento Browniano) Se dice que un pro-
ceso {Wi <o con trayectorias continuas es un movimiento browniano
estandar si:

w (w) Wy =0 c.s.

n (wy) W, tiene incrementos finitos independientes: si s <t , Wy —
W es independiente de F;(filtracion natural).

w (ws) sis <t W, — W tiene distribucion normal, centrada, con
varianza t-s.

De las propiedades (ws) y (ws3), se obtiene que si
t; <ty < .. <t, entonces Wy , Wy, — Wy,.... Wy, — W, | son varia-
bles aleatorias normales independientes, por lo que el vector aleatorio
(Wy,, ...W,,) tiene distribucién normal.

Concluyendo, el proceso con trayectorias continuas {W; }1<o es un

proceso Gaussiano, centrado y con funcién de covarianza:

K(s,t) = min(s,1).

Definicién 2.3.2 (Movimiento Browniano d-dimensional) Sid >
1, sean WL, .. W2 d movimientos Brownianos estdndar independientes,
entonces W; = (W2, ..W2) se denomina movimiento Browniano d-
dimensional.

2.3.2 Propiedades

s Observacion: Cambio de notacion, ahora se indicard entre llaves
y en este orden, el proceso y la filtracion correspondiente.

Proposicién 2.3.3 Si {W, F;} es movimiento Browniano estdndar,

entonces:
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w o){W,, Fi} es martingala,
w b)) {W?—t,F} es martingala,
» ¢) para cada o > 0,{exp(cW; — %275),]-}} es martingala.

Demostracion

Sean dos instantes 0 < s < t y sea F; la filtracién natural.

a)

E(Wy|F,) = EW, — Wy + Wi|Fy = E(W, — W,|F) + E(W,|Fy)
Debido a la independencia de los incrementos, E(W,—W|F,) = E(W,—
W) por lo tanto:

E(W,|F,) = E(W, = W,) + E(W,|F,) = W,.

b)

Como W es martingala e W; — W, independiente de F; se tiene que:
t—s = E(W,—W;) = E (W, — Wy)?|F) = E(WZ|F) —2E(W Wi | Fy +
W? =W — E(WEIF).

Donde se han tenido en cuenta las propiedades de la esperanza condi-
cionada.

c)

Teniendo en cuenta el calculo de la transformada de Laplace de una
variable normal estandar y las propiedades del movimiento browniano,
se tendra que:

e>\2t—TS _ E(e/\(Wt—Ws)) — E(e)\(Wt_Ws)|ft) _ E(eAWtL/—‘%)e_)\WS

La siguiente definicién viene motivada, por ser una propiedad que
presenta el movimiento browniano [8], y que serd tratada en la propo-
sicién 2.3.5.

Definicién 2.3.4 (Proceso auto-similar) Un proceso estocdstico
{Xi, t > 0} es auto-similar, si existe un H > 0 tal que para cada

a > 0 se tiene que:

(Xt £ {a" X}

Observacién:(i) indica la igualdad de las distribuciones finito dimen-

sionales de los procesos.
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Proposicién 2.3.5 Si {W, F,} es movimiento Brwoniano entonces

tiene las siguientes propiedades de invariancia:

a)Simetria: —W; es un movimiento browniano.

» b)Homogeneidad temporal: Para todo t > 0 el proceso W' dado
por Wt =W, —W; es un movimiento Browniano independiente
de o(Ws: s <t).

» c)Autosimilitud: Para todo ¢ > 0 el proceso V\[;%t,t > 0 es un

movimiento Browniano.

» d)Inversion temporal: El proceso:

0 t=0
X = para t > 0 es un movimiento Browniano.
tWi t>0
t
Demostracion

a)

Los incrementos de —W son iguales y opuestos a los incrementos
de B, por lo que seran independientes y estacionarios. Las trayectorias
de —W comienzan en cero y ademas son continuas.

Finalmente, como la distribuciéon normal centrada presenta invariancia
frente a la transformacién, x+ — —x vemos que W; y —W, tienen la

misma distribucién y, por lo tanto, —B es un movimiento browniano.
b)

Si0 =159 <51 <..<s,entonces: (W —W{ . W! —W! )=
(Wits, = Wiy oo, Wigs, — Wips. ,); los incrementos de W' serén inde-
pendientes y estacionarios, ya que los de W lo son, ademds W/ presenta
distribucién normal (0,s).

Finalmente, veamos que efectivamente WW* es independiente de F;, para
ello observemos que por la propiedad de incrementos finitos indepen-
dientes de W, se tiene que W}, ...W}, es independiente de (W, ..., Wy, )
si s1,...,8, < t. Y utilizando clases mondtonas se tiene que W' es in-

dependiente de F;.

28



CALCULO ESTOCASTICO

c)
Se trata de demostrar atendiendo a la definicién 2.3.4 que el mo-

vimiento browniano es autosimilar con H = %, para ello nos basta, con

V\‘;‘g es movimiento browniano estandar.
Las propiedades (w;) y (ws) se heredan de W;, asi como el hecho

de que V\I;g presente distribucién normal estandar.

demostrar que

En concordancia con esto, solo sera necesario probar que efectivamente
se trata de un proceso centrado y de que la varianza es t.

Su esperanza sera:

Por otro lado, su varianza sera:

1 1
I/VCt) = —Var(Wy) = ECt =t.

Var( Nz .

d)

Serd necesario con ver que F(X;) = 0,Cov(X;, Xs) = min(t,s) y
la continuidad de X; en el cero.
Sean t, s # 0 entonces tenemos que:

E(X;) = tE(W.) =0.

Cov(Xy, Xs) = E(X Xs) = StE(W%W;) = StCOU(W%W;)
11

— stmin(=, =) = min(s, t).
smm(t,s) min(s,t)

Hemos probado en definitiva que X; es un proceso gaussiano en
ley, es decir, que tiene distribucién normal. Para probar la continuidad
en el cero, vale con utilizar la ley de los grandes niimeros aplicada a

nuestro proceso [9], es decir:

W,
lim —% = 0 c.s.
t—o00 t

OJ
Se introducen las siguientes definiciones motivadas por el teorema 2.3.11.
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Definicién 2.3.6(Proceso de Markov) FEl proceso {X;, F;}: es de
Markov si para cualquier funcion medible y acotada f, con s,t > 0 se
tiene que

E(f(Xers)|Fs) = E(f(Xers)[ Xs)-

Si ademds E(f(Xis)|Xs = 2) = E(f(X:)|Xo = ) entonces se trata
de un proceso de Markov homogéneo.

Notese, que un proceso es de Markov, si su distribucion en ins-
tantes futuros, conocido el valor actual, es independiente de la historia
anterior.

Definicién 2.3.7(Familia de Markov) Una familia de Markov es un
proceso { Xy, Fi}: junto con una familia de probabilidades P,z € RY
de forma que P(Xo= X) =1 y tal que:

E*(f(Xers)|Fs) = (U f)(X), P*es

donde (U f)(X) = E*f(X3).

Definicién 2.3.8 (Propiedad fuerte de Markov) Un proceso { Xy, Fi }+
tiene la propiedad fuerte de Markov si la propiedad de Markov se cum-

ple incluso cuando cambiamos s por un tiempo de parada T.

Definicién 2.3.9 (Proceso de Lévy) Se dice que un proceso { X¢, Fi }+
es de Lévy, si es estacionario de tiempo continuo y sus incrementos de
valor no dependen de sus valores pasados.

Formalmente, un proceso adaptado {X;}i>0 con Xo = 0 es un proceso
de Lévy si:

= X tiene incrementos finitos independientes, es decir, si X; — X
es independiente de la filtracion F,, 0 < s < t < o0.

» X tiene incrementos estacionarios, es decir, X; — X, tiene la mis-
ma distribucion que X;_, 0 < s <t < o0.

» X, es continuo en probabilidad, es decir lim;_,s X; = X, donde el
limite se toma en probabilidad.
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Definicién 2.3.10 (Familia Browniana) Una d-dimensional familia
browniana es un proceso d-dimensional adaptado { X, F;}+ en un es-
pacio medible (Q, F) junto con una familia de medidas de probabilidad
{P*} era de forma que:

» (i) para cada F' € F la correspondencia x — P*(F) es universal-

mente medible;
» (ii) para cada x € RY, P?[X,=x] = 1;

» (111) para cada probabilidad de la familia de probabilidades, el pro-
ceso { Xy, Fi 1t es un d-dimensional movimiento browniano comen-

zando en .

Presentamos en el siguiente teorema, la caracterizaciéon del movi-

miento browniano atendiendo a los diferentes tipos de proceso.

Teorema 2.3.11 [10]

Se tiene que:
= El movimiento browniano es un proceso de Markov.

= El movimiento browniano es un proceso con la propiedad fuerte
de Markov.

s Una familia browniana es una familia de Markowv.

» El movimiento browniano es un proceso de Léuvy.

Teorema 2.3.12 (De caracterizacién de Paul-Lévy) [10]
Un proceso estocdstico {X;}i>o €s un movimiento browniano si y solo

S84:
= Tiene tracyectorias continuas c.Ss.
L] XO - O

» Los procesos {X;, t >0} y {X? —t, t > 0} son martingalas.

Ahora trataremos otro tipo de propiedades relacionadas con las

trayectorias del movimiento Browniano. Comenzaremos introduciendo
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unas definiciones necesarias para a continuaciéon, dar paso a algunos

teoremas junto con sus demostraciones.

Definicién 2.3.13(Variacién cuadratica) Llamamos variacion cuadrdti-
ca en [0,t] del proceso {Xi}i>0 al limite en probabilidad, si existe,

[X]t = (}jg();(Xti - Xti—1>2
donde 0 =ty < t; < ..t, =t y 0, = MaX1<i<n(t; — tio1).

De forma similar y con la notacién utilizada anteriormente, se tiene

que:

Definicién 2.3.14(Covariacién cuadratica) Llamamos covariacion
cuadrdtica en [0,t] del proceso {X;}i>0 al limite en probabilidad:

[X’ Y}t = (}jg();(Xti - Xti—l)(}/;«i - Y;—l)'

Observaciones:

» Si la variacién (o covariacién) de procesos adaptados existe, en-
tonces es un proceso adaptado.

- [X], = [X, XJs.
Teorema 2.3.15

Si {W, hi>0 es movimiento Browniano estdndar entonces (W], = t.

Demostracion
Los incrementos de W son normales, independientes, centrados y con

varianza t; — t;_1.
Por lo tanto:

P (i(m - Wti_f) =3t —ti) =t

i=1 =1

Ademas, se tiene que:

Var (Z(Wt - Wti_l)Q) — Z Var (Wy, — Wy, ,)?)

=1
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= (ti—ti1)’E(Y? — 1) <tE(Y? - 1)5,
i=1
siendo Y una variable normal estandar y utilizando la desigualdad de
Chebychev se completa la demostracion. []

Como consecuencia del anterior teorema, se puede afirmar que el
movimiento Browniano presenta una variacion infinita en cualquier in-
tervalo. Detallemos y definamos con precision matematica a que nos

referimos con variacion.

Definicién 2.3.16(Variacién de una funcién) Dada una funcion

f:[0,00) = R se llama variacion de f en [a,b] a

Vi (f) = supz f(t) = ftim)l,

con el supremo extendido a las particiones a =19 <ty < ... <t, =b.
Se dice que una funcién f es de variacion finita si Vg < oo para
cada t > 0.

Teorema 2.3.17
St W es un movimiento browniano y 0 < a < b entonces Vi ,)(W) = 0o

C.S.

Demostracion
Tomemos sin pérdida de generalidad un intervalo [a,b]=[0,t], asi mismo

sea 0 =ty <t} < ... <1} una secuencia de particiones, con 9,, — 0.

Por el teorema 2.3.15 Y." (W), — Wy, ,)? — t en probabilidad.
Tomando subsucesiones podemos suponer que

n

Z(Wtz - Wti—1)2 — 1

i=1
con probabilidad 1.

Entonces, la variacion del movimiento browniano serd infinito en
el intervalo [0, ¢] para el conjunto de convergencia, pues si no se diera
esto, debido a la continuidad de las trayectorias de W, tendriamos que:

n

n
Zl(Wtz - Wti—1>2 < 1122}% |Wtz - Wti—1| Zl ’VVtz - Wti—l’
1= 1=
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< ‘/[O:t](W) max |VVtL - Wti71| — 0.

1<i<n
O
De este teorema 2.3.17, se infiere, que el movimiento Browniano no pue-
de ser en ningun intervalo Lipschitz, de hecho no es derivable en ningin

punto, como se enuncia en la siguiente proposicién sin demostracion.

Proposicién 2.3.18[10] Para todo t > 0, el movimiento browniano no

es diferenciable c.s en t.
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Capitulo 3

Medidas martingala

La referencia principal a seguir es el capitulo 2 de [1].

3.1 Modelo general de mercado en tiempo

discreto

Fijemos el conjunto de tiempos T = {0, 1,2, ...7'}, donde cada pun-
to del conjunto es un admisible “dia comercial” y el punto T seria el

dia de finalizacion de la actividad financiera en cuestion.

Fijaremos también el espacio probalistico (€2, F, P) que modelard
todos los posibles estados del mercado a estudiar. El papel de F no
es mas que el de identificar cuales son los posibles eventos para los
inversores.

Nos referiremos a mercados finitos, pues los mercados de la vida real
son por supuesto asi; sin embargo, el considerar espacios arbitrarios y
o — algebras arbitrarias, que proporcionan una generalidad mayor, es

simplemente por conveniencia matemaética.

También, notemos que la estructura de la informacién es dada a
los inversores por una secuencia creciente y finita de o — dlgebras de
F. Asumimos que (€2, Fy) es completo y que,

FoCF CFhC..CFr=F.

Por lo que F; contiene toda la informacién disponible hasta el
tiempo t para los inversores, los cuales aprenden sin olvidar, no pueden
utilizar informacién privilegiada que aportaria ventaja de unos a otros y
ademas, se considera que nuestros inversores son “pequenos inversores”
en el sentido de que sus actos no cambian las probabilidades asignadas

a los diferentes eventos del mercado.
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Por otro lado, sea d € N la dimensién del mercado, utilizamos, para
representar la evolucién temporal del proceso de cotizacion de valores,
al proceso estocastico de dimension d+1 definido por:

S={S:teT, 0<i<d}.

El valor S° se denomina sin riesgo (proceso no aleatorio), en la jer-
ga economista es denominado bank account, mientras que los otros d
valores restantes con valores de proceso S, S?, ..., S? presentan riesgo
(se trata de procesos aleatorios). Asi mismo, asumimos que el proce-
so S es adaptado a la filtraciéon F = (F;)er, lo que deriva en que
Si es Fy-medible para cada ¢ < d. De hecho, lo mds frecuente es
tomar la filtracion F como la generada por el proceso de cotizacion
S ={5° 81 ..., 59} que serfa en este caso la filtracién natural.

Nuestro mercado de valores se representa matematicamente por la
tupla (Q, F, P,T,F,S). Se pide a este modelo que al menos uno de los
procesos de cotizacion sea siempre estrictamente positivo, ya que serd
considerado el punto de referencia, también conocido como numerario.
Tradicionalmente, se asigna este papel a S°, aunque se podria utilizar
cualquier otro S* que fuera estrictamente positivo.

3.2 Estrategias de inversion y oportunidad

de arbitraje

Asumiremos sin pérdida de generalidad que nuestro numerario
Sy = 1, por lo que las demds cantidades podrén ser expresadas en
unidades relativas a este valor. Ademads, si r es la tasa de interés cons-
tante, se tiene que S = (1 +r)’.

Definicién 3.2.1(Factor de descuento) FEl factor de descuento 3; =
% es la suma de dinero que nosotros necesitamos invertir en bonos en
t

t=0, para tener 1 unidad de valor a tiempo t.

Se considera que el porfolio, cartera de inversién o estrategia de
inversion, viene representado para t > 1 por el vector aleatorio 6; =
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(09)o<i<a con valores en R?"! Representa el niimero de acciones de tipo

i-ésimo en el instante t-ésimo.

Definicién 3.2.2(Proceso de valor) Se trata del proceso estocdstico
definido por:
Vo(0) = 61 - So,

d
Vi) =0,-S, =) 6;-8;, teT,t>1.
=0

El proceso de valor Vy(0) representa el endeudamiento inicial al que
tiene que enfrentarse el inversor. Los inversores seleccionan su porfo-
lio relativo al tiempo t, de acuerdo con los precios al tiempo t-1 que
ellos conocen. Mantienen su porfolio en el intervalo de tiempo [t —1,t).
Cuando llega el tiempo t, los inversores puedes modificar y ajustar sus
porfolios de acuerdo al nuevo conocimiento sobre los precios de los pro-
cesos de wvalor en el tiempo t, y ellos mantendrdn su nuevo porfolio
(0411) durante el intervalo [t,t + 1).

Las hipétesis de nuestro modelo de mercado seran las siguientes:

» La estrategia de inversion {6, : t = 1,2,...T'} es un proceso es-
tocastico predecible.

= El mercado no presenta fricciones, es decir, no hay costes de tran-

saccion.
s Ventas en corto ilimitadas.

» Prestar estd permitido (las variables aleatorias 6} pueden tomar

cualquier valor real).

» Los valores son perfectamente divisibles, S} puede tomar cualquier

valor real positivo.

Definicién 3.2.3(Estrategia de inversién autofinanciada) Se dice

que una estrategia de inversion 0 es autofinanciada si:
9t+1'St:9t'St O§t§T—1

Su interpretacion es la siguiente: una vez anunciados los nuevos precios

S; en el instante t, los inversores modifican su cartera sin anadir ni
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consumir riqueza, es decir, si se compra 6;,; — 6, activos, el coste de
dicha operacién sera de (6,41 — 6;) - S, si ahora deseamos que este sea
cero, se tendra que 0y, -S; =6, -S; paratentre Oy T — 1.

Definicién 3.2.4(Proceso de ganancias) Se denomina proceso de
ganancias asociado con 0 al proceso definido mediante:

Go(6) = 0.
Gi(0) = 0y - ASy + 05 - ASy + .0, - AS,.

Proposicién 3.2.5 Una estrategia de inversion es autofinanciada si y
solo si:

Vit (0) = Vi(0) = 01 - (St — Sp) 0<t<T —1.

O utilizando la notacién introducida del proceso de ganancias, una
estrategia de inversién es autofinanciada si y solo si:

Vi(0) = Vo(0) + Gi(0).
Definicién 3.2.6(Estrategia admisible) Una estrategia de inversion

0 es admisible si es autofinanciada y Vi(0) > 0 para todo 0 <t < T.

Definicién 3.2.7(Estrategia u oportunidad de arbitraje fuerte)

Una estrategia de inversion 6 es una oportunidad de arbitraje si:
= V5(0) =0.
» Vi(0) >0Vt eT.
» E(Vp(0)) > 0.

Es decir, que se trata de una estrategia admisible con valor inicial
cero, pero valor final estrictamente positivo con probabilidad no nula.
Notese, que si existen oportunidades de arbitraje, con una inversién

inicial nula, obtendriamos una riqueza final no nula.

Definicién 3.2.8(Arbitraje débil) Una estrategia de inversion 6 es

una oportunidad de arbitraje débil si:

= Vo(6) = 0.

38



MEDIDAS MARTINGALA

« E(Vr(6)) > 0.

Notese, que a diferencia del arbitraje fuerte, no se pide que el
proceso de valor sea positivo siempre, es decir, en algin momento es
posible tener pérdidas.

Se puede demostrar, mediante una construccién implicita, que los

dos arbitrajes son equivalentes.

Proposicién 3.2.9 (Equivalencia de arbitrajes) Si se tiene ar-
bitraje débil, es posible construir un arbitraje fuerte, es decir, en un

mercado finito el arbitraje débil es equivalente al arbitraje fuerte.

Definicién 3.2.10(Mercado viable) Un modelo de mercado se dice
que es viable st mo tiene oportunidades de arbitraje, es decir, si se
realiza una inversion inicial nula, se obtendrd una riqueza final nula

cast Sequro.

Sea H un derivado financiero con madurez o fecha de vencimiento
T, que se representara matematicamente mediante una variable alea-

toria F;-medible en (9, F;, P), introduzcamos la siguiente definicién.

Definicién 3.2.11(Derivado alcanzable) Un derivado financiero H,
sigutendo la notacion anterior, se dice que es alcanzable, si existe una
estrategia admisible 6 que lo genere, es decir:

Vi(0) = H.

Seria apropiado que el proceso de valor asociado con una estrate-
gia generadora fuera dado de forma tnica, ya que por el contrario, se
violaria la ley del precio tinico, que permitiria obtener beneficio sin
riesgo y por lo tanto, el mercado no serfa viable [11].

Esto lo tenemos garantizado gracias al siguiente lema:

Lema 3.2.12 Si H es un derivado financiero con madurez T en un
mercado viable, entonces, los procesos de valor de todas las estrategias

que pueden generar H, son iguales.
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Demostracion

Si 6y ¢ son dos estrategias admisibles, con:
Vr(0) = H = Vr(¢)
pero con V(0) # V(¢), entonces existe t < T' tal que
Vu(0) = Vu(9) (u<t) Vi(0) # Vi(9).

Sea el conjunto A = {V;(0) > Vi(¢)} que estd en F;, asumimos, sin
pérdida de generalidad, que P(A) > 0. Por otro lado, la variable alea-
toria X = V;4(0) — Vi(¢) es Fr-medible y define una estrategia autofi-
nanciada v, cuya expresion viene dada por:

Yu(w) = 0, (w) — ¢y(w) para u <ten A yparatodo u € Ten A°

W =p3X, ¢Y.=0 i=1,2,..den A parau>t.

Es obvio que v es predecible, ademas como 6 y ¢ son autofinanciadas
también se mantiene para i en el caso de u < t, por otro lado, en el
caso u > t, Yyiq - Sy = Y, - S, en A, mientras que en A, se tiene que
Yust = .

Por lo tanto, solo necesitamos comparar ¢ - Sy = V() — Vi(¢) ¥ Yy -
St = 14e(Op41 — Pry1) - St + 143, XSY.

Nétese que SP=p"1y que X = V;(0) — Vi(¢), mientras que en A° el
primer término se convierte en (6; — @) - Sy = Vi(0) — Vi(¢), mientras
que el ultimo término desaparece.

Por lo que ¥yyq - Sy = Vi(0) — Vi(¢) = oy - S;.

Teniendo en cuenta que Vy(#) = Vo(¢), ¥ es una estrategia autofi-
nanciada con valor inicial cero.Pero Vy () = 14(8,XS%) = 18,87' X
es no negativo y estrictamente positivo en A, lo cual hace que tenga
probabilidad positiva.

Como consecuencia, ¥ es un arbitraje débil, y aplicando la proposicién
3.2.9, podemos concluir que el mercado no es viable, ya que presenta
oportunidad de arbitraje. [J

Por lo tanto, queda demostrado que en un mercado viable, es posi-

ble asociar un unico precio de arbitraje a cualquier derivado financiero.
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En la seccion siguiente, se caracterizara los modelos de mercados viables
sin tener que construir estrategias de forma implicita ya que derivare-

mos una férmula general para el precio por arbitraje en su lugar.

3.3 Valoracion por arbitraje con medidas

de martingala

Se recuerda que estamos en un espacio medible arbitrario (£2, F)
en el cudl se consideran varias medidas de probabilidad, también te-
nemos una filtraciéon F = (F;)er, de forma que (£2, Fy) es completo
y Fr = F. Finalmente, se recuerda que S serd un proceso estocastico
d+1 dimensional cuyas componentes expresan lo indicado en la seccién
3.1. Es decir, como se mostré en la 3.1, nuestro mercado de valores se
representa matematicamente por la tupla (2, F, P,T,F,S).

Se remarca que en esta seccion, no asumimos que el modelo de mercado
es finito, o dicho de otro modo, que la filtracién F es generada por el

proceso S.

Suponemos que S = (5 es una martingala respecto de una proba-
bilidad Q, por lo tanto Eq(AS;|F;_1) =0 parat > 1en T,

Sea § = {0 :i <d, t=1,2,.. T} una estratrgia admsible y sea
su proceso de valor descontado V;() que tiene la siguiente forma:

Vi(0) = Vo(0) + G (0).

(Se recuerda que V,(0) =0, - S,)

Puesto que el valor de proceso descontado V;(f) es una constante
m&s una suma finita de martingalas, es también una martingala con
valor constante inicial V4(#), haciendo que tengamos que E(V7(0)) =
E(Vo(6)).

Lo mencionado anteriormente, excluye la posibilidad de arbitraje,
ya que si Vp(0) =0y Vp(0) > 0 casi seguro con la medida de probabi-
lidad Q, E(V7(#)) = 0, por lo que V7(8) = 0 casi seguro con la medida
probabilidad Q.
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Esto sigue siendo cierto casi seguro para la medida de probabilidad
P, siempre que la medida de probabilidad Q tenga los mismos conjun-
tos de medina nula que P, es decir, siempre que Q y P sean medidas
equivalentes, lo cual se denota ) ~ P.

Definicién 3.3.1(Medida de martingala equivalente) Una medida
de probabilidad Q) en (2, F), se dice que es una medida de martingala
equivalente, si Q ~ P y ademds S es una martingala respecto a Q para

la filtracion F, es decir, para cada i < d 5" es una (F, Q)-martingala.

Se acaba de mostrar por lo tanto, que la existencia de una medi-
da martingala equivalente para S es suficiente para garantizar que el
mercado de valores es viable. Matematicamente, es normalmente mas
sencillo encontrar una medida de martingala equivalente para S que

demostrar que no existen oportunidades de arbitraje para S.

Econémicamente, las asignaciones de probabilidad no deben rela-
cionarse con las valoraciones por arbitraje, el tinico criterio es que los
inversores prefieren mas a menos y por lo tanto ellos se convertirian en

arbitrajistas si el mercado permitiera arbitraje.

El precio que obtengamos para el derivado financiero H, debe de
ser el mismo para todas las preferencias de riesgo de los agentes mien-
tras las mismas excluyan la oportunidad de arbitraje. En particular,
una economia de agentes neutrales al riesgo también obtendra el precio
de arbitraje del que hablabamos anteriormente.

La medida martingala equivalente QQ, representa la asignacion de pro-
babilidad hecha en esta economia neutral al riesgo, y el precio que esta
economia asigna al derivado financiero sera simplemente el valor pro-
medio descontado del pago H. Por lo tanto, la existencia de medida de
martingala equivalente proporciona un método general de valoracién

de derivados financieros.

Veamos como se obtiene esa valoracién, sea 7w(H) el valor del de-
rivado financiero a t=0, es decir, el valor que ven justo las dos partes
implicadas. En un modelo de mercado viable, un inversor intentaria
evaluar 7(H) construyendo una estrategia admisible la cual replique

exactamente los flujos proporcionados por H en el tiempo T.
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Para esta estrategia de inversién admisible V() deberia represen-
tar m(H) de H. Se recuerda que un derivado es alcanzable si existe
una estrategia 6 generadora, tal que Vp(f) = H o equivalentemete
V1(0) = BrH, pero como Q es una medida martingala para S, V (6) es
salvo una constante, una transformacion de martingala y por lo tanto

es una martingala sobre Q, es decir que para todo t € T se tiene que:

Vi(0) = Eq(BrH|F)

y como consecuencia para cualquier estrategia de inversion admisible:

Vi(0) = B, Eq(BrH|F).

Particularizando:

n(H) = Vo(0) = Eq(BrH|Fo) = Eq(BrH).

Definicién 3.3.2 (Mercado completo) Se dice que un modelo de

mercado es completo si todos los derivados financieros son alcanzables.

Los mercados completos proporcionan la clase mas simple en térmi-
nos de valoracién de opciones, pues cualquier derivado financiero puede
ser valorado facilmente calculando su esperanza relativa a una medida
martingala equivalente para el modelo en cuestién.

Proposicién 3.3.3 (Unicidad de la medida martingala equi-
valente) En un mercado viable completo hay una unica medida de

martingala equivalente.

Demostracion
Notemos que V(0) = Eq(B8rH) para cada medida martingala equiva-
lente QQ del modelo. Puesto que H es alcanzable, su precio w(H) sera

independiente de la eleccion de medida de martingala equivalente Q.

En un modelo de mercado completo, si R y Q son dos medidas de
martingala equivalente, se debe tener que:

Eq(BrH) = n(H) = Ep(8rH).
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Pero, esto significa(ya que Sy > 0) que la esperanza de cada variable
aleatoria no negativa H es la misma bajo Q y R. Ademads, lo mismo se-
guird siendo cierto para cualquier variable aleatoria, ya que el mercado
es completo, considerando su parte positiva y negativa, separadamente.

Como en particular, podemos coger la variable aleatoria F;-medible
H =14 donde A € F; arbitrario,teniendo que:

Fo(A) = Pr(A),

se tiene que Q y R son idénticas y por lo tanto, que en un modelo de
mercado viable completo habrd unicidad de medida martingala equi-
valente. [

3.4 Aplicacion: Formula de CRR y férmula
de Black-Scholes.

Para cerrar el capitulo, llegaremos a la férmula de Cox-Ross-Rubinstein,
y a partir de ella, a la de Black-Scholes. Aunque no sean necesarias para
el objetivo fundamental del TFG, su importancia en el marco tedrico

matematico el cual estamos tratando es notable.

Asumiremos que tenemos un modelo de mercado binomial de di-
mensién d=1, es decir tenemos S* y S°, con intereses devengados a una
tasa fija r > 0. Tomando SJ = 1, tenemos que SY = (1+7r)! t€ Ty
por lo tanto 3; = (1 + r)~*. Los ratios de las variable stock sucesivas
son variables aleatorias de Bernoulli, esto es para t < T, se tiene que
St=5,1+a)oS} =S (1+b)conb>a>—1, mientras que Ses
51> 0.

el precio inicial es conocido. También se define R; = I

El conjunto de posibles estados es entonces Q = {1 +a,1 + b}7T,
con la filtracién natural generada por S, es decir, Fo = {Q,0} y F; =
o{SL: u < t}. Nétese, que Fr = F = 2% es la o-algebra generado
por todos los conjuntos de 2. La medida P sobre (€2, F) es inducida
por la razon de los precios del activo. Por simplicidad, reemplazaremos
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a los largo de toda la seccién S por S* por lo R, = S;&Sjl para t > 0.

Para cada w = (wy, ws...wr) € 2, se define:

P{w})=P(Ri=w, t=1,2,..T)

Observamos, que para cualquier medida de probabilidad Q en
(Q, F), larelacién Eg(S:|Fi—1) = S;_1, es equivalente a Eq(R|F;_1) =
14 r, puesto que % =1+r.
Como  es una medida martingala equivalente para S, se tiene que
Eg(R;) = 1+ r. Por otro lado, R; solo toma los valores 1 +ay 140
como se vio antes, por lo que el el valor esperado de R; sera igual a
1+rsiysolosia<r<b.

Recogemos el resultado obtenido en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.4.1 Para que exista una medida martingala equivalente

en un modelo binomial, se debe tener a < r < b.

Cuando el mercado es viable, exsite una unica medida martingala
equivalente Q para S. Vamos a construir esta medida, probando el
siguiente resultado.

Proposicién 3.4.2 S es una Q-martingala si y solo si las varia-
bles aleatorias (R;) son independientes e igualmente distribuidas, con

QRi=1+b)=qyQ(R1=1+4a)=1—q donde ¢ = =2

Demostracion
Supongamos que (R;) son variables aleatorias e igualmente distribuidas
con QR =1+0) =qy QR =1+ a) =1— g, entonces satisfacen

que
Eq(R|Fio1) = Eg(Rt) = q(1+b)+(1—¢)(14a) = q(b—a)+1+a = 1+
Por lo que S es martingala.

Reciprocamente, si S es martingala, se tiene que Eqg(R|F; 1) =
1+ r, ademas como R; solo toma los valores 14+a y 14 b, tenemos que:

(1+a)Q{R:=1+a}|Fi1) + 1+ 0)QU{R: =1+ b}|F1) =1+
donde Q({R; = 1+ a}[Fi1) + Q{R: = 1 + b} F1) = 1.
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Sea ¢ = Q({R; = 1+ b}|F;_1), obtememos que

I+a)1—¢)+(1+bg=1+r,

r—a

b—a’
La independencia de las variables aleatorias se consigue por induccién

de donde deducimos que ¢ =

sobre t > 0, ya que para w = (wy,ws...wr) € £ vemos de forma induc-
tiva que:

t
Q(Rl = wl,RQ = Wa, ...,Rt = wt) = Hqi
i=1

donde ¢; = ¢ cuando w; = (1 +0b) y es (1 — ¢g) cuando w; = (1 + a),
afirmando que las variables aleatorias (R;) son i.i.d. O

Luego un modelo de mercado binomial viable, admite una tnica
medida equivalente martingala y estda dada por Q. A continuacion, cal-
cularemos el precio de una opcion europea Call, llegando para ello, a la
formula de Cox-Ross-Rubinstein. Enunciamos por lo tanto el siguiente

teorema tras la motivacién expuesta.

Teorema 3.4.3 (Férmula Cox-Ross-Rubinstein) Bajo el modelo
y premisas anteriores, se tiene que el precio en t=0 de una opcion eu-
ropea call X = (Sp— K)7, estd determinada por la siguiente expresién
denominada la férmula de valoracién de opciones de Cox-Ross-
Rubinstein:

T
m(X) = (141" Z L!(TTiu)ﬂu(l —¢)T " (So(1+b)*(1+a) " — K)
u=A '

donde A es el primer niimero entero k para el que
So(L+b)* (1 +a)"" > Kyq= =2

Demostracion
Veamos como llegar a esta formula, tenemos que el valor de una opcién

europea call a tiempo t € T es

Vi(Cr) = B; ' Eq(BrCr|Fi)

Puesto que Sr = S, szt +1 Ry, (por la definicion de R,), podemos

calcular esta esperanza de forma simple, puesto que S; es F;-medible y
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cada R,(u > t) es independiente de F;:

Vi(Cr) = B BrEo((Si [[ Ru—K)*|F) =
(1+7) " Eq((S: I T, t+1R K) F) = (L+7) " EQ((Si [Tamir Ru—
K)*) = (1)~ "0 05 ™ (1=a) ™ Sy(140) (1a) ™
K)*.

En particular, el precio a tiempo t=0, sera:
m(X) = (14r) TZ[U‘ T U1 =) Se(14+b)“ (1 +a)T™ — K)| O

Este modelo conocido como modelo de Cox-Ross-Rubinstein fue
desarrollado por John Carrington Cox, Stephen A. Ross y Mark Ru-
binstein y presentado en 1979 en un articulo llamado Option pricing: A
simplified approach en la prestigiosa revista Journal of financial Eco-
nomics.

Ademas, el modelo de Black-Scholes es el resultado de llevar el
modelo de Cox-Ross-Rubinstein al limite, entendido como limite de
tiempo continuo. Veamos entonces esta convergencia, para obtener la
férmula de Black-Scholes.

Consideremos una opcion europea tipo Call sobre un activo con
un strike K y fecha de expiraciéon 7. Su saldo estd dada por (Sp —
K)T. Transformaremos el contexto actual, en un problema de tiempo
discreto, considerando un modelo binomial para un activo, con valor
incial Sy y que cambia un ntmero finito de veces en tiempos discretos
en (0,7, consideramos una distancia fija h = ]%, para algun N fijo de
forma que que el conjunto {0, h, 2h, ..., Nh} C [0,T]. Consideramos el

precio de la opcién en este nuevo conjunto.

El precio de la misma estara dado por:

V¥ = ByEQ((So [ [ BY — K)") = (1+ R ™E((So [[ &Y — K)™),

n=1 n=1
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donde RY = S[Vgi toma valores de la forma (1 +b) y (1 + a) para
(n—1)h

n > 1. Ademaés las variables (R%) son i.i.d y

R—a
b—a

QRY =1+b)=q=

Ahora, fijando r > 0 y siendo R = %, puesto que tasa de interés
sin riesgo en tiempo discreto R sobre [0,h] tiende a cero cuando N tiende
a infinito, y r actua como una tasa de interés “instantdnea” en puntos
de [0,T]. Nétese que €7 = limy oo (1 + R)V.

Fijado o > 0 (representard la volatibilidad) y fijado N, podemos escoger
los parametros a y b, de forma que la aproximacion binomial N-ésima

del proceso de precios S venga dada por:

1+0 IT
lOg(H—}%) =0 N = U\/E,

1+a T
log(1+R)——a —=—oVh

Escribimos S = (1+ R)" (n < N) para el activo sin riesgo asociado.

Los radios de los procesos de precio descontados de la opcion tienen
la forma e?®", donde las variables aleatorias (&,) son i.i.d. y toman los
valores ++/h, con probabilidad ¢ y 1 — ¢ respectivamente.

Ahora, el Teorema Central del Limite, en su versién del Teorema
de Lindeberg-Feller para arreglos triangulares, asegura que dada una
coleccién de variables aleatorias i.i.d. (Y;¥)r<ny con media uy tal que
(Nun)n converge a p cuando N tiende a infinito y cuya varianza es
de la forma (’WQ + 0(+), entonces la suma Zy = Z]kvzl YN converge en
distribucién a una variable aleatoria Z, con distribucién N(u,o?) La
demostracién puede consultarse en [1].

Para aplicar esto a V{", introducimos el factor (1 + R)™ = (1 +
(%£))~™ dentro de la esperanza y definimos:

N R} Y N
Y = log(1+R), N = E Y.'.
n=1
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Obteniendo que:

N N
L+ R)]]RY =1+ R) N1+ R)Neap(d Y,N) = e~

n=1 n=1

Por lo que V7" toma la forma:
T

VY = EolSee? — (1+ %)‘NK]JF.
Pero RY toma los valores 1+ b y 1 + a, luego YV toma los valores
i—(%) = +0/h, calculando su esperanza se obtiene:

ovVhqg—oVh(l —q) = (2¢ — 1)oVh

Ahora rescribiendo (2¢ —1) =1-2(1—-¢q) =1 — 2(%:?) =1-
[e=ovVh_1
sinh(eoVh)’

Expandiendo en serie de Taylor, se tiene que 2¢—1 = —104/(%)+
O(%), por lo que Nuy — —%O'QT cuando N tiende a infinito. Luego,
aplicando el Teorema Central del Limite, se obtiene que Zy — Z en
distribucién, por lo que (Spe?y — (14 Z5)™NK)* también converge en
distribucién a (Spe? — e T K)T.

Puede probarse, aunque no realizamos la oportuna demostracién, que
Vi = E(Spe? — (1 4+ Z5)™M)T — E(Spe? — e"TK)™. donde la espe-
ranza es tomada respecto a la distribucién de Z ~ N (—302T, 0*T).

Dado que Z ~ N(—30*T,0°T), la variable X = (#T)(Z+%U2T) ~
N(0,1), por lo que el valor limite de V7" puede ser encontrado mediante
la evaluacién de la integral:

o0 ~(4)a?
S e_(%)"gT”ﬁx —e TRt ¢ dz.
| s R

Nétese que la integral es distinta de cero solo cuando ovTz —
o’T > log(sﬁo) —1rT, es decir, en el intervalo (v, 00) con vy = (log(sﬁo)—l—

(2%a2 — )T /oVT.

Cambiando los limites de integracién de acuerdo a lo anterior, el

precio de la opcién, para el modelo de precios limite viene dado por:

00 2 dx
S / "INV Te o KT T(1 - B(y)) =
./ - (1—2(y))
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So(1l = @(y —oVT)) — Ke™ (1 — 2(y))
(donde ® denota la funcién de distribucién acumulada normal estandar).
Notemos que:
log(§) — (r+50°)T

oV'T

Usando la simetria de ®, notemos que 1 — ®(y) = ®&(—v) = ®(d_)
y 1 —®(y —oVT) = ®(d,) donde:

Y oVT =

g log(52) + (r + 1oH)T
T oVT
_ log(52) + (r — 30T

oVT

Hemos llegado, por lo tanto, a la conocida férmula de Black-Scholes,

d_

en la que a tiempo t=0, el precio de la opciéon Call viene dado por:

Vo(C) = Vo = Sp@(dy) — e KD(d-) (1)

Reemplazando T por T-t y Sy por S;, podemos obtener el proceso
de valor V; para la opcién de forma similar. Entendiendo la opcion
como un contrato escrito a tiempo T con tiempo hasta la fecha de

vencimiento T-t, tenemos que:

%(C) = St(l)(dt+) - QT(T_t)K@(dt_)

donde:
g log(%) +(r+ %02)(T —t)
" o/ (T — 1)
g log(3t) + (r — 202)(T — t)
" o/ (T — 1)

Esta forma de obtencién, no nos ha requerido estudiar las dindmi-

cas del precio de opcion limite S, el cual tomaria la forma:

dSt = Stﬂdt + UStth, (2)
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donde W es un movimiento

Se puede demostrar que la ecuacion 2, tiene como tnica solucion,

2
1 _ ol put—%t+oWy
Sy = Spel 2 :
véase capitulo 7 en [1].

Cuando p = r, entonces se deduce de la proposicién 2.3.3.(c) que
el proceso descontado g: es una martingala. Puede probarse también
que las leyes de los procesos anteriores son equivalentes entre si, inde-
pendientemente del valor de u, de manera que la ley de

SlLe(oWe=(% =)t

descontada, es la medida martingala equivalente para las soluciones de
la ecuacién 2. La teoria de valoracién por arbitraje de activos finan-
cieros en tiempo continuo (véase capitulo 7 en [1]) nos dice entonces
que el precio de la opcién europea a tiempo continuo debe ser el valor

esperado descontado bajo la medida martingala equivalente, es decir,
2

e " E(Syexp(cW, — (% —r)7T)—K)".

Teniendo en cuenta que W; ~ N(0,T), repitiendo los calculos an-
teriores, volvemos a obtener la formula de Black-Scholes de valoracion
de una opcion europea:

Vi = S5(1—@(y —oVT)) — Ke (1 — ©(v))

con y = (log(sﬁo) + (0% —1)T)/oVT.
Ejemplo de aplicacién, tomado de [5]:

Calculemos el precio de una opcién de compra de una accion de la
empresa ” X”que en el momento actual, esta valorada en 50 u.m, siendo
el precio de ejercicio 45, el tiempo hasta el vencimiento 3 meses, el tipo
de interés del activo libre de riesgo del 5%, y la volatibilidad del 25 %.

Con lo expuesto anteriormente y viendo que se trata de una opcion

tipo Call, tenemos que:

¢ =50 N(dy) — 45 e 00502 . N(q,)
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Procedemos a calcular los valores d; y ds.

In (22 0,05 + £0,25%) - 0,25
- IO O 05 g,

dy =1,0054 —0,25-4/0,25

Asi mismo,
N(1,0054) = 0, 8426

N(0,8804) = 0,8107
Por lo que:
c=50-0,8426 — 45 - ¢ 9503 .0 8107 = 6, 1050

u.1m

De esa cantidad, bu.m (50-45) constituyen el valor intrinseco y el
resto (1,1050) seria el valor temporal de la opcién.
Se adquiriria la opcién, si el precio de la misma en el mercado fuese

menor a “c” y si fuese mayor se venderia.
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Capitulo 4

El teorema fundamental de va-

loracion de activos

Hemos demostrado en el capitulo 3 que la existencia de una medida
de martingala equivalente () para S es suficiente para garantizar que el
modelo de mercado es viable. Ahora probaremos el reciproco, es decir,
si tenemos un modelo de mercado viable, entonces nosotros podemos
construir una medida equivalente de martingala para S, haciendo que el
precio del derivado financiero en cuestién pueda ser obtenido mediante
la esperanza condicionada bajo Q. La referencia a seguir en la primera
parte del capitulo serd [1], mientras que en la parte final del mismo,
donde se realiza la demostracién del teorema, nos basaremos en [17].

4.1 Teorema de separacién por hiperplanos

en R".

Este teorema se puede ver como una aplicacion del teorema de
Hahn-Banach, la demostracion que se realiza en este trabajo es auto-
contenida y elemental, para ello asumiremos que estamos trabajando
en un modelo de mercado finito, en el cual la o-algebra F; esta ge-
nerada por particién P, de (). Esta restricciéon nos va a evitar tener
que recurrir a técnicas de analisis funcional avanzadas, las cuales son
necesarias para el caso general, aunque las ideas bésicas estaran casi

todas presentes en el caso particular que estamos considerando.

Particularmente, usaremos el siguiente teorema para conjuntos con-

vexos de R™.
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Teorema 4.1.1 (Separacién por hiperplanos).

Sea L un subespacio lineal de R"™ y sea K un subconjunto compacto y
convexo en R™ de L. Entonces se puede separar estrictamente L y K
por un hiperplano que contiene a L, esto es, existe un funcional lineal
¢ :R" = R tal que ¢(z) = 0 para todo x € L pero ¢p(x) > 0 para todo
re K.

Demostracion:
Sea C un subconjunto cerrado y convexo de R™ que no contiene al
vector cero. Nosotros vamos a mostrar que hay un funcional lineal ¢
en R™ cuyo nicleo {z € R" : ¢(x) = 0} no contiene a C.
Denotamos por B=B(0,r), a la bola cerrada de radio r y centrada en
el origen en R", y escogemos un r > 0 tal que B interseca con C. Por
consiguiente, B N C' es no vacio, cerrado y acotado, luego compacto.
Tendremos entonces que la funcién continua z — |z| alcanza su infimo
en BNC para algin z € BNC/(|z|denota en este caso la norma euclidea
de x en R™). Puesto que |z| > r cuando = ¢ B, es claro que |z| >
|z| Vx € C. En particular, como C es convexo, y = Ax + (1 — \)z estd
en C cuandoz € C'y 0 < A < 1. Asi que y > z, en otras palabras:

Az + (1= N)z]* > |2

Desarrollando ambos lados de la desigualdad y denotando a-b como
el producto escalar en R™ obtenemos:

Ne -z +20(1 =Nz -2+ (1 —-N?z-2>2-2
y simplificando
20 =Nz z2—2z- 2+ XNz -xz+2-2)>0
Esto se cumple para cada A € [0, 1], por lo que si A — 0 se tiene que:
r-z2>z-2=|22>0

Definiendo ¢(z) = z - z hemos encontrado un funcional lineal tal

que ¢(x) es acotado inferiormente en C por |z|?.
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Sea ahora K un conjunto compacto convexo y disjunto del subespa-
cio L. Definimos

C=K—-L={zeR":x=k—1 para algin k € K,l € L}.

Entonces C es convexo, ya que lo K y L lo son, y C es cerrado, para
verlo notemos que si z,, = k, —1[,, converge a algiin z € R", entonces, co-
mo K es compacto, (k,) tiene una subsucesion convergente para algin
k € K. Puesto que x,,, = k., — l,, = x cuando r — ooy k,, — k,
asi que l,, = k,, —x,, — k — x y puesto que | = k — x pertenece a L,
luego L es cerrado. Pero entonces también se tiene que x = k — [ € C,
por lo que C es cerrado.

Como C no contiene al origen, se puede aplicar la primera parte de
la demostracién a C, para obtener en R™ un funcional lineal acotado,
tal que ¢(x) > |z|*> > 0, para todo z como antes. En otras palabras,
sea v = k — [, tenemos que ¢(k) — ¢(I) > |z|*> > 0, esto se cumple para

cualquier z € C.

Fijemos k y reemplacemos 1 por Al, con A\ positiva si ¢(l) > 0
y por Al con lambda negativa si ¢(I) < 0. Los vectores Al pertene-
cen a L, por ser L un espacio lineal, como ¢ es acotado, nosotros
tendremos que ¢(l) = 0, esto es, L es un subespacio del hiperplano
kergp = {x : ¢(z) = 0}, mientras que ¢(K) es acotado inferiormente
2

por |z|* > 0. Esto prueba el teorema. O

Veamos en la siguiente seccién como puede aplicarse este teorema
en la construccién de medidas martingala que nos permitiran acercar-

nos al objetivo del capitulo.

4.2 Construccion de medidas martingala

Aplicaremos el teorema de separacién de hiperplanos en R%, el
espacio de todas las funciones de €2 en R, identificando este espacio

con R™ para un n finito, en vista de asumir que la o-4lgebra F esta
b
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finitamente generada, es decir asumimos que €2 = Dy U D,... U D,, con
D;ND; =0 parai#jy P(D;) =p; > 0 parai < n. Sin pérdida de
generalidad se pueden tomar los (D;) como puntos w; de €.

Definicién 4.2.1(Cono) Denotaremos por C al cono(subconjunto ce-
rrado para suma de vectores y multiplicacion por escalares no negati-
vos)de R™, es decir:

C={Y eR":Y;>0(i=1,2,....,n) y tal que existe algin indice j, tal
que Y; > 0}.

Como hemos identificado las celdas de la particién con los puntos
de €2, tendremos que los valores y las ganancias de cualquier estrategia

de inversién pueden ser vistas como vectores en R".

Por lo tanto, la suposiciéon de no arbitraje implica que para cada

estrategia admisible 6 € ©, se tiene que:

si Vo(0) = 0 entonces V(0) = Gr(0) ¢ C.
Es decir, el proceso de ganancia descontado Gy para una estrategia 6
no puede tener un valor final contenido en C.

Veamos esta tultima afirmacién, con un pequeno abuso de notacion

se puede definir proceso de ganancias descontado asociado con 0 como
R t t d 4
Gu0) =0, -A5,=> (Y 6. - AS,)
u=1 u=1 =1

parat=1,2,...,T.

Supongamos que GT(é) € C, entonces:

Ve(0) = B7Vr(0) = 87 (Vo(0) + Gr(0)) = B7'Gr(6) es no ne-
gativo con probabilidad 1 y es estricamente positivo con probabilidad

positiva, por lo que # es un arbitraje débil, contradiciendo la viabilidad
del modelo.

Hemos probado por lo tanto que:

Lema 4.2.2 Si el modelo de mercado es viable, el proceso de ganancias
descontado asociado con cualquier proceso predecible 6 con valores en

R? no puede pertenecer al cono C.
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Estamos ya en disposicién de probar el resultado buscado, es decir

el teorema de equivalencia.

Teorema 4.2.3(Teorema de equivalencia) Un modelo de mercado
finito es viable si y solo si existe una medida de martingala equivalente
para S.

Demostracion
Ya hemos probado en el capitulo 3 que la existencia de una medi-
da de martingala equivalente implica la viabilidad del modelo, ahora
probaremos el reciproco.

Supongamos que el mercado es viable, necesitamos construir una
medida Q ~ P con la que los procesos de precio sean martingalas
relativas a la filtracion F. Recordemos que el cono C es el cono convexo
de todas las variables aleatorias reales ¢ en (€2, F) tal que ¢(w) > 0 c.s
y ¢(w) > 0 para al menos un w; € Q = {wy, wa, ..., wy, }.

Hemos mostrado anteriormente que un mercado viable nosotros de-
bemos tener GT(é) ¢ C para todos los procesos predecibles R-valuados
4. Por otro lado, el conjunto definido por los procesos de ganancias,
L={Gr(0):0= (6,62, ...,0%, con 0 predecible para todo i = 1, ...d}
es un subespacio lineal del espacio de vectores de todas las funciones

reales F-medibles en ().

Puesto que L no interseca con C, nosotros podemos separar L y el
subconjunto de C compacto convexo K = {X € C': E,(X) = 1}, por
un funcional lineal f en R™ el cual sea estrictamente positivo en K y
nulo en L, utilizando el Teorema 4.1.1 . El funcional lineal tiene una
representacién en la forma f(z) = (z,q) = )., x;¢; para un unico
vector ¢ = (¢;) en R™. Tomando los vectores & = (0,...,0, I%,O, ., 0)
sucesivamente, vemos que Ep(§;) = i—z =1,asique § € K |y, por lo
tanto, f(&) = Z—z’_ > 0 de donde se deduce que ¢; > 0 para todo i < n.

Ahora definimos un nuevo funcional lineal ¢ = %, donde a =
Yor1¢ > 0,81 pf =L > 0, entonces nétese que Y " p; = 1, lue-
go el vector p* induce una medida de probabilidad que denotaremos
por P* en Q = {w;,ws, ...,w, } a través de P*({w;}) = pf > 0, asi que
P~ P.
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Denotemos por E* a la esperanza relativa a P*, entonces como

g(z) = Lf(z) = 0 para todo z € L, se tiene queE*(Gr(0)) = 0 para
cualquier vector 0 de procesos predecibles, luego en particular para
una estrategia autofinanciada con V4() = 0 como Vi (#) = Vu(9) +

Gr(0),tendremos que E*(V(0)) = 0.

Pero como ya hemos visto, se puede generar cualquier cartera 6 de
la forma anterior a partir de familias finitas de procesos predecibles n
dimensionales, en particular de las de la forma (0, ..., 0, 6,0, ..., 0),donde
0 denota el proceso nulo que es trivialmente predecible y 6% estd dada

para i < n.

De todo lo anterior se tiene que

para cualquier proceso predecible y acotado #° | i =1,2,..T..
Por el teorema Teorema 2.2.3 esto implica que cada S? es una martin-
gala respecto a P* , por lo que P* es la deseada medida de martingala

equivalente para el proceso de precios S. [

4.3 Forma local de la condicion de no arbi-

traje

El caracter geométrico del Teorema 4.3.3 es claro por el uso
esencial y necesario que se hace en ¢l del Teorema 4.1.1.

Se puede hacer una formulacién geométrica mas directa de él, ba-
sada en la condicién local equivalente de no arbitraje. De hecho, aunque
la definicion de no arbitraje implica solo los valores inicial y final de
una estrategia, se puede mostrar que la condiciéon de no arbitraje se
puede expresar mediante el comportamiento de las trayectorias de los
procesos de valor. En esta seccién se trataran muchas de las ideas que

permiten esa formulaciéon més geométrica del Teorema 4.3.3, asi como

o8



EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE VALORACION DE ACTIVOS

se abordara la construccién paso por paso de una medida de martingala

equivalente.

Nuestro tratamiento se restringird al caso en el que F estd finita-
mente generada, estas ideas tratadas en la presente seccion seran clave
cuando abordemos el caso general en la seccién 4.5.

4.3.1 El caso de una tnica accion

Consideramos un modelo de mercado con un bank account y una
Unica accién, es decir, d=1, y asumimos que S° = 1.
Supongamos que nosotros conocemos en el tiempo (t — 1) € T que el
precio de la accién S* no va a decrecer en el intervalo [t-1,t], esto es que
para un conjunto A € P;_; nosotros tenemos que P({AS} > 0}|A) =
1, entonces nosotros compraremos la accién S* en el periodo t-1, la
venderemos en el periodo t y tendremos un beneficio de AS} sin riesgo.
Para prevenir esta oportunidad de arbitraje nosotros necesitamos tener
P({AS}! = 0}|]A) = 1, es decir, que S' y, por lo tanto, también su
proceso de valor V(#) asociado con alguna estrategia admisible 6 sean

una martingala de un paso en el periodo [t-1, t].

Esta idea puede ser extendida a modelos con d acciones.
d
AV(0) = 6, - AS, = > 07 AS}.
k=1

Se puede interpretar este hecho, viendo que a lo largo de cada camino
de muestreo del proceso de precios S, el soporte de la distribucién
condicional de la variable aleatoria vectorial AS;, dado A € P; no puede

estar concentrada integramente en “un tinico lado”de un hiperplano de
Rd—f—l

Proposicién 4.3.1 Si un modelo de mercado finito S = (S°, S*, ..., S%)
es viable, entonces para todo 0 € ©,t >0 ,A € Py_1 y con V, = Vi(0)

se tiene lo siguiente.
I. P(AV; > 0]A) = 1 implica que P(AV; =0]|A) = 1.
1. P(AV; <0]|A) =1 implica que P(AV; =0|A) = 1.
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Es decir, esta proposicién anterior puede ser utilizada para esta-
blecer la viabilidad de un modelo.

En la siguiente proposicion no necesitamos que la filtracion F esté
finitamente generada, luego es vélida para cualquier espacio proba-
bilistico arbitrario.

Proposicién 4.3.2 Sea (0, F,P,T,F,S) un modelo de mercado dis-
creto arbitrario, donde (Q,F,P) es un espacio probabilistico, T =
{0,1,2,...,T} es un conjunto de tiempo discreto, F = (F;)ier €s una
filtracion completa y S = (Si)i:0’1727.."d es un proceso de precios, los
siguientes enunciados son equivalentes.

1. El modelo permite una oportunidad de arbitraje.

1. Para algun t=1,2,... T hay una funcion F,_i-medible ¢ : Q —
R+ de forma que ¢ - AS; >0 y P(¢- AS; > 0) > 0.

1ui. Para algin t=1,2,... T hay una funcion F;_1-medible @Q — RY
de forma que ¢ - AS, >0 y P(¢- AS, > 0) > 0.

Este ultimo resultado muestra que la existencia de arbitraje global
es equivalente a la existencia de arbitraje local para algiun t € T.

Para profundizar en esta vision geométrica, volvemos al caso de

modelo de mercado finito.

Corolario 4.3.3 5i un modelo de mercado finito es viable, entonces
para todo t > 0 € T y todo vector (no aleatorio) v € R? se tiene lo
stguiente

z - ASy(w) >0 Pe.s. implica x- ASy(w) =0 Pec.s.
4.3.2 Interpretacion geométrica de arbitraje

Introduzcamos dos conceptos elementales y un resultado béasico de
conjuntos convexos en R4[15].

I. Se define el interior relativo de un subconjunto C en R? como
el interior de C cuando es visto como un subconjunto del menor

subespacio afin que lo contiene.
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El menor subespacio afin y la envolvente conexa de C son definidos

respectivamente como sigue

aff(C):{xERd:x:Zaici ciEC,Zaizl}
i=1 i=1

conv(C) = {r € R%: SB:ZCLZ'CZ' ¢ e€C a; > O,Zai =1}
i=1 i=1

Por lo tanto, el interior relativo a C es el conjunto
ri(C)={x € aff(C):3e>0, BX)Naff(C)cC}
donde B.(X) es la bola euclidea centrada en x y con radio e.

11. La existencia de un hiperplano que separa dos conjuntos conve-
x0s no vacios es equivalente a que sus interiores relativos sean

disjuntos. (véase [15])

En ausencia de arbitraje no hay hiperplano en R? con la propie-
dad de que separe al origen de la envolvente conexa C;(A) del conjunto
A = {AS,(w) : w € A} para algin A € P,_y,t > 0, esto prueba la
primera parte de la siguiente proposicion.

Proposicion 4.3.4 En un modelo de mercado finito, la condicion de
no arbitraje es equivalente a que para todo t € T y todo A € Py_q,
0 deberia pertenecer al interior relativo de Cy(A). En otras palabras,
el modelo de mercado finito no permite oportunidades de arbitraje si
y solo si para cada t y A € P;_q1, el valor S;_1 es una combinacion
estrictamente convexa de valores de Sy en A.

Demostracion
Para probar la ultima equivalencia, supongamos que 0 € C;(A). Pues-
to que A € P;_1 y que S es adaptado, gt_l(w) = ¢ € R? es constante
Vw € A. Cualquier vector en Cy(A) serd de la forma Y " a;(z — ¢),
donde o; > 0, > a; =1,y cada z; = St(w) para algin w € A. Por
lo tanto, 0 € Cy(A) siy solosic= )" a;z, donde los vectores z; son
valores de St en A, Z:ll a; =1y todo a; > 0. 0

61



EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE VALORACION DE ACTIVOS

4.3.3 Construccion de la medida martingala equiva-

lente

La Proposicion 4.3.4 puede ser interpretada en términos de pro-
babilidades condicionadas, para cada A € P;_; se pueden redistribuir
las probabilidades condicionadas para asegurarnos que con la nueva
masa de distribucién, el vector de incremento de precios AS, tiene
esperanza condicional nula en A. Poniendo en comin todas estas pro-
babilidades, se puede construir una medida de martingala equivalente
para S.

A continuacién se introduce la Proposicién 4.3.5, que sera usada
en el posterior Teorema 4.3.6. Resaltar que en la demostracion de la
proposicién, la cual no se muestra en este trabajo y puede consultarse
en [1], se usa el lema de Farkas que trata la resolubilidad para un
sistema finito de desigualdades matematicas.

Introduzcamos, por lo tanto, la proposicion mencionada anterior-

mente.

Proposiciéon 4.3.5 Para una filtracion F finitamente generada, los
siguientes resultados son equivalentes.

I. Para todot > 0y A € P;_4, el vector cero d-dimensional puede

ser expresado como una combinacién convexa estricta de vectores

en el conjunto Cy(A) = {ASy(w) : w € A},

11. para todo ¢t > 0 en T y todo vector aleatorio z € RYF;_;medible,
tenemos que z - AS; > 0 Pc.s. implica que 2 - AS, = 0 Pc.s.,

111. Hay una medida de probabilidad Q4 ~ P4 en (A, A4)
con Eg,(AS;14) = 0.

Teniendo en cuenta muchos de los resultados vistos en este capitu-
lo, podemos recogerlos todos ellos en tres condiciones equivalentes que
garanticen la viabilidad del modelo, a través de la formulacién del si-

guiente teorema.

Teorema 4.3.6

Los siguientes enunciados son equivalentes
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I. El modelo de mercado de valores es viable,

11. Para todot > 0 en T y todo vector aleatorio x € RF,_medible,
que © - AS, > 0 Pc.s. implica que x - AS, =0 Pec.s.,

1. Fxiste una medida de martingala equivalente @) para S.

Demostracion

Que T implica II fue visto en el Corolario 4.3.3, y que III implica
I fue mostrado en la seccién 3.3.
Por lo tanto, bastaria probar que II implica III.
La familia

{Pr:AeP,t<T}

determina P, puesto que todas las o-algebras consideradas son finita-
mente generadas.
Entonces para cada w € €2 se puede encontrar una tnica secuencia de

conjuntos (By)er con By € P, para cada t < T, de forma que
Q:BoDBlDBQD...DBT_1DBT:{W}.
Por la ley de la probabilidad total, se puede escribir

P({w}) = Pp,(B1) P, (Bs)... Ppr-1({w})

Por lo tanto, si suponemos II, podemos utilizar la Proposicién 4.3.5
continuamente; con t = 1y A € F, para construir una medida de
probabilidad @ 4, luego repetimos para t = 2 y conjuntos en P, y asi
sucesivamente. En particular, esto produce medidas de probabilidad
@B, para cada t < T, y estableciendo

Q({w}) = Qp,(B1)@5, (B2)--Qpr-1({w})

obtenemos una medida de probabilidad @ ~ P en todo (2, F). Para
cadat >0y A € P;_; la probabilidad condicionada es

Q{w}A) = 1a({w})Qa(B)Qp, (Bii1)-- @y, ({w})-

Entoces para w € A, Eqg(AS|Fi—1)(w) = 0, y por lo tanto Q es
una medida martingala equivalente para S. [
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4.3.4 Medidas martingala equivalentes para mode-

los de mercado discreto

La construccién detallada de la medida martingala equivalente Q
para el proceso de precios S que se vio en la seccion anterior, depende
con fuerza de la suposicion de que la filtracion F esta finitamente gene-
rada. En los ultimos anos varios autores han producido variantes para
contextos mas generales del Teorema 4.2.3. La equivalencia entre las
condiciones de tipos de no arbitraje y la existencia de una medida mar-
tingala equivalente se ha denominado el Teorema fundamental de
valoracion de activos. Este teorema sirve como nexo o conexién, en-
tre el significado econémico de la condicién de no arbitraje y la razén
matematica por la que equiparar los procesos de valor con la clase de
P-semimartingalas, permitiendo asi el maximo aprovechamiento de la

teoria de semimartingalas y célculo estocdastico general.

Para un modelo de mercado discreto, sobre un espacio proba-
bilistico general (€2, F, P) y un conjunto de tiempo discreto finito T =
{0,1,2,...,T}, el Teorema 4.2.3 ha sido probado, sin asumir que la
filtracion en cuestion es finitamente generada. Precisando lo anterior, se

enuncia el siguiente teorema, que es el objetivo buscado de este trabajo:

Teorema 4.3.7 (Teorema fundamental de valoracién de ac-
tivos)

St se cumple I o II, entonces ) puede ser encontrada con derivada
3—?, de Radon-Nikodym acotada (ver apéndice).Sea (2, F, P) un espacio
probabilistico, sea T = {0,1,2,...,T}. Se asume dada una filtracion
F = (Fier) y un proceso S = (Si)ier) con valores en R, de dimension
d+1 y adaptado a F. Asumimos, como hasta ahora que la primera
componente S° =1 y que parai < d yt € T tenemos que S! > 0P c.s.
Entonces, se tiene que los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Hay una probabilidad QQ ~ P tal que (Sy, Fi)ier €8 una Q-martingala.

11. No hay oportunidades de arbitraje, es decir para cada estrategia

de inversion autofinanciada 0 = (62,0}, ...,0%)icr con procesos de
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ganancia G(0) definidos por Gy(0) = 3\ _, 0, - AS,, si tenemos
que Gp(0) > 0 P c.s., entonces implica que Gp(6) = 0P c.s..

St se cumple I o II, entonces @) puede ser encontrada con derivada
j—?, de Radon-Nikodym acotada (ver apéndice).

La demostracion de este teorema viene detallada en [16], dénde
fue probado por primera vez, sin embargo, nosotros acudiremos como
principal referencia a [17], ya que demuestra el teorema de forma mds
elemental sin acudir a resultados de andlisis funcional profundos, pues

se basa en un argumento de mazrimizacion de utilidad.

Para la demostracion del mismo, y siguiendo [17], se recurrird a
diferentes proposiciones, necesarias para contrastar diversas hipotesis
de diferente indole, como puede ser la medibilidad correspondiente, las
cuales serdn introducidas durante el transcurso del argumento de la

propia demostracion.

Demostracion
Proposicion 4.3.8

Supongamos que p : Q x R* — RY tiene las siguientes propiedades
» p(w,-) es estrictamente convera para cada W.

» ©(-,a) es G-medible, para cada a, donde G es una sub-o dlgebra

de F.

Entonces los eventos
Ap = {w : donde existe a* tal que p(w,a”) < p(w, a) paratodoa}

Ay = {w: Paracadaa € R — {0}, tlim o(w, ta) = oo}
—00

Son los mismos, y son G-medibles, ademds a* = a*(w) es G-
medible.
St nosotros asumimos ademds que

F(w) ={a € S : lim p(w, ta) < o)}

es cerrado para todo w, entonces es posible elaborar una eleccion G-

medible a(w) € F(w) siempre que sea F(w) # 0.
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Pasemos a demostrar el Teorema 4.3.7.

I— 1T

Si existe una medida martingala equivalente () y una oportunidad de ar-
bitraje, entonces por la proposicion 4.3.2 tendriamos que hay alguna
estrategia 0y , Fy—1 medible, tal que 6;-AS; > 0c.s y P(0;-AS; > 0) > 0.
Reemplazando ahora 6; por 9t|9t|*1]{|9t>0}, asumiendo que 0; es acota-
do y que 0; - AS; € L'(Q), tenemos que 0; tiene media 0 con la pro-
babilidad (@), puesto que S es una Q-martingala, luego se llega a una
contradiccion.

- I

Supongamos ahora que no hay arbitraje, debemos construir una

medida martingala equivalente Q).

Primero, vamos a fijar nuestra funcion estrictamente creciente y
concava U : R — (—00,0). Notemos que U satisface la condicién de
que dado v > 0, se tiene que para todo x € R

U'(X) < 7(1+[U()]).

Nuestro objetivo es maximizar la utilidad esperada ,es decir, mazimizar
T
ETJU(6: - AS)
t=1
donde ASt = St — Stfl.

Sin embargo, el primer problema que puede aparecer es que la es-

peranza no sea finita, veamos que este obstdculo se puede superar con
facilidad.

Proposicion 4.3.9 Existe una funcion estrictamente positiva decre-

ciente y acotada g : RY — (0,00) tal que para todo a € R?

sup|Ula - z)|g(|z|) < oo
z€R4

Se obtiene inmediatamente reemplazando P por P’, donde dP'

Hthl g(JAS;)dP, que la integrabilidad de HtT:1 U(0;-ASy) es asequrada
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para todo 0, € RY.

Nosotros debemos construir medidas inductivamente
PT:PGPT*D'“)POEQ

equivalentes a P de la forma

T
AP, =c, [[ U'(&-ASy)dP,
k=t+1
donde & serd Fp_1-medible y c, serd la constante apropiada de mor-
malizacion.

Las medidas P, satisfaran las siguientes hipotesis de induccion:
= para todo k < n y para todo a € R, U(a- ASy) € LY P);
» (Sp)I_, es una ((F)i_,, P;)-martingala.

Consecuentemente, una vez que se complete el proceso inductivo, Py es
nuestra medida de martingala equivalente y la densidad serd acotada st
hemos escogido a U con inversa acotada.

Verificar las hipotesis de induccion para t =T es inmediato, pues
la primera hipdtesis es asequrada por la forma de construir P' y la se-
gunda es trivial.

Supongamos entonces, que hemos construido Pr,...P, y que ahora que-
remos construir P,_y, denotamos por k(-,-) la P, distribucion condicio-
nal reqular para AS; dada F;_1.

Proposicion 4.3.10 Sea 11 el espacio métrico compacto de todas las
d x d matrices de proyeccion ortogonales, entonces existe una funcion
Fi_1-medible R : Q0 — 1I tal que para casi todo w

ker R(w) = lin(supp(k(w,-)))

Donde supp, denota el soporte de la distribucion k y lin(supp(k(w, -)))
denota el subespacio vectorial generado por supp(k(w,-)), esto es, el
menor subespacio vectorial que contiene a supp(k(w,-)). La demostra-

cion puede encontrarse en el apéndice de [17].

Entonces podemos aplicar la Proposicion 4.3.8 a la siguiente
funcion convexa aleatoria F;_1-medible

o(w,a) = /—U(a -2)k(w, dz) + |R(w)a* = —Ey(U(a - x)|F;_1) + |R(w)al?
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la cual verifica las hipotesis de la Proposicion 4.3.8. Para cada
racional a, p(w,a) < ooc.s., ya que U(a - ASy) estd en L*'(P,). Por
eso, exceptuando en un conjunto nulo de w, ¢ estd finitamente evaluada
para cada racional, y por lo tanto, de acuerdo a la densidad de Q en

R, finitamente evaluada de forma general.

Por otro lado, considerando lo que ocurre para a € F(w) tenemos
que

lim ¢(w, ta) < oc.

FEsto nos permite concluir que R(w)a = 0, por lo que a € lin(supp(k(w,-)))
Y tenemos que

k(w,{x:a-z<0})=0,

de lo contrario [ —U(a - x)k(w,dz) podria diverger cuando t — oo.
Para un w fijo, el conjunto de los a € S para los cuales k(w, {x :
a-x < 0}) =0, es claramente cerrado, de este modo podemos usar
Proposicion 4.3.8 para dar una eleccion F,_q-medible a(w) siempre

que F(w) # 0, pero entonces tendriamos que
k(w,{z: a(w) -z >0}) >0,
ya que de otro modo
kEw,{z:a(w) - x=0})=1
contradiciendo la definicion de R.

Esta F;_1-medible eleccion de a(w) seria, por lo tanto, una opor-
tunidad de arbitraje; la inica conclusion es que el conjunto F(w) debe
de ser vacio casi sequro y exite una eleccion a*(w) Fy;_1-medible la cual
minimiza p(w,-). Evidentemente, R(w)a*(w) = 0 para esta eleccion
minimizadora.

Solo nos queda realizar el andlisis de primer orden, tenemos que
para cualquier v € R4y h > 0

0< %/[U(a*(w) cx) = U(a"(w) -+ hv - x)] k(w, dz)

SRS

/' Y U(a*(w) - x) —U(a*(w) - =+ hv - z)] k(w, dx)
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+, /0 (Ul () - 2) = Ula*(@) - @+ hv - )] k(w, dx)

y haciendo tender h | 0, usamos convergencia monotona en cada in-
tegral, recordando que la finitud del primer término viene dada por las

hipotesis de P; mencionadas anteriormente.

La conclusion es que
0< /U ~xU'(a*(w) - 2)k(w, dz)
y como v es arbitrario, tenemos que

0= /x U'(a*(w) - 2)k(w, dz)

y por supuesto x U'(a*(w) € L*(k(w, ).

Antes, nos permitimos definir P,_qy de la manera indicada, ahora
debemos comprobar que(escribiendo & para a* y AS; para X) U'(&; -
ASy) € LY(P,).

Teniendo en cuenta que
U'(X) < v(1+U()]).

, tenemos que

/U,(ft -AS)dP, < v+ 7/—U(ft - ASy)dP,

oty / Eu[—U (& - AS)|Fs] dP, < 7 — 4U(0)

ya que &(Y) es la eleccion de portfolio la cual mazimiza E,(U(E -

ASy)|Fi-1) y por lo tanto al menos debe de ser mejor que usar 0.
Por consiguiente, podemos definir P,_1 de la forma

T
APy = ¢, [ [U' (& - ASy)dP’

k=t

y solo tendremos que comprobar que P,_y satisface las hipotesis de in-
duccion

= para todo k < n y para todo a € ,U(a- ASy) € L'(P,);
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» (Sp)E, es una ((Fn)i_,, Py)-martingala.

Entonces para k <n —1,a € R?

<~ / U(a- ASp|{1 = U(& - AS)}P, < 4(1— U(0)) / Ula- AS,|dP,

Por lo tanto, la primera condicion de hipdtesis se mantiene y para la
sequnda es claro que cambiando P; por P,_1 no afectard a la propiedad

de martingala de (Sy)i_,,. Por lo que concluimos la demostracion. [
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Apéndice
A. Conceptos bdsicos teoria de la probabilidad

Definicion A.1 (Espacio muestral) Conceptualmente el espacio
muestral asociado a un experimento no es mads que el conjunto forma-
do por los posibles resultados de ese experimento. Cuando el espacio
muestral es de tipo finito o numerable, lo representaremos por la nota-
cion Q = {wy, wy, ...wp, ...} y lo denominaremos discreto.

Definicion A.2 (o-dlgebra ) Una o-algebra de sucesos de {2 es una

clase o C P(f2) con las siguientes propiedades:
» 2 € 0 (contiene al suceso sequro).
» A€o — A° € o (es cerrada para complementarios).

» A, € o,n € N = NMuenA, € 0 (es cerrada para intersecciones
numerables).

Definicion A.3 (Probabilidad ) Una probabilidad sobre el espacio
Q = {wy,ws, .. wy, ...} es una funcién P : P(2) = R con las propieda-
des:

» P(A)> 0, para todo A€ P(12).
» P(2) =1

» o-aditividad de la probabilidad: P(Uic1A;) =, ., P(A;), cuando
{A; ;i €1} es cualquier familia numerable de subconjuntos de §2

disjuntos dos a dos.

Definicion A.4 (Espacio probabilistico y medible) Un espacio
probabilistico es una terna (2, o, P) formada por un espacio mues-
tral 2, una o-dlgebra de sucesos de {2, y una probabilidad P sobre o. A
la pareja (£2, o) se le denomina espacio medible . Los conjuntos de

o se denominan sucesos o conjuntos medibles.
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Definicion A.5 (Aplicacion medible ) Una aplicacion f: Q —
es o|o’-medible si la contraimagen por f de cada conjunto de o' es un

conjunto de o:
f(A") € o para cada A’ € o’

Si el espacio (V,0°) es (R,3), las aplicaciones medibles se denominan
variables aleatorias reales .

Las funciones medibles entre espacios Euclideos (f:R™ — R™) se deno-
minan funciones de Borel.

B. Teorema de Radon-Nikodym

Se introduce este teorema, ya que es parte del teorema 4.3.7,resulta-

do objetivo de este trabajo.Se utiliza como fuente bibliogrdafica principal

/18],

Siv es una medida en (2, F) y p es una medida positiva o-finita en
(Q,F), tales que p(A) =0 — v(A) =0 VA € F entonces 3f : Q — R,
F-medible tal que v(A) = [, f(x)dv(z).

A tal funcion f se le llama derivada de R-N de v respecto de j y se
nenota g—;.

C. Esperanza condicionada

Sean Y, Y1, Ys wvariables aleatorias, vectores aleatorios o procesos es-
tocdsticos en Q) y sea F un o-dlgebra de ).

Se dice que:

» La informacion de Y estd contenida en F o que Y no contiene

mds informacion que la contenida en F sio(Y) C F.

» Y5 contiene mds informacion que Y; si o(Y1) C o(Ya).
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De acuerdo a estas ideas, se dice que una variable aleatoria Z es la
esperanza condicional de X( Z = E(X|F)) dada la o-dlgebra F
S84

. U(Z) C F.
» 7 satisface la relacion E(X1y) = E(Z14) YA € F.

La esperanza condicionada de X, es decir E(X|F) es la version
mas gruesa de la variable aleatoria original X.

Sean'Y una variable aleatoria, vector aleatorio o proceso estocdasti-
co en Q) y sea o(Y) la o-dlgebra generada por Y.
La esperanza condicionada de una variable aleatoria X dada Y se define
por
E(X]Y) = E(X|o(Y))

Reglas para el cdlculo de la esperanza condicional

Primero hay que mencionar un resultado de existencia y unicidad,
si B|X| < oo, la esperanza condicional E(X|F) eziste y es tnica.

Enunciemos las diversas reglas de calculo:

1. La esperanza condicional es lineal, es decir sean X1, X variables

aleatorias y ¢y, co constantes.

E([Cle -+ CQXQ] ’F) = ClE(lef) + CQE(XQ‘.F)

1. EX = E[E(X|F)].

ut. Si X y la o-dlgebra F son independientes, entonces E(X|F) =
EX, en particular st X e Y son independientes, entonces E(X|Y) =
EX.

. Sio(X)CF = E(X|F)=X.
En particular, si o(X) C o(Y) — E(X|Y) = X.

v. Sio(X) C F, entonces para cualquier variable aleatoria G

E(XG|F) = XE(G|F).
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En particular,si X es una funcion de Y o(X) C o(Y'),entonces

E(XG|Y) = XE(G]Y).

V1. Si FyF' son dos o-dlgebras con F C F' entonces:

E(X|F) = E(E(X|F)|F)

E(X|F) = E(E(X|F)|F).

VIL. Si X es independiente de F y o(G) C F, con G variable aleato-
ria, vector aleatorio o proceso estocdstico, entonces para cualquier
funcion h(z,y) :

E(h(X, G)|F) = E(E, [M(X, G)]|F).

donde E, [h(X,G)] denota que fijamos G y tomamos la esperanza
respecto de X.

Propiedad de proyeccion

Sea X una variable aleatoria tal que EX? < oo. La esperanza con-
dicionada E(X|F) es una variable aleatoria en L*(F) la cudl es la
mds cercana a X en el sentido de media cuadrdtica, es decir:

E[X — E(X|F)]* = minE(X — Z)?
z€L2(F)

En este sentido, E(X|F) es la proyeccion de la variable X en el espacio
L3(F) de las variables aleatorias Z que contienen informacion F, es
decir, E(X|F) es la mejor prediccion de X dada F.

Por otro lado, si F = o(Y), E(X|Y) es la funcién de Y con mo-
mento de ordendo finito que mds cerca esta de X en el sentido de media
cuadrdtica.
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