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Introduccion

The Carleson’s interpolation theorem is now understood to be one of the
pillars of function theory, and it shows up in areas ranging from the corona
problem to operator theory (and many places between).

Peter Jones en el homenaje a Lennart Carleson e Yngve Domar; Suecia, 1993

Los problemas de interpolacion llevan siendo objeto de estudio desde tiempos pretéritos.
Partiendo del problema de interpolacién finito, el problema de Pick o también llamado el pro-
blema de Nevanlinna-Pick fue estudiado por Pick en [29] y por Nevanlinna en [25], donde dados
Zly- ey Zn,A1,-..,0n € D, se preguntaron bajo qué condiciones el problema de interpolacién
f(z5) = a4, j € {1,...,n}, tiene una solucién f, holomorfa en D y |f(2)| <1, z € D. La res-
puesta fue que la funcién f siempre puede ser tomada como un producto de Blaschke de grado
a lo sumo n; Nevanlinna més tarde en [26] dio una parametrizacién de todas las soluciones.
La interpolacion de Nevanlinna-Pick ha sido un tema de estudio frecuente y su crecimiento
en estas ultimas décadas ha sido ocasionado por su conexién con la teoria de operadores y la
teoria de sistemas lineales. Las generalizaciones juegan un papel importante en el estudio del
espacio H.

El principal objetivo de esta memoria es exponer el Teorema de interpolacién de Carleson. Da-
da una funcién compleja f holomorfa y acotada en el semiplano superior del plano complejo, y
fijada una sucesién de puntos {z; }511 de dicho semiplano, es claro que la sucesién de imagenes
{f(2j)}32, es acotada. El problema de interpolacién de Carleson consiste en determinar las
sucesiones {z;}72; como la anterior, tales que dada una sucesién acotada arbitraria {b;}32,
de valores complejos, es posible encontrar una funcién f en las condiciones indicadas de modo
que f(zj) = bj para todo j € N. Dichas sucesiones {z;}52; reciben el nombre de sucesiones
interpolantes, y su caracterizacién es conocida como el teorema de interpolacion de Carleson.
La presentacion de este resultado requiere el desarrollo de una serie de herramientas y técni-
cas avanzadas de Variable Compleja, entre las que se encuentran el estudio de productos de
Blaschke, las medidas de Carleson, o los espacios HP en el disco o en el semiplano.

Histéricamente el Teorema de interpolacién de Carleson ha desempenado un rol crucial en el
estudio de los espacios de Hardy durante méas de cuarenta anos. La primera aparicién de este
resultado surge fruto del esfuerzo por entender H*° como un algebra de Banach. Esto ltimo,
estd intimamente ligado a la soluciéon de Carleson al corona problema el cual no se estudiard
en esta memoria pero puede ser consultado en [16], esto lleva de manera natural a la nocién
de medida de Carleson que serd de frecuente aparicion en este trabajo, ademéas dichas medidas
aunque no se vaya a explicar en este escrito, juegan un papel fundamental en la construccién de
los espacios BMO. Las sucesiones caracterizadas por el teorema de interpolacién de Carleson
reciben el nombre de sucesiones interpolantes. En palabras de los matemaéticos H. S. Shapiro
y A. L. Shields, la nocién de sucesién interpolante tiene sentido para cualquier espacio de

7



8 TEOREMA DE INTERPOLACION DE CARLESON

funciones analiticas. Si bien en este trabajo los espacios que tendran més presencia seran los
espacios de Hardy, en estas ultimas décadas han sido numerosos los paralelismos del teorema
de interpolacién de Carleson para espacios de Bergman y espacios de Dirichlet.

La pretensiéon de esta memoria no es otra que la de presentar de la manera mas detallada
posible el teorema de interpolacién de Carleson asi como todos los resultados y propiedades
relativos a su demostracion. Se ha realizado un andlisis detallado de los resultados estudiados
y se han aportado las demostraciones correspondientes. Con esto en mente, la estructura es
sencilla: en cada uno de los capitulos en los que se divide la materia se relatan los conceptos,
propiedades y teoremas correspondientes se anaden incluso algunos ejemplos y observaciones
aclaratorias.

» El Capitulo[I]esta dedicado por un lado a recoger algunos resultados y conceptos elemen-
tales de Variable Compleja, algunos de ellos ya estudiados en el Grado en Matematicas,
como pueden ser: el lema de Schwarz o las homografias. También se introducird de manera
sucinta la métrica pseudohiperbdlica. El capitulo termina con la presentacién del teorema
de Pick ya mencionado previamente y que tendrd un papel crucial para el objetivo del
trabajo.

» En el Capitulo[2]se estudian diversos temas del Anélisis Complejo y del Andlisis Arménico
como son la integral de Poisson en el caso del Analisis Complejo y respecto al Anélisis
Armoénico el concepto méas relevante es la funcién maximal de Hardy-Littlewood y el
Teorema maximal de Hardy-Littlewood. Ademas se estudiaran la funcién maximal no
tangencial y por tltimo las funciones subarmoénicas siendo estas tltimas muy importantes
para el siguiente capitulo.

» El Capitulo [3] presenta de manera detallada un estudio profundo de los espacios donde
se trabajard la mayor parte de la memoria, los espacios de Hardy. Se expondran también
los productos de Blaschke, unas funciones que poseen gran relevancia en el problema a
resolver en este trabajo. También se estudiaran algunos resultados de dualidad de los
espacios de Hardy ademaés de la invarianza conforme de las medidas de Carleson.

= Finalmente en el Capitulo [4], se estudian las sucesiones interpolantes culminando con el
Teorema de interpolacion de Carleson que hara uso de todos los resultados, conceptos y
herramientas presentados en los capitulos previos.

» Se afiade ademés el Apéndice[A]donde aparecen algunos resultados cldsicos que se usaran
de manera esporadica en algunas demostraciones.

Se incluye una abundante lista de referencias bibliograficas, incorporando libros de texto y
articulos. Ademads aunque no sea imprescindible, se citan obras de caracter histérico para hacer
referencia a la autoria original de muchos de los resultados aqui plasmados. Se destaca una
pequena colecciéon de textos que han sido de uso mas frecuente para la redaccién del escrito,
unas mas modernas [16], [2], [35], [11], [15], [32], [33] y [38] y otras més clasicas [29], [25], [26],

7, 18y [
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Capitulo 1

Resultados preliminares

En este primer capitulo, se presentardn algunos conceptos fundamentales que se utilizaran
reiteradamente en el resto de la memoria. Se discuten diversos temas de andlis real y complejo
que seran necesarios para el desarrollo de la teoria posterior. En primer lugar se estudiaré la
forma invariante del Lema de Schwarz. Después se definiran las homografias en el disco, que
son una familia de funciones muy fructiferas para los objetivos de este trabajo. Esto dara pie a
un breve estudio de la métrica hiperbdlica, siendo esta una métrica apropiada para el estudio
de funciones holomorfas acotadas en el disco. Para ilustrar la relevancia del Lema de Schwarz,
se prueba el teorema de Pick para el problema de interpolacién finita que proporciona una
respuesta parcial al principal problema que se resuelve en este trabajo.

1.1. Lema de Schwarz

Se empieza fijando alguna notacién. Dado un nimero complejo zg € C y un radio r > 0, se
denota el disco abierto por

D(zp,7) :={2€C:|z— 2| <r}

el disco cerrado por
D(zp,r) :={2€C:|z— 2| <r}

y la circunferencia por
0D(zp,r) :={2€C:|z— 2| =r}

Sea D el disco unitario D = {z € C : |z| < 1} en el plano complejo y sea Z el conjunto de
funciones holomorfas de D en D. Por tanto, |f(2)] < 1si f € By |z| < 1. Ademés se define el
semiplano superior abierto H = {z € C : Im(z) > 0}.

Lema 1.1.1 (de Schwarz). Sea f € # tal que f(0) = 0. Entonces

|f(2)] <z, paracadaze€ D, (1.1)

1f(0)] < 1. (1.2)

La igualdad en (|1.1)) se alcanza en algtin punto z si, y solo si, existe ¢ € R tal que para z € D,
f(2) = e*¥2. Andlogamente para ([1.2)
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Demostracién. La demostracién consiste en probar que la funcién holomorfa g(z) = f(z)/z
satisface |g| < 1 en virtud del principio del médulo maximo. Se define

f(2)/z st ze D\{0},
9(z) =
1(0)  si z=0.

En D \ {0} se tiene el cociente de dos funciones holomorfas y, puesto que el denominador
no se anula, la funciéon es holomorfa en D \ {0}. Ademads, como lfl’I(l) f(z)/z = f'(0) donde
2

se ha tenido en cuenta que f(0) = 0, que justamente coincide con g(0) se concluye que g €
(D \{0})NE (D) y entonces g es holomorfa en D. Veamos que |g(z)| < 1 para cada z € D.
Si |z| < r < 1, en virtud del principio del médulo maximo

9()] < max{lg(w)| : [u] = r} < - sup{|f(w)] : w e D} < .

Haciendo tender r hacia 1, se tiene que |g| < 1 en D. Esto proporciona para z# 0y
en z = 0. Por supuesto (1.1)) se cumple en z = 0 por hipdtesis. Si la igualdad se alcanza en
alguna de las dos desigualdades del enunciado, g alcanza su médulo maximo en algin punto
de D, y por tanto g es una constante A en D, necesariamente |A| = 1. Por ello, f(z) = Az para
todo z € D. O

1.1.1. Homografias en el disco

Definicién 1.1.2. Una homografia es una funciéon T' de la forma

T(z) =

siendo ad — be # 0. Las homografias son también denominadas transformaciones de Mébius,
transformaciones bilineales o transformaciones racionales lineales.

az+b

—d
cz+d’ 2#7

Observacion 1.1.3. A los automorfismos del disco se los define como aplicaciones biyectivas,
holomorfas y de inversa holomorfa del disco en si mismo. Se probaré después que los elementos
de Aut(D) son un tipo concreto de homografias.

A continuacién, se estudia el comportamiento de las funciones holomorfas del disco, en
general de un disco en otro. El Lema de Schwarz es un lema 1til para tal estudio, y se obtendra
una nueva version en esta seccion. Se pondra atencién en el caso de homografias del disco
unitario D en si mismo. El siguiente lema proporciona una clase importante de ejemplos:

Lema 1.1.4. Fijando a € D, se define la funcién T, en C por

z—«
T (2) =
a(2) 1—az’
donde Ty (00) = —1/a y Ta(1/a@) = co. Entonces, T,y es una funcién continua de C en C cuya

inversa es T_,. Se tiene que T, es holomorfa en C \ {1/a@} con un polo simple en 1/a. Ademés,

1—|af?
lo que implica que
1
/ _ / _ 2
To(o) = Tl ¥ T5(0) =1 —|af”.

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Demostracién. La mayoria de los asertos se siguen de la definicién de T, y de que sea una
homografia. Para probar que T, (0D) = 0D, se estudia la imagen de {z € C : |z| = 1} por T,

se calcula, para cada z con |z| =1
z—« z—«

zZ(1 —az)|

Z—

-1

1—az Z—«

En virtud del principio del médulo méximo, T}, lleva D en D. Como T;! =T , y |a| < 1 si
| — a| < 1, se demuestra que T, lleva D en D y lleva D en 9D. Las férmulas que involucran
a la derivada de T, son un simple ejercicio de célculo. ]

Lema 1.1.5 (generalizacién de Pick del lema de Schwarz). Si f € %, entonces

f(z) — fla)| il
11— f(a)f(2)] S\icm °7 (1.3)

y !/
'l 1 "

L—f(z)] ~ 1—|z]*
La igualdad en (1.3]) y (1.4)) se alcanza en algtin punto z si, y solo si, f(z) es una transformacién

de Mobius. Si ponemos f(a) = wy, existe un nimero complejo unimodular A tal que f es la
composicion T, o AXTj, = Tujol o \T,,. Esto es

f(2) = Mo (2) + wo

= =7 7 < 1.
T+ aoTz)

Demostracién. Sea o € D y sea wy = f(«). Se va a aplicar el lema de Schwarz a la funcién
g =Ty, o foT_,. Primero, como f lleva D en D, también lo hace g. También,

9(0) = Ty (f(T-a(0))) = Ty (f (@) = Ty (wo) = 0.

En virtud del Lema de Schwarz, |g(w)| < |w| para |w| < 1, y reemplazando w por T,(z) y como
9(Ta(2)) = Twy(f(2)), se obtiene (|1.3). Ademés por el lema de Schwarz, se tiene |¢'(0)] < 1.
Ahora bien, por el Lema v la regla de la cadena

9'(0) = Ty (f (T-a(0)) f(T-a(0)) T4 (0)

= T, (f (@) (@) (1 = |af?)
1 / 2
= — 1-— .
i @0 L)
Entonces la condicién |¢'(0)] < 1 implica ([1.4]). Ahora si la igualdad se alcanza en (1.3) para
algin z # «, entonces |g(To(z))| = |Tu(2)| para z # «, por lo que |g(w)| = |w| para w =
Tu(z) # 0. Si la igualdad se alcanza en (1.4)), entonces |¢'(0)] = 1. En cualquier caso, el lema
de Schwarz proporciona un niimero complejo unimodular A tal que g(w) = Aw para |w| < 1.
Se toma w = T,(z) para obtener Ty, (f(2)) = ATu(z), esto es, f(z) = T_y,(A\Ta(2)) para
|z| < 1. O

Definicién 1.1.6. Se define Ty, : D — D como la funcién biholomorfa definida como
0 Z—
Tyalz) = e’ ——

con § € R y |a| < 1. Con esta notacién se puede escribir o = T, 1(0).

TRABAJO FIN DE GRADO CARLOS SARAVIA DE COCA



12 TEOREMA DE INTERPOLACION DE CARLESON

Toda homografia en el disco, més en concreto toda homografia en A, puede ser escrita
segun la definiciéon anterior:

Teorema 1.1.7. Sea f : D — D una biyecciéon holomorfa, entonces f = AT, donde A es
unimodular y o € D.

Demostracién. Sea o € D tal que f(a) = 0 y sea g = f~!, por lo que g(0) = a. Ahora
como g(f(z)) = z, se tiene que usando la regla de la cadena 1 = ¢'(f(z))f’(2), en particular,
1 =¢(f()f'(«) = ¢(0)f'(«). En virtud del Lema se tiene que |¢'(0)] < 1 —|af? vy
I ()] < m Por tanto,

1—|af?
L= g (0)|[f ()] < 1—7|04|2 =1L
Entonces, |f'(a)| = m y |¢'(0)] = 1 — |a|®. Por tanto, de nuevo por el Lema [1.1.12] se
concluye que f = \T,. O

1.1.2. Meétrica pseudohiperbdlica

Ahora se estudia la métrica pseudohiperbdlica, siendo esta una métrica apropiada para el
estudio de funciones holomorfas acotadas. Uno de los principales objetivos de estudio es el
problema de interpolacion. Por ello, el estudio de la métrica hiperbdlica se orienta de tal forma
que dados dos puntos p y q se determinard cual es la maxima distancia, sea cual sea el camino
que se tome.

Definicién 1.1.8. Sean z,w € D. Se define la distancia pseudohiperbélica en el disco D como

Z—w

p(z,w) =

1—wz

Proposicion 1.1.9. Sea f : D — D una funcién holomorfa en D. Entonces, f es Lipschitz
continua con respecto de la distancia pseudo-hiperbdlica, es decir, para todos z,w € D se tiene
que

p(f(2); f(w)) < pl(z,w).

Ademas la distancia pseudohiperbdlica es invariante bajo transformaciones de Mobius
p(z,w) = p(Ty.a(2), Tp.a(w)).
Demostracién. Es consecuencia del Lema [LL1.5l O

Definiciéon 1.1.10. Sea zg € C y r > 0, se define el disco no euclideo con distancia pseuhi-
perbdlica como
K(z0,7) ={z:p(2,20) <71}, 0<r<L

Proposiciéon 1.1.11. El disco no euclideo K(zp,7), 0 < r < 1, es la imagen inversa del disco
{w : Jw| < r} por w = T,,(z). El disco K(zp,7) es también un disco euclideo D(c, R) cuyos
centro y radio son:

1—r2
_ 1.5
€71 —r2|zo\220 (1.5)
’ |20/
1-— 20
R=r— . 1.6
"1 —1r2|z|? (1.6)

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Demostracién. El disco no euclideo K(zp,7),0 < r < 1 es la imagen inversa por T3, del
disco {w : |w| < r}. Ahora se determinan el centro y el radio. La linea recta que pasa a
través de 0 y zp es invariante bajo T, porque una homografia lleva rectas y circunferencias
en rectas o circunferencias, y resulta que los puntos 0, zyp y —z0, que determinan la "recta o
circunferencia" que contiene a la linea que une 0 y zg, van a parar respectivamente a —zg, 0

Y 1 'HZ T 20 due vuelven a determinar la misma "recta o circunferencia'. Por ello, se tiene que
OK (z0,7) = T, ({w : |w| = r}) es un circulo ortogonal a dicha linea. El didmetro de K (zo,r)
es por lo tanto la imagen inversa del segmento [—rzy/|z0(,720/|20|]. Como z = ff%gv, este
didmetro es el segmento

|20l —7 20 |zl +7 20

1 —r|20| [20]" 1 + 7| 20] |20]

Los extremos de (1.7) son los puntos de 0K (zo, ) con el mayor y menor médulo. Se tiene
c=(a+p5)/2y R=|p— a|/2 por lo que (L.5) y (L.6) se cumplen.
O

Proposicién 1.1.12. La distancia pseudohiperb()lica es una métrica, es decir, la aplicacién
: D x D — R, definida en Definicién [ satiface las siguientes propiedades

(1) p

(1) p

(z,w) > 0 para todos z,w € D.

(
(1) p(z,w) = p(w, z) para todos z,w € D.

(

z,w) = 0 si, y solo si, z = w.

(tv) p(z0,22) < p(z0,21) + p(z1, 22) para todos z; € D, i € {1,2,3}.

Demostracién. Las Propiedades (I) a (III) son consecuencia inmediata de la Definicién [1.1.8]
Por lo tanto se prueba (IV), la desigualdad triangular resulta inmediata de

p(20, 22) — p(22, 21)
1 — p(z0, 22)p(22, 21

< a0, 1) < plz0,22) T plzz, 1) (18)

= 1+ p(20, 22)p(22, 21)

Para probar (1.8]) se puede suponer que zo = 0 porque p es invariante bajo transformaciones
de Mébius. Entonces, con esta suposicion ([1.8]) pasa a ser

20| + |1
= 1+ |z0]]z]

|z0] — |21
L — |zo||z1] ~

Z1 — 20

1.9
1—Zoz1 ( )

Si [21] = r, entonces z = =20 =T, (2 ) = T_ZU( 1) € K(—zp,7) y por tanto |z| estd entre el

médulo de los extremos del segmento (1.7)) y esto prueba ((1.9). O

Corolario 1.1.13. Si f € 4, entonces

£ (O)] + =]
L+ [£(0)]]]

Demostracién. Por el Lema m, p(f(2), f(0)) < |z|, por lo que f(z) € K(f(0),]|z]). La

cota en (|1.10]) se obtiene a partir de ([1.7]). La igualdad en ([1.10) se alcanza solo si f es una
transformacion de Mobius y arg z = arg f(0) donde f(0) # 0. O

f(z) < (1.10)
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14 TEOREMA DE INTERPOLACION DE CARLESON

1.2. Teorema de Pick

Se presentara en esta seccion el teorema de interpolacién finita de Pick, que resuelve un
caso particular del proble de interpolacién original pero sumamente importante para nuestros
objetivos. Necesitamos para ello introducir los productos de Blaschke.

Definicion 1.2.1. Un producto de Blaschke finito es una funciéon de la forma

n n

0 Ty i0

Bz =" [l i =" [I 7o) (). oyl <1,
j=1 J j=1

El grado de un producto de Blaschke finito se define como su ntimero de ceros contados con su

multiplicidad y se denotara por deg(B). Un producto de Blaschke de grado 0 es una funcién

constante con valor absoluto 1.

Propiedades 1.2.2. La funcién B tiene las propiedades:

(1) B es holomorfa en D y que admite extension continua a 0D.
(1) |[B] =1en 0D.
(111) B tiene un ndmero finito de ceros.

Observacion 1.2.3. Estas propiedades determinan B salvo un factor constante de moédulo
uno. Por supuesto, si una funcién holomorfa f cumple esas propiedades, y si B(z) es un
producto de Blaschke finito con los mismos ceros, por el Principio del médulo méximo, |f/B| <
1y |B/f| <1,en D,y por tanto f/B es constante y dicha constante serd unimodular.

Cada producto de Blaschke finito pertenece al dlgebra del disco Ag siendo el dlgebra del disco
el conjunto de funciones holomorfas y acotadas en D y continuas en D. De hecho, los productos
de Blaschke finitos son los tnicos elementos de Ay que llevan 0D en 0D.

Lema 1.2.4. Sea B un producto de Blaschke finito de grado n y sea o« € D. Entonces T, o B
y B o T, son productos de Blaschke finitos de grado n.

Demostracién. La funcién T, o B € (D) N €°(D) y ademés, |T, o B(z)| = 1 para cada
z € 0D. El Observacién [1.2.3] afirma que T, o B es un producto de Blaschke finito. Es més,
(T, o B)(z) = 0 si, y solo si, B(z) = . La ecuacién B(z) = « tiene exactamente n soluciones
en D. Entonces, T, o B es un producto de Blaschke finito de grado n.

El hecho de que B o T, es un producto de Blaschke finito de grado n puede sr verificado de

manera directa. O
Teorema 1.2.5 (de Fatou para productos de Blaschke). Si f € (D) y

I [f(z)] =1,

|z|—1

entonces f es un producto de Blaschke finito.

Demostracién. Como |f(z)| |u|n—lf1> 1, existe 7 < 1 tal que f no se anula en {z: 7 < |z| < 1}.
zZ|—

Entonces, f tiene un niimero finito de ceros en D. Sea B un producto de Blaschke finito formado
por los ceros de f, contados con su multiplicidad. Entonces, f/B y B/ f son holomorfas en D
y su médulo tiene uniformemente a 1 a medid que se aproxima a dD. En virtud del Principio
del médulo maximo se tiene que |f/B| < 1y |B/f| <1 en D, por lo que f/B es constante
en D. Por ser constante es unimodular, y se concluye que f escalar unimodular multiplo de
B. O
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Teorema 1.2.6 (de Carathéodory). Si f € 2, entonces existe una sucesién {Bj}7°, de
productos de Blaschke finitos de grado menor o igual que k£ que converge uniformemente a f
en los subconjuntos compactos de D.

Demostracién. Como f es holomorfa, lo que equivale a ser analitica, f se puede expresar
como suma de una serie de potencias, en concreto para cada z € D

f(z) = ZCij.
7=0

Por induccién, se busca un producto de Blaschke de grado a lo sumo n cuyos primeros n
coeficientes coinciden con los de f;

n—1 o)
B,(z) = Z ;2 + Z ;2
j=0 j=n

es decir, f — B, tiene un cero de orden n en z = 0;
Sea
1 f(z)— f(0
ooy~ LI FO)
21— f(0)f(2)

Observamos que g € 4, esto se ve haciendo uso de la version de Pick del Lema de Schwarz.Ya
que |co| < 1, se puede definir

f:ciooz si|eo] <1,

Como hipoétesis de induccion sea B, 1 producto de Blaschke de grado a lo sumo n—1 de modo
que g — Bj,—1 tiene un cero de orden n —1 en z = 0. Entonces, zg — 2B,,—1 = z(g — B,—1) tiene
n ceros en z = 0. Se define

B, _
Bo(e) - ZB )+ 0
1+ f(0)zBn-1(2)
Entonces, por el Lema By, es un producto de Blaschke finito con deg(B,,) = deg(zB,—_1) <
n,y

f(z) = Bu(z) = zg(z) + f(0) _ 2Bn-1(z) + f(0)
(2)
(1 j(O)P)Z(g(Z)*ianl(Z))

14 f(0)zg(2) 1+ f(0)2Bp_1
(14 F(0)29(2))(1 + f(0)zBn-1(2))’

por lo que f — B, tiene un cero de orden n en z = 0. Vamos a ver que la convergencia de
{Bn}52; hacia f es uniforme en los compactos de D. Como |f(z)] < 1, |Bn(2)] < 1,y se
tiene que fU)(0) = Béj)(O), j €40,...,n — 1}, se define la funcién h = f — B, por tanto
|h| = |f — Bn| <2,y h9(0) =0, j € {0,...,n — 1}. Se define una nueva funcién
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16 TEOREMA DE INTERPOLACION DE CARLESON

que cumple |ho(2)| <1, 2 € Dy h(0) = 0.
Se define también la funcién

ho(2)

si z#0,

h{™ (0)

i si z=0.

Esta funcién cumple que h € # (D) y si|z| < r <1, se puede aplicar el mismo razonamiento
que en el Lema para deducir que

|h(z)| < méx |h(w)| < — 1,
|w|=r ror—1
por lo que
lho(2)] < |z[",
despejando

£ (2) = Bn(2)] < 2|2[".

A partir de esta desigualdad es inmediato deducir la convergencia uniforme en los compactos
de D anunciada inicialmente.
O

La sucesion de los coeficientes {c;}52, de funciones en % fue caracterizada por Schur en
[34] aunque dicha sucesion para funciones con parte real positiva en D fue caracterizada por
Carathéodory en [5] y por Toeplitz en [41]. En vez de exponer y probar el teorema de Schur,
se estudiara el teorema de Pick en [29], ambos teoremas estan contenidos en un resultado pro-
bado por Cantor en 1981 donde encontré la condicién matricial necesaria y suficiente para la
interpolacién por un numero finito de derivadas de una funcién en 4 en un nimero finito de
puntos en D.

Dados z1,22,. .., %n, Wi, W3, ..., w, € D, el problema de interpolacién finita consiste en
responder bajo qué condiciones el problema de interpolacién
f(z) =wj, je{l,2,....,n}, (1.11)

tiene una solucién f holomorfa en el disco y |f(2)| <1, z € D.
El problema de interpolacion finita fue estudiado por Pick en [29] para aplicaciones del
semiplano superior en si mismo.

Teorema 1.2.7 (de Pick). Existe f € £ satisfaciendo (1.11]) si, y sélo si, la forma cuadrética

n

Qnlt,. . tn) = >

Jk=1

1 —wjwyg

—tity
1—2zz J

es semidefinida positiva. En este caso, la funciéon f puede tomarse como un producto de Blasch-
ke de grado a lo sumo n.

Demostracién. A lo largo de la demostraciéon se usaran diversos resultados basados en el

Lema |1.1.5| considerando |Z—‘f__gz, donde a@ € D\ {0}. Considerando la funcién holomorfa

filz) = Mf (:Ba y aplicando el Principio del médulo méaximo, si f : D — D es holomorfa y

a l-az
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f(a) =0, entonces f(z) = lo] z—a fi(z) donde f; € A.

Se prgeba por induccién sgbi"ea;. El caso para n = 1 es evidente pues la forma Q(t) =
=
en D. Se supone que n > 1. Primero se supone que se cumple . Entonces |wy,| < 1, en el
caso en el que |w,| =1 la funcién interpoladora es la constante wy, y wj = wy,, 1 <j<n—1.
Para la otra implicacién se supone @, semidefinida positiva. Tomando ¢, =1, t; =0, j < n,
se ve que |wy,| < 1; y si |w,| = 1, se toman t; = 0, j # k,n, se ve por como antes que
wy, = wy,. Por lo tanto se puede tomar B,, = w, si |w,| = 1. El problema es trivial si |w,| =1,
y en cualquier caso, |w,| < 1. Ahora se supone que |wy| < 1. Se desplazan z, y w, al origen.

Sean

|t|? es semidefinida positiva y se puede tomar una homografia que lleve un punto en otro

Zi — 2 w; — W

/ n / n .

zjzji_, wh=—2—" 1<j<n.
1—ZzZpzj i

Existe f € A satisfaciendo ((1.11)) si, y solo si,

9(2) = —— (1.12)
1 —wnf (szzfz)
pertenece a % y resuelve
g(zj) =w}, 1<j<n. (1.13)

También, f es un producto de Blaschke de grado a lo sumo n si, y solo si, g es un producto de
Blaschke de grado a lo sumo n. Por otro lado, la forma cuadratica @/, correspondiente a los
puntos {z1,...,2,_1,0} y {w],...,w],_;,0} esta relacionada con @,. Se muestra la relacion.

n—1»
Haciendo célculos
1—z§-,€;€ 1—]zn|2 _
— = — — = iy,
1—ziz, (1= Zn25)(1 — 2,2g) J
Y ’ ot 2
1 — whwy, _ 1 — |wy| — 8.7,
1-— ijk: (1 — ﬁ)nwj)(l — wnwk) J
se tiene .
V- wywy, - L—wjwp (S5, ) [ Br
= titk = > tj tk
1-— 22y, 1—2zz oy Qay
' B B
1
QL (t1, .. ytn) = Qn (tl, . ”tn) ) (1.14)
(&3] Qo

Esta forma cuadratica @/, > 0 si, y solo si, @, > 0, y el problema ha sido reducido al caso
zn = w, = 0. Por lo tanto, se asume que z, = w, = 0. Hay una funcién f € £ tal que

f(0) =0,
fz) =w;, 1<j<n-—1,

si, y solo si, hay una funcién g(z) = f(z)/z € A tal que
9(2) =wj/z, 1<j<n-L (1.15)

Noétese que f es un producto de Blaschke de grado d si, y solo si, g es un producto de Blaschke
de grado d — 1. Ahora por induccion, (|1.15]) tiene solucidn si, y solo si, la forma cuadrética

e (w;/z) (we/zk) |

Qn-1(51, -+, 8p-1) = > T 5k
J

J.k=1
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18 TEOREMA DE INTERPOLACION DE CARLESON

es no negativa. Esto quiere decir que el teorema se reduce a mostrar que
Q>0 & Qu1>0

bajo la suposiciéon de que z, = w, = 0. Porque con la hipétesis z, = w, = 0, se tiene

— w;w —
Qu(ty, ... tn) = |tn]> + 2Re ththr Z g
7,k=1

Completando los cuadrados relativos a t,,

2
n—1
— Wi Wk -
Qn(ti,. . otn) = |th+ Y _t;| + Z < J 1) tit.
j=1 1

i 1—2zz

Ahora

V—wjwy 22— wiop _ 1= (wy/z)(wi/z)

1—2zz 1—2zz 1—2zz ek
Por eso

L2
Qn(tla"'a = Z +Qn 1 thla"'aznfltnfl)- (116)

Por lo tanto Q,,_1 > 0 implica Q,, > 0, y escribiendo t,, = Z” ! tj, también se ve que Q,, > 0

implica Qn—l > 0.
]

El teorema de Pick se sigue facilmente del trabajo de Pick en el que hace uso de aplicaciones
conformes, véase [25]. La prueba que se muestra en el presente trabajo tiene como fuente
[24] aunque algo antes en [23] publicé una demostracion ligeramente diferente. Un enfoque
alternativo a este teorema se puede hacer desde la teoria de operadores como se expone en [40]

y [12].

Corolario 1.2.8. Se supone @, > 0. Entonces tiene solucion tnica f(z) € 4 si, y solo
si, det(Q,) = 0. Si det(Q,) =0y m < n es el rango de @, entonces la funcién interpoladora
es un producto de Blaschke de grado m. Por otro lado, si un producto de Blaschke de grado
m < n satisface , entonces (), tiene rango m.

Demostracién. Si |w,| =1 la demostracién es trivial ya que como hemos visto en la demos-
tracién previa, se tendria que @), =0, m =0y B,, = w, el producto de Blaschke constante de
grado 0. Por lo que se supone |w,| < 1. Por lo tanto, también se supone z,, = w, = 0, ya que
por , Qn vy Q), tienen el mismo rango, mientras que por , el problema original tiene
solucién tUnica si, y solo si, el problema ajustado tiene solucién unica. También
puede ser resuelta con un producto de Blaschke de grado m si, y solo si, también. En-
tonces, tiene solucién tnica y puede ser resuelto por un producto de Blaschke de grado
n si, y solo si, tiene solucién unica y puede ser resuelto por un producto de Blaschke
de grado m — 1. Como consecuencia, por induccién, todos los asertos del corolario quedaran
probados cuando se pruebe que

rank(Q,) = 1 4 rank(Q,_1). (1.17)
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donde rank denota el rango de la correspondiente matriz. Escribiendo la forma matricial aso-
ciada a la forma cuadratica Qn—1 = (@;%)1<jk<n—1, se comprueba facilmente a partir de (.16}

1
14 zizra; g | ¢
Qn = / - ) ’
1
1---1 1
que tiene el mismo rango que
y el rango de esta matriz es 1+ rank(Q,_1). O

Corolario 1.2.9. Se supone @, > 0y det(Qy) > 0. Sea z € D, z # 2, j € {1,2,...,n}. El
conjunto de valores

W={f(z) : e, f(z)=w; 1<j<n}

es un disco cerrado no degenerado contenido en D. Si f € A, y si f satisface (1.11]), entonces
f(z) € OW si, y solo si, f es un producto de Blaschke de grado n. Ademds, si w € W, hay
una tnica solucién a (1.11)) en & que también resuelve f(z) = w.

Demostracién. De nuevo se supone que z, = w, = 0. Entonces, det(@n—l) > 0 por (T.17).
Por induccién,
W={g(2) : g€ B, g(z)) =wj/z, 1 <j<n—1}

en un disco cerrado contenido en D. Pero entonces W = {z£ : £ € W} es también un disco
cerrado. Ademdas w € OW si, y solo si, w/z € OW, el resto de asertos se prueban por induccién
sobre n. O

El teorema de Pick junto a los dos tultimos corolarios proporcionan una respuesta al pro-
blema de interpolacion finita, es decir, (1.11)).
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Capitulo 2

Funciones armonicas. El Teorema
maximal de Hardy-Littlewood

Este capitulo va a tratar temas clasicos del Analisis: el conjunto de ideas relativas a la
integral de Poisson y funciones maximales, estas funciones desempefian un papel muy impor-
tante para controlar y sobre todo acotar funciones y poder estudiar ciertos limites. Dos de
los conceptos méas importantes de este capitulo son la funcién maximal de Hardy-Littlewood
y el Teorema maximal de Hardy-Littlewood. El capitulo termina con una breve introducciéon
a funciones subarmoénicas y mayorantes armoénicos que seran de utilidad para introducir los
espacios de Hardy sobre los que tratara el siguiente capitulo.

2.1. Integral de Poisson. El problema Dirichlet

Las funciones arménicas juegan un papel crucial en el Anélisis Matematico. Concretamente,
el problema de determinar funciones arménicas en un dominio acotado verificando condicio-
nes frontera fijadas es de vital importancia. Se comienza recordando la definicién de funcién
armonica:

Definicién 2.1.1. Se dice que una funcién u de clase €2 en un abierto  del plano es armdnica
Q) si su laplaciano Au = 2% 4 2% ¢ idénti 1o en Q

en §) si su laplaciano Au = Fzz + 75 es idénticamente nulo en €.

La ecuacién en derivadas parciales Au = 0 se conoce como ecuacion de Laplace.

La parte real e imaginaria de una funcién holomorfa en un abierto son arménicas en dicho
abierto, y en un abierto simplemente conexo (en particular, en cualquier disco abierto) toda
funcién real y armonica es la parte real de una funcién holomorfa en dicho abierto. Este tltimo
hecho permite deducir importantes propiedades de las funciones armonicas a partir de las
propiedades de las funciones holomorfas.

Proposicién 2.1.2. Toda funciéon arménica en un abierto 2 C C es de clase €°° en {2.

Sea u una funcién continua en el disco unitario cerrado D, sea a = re?® en D. A continua-
cién, se extiende el teorema de Cauchy y la féormula integral de Cauchy.

Lema 2.1.3. Sea v una funcién continua en D y holomorfa en D. Entonces
(1) $5p u(w)dw = 0.
(w)

(1) Para cada z € D se tiene que u(z) = ﬁ $5p %dw.

21
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Demostracion.

(1) Por el Teorema de Cauchy, para 0 < r <1, [, f(w)dw = 0. Sea fu(2) = f(;}72),

entonces f, es holomorfa en D(0, ”TH) y la sucesién { f, }°2; converge a f uniformemente

en 0D (por la continuidad de f en D). Por tanto

/ Fo(w)dw — | f(w)dw.
oD

n—oo oD

Como
1
ulwdw =" [ f(wdw =0
oD n Jap(o,:2)
queda probado este aserto.
(11) Basta aplicar (I) a la funcién
fW—fz) o £z,
g(w) =
1(2) siw=z.

que es continua en D (por la definicién de derivada en z) y holomorfa en D \ {2z}, luego
es holomorfa en D.

Nétese que esta demostracion tiene una sencilla adaptacion a cualquier disco D(zg, 7). ]

Definiciéon 2.1.4. Para z € D se definen las funciones @, P, : R — C por

e? 4 2 1—|z)?
Qz(e) - cif _ 5’ Pz(g) = Re (Qz(e)) = ’6’0 _ 2’2' (2'1)
La funcién @, es el denominado nicleo (integral) de Cauchy, y P, se denomina nicleo de
Poisson. Nétese que P,(0) y Q.(6) son 2m-periédicas. Ademds, si |z| = r < 1, z = re'®,
entonces
1—r? 1—7?
PZ(H) = |€z‘9 _ 7“€w"2 = ’ei(O—a) _ 7”2 = P"(e - a)v

y lo mismo para @,

620 + Teia ei(e—a) + r
Q.(0) = = = S = Q0 ).
(& -Tr

619 — reta

Proposicién 2.1.5 (Férmula integral de Poisson). Sea v una funcién continua en D y
holomorfa en D. Entonces para cada z € D se verifica que

1
o

u(z) /0 " B(0)u(e®)do.

Cualquier otro disco se transforma en D mediante una traslaciéon y una homotecia, lo que
permite establecer la generalziacion a esta formula.
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Demostracién. Por el Lema (1I1),

u(0) = ! /6 de ! /OQWu(eit)dt,

" 2miJop w 2«

por lo tanto, u(0) = 5= 02” Py(t)u(e)dt ya que Py(t) = 1. Esto considera el caso en el que
z =0. Si z # 0, entonces de nuevo por el Lema se tiene

1 u(w) 1 u(w)
= d — [ B _gu=0
u() 2m'/aDw—zw Y 2m‘/apw—1/zw ’

la segunda ecuacién se cumple debido a que 1/z ¢ D. Restando la segunda ecuacién de la
primera, se tiene que

lo que prueba la féormula. O

Corolario 2.1.6 (Propiedad de la media). Sea u una funcién arménica en un abierto que
contiene al disco cerrado D(«,r). Entonces, el valor de u en « es el promedio de los valores
u(z) sobre la circunferencia dD(a, 1), es decir, se verifica la denominada propiedad de la media

de Gauss .

u(a) = by

2T .
/ u(a + re?)df
0
En particular, si a =0

2 .
u(0) ! /0 u(re'?)ds.

2m
Demostraciéon. Consecuencia inmediata de la formula integral de Poisson. O
Observaciones 2.1.7. (1) En esta observacién primero se va a establecer la relacién entre

el ntcleo de Poisson en el disco y en el semiplano. Para ello se definen las siguientes
homografias que seran de utilidad a lo largo de la memoria. Se tiene T : H — D definida

como ]
1 —z
T(z) = )
(2) 1+ 2
y su inversa T~': D — H dada por
1
T w) =i,
14w
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Ademss, dada u una funcién arménica en H y continua en H U {oo} se define una nueva
funcién
— 71 — u
ug: D — H — C

(mn =uoT 1,

Noétese que ug es arménica en D y continua en D. Ademas, u = ugoT. A continuacién se
realizan unos célculos que seran de utilidad después. Observemos que la circunferencia
unidad es el conjunto imagen por T' del eje real (el punto —1 serfa la imagen del punto
del infinito). Si ¢t € R se puede escribir esta correspondencia como

go_i=t_ t+i=2 2
1+t t+1 t+1
Entonces,
, —9;
ie?do = —=' _a.
(t+1)2
por tanto
-2 , + dt
dg=—=_ TFlgy 9
(t+4)?2 i—t t2+1
Sea z = x + iy un punto de H . Tomando w = T(z) = Zgizzg se tiene que
i—(z+iy) |2
() = Lol _ 17 i)
v et — w2 it i—(atiy)

y

itt it (xtiy)
Ademas,

$2+(17 )2
-z (w+1)2—(1—9)2)(1+12)

4(y2+(z+t)?) - 2 Y
(1+t2y)(12+(y+1)2) 4(y + (x t) )
y(1+12)
PR+ (-t

Volviendo a la funcién wu,

u(z +iy) = uo(T(z + iy)) = ug (z—(m—l—zy))

i+ (x +iy)
= L [T B @)u(e)a0
21 Jo wivytole
y(1+ 1) 2dt
= 2( — 5 u(t)
R Y2+ (x —1) t2+1

Y / u(t)
T Jr (x—1)2 +y2
Tomando z = z+1iy, se definen las formulas del nticleo de Poisson en el semiplano superior

Iy 1 Y
B = T2 +y2’ F:(t) = m(x—1)2 +y2

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



25

Se puede concluir que P,(t) = Py(x — t) Finalmente, llevando la féormula integral de
Poisson sobre el semiplano superior, se ve que

m@:AGumeﬁ:Afyx—wmmm c=ztiyeH, (2.2)

donde u(z) es continua en H U {oc} y arménica en H.

(11) De acuerdo con (2.1)) para € fijo la funcién P, () es armoénica en D por ser la parte
real de la funcién @,(#) holomorfa en D. Entonces, como consecuencia del Teorema de
Leibniz de derivacién de integrales paramétricas,

1 2

uz) = o [ PO/ (0)d8 (23)
21 Jo

es arménica en D para una f € L'(9D). Como P,(f) es también una funcién continua de

0, si en ([2.3) se sustituye f(6)df por una medida finita du(f) en 0D, la expresion (2.3)

proporciona también .
— P.(6g — 0)du(0
2T /E?D (6o Jdu(0)

una funcién arménica en D. Ademads se puede interpretar la férmula integral de Poisson
como una convolucién. Si z = e

Pz(e) = Pr(90 - 0)

y (2.3)) toma la forma
1 27
u(z) = o [ Pr(6o—0)(0)d0 = (P * f)(6o)-
m™Jo
Entonces,

u(ze'®) = u(re'®T) = (P x £)(0y + ).

Esto implica el hecho de que el espacio de funciones armonicas en D es invariante bajo
rotaciones.

(1) Cuando t € R es fijo, el nicleo de Poisson para H es una funcién arménica de z ya que

g@:lm« 1).

T t—=z

A partir de esto se puede acotar el niicleo de Poisson P, (t) < c./(1 + t?), donde c, es
una constante que depende de z. Si 1 < ¢ < oo, entonces P,(t) € LI(R), y la funcién

u@zég@mw (2.4)

donde f € LP(R), 1 < p < oo es arménica en H, esto es consecuencia de que el nicleo
de Poisson en H es una funcién armoénica y del Teorema de Leibniz.

La férmula integral de Poisson para el semiplano superior puede ser escrita como una
convolucién

u@%:/}ﬂx—ﬂﬂﬂﬁ:(%*ﬂ@% 2=z +iy
R
Esto prueba el hecho de que el espacio de funciones arménicas en H es invariante bajo

traslaciones horizontales. Ademads se tiene que Py(t) = %Pl (t/y) lo que significa que P,
es homogénea de grado —1: Py(at) = a='P,(t).
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Propiedades 2.1.8 (del niicleo de Poisson). Sea y € R, entonces el niicleo de Poisson
cumple las siguientes propiedades

(1) P,(t) >0, f P,(t)dt = 1.

)-U

ara 0 > 0, supysq Py(t) ﬁ 0

(V) Para 6 >0, [ 55 FPy(t) y_)—0> 0

(vir) {P,} es semigrupo con la operacién convolucién, Py, * Py, = Py, 4y,.
Demostracién. (1) Es consecuencia inmediata de la definicién.

(1) Basta con sustituir en la definicién

(111) Consecuencia directa de y < t2 + 32,

(1v) Basta con acotar el denomminador

1 vy 1y 1
Py(t) = — <—-5=—

Tt?4+y? T my Ty

(v) Sea § > 0 tal que |t| > ¢, entonces

Iy Ly
el < =
Tt2+y2 T w2 +y? y—o

\

(vi) Sea 6 > 0, entonces

2 Yy 2 0
P,(t)dt = —J_ar=2(Z _arct
It]>5 v() W/a t2 4 32 7r<2 arckan <y>>’

es evidente que 512% %(% — arctan(%)) =0.
(vi1) Si u es una funcién armoénica como en (2.4), entonces u(z + iy;) puede ser calculada a

partir de u(t +iy1),t € R, por convolucién con P,. Luego para demostrarla se considera
la funcién armoénica u(x + iy) = Py, 4y(x). Esta funcién se puede extender de manera

continua a H U {co}. Por (2.2)),

Ppon(a) = [ Pl = yu(t)dt = (P, « P)(a).

Y asi quedarian demostradas las propiedades. O
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Una herramienta importante para estudiar las integrales de la forma (2.4)) es la desigualdad
de Minkowski para integrales que se enuncia a continuacién:

Proposiciéon 2.1.9 (Desigualdad de Minkowski para integrales). Si p y v son medidas
o-finitas, 1 < p < ooy F(z,t) es v X u medible, entonces

H / Fle, t)dv(z)

< [ 1F @ )l1sdv(a).
Le(p)

formalmente es la misma que la desigualdad de Minkowski para sumas de funciones LP(u).

Demostracién. Para p = 1 basta con aplicar el Teorema de Fubini. Para p > 1 se supone que
F(z,t) > 0y que F(z,t) es una funcién simple, por lo que ambas integrales convergen. Notese
que bastard con considerar el caso en el que F'(z,t) es una funcién simple porque en el caso
en el que F' fuera una funcién medible se podria construir una sucesién creciente {s,}>2, de
funciones simples tal que nlggo sn = f. Sea

G(t) = ( / F(x,t)dv(x))p_l.

Entonces, con ¢ = p/(p — 1) el conjugado de p,

p—1

)

LP(p)

IGllzay = | [ Flatdvta)

y en virtud del Teorema de Fubini y la desigualdad de Holder,

H / P, t)dv(x)

p
_ / 0 / Fa, £)dv(x)du(t)
Lr(p)

NP, / / G(t)F (z,t)dv(x)du(t)
Fubini

= [ 1G ol F )y @)
Holder

= 1GllLagu) / 1 (2, )] La oy dv () dpu(?).
Cancelando ||G||zq¢(,) en sendos lados queda probada la desigualdad. O

Usando la desigualdad de Minkowski se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.1.10. Si u(z,y) = Py * f(x), f € LP. Entonces:

1/p
([ tzpdz) " <l 1<p <0, (25)
si u(z,y) = Pyxp= [ Py(x—t)du(t), donde p es una medida finita en R. Entonces:

[1utwylde < [ 1dul (2.6)

Demostracién. Su prueba es inmediata a partir de la Proposiciéon y la Propiedad
2.1.8.(I). O
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Serd de frecuente uso la convergencia débil-x.

Definicién 2.1.11. Sea X un espacio normado y X’ su dual. Sean ¢,,, p € X', se dice que ¢,
converge débil-x a ¢, y se denota por

si para cada z € X se tiene que

Ejemplo 2.1.12. Un caso de particular interés seré al considerar el espacio normado L! y su
dual (L')" = L. En este caso, para f,, f € L™ se dice que f, converge débil-* a f si para

cada g € L'
[ g [ 19=109)

Lema 2.1.13. Sea 1 < p < oo, f € LP(R) y para cada t € R se define fi(z) = f(x —t).
Entonces,
Ife = fllp —5 0.

Teorema 2.1.14. (1) Sil <p<ooysife€ LP, entonces

HPy*f—pry—_j(?Q

(1) Si f € L™, P, * f converge débil-+ a f, es decir si g € L!

/g(m)(Py* x)dx —> /f

(111) Si dp es una medida finita en R, la sucesion de medidas (P, * p)(z)dx converge débil-x
a du, es decir

9@, m@yiz — [ g@)dn(a)
para cada g € ¥°(R), las funciones que se anulan en el oco.

(1v) Si f estd acotada y es uniformemente continua en R, P, * f converge uniformemente a
fen R cuando y — 0.

Demostraciéon. Sea f € LP,1 < p < co. Si p = oo se supone como hipétesis adicional que f
es una funcién uniformemente continua. Entonces

(P, % f(x) /P flz— 1) — f(z))dt.
Haciendo uso de la desiguadad de Minkowski se tiene que
1Py f =l < [ PO = Sl

cuando p < oo, porque P, > 0. La misma desigualdad es trivial para el caso p = oo. Sea § > 0,
se tiene
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1P =1l < [ R~ Syt [ POIS~ Sl

[t|<

(t) ®

Entonces,

= (f) Para cada ¢ existe g tal que si [t| < &o, entonces || f; — f[|, < §. Por tanto, como
Jr Py =1, se tiene que

9 9
PO~ fldt < 5 [ P < .
Jy PG = Sl < 5 [Pyt <

» (1) Se tiene que

Hﬂ—fMSHﬁM+HMp=(Aﬁﬂx—ﬂﬂmym+<ALﬂ@mmym _

r—t=

2[1£1lp-
Yy

Y haciendo uso de lo anterior y de la Propiedad [2.1.8(VI) se tiene que si y € (0,yo)
adecuadamente pequeno, entonces
€

/t|>60 Py()ll fe = fllpdt < 2||f||p/ Pt < 2.

[t|>d0

Luego usando, (1) y (1) se concluye que si 0 < y <

1Py f =1l < |

[t|<do

e €
OIS~ flpdt+ [ ROl fllpdt < S+ 5 =<,
[t]>d0 2 2
El aserto (II) se sigue del aserto (I) y del Ejemplo [2.1.12, El aserto (III) se sigue del aserto
(IV). ©

Observaciones 2.1.15. Se sigue del Teorema que f € LP estd univocamente determi-
nada por la funcién armoénica u(z) = P, * f(z) y que una medida p estd determinada por su
integral de Poisson P, * u. Notese también que por (I) y (II) y usando la segunda desigualdad
triangular si p < oo y la convergencia débil-x si p = 0o se tiene que:

iil)%HPy*f”p: I fllp, 1<p<oo.
Por ({2.5)) y la propiedad (VII), la funcién || Py f||, es monétona en y. De hecho, si 0 < y1 < y2,
entonces || Py, * fllp > || Py, * fllp-

Corolario 2.1.16. Sea f es una funcién acotada y uniformemente continua en R, y sea

(Py* f)(x) si y>0,
’LL(CL‘,y) =
f(x) si. y=0.

Entonces, u(z,y) es arménica en H y continua en H

Demostracién. Es consecuencia del Teorema R.1.141 O

También se necesita la versién local del corolario:
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Lema 2.1.17. Se supone que f € LP,1 < p < oo, y que f es continua en xy. Sea u(z,y) =
P, x f(x). Entonces

lim  wu(z,y) = f(xo).
(z,y)—wo
Demostracién. Sea 6 > 0y |z — x| < 9,
lu(z,y) — f(zo)| < s Py(t)|f(x—t) — f(xo)|dt + s Py(t)|f(x—1t) — f(xo)|dt.

Usando argumentos similares a los de la demostracion del Teorema [2.1.14] Se tiene que

€ €
Py)|f(z—t) = flzo)ldt < 5y Py f(x —t) = f(zo)ldt < 3.
It]<d 2 |t]>6 2
Entonces,
ju(e,y) — fleo) < 5+ 5 =¢
) 0 2 2 3
y por tanto, se concluye que lim wu(z,y) = f(zo). O

(J?,y)—>l’()

Noétese que la convergencia es uniforme en un subconjunto £ C R si se supone que la
continuidad de f es uniforme en E'y que |f| estd acotada en E. Es importante que las integrales
de Poisson de las funciones y medidas LP son caracterizadas por las desigualdades en norma
como y . La demostraciéon en el semiplano superior requiere del siguiente lema:

Lema 2.1.18. Si u(z) es armoénica en H y acotada y continua en H entonces

u(z) = / P,(z — t)ult)dt.
Demostracién. Sea
U(z) =u(z) — /Py(m — t)u(t)dt.

Entonces, haciendo uso del Teorema de Leibniz se tiene que U es armoénica en H y continua
en H ademas U = 0 en R haciendo uso del Lema 2.1.17] Sea

U(z) st y=>0,
V(z) =
-U(z) si y<DO.

Puesto que U es acotada y armoénica también lo es cada trozo de la funcion anterior luego V' es
acotada y arménica en H. Como V € S (H) y es acotada en virtud del Teorema de Liouville
V es constante es decir V(z) = V(0) = 0 para cada z € H. Y por tanto, U = 0. O

Teorema 2.1.19. Sea u una funcién arménica en el semiplano superior H. Entonces

(1) Sil<p< oo, ues laintegral de Poisson de una funcién en LP si, y solo si,

sup [[u(z + iy) || Lr (az) < 00 (2.7)
y>0

(1) La funcién u es la integral de Poisson de una medida finita en R si, y solo si,

sup/ lu(z + iy)|dz < oo. (2.8)
y>0 JR
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(111) (Teorema de Herglotz). La funcién u es positiva si, y solo si,

u(z) = ey + [ Pyl = du(t)

donde ¢ > 0, > 0, yf]R 1+t2 < o0.

(1) Ya se ha senalado que (2.7)) y (2.8) son condiciones necesarias debido

a la Proposicién [2.1.10, Se supone que u satisface (2.7) y (2.8)). Entonces se tiene la
siguiente cota

Demostracion.

2\ l/p
< . 2.9
@l < (=) st )l 29)
Sea ( = £ +in. Entonces por la Desigualdad de Hélder,

fu(z)| = //D .,

7Ty

iy >
Lo e

(%

~—

= (2) (e )"

Holder

2\ /P
=(— sup ||u(x, P(da)-
() sup e mlms

(%) : Se aplica el Teorema de Fubini. Ademads se envuelve al disco en una banda horizontal
Q,, ver Figura 2.1}

Figura 2.1: Disco D(z,y) envuelto en la banda €,,.

La cota obtenida en ([2.9) dice que u esta acotada para y > y,, > 0 y en virtud del Lema
[2.1.18] se tiene que

u(z +iyp) = /R Py(x — t)u(t + iyn)dt.
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decrece

Sea y, tal que Yn —— 0. Si1< p < oo, lasucesion f,(t) = u(t + iy,) estd acotada

en LP por si p < 0o y por lo anterior si p = co. En virtud del Teorema de Banach-
Alaoglu, la sucesion {f,}o2 tiene un punto de acumulacién débil-x f € LP. Como los
nucleos de Poisson pertenecen a L7, g = p/(p — 1), se tiene que

u(z) = Jim u(z +iyy) = nli—%lo/R Py(x —1t)fr(t)dt = /R Py(x —t)f(t)dt.

La demostracion es la misma que (I) salvo que ahora la sucesion de las medidas u(t 4+
iyn)dt, que tiene norma acotada, converge débil-x a una medida finita en R.

Se necesitard llevar H en D, usando el anédlogo de (II) para funciones armoénicas en D
para después regresar a H . Una funcién armoénica u en D es la integral de Poisson de una
medida finita v en 0D si, y solo si sup, [o T lu(re’)|df < co. La medida v es entonces
limite débil-* de medidas u(rew) en la topologla débil-* de medidas en 0D. Siu(z) > 0,
) dé

entonces las medidas u(re’ son positivas y acotadas ya que

1 2w 0
—/ u(re'”)dd = u(0),
21 Jo

entonces el limite v existe y es una medida positiva. Esto prueba (III) en su version en el

. (1— .2 s . ..
disco. Ahora se lleva D en H con T'(w) =i (1 +$). La funcién armoénica u en H es positiva
si, y solo si, la funcién arménica u(T'(w)), que es positiva, es la integral de Poisson de
una medida positiva v en 0D. Se considera primero el caso en el que v estd soportada

en el punto w = —1, el cual corresponde con z = T'(w) = co. Entonces

w(T(w)) =v({-1}H)Pu(=1) = v({- }) e =v({-1PImz = v({-1})y.

Ahora, se supone que v({—1}) = 0. La aplicaciéon T" lleva v en una medida positiva finita
7 en R y para t = T(e')

I

Py(0) =7(1+ tQ)PZ(t).
Y en este caso se tiene
9= [ Py = 0du(o).
donde
p=m(l+t*)D.

El caso general es la suma de los dos casos ya contemplados en esta demostracién.

O

Observaciones 2.1.20. Los resultados de esta seccidén también se cumplen para el disco
unitario D, donde se escribe

z@)_i 2
21 Jo

Pr(0 — @) f(p)dep,

u(re

2
L—r i0

Pr(0 =) = 1 —2rcos(6 — ) + 12’ Fmre
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2.2. Funciéon maximal de Hardy-Littlewood

Para cada funciéon f en R se asocian dos funciones auxiliares que miden respectivamente el
tamafio de f y el comportamiento de la integral de Poisson de f. La primera funcién puede ser
definida siempre que f sea una funcién medible en cualquier espacio de medida (X, u). Para
exponer con rigor los conceptos y resultados de esta seccidon sera necesario definir los espacios
de Lorentz.

Notacién 2.2.1. En un espacio de medida (X, u) para denotar la medida de un conjunto se
usaran indistintamente p(-) o | - |.

Definicién 2.2.2. Sea 1 <p < oo, f: R% = C y (X, 1) un espacio medida, se define

1117

débil

=sup Ap{z: f(z) > /\})1/17
A>0

v el espacio LP débil
LR == {f : | 172 () < O}

débil

Equivalentemente, f € L, . si, y s6lo si, u{z : [f(z)] > A} S A7P.

Sucesion Subsucesion
acotada convergente
en L? débil en L?

N

Sucesion que | |Sucesion que
converge

converge
fuerte en LP débil en L*

Figura 2.2: Convergencias de sucesiones en los espacios LP,1 < p < oo.

Definicién 2.2.3. Sea f una funcién medible en un espacio medida (X, pu). Para A > 0, la
funcion de distribucion se define como

my(A) = p({z € X = [f(2)] > A}).

La funcién de distribucion es decreciente, y determina las normas LP de f. Si f € L°, entonces
mys(X) =0 para XA > || flloc, y ms(A) > 0 para A < || f||o; por lo que se tiene que

1flloe = sup{X : my(A) > 0}.
Lema 2.2.4. Si (X, u) es un espacio de medida, si f es medible, y si 0 < p < 0o, entonces
o
/|f’pdﬂ = / P)\pilmf()\)d)\. (2.10)
0

Demostracién. Se supone que f se anula salvo en un conjunto de medida o-finita, ya que de
lo contrario los dos lados de la expresiéon a demostrar serian infinitos. Entonces por el Teorema
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de Fubini se tiene que

| f]
[oaspdu= [ [ oy tad
X X JO

= [ oV s > ax

:/0 PN Lmp (N)dA.

]
Proposiciéon 2.2.5 (Desigualdad de Chebyshev). Sea f € LP,0 < p < oo. Se tiene que

p

En el caso en el que p = 1 se llama desigualdad de Markov.

Demostracién. Sea f € LP,0 < p < oo y sea Ey = {x € X : |f(x)] > A}, por lo que
pu(Ex) = myg(N). Entonces,

Nu(E) < [ If1di < 1113,
A

y despejando se obtiene la desigualdad buscada. O

Definicién 2.2.6. Si 0 < p < oo se dice que f es una funcion LP débil si existe una constante
A tal que
AP
mg(A) < Vi
Observacion 2.2.7. La desigualdad de Chebyshev dice que toda funcién LP es una funcién
LP débil.

Ejemplo 2.2.8. La funcién |zlogz|™! en [0,1] no estd en L', pero satisface m¢(\) = o(1/\)
con A — oo, por lo que es L' débil.

Ahora se define la segunda funcién auxiliar, esta se define solo para funciones en R. El
teorema de Lebesgue dice que si f(z) es localmente integrable en R, entonces

1 z+k
i o [, S0 = 1) (211)
para casi todo x € R. Para hacer el teorema de Lebesgue cuantitativo se sustituye en
el limite por el supremo, y se pone el valor absoluto en el integrando, escribiendo |I| para la
longitud de un intervalo.

La definicién siguiente introduce la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Esta funcién
fue introducida por Hardy y Littlewood en [I8], pero su importancia no fue reconocida hasta
mucho después. Lo verdaderamente importante de la funcién M f(z) es que acota muchas otras
funciones asociadas a f. Una nocion intuitiva es que la funcién maximal de Hardy-Littlewood
determina el maximo valor medio en un entorno de .

Definiciéon 2.2.9. Sea f es localmente integrable en R, se define la funcion maximal de
Hardy-Littlewood

Mf(x) = sup‘}, [ st

zel

donde |I| hace referencia a la longitud del intervalo I.

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



35

Teorema 2.2.10. Para cada o > 0y t € R, sea I',(t) el sector en H con vértice en ¢ y dngulo

2arctan «r, T (t) = {(x,y) : [z —t] < ay,0 <y < o0}. Sea f € Ll(littz) y sea u(x,y) la integral
de Poisson de f(t),
u(z,y) = [ Pys)f (@~ 5)ds.
Entonces
sup |u(z,y)| < AaMf(t), teR, (2.12)
La(t)
donde A, es una constante que depende solo de a.
Demostracién. Se puede suponer ¢ = 0. Primero se consideran los puntos de la forma

(0,y),y € R en el eje del sector ', (0). Entonces,

u(0.y) = [ Pyfs)f(s)ds

y el ntcleo de Poisson Py (s) es una funcién par positiva que es decreciente en s. Se va a expresar
P, como combinacién de unas funciones nicleos caja definidos por % X(—h,h)» DOtese que esta
funcién asigna a cada intervalo el inverso de su medida tal y como se hacia en la definiciéon de
la funcién maximal de Hardy-Littlewood M. Ahora, se definen las funciones h,,

N
hn(S) = Z a’jX(—:’Cj,LE]') (8)7
j=1

con aj > 0,y [hp(s)ds = Zj-vzl aj|(—xj,z;)| = Zj.V:l 2ajx; < 1, estas funciones son no

negativas, pares y decrecientes para s donde h,, se aproxima a F,. Por tanto,

’ / () £ () ds

< / I () £ (s)ds

N
_ / > 45X (ayy) (9] (5)]ds
j=1

€T

N
1 J
< ZQa:jaij'/ |f(s)|ds
j=1 J ST

< M;(0).

Entonces,

u0.)| = | [ Pyo)(5)ds
< [ R@Irs)ds
= [ Y ha(9)f(5)lds
= i [l

n—00
Conv. Monétona

< My (0).
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Ahora se fija (z,y) € I'4(0). Entonces |z| < ay, y Py(x — s) se puede acotar superiormente por
una funcién ¥ (s) := sup{Py(x —t) : |[t| > s} que es positiva, par y decreciente. Aproximando
1 por h,, y haciendo un razonamiento analogo al anterior, se tiene que

[ @l)11(s)1ds < Aab150)

ua )l < [ ()| (s)lds < AM;(0)
siendo esta ultima . ]

Observacioén 2.2.11. La condicién f € Ll(lj‘ZQ) garantiza la convergencia de [ Py(s)f(x —
s)ds.

Figura 2.3: El sector I'y(t),a =

wino

La demostracién del teorema maximal de Hardy-Littlewood que serd expuesto posterior-
mente usa dos teoremas: un lema de recubrimiento tipo Vitali para la parte (I) y el teorema de
interpolacién de Marcinkiewicz para la parte (II). Se presentan dichos resultados previos para
después abordar la demostracion del teorema [2.2.15
Este lema de recubrimiento tipo Vitali se puede encontrar en [I7] se le atribuye a W. H. Young.
Para otro lema de recubrimiento valido en R™, y para una discusién mas general de funciones
maximales e identidades de aproximacién se puede consultar [38] escrito por E. M. Stein.

Lema 2.2.12. Sea p una medida de Borel positiva en R y sea {I1, ..., I,;} una familia finita de
intervalos abiertos en R. Hay una subfamilia {.Ji, ..., J,} tal que Ji son disjuntos por parejas
dos a dos y tal que

Demostracién. Por induccién a partir de la familia de intervalos {11, ..., I,,} se puede obtener
una subfamilia tal que para cada j € {1,...,n} se tiene que I; € Ui»;1; y donde la unién de
esta familia refinada es la misma que la de la familia original. Cada intervalo de esta nueva
familia se denota por I; = («;j,[3;) y se construyen de forma que o; < ... < ;. Entonces,
Bj+1 > B; va que de lo contrario Ij;1 C I, y ademds aj41 > Bj_1 ya que de lo contrario
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I; C I;_1Ulj1q. De esta forma se obtienen dos subfamilias por un lado las de numeracién par
y por otro lado las de numeraciéon impar siendo estas disjuntas. Entonces,

Yo+ D ) = p (U?:Ja‘) )
jpar jimpar

para los intervalos J; comentados anteriormente se usa un razonamiento analogo. Es claro que,
necesariamente, una de estas dos subfamilias ha de cumplir la desigualdad del enunciado. La
representacion de los intervalos puede verse de manera gréfica en la Figura [2.4] O

I 1

ar o By a3z [y an 3 a5 [y

]1 ]3

Figura 2.4: Construccién de la familia de intervalos I;.

Teorema 2.2.13 (de Marcinkiewicz). Sean (X, u) y (Y, v) espacios de medida, y sea 1 <
p1 < oo. Se supone que 71" es una aplicacién de L'(X, u) 4+ LP* (X, i) a funciones v—medibles
tal que

M) 1T(f +9) W] < |Tf(W)| + |Tg(y)l, para f € L' y g € LP*.
() v({y: [Tf)| > A}) < 2| flh, feLl.
() v({y : ITf (W) > A}) < (BNl )P, f € L

(donde si p; = oo se supone que ||Tf|loo < A1llf]loo). Entonces, para 1 < p < py,

1Ty < Al flly € L7,
donde A, depende tinicamente de Ay, A1,p y p1.
Demostraciéon. Se fija f € LP,1 <p <p1 y A > 0. Se definen los conjuntos
Ex={y:|Tf(y)l > A}

Se estimara v(E)) y, usando el Lema se concluird para ||Tf||,. Se divide f en dos trozos
por \/2A;. Se definen

Jo=IX{elf@>r/2Any Y J1 = FX{af@)<n/ @A)
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de modo que f = fo + f1; fo € L' y f1 € LP'. Definiendo

By={y:|Thy)| > A2} v Cx={y:|THiy)]> A2},
se tiene que E) C By U ().
Por la descomposicién de f ya definida y por la hipétesis (I), se tiene que |Tf(y)| <
IT fo(y)| + |T fi(y)|. Aplicando (II) al conjunto By,

A A
v(By) < QTOHfOHI < 270 : | fldp.

[FI>2/(241
Para estimar v(C)) hay que considerar dos casos. Si p; = oo, entonces || fi|jcc < A/(2471) y se
tendria haciendo uso de (III) que C = (). Si p; < oo, haciendo uso de (III) sobre el conjunto
Ci

2 P1 (2A1)p1
Cy) < (A ) < / Prdu.
I/( /\) — )\ 1Hf1le — >\p1 |f‘§/\/(2A1) ’f’ lu’

Se acota ahora v(E)y) haciendo uso de v(B)) y v(C)) y usando el Lema Sipp = o0,

oo
1751 = [~ p¥u(Enax

< [ow <2AO / m«m) 0\
0 A Jifsa/241)

2A1|f]
<240 [17] [ Nt ddn
0

Ap AP 1p
- 21972)_1 - /If!pdu,

yva que p — 2 > —1. Por tanto, T'f € LP. Si p; < o0, se ha de anadir el término asociado a

v(Cy)

o A oo 24, )Pt
ITf15 S/ pAPT! 270/ | f|dps dA+/ pApl(l)/ | F[P* dpud.
0 A Jif>a/240) 0 APL ) f1<a/(240)

La primera integral ya ha sido calculado previamente. Ahora, la segunda

o0 p
(2A1)p1p/|f]p1/ )\pfprld)\d,u: W/|f|pdﬂ
2A1f] p1—p

porque p — p; — 1 < —1. Juntando todo esto se tiene

ITfllp < Apllfllp
con 4 4
p—1 p1—p
y con esto queda probado el teorema. ]

Observacién 2.2.14. La hipétesis de que el dominio de 7" sea L'(X, i) + LP*(X, u1) es solo
para asegurar T'f esté definida cuando f € LP.1 < p < p;. Para f € LP, se escribe f =
Fxipsr + fxiper = fo+ fi. Entonces |fol < [fIP € L' y |fi| < |f|P/P* e LP'. Para mayor
informacién del teorema de Marcinkiewicz y otros teoremas de interpolacién de operadores se
pueden consultar [43] y [39)].
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Teorema 2.2.15 (maximal de Hardy-Littlewood). Si f € L”,1 < p < oo, entonces M f(t)
es finita casi siempre. Ademaés:

(1) Si f € L'(R), entonces M f es una funcién L' débil, y

[ € R MFD) > A < S 1flh A>0

(1) Si f € LP(R), con 1 < p < oo, entonces M f € LP(R) y

IMfllp < Apllflp,

donde A, depende solo de p.

Demostraciéon. Se divide la demostracion en dos partes, una por aserto.

(1) Se usar4 | E| como notacién para la medida de Lebesgue de E C R. Se supone que f € L*

y sea A > 0. Entonces el conjunto Ey\ = {t : M f(t) > A} es abierto, y por lo tanto
medible. Para cada t € E se tiene un intervalo abierto I conteniendo a t tal que

1
m/lmds > A
que es lo mismo que
1
1] < X/t|f|ds. (2.13)

Sea K un subconjunto compacto de Ey y se cubre K con un numero finito de interva-
los I,..., I, que satisfacen (2.13]). Aplicando el lema 2.2.12|a {I3,...,I,} proporciona
intervalos disjuntos dos a dos J1, ..., J, que satisfacen (2.13]) tal que

Ui

Jj=1

<2) |Jjl.
j=1

Entonces

K| <

" 1 2
1| <2 - < - .
Unj<2ys [ 1as<3 fisia

Dejando a |K| crecer hasta |E)| queda demostrada la primera parte.

En este caso los espacios de medida son ambos (R,dz). El operador M claramente
satisface la condicién de subaditividad del Teorema [2.2.13] (I). La condicién (II) del
Teorema se prueba como la parte (I) del Teorema @l Se toma p; = oo y la
condicién (III) del Teorema [2.2.13]se cumple con A; = 1. Entonces en virtud del teorema
se tiene

M fllp < Apllfllp, 1<p<oo
siendo este el aserto (II) del Teorema [2.2.15| Esto se sigue de que M f <5 o©.

O]

Observaciones 2.2.16. Merece la pena insistir en algunos comentarios sobre este teorema

a) El hecho de que M f <. s 0o es consecuencia de (I) y (II).
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b) La condicién (I) quiere decir que el operador M f es del tipo débil (1,1) y del tipo fuerte
(p,p) para 1 < p < oo. En general, se dice que un operador T es del tipo débil (p,q) si

mTf(\) < c 1L

c¢) La desigualdad de tipo débil en (I) es la mejor cota posible para M f con f € L'. Nétese
que si f # 0, entonces M f no puede pertenecer a L', ya que para z suficientemente grande,
si se considera el intervalo [—z, x], vamos a usar el Teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue. Se tiene que (|f|X[—z4))(t) —= Lfl v IfIX[=22) ()] < |f(2)], entonces el
Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue dice que

[t = [ 1A ey s 1 20,

Por lo que existe xzg > 0 tal que

X
/ lf| > 17112 para cada x > xg.
—XT

2
Entonces,
xT
22| /o |z
Tomando ¢ := || f]|1/4
Lo [fll/4 _ ¢
Mf(x) > - [ |fI> = —.
22| /o |z| |z|

2.3. Funciéon maximal no tangencial y el teorema de Fatou

Para comenzar esta seccion se define la funcién maximal no tangencial, intuitivamente esta
funcién representa el maximo valor en un entorno no tangencial.

Definicion 2.3.1. Fijado « > 0, se consideran los sectores
Lo(t)={zeH |z —t| <ay}, teR.
A un sector de esta forma se le denomina regién de aprorimacion no tangencial

Definiciéon 2.3.2. Si u es una funcién arménica en H, la funcion maximal no tangencial de
u en t € R se define por

u*(t) := sup |u(2)|.
z€la(t)

El valor de u* depende del parametro «, pero una vez fijado « se ignorara tal distincién.

Teorema 2.3.3. Sea u es armonica en H y sea 1 < p < 0o. Se supone que
sup/ lu(x + iy)[Pdz < oo.
y JR
Sip > 1, entonces u*(t) € LP, y

ol < By sup /R lu(z + iy)|Pda. (2.14)
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Si p =1, entonces u* es L' débil, y
* Bl .
{t:u*(t) > A} < Tsup/ |u(z + iy)|dz. (2.15)
y JR

La constante B;, depende solo de p y a.

Demostracién. Sea p > 1. Entonces por el Teorema [2.1.19(1) se tiene que u es la integral de
Poisson de una funcién f € LP(R), y

1y < sup (/ lu(z + iy)\dﬂf)l/p-

El Teorema dice que u*(t) < A, M f(t), y en virtud del Teorema maximal de Hardy-
Littlewood queda probada la ecuacién .

Si p = 1, de nuevo por el Teorema [2.1.19(II) se sabe que u(z) es la integral de Poisson de
una medida finita g en R y

[ 1dul < sup [ fue+ iy)da.
R y JR

ya que g es un limite débil-x de medidas u(z + iy)dz,y — 0. Se define

M (o) =sup (40

ter \ ||
La demostracién del Teorema [2.2.10|se muestra que u*(t) < Ao M (dp)(t). Y en la demostracion
del Teorema [2.2.15 (1) muestra que M (du)(t) € Ligy v
2
{ts M(du)0) > N < 5 [ dll

entonces ([2.15)) se cumple. O

La funcién maximal no tangencial u* serd de mayor importancia que la funcién maximal
de Hardy-Littlewood M f para el proposito de esta memoria.

Corolario 2.3.4. Si u(z) es arménica en H y si p > 1, entonces
/sup lu(x + iy)|Pdz < B, sup/ lu(z + iy)[Pdx.
y y
Demostracién. Resulta inmediato del Teorema [2.3.3| pues,
/sup lu(z + dy)|[Pde < [Ju”||D
y

y quedaria probado. ]

Definicién 2.3.5. Sea F': D — C se dice que F tiene un limite no tangencial A en z € D, si
para cada a < 1,
lim F(z;) = A

Jj—00

para cada {z;}72, que converge a z en I'y.
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Lema 2.3.6. Si v es una medida finita singular en R, entonces (P, * v)(z) converge no
tangencialmente casi siempre a 0.

Demostracién. se supone que v > 0. Como v es singular, se tiene que

’ V((t_h7t+h))_
lim o =5 0. (2.16)

Si (2.16]) no fuese cierta, existiria un conjunto compacto K tal que |K| > 0, v(K) =0, y

t—h,t+h
lim sup v(( t+ 1)) >a >0, paracadate K.
h—0 2h

Por definiciéon de compacto para cada recubrimiento abieto se puede obtener un subrecubri-
miento finito del mismo, en este caso de intervalos I; tales que v(U;[;) = 37, v([;) < € y tales
que v(I;) > a|l;|. En virtud del Lema a partir de la familia {/;}; se puede obtener una
nueva familia de intervalos disjuntos dos a dos {J;}; que cumplen que,

2¢e

2
|K|§2;|Ji|<gziju<zfi>< —,

lo cual es absurdo.
Se supone que ([2.16]) se cumple para cada t € R. Sea z € T',(t) y se supone sin pérdida de
generalidad y para mayor sencillez que Re z = t. Como v > 0, se tiene

uy(t) = (Pyxv)(t) = /|s—t<Ay Py(t —s)dv(s) + oy Py(t — s)dv(s).

Por un lado,

1
— <
/|s—t|>Ay Py(t—s)dv(s) < Ay /]R dv

/S<Ay Fy(s)dv(s) = /Py(S)X\SKAde(S)a

y aproximando P (s)x|s|<ay(s) por las funcién escalera usadas en la demostracién del Teorema

[2.2.10] se tiene que

y por otro,

/ P,(t — s)dv(s) < sup vt = ht+ h))
[s—t|<Ay h<Ay 2h

T do A = A(y) tal Ay — A%y — tanto si (2.1 1
omando (y) tal que Ay - 0 pero A%y - oo por tanto si (2.16) se cumple,

Py« v(t) — 0. El razonamiento para |z — t| < ay es analogo. O
Y—

El teorema de Fatou que se enuncia a continuacién se recoge en su clasico articulo [13],
escrito no mucho después de la introduccion de la integral de Lebesgue.

Teorema 2.3.7 (de Fatou). Sea u(z) armoénica en H, sea 1 < p < oo y se asume

sup [|u(z + iy) || r (de) < -
)

Entonces para casi todo t el limite no tangencial

lim  wu(z) = f(t)

To(t)2z—t
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existe.
Sip > 1, u(z) es la integral de Poisson de la funcién de valores en la frontera f(t), y si
1 <p<oo,

Ju(e + i) = F @), — 0.
y—

Si p = 1, entonces u(z) es la integral de Poisson de una medida finita p en R, y u estd
relacionada con el valor de la funcién de valores en la frontera f(t) como

dp = f(t)dt + dv,
donde dv es singular con respecto de la medida de Lebesgue.

Demostracién. Sea 1 < p < 0o y se supone que u(z) es la integral de Poisson de f € LP.
Se va a demostrar que u(z) tiene limite no tangencial f(¢) para casi todo t. Sin pérdida de
generalidad se supone que f es real. Sea

Q¢(t) =limsupu(z) — liminfu(z), 2z &€ ().

z—t 2=t

Entonces en virtud del Teorema maximal de Hardy-Littlewood
Qp(t) <2u™(t) < 24.M f(1),

por lo que €2y, al igual que los limites superior e inferior, es finito casi siempre ya que este es
la diferencia de dichos limites. La funcién 2¢(t) representa la oscilacién no tangencial de u en
t y ademads, u tiene limite no tangencial en ¢ si, y solo si, Q¢(t) = 0. Por el Teorema y
por la Desigualdad de Chebyshev si p > 1, se tiene

ma,(6) = [{t: 250 > &) < B, (2171, (217)

Ahora, si g € LP N g € Cp(R), entonces por el Teorema [2.1.14} ©Q, = 0 para todo ¢, por lo que
Qf = Qg Tomando g € Cy(R) de modo que ||f + g||, < &2, entonces

18:950) > el = e Qpag0) > H < By (217 +gll) < ce”

Entonces, Q¢(t) =cs 0 y u tiene limite no tangencial casi siempre. El limite coincide con
f(t) casi siempre ya que u(x,y) converge en norma en LP a f(x). Esto prueba el teorema
en el caso 1 < p < oo, y suponiendo que u(z) es la integral de Poisson de una funcién
en L', el caso p = 1. Sea p = oo y sea u(z) = (P, * f)(z) con f(t) € L. Sea A > 0,
f(t) = fi(t) + f2(t) donde fo(t) = 0 en (—A, A) y fi € L'. Entonces u(z) = u1(2) + ua(z),
donde u;(z) = (P, * fj)(x), j € {1,2}. Se prob6 en el Lema que ug(z) tiene limite
fa(t) =0 en (—A, A), y por lo anterior, u; tiene limite no tangencial casi siempre igual a f.
Por ello, u converge no tangencialmente casi siempre a f(¢) en (—A, A). Tomando A — oo
queda probado el caso p = oc.

Ahora, se toma p = 1, suponiendo que

sup [|[u(x + iy)| 11 (de) < 00
y

Entonces, u(z) es la integral de Poisson de una medida finita p en R . Tomando du = f(t)dt+dv,
donde dv es singular a dz, y sea ui(z) = (P, * f)(z), ua2(z) = (P, * v)(z). Entonces u(z) =
u1(z) + u2(z). Antes se prob6 que uq(z) tiene limite no tangencial casi siempre f(t). Como v
es singular el Lema muestra que ug(z) tiene limite no tangencial nulo casi siempre, y con
esto queda demostrado el resultado. O
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Definiciéon 2.3.8. Una medida positiva ¢ en H es una medida de Carleson si existe una
constante c tal que

7(Q) < ch (2.18)

para todos los cuadrados @ = {z9 < * < zy + h,0 < y < h}. La mas pequena de estas
constantes N (o) := inf{c: o(Q) < ch} es la norma de Carleson de o.

Lema 2.3.9. Sea ¢ una medida positiva en H, y sea a > 0. Entonces ¢ es una medida de
Carleson si, y solo si, existe A = A(«) tal que

o({|u(z)| > \N) < A[{t:uw () > A}, A>0 (2.19)

para cada funciéon armonica en H, donde u*(¢) es la funcién maximal no tangencial de u(z)
sobre el sector {|z —t| < ay}. Si A es la menor constante que cumple (2.19)), entonces

c1(a)A < N(o) < co(a)A.

Demostracién. Se toma « = 1. La demostraciéon para otro « es similar. Se supone que o
es una medida de Carleson. El conjunto abierto {t : u*(t) > A} es la unién de una sucesién
disjunta de intervalos abiertos {;}32;, con centros c(l;). Sea T; la "tienda" (vedse la Figura

2.5)

Tj={z:|le —c(lj)|+y <|Lj|/2}, z=a+iyeH
un tridngulo rectdngulo isésceles con hipotenusa I; y cuya altura es la mitad de la longitud de
la base, ademéas al tomar cualquier punto de la base de estas tiendas y considerando por cada
punto su correspondiente sector I', el punto superior de la tienda estara contenido en dichos
sectores. Si |u(z)| > A, entonces u*(t) > X en el intervalo {|t — z| < y} pues z € I'1(¢), y este
intervalo esta contenido en algtin I; (ver la Figura . Consecuentemente

{z:|u(z)] > A} C G Tj.
j=1

Por se tiene
ol{z: uz)] > A £ X o(Ty)
J

< N(@) Y1y

= N(o)|{t : u*(t) > A}

y (2.19) se cumple.
Reciprocamente, sea I un intervalo {xg < t < xg+h}yseau(z) = Pyxf(x) con f(x) = 4 x(x).
Entonces se pasa a demostrar que u(z) > X en el cuadrado @) con base I,

Y f(t) 4y zo+h dt
=2 et = L e

Se estudia esta ultima integral

/:no—i-h dt y /aco—i-h %
—_— = = ——dt
xo (z_t)2+92 ?/2 xo 1+ (%)2
t—ax\]%oth
[arctan ( )
Yy t=x¢
[ <x0+h—$) (a:o—x>]
arctan [ —— | — arctan .
Yy Yy
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lul < A

T2 7 \

{It — 2| <y}

Figura 2.5: Tiendas T} donde |u| < A.

Sia<0<byb—a>1se tiene que arctanb — arctana > 7. Entonces, como % > 1, se
concluye que

4 h — — 4
U(Z) = 7)\ {arctan <W> — arctan (CL'O $>:| > AE — )\
i Y Y T 4

en virtud de (2.19)) y el Teorema [2.2.15
N AC
o(Q) = A{t - u™(t) > A}l < —=If s < 4ACh

y o es una medida de Carleson.
O

La prueba del lema anterior se debe a E. M. Stein. El Teorema [2.3.10 viene recogido en [7]
y 8.

Teorema 2.3.10 (de Carleson). Sea f € LP(R) y se denota por u(z) a la integral de Poisson
de f. Si o es una medida positiva en el semiplano superior, entonces los siguientes asertos son
equivalentes.

(1) o es una medida de Carleson.
(1) Para 1 < p < oo, y para cada f € LP(R), u € LP(o).
(111) Para 1 < p < oo,
/ lu(2)|Pdo < C,,/ flPdt,  f e IP.
H R

(1v) Para cada f € L'(R), se tiene la desigualdad de la funcién de distribucién

o({z: u(z)| > A}) < %/R F(B)ld, A > 0.
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Demostracién. Si (I) se cumple, entonces haciendo uso de por @D y el Teorema [2.3.3] se
tiene (IV), De nuevo, suponiendo (I) y en virtud del Teorema[2.1.14] las Observaciones[2.1.15]y
se tiene (III). Claramente, (IIT) implica (II), y si (II) se cumple para algin p, entonces el
Teorema del grafo cerrado para espacios de Banach muestra que (III) se cumple para el mismo
valor de p, se detalla esto un poco mas: Se define el operador T': LP(R) — LP(o) definido por
f = u (manda a cada funcién con su integral de Poisson), este operador claramente es lineal
pues viene dado por una integral, haciendo uso del Teorema del Grafo Cerrado se tendria que
T es continuo lo que equivale a que T es acotado (el aserto (III)). Considerando las sucesiones
de funciones {f,}°2, v {u,}22, siendo u, la integral de Poisson de cada f,, de modo que si

fn ﬁ f7 por "

n

(fn,un) — (fav)'

n—oo

Se sabe que f, — fen LP(R) y uy, —ven LP(o). Existe {n;}22, tal que up, (2) —

u(z) casi siempre, por tanto

u(z) = lim up, (2) = klin;o Py fr,(x) = Py f(z) = uyp(2).

k—o0

Entonces f +— u y el grafo es cerrado. Ahora se supone que (IV) se cumple o que (III) se
cumple para algin p, 1 < p < oo. Tomando I = {zg < t < xg+h} y tomando u(z) = Py * f(x),
f(t) = 4x1(t). Entonces || f||l, = 4h'/P y u(z) > 1 en Q = I x (0,h). Por tanto

o(Q) S o({z: [u(=) > 1) < G, [ I7Pdt = #Cyh.
y 0(Q) < N(o)h se cumplen. Por un lado si se cumple (IV) e tiene que
o(Q) < ({2 u(2)] > 1}) < C1 <k |f] = AC1h,

y si se cumple (III),

7(Q) ol{z:[u2)| > 1) < [ Jue)do <6, [ 101,
y asi queda demostrado el resultado. O

Observacion 2.3.11. Si (II) o (III) se cumplen para un valor de p,1 < p < oo, entonces (I)
se cumple. Las constantes Cp, y N(o) solo dependen de p y de o. De hecho, si (I) se cumple,
se puede tomar C, = N(o)B, con o = 1 donde B, es la constante del Teorema [2.3.3] Si (III)
o (IV) se cumplen entonces se cumple con N (o) < 4PC,,

2.4. Funciones subarmonicas

Las funciones subarmoénicas son de vital importancia en el anélisis complejo y en las ecua-
ciones en derivadas parciales. En esta seccion se orientard la teoria de funciones subarmonicas
a los objetivos del trabajo, en concreto para introducir los espacios de Hardy en el siguiente
capitulo. La teorfa de funciones subarménicas se recoge en [42] y [20].

Definicion 2.4.1. Sea ) un conjunto abierto en el plano. Una funciéon subarmdnica en € es
una funcién v :  — [—o0, 00| tal que
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(I) v es semicontinua superiormente en {2

v(zp) > lim v(z), zp€ Q.

Z—20

(1) Para cada zp € Q existe r(zp) > 0 tal que el disco D(zp,7(20)) = {2z : |z — 20| < r(20)}
estd contenido en ) y tal que para cada r < r(z),

v(z0) < ! //lz_z()'qv(z)d:cdy. (2.20)

=
La semicontinuidad garantiza que v es medible y acotada sobre cualquier subconjunto compacto
de €. Por lo tanto la integral en (2.20]) converge o diverge a —ooc.

Proposicion 2.4.2. Toda funcién armoénica es subarmonica.

Ejemplo 2.4.3. Se considera la funcién v(z) = log | f(z)|, donde f(z) es una funcién holomorfa
en (). Es claro que v es semicontinua superiormente. La condicién es trivial en los puntos
2o tales que f(z9) = 0. Si f(z0) # 0, entonces log f(z) tiene una determinacién univaluada en
un entorno de zp, y v(z) = Re (log f(2)) es armoénica en ese entorno. Por tanto se cumple
con igualdad si f(zp) # 0.

Lema 2.4.4 (Desigualdad de Jensen). Sea (X, u) un espacio medible tal que p es una
medida de probabilidad, u(X) = 1. Sea v € L!(i) una funcién real, y sea ¢(t) una funcién

convexa en R . Entonces
90</ vdu) S/ e(v)dp
X X

La desigualdad de Jensen también es cierta si [ vdu = —oo, definiendo ¢ en t = —oco y creciente
en [—o0,00).

Demostracién. La convexidad de ¢ significa que ¢(t) es el supremo de las funciones lineales
que se encuentran debajo de ¢:

o(to) =supf{ato+b:at+b<p(t),t €R}.

Para cualquier at + b < ¢(t) se tiene

a (/X vd,u) —i—b:/X(cw—i-b)d,u < /X<p(v)du,

y el supremo de los términos de la izquierda es ¢( [ vdu). O

Observacion 2.4.5. Otros autores llaman desigualdad de Jensen a

1 2 .
log £(0)| < 5= [ log (o

en este trabajo la desigualdad de Jensen sera la expresiéon que aparece en el lema anterior.
Dado que el logaritmo es una funcién concava, las dos expresiones candidatas a denominarse
"desigualdad de Jensen" van en direcciones opuestas.

Teorema 2.4.6. Sea v una funcién subarmonica en ), y sea ¢ una funcién convexa creciente
en [—00,00), continua en t = —oco. Entonces ¢ o v es una funcién subarmonica en €.
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Demostracion. Como toda funciéon convexa es continua en R, la funcién ¢ es continua en
[—00,00), por lo que powv es semicontinua superiormente. Si zg € Qy si r < r(z), se tiene que

¢(v(20)) <<p<7r7“2 // o) dxdy)

En virtud de la desigualdad de Jensen

))dad
o(v( _MQ// o) )dxdy,

)

que es la condicién (2.20)) para ¢ o v. O

Ejemplo 2.4.7. Si f(z) es holomorfa en 2, entonces |f(2)|P = exp(plog|f(z)|) es una funcién
subarmonica en 2 si 0 < p < 00, y

log™ | f(2)] = max{log|f(z)],0}
es también una funcién subarmoénica en €.

Observacion 2.4.8. Notese el contraste con la situacién para funciones armonicas, donde se
tiene que |u|P es subarmoénica solo si p > 1 (por la desigualdad de Hoélder).

Teorema 2.4.9. Sea v : ) — [—00, 00| una funcién semicontinua superiormente. Entonces v
es subarménica en € si, y solo si, se cumplen las siguientes condiciones: Si u es una funciéon
armoénica en un subconjunto abierto acotado W de Q y si

limsup(v(z) —u(z)) <0
zeEW—=E

para cada £ € W, entonces
v(z) <u(z), ze€W.

Demostracién. Se supone que v es subarmoénica en 2. Sean u arménica y W un subconjunto
abierto y acotado de €2 como en el enunnciado. Entonces, V(z) = v(z) — u(z) es subarmonica
en Wy

limsup V(z) <0

zeEW—=E
para cada & € OW. Usando el Principio del médulo méximo vamos a ver que se tiene que V' < 0
en W. Se puede suponer que W es conexo. Sea a = sup,cy V (2) y se supone por reduccién al
absurdo, que a > 0. Sea {z;}72, una sucesién en W tal que nh_)ngo V(zn) = a. Como a > 0 los
puntos z, no pueden tener puntos de acumulacién en W pero si admiten al menos un punto
de acumulacién z € W. Por la semicontinuidad V(z) = a y el conjunto

E={zeW:V(z)=a}

es no vacio. El conjunto E es cerrado debido a la semicontinuidad superior de V' cuyo maximo
es a. Si zg € E entonces como V(z) < a en W en virtud de se muestra que V(z) =cs a
en D(zp,r), para un r > 0 adecuado. Por lo tanto E es denso en D(zg, ). Como E es cerrado
se tiene que D(zg,r) C E y E es abierto pero claro. Como se habia supuesto que W es conexo
se llega a un absurdo y se concluye que a < 0 . Reciprocamente, sea 2o € Q y sea D(zg,r) C Q.

Como v es semicontinua superiormente existe una sucesién de funciones continuas {un(2)}22;
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decreciente cuyo limite es v(z) en 9D(zp, 7). Sea Uy, la funcién arménica en D(zg, ) con valores
en el borde u,(z),n € N. Haciendo uso de la formula integral de Poisson para D se obtiene U,
a través de u,, y por tanto U,, es continua en D(zp, r). Por hipétesis se tiene que v(z9) < U, (20)
y, entonces

1

1 2w .
v(z0) < lim —/ U (20 4+ 1e)dh = —
0 27

— n—oo 21

2m .
/ v(zo 4 re?)do
0

por el Teorema de la convergencia monétona. Multiplicando por 2s, integrando respecto de s
en (0,7) y diviendo por 72 en ambos lados de la igualdad se obtiene ([2.20)). O

Observacion 2.4.10. Lo anterior prueba que si v es subarmonica en €2, entonces ([2.20)) se ve-
rifica para cualquier > 0 tal que D(zg,r) C Q. Esto también muestra que se puede reemplazar
las medias de area por medias circulares en (2.20)). La condicién

1 21

< = v(zo + re')db,
21 Jo

v(20)

0 <r < r(z), es por tanto equivalente a ([2.20)).

Corolario 2.4.11. Si Q es un conjunto abierto conexo y v(z) es una funcién subarmonica en
Q tal que v(z) # —oo, entonces cuando D(zp,r) C €,

1 2 .
—/ v(zo 4 re??)df # —oo.
21 Jo

Demostracién. Sea {u,} una sucesiéon de funciones continuas decreciente a v en dD(zg,7), ¥
sea U, la extensién arménica de u, a D(zg,r). Si

1

2 X
—/ v(zo + re?)dh = — o0,
21 Jo

como v es una funcién acotada superiormente y como los nicleos de Poisson estan acotados y
son funciones positivas, se tiene que

1 2 .
— P.(0)v(zo + re)df = —oc0, |z| < 1.
21 Jo
Entonces Up,(2) — 7 —oopara cada z € D(zp,r) y por el Teorema se tiene que v = —00
n—,oo
en D(zg,r). Por tanto, el conjunto {z € Q : v(z) = —oc0 en un entorno de z} se tendria que es
abierto y cerrado y eso es absurdo. O

Teorema 2.4.12. Sea v(z) una funcién subarmonica en el disco unitario D. Suponiendo v(z) #
—o0. Para 0 < r <1, sea

v(z) si |z|>r
vp(z) =

5= [ P./e(0) v(re?®)dd si [z <r

Entonces, v,(z) es una funcién subarménica en D, v,(z) es arménica en |z| < r,v.(z) >
v(z),z € D, y vr(2) es una funcién creciente de 7.
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Demostracién. Por el Corolario [2.4.11]| y por la tercera secciéon del presente capitulo se sabe
que v, es finita y arménica en D(0, 7). Para ver que v, es semicontinua superiormente en un
punto zy € 9D(zg,r) hay que probar que

v(zp) > limsup v, (2).
|Zz\<zg
Esto se sigue de la semicontinuidad de v y las propiedades del nticleo de Poisson. Tomando

29 = re'?. Para cada € > 0 existe § > 0 tal que v(re®) < v(zp) + ¢ si |0 — 0| < 5. Entonces si
z2€ D(0,r) ={z:|z] <r}y|z—2] <9,

1 2m 0
/0 P,/ (0) v(re)do

~ o
1 1 )

<1 P, (0) (u(z0) + €)df + — (supv(rew)> / P, (6)d6
27 Ji9—o|<s 2w\ ¢ |0—00|>6

< v(z0) + 2e.

vr(2)

Por tanto, v, es semicontinua superior.

Si se considera de nuevo la sucesién {u,}o2; decreciente a v en 0D(0,r). Entonces haciendo
uso de un razonamiento andlogo al usado en el Corolario se tiene que v(z) < vp(2).
Como v es subarménica, esta desigualdad refleja que v,(2) satisface en cada punto zy
con |zp| = r. Entonces, v, es subarménica en D. Si r > s, entonces (vs),, y para cualquier
funcién subarmoénica v, v, > v, las funciones v, son crecientes para r. ]

Corolario 2.4.13. Si v es una funcién subarmonica en D, entonces

My (T) ! /027r v(re')dd

2T
es una funcioén creciente de 7.

La funcién subarmonica v en €2 tiene una mayorante armoénica si existe una funcién armoé-
nica U tal que v(z) < U(z) a lo largo de €. Si Q es conexo, si v(z) # —oo en €, y si v tiene
una mayorante armoénica, entonces el proceso de Perron para resolver el problema de Dirichlet
produce la menor mayorante armonica u, que es una funcién que mayora v y satisfaciendo
u(z) < U(z) para cualquier otra mayorante armonica U de v. En D o en H, dichas mayorantes
se pueden obtener gracias a los nicleos de Poisson.

Teorema 2.4.14. Sea v(z) un funcién subarménica en el disco unitario D. Entonces v tiene
una funcién armoénica mayorante si, y solo si,

sup S /27T v(re)df = sup v,(0) < oo
r>0 27 Jo r
El menor mayorante arménico de v(z) es entonces
1 2 .
u(z) = }1_)11% o Jo P, ,.(0) v(re®)ds = }1_)11% vr(2).

Demostracién. Si sup,.qv,(0) es finito en virtud del Teorema de Harnack las funciones v,
crecen a una funcién arménica finita v en D. Como v(z) < v,(2), se tiene que u(z) es mayorante
armonica de v(z). Reciprocamente, si U(z) es armonica en D y si U(z) > v(z) en D, entonces
por el Teorema [2.4.9] U(z) > v,(z) para cada r. Como consecuencia sup,-qv,(0) < 0o y
de nuevo el limite u(z) = Tll)rgo vp(2z) es finito y armoénico. Como v,(z) < U(z) se tiene que

u(z) < U(z) y se concluye que u es la menor mayorante arménica. O
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Por continuidad u(z) = lirri u(rz), la menor mayorante armoénica de v(z) también puede
r—

ser escrita como

1 ‘
u(z) = lim Q—/PZ(H) v(re?)ds.
Teorema 2.4.15. Sea v(z) una funcién subarménica en el semiplano superior H. Si
sup/ |v(x + 1y)|de = M < oo,
y JR
entonces v(z) tiene una mayorante armonica en H de la forma

u(z) = [ Pyfa = t)du(t),
donde p es una medida signada finita en R.

Demostraciéon. La desigualdad, tomando z = x + iy,y > 0
2
o(=) < — sup [ Jol€ -+ in)lde, (221)
Y n

se prueba de manera similar a como se probé (2.9)) en la demostraciéon del Teorema [2.1.19] Se
fija yo > 0 y se considera la funcién armoénica

u(2) = 30 (2) = [ Pyogole = tpolt, o),

definida en el semiplano {y > yo}. Se prueba ahora que v(z) < u(z) en y > yo. Sea € > 0 y sea
A >0, sea {u,(t)}22, una sucesién de funciones decreciente a v(t + iyp) en [—A, A] y sea

A
Un(z) = /A nyyo ($ - t)un(t>dta Yy > Yo,
la integral de Poisson de u,. La funcién
V(2) = v(z) — elog |2 + i — Un(2),

es subarménica en {y > yo}. Con € > 0 fijado se tiene por (2.21]) que nh_)rgo V(z) = —oo0, Ademés

por (Z21)
limsup V(z) <0
Zg)(tvyo)

para [t| > A. Si |t| < A, entonces

limsup V(2) < v(t, yo) — un(t, o) < 0.
z—(t,y0)

En virtud del Teorema se deduce que V(z) <0 en {y > yo}, Haciendo n — oo, entonces
A — 00 y luego € — 0 se deduce v(z) < u(z) en {y > yo}. Las medidas v(¢, yo)dt permanecen
acotadas cuando yg — 0y si du(t) es un punto de acumulacién débil-*, entonces

lim uy, (2) = /R Py(z — t)dp(t),

y—0
es un mayorante arménico de v(z). O

Observacion 2.4.16. Para terminar con esta secciéon y por ello con el capitulo mencionar que
la funcién u(z) es de hecho la menor mayorante armoénica de v(z).
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Capitulo 3

Espacios de Hardy H?”

Este capitulo tiene como objetivo la exposicién rigurosa de los espacios de Hardy llamados
asi en referencia a G. H. Hardy. Estos espacios gozan de numerosas e interesantes propiedades
concernientes a factorizaciones, valores en la frontera y representaciones de Cauchy en términos
de medidas en el borde del disco. Una introducciéon conveniente a esta materia es a través de
las funciones subarmonicas que ya fueron introducidas en el anterior capitulo. En concreto,
este capitulo pondra especial énfasis en los resultados y técnicas que se usardan en los capitu-
los posteriores estando estas sustentadas en tres pilares: primero las funciones maximales no
tangenciales, después la subarmonicidad de |f|P y log|f| donde f es una funcién holomorfa y
por tltimo el uso de los productos de Blaschke, un tipo particular de funciones que nos servi-
ran para dar respuesta al principal objetivo de este trabajo. Hay dos teorias de espacios HP,
una para el disco y otra para el semiplano superior. Se introduciran sendas teorias de manera
simultanea.

3.1. Definiciones y resultados fundmentales de los espacios H”
Definicién 3.1.1. Sea 0 < p < 00 y sea f(z) una funcién holomorfa en D, f € (D). Se dice
que f € HP = HP(D) si
1 2 0\ |p p

sup o= [ If e )8 = |11 < ox.

0<r<12m Jo
es decir, HP(D) = {f € (D) : || fl|gr < 00}.
Sip = oo, se dice que f € H®(D) si f(z) es una funcién holomorfa acotada en D y se escribe

Il = s0p 7)1
ze€D

Asi la bola unitaria cerrada de H*®, {f € H® : ||f|loc < 1} es la clase # considerada en el
Capitulo [I}

Para p < oo los resultados sobre funciones subarménicas en el Capitulo [2] muestran que
f € HP si, y solo si, la funcién subarménica | f(z)|P tiene un mayorante armonico, y || f||%, es
el valor del menor mayorante arménico en z = 0. Esta segunda definicién de H? en términos
de mayorantes armoénicos es conformemente invariante.

Proposicién 3.1.2. Si 1 <p < g < oo, entonces H4(D) C HP(D) y para f € HI(D),
[z < N[ £l 2a-
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Demostracién. La desigualdad que involucra a las normas se deduce de la desigualdad de
Hoélder si ¢ < oo y de acotacién superior para ¢ = oo. Tomando supremos para z € D las
desigualdades se preservan. O

Ejemplo 3.1.3. Consideramos las funciones

1
fa(2) = Wy

con a > 0. Fijado p, esta funcién pertenece a HP(D) si, y solo si, ap < 1.
Lema 3.1.4. Sea f € HP(D). Entonces, existe C, > 0 para cada z € D,

1f(z)| < Cpm-

Demostracién. Si p = oo es trivial, por lo que se supone que p es finito. Sea r tal que
|z| <r <1,y sea~y. =0D(0,r) con orientacién antihoraria. Entonces

f(z) = 217”]5 f(w)zdw.

w —

Tomando w = re®, se tiene dw = ire’dt, por lo que

T ,r.eit
f(z):217r/_7r 1f—( o

Zg—it
Si z = |z]e?,
s it
£(2) 1 / Adt.

Y Ele—ito-1)

Por la desigualdad de Hélder, tomando 5- = (%)1/ P (%)1/ a

us us

1/
i< (o [ iseepa)” (L[t )
A= o J_» e s —W‘l \Z|e—i(9—t)’q ’

r

donde ¢ es el exponente dual de p. Haciendo uso del cambio de variable v =t — 6 y usando la
periodicidad del integrando, se tiene que

7r 1 w 1 T 1 T dt
/ R th:/ B _wqd”:/ B Z-tthg/ BNk
—r |1 - Ele | 1 e 1 e - (1- 1)

Para ¢ > 1,

) < Gyl (1- )

—1/p
=Gl (1-E)

Haciendo tender r — 1, queda probado. O
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Corolario 3.1.5. La convergencia en HP(D) implica la convergencia uniforme en subconjuntos
compactos de D.

Demostracién. Sea K C D un subconjunto compacto. Entonces, existe r < 1 tal que K C
D(0,7). En virtud del Lema [3.1.4] si li_}rn fn=fen HP(D),
n—oo

[ fn — fllzr

lfn— flloo = rzneé% |fn(2) = f(2)] < Cp (1— ,r)l/p ’

tiende a 0. O

Es usual definir funciones H? en cualquier superficie de Riemann. Sin embargo, los espacios
HP en el semiplano superior ‘H tiene una definicién especial que no es conformemente invariante.

Definicién 3.1.6. Sea f una funcién holomorfa en H. Para 0 < p < oo, se dice que f € HP =
HP(dx) si

sup [ | (a + iy)Pda = ||l < oc.
y>0 JR

Cuando p = oo se escribe H* para funciones holomorfas y acotadas en H, y se dota a H* de
la norma || f|loc = sup.e3 [f(2)[-

Observacion 3.1.7. Nétese que la definicion de HP(dz) involucra todo y, 0 < y < oo, en
lugar de considerar solo valores pequefios de y como 0 < y < 1.

Ejemplo 3.1.8. Si
e_iz/p
9(2) = m,
entonces [ |g(x + iy)|Pdz = me¥(1 +y) ™1, pero g(z) ¢ HP(dz).

Para poder introducir ciertos resultados tanto para el disco como para el semiplano superior
se establece relacién entre sendos conjuntos. El caso mas sencillo es cuando p = oco: primero se
considera la transformacion T : D — H definida como

1—2
T(z)=1
(2) Z1+Z
y su inversa
T w) = Y
1+ w

entonces

frrfoT ™t =Tf

es una isometria de H*°(D) en H*(dx), por el simple hecho de que f estd acotada si, y solo
si, f o T~! estd acotada, y las dos co-normas son iguales (en este caso también es cierto para
funciones arménicas acotadas pero no serd cierto para p finito). En conclusién si p = oo se tiene
que foT € H*®(D) si, y solo si, f € H®(dz). Esto no se cumple en el caso en el que p < oc.
HP(D) y HP(dzx) no se transforman uno en el otro. Por ejemplo, HP(D) contiene constantes
no nulas, pero HP(dz) no, como contrajemplo basta estudiar la funcién f = 1. Para ver qué
ha de ser modificado para lograr una equivalencia completa se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 3.1.9. Sea f continua en D y holomorfa en D. Si 1 < p < o0, la transformacién

Tof(z) = ——_foT (2

/P2 +0)2/p
es una isometria de HP(D) en HP(dzx).
Demostracién. Sea g = f o T~!, esta funcién es continua en #. Se calcula la norma en L?
de g|g . Como la transformacién de Cayley tiene una extensién continua a D\ {—1}, y
) 1— 0 1 —i6
T(ew):i( 6)( te )
(1+e?) (1 + e )
—2isin(0)
Z—
2(1 + cos(#))

:—cotgGRzaH

con el cambio de variable x = — cot % se tiene

ol = ([~ 170 1)

-(5/ 2”|f<e”>|f°m;é§/2))l/p.

La expresion anterior difiere de la norma en LP de g en un factor sin=2(6/2) proviniente del
cambio de variable. Esto sugiere que se ha de multiplicar g por una potencia de (T 1) = =2

(z+4)2"
Precisamente, para p < co y f € HP(D), se tiene
7,42 T ()
= -— O z
PIN) = e (e iyl
que es una isometria de HP(D) en HP(dx). O

Para el estudio de HP(D) y HP(dz) de manera simulténea, se introducen los dos lemas que
vienen a continuacion.

Lema 3.1.10. Si 0 < p < oo y si f € HP(dz), entonces la funcién subarmonica |f(z)|P tiene
un mayorante armoénico v en H 'y

(i) < 1Ll

Demostracién. Se considera la funciéon subarménica |f|P como f € HP(dx) se cumplen las
hipétesis del Teorema [2.4.15] que aporta el mayorante arménico buscado. O

Lema 3.1.11. Si 0 < p < oo y si f es una funcién holomorfa en el semiplano superior tal que
la funcién subarménica | f|P tiene un mayorante arménico, entonces
7'['_1/]0

F& = o

f(z)

estd en HP(dx) y
1F |1 < uli) (3.1)

donde u(z) es el menor mayorante arménico de | f(2)[P.
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Demostracién. Sea u el menor mayorante armonico de |f|P. La funcién arménica positiva u

tiene la forma
27

uz)=cy+ [ Pyl = )du(e) (3.2)

donde ¢ > 0 y donde i es una medida positiva en R tal que

1

1
m(z? + (1 +y)?)
entonces, por (3.2) y el Teorema de Fubini

Como consecuencia,

|F(2)[" = IF ()P,

[1F@+ipdr < e+ %/ﬁ [ Pute — tydute)az
—c+ /Py(t)/Pl(x — dp(e)dt
— e+ (uli) — ) = u(i),

por lo que F' € HP(dz). La demostracién del Teorema [2.4.15 muestra que

/ |F(z + iy)|Pdx
es una funcién decreciente de y. Por tanto,
I1F Iy = i [ 1P+ iy)Pdo

O

Observacién 3.1.12. El Lema[3.1.10]y el Lema [3.1.11| muestran que si f € H?(dz), entonces
g(w) = f(T(w)) € H*(D) y llgllae < 3l fllz»-

Proposicién 3.1.13. Si p > 1, el espacio (H?,d) con d(f,g) = ||f — g|%» es un espacio
meétrico.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de |21 + 22|P < |21[P + |22|P. O
Teorema 3.1.14. Para 0 < p < 00, el espacio de Hardy HP? es completo.

Demostracién. El caso p = oo es trivial luego se puede suponer que p < co. Se prueba para
el semiplano superior H; el razonamiento para el disco es similar. Sea z = = + iy € H, para
cada r < y,

1) =5 [ 1+ retyan,

por la propiedad de la media de Gauss. Integrando en coordenadas polares, se tiene
L / f(w)dw ! /y /7r f(z+re®)dtrd
= — r
’B(Z’y)’ B(z,y) TFyQ 0 J—m

= ;/Oy f(z)rdr
= f(2).
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Entonces, usando la desigualdad de Holder y la inclusién B(z,y) C Q, = {u+iv: 0 < v < 2y},

FE < — [ fw)ldw

7Y% JB(2)

1/p
1
< (M [ If(w)l”dw>
1/p
1
< (w /. !f(w)\pdw>
1/p
— (722 /Qy ]f(u+iv)]pdudv>

1 (2 1/p
<Nl (55 [ v)
Y= Jo

= (2)" 15l

Esto muestra que cualquier sucesion {f,}52, de HP converge puntualmente a una funcién
holomorfa f en H. El lema de Fatou muestra que

15+ i) = fata+ )P < Yminf [ 1o +i9) = fule +ig)Pde
< lirrLILiglof ||fm - fn”%p
Por eso ||f — fullfp < Uminf, oo || fn — full%p, ¥ se concluye que HP es completo. O

Observacion 3.1.15. En contraste con HP(D), ningtn espacio HP(dx) esta contenido en otro.
Esto se puede ver con el siguiente ejemplo: para o > 0

1
falz) = Grie
pertenece a HP(dx) si, y solo si, pa > 1y
1
9a(z) = m

pertenece a HP(dx) si, y solo si, pa < 1.

3.2. Ceros de funciones holomorfas y Productos de Blaschke

3.2.1. Productos infinitos

Sea € un abierto de C y f una funcién meromorfa y no constante en € (eso significa que
f es holomorfa salvo en un subconjunto de € de singularidades aisladas). A lo largo de este
trabajo se denotard por Zy al conjunto

Zr={acQ:aescerode f}

este conjunto es discreto y numerable. Si a € Zy la multiplicidad del cero de f en a se denotara
por m(f,a). Como los resultados estardn orientados a la construcciéon de productos de Blaschke
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siendo estos productos infinitos nuestro objeto de estudio en esta subseccion sera la relacién de
los ceros de funciones holomorfas y productos infinitos. Si {a,,}52; son ceros de una funcién
f una manera de construir dicha funcién consiste en considerar una sucesién {f,}52; con
fn € H(Q) tal que f,, tiene un unico cero en «, y se considera el limite de los productos

n
P, = II fka
k=1

cuando n — oco. Ademads hay que hacer ciertos arreglos para que la sucesion { P, }72; converja
a alguna f € J(Q) tal que esta funcién limite f no se anule en ningiin punto salvo en los «,
con n € N. Las demostraciones que no se incluyan en esta subseccion pueden encontrarse en
133].

Definicién 3.2.1. Sea {a4}72, una sucesién de niimeros complejos,

P, = ﬁa +ap) (3.3)
k=1

tal que P = lim P, existe. Entonces, se escribe
n—oo

P= ]o'o[(1+ak). (3.4)
k=1

Entonces, Py son los productos parciales del producto infinito P. El producto infinito se dice
que converge si { Py}, converge.

Al igual que en el estudio de series la condicion necesaria es que el término general converja
a cero; en el caso de los productos infinitos la condicién necesaria es que 1+ «,, converja a uno,
es decir, que a,, converja a cero.

Lema 3.2.2. Si a1, ...,ayn son nimeros complejos y si
N N
Py=1[1+an, Py=]]1+ /ol (3.5)
n=1 n=1
entonces

N
Pi < exp (2 |an|> (3.6)

n=1

Py —1| < Py — 1. (3.7)

Teorema 3.2.3. Sea Q C C y sea {f,}>2, una sucesion de funciones complejas acotadas en
Q, tal que >02; | fn(2)| converge uniformemente en €. Entonces, el producto

o0
f) =111+ fal2) (3.8)
n=1
converge uniformemente en ) y existe zyp € 2 tal que f(zp) = 0 si, y solo si, f,(z0) = —1 para

algin n € N. Es més cualquier reordenacién da lugar al mismo producto infinito.
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Demostracién. Por las hipétesis se tiene que Y o2 ; | fn(2)| estd acotada en 2 y si Py denota
al producto parcial de en virtud del Lema para cada N € N existe una constante
C tal que |Py(z)] < N para todo z € Q. Sea ¢ tal que 0 < ¢ < 1/2: Existe Ny € N tal que
para cada z € )

Z [fu(2)| <e
n=Np

denotando por QQas el M-ésimo producto parcial de una reordenaciéon de (es decir se con-
sidera una permutacién de los indices del producto original). Sea {n1, no, ...} una permutacién
de {1,2,...}. Si N > Ny, para M suficientemente grande {1,2,...,N} C {ni,no,...,na},
entonces

Qv — PN =Pn <ﬁ(1+ank)—1>.

k=1
para ng > Ny. Por lo tanto, en virtud del Lema [3.2.2

|QM — PN’ < |PN|(6‘S — 1) < 2|PN|6 < 2Cke.

Si ngy = k,k € N, entonces @y = Pys. La cadena de desigualdades anterior muestra que
{P,}>2, converge uniformemente a una funcién limite f y también que para cada M > Ny

|Prv — Pg| < 2| Pngle

por lo que
Py 2 (1—2)| Py .
Por tanto para cada z € Q
|f(2)] = (1 = 2¢)|Pry (7))
que muestra que f(z) = 0 si, y solo si, Pn,(z) = 0. O

Teorema 3.2.4. Sea Q C C y sea {f,}>2, una sucesion de funciones complejas acotadas en
Q) tales que 0 < f,, < 1. Entonces

o o
H (1= fu(z si, y solo si, Z fn(z) < 0
n=1 n=1

Demostracién. Si Py = (1 — f1)---(1 — fn), entonces P, > P, > --- > Py > 0 por lo que
P = nh—>n;>lo P, existe. Si > 02 fu(z) < o0, en virtud del Teorema se tiene que P > 0. Por
otro lado,

N
P < Hlffn <exp< an )7

y la dltima expresion tiende a cero cuando N tiende a mﬁnlto. O

Teorema 3.2.5. Sea 2 C C abierto y sea {f,}>2, una sucesién de funciones holomorfas en
) no idénticamente nulas en € y

S ful2)

n=1

converge uniformemente en subconjuntos compactos de 2. Entonces el producto

2) = [[ fal2)
n=1
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converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q2. Por ello f € (). Es més, para

cada z € () se tiene
o

m(f,z) = Z m(fn, 2)-
n=1
Demostracién. La primera parte se sigue del Teorema [3.2.3] Para la segunda nétese que para
cada z € (Q existe un entorno V en el cual algunas f,, tienen un cero. Tomando esos factores
primero, el producto de los restantes no tiene ceros en V, en virtud del Teorema [3.2.3]se prueba
la igualdad relativa a la multiplicidad de los ceros. O

Teorema 3.2.6. Sea () un subconjunto abierto de C y sea A C () tal que A no tiene ningin
punto limite en €2, A cada o € A se le asigna un nimero entero m(f, ). Entonces existe una
funcién f € J(Q2) cuyos ceros estan en A, de hecho los ceros de f serdn los a de multiplicidad

m(f, ).

Observacion 3.2.7. El Teorema [3.2.6] expone que la localizacién de los ceros de una funcién
holomorfa en una regién 2 no estd sujeta a ninguna restriccion.

La situacion serd distinta si se sustituye el espacio de funciones holomorfas por ciertas
subclases definidas por ciertas condiciones de crecimiento. En estas situaciones las distribucio-
nes de los ceros han de satisfacer ciertas condiciones cuantitativas. La condicién clave sera la
expresada en el Teorema [3.2.8| se aplicara este resultado a ciertas clases de funciones enteras y
ciertas clases de (D).

Teorema 3.2.8 (Desigualdad de Jensen). Sea Q2 = D(0, R), R > 0. Sea f € 5#(R2), f(0) #
0ysean aj € Zs,j € {1,2,...,N} en D(0,7),0 < r < R. Entonces

N
1 /= ;
0)| n};[l L <exp (27r /_7r log |f(re“9)]dc9> . (3.9)
Demostracién. Se puede encontrar en [33]. t

Observacion 3.2.9. Esta desigualdad permite el estudio de valores en la frontera de funciones
holomorfas acotadas en el disco unitario, es decir, las funciones H°.
3.2.2. Productos de Blaschke

En esta secciéon veremos que los ceros {an}o2; de una funcién HP no nula en el disco
satisfacen la condiciéon de Blaschke

Z (1—|ap|) < oc. (3.10)

Nétese que esta condicién no depende de p. Cuando (3.10)) se cumple, un tipo de funciones de
H* llamadas productos de Blaschke se pueden construir de forma que tengan a {a, }52; como
ceros. Los productos de Blashcke jugaran un papel expansivo en los tltimos capitulos de este
trabajo. Los productos de Blaschke fueron introducidos por W. Blaschke en [4].

Teorema 3.2.10. Sea f(z) una funcién holomorfa en el disco, f # 0, y sean {a, }52; los ceros
de f(z). Silog|f(2)| tiene un mayorante arménico, entonces

o0
Z (1—|ap|) < oc.
n=1
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Si f(0) # 0 y si u(z) es el menor mayorante armoénico de log | f(z)|, entonces
Z 1 —Jan|) < u(0) —log[f(0)].

Demostracién. Reemplazando f(z) por f(z)/z". Se puede suponer que f(0) # 0. Entonces,
en virtud del Teorema

2 . db
1 6 —
Sgp/o og |f(re™)l5 = u(0),

donde u es el menor mayorante arménico de log |f(z)|. Se fija r < 1 por lo que |z,| # r para

cada n € N y sean z1,...,2y, los ceros con |zj| < r. Entonces, f(rz) es holomorfa en el disco
cerrado y f(rz) tiene ceros z1/r, ..., z,/r. Sea
— T
BT(Z) - H 1 Ejz
j=1l==

un producto de Blaschke finito cuyos ceros son los mismos que f(rz) y sea g(z) = f(rz)/B(2).
Entonces, g es holomorfa sin ceros en D, por lo que

1 2 .
log[g(0)] = 5= [ logg(e")]av.

Como |g(e™)| = |f(re')|, se obtiene la clasica férmula de Jensen

log [£(0)|+ ng 7 / log | f(re™)|do.

|z5|<r J
Haciendo r» — 1 se tiene

2 )
Zlog _ h’ml/ log | f(rei®)[d6 — log | £(0)|
0

|z]| r—1 27
— u(0) — log | f(0)].
Como 1 — |z;] < log ﬁ, queda probado el resultado. O

Si f € HP(D), entonces log |f| < %|f|p, y log |f| tiene un mayorante armoénico. Por eso, si
f € HP(D), o por el Lema si f(w) = F(z(w)) donde F' € HP(dx), entonces > o2 (1 —
ap) < o0. El Teoremahace posible determinar las condiciones que los ceros de una funciéon
no constante H* ha de cumplir.

Teorema 3.2.11. Sea {a,}>2; una sucesién de puntos en D tal que

[e.9]

Z(l — |aw|) < 0.

n=1

Sea m el ntmero de «,, iguales a 0. Entonces el producto de Blaschke

_m H —Qn 2 Qn (3.11)

om0 lon| 1 — apz
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converge en D. La funcién B(z) estd en H*°(D) y los ceros de B(z) son precisamente los
puntos a,,, cada cero teniendo como multiplicidad el niimero de veces que ocurre en la sucesién
{an}52 . Ademés |B(2)| <1y

|B(ew)| =cs 1

Se define un producto de Blaschke en D como una funcién de la forma (3.11)).

Demostracién. Se pude suponer que |a,| > 0 para todo n € N. Sea

-0y 2 —

bo(z) = —F — T
lan| 1 — anz

Entonces, el producto []>2; b, converge en D a una funcién holomorfa que tiene a {a,}52

como ceros si, y solo si, Y02 ; |[1—by,(z)| converge uniformemente en cada subconjunto compacto

de D. Se tiene,

u—%olﬂkrwm

En virtud del Teorema se tiene que B € (D) y B tiene como ceros a {an}o
Ademés puesto que |b,| < 1 se tiene que B € H® y |B| < 1. La funcién arménica acotada
B tiene limites no tangenciales B(e') casi siempre. Para ver que |B(e)| =.s 1 se define
B, (z) = [T}~ bk(z). Entonces B/ B, es también un producto de Blaschke y

2O < L [T = L[ mean

|, + z|am ]
|1 — anz

1= ba(2)| =

B,(0)] ~— 2« | By ()] 27
Haciendo tender n — oo y como |B| < 1y dado que hm Ezé(;) 7 se tiene
1 2w .
— |B(e?)|do = 1.
27
Por lo que |B(e?)| =.5 1 y queda probado el teorema. O

Observacion 3.2.12. El propédsito de la convergencia de los factores Tai’T es hacer que

—an z—Qnp
lan| 1—anz"

Yoo arg by (z) converge, donde b, (z2) =

Proposiciéon 3.2.13. Sean f,g € (D) tal que g(z) no tiene ceros en D y B(z) es un
producto de Blaschke. Entonces la funcién f tiene una factorizacién

f(z) = B(2)9(2), z€D,

si, y solo si, la funcién subarménica log | f(z)| tiene un mayorante armonico.

Demostracién. Es consecuencia del Teorema [3.2.10] y el Teorema [3.2.11 ]
Observacioén 3.2.14. En el semiplano superior la condicion (3.10) se reemplaza por
o~ Y
n .
—= <00, 2, =T Yn, 3.12
;1 1+ |z " n ( )

y el producto de Blaschke con ceros {z,} es
z—1 |22 +1| 2z — 2,
B(z) = .
(2) (z—l—i) sz 2241 z2-2,

Si el médulo |z,| estd acotado, (3.12)) se convierte en Y 2 y, < oo, y la convergencia de los

factores no es necesaria ya que [] Z==* converge.
n
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El siguiente teorema se debe a F. Riesz en [30]

Teorema 3.2.15 (de F. Riesz). Sea 0 < p < 0o. Sea f € HP(D), f # 0, sea {z,}52; los ceros

de f(z), y sea B(z) el producto de Blaschke cuyos ceros son {z,}°> ;. Entonces g(z) = é(é))

pertenece a HP(D) y
1gllee = [|.f || £re-

Demostracién. Es remarcable que B(z) converge cuando f € HP. Sea B, el producto de
Blaschke finito cuyos ceros son oy, o, ..., an, y sea g, = f/By,. Fijando r < 1. Entonces

N o | f(Re®)P d
OyP— < 1 / —_—
/0 [9n(re™) or = Roi 0 |Bn(Re?)|P2n

Si 1 — R es pequeiio, entonces | B, (Re®)| > 1 — ¢, por lo que

2m o de 2m - df
10\ |p < 1§ 0\ |p — D
/O lgn(re®)"5 - < M | [F(ReT)S - =1 f -

En virtud del Teorema de la convergencia dominada g = lim |gn| y como |B| < 1 se tiene que
n—oo

9| > |1, esto Lleva a que [|gllf = [0 O

Observacion 3.2.16. El teorema de F. Riesz también es cierto para HP(dx), ya que

sup/ |f(z +iy)[Pdx = lim/ |f(x +iy)|Pdx.
y>0 JR y—=0 JR

3.3. Funciones maximales y valores en la frontera

Sea f € HP(dx). Sip > 1, se sabe debido al Capituloque la funcién maximal no tangencial
f*(t) pertenece a LP, ademés f(z) converge no tangencialmente casi siempre a funcién f(t) de
LP. Un aspecto remarcable de los espacios H? es que los siguientes resultados son ciertos para
todo p,0 < p < co. El siguiente teorema se debe a G. H. Hardy y J. E. Littlewood en [18].

Teorema 3.3.1. Sea 0 < p < 0oy sea f(z) una funcién en HP(dx). Entonces para cada o > 0,
la funcién maximal no tangencial

fr(t) = sup [f(2)]

z€la(t)

estd en LP(R) y
1115 < Aall I, (3.13)

donde la constante A, depende solo de a.. Es més, para casi todo t € R, f(z) tiene limite no
tangencial f(t) € LP(R) satisfaciendo

[ 1s@rae= 1515 = 11 (3.14)

Y [|f(t +3y) = f(B)][p = 0. (3.15)
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Demostracién. El caso para p > 1 ya ha sido probado en el Capitulo[I} Para probar de manera
mas precisa el resultado que se acaba de enunciar, es decir, tratar el caso en el que 0 < p < 1 se
usard el Teorema [3.2.15]y la Observacién [3.2.16] Se supone que f € HP no idénticamente nula.
Sea B el producto de Blaschke cuyos ceros son los ceros de f y sea g(z) = f(z)/B(z). Entonces
lgllze = [[flle vy como |f(z)| < |g(2)| se tiene que [f*(¢)] < |g*(¢)]- Sea p1 > 1. Como g no
tiene ceros y g € HP la funcién holomorfa gP/P* € HP'(dz) (la preservacién de la holomorfia
al hacer potencias de la funcién g € 7 (H) se debe a que al ser H simplemente conexo, como
la funcién g es holomorfa en él y que no se anule admite logaritmo analitico G, y por lo tanto
g = e en H ; entonces, para un nimero positivo cualquiera a se tiene que (eG/ ) = e =g,
luego la funcién e/ es una raiz a-ésima analitica de F'). Por tanto (g*)P/Pt = (gP/P1)* ¢ LPt
y en virtud del Teorema [2.3.3

lg* 112 = 119”7 )* 15 < By llllf-

Tomando p; = 2 se comprueba la veracidad de con independencia del valor de p ya
que f* < g*. Ahora, la funcién G(z) = (g(z))P/P! tiene limite no tangencial G(t) casi siempre.
Tomando p; /p como un entero positivo m € Z ™, se ve que g(z) = G(z)™ también tiene limite
no tangencial. Como B(z) tiene valores en la frontera casi siempre se concluye que f tiene
limite no tangencial casi siempre. Ahora en virtud de y el Teorema de la convergencia
dominada se tiene que f(t) € LP(R) y de ahi quedan probadas las ecuaciones y
y finalmente se ha demostrado el teorema. O

Observacién 3.3.2. La igualdad establece una isometria entre H?(dz) y un subespacio
cerrado de LP(R). Para p < 1, a pesar de que LP no es un espacio de Banach, es como un
espacio HP, un espacio métrico completo bajo la métrica d(f,g) = ||f — gl/). Cuando p > 1,
este espacio de funciones en H? con valores en la frontera tiene una simple caracterizacion.
Las expresiones analogas a y (3.15)) para el caso del disco ya habian sido probadas por
F. Riesz en [30].

Corolario 3.3.3. Sea 1 <p < ooy sea f(t) € LP(R). Entonces, f(t) es casi siempre el limite
no tangencial de una funcién en HP(dx) si, y solo si, su integral de Poisson f(z) = P, * f(x)
es holomorfa en H. La integral de Poisson f(z) es la correspondiente funciéon HP.

Demostracién. Si f € LP(R)y f(z) = Pyx f(x), por lo expuesto en el Capitulo f € HP(dx)
y f(z) converge no tangencialmente a f(¢). Reciprocamente, se supone que f € HP. Sip > 1,
entonces por el Teorema f(z) tiene limite no tangencial f(t) y f(z) = P, * f(z). El
caso p = 1 requiere del Teorema Cuando f € H!, en virtud de que como se demostré
anteriormente en el Teorema para el semiplano superior |f(z +iy)| < (2/7y)Y?| fllzv v
el Lema [2.1.18 para cada ¢ > 0 se tiene

Flztic) = /R P(t)f(t + ic)dt.

Por (3.15)), se tiene que f(z) es la integral de Poisson de su funcién frontera f(t). O

Observacién 3.3.4. Debido a (3.14)), usualmente se identifica f(z) € H? con su funcién
frontera f(t), a menudo se escribe || f||, en lugar de || f||g». Sin embargo, no se conoce ningin
método para recuperar f(z) de f(¢) cuando p < 1. El Teorema es también cierto para el
disco unitario. La igualdad para la correspondencia f(z) — f(e*?) también muestra que
HP(D) es isométrico a un subespacio cerrado del espacio de Lebesgue LP(df/2x). Y sip > 1,
f(2) es la integral de Poisson de f(e?).
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Se necesitaran algunas clases de funciones holomorfas suaves que sean densas en H”(dz)
que jugaran el papel de los polinomiosen el caso del disco.

Definicién 3.3.5. Sea N un entero positivo y sea % la familia de funciones de H*°(dz) tales
que:

(1) La funcién f(z) es continua en H y f(t) es infinitamente diferenciable, €.

(1) Para z € H, lim |z|"V|f(2)| = 0.

|z]—o0

Corolario 3.3.6. Sea N un entero positivo. Para 0 < p < oo, la clase %y es densa en HP(dz).
Para f € H*, hay funciones f,(z) en Zn tal que ||fulloo < ||flloo ¥ tal que |fn ()| <c.s |f(£)].

Demostracién. Si no fuera por la condiciéon de decaimiento de la Definicién |3.3.5] se podria
aproximar f por las funciones suaves f(z+1i/n) que convergen en la norma H? a f(t) sip < oo
y converge puntualmente casi siempre a f(t) si p = co. Existen ciertas funciones g(z) tales
que

(a) gk(Z) € UN.
() lgr(2)| <1,z € H.
(c) klirgogk(z) =1,ze%.

Antes de construir dichas funciones g, nétese que las funciones

Fal2) = gal2)f (2 + 1)

en 7 proporcionan la aproximacién buscada. Se construyen estas funciones en D, donde

w = —1 corresponde con z = co. Sea o < 1 con klim oy, = 1. La funcién
—00
N+1
w +
hip(w) = ——
k( ) (1 + ozkw)

tiene un cero de multiplicidad N + 1 en —ay. Estas funciones hi(w) estdn acotadas por 1y
con N fijado convergen uniformemente a 1 en subconjuntos compactos de D\ {—1}. Entonces,
las funciones ‘

iz

1+ 2z

satisfacen (a), (b) y (c). O

gr(2) = hp(ag, w), w=

Ahora se clarifica la relacién entre HP(D) y HP(dx).

Corolario 3.3.7. Sea 0 < p < 00, sea f(z) una funcién holomorfa en el semiplano superior y

sea
7T_1/p

F(z) = ——-f(2).
Entonces, |f(z)[P tiene un mayorante armoénico si, y solo si, F' € HP. En ese caso, tenemos que
|1 F [l = u(i), (3.16)

donde u(z) es el menor mayorante arménico de | f(2)[P.
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Demostracién. Sea g(w) = f(z), z=T(w)= i(ig). El Corolario afirma que g € HP(D) si,

y solosi, F' € HP(dx) y que ||g|l, = | F|lp- SIN > 2/pysi F € %y, entonces la correspondiente
funcién g(w) estd acotada en D y como % corresponde con %,

2T do 2T
p* P
[ wors = [iFwr

Por la densidad de %y en HP, por (3.14)) se tiene que g € HP(D) para F € HP(dz) y

gl e = 1 F'l| 22

Por el Lema [3.1.11| se muestra que F' € HP(dx) si g(w) € HP(D) y con esto queda probado el
resultado. n

Observacion 3.3.8. El tener la igualdad (3.16) en lugar de la desigualdad (3.1)) significa que
en la formula u(z) = cy + [ Py(x — t)du(t) para el menor mayorante armoénico de |f(z)[P, el
término constante es ¢ = 0.

El siguiente corolario es notable ya que para p < 1 su demostraciéon es un resultado relati-
vamente reciente.

Corolario 3.3.9. Sea 0 < p < 0o y sea u(z) una funcién arménica real-valuada en el semiplano
superior H. Si u(z) es la parte real de una funcién f € HP, entonces

u’(t) = sup [u(z)|
La(t)

estd en LP(R).
Demostraciéon. Es consecuencia del Teorema [3.3.1] O

Se vuelven a estudiar los valores frontera en el caso p = 1. Si la funcién arménica u(z)
satisface

sup/ lu(z + iy)|dz < oo,
y

entonces u(z) no necesita ser la integral de Poisson de su limite no tangencial u(t). Todo lo
que se puede decir es que u(z) es la integral de Poisson de una medida finita. Sin embargo,
si u(z) es también una funciéon holomorfa, entonces la medida es absolutamente continua y su
densidad es el valor frontera u(t). La razon es que la funcién maximal u*(t) es integrable. El
Teorema es del célebre articulo de F. y M. Riesz [31] se puede encontrar la demostracién
debida a Bochner en [16].

Teorema 3.3.10. Si f € H'(dz), entonces f(z) es la integral de Poisson de sus valores

frontera:
2

@)= [ Pye—0)f0)d (3.17)

Reciprocamente, si p es una medida compleja finita en R tal que la integral de Poisson f(z) =
Py * p(x) es una funcién holomorfa en H, entonces u es absolutamente continua y

du = f(t)dt,

donde f(t) es la funcién frontera de la integral de Poisson f(z) de p.
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Demostracién. Si f € H', entonces ya se probé en el Corolariom Reciprocamente,
si f(z) = Py * pu(z) es una funcién holomorfa, entonces en virtud de la Proposicién se
tiene que f € H! y por lo tanto es la integral de Poisson de su valor en la frontera f(t). La
medida dv(t) = du(t) — f(t)dt tiene integral de Poisson nula por lo que en virtud del Teorema

[2.1.14) se tiene que v = 0. O

Lema 3.3.11. Sea f € H'. Entonces la transformada de Fourier
fo = [ et o
—0o0

para cada s < 0.

Demostracién. Se define el operador f +— f que es lineal y continuo, se supone que dicho
operador pertenece a la clase . Entonces, como s < 0, F(z) = f(z)e”?™* también pertenece
a %y . En virtud del Teorema de Cauchy

/ |F(re?)|Rd§ —— 0,
0 R—oo

entonces queda probado el resultado

P(t) = ( ! ! ) (3.18)

T omi\t—z t—z
Nétese también que para f € H!, por el Lema [3.3.11| aplicado a (t — z) ! f(t) produce

> f(®)

Noétese que

dt =0, Imz>D0.

Teorema 3.3.12. Sea du(t) una medida compleja finita en R tal que

(1) [ 90 — 0 con Im z < 0.

-0 t—z

(1) a(s) = [ e 2™stdu(t) = 0 con s < 0.

o0

Entonces du es absolutamente continua y dy = f(t)dt, donde f(t) € H'.

Demostracién. Si (I) se cumple, entonces por (3.18), f(z) = P, * p(z) es holomorfa y el
resultado se sigue del Teorema |3.3.10} Suponiendo que (II) se cumple. El niicleo de Poisson
P,(t) tiene transformada de Fourier

/oo e_Qwisth(t)dt _ e—27r\s\y’
—00

porque f’y(—s) = Py(s) siendo P, real y porque si s < 0,e¢
acotada con valores frontera e 2™!. Sea f,(x) = P, * u(x). Por el teorema de Fubini, f, tiene
transformada de Fourier

—2misz o9 la funcién arménica

e~ i(s) si s>0

fy(s) =

0 si s<0

Como f, € L', la inversién de Fourier implica

fy (ZL‘) _ / e—27rixsfy(s)ds _ /0 e_QM(xHy)Sﬂ(S)dS.

Diferenciando bajo el signo de la integral se tiene que f(z) = fy(x) es holomorfa y por el
Teorema [3.3.10 implica que f € H'. O
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Observacion 3.3.13. La version para el disco del Teorema [3.3.10, o equivalentemente el
Teorema [3.3.12] es una mitad del famoso teorema de F. y M. Riesz. La otra mitad afirma que
si f € HY, f #0, entonces |f(t)| > 0. Esto es consecuencia de un resultado més fuerte.

3.4. Dualidad de los Espacios de Hardy

Para poder demostrar posteriormente el Teorema de Interpolacién de Carleson se necesi-
taran argumentos de dualidad, en concreto la relacién entre H® y H'.

Proposicion 3.4.1. Sea X un espacio de Banach cuyo espacio dual es X™* y sea Y un subes-
pacio cerrado de X . Entonces

Yt ={s*e X*: (y,2") =0 paracada y €Y}
es un subespacio cerrado de X*.

Proposicion 3.4.2. Sea X un espacio de Banach cuyo espacio dual es X* y sea Y un subes-
pacio cerrado de X e Y. Entonces

Y*e X*/Yt, (3.19)

(X/Y)* =yt (3.20)
Es decir, son isomorfos.

Demostracién. Basta tomar los espacios mencionados y hacer uso del Teorema de Hahn
Banach. O

Las ecuaciones (3.19)) y (3.20)) pueden ser escritas como indica el Lema

Lema 3.4.3. Sea X un espacio de Banach cuyo espacio dual es X* y sea Y un subespacio
cerrado de X e Y1, Sea z* € X*, entonces

sup{|(z*,y)| : y € V. [ly| <1} = inf{|la" — k|| : k€ Y}, (3:21)
Six € X, entonces
wf{le — yll -y € Y} = sup{|{z, K)| : k € Y-, |[k]| < 1}, (3.22)

Demostracién. El lado izquierdo de (3.21)) es la norma de la restriccién de z* al subespacio de
Y y el lado derecho de (3.21)) es la norma de z* + Y+ en X*/Y . Por (3.19) dichas cantidades
son iguales. Para demostrar que (3.20)) implica (3.22)) es un razonamiento analogo. O

Lema 3.4.4. Sil1 <p<oo,siqg=p/(p—1)ysige LI(R), entonces g € (HP(dx))", esto es
/ F(Dg(t)dt = 0 (3.23)
R

para toda f € HP(dx) si, y solo si, g € H(dx).

Demostraciéon. Se probarad por doble implicacion
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g Si g € HY(dx), entonces por la desigualdad de Hélder fg € H'(dz) y en virtud del
Lema [3.3.11] se cumple (3.23)).

= Se supone que se cumple (3.23]) entonces la integral de Poisson de g es holomorfa en
H . Ademas, si z € H , se fija 29 € H y se define

se tiene que h, € HP y

Entonces, por ,
9() = 9(z0) = [ 9()(P-(t) = P ()t
g ((hat) - Bale)) d.

=5 A
y se tiene que g es holomorfa en . En virtud del Teorema[2.1.19]se concluye que g € H4.
O

Proposicién 3.4.5. Sil1 <p<ooyq=p/(p—1) se tiene que
(HP)* = LY/H1. (3.24)
Demostracion. El resultado es cierto en virtud del Lema y de la Proposicién |3.4.1
tomando X = L9 e Y = HP se tiene que Y+ = (HP)+ = HY. O

3.5. Invarianza conforme de las medidas de Carleson

Para el desarrollo de esta seccién se ha empleado el texto [16], donde se expondrédn una
serie de resultados para concluir la invarianza conforme de medidas de Carleson.

Definiciéon 3.5.1. Una medida positiva A en D es una medida de Carleson si existe una
constante N (\) tal que

A(Sh,0,) < N(A)h (3.25)
para cada 6y € R, cada h € (0, 1] y cada trapecio circular (vedse Figura
Shoy = {re? :1—h<r<1,0 -6 <h}.
Como se incluye el caso h = 1, tenemos que A(D) < 4N(N).
Observacion 3.5.2. Haciendo uso del Teorema [3.5.5|y los resultados vistos anteriormente que
relacionan HP(dx) y HP(D) se sabia que A es una medida de Carleson si, y solo si, [ |f(z)[PdA <

Cpll fIIb para todo f € LP,1 < p < o0, o para todo f € HP,0 < p < oo. Se quiere hacer notar
el caracter invariante de las medidas de Carleson.
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Figura 3.1: Trapecio circular S}, g, .

Lema 3.5.3. Una medida positiva A en D es una medida de Carleson si, y solo si,

1 — |2/
sup/ ————dX\z) = M < . 3.26
20eD I |1 = Zpz|? 2) (3.26)

La constante M en satisface
C1N(A) <M < CyoN(N)
para constantes C y Cs2 dependientes de .
Demostracién. Se demostrara el lema haciendo uso de la doble implicacién.
] Se supone que se cumple y se define el trapecio circular Spg,. Tomando zp = 0
en se tiene que A\(D) < M. Por tanto, si h € [i, 1] se tiene que
A(Shap) < A(D) < M = 4M < hM4,

entonces se cumple la definicién tomando N(A) > M - 4. En consecuencia, podemos

suponer que h < %, tomando zp = (1 — %)ewo, para z € Sy g,, se tiene que

1-— ’20‘2 C
> .
|1 —502|2 - 1- |Zo‘2

Por tanto, se tiene que

1-— ‘Zo|2 C C
11—z / ————dA > (1 — |2 / dX = ——X(Sha,)-
S O T e L N e [ R P
Entonces,
2 1 — |20/?
AMSha) < =(1— / Il 1 Y
(Shoo) = A ( %D&%H—%W
basta con tomar C := % para probar la presente implicacién.
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= Reciprocamente, ahora se supone que A es una medida de Carleson por lo que se
cumple (3:25)) y sea 29 € D. Si |20| < 2 se tiene la siguiente cota para la integral

1-— |Z[)|2

T3 ME) S CAD) S CN Y.

Si |z0| > 2, se define (vedse Figura

En:{ZED: z—

20

— | <2"(1 — |z }

<2 =

Entonces, por (3.25)) se tiene que A(Ey,) < CN(X)2"(1 — |29]),n € N. Ademds, se tiene

Im(z)

2
EN

Figura 3.2: Representacion de los conjuntos Ey y E1 tomando zy € D.

que
1 — |20]?
ek
1—Z022 =1z ~ =0
y para n > 2,
1 — |z/? C
2l z€Ep\ En_y.

11 —Z02> = 227(1 — |2o|)’

Como los conjuntos E,, recubren el disco, es decir, D = U2 | E), y existe ng € N tal que
para cada n > ng se tiene que F, \ E,_1 = (), se concluye que:

— 2 _ 2

1— ZOZ!2 B !1 - Zoz!2 N\En 1 |1 —Zo0z[?
< 2CA(E,) &,

§ < § — = .

< 22n 2] C'N(X) 2 o C'N(N)
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O
En el semiplano superior, las medidas de Carleson se definen exigiendo (3.27)) que es (3.25))

con cuadrados en vez de trapecios circulares.

Definicién 3.5.4. Una medida positiva ¢ en H es una medida de Carleson si existe una
constante N(\) tal que
o(Q) < N(o)h (3.27)

para cada sector Q = {zg <x <z9+h,0 <y < h}.

El Teorema sobre medidas de Carleson, el Teorema [2.3.10] también se puede extender a
espacios HP, 0 < p < 1, porque la clave de su demostracién fue el teorema maximal.

Teorema 3.5.5 (de Carleson). Sea o una medida positiva en el semiplano superior. Entonces
los siguientes asertos son equivalentes:

(1) o es una medida de Carleson.

(1) Para todo p, 0 < p < o0,

[ 197 < Al £ e B,

donde A es una constante.

(r1) Para algin p, 0 < p < oo, f € LP(0) para cada f € HP.
Demostracién. = (I) = (II). Es consecuencia de (3.13)) y del Lema[2.3.9]

= (II) = (III). Es consecuencia de las definiciones involucradas.

» (III) = (II). Haciendo uso del contrarrecipro para 0 < p < 0o; sea { fn}22; una sucesiéon
de funciones en H? tal que || f, ||, = 1 pero nhﬁngo J | fnPdo = oo, entonces la suma > 02 ; fy,

dard como resultado una funcién en H? para la cual el aserto (III) no se verifica.

» (ITI) = (I). Para p > 0. Sea @ el cuadrado @ = {(z,y) : x0 < x < 2o+ 0,0 <y <o}y

sea fo (131/())2) 1/107

m(z—7%p

donde zo = x¢ + iyo. Entonces f € H? y || f[|h = [ P, (t)dt = 1. Como para cada z € Q

1

se tiene que |f(z)[P > implica que

= 5myo
a(Q) < o({z: [f(2)| > 1/(5my)"/?}) < 5w Ay,
donde A es una constante; por lo que (I) se cumple. ]

El Lema es la versiéon en H del Lema

Lema 3.5.6. Una medida positiva A en H es una medida de Carleson si, y solo si,

sup / y7()72d)\(z) =M < 0 (3.28)
20€H JH ’Z - ZO|

La constante M en (3.28) satisface
Ci1N(A) <M < CyoN(N)
para constantes absolutas C y Cs.

Demostracién. Demostracién analoga a la del Lema ]

TRABAJO FIN DE GRADO CARLOS SARAVIA DE COCA



74 TEOREMA DE INTERPOLACION DE CARLESON

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



Capitulo 4

Sucesiones interpolantes. El
Teorema de interpolacion de
Carleson

En el Capitulo[I]se estudi6 el problema de Nevalinna-Pick que fue estudiado independiente-
mente por G. Pick en [29] y por R. Nevalinna en [25] en el que dados z1,...,z,en Dy wy,...,w,
en D, se pregunta bajo qué condiciones el problema de interpolacién f(z;) = wj,j = 1,...,n
tiene una solucién f(z),z € D holomorfa en D y |f(z)| < 1. El objetivo del presente capitulo
busca dar respuesta al problema de interpolacién mas general. Dada una funcién compleja
f holomorfa y acotada en el semiplano superior del plano complejo, y fijada una sucesién de
puntos {z;}32; de dicho semiplano, es claro que la sucesién de iméagenes { f(z;)}32; es acotada.
El problema de interpolacién de Carleson consiste en determinar las sucesiones {2;}32; como
la anterior, tales que dada una sucesién acotada arbitraria {bj}j'; de valores complejos, es
posible encontrar una funcién f en las condiciones indicadas de modo que f(z;) = b; para
todo j € N. Dichas sucesiones {z;}32; reciben el nombre de sucesiones interpolantes, y su
caracterizacion es conocida como el Teorema de interpolacién de Carleson.

Sea {Zj}?i1 una sucesion en el semiplano superior H. Se quiere determinar cudndo todo
problema de interpolacién

f(zj) = aj, j € {1,2, .. .}, (4.1)

con {a;}52, acotada, tiene una solucién f € H.

Definicién 4.0.1. Se dice que una sucesién {z;}32; es una sucesion interpolante si (4.1)) tiene
s 2 00 oo 00
solucién en H> para cada {a;}32, € €.

Proposicién 4.0.2. Si {z; };”;1 es una sucesion interpolante, entonces el operador lineal
T:H® — (*®
feAF(z)1520
es una aplicacion lineal acotada de H* en £*°.

Demostracién. El operador T es un operdor lineal. Si f, — fyTfn —oa= {aj}?‘;l,

como la convergencia en H® implica la puntual, y como la convergencia en ¢*° implica la
convergencia por coordenadas, ha de ser

a; = JLH&O(Tfn)] = nh~>nc}o In(zj) = f(z;),
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entonces a = T'f. Dado que el grafo de T" es cerrado y que los espacios H* y £*° son de Banach,
T es continuo por el Teorema del grafo cerrado. ]

Como el operador T anterior es sobreyectivo, cuando {z; };’;’1 es interpolante y ambos son
completos el Teorema de la aplicacion abierta establece que T' es abierta, y proporciona una
constante M tal que (4.1]) tiene solucién f con

[flloc < M sup |a;j| = M||a;]|oo- (4.2)
JeN

Definicién 4.0.3. La menor constante M tal que (4.1]) tiene solucién f con (4.2) es llamada
la constante de interpolacion

M = | 51‘1p inf{||flloc : f € H®, f(2j) = a;,j € {1,2,...}}.
a5l <

Definicién 4.0.4. Una sucesion se dice que es separada si (4.3))

uza:%>0, 4k (4.3)

ZEk — Zj
se cumple con una constante a > 0 que no depende ni de j ni de k.
Proposiciéon 4.0.5. Una sucesién interpolante es separada.

Demostracion. Sean z; y 2z, puntos distintos de la sucesiéon interpolante. Entonces existe
f € H* tal que

f(z))=0, flz)=1, |floc<M
Por el Lema [I.1.1] esto significa

f(z5)  flz)
k= % S — Tl 1
_— 2i 2p) 2 ————— = —
ZE — Zj =l / k) 11— f(zk)f(zj)| M
M2
por lo tanto
2 — %j 1 )
—— | >a=— >0, k
Zk—gj =4 M ]7é

— L
con a = 37.

Historicamente, fue con el teorema de interpolacién que surgieron por primera vez las
medidas de Carleson. Para enunciar el teorema se vuelve al caso del semiplano superior H,
pero antes se enuncia y demuestra un lema que hard falta para demostrar el teorema

Lema 4.0.6. Sea B(z) el producto de Blaschke en el semiplano superior con ceros {z;}32,
con zj = x; +iy;, para cada j € N. Entonces,

o0
4
_log |B(z |2>Z ny|2’ s=x+iy. (4.4)
J

Reciprocamente, si

Z — Z5
inf p(z,2;) = inf Il=a>0
jlgN p(Z ZJ) jlgN zZ — 5]' “
entonces
2 Z‘” 4yyj
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Demostraciéon. La desigualdad —logt > 1 —t¢,¢t > 0, da

2

zZ — Zq
—log -
Z—Zj

Sumando se obtiene (4.4). La desigualdad contraria,

—2loga 1

es valida para a®> < t < 1, como se comprueba ficilmente, y de manera similar se obtiene

[E3). O

Teorema 4.0.7 (de interpolacién de Carleson). Si {z;}52; es una sucesién en el semiplano
superior, entonces los siguientes asertos son equivalentes:

(1) La sucesién es una sucesién interpolante: todo problema de interpolacién
f(Zj):CLj, j:1,2,...
con {a;}32, € (> tiene solucién f € H™.

(11) Existe ¢ > 0 tal que

mf JT |22 >6>0 (4.6)
k. 2k — Zj
337k
(111) La sucesion {z;}52, es separada:
2 — 2k

p(2j, 2k) = >a>0, j#k,

2] — 2k

y existe una constante A tal que para todo cuadrado @ = {z¢g <z < z9+ 4(Q),0 <y <
(@)}, de lado ¢(Q) y apoyado sobre el eje real, se tiene que

Yy < AUQ). (4.7)

Zj €Q

La constante ¢ en (4.6)) y la constante de interpolacién

M= suwp imf{|fll: f(z) = a5 € {1.2,...}.f € H?)

llajll o<1

estan relacionadas por las desigualdades

1 c 1
- <M<-[|1+41log= 4.8
donde c es una constante absoluta.
Demostracién (de Carleson). = [(I) = (II) | Para probar que (I) implica (II) se lleva

un paso méas alld el razonamiento dado en la demostraciéon de la Proposicién [d para
obtener asi una condicién necesaria para la interpolacién que también sera una condicién
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suficiente. Fijando 2y, sea f € H*, || f|lcc < M donde M es la constante de interpolacion,
que interpola los valores

Sea Bl¥ el producto de Blaschke cuyos ceros son {z; 1 j # k}. Como f # 0 este producto
existe. Entonces f = Bl¥lg, donde g € H®, y ||g]loc < M, por lo que

1= f(z)l = B (z0)llg(ar)| < MIBY ()]

y | B (2;)] > L. Ya que zj, es arbitrario, se concluye que

1nf H

J#k

S >6>0

ZJ

se cumple para una sucesion interpolante {z; };";1 con constante § = ﬁ y se tiene (II).

(III) = (II) | Se supone que (III) se cumple. Entonces por (4.7) y (3.28) se tiene que

dyry; dyry; /
<C' k=1,2,... 4.9
2P 2T ap > )

Por conveniencia, se obtendra (4.9) de (4.7), esencialmente repitiendo la prueba de
Fijemos 2k = Tk +iygp y sea S, = {z € H : |z — x| < 2"yk},n = 0,1,2,.
Notese que S, = D(xk,Q”yk) NHC Qn ={z=z+iy:zr— 2"y < x < 1 + 2"ys, 0 <

y < 2"y} (vedse Figura[d.1). Por [1.7), y £(Qy) = 2"y,
Yoy <Yy < A2y,
Sn Qn

Cuando z; € Sy, se tiene |z; — Ze]? > yi, y cuando zj € S, \ Sp—1,n > 1, como |z;Z;| >
|zj — @p| > 2" Ly, se tiene |z; — z|? > 22" 72y2. Consecuentemente,

S n tens (2 )

_ 2
Zk’ zj ESO n=1 2,€S8,\Sn_1 Yk

=1
<8A+324% oo =A
n=1

Ya que inf; ;4 |z’;:2 | > a, ahora se puede usar 1} en el producto de Blaschke Bl
cuyos ceros son {z; : j # k} para obtener

II

J37#k

2k — &5

>0 =0d(a,A).
| ELALICRD

Por tanto, (III) implica (II).
(II) = (III) | Ahora se supone que (II) se cumple, es decir, se supone

2k — %5

> 6.

mf H

J,HHC
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Im(z)

2k = T+ iyg

Q(D

Figura 4.1: Representacion de Sy y Qg con zp = xp + 1yk.

Entonces,

kT Z >6, j4k

2k — Zj

la sucesion {z;}72; es separada. Usando li con el producto de Blaschke Bl¥(z) que
ha sido formado eliminando el cero zg, se obtiene

1
Z _Ayryi 5 < 2log —.
4,37k 12 = %1 0

Consideremos un cuadrado @ = {zxo <z < zo+4(Q),0 <y < 4(Q )} Primero se trata el
(

caso especial en el cual la mitad superior T'(Q) = {z € Q : y > } contiene un punto
2y, de la sucesion, es decir, y > K(Q) . Entonces se tiene |z, — z;|? S 50%(Q), zj € Q, esta
desigualdad se debe a que v/5¢(Q ) es la diagonal del recténgulo de lados ¢(Q) (horizontal)

y 20(Q) (vertical) al que pertenecen zj y Z;,(vedse Figura por lo que

5(Q) dyjyr  _ 5UQ) iy
dyr e —Z12 T 2 |z — 7z

7 =

Por tanto

4 5€Q 1
Z y; < Z|Z YiYk (2 ) <1+210g5)

_ 2 —
z;€Q k ZJ‘

y (4.7) se cumple con A = ¢(1 + log §) para los cuadrados @ tales que T(Q) N {2 :
k € N} # (). Para obtener (4.7) para todos los cuadrados @ se usard un argumento de
parada. Sea @ = Qo = {zo <z < xo+ 4(Q),0 < y < £(Q)}. Se particiona @ \ T(Q) en
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V50(Q)
20(Q)

€(Q)

Figura 4.2: Representacién geométrica de la diagonal v/5/(Q) del rectangulo de lados £(Q)
(horizontal) y 2¢(Q) (vertical).

dos cuadrados )1, de lado K(Q—Q). La mitad (su[))erior de Q1 es T(Q1), y ahora se particiona
Y1

Q1\T(Q1) en dos cuadrados Q2 de lado =5+ y asi sucesivamente. En el paso n se tienen

2" cuadrados @), de lado ég‘;?) cuyas mitades superiores son T'(Q,,) son todas congruentes
a T(Q) en la métrica hiperbdlica. Estos cuadrados @,, tienen interiores disjuntos dos a
dos y cubren {z € Q@ : 0 < y < f(ﬁ)}. Sean Q',Q?, ... esos cuadrados Q,, tales que
T(Qn)N{zj : j € N} # 0 y Qp no estd contenido en otro cuadrado més grande con

puntos z; en su mitad superior. Entonces Q N{z; };";1 C Q'UQ?U- -,y las proyecciones

de los cuadrados seleccionados Q¥ sobre el eje {y = 0} tienen interiores disjuntos dos a
dos, por lo que

3 UQM) < 4(Q).
k

Ya se ha visto que (4.7) se cumple para cada uno de los cuadrados seleccionados @y, ,
con constante A = ¢(1+log §). Sumando (4.7 se tiene para los cuadrados Q¥ se obtiene

1
Z yj <c (1 + log ) Q)
)
ZjEQ
que prueba (4.7) en general. Para probar la desigualdad (4.8) se debe de usar el hecho
de que la constante A en (4.7)) tiene la forma

1
A <c¢(1+log 5) (4.10)

(I) y (III) = (I) ‘ Ahora se ha de mostrar que (II) y (III) implican (I). Sea {a;}32; €
£, ]aj| <1,y se considera el problema finito

fz))=a;, 1<j<n (4.11)
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T(Q) T(Qv)

Zj T(QZ)

Zj

Q' Q? Q Q!

Figura 4.3: Los cuadrados sombreados Q', @2, - - - son maximales @, tales que T'(Q,,)N{z;} # 0.

Ya que los puntos son distintos el problema finito (4.11]) tiene soluciéon f € H°. Por
ejemplo, se toma f(z) = 0 fﬁgn, donde p(z) es un polinomio adecuado de grado n. Con-
sideremos el problema de interpolacién finito y se define para cada n € N la familia de

funciones

Fu={f € H®: f(z)=a;, 1 <j <n},

claramente F,, DO Fj,,11. Sea

Mp(fa;}52,) = nf{|[fllo : f € H®, f(25) = aj,1 < j <n}

y sea
M, = sup M,({a;}52).
llajll oo <1
Claramente Mn({aj};’il) < Mn+1({aj}§il) y M, < M,.1. Si probamos que nh_{]go M, <

¢ (1 + log %), entonces M, es acotada por, digamos M. Sea f, € F), tal que || fn]lco <
M, +1 < M + 1. La sucesién {f,}>2, es acotada en H*, luego es acotada en J#(H )
con la topologia compacta-abierta. Entonces, en virtud del Teorema de Montel, admite
una subsucesion que converge uniformemente en los compactos de 1 { fy, }72; hacia una
funcién f que también serd de H*°. Ademas, dado j € N, si kg es tal que ng, > j, y
k > kg, ng > j. Entonces,

fnk(Zj) =a; y f(zj) = klglolo fnk(zj) = aj,

por lo que f resuelve el problema de interpolacién.
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Sea

Ba(z) = [] =2

j=1 Z—Zj

Para {a;}32, fijada sea fo € H°® una solucién de (4.11)). Entonces

My ({a;}32,) = 0t {| fo + Buglloo : g € H¥} = inf{ | foBn +g| _:9€ H*}.

Como haciendo uso del Lema se tiene que
H>® = {g e L>: / gGdx = 0, para toda G € Hl}
R
la dualidad indicada en el Lema permite escribir

Mal{a)520) = s {| [ fuBuGis

G e HY |G|, < 1} :

Gracias al Corolario la funcién G se puede tomar en el subespacio denso de H*
formado por las funciones que cumplen la condicién |G1(z)| = O(]272|) en infinito; con
esa condicién, la integral en el borde de un semicirculo situado en el semiplano superior
tiende, cuando el radio tiende hacia infinito, hacia la integral sobre el eje real, pues la
aportacion de la parte circular tiende hacia 0 dado que fo y B, son funciones acotadas.
Entonces, aplicando el Teorema de los residuos, se deduce que:

= _ [ folz)G(z) Jo(z
/RfanGda:—/R Ny dr =2 ZZ B, Zj

Como fy(zj) =aj,j =1,2,...,n, se tiene que

M, = sup sup {27r Z Clé?(( ))

llajll oo <1

G e HY |G| < 1}

Para G(z) fija, la sucesién {a;}32; puede ser elegida de forma que |a;| =1y que

4G(z)
Bl(z) —
Por lo tanto se tiene
M,, = sup {%Z B (x )‘ :G e HY |G| < 1} (4.12)

Ahora

por lo que (II) implica que
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Observaciones 4.0.8.

Por tanto

4m -
M, < 7811}) {Zy]‘G(Z’])’ G e Hl, ||G||1 < 1} .
j=1

Por (III), la medida o = 37, y;6.; es una medida de Carleson ya que
o(Q) = > y; < AUQ),
ZjEQ

, v por el Teorema

j=1

sup {Zyle(Zj)l :Ge HY |G| < 1} < CA,

donde A es la constante de (4.7). Consecuentemente

lim M, < 47rC—A

n—00 )

y (I) queda probado. Es més, usando la estimacién (4.10)) de la constante A en (4.7)), se

tiene

1
M = lim Mn§§<1+log5)

n—oo

por lo que (4.8)) queda probado.

(4.6). En el disco unitario D la expresién (4.6)) se convierte en

2k — Zj
1_2jzk

o-T2(2)

ﬁ%f
JI#k
Sea B(z) el producto de Blaschke

>4 > 0.

O]

(1) A continuaciénse va a interpretar geométricamente la condicién

(4.13)

Si se ve z; como el origen tomando w = == como la funcién coordenada en el disco,

1—2p2
entonces los ceros de B son

2 — 2k

w;j = j=12,...

1— 25,2
y (4.13)) se cumple si, y solo si, para todo k

IT ol >0

J,J#k

Como 1 — |w| < logml| esto da

1
> (1= fw) < 1+log
J

(4.14)
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y (4.13)) se cumple si, y solo si, la suma de Blaschke (4.14)) tiene una cota que no depende
de qué punto z; se tome como origen. Esto por supuesto refleja la invarianza conforme
del problema de interpolacion (4.1)). Con la identidad

Lm0 -1z

‘1 —2k2j|2

1— Zj — 2k

1-— ijZj

por lo estudiado en la primera seccién del capitulo |1} (4.14]) da

(1 — |z (A = |2
E - < C(6).

Si este supremo se hubiera tomado sobre todos los puntos del disco en vez de solo los
puntos de la sucesién, se tendria

wp 5= A= 120)(0 [P

A < C'(9). 4.15
20€D % 11— Zoz[? ©) (4.15)

Por el Lema m se tiene que (4.15)) se cumple si, y solo si, la medida
> (1= 1zds,

J

es una medida de Carleson en el disco. Ahora no es muy dificil de ver que (4.13)) implica
(4.15)), y reciprocamente, si la sucesién es separable, (4.15]) implica (4.13]).

Excepto para el valor de la constante numérica c, la cota por arriba dada por M en
es 6ptima. Sea w = e2™/N 1a raiz primitiva N-ésima de la unidad. En el disco se toma la
sucesion

Z; =rw’, j=1,2,...,N.

Los dos parametros N y r < 1 serdn fijados después. El producto de Blaschke con ceros
zj es

ZN _ 7,‘N
B(z) = s — w5~
De (4.13) se tiene
) I
6 = mf(1— |[*)|B'()] = Nr¥ ' 55

Consideremos el problema de interpolacion
flz) =aj=w™.

Por el Corolario [1.2.9| este problema finito tiene una tnica funcién interpolante f de
norma minimal y

f(z) =mBi(z)

donde Bj es un producto de Blaschke con a lo sumo N — 1 ceros. Como
A ) PR
ZJ+1 = wzj, (Z]+1 =Ww (Z]

la unicidad implica que
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Entonces el conjunto de ceros de Bj(z) es invariante bajo la multiplicacién por w. Al
haber a lo sumo IV — 1 ceros, todos los ceros estdn en z =0, y

f(z) =mz”
con p < N — 1. Después de unas breves cuentas se tiene que

f(z) = 7NN

Haciendo tender r — 1y N — oo, donde m = '~ est4 fijada, se tiene que
5= N If 2) = 9]
por lo que para N grande
5> logm‘
m

Como consecuencia existen sucesiones interpolantes finitas tales que

M>m > %log %

(111) La expresién dice que )~ y;6.; es una medida de Carleson. La condicién (III), siendo
més geométrica, es en algunos casos mas tutil que (II). Se ponen dos ejemplos. Primero,
se supone que los puntos z; estdn posicionados en la linea horizontal {y; = y > 0}.
Entonces se cumple siempre y cuando la sucesion de los puntos sea separada. Por
lo que una sucesién horizontal es una sucesién interpolante si, y solo si, es separada.

En el segundo ejemplo, se supone que los puntos z; se sittian en la linea vertical {x = 0}.
Entonces (4.7) se cumple si, y solo si,

Y <Yk

Esta condicion se satisface si la sucesion es separada. Si los y; estdn acotados por arriba
y si los puntos estdn indexados de forma que y;41 < y;, entonces la condicién se cumple
si, y solo si, los puntos tienden al eje horizontal de forma exponencial:

M<04<1.

yi
Por tanto una sucesién vertical es una sucesién interpolante si, y solo si, es separada.
Por supuesto, no toda sucesion separada satisface (4.7). Una sucesién que solo cumple
(4.3) puede no ser una sucesiéon de Blaschke, podria tener subsucesiones que converjan
no tangencialmete a cada punto del eje real.
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Apéndice A

Miscelanea de resultados del
Analisis Matematico

Este anexo recoge una coleccién de resultados que se usan a lo largo de este Trabajo Fin
de Grado.

Proposiciéon A.0.1 (Desigualdad de Holder). Sea (X, M, 1) un espacio de medida. Sean p
y ¢ exponentes conjugados, p,q € (1,00). Si f, g son dos funciones medible en X no negativas,

[ ()" ()"

Teorema A.0.2 (de la convergencia monétona, de Lebesgue). Sea (X, M, i) un espacio
de medida. Sea {f,}5°; una sucesién de funciones medibles y no negativas tal que para cada
n €N

entonces

fn S fn+1-

Entonces la funcién definida casi siempre por f = lim fn es medible y li_)rn Ix fn=Jx [
n (0.] n o

Teorema A.0.3 (de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea (X, M, ;1) un espacio
de medida. Sea {f,}"2; una sucesién de funciones medibles K-valuadas en X tal que

f(x) = lim f,(z), paracada =€ X.

n—oo
Si existe g € 21 (i) tal que
|fn(x)| <cs g(z), paracada neN y z € X.

Entonces:

(1) f:X — K pertenece a .Z*(u).
(W) lim [y [fu — fldu = 0.

(111) Jim Jx fndp = Jx fdp.
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Teorema A.0.4 (del médulo maximo). Sean 2 un abierto conexo de C y f una funcién
holomorfa en (2. Entonces:

(1) Si |f| presenta un méximo local en un punto zp € €2, es decir, si existe un entorno V' de
zp con V C Qy de modo que |f(z0)| > |f(2)| para todo z € V, entonces f es constante
en (2.

(11) Se supone ademds que 2 es acotado y que f es continua en 2. Entonces, |f| alcanza
su maximo absoluto en la frontera de 2; es decir, existe un punto £ € Fr(Q2) tal que
[£(€)] = |f(2)| para todo z € Q.

Teorema A.0.5 (de Harnack, primera versién). Si una sucesién de funciones armonicas
en un dominio acotado € y continuas en €) converge uniformemente en 9€2, entonces converge
uniformemente en €2 a una funcién armoénica

Teorema A.0.6 (de Banach-Alaoglu). Sea 1 < p < oo y f, € LP una sucesién acotada.
Entonces existe una subsucesién débilmente convergente a f € LP.

Veamos el siguiente esquema para las convergencias en los espacios LP con 1 < p < oo:

Sucesion Subsucesion
acotada convergente
en L? débil en LP

Sucesién que | |Sucesion que
converge converge
fuerte en LP débil en L

Figura A.1: Convergencias de sucesiones en los espacios LP.

Teorema A.0.7 (de Montel). Una familia uniformemente acotada de funciones holomorfas
definidas en un subconjunto abierto de C es normal.
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