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1 Introduccion

La presente memoria trata de los métodos de extrapolacién para la aceleracién de la conver-
gencia de sucesiones escalares y vectoriales. Sus principales objetivos son:

1. Realizar un analisis de las principales familias de métodos de extrapolacién escalar y
vectorial. El estudio incluye aspectos de convergencia, estabilidad, implementacién e
ilustracién con ejemplos.

2. Proporcionar una cierta perspectiva de los diferentes ambitos de aplicacién de los
métodos, desde los clasicos (ya incorporados en los libros de texto) hasta los mds
actuales. Entre estos tltimos, y no pudiendo, por razones obvias, abarcar todas las
aplicaciones (véanse, en este sentido, las referencias [59, 18, 56]), nos centramos en el
uso de la extrapolacién para procesos de Markov y la aproximacién de soluciones
especiales de ecuaciones en derivadas parciales.

La memoria tiene la siguiente estructura.

El primer capitulo es introductorio y en él se presentan las ideas principales de la teoria
para la aceleracién de procesos secuenciales, asi como la ilustracion de las mismas, como ini-
ciacién, en métodos cldsicos como la aceleracion de Aitken y la extrapolacién de Richardson.

El capitulo 2 estd dedicado a la extrapolacién escalar. Tras la presentacion de algunos
conceptos bésicos, dividimos nuestro estudio en dos grandes familias de métodos: aquéllos
basados en el algoritmo de extrapolacién general (cuyo representante principal es la trans-
formacién de Shanks) y los métodos polinémicos y racionales, de los que destacaremos el
método de extrapolacién de Richardson polinémico y el algoritmo p. En todos los casos, el
andlisis seguird un mismo desarrollo: presentacién del método, discusiéon de aspectos de
convergencia y estabilidad e implementacién, con algunas aplicaciones clasicas. El capitulo
se cierra con un resumen de otros procedimientos de extrapolacién escalar y referencias al
lector interesado en profundizar en ellos.

La aceleracién de la convergencia para el caso vectorial se analiza en el capitulo 3. Tam-
bién aqui es posible distinguir dos tipos de procedimientos. El primer grupo procede de la
extension vectorial de los algoritmos de tipo ¢ escalares, entre los que destacan la generaliza-
cién del esquema de Wynn y el algoritmo topolégico de Brezinski. Otro punto de vista esta
fundamentado en la extrapolacién exacta para recurrencias lineales basadas en el polinomio
minimo asociado a una matriz. Dentro de este grupo, nos centraremos en el método del
polinomio minimo y en la extrapolaciéon de rango reducido. El andlisis tendra aqui elementos
similares al del caso escalar (presentacion, andlisis de convergencia e implementacién). La va-
riedad de contextos en los que la extrapolacién vectorial puede utilizarse (quiza algo menos
conocidos que los del caso escalar) queda en este capitulo representado por dos aplicaciones:
una estd asociada a procesos lineales de recurrencia con cadenas de Markov; en el segundo
caso se analiza el uso de extrapolacién vectorial en esquemas iterativos no lineales para la
aproximacion de soluciones especiales de ecuaciones en derivadas parciales.
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1.1. ELl problema de la extrapolacion

Los métodos de extrapolacion, objeto de estudio del presente trabajo, pueden utilizarse en
aquellos procesos secuenciales en Matematica Aplicada, escalares o vectoriales, que requieran
mejorar su rendimiento, bien mediante una aceleracién de su convergencia o bien, en caso de
divergencia, mediante su transformacién a procesos convergentes. Su dmbito de aplicacion es,
pues, muy amplio, abarcando diferentes tépicos en Mateméticas (con especial incidencia en
el Andlisis Numérico) y, consecuentemente, en la modelizacién. A modo ilustrativo, podemos
mencionar algunos:

= El tratamiento de series numéricas, incluyendo aspectos como la resolucién de ecuacio-
nes diferenciales por series de potencias, métodos asintéticos en teoria de perturbaciéon
o el fenémeno de Gibbs en el anélisis de Fourier.

= La mejora del rendimiento en la resolucion iterativa de sistemas lineales y no linea-
les, incluyendo el cémputo de autovalores, la aproximacién numérica de ecuaciones
diferenciales e integrales, o la implementaciéon de problemas de optimizacién.

Si bien la idea de extrapolacién estd siempre presente en la formulacién de los métodos
de aceleracién de la convergencia de procesos secuenciales, puede ser formativo mencionar
otros puntos de vista. El fundamental tiene que ver con el hecho de que la aceleracién es una
transformacion de una sucesiéon mads lenta (o simplemente divergente) en otra que converge
maés rdpidamente. (En el caso lineal, esto es conocido como proceso de sumacién.) Esta
perspectiva se encuentra en la base de la construccién de muchos métodos, a partir de la
busqueda de aquellas sucesiones que la transformacién convierte en sucesiones constantes
(el lamado ntcleo de la transformacién). Si tal constante tiene que ver con el limite (o, en el
caso divergente, lo que se denominaria antilimite) de la sucesién original, la aplicacién de la
transformacién a una sucesién que no esté en su nticleo generard al menos una aproximacién
a dicho valor. Esto sugiere la no existencia de una transformacion ‘universal’, que acelere
la convergencia de todas las sucesiones pero, al mismo tiempo, proporcione a la teoria el
dinamismo necesario para su desarrollo actual.

Estos dos puntos de vista (extrapolacién y transformacién de sucesiones) son los que se
utilizardn en el presente trabajo para abordar el estudio de los métodos de aceleracién de
convergencia. No hay que olvidar mencionar aqui, sin embargo, otros tépicos relacionados,
bajo los que puede estudiarse el problema. Tal es el caso de la aproximacién racional al
limite con aproximantes de Padé (de tipo escalar o vectorial), fracciones continuas o la teoria
generalizada de polinomios ortogonales, [18].

1.2. Ejemplos

Podemos ilustrar las ideas anteriores con los siguientes ejemplos.

1.2.1. Método A? de Aitken

Uno de los métodos de extrapolacion clésicos es el algoritmo A? propuesto por el matema-
tico neozelandés A. C. Aitken (1898-1967), [1]. Consideramos el operador A de diferencias
progresivas que para cada sucesién {S,,};7, genera la sucesién {AS;}2, con

ASp:=Sp41—-Sp, n20.
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El método A? de Aitken transforma {S,}22, en la sucesién {T,}32, con

(AS,)?
A2S, ’

T,=5,- n>0, (1.1)

donde A?S,, = A(AS,) = Spy2 —2S,41 +S.

En el capitulo 2 mencionaremos que el ntcleo de la transformacién (1.1) viene dado por
aquellas sucesiones {S; }- para las que existen A # 0,1y S de modo que

Sus1—S=A(Sy-S), n=0,1,...

0, explicitamente
S,=S+aA”, n=0,1,... (1.2)

con « arbitrario. (Recordemos que esto significa que T, = S si y solo si S, es de la forma (1.2).)
La aceleracion de convergencia que proporciona (1.1) estd basada en el siguiente resultado:

Teorema 1.1. Sea S € C tal que

. Sn+1 -S _
nlLIl;Io ( Sn _ S ) - /\/ (13)

con A £0,1. Entonces

Demostracién:

Seae,=S5,-5,n=0,1,... Utilizando la férmula (1.1) podemos escribir

2
€n€ni2 — €41

T,-S = .
n+2 = 2€p41 + €
Entonces, operando, se tiene
T,-S B Ay
S.-S B,
con
Cn+l (en+2 _ 1) _ (€n+1 _ 1)
€2 Cpyl €n \€ni1 en
A'rl = - 7 Bi’l = e 1 .
€n+1 €n n+
(7]

Se obtiene el resultado pasando al limite 7 — oo y usando (1.3) de manera que

(A-1)?

lim A, =0, lim B, =

n—oo n—oo

#0. O
Algunos comentarios sobre el teorema 1.1 son los siguientes:

= La hipétesis (1.3) justifica la formula (1.1) en el sentido siguiente: (1.3) implica que
para n grande

Sn+1 -S ~ A, Sn+2 )

~ A,
Sn—5 Sn+1_S
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de manera que (S,41 —S)? ~ (Sps2 - S) (Si — S). Esto nos lleva a que

S N Sn+2 Si’l - Si*—l _ Sn _ (Asn)z _ Sn _ (ASn)z
Sn+2=2S5u411+Sn Sn+2=28u41+5n A?S,

:Tn.

= En el teorema 1.1 no se supone que {S,};°, converge hacia S. En el caso de que
S = limy .o Sy, €l teorema afirma entonces que {T}};, converge también hacia S y
mas rdpidamente.

Para ilustrar estos puntos, podemos considerar el siguiente ejemplo elemental, [42]. La
sucesion

1 _
So= E’ Spr1=¢ Sn, n=0,1,..., (14)

aproxima, mediante la iteracién de punto fijo, la solucién de la ecuacién x = e7*, véase la

figura 1.1. Tanto la existencia de dicha solucién como la convergencia de (1.4) hacia ella estdn

—e
0.8 ——G(x)=e™ 0.569 | ——G(x)=e™
0.6 <7 0.568 |
/ \ ‘/

0.4 0.567
0.2 0.566 -
0 0.565
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.565 0.566 0.567 0.568 0.569 0.57

(@) (b)

Figura 1.1: Representacién conjunta de las funciones F(x) = x y G(x) =e™".

(a) Grafico de telarafia para Sy; (b) gréfico de telarafia para T, dado por (1.1).

garantizadas por los cldsicos teoremas de punto fijo. La segunda columna de la tabla 1.1
proporciona los primeros valores de la sucesién (1.4). Un mayor avance en la iteracién sugiere
tomar S = 0.567143290 como valor aproximado del limite S. Ello permite generar la tercera
columna, donde el signo de los errores refleja el comportamiento de los iterantes en torno a
S, ilustrado en el gréfico de telarafia de la figura 1.1(a). Por Gltimo, la sucesién de la cuarta
columna converge a un valor de A (cf. Teorema 1.1) cercano a -S ~ G’(S).

Por su parte, la tabla 1.2 proporciona los resultados asociados a la sucesién {T;},2,. La
aceleracion de la convergencia se observa comparando las terceras columnas de ambas tablas
(notese el decrecimiento monétono de los errores en la tabla 1.2, véase figura 1.1(b)). En el
capitulo 2 volveremos a este ejemplo para un dltimo comentario referido a la tltima columna
de la tabla 1.2.

1.2.2. Extrapolacion de Richardson

Tal y como se menciona en [18], la teoria moderna de transformaciéon de sucesiones para
acelerar la convergencia tiene sus origenes en el método de Aitken y en el de Richardson
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n S en=5,-5 Ay =2
en-1

o 5e-01 -6.7143289999999967€-02

1 | 6.0653065971263342e-01 | 3.9387369712633458e-02 | -5.8661661817038568e-01
2 | 5.4523921189260505€-01 | -2.1904078107394920e-02 | -5.5611934148446607e-01
3 | 5.7970309487806826e-01 | 1.2559804878068292e-02 | -5.7340029635066192e-01
4 | 5.6006462793890188e-01 | -7.0786620610980844€-03 | -5.6359649929424604€-01
5 | 5.7117214897721513e-01 | 4.0288589772151662€-03 | -5.6915543395642554€-01
6 | 5.6486294698032347e-01 | -2.2803430196765007€-03 | -5.6600219381536221€-01
7 | 5.6843804757006622e-01 | 1.2947575700662517€-03 | -5.6779070468526771e-01
8 | 5.6640945274692078e-01 | -7.3383725307918368e-04 | -5.6677579652354060€e-01
9 | 5.6755963426224243€-01 | 4.1634426224246290e-04 | -5.6735231210391801e-01
10 | 5.6690721293547142€-01 | -2.3607706452855037€-04 | -5.6702370114822953€e-01

aproximadamente S = 0.567143290.

S

Ty

E,=T,-S

Eu

A, =
! Ena

5.67252038878968e-01
5.67178136754967e-01
5.67154521727493€-01
5.67146898664407e-01
5.67144451783966e-01
5.67143663825010e-01
5.67143410545212€-01
5.67143329046794€-01
5.67143302838298e-01
5.67143294407277€e-01

O OoN U1~ W N RO

=
o

5.67143291695612€-01

1.08748878968168e-04
3.48467549667886e-05
1.12317274933993€-05
3.60866440751728e-06
1.16178396569744€-06
3.73825010058226e-07
1.20545211701462e-07
3.90467941313588e-08
1.28382983133335€e-08
4.40727698780563€e-09
1.69561231722071€-09

3.204332338633913€-01
3-223177453425412€-01
3.212920193833083€e-01
3.219429225054296€-01
3.217680920857028e-01
3.224642772902907€-01
3.239182509219931€-01
3.287926345539070€-01
3.432913677686050e-01
3.847301456006166€-01

Tabla 1.1: Convergencia de la iteracion del método de punto fijo (1.4). El valor del limite es

Tabla 1.2: Convergencia de la sucesién {T; }2 obtenida con el método A? de Aitken (1.1).
El valor del limite es aproximadamente S = 0.567143290.

(1881-1953), [47]. En el segundo caso, el método de extrapolaciéon puede formularse de
varias maneras. Aqui adoptaremos la utilizada en [56]. En muchas situaciones, la sucesién a
extrapolar procede de evaluar una funcién s

para cierta sucesion {h;}

(o)
n=0’

S = 5(hn)

lims(h)=S = lim S, =S.
h—0 n—oo

que decrece hacia cero, y de manera que

Supongamos que s admite un desarrollo, para h suficientemente pequerio, de la forma

!
s(h) =S+ axh®,
k=1

(1.5)
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con ciertos coeficientes a; y exponentes oy + 0, tales que h% > h%+1, k > 1. Dado w € (0,1),
utilizando (1.5) podemos escribir, si h' = wh,

(%51 l
s(h) ~ws(h) _ g, 3~ arper, (1.6)

R(K',h) = o
k=2

con a; = . Observemos que, con respecto a (1.5), la funcién dada por (1.6)
mejora la aproximacién a S al eliminar el primer término a141. Por otro lado, la funcién
R en (1.6) tiene un desarrollo similar al de (1.5), de forma que el procedimiento de mejora
puede aplicarse a R para ir eliminando las potencias dominantes h% de forma sucesiva. Ello

sugiere la siguiente formulacién del proceso: dado Rg(h) = s(h), generamos las funciones

_ Ro(wh) -t Ro(h)

Rl(h/ w) 1—wo ’
_ 7n
R (hw) = X102 wl) o A (1.7)

que van eliminando sucesivamente las potencias en h°, n > 2. La recurrencia (1.7) permite
ademads, al menos en teorfa, extender la aplicacién del procedimiento para el caso de funciones
s en las que (1.5) se sustituye por un desarrollo asint6tico

s(h) ~S+> axh®™, hlO0, (1.8)
k=1
en el sentido de que para !/ >1
l
s(h) =S+ agh®™ +o(h”+1), h|O0. (1.9)
k=1

La formulacién (1.7) es la base de la extrapolacién de Richardson. Fijado w € (0,1) y hy, sean
By =how™, m=0,1,..., de modo que S, =s(hy;), m > 0. Se tiene entonces el algoritmo:

1. Se define R\ = Ro(hj) = S}, j=0,1,...,

2. dado C,, = w", calculamos

(j+1) (7
Rn]—1 -Cu Rn]—1

()
R =
" 1-Cy, ’

j=0,1,...,n, nx1.

Las aproximaciones a S dadas por los R,(f ) suelen disponerse en forma matricial con la

llamada Tabla de Romberg, donde los elementos R,(qj ) se disponen segtin la estructura de tres
términos 0
]
Rn—l
N
- ,
RE[]_‘*’] ) N RE[] )
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(cf. tabla 1.3). Alternativamente, podemos usar la estructura

) )]
Rn—l - R”]
Ve
G+1)
Rn—l

generando en este caso una tabla de Romberg donde el elemento R,Sj ) se dispone en la
posicioén (j,n).

n=0 n=1 n=2 n=3
0
R
N
1 0
R(() ) — Rg )
N N
2 1 0
R -~ RM L RO
N N N
(3) (2) (1) (0)
RQ - Rl' - Rg - R3.

Tabla 1.3: Tabla de Romberg.

Richardson fue pionero en el uso de la extrapolacién para acelerar la convergencia en
sucesiones, una idea en principio diferente (si bien, como veremos, relacionada) a la basada en
el concepto de transformacién de sucesiones y su ntcleo, iniciada por Aitken y desarrollada
mads adelante por Shanks (1917-1996), Wynn (1931-2017) y otros. La aplicacién especifica de
la extrapolacién de Richardson requiere entonces resolver algunos aspectos como:

1. La adaptacion del problema a la formulacién (1.5) o, més generalmente, (1.8)-(1.9).

2. Los elementos necesarios del algoritmo (como los términos C,) frente a otros, tipica-
mente artificiales (como la sucesién {h]-}]‘-’jl).

3. La visualizacién de la aceleracion de la convergencia en la Tabla de Romberg.

Podemos también, como se hizo en el primer ejemplo, ilustrar esta presentacién del mé-
todo de Richardson con un problema elemental, [56], para acelerar la convergencia de la
aproximacién a la derivada de una funcién f en un punto xy mediante la férmula basada en
diferencias centradas

h) - -h
fl(xo)zf(xo-’_ ) f(xo )’ h>0
2h
Para adaptar este caso a la descripcién anterior, definimos

S(h) — f(xo +h)2_hf(x0 _h), S :f,(x())'

El desarrollo requerido para s(/) procede aqui del teorema de Taylor. Sea I > 0 y supongamos

que f es de clase C?*3 en un entorno de xo. Entonces, para | 0, podemos escribir,
s(h) = ZI: Lf”” (x0) + O(H*'*?)
=0 (2j+1)!
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que es un desarrollo de la forma (1.9) con

B f2k+1) (xo)

- o =2k,
SOV N

k=1,...,L

Estamos entonces en condiciones de aplicar la extrapolacién de Richardson a nuestro
problema. Un valor tipico para generar la tabla de Romberg es w = 1/2 (de manera que
Cn =1/4"), [50]. La visualizacién de la convergencia del proceso para f(x) =2vV1+x, x9 =0,
viene dada en la tabla 1.4 (donde, en el paso 1 del algoritmo, se ha tomado /g = 1). La tabla
muestra los errores en la diferenciacién numérica correspondientes a los valores de la tabla
de Romberg y el valor exacto S = f/(0) = 1. Tipicamente, la aceleracién de la convergencia

3.527618e-02

8.034340e-03 | 1.046274e-03

1.966601e-03
4.891176€-04
1.221225€-04
3.052084€e-05

5-597903€-05
3.376709e-06
2.092182e-07
1.304791e-08

1.004061e-05
1.301127€-07
1.947856€e-09
3.010703e-11

2.719678e-08
8.650614€-11
3.334000e-13

1.980860e-11
4.662937e-15

1.465494€-14

Tabla 1.4: Errores de la diferenciacién numérica de f(x) =2+v1+x

proporcionada por el método y a partir de la sucesion original (primera columna de la tabla
de Romberg) puede observarse de dos formas: por columnas (la sucesién de una columna
converge mds rapidamente que la de la columna anterior y mds lentamente que la de la
columna siguiente) o bien por diagonales (los errores de una sucesién diagonal son menores
que los de la anterior). Ademads, en general, la aceleracién dada por las diagonales es mayor
que la de las columnas. Discutiremos estos aspectos de convergencia en el capitulo 2.

1.2.3. Extrapolacion vectorial

El desarrollo natural de la teorfa llevo a la extension de la extrapolacién a procesos vectoriales
a partir de la generalizacién al caso vectorial del algoritmo € de Wynn [72], continuado por
la variante propuesta por Brezinski, [13, 15, 70] y los llamados métodos polinémicos [60, 59].
Completamos la introduccién con una descripcién basica de uno de estos tltimos, el llamado
método de extrapolacién de polinomio minimo (MPE), que serd desarrollada con més detalle
en el capitulo 3.
Supongamos que el sistema lineal N x N
Ax=D (1.10)
admite una solucién tnica x = S, y que podemos reescribir (1.10) en forma de sistema de
punto fijo

x=Tx+d, (1.11)

para cierto término independiente d y cierta matriz T que no tiene a A =1 como autovalor. A
partir de un vector inicial Sy generamos la sucesién
Smi1=TSm +d,

m=0,1,..., (1.12)
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que convergerd hacia S siempre que el radio espectral de T sea menor que uno, mientras
que en el caso de divergencia, el vector S tiene el papel de antilimite de la sucesion {S;} 1,
(véase el capitulo 2). Observemos que de (1.11), (1.12) se tiene que, si & = Sy — S

eme1=Tem, m=0,1,...

Por otro lado para todo i,n '
T'ey = €,4i. (1.13)

Sea

N .
P(z)=>piz', pn=1,
i

el polinomio caracteristico de T. Como, por el teorema de Cayley-Hamilton, es p(T) =0, se
tiene en particular que p(T)e, =0, lo que, utilizando (1.13), implica que

N N N N
0= piT'en = pi€n+i = Y, PiSn+i =S Y. Pir
=0 i 0

i=0
N
y como A =1 no es autovalor de T, entonces p(1) = p; # 0, de modo que
i=0
N
Z Pi5n+i
=0
S= —_— (1.14)
> pi
i=0

para n arbitrario. Definiendo,

pi=l, i=0,..,N,
> P
j=0

entonces la férmula (1.14) puede reescribirse como

Mz

N
S=> PiSusi, . Pi=1 (1.15)
; i=0

1

Il
[=]

De este modo, el proceso alcanzaria, teéricamente, la solucién S mediante (1.15) y conocidos
los coeficientes p; del polinomio caracteristico. (En la descripcién del capitulo 3 se utilizara
otro polinomio).

La determinacién de los p; puede hacerse de forma relativamente eficiente del siguiente
modo. Definimos la sucesion {u; };2, con uy = ASy, m =0,1,... De (1.12) se tiene de nuevo
la propiedad

Tiu}’l = Un+is

para n,i arbitrarios. Como p(T)u, =0y py =1, entonces
N-

Z Pitlnsi = —Un+N- (1.16)

1=!

iy



1 Introduccion

De esta manera, los coeficientes py,...,pn-1 pueden calcularse como solucién del siste-
ma (1.16) para N valores n=0,1,...,N-1.

El procedimiento asi descrito para calcular S exactamente no es aplicable en la practica si
N es muy grande. (No tiene mucho sentido, por ejemplo, intentar resolver un sistema lineal
como (1.10) a partir de otro, (1.16), del mismo tamafio y sin, a priori, ser méas sencillo.) El
argumento puede, sin embargo, utilizarse para construir un método de aproximacién a S.
Elegimos K mucho menor que el tamafio N del sistema y calculamos coeficientes cy, ..., cx-1
a partir de un sistema del tipo (1.16)

K-1
Z Cilpti = ~Un+K, (1.17)
i=0

que se resuelve, en general, en el sentido de minimos cuadrados. Obtenidos cy,...,cx-1,
fijamos cx = 1 y definimos

Vi= i=0,...,K, (1.18)
26
j=0
K
siempre que )’ c¢; # 0. El argumento anterior, que nos llev6 a (1.15), hace razonable pensar
=0
que
K
SuK =Y. ViSn+is (1.19)
i=0

es una aproximacién a S.
Como ilustracién elemental podemos considerar el sistema (1.10) presentado en [60] con

2 1 3 4
|1 =31 5 ) T
A= 31 6 -2l b=(10,4,8,6)", (1.20)
4 5 -2 -1

de modo que S = (1,1, 1,1)T. En (1.12), T sera en este caso la matriz del método de Gauss-
Seidel aplicado a (1.20), es decir

T=-(L+D)'U, d=(L+D)'p

siendo A=L+D+U, con

00 0 O 2 0 0 O 013 4
10 0 O 0 -3 0 0 001 5
L= 31 0 o} D= 0 0 6 0} = 000 -2
4 5 20 0 0 0 -1 000 O
Puede comprobarse que los autovalores de T son

A1 = A = —2.3500 £2.0506i, Az =-0.0228, A4=0,

por lo que (1.12) no es convergente. Tomemos K = 2 e implementemos el procedimiento (1.17)-
(1.19). Para diferentes valores de 7, el error S, o — S en norma del méximo se muestra en la

10
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tabla 1.5.

n | T — x| o

7.2010€-03
1.6448e-04
3.7581e-06
8.5866e-08
1.9623e-09
4.2519e-11
5.6843e-12

N U~ W N R

Tabla 1.5: Errores en norma del méximo para el método (1.17)-(1.19) con K = 2 y el siste-
ma (1.20).

Observamos que, a diferencia de la sucesion original {S,}:°, dada por (1.12), la transfor-
mada {S,5};°, converge a la solucién S.
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2 Extrapolacion escalar

El presente capitulo estd dedicado a los métodos de extrapolacién para procesos secuencia-
les escalares. Se divide en cuatro secciones. La primera es introductoria; presenta algunas
definiciones y elementos bésicos de la teoria, que utilizaremos a lo largo del capitulo y que
tendrdn una extensién natural al tratar la extrapolacion vectorial del capitulo 3.

Como ya se mencioné anteriormente, no es posible un analisis exhaustivo de toda la meto-
dologia presente en la literatura para la extrapolacién escalar. Se ha optado entonces por una
estructura alternativa, consistente en la descripcién de dos grandes familias de métodos (que,
como veremos, contienen aspectos comunes) junto con el andlisis de sus representantes mas
utilizados en las aplicaciones. De esta manera, dedicamos la segunda seccién al algoritmo
de extrapolacién general, destacando aqui la llamada transformacién de y el algoritmo ¢,
mientras que la seccién 2.3 se ocupa de los métodos polinédmicos y racionales, destacan-
do aqui el método de extrapolacién de Richardson polinémico y el algoritmo p. Ambas
secciones siguen una distribucién similar, basada en una presentacién, un andlisis de conver-
gencia, la implementacién y algunas aplicaciones. Por tdltimo, cerraremos el capitulo con la
seccion 2.4, donde resumimos otros procedimientos de extrapolacién escalar de relevancia,
surgidos a partir de la btiisqueda de una mejora en el rendimiento de los métodos de las
secciones anteriores, bien en aspectos tedricos de convergencia, bien por motivos de eficiencia
computacional.

Si bien la mayor parte de los resultados son vélidos para el caso complejo (lo que permite
su utilizacién en importantes aplicaciones, como la aceleracién de la convergencia en series
de Fourier) en este capitulo (y en el siguiente) consideraremos, por sencillez, sucesiones
reales {S;}2,.

2.1. Introduccion

2.1.1. Algunos tipos de convergencia

Como se mencioné en la introduccién, no es esperable conseguir una transformacién que
acelere la convergencia de todas las sucesiones. En la seccién 2.1.2 veremos que la estrate-
gia suele pasar por adaptar el método de extrapolacién al tipo de sucesién a transformar,
utilizando el concepto de ntcleo. Por ello, destacamos en primer lugar varias formas de
convergencia de sucesiones de uso comtin en la construccién y andlisis de los esquemas de
aceleracion.

Definicion 2.1. Sea {S;},-, una sucesién real y S € R, tales que

Sp+1-S
— 1- n+1 )
0= lim (7871 —5 )

es finito. Entonces,

= si0<|p| <1, se dice que {S,};2, converge linealmente,

13



2 Extrapolacion escalar

= sip =1, se dice que la convergencia es logaritmica,
= sip =0, se dice que la convergencia es hiperlineal,
= cuando |p| > 1, se dice que la sucesién es divergente.

Ejemplo 2.1. Un ejemplo clasico de convergencia lineal viene dada por la sucesiéon de sumas
parciales de una serie geométrica

n 1-A A
Su=Y, A= = -2, A<, .
I T it T e AR @1
1 -
con S = e Entonces p = limy 0 5’51:117_55 = A
Mas generalmente, sucesiones de la forma

m
Su=S+A" Y w7k, (2.2)

k=0

con0< Al <1, 0eR, me NU{0}, ag # 0, tienen convergencia lineal pues

Sus1=S A“O(” +1D)7+ - +ay(n+1)7"

S-S aon? + -+ qyno M

1 -
Asi, por ejemplo, la sucesién (2.1) es de la forma (2.2) con S = T2 m=0c=0,a9= -1
La aproximacién (2.2) puede sustituirse por un desarrollo asintético

Su~S+A" S "k, o,
k=0
en el sentido de que para todo m > 1
m
Su=S+A" Y " F 4+ Om7 " D), y o o,
k=0
Ejemplo 2.2. Asimismo, sucesiones de la forma
o k
Sn=S5+Y an’", (2.3)
k=0
conwg#0,0+40,1,...,m, 0, mds generalmente
Sp~S+ szkn”_k, c#0,1,2,...,
k=0
son ejemplos de convergencia logaritmica.

Ejemplo 2.3. Por dltimo, las llamadas sucesiones factoriales

Sy = |)r Z an’” (2.4)

14



2.1 Introduccion

con ag # 0, ¥ € N, (0 aquéllas que asintéticamente se comportan como (2.4) cuando n — o)
ilustran la convergencia hiperlineal.

En algunas ocasiones, los métodos de extrapolacién pueden transformar sucesiones diver-
gentes en convergentes. Ello motiva el concepto de antilimite. Por ejemplo, la sucesiéon de

sumas parciales de la serie geométrica (2.1) diverge cuando |A| > 1, mientras que S = -

se denominaria el

1
tiene sentido para todo A con A # 1. Asi, en el caso divergente, S = 1

antilimite de la sucesion {S;},2,. Sin embargo, la aceleracion generada por el método de
Aitken para (2.1) satisface,

2 n+l1 n+1\2
(AS)* 1AM 1 g Ail,

T,=S, - = = =
n=Sn A2S, " 1-A 1-A AML(1-A) 1-A

es decir, es exacta para S, transformando asi el proceso divergente de S, en convergente.

2.1.2. Métodos de extrapolacion

Definicién 2.2. Sea | un entero no negativo. Un método de extrapolaciéon (o aceleracion)
escalar es una transformacién ¢ : R”*! - R que, a partir de cualquier sucesién {S,}% o
genera la sucesién transformada {T,};2, con

Ty =¢(Sn, Sustr---)Sust), n=0,1,2,...

El entero [ se llama orden de la transformacion.

Algunas variantes de la definicién, que aparecen en la literatura y que se utilizardn en este
trabajo, son las siguientes:

1. La extrapolaciéon puede escribirse también como, [56]

1
Ty = 47(571/ coosSpa1) = Z 00,iSn+is (2.5)
i=0

con coeficientes 0, ; = 8, ;(S,) que, en general, dependen de {S; },2,, pero que satisfacen

N

)
o

9n,i =1. (26)

2. En algunos casos, [70], la transformacién se genera a partir de una recurrencia con

doble indice
T = (S, Sunt)

conk>0,1=1Ik)y Tén) = S,. El indice k es una medida de la complejidad de la
transformacién. Los términos de la nueva sucesién suelen disponerse en forma de
tabla (cf. ejemplo 1.2.2)

O 7O 1
(1) 1 1
I Tf) T,%).
() (n) ()
," T, ... Ty

15



2 Extrapolacion escalar

oo

Definicién 2.3. Sea {S;},-, una sucesion escalar. Sea {T,},° la sucesién obtenida mediante
un método de extrapolacion a partir de {S,};°,. Supongamos que S = lim;, .o Ty y, si existe
lim;, .« Sy, entonces es igual a S. Se dice que {T}, },>, converge mas rapidamente que {S;, },2

si
T,-S

n

lim

n—oo

o

T, -

El término R, = 5 ‘ se llama factor de aceleracion de {T,};2,.

n

Antes vimos que el método de Aitken alcanzaba exactamente el valor S para la suce-
sion (2.1). El concepto se formaliza en la siguiente definicién.

Definicién 2.4. Supongamos que S es el limite o antilimite de una sucesién {S;,},2,. Se dice
que el método de extrapolacion ¢ es exacto para la sucesion {S; } 2, si existe ng tal que para
todo n > ny,

¢(Sn,--.,Sns1) = S.

Aquellas sucesiones exactas para ¢ constituyen lo que se llama el nticleo de la transformacion.

Si bien la aplicacién ¢ que define un método de extrapolacion es, en general, no lineal, una
propiedad deseable es la casi-linealidad o invariancia por traslaciones:

Pplaxg+pB,...,ax;+B) =ap(xg,...,x;)+B, a,peR, x= (xo,...,xl)T e R, (2.7)

Algunas hipétesis sobre ¢ pueden servir para identificar la propiedad (2.7). Por ejemplo, la
siguiente condicién suficiente utiliza la formulacién (2.5)-(2.6), [56].

Proposicién 2.1. Sea ¢ un método de extrapolacion definido por (2.5)-(2.6) y verificando que los
coeficientes 8, ; son funciones homogéneas de grado cero de las diferencias

On,i = On,i(ASm).
Entonces ¢ satisface (2.7).
Observemos que si ¢ es diferenciable, la condicién (2.7) implica que
<x,Vop(x)>=¢(x), <e VP(x)>=1, (2.8)

donde < -,- > denota el producto escalar euclideo en R'*! y e ¢ R*! es el vector con todas sus
componentes iguales a uno. Asf, la primera igualdad (2.8) permite identificar los coeficientes
6, en (2.5) como

d .
en,iz aii(sn/“-/s;ﬁl)/ 1 :0/-”/l/ (29)
mientras que (2.6) corresponde a la segunda condicién de (2.8).

Ejemplo 2.4. El método de Aitken puede escribirse en la forma (2.5)-(2.6) con

ASn+1 0 1 -ASy
n

Tw=04050+0,15041, Ono= ——"—"2, TAC . _AC’
n = Un00n +Up19n+1 n,0 AS,.1 - AS, , AS,.1 - ASy

(2.10)

y, aplicando la proposicién 2.1, se tiene que (2.10) satisface la propiedad (2.7).
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2.1 Introduccion

Estabilidad
Ademéds del concepto de convergencia, la extrapolacion, como todo proceso numérico, requie-
re formalizar la idea de estabilidad. Su motivacién puede venir de nuevo del caso diferencia-
ble. Observemos que si la sucesién a extrapolar {S,};2, es calculada computacionalmente
como {5,}%2, con

Su=Sp+en, |en<e,

para ¢ > 0, entonces la extrapolacién se calcula como

« < 9
Ty = ¢(Sn/~-‘15n+l) = ¢(Snr-"rsn+l) +z€i£(sn/‘-‘rsn+l) +O(€2)
i=0 4

L 0p 2
Tu+ > €i=—(Sn,...,Sps1) + O(€7).
0 0%

Por tanto,

!
Tn|<ez ('b(Sn, o Sua) |+ O(ED).
i=0

De este modo, el control de la extrapolacién debe incorporar el término

1

23

i=0

d
4) (Snr /Sn+l)

1
= Z |9n,i|-
i=0

Definicién 2.5 ([56]). Se dice que el método de extrapolacién (2.5)-(2.6) es estable para la
sucesion {S, };2, si

1
suply <oo, Ty ::Z|9 i
o :

En otro caso, se dice que es inestable.
Observamos que, a partir de (2.6),
1

2,6

i=0

d=1=Tu>1, vn

1
10, >
i=0

La definicién implica que la estabilidad del algoritmo depende también de la sucesion
{Sn};2, a extrapolar. Por ejemplo, en el caso del, método de Aitken, de (2.10) tenemos

1+ |gul _ASu

Ir,=10 0,1| = , = .
n | n,0|+| n,1| |1_gn| n AS”

Asi, para la sucesion de sumas parciales de la serie geométrica (2.1), se tiene que g, = A para
todo n, luego

1+|gnl 1+A|

T=gul ~[1=Al

Y el método es estable, si bien I'; puede ser grande cuando A esta muy cerca de 1. Por otro
lado, para la sucesién

I, =

i (j+1

17



2 Extrapolacion escalar

n+2
+3

2
se tiene que g, = ( ) y como limy .. gn = 1, el método de Aitken no es estable para la

sucesion {S; },2-

Reglas de construccion

Como ya se mencioné anteriormente, el concepto de sucesién exacta puede utilizarse para la
construccién de métodos de extrapolacion, [70], a partir de las reglas siguientes:

1. Se considera una sucesién modelo de la forma
S, =S+R,, (2.11)

donde {R, noo- llamada sucesion de restos, determina la formulacién del método. Se
supone que {R;} 2, admite una estructura como producto término a término de dos

sucesiones {wy } ;> y {zn } =g, €s decir R, = wyz,, n>0.

2. Supongamos que encontramos una aplicacién lineal ¢, que anule z,, es decir ¢(z,) = 0.
Esto implica que

g @(gn/wn)
(ﬁ(l/wn) '
Entonces, (~ )
N ) ¢ (Snfwy B
R O R

es decir, la aplicacién ¢ es exacta para {S,}°2.

3. La representacién de la férmula del método de extrapolacion se obtiene en la practica
sustituyendo {S,};2, por una sucesién genérica {S, },-, a transformar

_ $(Sn/wn)
$(1/wn)
La manera en la que aparece esta ultima expresion puede ser diferente: de forma

explicita, como solucién de un sistema lineal o no lineal, etc., todo con respecto a la
sucesién original {S;}:°, que debe extrapolarse.

Ty = ¢(Sn,wn)

La estructura concreta de los factores z,, y w, es diversa. En general, se busca cierta sencillez
en la formulacién que permita una implementacion eficiente y estimaciones del error para la
convergencia. Una manera tipica de conseguir esto consiste en escribir

m
Rn:wnZij]-(n), n=0,1,..., (2.12)
i=0

de modo que z, es combinacion lineal de ciertas funciones f;, j = 0,...,m, para las que puede
encontrarse una aplicacion ¢ que anule R, /w, de forma sencilla. Los coeficientes C j suelen
ser variables auxiliares y no juegan un papel relevante en la construccién del método de
extrapolacién. Una vez elegidas las funciones f;, la formulacién se completa con la elecciéon
de la sucesién wy, con el objetivo de facilitar la basqueda de estimaciones del error.
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2.2 El algoritmo de extrapolacion general (GEA) y la transformacion de Shanks

2.2. El algoritmo de extrapolacion general (GEA) y la
transformacion de Shanks

Las reglas anteriores constituyen la base del método mds general de extrapolacién, o método
GEA, introducido por Havie, [32] y Brezinski, [14].

Utilizando (2.12) y eligiendo w;, = 1 para todo 7, la sucesién modelo (2.11) es de la forma
B k

Sn=5+>Cifi(n), n=0,1,... (2.13)
j=1

Para k fijo y funciones ]"j(n), j=1,...,k, arbitrarias pero conocidas, la férmula (2.13) determi-
na un sistema lineal de k + 1 ecuaciones para las incégnitas S, Cy, ..., Cy,

Su = S+Cifi(n)+---+Cifi(n),

Sps1 = S+Cifiln+1)+---+Crfr(n+1),

Snsk = S+Cifi(n+k)+--+Crfr(n+k),

del cual, suponiendo que tiene solucién tnica, obtenemos mediante las férmulas de Cramer,

0 B A N AT

Sn'+1 fl(n.+1) fz(n'+l) fk(n.+1)
NSw AtivR) flnvk) L filnek)

U A f) e fln) |

L AGD) fliel) o flne)
1 A(n+k) fr(nek) ... fuln+k)

Siguiendo las reglas de construccion anteriores, tenemos la férmula general de extrapolacién
de una sucesioén {S;}72:

Sn f1(1’l) fz(ﬂ) fk(n)

Sn.“ fl(n.+1) fz(n.+1) fk(n.+1)

o ASek AR SR . fln+R)
T=BE) = T A . f (214

? fl(n.+1) fz(n.+1) fk(n.+1)
1 Ak fotnek) ... fun+k)

Conviene destacar que el cardcter general de la transformacién (2.14) viene determinado por
la libertad de eleccion de las funciones f; y el orden k. Asi, gran parte de los métodos clasicos
de extrapolacién escalar se pueden formular como (2.14) utilizando convenientes funciones
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2 Extrapolacion escalar

base, véase [32]. Por ejemplo, sik =1y f1(n) = AS;, se tiene

Sy AS,
Sn+1 ASn+1 A5n+1 AS,
E{(S,) = = S, - S,
T AS,, NS, —ASy " AS,—-AS, "
1 ASp

que es el método de Aitken.

Este cardcter general puede, sin embargo, ser un inconveniente para la implementacién
y el andlisis de convergencia. Muchos métodos se formulan siguiendo otros caminos que
permiten disefiar una programacién mads eficiente y analizar la convergencia de forma mas
directa. La comprobacién de que los métodos pueden formularse como (2.14) suele venir
a posteriori. El ejemplo mads claro de esta situacién es la transformacién de Shanks, como
veremos maés adelante.

El algoritmo de implementacién de (2.14), llamado E-algoritmo, [32], debe su construc-
cién a la busqueda de procedimientos para computar Ex(S;) sin utilizar determinantes. Su
formulacién es la siguiente:

Eén):Sn; é,?):fi(n), i=1,2,..., n=0,1,... (2.15)

Parak=1,2,...,m=0,1,...

(n) c(n+1) _ p(n+1) (n)
Ekn n _Ekf fn

() Fk-1k-1k 1 Jr-1k
Ek - (n+1) (n) ’ (2.16)

k-1k ~ Jk-1k

donde
- fk(") k(”+11() _ k(ﬂ;rl)fk(n)k

n -1,i/ k-1, -1, Jk-1, ,

fk,i = (n+1) _ (n) , i=k+1Lk+2,..., (2.17)
k-1,k k-1,k

con k(?) =0,sik>1i.

Observemos que, conocidos los coeficientes (2.17), la férmula (2.16) para E,E") involucra

EIEQ, Eéf;l), lo que permite disponerla en la forma de la tabla 2.1, donde el subindice k
0 0 0 0
EP-s0 - E” - EY - ..~ E
2 7 2 2
(1 _ 1) 1)
Ey’ =5 - E - E - ) )
bV A A E1 - E
- — v

B E}En;l)
E(()n—l) =S, - Egn—l)

7
E{Y =,

Tabla 2.1: Tabla del E-algoritmo y esquema de generacion.

recorre las columnas y el superindice 7 las filas. Las flechas indican el orden de generacién
de la tabla y a la derecha se dispone la ‘molécula’ computacional derivada de (2.16). La
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2.2 El algoritmo de extrapolacion general (GEA) y la transformacion de Shanks

identificacién con (2.14) viene dada por el siguiente resultado, [32].

1 1
E(”) (n+1) _ EIET"' )f(”)

. . . . (n) _ “k=1Jk-1k 1 Jk-1k 3 (n) _
Proposicién 2.2. Si se define Ek = D00 ,k,n=20,1,..., entonces Ek =
k-1,k ~ Jk-1k
Ek(sn)~
Demostracién:

En la prueba se empleara la identidad de Sylvester, [67]: Dada C una matriz cuadrada, se
denota por C;j la submatriz de C que se obtiene eliminando la fila i y la columna j y por Cyy jir a la
submatriz de C que se obtiene eliminando las filas i, i" y las columnas j, j', i # ', j # j'. Entonces si
|-| representa el determinante de la correspondiente matriz se tiene que

ICl|Ciir jj| = |Cijl |Cirje| = |Cijr] |Cir.
Para simplificar la notacién, identificamos cada determinante por el primer elemento de
cada columna. Asi, escribimos (2.14) como

_ISufi(n) .. ()]

B0 = ) fem)] (218)
Definimos, paran =0,1,...
() _ ¢ o _ fimh() . fim)]
80, = fi(n), Shi = 1f(n).. f(n)] i=k+1,k+2,... (2.19)

Vamos primero a demostrar que g,(qni) = k(';) con fk(:'

sobre k. Para k = 0, se tiene, por (2.15),

) dado por (2.17), utilizando induccién
&= fimy = £, n=01,...

Supongamos que la igualdad es cierta hasta el indice k - 1. Entonces, para i > k

f(n) f(n+1) (n+1)f(n) (n) (n+1) _ (n+1) (n)

) Tk-1iTk-1k " Tk-1i Te-1k  Sk-1,i8k-1k ~ 8k-1k Sk-1k
ki — (n+1) (n) - (n+1) (n)
P k-1 ~ 8k-1k

_ lfitm)fi(n) = fieiMfi(n+ D) fr(n+1) ... froa(n+1)]
e+ D) fi(n+ 1) frioa(m+ D|Lf1(n)fror ()| = [fr(m) fr(n) ... fraa(n+ DI[Lf1(n+1) ... frg(n+1)]
B filn+Dfi(n+1) - i+ Dlfi(n+ 1) f(n+1) ... fraa(n+1)]
i+ Dfi(n+1)... firr(n+ D[1fr(n) ... fica) = fe(m) fr(n) ... o+ DI[Lfr(n+1) .. fra(n+1)]

La expresion anterior no cambia si desplazamos las columnas identificadas por fx(n) y
frx(n+1) ala dltima posicién en cada determinante en el que aparezcan. De este modo, si

C=(fimfi(m)... fr(n)), D=(1f1(n))... fi(n)),

denotan las matrices usadas para definir (2.19), entonces

o0 CrrrkallCial = 1CkllChaal _ IC] ICika 1kl _ €] _ )
Y IDagallDial = DigsaliDrsaal Dl Digsiaeal DI K7
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2 Extrapolacion escalar

donde se ha utilizado la notacién de la identidad de Sylvester y que se verifica
Ciist1h+1 = Dijsrips1 = (1(n+1) ... fra(n+1)).

Por tanto, los fk(?), definidos por (2.17), son de la forma (2.19). Teniendo en cuenta esta
propiedad y que, por (2.18), Ex(S,) tiene una expresién similar a la de (2.19), cambiando la
columna asociada a f; por la de S, entonces los mismos pasos del razonamiento anterior,

esta vez con C = (S, f1(n) ... fr(n)), permiten comprobar que Ex(S;) = E]E”). O

Convergencia del GEA
La convergencia del método es analizada en [32] desde dos puntos de vista. Por un lado, se
obtienen condiciones para asegurar, en caso de que exista S = lim,_, Sy, la convergencia
hacia S de las columnas {E;(Sy)}y- de la tabla 2.1. De otra parte, es necesario explicar de
qué forma el E-algoritmo acelera la convergencia de la sucesién original.

En referencia al primer punto, el resultado general es el siguiente:

Teorema 2.1. Supongamos que existe limy ..o Sy = S, y dos constantes «, p con 0 <& <1 < B tales

que
(n+1)
k-1k
) ¢ [a, Bl (2.20)
k-1,k

para todo n a partir de un cierto ny. Entonces, para todo k > 0,
lim Ek(Sn) =8S.
n—oo

Demostracion:
Escribimos la recurrencia de tres términos dada por (2.16) en la forma

(n+1)
k—1,k
k(nl)k 1
Ex(Sn) = WEk—l(sn) - WEk—l(SnJrl)' (2.21)
-1k 4 =1k 4
(n) (n)
k-1 k-1

Para la demostracion, usamos induccién sobre k. Como E(()n) = S, se satisface el resultado
para k = 0 por hipétesis. Supongamos ahora que

lim Ey 1(Su) = .

A partir de (2.21), tendremos que
nhm Ek(sn) = S/

(n+1)
. -1k e .
siempre que lim (HS # 1. Pero si el limite es 1, entonces a partir de un n
n—oo
k-1,k
(n+1)
l-e< M (14
f(”)
k-1,k
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2.2 El algoritmo de extrapolacion general (GEA) y la transformacion de Shanks

para ¢ < 1 arbitrario, lo que contradice (2.20). O

El teorema 2.1 tiene el inconveniente de imponer una condicién sobre los coeficientes (2.17)
que no es fécil de verificar. El siguiente resultado traslada esta condicién a una hipétesis
sobre las funciones f; que es mds accesible.

Teorema 2.2. Silim,_,. S, = S y existen los limites

lim Ji0 D
nooo fi(n) "

con b; # 1, para todo i, y b; # b]- para i + j, entonces, para todo k > 0,

(2.22)

nlim Ek(Sn) =S.

Demostracién:

Buscamos aplicar el teorema 2.1; para ello, bastard con comprobar (2.20) sobre los coefi-
cientes (2.17) bajo la condicién (2.22). Escribimos

(n+2) (n+2) (n+1)

k-1k k-1,i k-1k
(n+1) (n+1) ~ (n+1) )y (n+1)
k,i _ Jk-1k k=1i  Jk-1k Tk, (2.23)
(n) (n+1) (n+1) (n+2) (n) -~ :
ki -1k k-1, k-1k k-1,i

(n) (n) (n+1)

k-1,k k-1  Jk-1k

Por otro lado, dadas las condiciones sobre los b;, bastard con demostrar por induccién sobre
k que

f(n+1)

)

,}L%?—bw i>k. (2.24)
gl

Como fo(?) = fi(n), se cumple (2.23) para k = 0 por la hipétesis (2.22). Suponiendo que se
satisface (2.24) en el caso k -1, utilizando (2.23) y las condiciones sobre los b;, se tiene para
i>k
1
. Y e bibe-1
n—oo fk(:’) N bk _bi bk -1

bi=b. O

El teorema 2.2 puede utilizarse para analizar la aceleracién de la convergencia. Asi, por
ejemplo, se tiene:

Teorema 2.3. Bajo la hipétesis del teorema 2.2, supongamos que

E(n+l) _s
lim "231)7 = by, (2.25)
n—o0o
E; 1S
entonces
Ex(Sn) =S = 0(Ex-1(Su) = S), n—> oo. (2.26)
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2 Extrapolacion escalar

Demostracién:
Utilizando (2.16) podemos escribir

(n+1) 1
=1,k E,Eﬁ )5

(n) (n)
Ex(Sw)-S  Jfeixg B =S

_g (n+1)
Ek—l(sn) S -1k .
(n)
k-1,k
y por tanto del teorema 2.2 y (2.25) se obtiene (2.26). O

El limite (2.25) permite establecer tipos de sucesiones {S;}:2, para las que el algoritmo
general acelere su convergencia, a través de las funciones f;. Un resultado relevante en este
sentido, cuya demostraciéon puede verse en [32], es el siguiente:

Teorema 2.4. Bajo la hipétesis del teorema 2.2, supongamos que:

1. Sy admite un desarrollo de la forma S, ~ S + Z]‘»’jl ajfj(n), (cf. seccion 2.1.1),

2. fiy1(n) = o(fi(n)) para todo i,
entonces E(n) - S = 0(Ex_1(Sy) = S), para todo k > 0.

Observemos que la segunda condicién del teorema 2.4 establece una limitacién sobre las
funciones f; para la aceleracién de la convergencia. Ello sugiere un criterio de seleccién de
las mismas, que hasta el momento la teorfa no habia proporcionado.

2.2.1. La transformacion de Shanks

Como se mencioné més arriba, diferentes elecciones de las funciones f; del algoritmo general

de extrapolacién dan lugar a métodos conocidos independientemente y cuyo anélisis puede

ir mas alla del limitado por los resultados del GEA. El caso més relevante en este sentido

puede ser el de la transformacion de Shanks, [53], correspondiente a tomar f;(n) = AS,,,;, de

manera que

ek(Sn) _ |SHASYI ce ASn-%—k—l| )
[L1AS, ... AS) k1]

(2.27)

Varios son los aspectos de la transformacién (2.27) en los que se puede profundizar, mds
alla de que sea un elemento de la férmula GEA. Notemos primero que el caso k = 1 corres-
ponde al método de Aitken. Por otro lado, la caracterizacién del nticleo de la transformacién
viene dada por los lemas siguientes, [56].

Lema 2.1. ¢x(Sy) = S si y sdlo si existen wy, w1, ..., wy, con wy + 0 y tales que

M~

wj=1. (2.28)

k
Z w]-(Sn+]- - S) =0,
j=0

j=0

Demostracion:
Supongamos que {S; }-, es exacto para (2.27). Entonces, de la construccién del método,
existen ay, ..., ax_1, ax_1 * 0 tales que

k-1

Sn=5+Y ajAS,.j, (2.29)
j=0
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2.2 El algoritmo de extrapolacion general (GEA) y la transformacion de Shanks

es decir
k-1 k
S=51- a;(Susj+1 = Sn+j) = D WiSn4j,
j=0 j=0
donde
wo=1+ag, wj=aj-aj1, 1<j<k-1, wp=-a5. (2.30)

Entonces los w; asi definidos satisfacen (2.28).

Reciprocamente, si existen wy, ..., wy verificando (2.28), definimos ay, . ..,ax_1 a partir de
las relaciones (2.30), de manera que la primera ecuacién de (2.28) puede reescribirse en la
forma (2.29), es decir ¢;(Sy) = S. O

Lema 2.2. ¢(S,) = S si y sélo si existen Aq,..., A distintos con Al j=1,...,t tales que
Sp=S+ Z;zl Pj(n)/\;’, con P;(n) polinomio en n.

Demostracion:

Su es exacta para (2.27) si y solo si, del lema 2.1, existen wy, ..., w; con wy # 0 verifican-
do (2.28), lo que equivale a que la sucesién e, = S, — S satisface la ecuacién en diferencias
homogénea de orden k

k
Y. Wiepsj = 0. (2.31)
j=0

Sean Ay, ..., A; las raices distintas del polinomio caracteristico asociado
Q(z)=(z=-A)™M(z=A)™, my+--+my =k,

donde podemos suponer que wy = 1y donde m; denota la multiplicidad algebraica de la raiz
caracteristica Aj, j =1,...,t. Observamos que por la segunda ecuacién de (2.28), A; # 1 para
todoj=1,...,t. De este modo, la solucién general de (2.31) puede escribirse

t
ey = Z P]'(Tl))\n,
=1

con Pj(n) un polinomio de la forma ag +ayn + -+ + ocmj_lnmf_l, j=1,... ¢t O

Los principales resultados que justifican el uso de la transformacién de Shanks como
método de extrapolacion tienen que ver con su implementacién y su convergencia. En el
primer caso, la mejora con respecto al algoritmo general estd basada en el siguiente teorema
demostrado por Wynn, [72].

T 5. Si el = ep(Su) y el = ——— ent
eorema 2.5. Si &y’ = ex(Sn) Y €314 e (AS) entonces
1 1
81(;1)1281(;3)““ k=1,2,..., n=0,1,..., (2.32)

()’
Ag}
donde As,(cn) = s,(cml) - s,(cn) y siempre que esta cantidad no se anule.

La férmula (2.32) permite elaborar una tabla de doble entrada para calcular el elemento

£§m) en la posicién (m, j) a partir de la molécula computacional de cuatro términos
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2 Extrapolacion escalar

() (2.33)

n s 8k+1

(n+1) (n+1)
n+l ... g €

y que genera el llamado algoritmo &, cuyos pasos son:

1. s(_nl) =0, sf)") =Sy, €§n) = n=0,1,...

AS,’

2. Se calcula s,((") usando (2.32).
Entonces, segtin el teorema 2.5, los términos del algoritmo & que proporcionan la transforma-
cién de Shanks son los de la forma sgz).

La férmula (2.32) de cuatro términos, que genera la tabla € (2.33), proporciona una im-
plementacion eficiente, [70]; ésta se basa en la observacién de que, a partir de la primera
()
0

columna ¢’ = Sj, j=0,...,m, (2.32) permite calcular los valores

moviéndonos por las contradiagonales de la tabla, de manera que los elementos correspon-
. 4 . +1
dientes a un nuevo término sgm ) =5

contradiagonal, véase la tabla 2.2.

m+1 de la primera columna son los de la siguiente

0 0 0 0 0
L )
7 7 7 4 7
1 1 1 1
gg ) = Sq — gg ) — — 57(1121 — €5”)
7 7 7 7
(2) _ (2) (2)
€0 B 52 - El. - _) Emi1
ng—l) =S, - sgm—l) - ggmfl)
7
sgm) =Sm - ng)
7
S(()r;1+1) = S
Tabla 2.2: Algoritmo e.
Utilizando esta propiedad, reescribimos (2.32) en la forma
(n=j) _ g(n=ji+1) 1
A o I CR T I
-1 -1

y la implementamos con un array E y la asignacién

8](4"_]')—>E(n—j), n>0, 0<j<n.
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2.2 El algoritmo de extrapolacion general (GEA) y la transformacion de Shanks

El vector E debe actualizarse a medida que se construyen las contradiagonales, teniendo en
cuenta que se deben preservar las dos tltimas columnas. La férmula (2.33) quedaria, en la
programacién del algoritmo, de la siguiente forma

E(n-j) - E(m-j)
/' ”
E(n-j+1) - EMn-j+1)

y la tabla 2.2 quedaria

E(Q0)  E()  E@©) ... E©) E(0) E(0)
E(1)  E(1)  EQ1) ... EQ1) E(1)

E(2) E(2) E(2) ... E(2)
E(n:—Z) E(n:—Z) E(n:—2) .
E(n-1) E(n-1)

E(n)

Esto indica la necesidad de utilizar un valor auxiliar E para la actualizacién, con la asignacién
siguiente:

=) (n-j+1) 1
£ = fi +
j j-2 (n—j+1) __(n—j)
Ejﬁ1]+ ‘81'7—11]
1 0 1 1
E(n-j) E'(n-j+1) E(m-j+1) E'(n-j)

Asi, dados Sy, ..., 5,10k, los elementos sé';) =ex(Sp), n=0,...,m, dela columna 2k +1 de la

tabla € pueden calcularse a partir del pseudocédigo:

1. Paran =0,
E(0) < So, E'(0) < E(0)

2. Paran=1, )
(E(1)-E(0))
E'(0) < E(0), E'(1) <« E(1)

E(1) < 51, E(0) <

3. Paral=0,...,m
Paran=2,...,2k+1

1
(E(n) - E'(n-1))

E(n) < S,, E(n-1)«

Paraj=2,...,n-1

1
(E(n—j+1)-E'(n-j))

E(n-j)«< E(n-j+1)+

Parai=0,...,n-1
E'(i) < E(i).
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2 Extrapolacion escalar

Como ya se mencioné anteriormente, un segundo aspecto mas desarrollado en la transfor-
macién de Shanks, con respecto al algoritmo general, se refiere a su convergencia. Para un
andlisis exhaustivo, véase [56]. En nuestro caso, vamos a destacar aquellos resultados que
nos parecen mds representativos de la aplicabilidad del método, con algunas demostraciones
que ilustren las técnicas de las que se hace uso.

Convergencia y estabilidad para sucesiones exponenciales

Buena parte de los resultados de convergencia para la transformacién de Shanks se refieren
a las sucesiones exponenciales, que son aquéllas de la forma

S S+ Y CGAll, m— oo, (2.34)
k=1
con
Me# 0,1, Al 2 Akl im Ay =0, (2.35)

y Cy constantes. (Recordemos que la expresion anterior significa que para todo N

N
Sm—-5= S CGA'+O(AL), m— oo,
k=1

véase seccién 2.1.) El principal resultado es el siguiente:

Teorema 2.6. Supongamos que {Sy}> es una sucesion del tipo (2.34), (2.35), y que existen n y r,
enteros positivos, para los cuales

Anl > Aus1l = Ans2l = = [Anar| > Aniraal- (2.36)
Entonces 0 ‘
e5) -S=0(N ), j— oo, (2.37)

que se verifica sea S el limite o el antilimite de la sucesion {S, },2 .

Notese que, en particular, si |A,41]| < 1, entonces

lim e’ = 5,

]'—»oo n
obteniéndose asi la convergencia de la columna 2n (y posteriores) de la tabla € hacia S, con
independencia del comportamiento de la sucesién {S; }72.

Para la demostracién del teorema 2.6 necesitamos una nueva notacién y dos lemas auxilia-
res. Dada una sucesién {S; },-_, introducimos los determinantes de Hankel,

Sn Sn+1 Sn+p—1
H(") (m) Sn+1 Sny2 .- Sn+p
o (Sm)=1, Hy (Sw)=|"" A Pl p21, nx0.
Sn+p—1 Sn+p Sn+2p—2

Asi, la transformacién de Shanks puede escribirse, después de algunas manipulaciones alge-
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2.2 El algoritmo de extrapolacion general (GEA) y la transformacion de Shanks

braicas, de la forma siguiente:

ex(Sn) = (:;171“ (2.38)
H, (A2S,,)
Lema 2.3. 5i Cp, = Sy, — S, entonces
(n)
i _o_ HalCm)
2k H,E”)(Azcm)

Demostracién:
Notemos que
ACy = A(Sy - S) = ASy,.

Entonces, esta propiedad y (2.38) implican que

[Su8Su. .. ASysie] _ G[1ASw ... AS | _
11AS, ... ASyq| [1AS,...ASppl

e~ 5 =ep(Sy) -5 =

(n)
_1Su=5 ASu...ASual _|CuBCa... AC, 4] e (Cy) = H.' (Cm) ‘
[1AS, ... AS, k1| 1A, ... AC k1] H;E") (A2C,)

Lema 2.4. Sea {S,};2, una sucesion de la forma (2.34), (2.35). Entonces
. oo n .
H (fu) = Y (H ck,wkp) [V(Akys e M)
1<k <<k \p=1

donde V(Aq,...,Ay) denota el determinante de Vandermonde de orden n basado en Ay,..., Ay, esto
es

/A\? Qg A

V..o =| 58 2 T T (- A
: : : 1<i<j<
P ¥ B

Demostracién: Véase [56].
Demostracién del teorema 2.6:
A partir del lema 2.3, se tiene que

M o HY) (Cu)

b Cm:Sm—SwZCk)\m, m — oo.

-~ HO(A2C,) i

Por otro lado, {C;,};2,, es también exponencial, por lo que aplicando el lema 2.4 al numerador,
se tiene

. 0o n+1 .
B (G- Y (H CW) [V e Mg, B, > .
1<ky<e<kpig \p=1

Asimismo, de (2.36)

NCy= Y BAl, m— o,
k=1
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2 Extrapolacion escalar

con By = Cx(Ag — 1)%. De este modo, {A?C,,}%, es también exponencial, de manera que apli-
cando el lema 2.4 para fy; = A>C,, y un razonamiento similar al utilizado para el numerador,
tenemos un desarrollo para el denominador de la forma

HY (A%Cy) < i (ﬁﬁkp/\{;p)[v(f\kl---)\k,,)]ZN(ﬁlﬁp/\;)[v(/\l“'/\")]z'
p-

1<k <-<ky \p=1

Si dividimos las dos expresiones asintéticas, el coeficiente que multiplica a CPA;, p=n+
1,...,n+r,es ‘
]
p=1 CoAp [V(A1. . An AT 2 (A= Ag)?

[1

Zzlﬁp)\; V(A A2 i1 (1-A)27

obteniéndose la expresion

2

() ooy A=A

&, =S~ . CPAPH (Ar—1)2 =0(A,,)- O
p=n+1 k=1 k

Una sencilla ilustracién de la interpretacién del teorema 2.6 como aceleracién de convergencia
viene dada por la aplicacién de la transformacién de Shanks a sucesiones generadas a partir
de una iteracién de punto fijo

St = g(Sm), m 20, (239)

para g suficientemente regular en un entorno del punto fijo S = g(S). En estas condiciones,
puede demostrarse la existencia de un desarrollo de la forma

oo
Sm~5+2ak/\km, m — oo,
k=1

con A = g'(S), &y dependientes de gy Sp, a1 # 0, [23]. Entonces {S;,;},_, es una sucesién de
la forma (2.34)-(2.35) con Ay = AK. El teorema 2.6 afirma que la transformacién de Shanks
acelera la convergencia de la iteracién, en el sentido de que, segiin (2.37)

) 5= o),

Asi, por ejemplo, si aplicamos el método de Aitken (correspondiente a la transformacién de
Shanks con 7 =1) a (2.39), se tiene que ¢j = S; - S = O(M), mientras que Ej= ng) -S=0(\%).
Como consecuencia,

G _ ), D

¢j Ej
Esto puede observarse en las tltimas columnas de las tablas 1.1 y 1.2 correspondientes al
ejemplo de la seccion 1.2.1. Nétese que (2.40) permite también estimar A = ¢’(S).

= O(A?). (2.40)

A la convergencia de la transformacién de Shanks para sucesiones exponenciales, dada
por el teorema 2.6, debe afiadirse un anélisis de la estabilidad del método para esta clase de
procesos secuenciales. A partir de la representaciéon alternativa

. n .
sg’l]) = Z r)/fl],l) Sj+i/
i=0
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con
1 z ik
AS] ASj+1 Asj+n
Zn:,y(]')zi_ RV (z) [ASin1 ASjw ... ASjizua
2" RV 1 T .. 1
AS] AS]‘+1 AS]'+n
ASjsn-1 ASjrn ... ASjion

se tiene, [56],
Teorema 2.7. Bajo las condiciones del teorema 2.6

] n ) oy A n
lim 3 73z = [ ] T 2 Puiis
r =0

] =0 i=1
esto es py; = lim]'_,oo ')/,(1]1,), i=0,...,n. Por tanto, la transformacion de Shanks es estable con respecto
a las sucesiones columna de la tabla €, con

) N 1+ (A
tim 1) = 3o <[] -2
= i1 11—

o0 i=0

1

|
|I
siendo F,(zj ) - Yito |’Y§,]1) |

Del teorema 2.7 se deduce que la estabilidad puede deteriorarse cuando los A; estdan
cercanos a uno.

Convergencia y estabilidad para otras sucesiones

Resumimos aqui el comportamiento de la transformacién de Shanks con respecto a otros
tipos de sucesiones. Los resultados pueden consultarse en varias referencias, por ejemplo
[56, 70].

Teorema 2.8. (Sucesiones lineales.) Si {Sy},7, es una sucesion del tipo (2.2), con ¢ #0,...,n -1,
entonces o]

6] n 0 Jn i+2n :0-2n
es) —S~(-1) 0‘07(/\_1)2,1M i,

donde [0],=0(0c-1)-(c-n+1),n>1,[clo=1 Sicesentero,0<o<n-1ywsq *0, entonces

()
82],1 =S~agi

(n-oc-Dln+o+ 1)!Aj+2n]'—2n—1
A-1) /

j—>oo.

Ademds ,

y la transformacién de Shanks es estable con respecto a las sucesiones columna de la tabla ¢, verificin-

dose que
i (1+A
1 r(]): i iad ) Iy
oo (Il—/\l)
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A la vista del teorema 2.8, la convergencia por columnas de la transformacién de Shanks
para sucesiones lineales depende de A, de manera que:

1. Si|A] <1, entonces {sg]n) }}-’20 converge hacia S. La aceleracién es mayor a medida que se

avanza en las columnas.
. i . 1
2. Si|A|=1, A #1, entonces {sg]n) ]?jo converge hacia S para n > 5 cuandoo +#0,1,...,n-1
o bien, si ¢ es un entero no negativo, para n > o +1.

3. En el resto de los casos, {sgn) =0 diverge.

Teorema 2.9. (Sucesiones logaritmicas.) Si {Sy},-, es de la forma (2.3), entonces

nl

[o-1],

lo que implica que la transformacién de Shanks no acelera la convergencia de este tipo de sucesiones.

sg]n) =S~ (-1)"ag

j—>oo,

Teorema 2.10. (Sucesiones factoriales.) Si {S,,};2, es de la forma (2.4), entonces

. /\j+2n o )
sg]n) =S~ (1) apr" TG JOTHI s oo,

]—)OO

n N
lim Z'y,(q]l.)zl =z",
=0

(y, por tanto, lim;_, o, F,Sj ) - 1). De este modo

0 _g
fon =2 ~ Cj_", j— oo,
Sj+2n_5

con C constante. Asi, las columnas de la tabla € aceleran la convergencia de {S, } 2, con cada columna
convergiendo mds rdpidamente que la anterior.

2.3. Meétodos polindmicos y racionales

Las diferentes formulaciones presentadas en la seccién 2.1 justifican el hecho de que, con
frecuencia, se hable indistintamente de transformacién para acelerar la convergencia y de
extrapolacion. La familia de algoritmos de la seccién 2.2 hace un uso mas explicito de la idea
de los algoritmos como transformaciones entre sucesiones. El concepto de extrapolacién se
hace més evidente en los esquemas que presentamos en esta seccién.

El planteamiento inicial asume la existencia de una funcién s(x) que coincide con la
sucesion {S, } 2, a transformar al evaluarse en un conjunto discreto de argumentos {x,},>,,

s(xy) = Sy

Esto reduce el problema de aceleracién de convergencia a un problema de extrapolacién:
conocidos Sy, Spit1, - - - Smiks S€ busca construir una aproximacion sg(x) a s(x) verificando
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2.3 Meétodos polindmicos y racionales

las k +1 condiciones de interpolacién

sk(Xm+j) = Smyjy 0<j<k (2.41)

Requerimientos minimos de regularidad aseguran que si S = lim;_, Sy, entonces S =

El siguiente paso es entonces determinar el valor del aproximante s;(x) cuando x - Xoo,
con la esperanza de que sea una aproximacién a S méas precisa que el Gltimo término S«
de la sucesién utilizada para la construcciéon de si(x).

Puesto que las funciones interpolantes mas comunes son los polinomios y las funciones ra-
cionales (son las més sencillas, flexibles tanto teéricamente como en aspectos de computacion
y dan buenos resultados para una clase amplia de sucesiones a transformar), la literatura
suele distinguir dos grandes familias de métodos de extrapolacién:

1. Polinémica. Esto es, considerando que si(x) es un polinomio de grado k,

se(x) =g+ c1x + -+ cxk.

En este caso, los puntos de interpolacion suelen tomarse verificando las condiciones,

[70]
X > Xmal, Xm >0, m>20; Xoo=limy oo Xy =0. (2.42)

De este modo, la aproximacién al limite S se identifica con el término independiente
co = s¢(0).

Analizaremos el método de extrapolacién de Richardson polinémica (PREP) como
ejemplo de esta formulacién.

2. Racional. En este caso, se asume que si es una funcién racional,

a0+a1x+---+a1xl

k(x) = bo +b1x + -+ + by x™’

para enteros positivos [ > m. La funcién s; contiene asi [ + m + 2 coeficientes, de los
que [ +m +1 son independientes, al determinarse s; salvo un factor comtn no nulo.
(Esto suele plasmarse fijando by = 1 o bien by, = 1.) De este modo, para determinar los
coeficientes de s, necesitamos k + 1 condiciones de interpolacién (2.41), con k = [ +m.
Aqui, podemos aplicar el procedimiento con dos posibles situaciones. En la primera, el
punto de interpolacién es x., = 0, asumiendo (2.42) y de manera que la aproximacién
al limite se identifica con el cdlculo de sx(0) = ag/bg. En la segunda situacién se asume
I = m, adaptandose el procedimiento a problemas en los que xo, = +00, de forma que
la sucesion {x,},2, satisface, en lugar de (2.42),

0<xXm, Xm<Xpe1, M>0; limyeo Xy = +00, (2.43)
y la aproximacion al limite se identifica con limy_, ;oo Sk (x) = a;/b;.

El ejemplo que utilizaremos para ilustrar esta familia es el llamado p-algoritmo, [73, 13].
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2 Extrapolacion escalar

2.3.1. Método de extrapolacion de Richardson polinémica (PREP)

Para la construccién del método, suponemos que, cuando i — 0, la funcién s(h) admite un
desarrollo (cf. ejemplo 1.2.2)

k
s(h) =S+ ah’i + O(h%1),
j=1

donde oy # 0 son tales que h% > h%+, h | 0y aj € R, j = 1,...,k. La extrapolacién de
Richardson polinémica corresponde a tomar exponentes de la forma

oj=jr, jz1, (2.44)

para cierta constante > 0. Asumiendo la existencia de una sucesién hy; | 0 = hoo, con hy, > 0,
. . ., n 2 .
m >0y denotando S;; = s(h;;), se define la aproximacién S,E ) a través de las ecuaciones

k .
Su=5"+ S ahl,
j=1

(2.45)

k .
Suer =S + S ahl! .
j=1

La resolucién de (2.45) puede abordarse desde dos puntos de vista:

1. Con el cambio de variable x = h', s(x) = s(h), entonces (2.45) tiene la forma de un
problema de interpolaciéon

k
_c(m j _r
S(xpe1) =S+ o wix, , 0<I<k, Xy =Ty,
j=1

de manera que Slgn) =5k »(0), donde sy ,(x) es el polinomio de grado menor o igual que
k que interpola s(x) en los nodos x,,,;, 0 < I < k. Estos polinomios pueden calcularse
de forma recursiva con el algoritmo de interpolacién de Neville-Aitken, [45, 2, 48],

SO,n(x) = S5, n=01,...,
(% = Xk )1, (%) = (X = X0 )Sk—1,n41(X) (2.46)
Xn = Xn+k

Sk (x)

La evaluacién de (2.46) en el punto limite x = 0 se conoce como algoritmo de Burlisch
y Stoer, [20],

s = S, n=01,...,

xnsz(ﬁl) ~ xn+k5;§n) (2.47)

51§"> - - 1 n=0,1,..., k=1,2,...
Xn — Xn+k

El algoritmo (2.47) permite construir la tabla de Romberg para los S,En), con k como
indice para las columnas y # para las filas. Alternativamente, algunos resultados de
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2.3 Meétodos polindmicos y racionales

convergencia y la implementacién suelen hacer uso de una disposicién de S,En) en la
fila n + k y la columna k. De este modo, la molécula computacional de tres términos
puede construir la tabla de dos formas:

(n) (n) (n)
Sec1 7 Sk Sk
A~ , N .
(n+1) (n+1) (n)
51:1 Skﬂ - Skn

2. Asimismo, el método puede presentarse como un caso particular dentro de la familia
del algoritmo general explicado en la seccién 2.2.1, utilizando las funciones f;(n) =

h! = xl, j=1,...,k. De este modo, podemos escribir

Sm Swsi - Smal |11 .. 1
S(k) _Xm Xma1 - Xpak| [|1Xm Xmal o --- Xmak
mo = : . : : : . : 4

k k k k k k

Xm Xl o Xgk Xm Xme1 Xnak

y, por construccion, la transformacién es exacta para sucesiones de la forma

k .
Sm=S+ zucjx{ﬂ, m, k e N.
=1

Pasamos a analizar la convergencia y la estabilidad del método PREP. Tal y como se
adelant6 en la seccién 1.2.2 y en referencia a la tabla de Romberg, podemos tener convergencia
de dos tipos, por columnas y por diagonales, [56]. Para estudiar la convergencia por columnas,
hacemos uso de la férmula para el error de interpolacién

k
s(x) - Sn,k(x) =[x, Xn, ..., Xpik] H(x = Xp+i),
i=0
donde s[xy,...,x;] denota la diferencia dividida de orden ! de s en los nodos xy,...,x;.
Haciendo x = 0, tenemos:

k

S— S;En) = (1[0, %, -+, Xk ] T] X (2.48)
i=0

Si s es de clase C* en un intervalo que contiene a los puntos 0,xy,...,x,, v existe la de-
rivada de orden k+1 de s, s*1), en dicho intervalo, entonces existe Xpp con 0 < x5 <
max (Xp, ..., X,4x) v tal que

Sk+l) (xn,k)

S[Orxn/'-'/xn+k]: (k+1)'

Podemos entonces escribir (2.48) como

Sk+l)(x k) k
S_Slgn) = (_1)k (k+17)1" Hxn+i/

i=0
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2 Extrapolacion escalar

de esta forma,
S- S]En) = O(XnXp41 Xp4k)- (2.49)
Como x,; = hy, | 0, si m — oo, la expresion (2.49) proporciona la convergencia por columnas

de la tabla de Romberg, es decir, de las sucesiones {S,En)},‘;‘i o- De (2.49) y el decrecimiento
hacia cero de la sucesién {x,};>, se deduce también la aceleracion de la convergencia al
pasar de una columna k a la siguiente. Por otro lado, en algunos casos se puede dar una
argumentacion alternativa para obtener (2.49) requiriendo menos regularidad a la funcién s,
cf. [56].

En relacién a la convergencia por diagonales, analizamos el caso, frecuente en las aplica-
ciones, en que la sucesién {h; },2, es de la forma

hy =how™, hy>0, we(0,1), mz>0. (2.50)

Definimos cj= wl”, j=1,2,... Entonces se tiene el siguiente

Teorema 2.11. Se consideran los polinomios

n zZ— C]‘ n .
Un(z) = H 1—c: = Pn,izlr n>1, Uy(z)=1 (2.51)
=1 i i=0
Entonces .
S = 3" pris(ei)- (252)
i=0
Demostracion:
De (2.51) se tiene la recurrencia
Up(2) = KUy (2), k>1.
1- Cj

Entonces, igualando coeficientes se deduce que

_ Pk-1,i-1 ~ CkPk-1,i

, 0<i<k,
1—Ck

Pk,i

donde se supone p;; =0,sii <061 > j. De este modo, si ngn) denota el lado derecho de (2.52),
podemos escribir

k k o CLon
R;En) = > pkis(hysi) = Z—pk L 11 kPk Y s (M)
i=0 i=0 ~Ck

1 (& k
T 1 (Z Pr-1,i-15 (i) = i Zpk_llis(hw-))
i=0

i=0

1 k-1 k-1
= 7 0k-1,j8 (Mnsju1) =k D k=1,j8 (M)
~ % \j=0 j=0

]':
1 (n+1) (n)
= 71 _ Ck (Rk—1 - CkRk_l) 7

de manera que R,E”) satisface la recurrencia de tres términos (2.47) con x,, = hj, = hyw™" = hycy,
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2.3 Meétodos polindmicos y racionales

y, por tanto, coincide con S]En), obteniéndose (2.52).

Teorema 2.12. En las condiciones del teorema 2.11, los coeficientes py ; satisfacen

k
S ouilel < H 2l 'Cl'
=0

En particular

k k |C |
Z |sz H —c |
i=0 c1 [l -c
Demostracion:
z+|c ; . g
Sea Q(z) = ]'Il e | ’|| = Z?:O ax;z', donde, operando, identificamos
: (Y
i = Ckjl-
l (T-c1)(1-cx) ky<ky<-<k; j=1 /

O

(2.53)

(2.54)

Por otro lado, si U(z) es el polinomio definido en (2.51), célculos similares nos llevan a

1 n—i i
(1_51)(1—C2)---(1—cn)(_l) > e

ky<ky<e<k; j=1

Pk,i =

Por tanto, |pk,i| Sagi, 1<i< k,y

2] + el
1-cil’

=Q(2) = H

k k
> <D
i=0 i=0

lo que demuestra (2.53). La desigualdad (2.54) se obtiene evaluando (2.53) en z = 1.

Teorema 2.13. Sea kg € R tal que

ko .
s(h) =S+ > ajh/" + O(h"*0* D)) 0,
j=1

Yy sea

ako#—l =

1
e (s -5 S )|

max
0<h<hg
Entonces, para cada n y cada k > ko

S — 8| < gy r(k0+1)1—[|ck0+1|+|cz|

i=1 |1_Cl|

Demostracién:
Sea

ko .
Rko(h) = S(h) -5- Z (th]r.
j=1

(2.55)

(2.56)

(257)
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2 Extrapolacion escalar

Entonces, de la definicion de (2.56), es
Re, ()] < a1 h" 50,0 < 1 < g (2.58)

Sustituyendo (2.55) en (2.52) para k > kg , se tiene

S}E") - Zpkzs(hmz) Zpk1(5+20‘; n+,+Rk0( n+i))

i=0
ko
= S+ Z‘J‘] Zpk hjrw]r(n+z) " ZszRko(thrz)
j=1 i=0 i=0

= 5+ Z “]h]rwjmuk(cj) + Zpk IRko(hi’l+l)
j=1

donde Uy(z) estd definido en (2.51) y en particular Z?:o pri = Ux(1) = 1. Observamos que,
como k > ko, Ug(cj) =0, 1< j < ko y por tanto,

k
ST =5+ priReg (hsi)-
i=0

A partir de (2.58) y la definicién de los c;, se tiene entonces

k
Y(k0+1) Y(k0+l)
n+i < D‘k0+1hn Z |Pk,i

(hn+z) < Xko+1 Z |sz

S~ 5| < z|pkl
i=0

i=0
de donde obtenemos (2.57) por el teorema 2.12. O
Teorema 2.14. En las condiciones del teorema 2.13,
5 -5 = Ottty ks oo, (2.59)
Si, ademds, el desarrollo de (2.55) es vdlido para todo kg entonces
ST -5 =0(w™), k- oo,
para todo a > 0.
Demostracién:
Reescribimos (2.57) en la forma
1 G
ko+1 Cko+1
|S]£n) - S| < 0(k0+1h;( o* )|Ck0+1|k H |1 _ CO+| 4 (2'60)
i=1 1
con k > kg. Como ¢; = w', entonces C|lc+1| = w" <1, por lo que la serie }.;°; ¢; converge
i

absolutamente, lo que implica que los productos infinitos [1;7; |1 + ¢;| convergen, de modo
que infy [T5, [1-¢;| > 0.
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2.3 Meétodos polindmicos y racionales

Ci

Ck0+1

Por otro lado, para i > kg + 1, se tiene que = (k-1 luego si k > ko, entonces

ﬁ(1+ il ):Ik_OI(1+ il ) I1 (1+w kDY 2 H( i )k_(ﬁ+1)(1+w’i)<oo.

i=1 |Ck0+1| i=1 |Ck0+1| =ko+1 i=1 |Ck0+1| i=1

De la tdltima expresién y (2.60), se deduce (2.59). O
Notemos que el tiltimo teorema proporciona la convergencia por diagonales para el caso
de sucesiones de la forma (2.50) y teniendo en cuenta, tal y como se mencioné anteriormente,

que en esta disposicién S Ign) se encuentra en la posicién (n +k, k) de la tabla. En referencia a
la estabilidad, tenemos que, de la representacién del método formulado dentro del algoritmo
general y usando (2.55),

£ 1+l

< , .6
' I_I|1—Ci| (261)

i=1

(n) _
Iy =

donde la cota no depende de n. Obtenemos entonces el siguiente resultado, [56]:

Teorema 2.15. En las condiciones del teorema 2.13:

a) El proceso de generar {Slgn)};’; o s estable en el sentido de que
m _5
sup T = 3 o | < o.
n i=0

b) El proceso de generar {515”)}120 es estable en el sentido de que

supl'p < oo. (2.62)

Demostracion:

Para el apartado a) se utiliza (2.61). En el caso b), observamos que la convergencia de
los productos infinitos [1;7; (1 + ¢;), demostrada en el teorema anterior, y de nuevo (2.61)
implican que
+eil
cil

supf( ) < supH L=

obteniéndose (2.62). O

2.3.2. Extrapolacion racional. Algoritmo p

La ilustracién de la extrapolacién racional viene aqui dada por el algoritmo p. Para su
presentacién, pueden combinarse los dos puntos de vista utilizados en el método PREP:
un problema de interpolacién, en este caso basado en nodos x verificando (2.43), y la
formulacién a través del algoritmo general de la seccién 2.2.1.

Sea k > 0. Para una funcién racional de la forma

a0+a1x+-~-+akxk

So(x) = (2.63)

bo + byx + -+ + bp_qxk=1 + xK’
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2 Extrapolacion escalar

imponemos las 2k + 1 condiciones de interpolaciéon
Sn+j = Sgk(xnﬂ‘), 0<j<2k. (2.64)
Reescribiendo (2.63) como

Ag-1  bra a2 bro apg by
Sok(x) = ay + (7 - TSZk(x)) + (? - ?Szk(x)) oot (ﬁ - ﬁszk(x)) , (2.65)

la imposicién de (2.64) sobre (2.65) lleva a una formulacién del tipo del algoritmo general
),
Sm =0y + ¥ (Coj-1fajo1(m) +cojfoj(m)), m=mn,...,n+2k, (2.66)
j=1

donde péz) = ay = limy— 00 S21(X) y

foj1(n) = Su/xh,  coja==bij,  foj(n) =1/x, =, 1<j<k.

De este modo, pgz) puede calcularse tedricamente a partir de las férmulas de Cramer para

el sistema (2.66), si bien, como en el caso de la transformacion de Shanks, es més realista
(n)

kil El resultado es el llamado

construir un algoritmo tipo ¢ utilizando valores auxiliares p
algoritmo p y tiene la forma

M _qn. ) _ .o () _ (1) | Xnkr1 =X
p_ri _0/ Pon _Sl’l/ 7120, pkf_]_pkﬁ-{ +ﬁ/ 7’120, k21/

(2.67)
ko TPk

donde recordemos que los nodos de interpolacién x,, satisfacen (2.43). El algoritmo fue

derivado por Wynn, [72], para el caso x; = m +  con 8 >0, lo que lleva a la forma estdndar

de (2.67)

1 k+1
k e

(El algoritmo (2.67) puede también deducirse de una recurrencia del tipo Neville-Aitken para
la extrapolacion racional, debida a Burlisch y Stoer, [20].)

Son varias las similitudes con el algoritmo . En primer lugar, la construccién de la tabla p,
similar a la tabla ¢, a partir de la férmula recursiva con los cuatro términos

(n) (n)
Ok  Pret
A A
(n+1) (n+1)
[ T "

por lo que el algoritmo puede también implementarse de forma similar. El cambio de varia-
bles k+1 — j, n+k+1 — n, permite reescribir (2.67) como

()

B . = k. P}
x o sn+l_sn ( 6)
- —j+1 n= An-j . 2.
p]('n ]): ](il2]+)+m, nZZ, 1S]Sn 9
-1 TP
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2.3 Meétodos polindmicos y racionales

Podemos entonces seguir la estrategia explicada en la seccién 2.2.1 para el algoritmo ¢,
avanzando por las contradiagonales de la tabla p. Si almacenamos los valores p]("_] )
vector

en un
p]("*j) —»R(n-j), 0<j<n,
y definimos otro vector para los nodos de interpolacién
xp—~>¢(n), nx0,

(lo que no es necesario para la forma estdndar (2.68)), se tiene el pseudocédigo para (2.69),
dado por las férmulas

R(n) < S(n), n>1; R(n—l)em, n>1;

¢(n) -&(n-j)
R(n-j+1)-R/(n-j)’

R(n-j)«R'(n-j+1)+

con R’ un vector auxiliar que actualiza el vector R en cada paso, similar al vector E’ utilizado
en la implementacion del algoritmo e.

Observacion 2.1. El algoritmo p permite a su vez generalizar el algoritmo ¢,

s(_"l) =0, s(()") =S,, n>0,

(n) _ _(n+1) | Xn+k+1 — Xn k>1,

€k71 - 87{*1 (n+]) (n) 4 nz O’
% &%

incorporando nodos de interpolacién x;, (no necesariamente de la forma (2.43)), [15]. Ello
relaciona también, en cierta manera, el algoritmo ¢ con los métodos de extrapolacion racional.

Propiedades adicionales del algoritmo p pueden consultarse en varias referencias, como [13,
56, 71]. Las mds relevantes para esta memoria son las relacionadas con la convergencia. En
este sentido, el algoritmo p es complementario al algoritmo &, puesto que no acelera (en
general) la convergencia de sucesiones lineales (como si hace la transformacién de Shanks) y,
en cambio, es ttil en el caso de algunas sucesiones logaritmicas, donde falla el algoritmo ¢,

[56, 70].

2.3.3. Algunas aplicaciones

Para completar el estudio de la extrapolacion polinémica y racional, en esta seccién mencio-
namos dos aplicaciones cldsicas: la integracién de Romberg y los métodos de extrapolacién
para la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs).

2.3.3.1. Integracion de Romberg

Una de las aplicaciones de la extrapolacion de Richardson mads frecuente consiste en mejorar
la aproximacién de integrales por reglas de cuadratura. Supongamos que

1= [ feod, 270)

41



2 Extrapolacion escalar

con f definida e integrable en un intervalo [4, b], es aproximada mediante la regla del trapecio

n-1
Q) = (;f(a) Y far i) ;f(b)), @)
j=1
o del punto medio
n-1 1
Q(h):hg(:)f(a+(]+2)h), (2.72)

con h = (b-a)/n, n>1 entero. El grado de convergencia, cuando & — 0, de Q(h) hacia (2.70)
depende de la regularidad del integrando f.

Hay diferentes formas de expresar el error de cuadratura Q(%) — I[ f] como funcién de .
La que aqui utilizamos se conoce como desarrollo de Euler-McLaurin, [4].

Teorema 2.16. Sea m > 0 entero y supongamos que f € C*™([a,b]). Entonces, existe &y (h) € [a,b]
tal que
! By (0

(2k)v) (D) = FD @)+ R (h), (273)

Q(h) = If Z

donde:

BZm(Q)

1. Ru(h) = (b-a)=5" = ") (Em (0))1*",

2. By(x)esel polznomzo de Bernoulli de grado n

n n “k
Bu(x) = Z( )ka” ,
k=0 k
con By denotando el k-ésimo niimero de Bernoulli, definido por

k
Z(kfl)Bj:O, k>1.

j=0 J

3. 0 =0paralaregla(2.71) y 0 =1/2 para (2.72).

Observamos que (2.73) es un desarrollo de la forma (1.5) con 0 = 2j. En particular, si
feC*([a,b]), (2.73) es valido para todo m > 0 y puede sustituirse por un desarrollo asintético
infinito en el sentido especificado en (1.8)-(1.9).

Podemos entonces aplicar la extrapolacién de Richardson a cualquiera de las reglas Q(h)
dadas por (2.71) 6 (2.72). El esquema (2.47) correspondiente lleva el nombre de integracién
de Romberg, que fue el primero en proponerlo para el casoa =0, b =1, con h; = how!, hg =1,
w =1/2, [50]. La tabla 2.3 ilustra los correspondientes errores de la tabla de Romberg para
f(x)=1/(1+x%), x€[0,1].

La convergencia por columnas viene justificada, ademas de por los resultados presentados
en la seccion 2.3.1, por el siguiente teorema que, por sencillez, se enuncia para [a,b] = [0,1]
y cuya demostracién puede consultarse en [56]. El teorema proporciona una expresién del
error Slgn) —I[f] con SIE") generado a partir de (2.71) 6 (2.72), valido para una sucesién h,; | 0
arbitraria.

Teorema 2.17. Supongamos que f € C°°([0,1]). Entonces:
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1.039816e-02
2.604046€-03
6.510398e-04
1.627604€-04
4.069010€-05
1.017252€-05

6.006535€-06
3.778277e-08
5.912427€-10
9.239165e-12
1.447731e-13

3.601340e-07
1.888193e-09
2.956113€-11
4.615197e-13

2.3 Meétodos polindmicos y racionales

3.798249e-09
5.906387e-14
4.440892e-16

1.495437€-11
6.661338e-16

1.532108e-14

Tabla 2.3: Errores de la integracion de Romberg de f(x) = 1/(1+ x?).

1. Existe una funcién w(t) € C*([0,1]) tal que w(m=2) = Q(m™'), m = 1,2,..., y de manera

que
) 1) (g, ) [ K 2
s~ 1171 - (-0 ) (n hnﬂ-) :

i=0

para ciertos ty , € (t,x, tn), con ty, = h%. En particular, para hy, arbitrario

S _I[f] = Ot ya)?), 11— oo

. h .
2. i L 1, m - oo, entonces existe u >0 tal que

m

SO _I[f1= 0(2*), o, k31,
Ast, cada columna de la tabla de Romberg converge al menos tan rdpidamente como la prece-
dente.

Como se indica en [56], la elecciéon de la sucesién h, es importante a efectos computacio-

nales. El nimero de evaluaciones del integrando para Q(/,) cuando h, = w" crece como

1/w". Por ejemplo, para la eleccién cldsica w = 1/2, calcular S(()n) a partir de Q(hx), 0<i<mn,
requiere 2" evaluaciones del integrando. Por tanto, el paso de n a n +1 dobla el ntiimero de
evaluaciones. Para reducir este coste computacional, se suelen utilizar sucesiones alternativas
como hy, =1/(n+1) o bien verificando h,,,1 < h,w para algan w € (0,1).

2.3.3.2. Método de extrapolacion para la resolucion numérica de EDOs

Otra de las aplicaciones clédsicas de la extrapolacién de Richardson polinémica se encuentra
en la resolucién numérica de EDOs. Consideremos un problema de valores iniciales

y'(x)=f(xy)
L a7

con f suficientemente regular, y que suponemos con solucién tinica y(x). Para la aproxima-
cién numérica de (2.74), tomemos un método de un paso

Yus1 = Yn +hp (X, yn, 1), (2.75)

con h > 0 la longitud de paso y ¢ la funcién incremento. Es conocido, [31], que para ¢
suficientemente regular, el método (2.75) admite, en cada punto de la solucién y(x), un error
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local en la forma
y(x+h) = y(x) = hp(x, y(x), 1) = dpar (VP 4ot dygq (RN + O(WN2), (2.76)

para ciertas funciones d;(x) que dependen de f y sus derivadas, siendo p el orden de
consistencia del método. La existencia de (2.76) y la condicién ¢(x,y,0) = f(x,y) implican,
para ¢ suficientemente regular, la existencia de un desarrollo del error global

y(x) = yn(x) = ep(x)hP + -+ en(x)hN + En(x)hN*, (2.77)

para ciertas funciones e;(x), j=p,..., N, con ej(xo) =0, y Ex(x) acotada, siendo y; := yj,(x)
la solucién numérica en x = xq + nh.

El desarrollo (2.77) es la base para los llamados métodos de extrapolacién, [31]: fijados
enteros positivos mg < my < ..., definimos longitudes de paso h; = h/mj, j > 0, y calculamos
aproximaciones numéricas a (2.74) con m; pasos de longitud /; usando (2.75), de modo que
generamos la sucesiéon

S((]") =yp, (xo+h), n=0,1,... (2.78)

Buscamos ahora mejorar las aproximaciones (2.78) a partir del desarrollo (2.77) y los proble-
mas de interpolaciéon

S(l):S(”)_kile W l=nn+l,.. . n+k (2
0 =% priltt m+l, n+k, 79)
j=0

consistentes en k + 1 ecuaciones lineales para S ](("), ep, ..., epik-1. Si redefinimos las incégnitas
€pyj = hPeyij, j=0,...,k-1, entonces (2.79) se ajusta a la formulacién (2.45) del método
PREP con r = 1. De este modo, S,En) puede entenderse como la extrapolacién de Richardson
polinémica en el limite & | 0. El ejemplo cldsico my =1, my = 2, k = 1, es también conocido
como extrapolacién de Richardson, [31]: calculados

S(()O) :yh(xo+h), Sgo) :yh/z(X0+h),

como las aproximaciones a y(xg + k) con (2.75) usando un paso de longitud & y dos pasos de
longitud /1/2 respectivamente, la tabla de Romberg proporciona el valor

SO _¢;5{ 1

sV - e (2.80)

1—C1

que es una aproximacién de orden p+1 a y(xg +h), [31].

A continuacién se ilustran estos resultados con la comparacion de la solucién numérica al
siguiente problema de valores iniciales, [31]

{y’ = (-ysen(x) +2tan(x))y, 0<x<7, (2.81)

y(0) =1,

con solucién y(x) = 1/cos(x). En la primera columna de la tabla 2.4 se presentan los errores
generados por el método de Euler explicito para pasos h, =27"02m/6,n=1,2,...,8, en el
punto x = 71/6. Se puede observar como el orden del método de Euler es p = 1. La segunda

44



2.3 Meétodos polindmicos y racionales

columna de la tabla 2.4 muestra los errores calculados con el método (2.80), que mejoran los
obtenidos con el método de Euler. Para este método de extrapolacién el orden es de p+1 =2,
confirmando el comentario anterior.

Euler explicito | Método (2.80)

1.7256€-02

8.6776e-03 9.9779e-05
4.3511€-03 2.4622e-05
2.1786e-03 6.1101€-06
1.0901€e-03 1.5216€-06
5.4523€-04 3.7962e-07
2.7266€-04 9.4808e-08
1.3634€-04 2.3690e-08

Tabla 2.4: Comparacién del error en x = 71/6 para el problema (2.81) con el método de Euler
explicito y el método (2.80) y longitudes de paso h, =27"02mr/6,n=1,2,...,8.

Generalizando el resultado de convergencia de la extrapolacién (2.80), se tiene:

Teorema 2.18. El valor S,E”) obtenido de (2.79) representa una aproximacion a y(xo + h) de orden

p+k.

Demostracién:
Comparamos (2.79) y el desarrollo (2.77), con N = p +k, escrito en la forma

Y, (xo+h) = S(()l) =y(xp+h) —e,,(xo+h)hlp—~~~—ep(x0+h)hl’ﬂ+k_1 -A, l=nn+1,...,n+k,
(2.82)

con
Ay = epi(xo+ MR+ By (0 + )BT = O(hPH),

(La tltima igualdad se debe a que e,,x(x0) =0y hy <h, I =n,...,n+k.) Notemos que (2.82)
puede verse como un sistema lineal para las incégnitas

y(xo+h), hPey(xo+h), ..., WP e, 1 (xo + 1),

y con matriz de Vandermonde

1 -1
1 r +k-1
ms, E
Ll "1
p +k-1
A= M1 z+1 ’
1 1
L= g
Mok Mk

(donde hj = h/m;), j > 0). Se trata entonces de una perturbaciéon de (2.79) con términos
A; = O(hP*F). Puede comprobarse que A es invertible y, comparando los dos sistemas, se

tiene
y(xo+h) =S < | A7 oo max|Ay = O(H). OO
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2 Extrapolacion escalar

Los términos h; = h/mj, j > 0, mas utilizados en la practica son:
= Sucesi6n de Romberg: m; = 2/, j> 0. De este modo, h; = hw! con w = 1/2.

= Sucesién de Burlisch: mp =1y
2 is0: a1 3 i
m2j+l—2/ j>0; mzj—3-2 —§~2, j>1.

En este caso,
h 2 2hl 2k 1

h' = ===, h'zif.:ii‘.
2j+1 0j (\/§)2j+1 2j 3 9j 3 (\/2)2]

= Sucesion arménica: mj =j+1,con hj =h/(j+1), j=20.

2.4. Otros métodos

En la linea de los comentarios sobre el propésito de esta memoria, realizados en la introduc-
cién, presentamos aqui una breve descripcién de otros procedimientos y técnicas utilizadas
en la extrapolacion escalar.

2.4.1. Métodos iterados

Para incrementar el orden de una transformacién se suele hacer uso de la llamada técnica de
iteracién. Partiendo de un método de extrapolacién escrito de la forma

T = ¢y ({Su}m), 120,

se define el método iterado asociado a partir de las férmulas

76(71) =S, n>0; 7;{&”1) - ¢n({T(m)}m), n,k>0.

El ejemplo mads frecuente en la literatura obtenido con este procedimiento es el basado en el
método de Aitken, [56, 33, 63].

2.4.2. La transformacion de Levin

Con el objetivo de mejorar el rendimiento de métodos cldsicos, como la transformacién de
Shanks y la extrapolacion de Richardson, la literatura ofrece varias posibilidades. En el primer
caso podemos mencionar, a titulo representativo, la llamada transformacién de Levin, [40].
Esta puede verse como una generalizacién del proceso de Aitken y de la transformacién E;
de la primera columna del algoritmo de extrapolacién general.

Ya hemos mencionado que el método de Aitken es exacto para sucesiones de la forma

S, =S+aAS,, n=0,1,...,
mientras que el caso de E; el nicleo es

Sp=S+af(n), n=0,1,...,
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2.4 Otros métodos

con f(n) una funcién conocida, y donde en ambas sucesiones a es constante. La gene-
ralizacién propuesta por la transformacién de Levin se basa en modificar estos nicleos.
Especificamente, su construccién parte de que el método es exacto para sucesiones

k-1 ¢,
S, =S —J . n=01,... 8
n +wn§)(1’l+ﬁ)] n (2 3)

donde > 0, ¢; es constante y los estimativos wy se suponen distintos para todo 1.

Tomando de (2.83) el correspondiente sistema con Sy, ..., S,k para las k + 1 incégnitas
S,co,...,ck_1 y asumiendo que tiene solucién tinica, la transformacién puede escribirse, como
en el caso del algoritmo general, en la forma de cociente de dos determinantes

Sn Sn+1 Sn+k
Wy Wn+1 Wy1k
wn w1;+1 w;;+k

n+ Bl (n+1+p)kt n+p+k)k-1

T ) - O BIT14P ol
1 1 1

Wn Wy 41 e Wh+k
wn wr;+1 . wr;+k

(n+B)F1  (n+1+p)k1 (n+B+k)k1

(Para una representacién alternativa, véase [56].) Notemos que la transformacién depende
de la sucesién a extrapolar S, de B y de los estimativos wj,.

Si bien, para la definicién, es suficiente con que B # —n para todo #, se suele elegir § > 0 por
sencillez. Por otro lado, en su articulo original, [40], Levin consider¢ tres tipos de sucesiones
Wy; Si ay = AS,_1 (con a; = S1), entonces:

» W, = a,. El método (2.84) resultante fue llamado tranformacion f.

= wy =na, 6 (n+p)a,. El método (2.84) asi obtenido se llama transformacién u.

ana . -
w w, = L obteniéndose la llamada transformacién v.

An+1 —An
Sidi, [56], demostré algunos resultados de convergencia para estos tres casos. En particular,
comprobé que las transformaciones u y v aceleran la convergencia lineal y logaritmica,
mientras que la transformacién ¢ rinde bien en el caso de convergencia lineal. También
confirmo la estabilidad de los tres procedimientos. Por tltimo, en [26] puede encontrarse
una programacion eficiente de (2.84), basada en una férmula de recurrencia de tres términos,
véase también [70].

2.4.3. El algoritmo 6

Un segundo ejemplo de mejora de rendimiento es el llamado algoritmo 6, cuyo origen
procede de las propiedades complementarias de convergencia de los algoritmos e y p, y la
consiguiente bisqueda de un método que las combine. Con este fin, Brezinski, [11], considerd
un esquema recursivo de la forma

™™ -0, =5, T =-=T""V 10D, kn=01,... (2.85)
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2 Extrapolacion escalar

con Dlgn) una cantidad dependiente de los elementos T].(m), mientras que wy es indetermi-

nado. Casos particulares de (2.85) son precisamente el algoritmo & (con wy =1y DIE”) =

1 ; _ (n) _ _Xn+ke1 = Xn_
Tk(”+1) - Tk(")) y el algoritmo p (conwy =1y D = Tk("ﬂ) - Tk(") )-

Suponiendo que Dlgn) es conocido, Brezinski se centr6 en la btisqueda de valores wy que
garanticen para Tk(n) la aceleracion de convergencia. Para ello, comparé con los algoritmos ¢

. 2 Z . n .
y p. Como en estos casos, si uno asume que sélo los términos Tk( ) con k par proporcionan
aproximaciones al limite (o antilimite), entonces parece natural la eleccién wy; = 1. Por otro
lado, los pardmetros con indice impar wyy,1 pueden determinarse a partir de imponer la

(n) (n+1)
T T,

Hksp CONverja mds rdpidamente que

propiedad de que , en el sentido de que

(n)

AT

Jlim (2::12) =0, (2.86)
AT,

donde recordamos que A representa el operador de diferencias progresivas con respecto a 7.
Utilizando (2.85), la condicién (2.86) se cumple eligiendo

_ATgD
Wake1 = - lim, ADM
2k+1

En la practica, Brezinski sugiere tomar los ratios

(n+1)
AT,

(n)
ADZk+1

Wok+1 = —

Sustituyendo en (2.85), tenemos el esquema recursivo

(m) _qg. ) _
T =0; T, =S,

(n+1)

AT,
(n) _ m(n+1) (n). (n) _ 1 2k (n) _
Tyeo1 = Toer * Dy Typin =Tof = ) Dyly, kn=0,1,...,

2k+1

que debe distinguir entre subindices pares e impares, debido a la diferente definicién de los

wy. De este modo, eligiendo Déz) como en el algoritmo ¢, se obtiene el llamado algoritmo 0:

952) = Or 9(()”) = S'rl/

Q(n) = 9(n+l) ! ; 9(") = 9(”"’1) A9§Z+l) AG(H+1) k =01 (287)
okt =0k Ty O =0y T TR n=01,...
ZXGZk A 92k+1

Brezinski comprobé que (2.87) acelera la convergencia de sucesiones linealmente convergen-
tes y de sucesiones con convergencia logaritmica, siendo estable en el primer caso pero no en
el segundo, [56]. Al igual que en su derivacién, la programacién del algoritmo 8 puede tener
también en cuenta la correspondiente a los algoritmos ¢ y p. De este modo, los elementos
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2.4 Otros métodos

9]("1) pueden disponerse en forma de tabla (la tabla 6) y distinguir la programacién para los

subindices pares e impares

(n) (n)
(n) (n) 01 = o
LI e (n+1) 4 (n+1) 4
7 7 Ok > Oy
(n+1) (n+1)
01’ — Oy 7
9(n+2) 9(n+2)
2k = Uk

La implementacién requiere entonces dos arrays; los detalles pueden consultarse en [70].
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3 Extrapolacion vectorial

La extrapolacion es también aplicable a procesos vectoriales de convergencia lenta o directa-
mente divergentes. A juzgar por la literatura consultada, da la impresién de que este tépico
es menos conocido y, al mismo tiempo, donde la teoria de aceleracién de convergencia tiene
un mayor desarrollo en la actualidad. Ello puede deberse a que muchos procesos secuencia-
les vectoriales aparecen en la aproximacién a modelos continuos (como la discretizacién de
ecuaciones en derivadas parciales, o de ecuaciones integrales) y suelen ser, en general, de
tamafio grande. En otras situaciones, el proceso a estudio es ya discreto, pero puede tener
una estructura especial que influya en la eleccién del método de extrapolacién a aplicarse.
El tercer capitulo de esta memoria se dedica entonces a la extrapolacién vectorial. Contiene
tres partes. La primera es introductoria, y en ella presentaremos los elementos basicos de
la teoria, algunos de los cuales son extensiones, al caso vectorial, de los mencionados en la
seccién 2.1 para la extrapolacién escalar. En las secciones 3.2 y 3.3 analizaremos dos grupos
de métodos de aceleracion para el caso vectorial: los de tipo & (basados en el algoritmo ¢ esca-
lar) y los llamados polinémicos. Seguiremos aqui una estructura de presentacién similar a la
del capitulo 2: presentacion de los métodos, implementacién y convergencia. La seccién 3.4
estd dedicada a las aplicaciones. Su objetivo es ilustrar el uso de la extrapolacién vectorial
en las situaciones mencionadas maés arriba y se centrard en dos problemas: la aceleracién
de procesos de Markov discretos y la btisqueda de aproximaciones eficientes a soluciones
especiales de ecuaciones en derivadas parciales.

3.1. Introduccion

3.1.1. Conceptos basicos

Comenzamos extendiendo algunas definiciones dadas en la seccién 2.1 al caso vectorial.
Como en el capitulo 2, consideraremos, por sencillez, sucesiones vectoriales reales.

Definicién 3.1. Fijados enteros N > 1, [ > 0, un método de extrapolacién vectorial es una
aplicacion

(PZRNX IRN—>RN

de modo que, a partir de una sucesién {S,}°2, con S, € RY, genera una sucesién transfor-

mada {T}},2,, con

Ty = ‘P(Sn/ Sn+1/ ceey Sn+1)/

siendo [ > 0 el orden del método.

Como en el caso escalar, la representacion alternativa del método consiste en incorporar el
orden I como segundo indice y escribir

1
1
Tt =TSP = S 70 iS ni, (3.1)
i=0
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con ¥, ;i = Vn,i(Sm) verificando ZLO Yni =1 (cf. seccién 1.2.3). La formulacién anterior permite
asimismo disponer la sucesién transformada en forma de tabla de extrapolacién, donde cada
elemento representa un vector en RN.

Como en el caso escalar, aunque la aplicacién ¢ que define un método de extrapolacién
es, en general, no lineal, una propiedad deseable es la casi-linealidad o invariancia por
traslaciones

Paxg+pB, ..., ax;+ B) =ap(xg,...,x1) + B, (3.2)

dondeﬁe]RN,oceIR, X0, -+, X] eRN,

Definicién 3.2. Supongamos que S = lim,_. . S;;. Se dice que un método de extrapolacién
vectorial ¢ es exacto para Sy, si a partir de un n,

4)(511’ Sn+1r ceey Sn+l) =S.
Aquellas sucesiones exactas para ¢ constituyen el nticleo de la transformacioén.

Definicién 3.3. Se dice que el método de extrapolacién (3.1) es estable si sup, I'; < co donde

i
[p:= Z |')’n,i
i=0

En otro caso, se dice que es inestable.

3.1.2. Implementacion en modo ciclico

La computacién de T, ; en (3.1) requiere, en principio, el almacenamiento de [ +1 vectores
de tamafio N. Por otra parte, la convergencia de la extrapolacién se obtiene tipicamente
manteniendo ! fijo y aumentando n. Asi, si el tamafio N de los vectores es grande, es necesario
reducir el coste computacional en la implementacién de (3.1). Para ello, se introduce el
llamado modo ciclico [59, 60], que puede ser de dos tipos:

= Modo ciclico completo. Consta de los pasos siguientes:

C;. Fijamos n,] y un vector Sy.

Cy. Generamos S1, Sy, ..., 54141 con el procedimiento que elijamos para la sucesién
a extrapolar.

Cs. Extrapolamos para obtener T, ; usando (3.1).

Cy4. Si T,,; no satisface el criterio de parada establecido sobre el proceso, fijamos
Sp = T,,; y volvemos al paso (Cy).
Cada aplicacién de los pasos (C1)-(C4) se llama ciclo. Si es necesario, suele denotarse

por T,Srl) al vector T,; calculado en el ciclo r-ésimo. Més adelante se justificara la
necesidad de calcular 7+ + 1 términos en (C,) para implementar el ciclo, a pesar de
que la férmula (3.1) sélo involucra los términos Sg, S1, ..., S,

= Modo ciclico ‘congelado’. En este caso, se implementa inicialmente un nimero p de

ciclos completos para calcular Térl), r=1,...,p, guarddndose los tltimos coeficientes

Yni = 'y;(ﬁ.) usados para calcular TIE’;). El cémputo de los ciclos siguientes Tér), r=
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p+1,p+2,..., se realiza a través de los pasos (C1)-(Cs) pero donde (C3) se modifica
calculando

I
INEDY ’Y,(fi) Sni-
i=0

Este procedimiento tiene algunas ventajas computacionales afiadidas. Por otra parte,
se puede combinar este proceso con una actualizacién periddica de los coeficiente v, ;,
siendo posible, también, una implementacién en paralelo si el problema lo requiere.
Véase [59] para més detalles.

3.1.3. Polinomios minimos asociados a una matriz

Para la construccién de uno de los grupos de métodos de extrapolacién vectorial, los llamados
métodos polinémicos, utilizaremos los conceptos de polinomio minimo de una matriz y
polinomio minimo de una matriz con respecto a un vector, que recordamos a continuacién.

Definicién 3.4. Sea A e RN*N . Se dice que un polinomio ménico Q(A) es minimo para A si
Q(A) =0y su grado m es minimo de entre todos los polinomios que anulan A.

Teorema 3.1. 1. El polinomio Q(A) de A existe y es iinico.

2. Si Q1(A) es un polinomio ménico de grado mayor que m y Qq(A) = 0 entonces Q(A) divide a
Q1(A). En particular, Q(A) divide al polinomio caracteristico de A

Pa(A) =det(AI-A),
por lo que su grado m es menor o igual que N y sus raices son autovalores de A.

Demostracién:

1. Por el teorema de Cayley-Hamilton, P4(A) = 0; por tanto, existe Q(A) monico y de
grado minimo m < N con Q(A) =0.

Para demostrar la unicidad, supongamos que Q es un polinomio ménico de grado m
que anula la matriz A y es distinto de Q(A). Entonces, el polinomio

S(A) = Q(A) - Q(A),
tiene grado menor que m y anula la matriz A, lo que no es posible.

2. Si Qq(A) tiene grado mayor que m y Q1(A) =0, se tiene que
Q1(4) = C(A)QA) + R(A),

con R(A) un polinomio de grado menor que m y tal que R(A) = 0. Por tanto, R=0y
Q(A) divide a Qq(A). O

La propiedad 2 del teorema 3.1 puede utilizarse para la construccién del polinomio minimo,
a partir de los bloques de la forma canénica de Jordan.

Definicién 3.5. El polinomio minimo de A e RN*N con respecto a un vector v € RN se define
como el polinomio P de grado minimo tal que P(A)v = 0.

Teorema 3.2. 1. El polinomio P de la definicién 3.5 existe y es tinico.
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2. Si Py es un polinomio tal que Py (A)v =0, con grado mayor que el de P, entonces P divide a P;.
En particular, P divide al polinomio minimo Q de A.

La propiedad 2 del teorema 3.2 permite construir en la préctica el polinomio P, a partir
del polinomio minimo Q de A y la representacién del vector v en la base de Jordan.

3.2. Métodos de extrapolacion vectorial

3.2.1. Algoritmos tipo ¢ vectorial

El primer grupo de métodos vectoriales de aceleracién de convergencia tiene como base el
algoritmo ¢ escalar, tratado en el capitulo 2 de la presente memoria. Aqui son destacables
dos procedimientos: el algoritmo ¢ vectorial (VEA) y el algoritmo ¢ topolégico (TEA).

Algoritmo ¢ vectorial (VEA)

Para generalizar la formulacién del algoritmo ¢ de aceleracién de sucesiones escalares es
necesario introducir el concepto de inversa de un vector no nulo*. Wynn, [74, 75], propuso
una extensién basada en la inversa de Samuelson

.Y
<y,y>

y yeCh, y=0, (3-3)
donde ¥ denota el vector conjugado de y, con < -,- > dado por el producto euclideo en CN
con norma asociada |- |. La inversa (3.3) de y estd relacionada con la pseudoinversa y* a
través de la férmula, [59]

y= )"
En lo que sigue, y~! también se denotara como 1/y. No es dificil comprobar que la definicién
introducida en (3.3) verifica las propiedades

=y, yy=1
Usando (3.3), Wynn traslada las férmulas del algoritmo ¢ escalar al caso vectorial, generan-
do el algoritmo VEA:

1. E(,V;) :Oreg)n) :Sn/n:O/ll""

2.

(n) _ (n+1)
€1 = &1

+ n,k=0,1,..., (3-4)

(n)’
Ag}/
donde As,(:l) = e,(:l”) - s,(:l).

Como es de esperar (dado que ése es el objetivo) muchas de las propiedades del algoritmo
¢ escalar pueden extenderse al caso vectorial. La mayoria tiene que ver con la implementacién.

Asi, tenemos:

"La aplicacion de la transformacion de Shanks a la sucesién vectorial {Sy};2, componente a componente no es
recomendada por su inestabilidad numérica, cf [59].
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3.2 Métodos de extrapolacion vectorial

(P1) Los valores (3.4) pueden disponerse en forma de tabla, version vectorial de la tabla ¢,
a partir de la molécula computacional de cuatro términos vectoriales

(n) (n)
Skn - ‘C’k’ll
A A
(n+1) (n+1)
1 T &

(P2) Como en el caso escalar, las aproximaciones al limite (o antilimite) de S, vienen dadas

por los elementos egz), E)MS)

0,1,...,2k

cuyo célculo requiere los 2k + 1 vectores ¢ = S,u4s, 8 =

(P;) Segun (P), calcular sgz) requiere entonces obtener los valores

£§”+j), 1<j+r<2k, r>1

Teniendo en cuenta que

1
egn) = n>0,

Aeg") ' -

entonces el coste computacional, en operaciones vectoriales con N componentes, para

calcular sgz), es 6k? + O(k). Es necesario almacenar los 2k + 1 vectores S, ..., S,,or (en

total (2k +1)N posiciones de memoria) si bien el algoritmo puede ir sobrescribiendo
en las mismas variables los vectores egm), utilizando un procedimiento similar al del

caso escalar.

(P4) En la formulacién del modo ciclico (seccién 3.1.2) se tiene en este caso que [ = 2k - 1.

Algoritmo ¢ topologico (TEA)

La vectorizacién del algoritmo ¢ escalar depende entonces, como se ha visto, de la definicién
de la inversa de un vector no nulo que se utilice. Una nueva versién del método (el algoritmo
¢ topologico o TEA) fue propuesto por Brezinski, [12, 13], utilizando un concepto diferente.

Definicién 3.6 (Inversa de un vector con respecto a otro). Sean x,y € cN ,con < x,y >+ 0. Se
define el inverso del par ordenado {x,y} como el par ordenado {x!,y~!}, donde

-1_ X -1_ Y
= , X = .
<Y, x> <Y, x>

y (3-5)

1

Se dice que x™ es el inverso de x con respecto a y y viceversa.

Es un ejercicio comprobar que (3.5) verifica las propiedades

1
Sy, x>

{oyy ™D ={xy), <xLyts

Con esta nueva definicién, Brezinski propone dos versiones vectoriales del algoritmo ¢ (3.4),
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3 Extrapolacién vectorial

que necesitamos primero reescribir como

(n) (n+1) 1
€2kr1 = E2k1 +'2;‘(;;,
€2k -
3.
(n) (n+1) B
G2 =k Ty Mk=01..,

€kl

donde, como antes, el inverso x~1 se denota también como 1 /x. Las dos versiones dependen
de la interpretacién de los inversos en (3.6).

= TEAIL Fljamos y € RN arbitrario, verificando < y, Ae( )

(1)

># 0, para cada n y k. Definimos:

1. 1/ As ) como el inverso de Ae,,” con respecto a y.

2. 1/ A£2k 1 como el inverso de Asgkll con respecto a y~!, el inverso de y con respecto
AE(”)
a Aegk), es decir: y~! = #
<y, Ag,
Entonces, usando (3.5), la formulac1on (3.6) se escribe como
£ (n+1) Yy
Eokr1 = k-1 F AelD
Aey’yy >
Al (37)
e =y n=0,1
€oks2 = Eok <A (n+1) A (n) Loy
ok 1 B

parak=0,1,...

= TEA2. Con y € RV arbitrario verificando la condicién anterior para TEA1, se definen:

(n )

( ) -1 -1 475
2k+ con respecto a y—, siendo y - el inverso de y

Aée (n+1)

1. 1/ As(”) como el inverso de A¢,,” con respecto a y.

2. 1/A£2k+1 como el inverso de Ae

con respecto a As(n+1)- ]/ (n+l)
<y, A,

Ello lleva a formular (3.6) como

£
2k+1

(1), Y
* Ae(z),y >
%n+1> (3.8)

=&

()
2k+2

(n+1)
2k

=€

(") ("+1)
A£2k+1' As

parak=0,1,...

Comparando los algoritmos (3.7)-(3.8) con el algoritmo ¢ vectorial de Wynn (3.4), se pueden
hacer las siguientes observaciones. Por un lado, la aproximacién al limite o antilimite de Sy,

(n)

tanto para TEA1 como para TEA2, viene dada por ¢,,”,

calculable a partir de la tabla ¢
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3.2 Métodos de extrapolacion vectorial

vectorial. Por otro, los dos algoritmos topolégicos comparten la férmula para eg’;il. En el

caso de TEA1, la segunda ecuacién de (3.7) proporciona una recurrencia de tres términos

1
ey = Mnkesy + buxesy',
con
a -1 b 1-a
nk= "y (1) nk =17 Unk-
’ (n) (”) ’ ’
< A82k+1, Az—:
En el caso de TEA2, se tiene
e5n = Cuiey )+ e,
con
d -1 chr=1-d
}’l,k < Ag(n) Ag(n+1) }’l,k - i’l,k’

2k+17

Otra propiedad relevante es que ambas versiones del método TEA admiten una representa-
cién de la forma (3.1). Brezinski, [12], derivé la férmula a partir del teorema siguiente, debido
a Macleod, [43, 29].

Teorema 3.3. Supongamos que la sucesion {S,};2,, satisface una relacién de la forma

k
> ai(Sy+i—=S) =0, (3-9)
i=0
para ciertos ag, . .., ax (con ag + 0, ax # 0) y un vector fijo S. Entonces, para n > 0,

(n) { si Z;{:O aj +0,
& = : k
0 si ijo a;=0.

El razonamiento de Brezinski es como sigue: se parte de una sucesién modelo S;; verifican-
do (3.9), donde se supone que Zi'(:o a; = 1. De (3.9) se tiene
k
Z a]'ASn+]' =0,
=0
lo que lleva al sistema

110+€l1+---+11k=1,

ap < y,AS.n >+a1 <Y, NSy >+ +ag <Y,AS, . >=0, (3.10)

ag <Y,ASy 1> +a1 <y, ASy x>+ +ax<y,AS, o1 >=0.

Asumiendo que (3.10) tiene solucién tnica, a partir del teorema 3.3 podemos escribir

)52 a5,
i=0
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3 Extrapolacién vectorial

donde las férmulas de Cramer proporcionan la expresiéon tedrica para los coeficientes

1 Lo U 1
Noi .
=t =0k A= SV ’ WA gan)
i-0 0i : : :
! ! <Y,ASpip1> .. 0 ... <y AS, k1>

(La existencia de los a; puede asegurarse a partir de alguna condicién suficiente, como por
ejemplo, cuando det W # 0, siendo

<Y, Wn> <Y, Wyy1 > - <Y, Wyyk-1>
W= : : ;
Y Whsk-1> <YWy > <Y, Wpigk2 >
con Wy = Auy, Uy = ASy, [59]. Esto puede también entenderse como un requerimiento
anadido para el vector y.)

Utilizando este argumento, Brezinski demostré las siguientes representaciones:

Teorema 3.4 (Representacién en determinantes del algoritmo TEA).

1. (TEAL.) Los elementos de (3.7) verifican

e = (S ey = @ a8)) ! = e
donde F(S.. S S
e(5) = 1 ’g(lrﬁl,,.'...',,l)m)’
siendo
0o U1 Uk
F(vo,...,vp) = <y,A'Sn > <y,A§n+1 > .. <y,A'Sn+k> (3.12)
< y,AS.nJrk_l > <y, Asmk > ... <y, ASY.l+2k—1 >

En (3.12), si vy, ..., vy son escalares, F es el determinante correspondiente; si vy, ..., vy son
vectores, (3.12) es un vector definido a partir de su desarrollo con respecto a la primera fila, es
decir

k
F(Uo, .. .,Z)k) = Zaivi,
i=0
con los a; dados por (3.11).

2. (TEA2.) Los elementos (3.8) verifican

) _,; W = - 7
ex =Ek(Sn), €y = (&(ASw)) <y, &(ASy) >’

donde

Ek(sn) _ F(Sn+k1;(sil+{<+1/"i;SnJer),
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3.2 Métodos de extrapolacion vectorial

y F dado por (3.12) .

Podemos asimismo analizar varios aspectos de la implementacién del TEA. No es dificil
observar que tanto el coste operativo como de almacenamiento es similar a los del VEA. Hay,
sin embargo, una implementacién mds econdmica para el TEA (llamada ETEA), que calcula
eg’;) sin usar la computacién de eﬁ”*f ), 1 < j+r <2k y que se basa en las representaciones
del teorema 3.4. El procedimiento se utilizard también en los métodos polinémicos, pues en
ambas situaciones se comparte la misma idea de formular la extrapolacién en la forma (3.1).
Para el caso del TEA, la implementacién es como sigue, [59]: del teorema 3.4 se tiene
(
2k

k k
egz) = Z 2;Sy+i (TEAL), e - Zaisn+k+i (TEA2),
i=0 i=0

con los a; verificando (3.11). Los pasos de la implementacién son:
1. Elegimos enteros n > 0, k > 1, vectores Sy, y.
2. Calculamos Sq,S»,...,S;.

3. Parai=0,1,...,2k-1, calculamos S;1;+1, ASy4i = Syriv1 = Susi ¥ % =<y, ASp4i >.

Una vez calculados estos valores, podemos ahorrar en el coste de almacenamiento del
siguiente modo:

= En el caso TEA1, guardamos S;, AS,.;,1=0,...,k—1, descartando el resto de los
Sn+j/ ASn+j-

» En el caso TEA2, guardamos S,k ¥ AS; ki, i =0,...,k—1, descartando el resto
delos Sy1j, ASyy;.

4. Fijando §;; = a;,, se resuelve el sistema (3.10), a partir de escribir

Ci
k.
Z]':O Cj

a; =
donde ¢y =1y cy,...,cx 1 es la solucién de
k-1 )
Z (51',]‘(3]‘ = —5i,k/ 1=0,... ,k -1. (3.13)
=0

(Se asume que Z?:o ¢j#0.)
5. Con los a; disponibles, calculamos ¢y, ..., Cx_1 dados por
k J
§i= > ai=1-a, (3-14)
i=j+1 i=0

es decir
‘:k—l = Ay, gj = §j+1 + i1, j: k-2,...,0,

2Al parecer, una de las motivaciones de Brezinski para la derivacion del TEA procedia de la falta de representacion
determinantal del VEA. Recientemente, [59], Sidi obtuvo una formulacién para el algoritmo ¢ vectorial, parecida
a la dada en el teorema 3.4 para el TEA, utilizando aproximantes de Padé vectoriales.
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3 Extrapolacion vectorial

(con &g =1-ag).

6. Reescribimos

(n) k k=1
& = Zaisnﬂ' =5, + Z (:]'Asnﬂ',
i=0 j=0
en el caso de TEAl y
(n) k k-1
& = Zaisn+k+i =Spek+ Z ngSn+k+jr
i=0 j=0

en el caso de TEA2.

La economizacién proporcionada por los pasos 1-6 se refleja en 5k operaciones vectoriales
y un sistema lineal (3.13) que puede resolverse con O(k?) operaciones escalares. Asimismo,
necesitamos N (k + 1) posiciones de memoria (para S, AS,,;, 0<i<k-1,en el caso de TEAL,
y para Sk, ASyik4is 0<i<k-1, en el caso de TEA2) en todo el proceso de célculo de sg;).
Otras opciones para reducir el esfuerzo computacional en el algoritmo topolégico pueden

consultarse, por ejemplo, en [17].

3.2.2. Métodos polindmicos

La construccién del segundo grupo de métodos de extrapolacién vectorial suele motivarse a
partir de la bisqueda de la solucién de un sistema lineal

S=TS+d, (3.15)

donde T ¢ RV*N 4 ¢ RN, con I - T invertible. En este caso, para un vector inicial Sy, la
sucesion
Sm+1 = Tsm+d1 m :0/ 1/ (316)

converge hacia S si y s6lo si el radio espectral de T es menor que uno. La primera observacion
es que S puede alcanzarse exactamente a partir de la sucesion (3.16).

Teorema 3.5. Sea

pu(z) = Zcizi/ Cky =1, (3.17)
el polinomio minimo de T con respecto a e, = S, — S. Entonces ijo c; + 0y ademds

k
2ilo CiSnai

S =
kn .
220 Ci

(3.18)

Demostracion:
Como I -T es invertible, p,(1) = Zif:”o ¢; # 0. Por otro lado, a partir de (3.15) y (3.16), ¥
como pj, es el polinomio minimo de T con respecto a e, se tiene

Ky ) ky ky ky
0=pn(T)en = ciTen =), Ciensi= ) CiSnri=S ), Ci
i=0 i=0 i=0 i=0
verificando asi (3.17). O
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3.2 Métodos de extrapolacion vectorial

El teorema 3.5 afirma que para calcular S a partir de (3.16), seria necesario obtener el
polinomio minimo de T con respecto a ¢, lo que en principio no es posible al no conocerse
ey. El siguiente resultado da una alternativa.

Teorema 3.6. El polinomio minimo de T con respecto a e, coincide con el polinomio minimo de T con
respecto a uy = ASy,.

Demostracion
Denotemos por s,(z) el polinomio minimo de T con respecto a u,,. Observemos que

(T-1Dey = uy.
Entonces p,(T)u, =0y, por tanto, s, (z) divide a p,(z). De forma similar,
O = Sn(T)un = (T_ I)SH(T)EH,

y como (I-T) es invertible, entonces s,(T)e, = 0y, por tanto, p,(z) divide a s,(z). O
De este modo, el polinomio p,(z) definido en (3.17) puede determinarse a partir de la
condicién
pu(T)uty =0, (3.19)
donde los vectores u; si pueden calcularse.
El sistema (3.19) puede escribirse

U, c=0, (3.20)
o bien
Ukn—lcl = Uptkys (3.21)
donde
Uj= [un‘un+l|"'|un+j] (3-22)

es la matriz N x (j + 1) cuyas columnas son los vectores Un, Un4l,- - Unsj, € = (co,...,ckn)T
y ¢’ = (co,- ..,ckn_l)T. Por la existencia y unicidad del polinomio minimo, cf. teorema 3.2,
el sistema (3.21) (que hace uso de la propiedad c;, = 1) es consistente, aunque sobrede-
terminado en general. Para su resolucién, son necesarios los k;, +2 vectores Sy, ..., Sk, +1-
Alternativamente, la expresion (3.18) puede también escribirse

ky

S:Z’Y'S vir iz ,
= 19n+i 1 Zkzocj

‘i (3.23)

de manera que ijo vi = 1. Usando (3.20) y (3.23) resulta que 7 = (7o, - . -, 'ykn)T satisface

o
Ue,v=0, > 7i=1,
i=0

que es un sistema de N + 1 ecuaciones para las k, + 1 incégnitas 7;, de solucién tnica. Obser-
vemos que (3.23) tiene sentido ya sea S el limite de S, (si T tiene radio espectral p(T) <1) o
el antilimite (si p(T) > 1).

El procedimiento anterior para calcular S tiene varios inconvenientes que lo hacen inviable
en la practica. El primero es que el polinomio minimo de T con respecto a u; (y, por tanto,

61



3 Extrapolacién vectorial

su grado k;) depende de n. Por otra parte, este grado k, puede ser tan grande como N, lo
que puede llevar a un coste computacional excesivo.

Sin embargo, podemos utilizar los argumentos anteriores para obtener aproximaciones
a S, sustituyendo el polinomio minimo de T con respecto a u;, por otro, de grado fijo k y
mucho menor, para reducir el coste operativo. Observemos que si k; < N es el grado del
polinomio minimo de T con respecto a uy, es claro, por la definicién, que el sistema de
vectores {uy, U1, ..., Uy} €s libre si 0 <k <k, -1, pero {uy, uy41,...,Uysk,} DO lo es. Esto
implica que las matrices U; dadas por (3.22) para j=0,...,k, — 1, tienen rango completo j +1,
pero el rango de U, es k. De este modo, la resolucion de sistemas del tipo (3.21)

Ug-1¢" = Uik (3.24)

con k mucho menor que k;, debe entenderse en el sentido de minimos cuadrados; igualmente,
la expresion

=

c.
Suk =D YViSnsis  Vi= < (3-25)
i=0 Zj:() Cj

serd una aproximacién a S, definiendo asi un método de extrapolacién, llamado método
MPE (Minimal Polynomial Extrapolation). La construccién sigue entonces los pasos, [59, 60]:

1. Elegimos k pequefio y #, calculando los términos Sy, Sy41, ..., Sysks1 de la sucesion
original.

2. Calculamos los vectores correspondientes uy, ..., u, x y formamos la matriz Uy_; €
]RNXk‘

3. Resolvemos (3.24) en el sentido de minimos cuadrados; es decir, calculamos
k-1

min H Z Cilp4i + un+kH/ (3-26)
C0se/Ch—1 i=0

siendo | - || la norma euclidea en RY.

4. Fijamos ¢, =1y calculamos Sﬁdkp E

=S,k usando (3.25).

El segundo método polinémico es una variante del método MPE conocido como método
RRE (Reduced Rank Extrapolation). Estd basado en sustituir (3.26) por un problema de
minimizacién similar, cf. (3.20) y (3.21):

1. Elegimos k y n, calculando Sy, Sy41,-- -, Spyke1-
2. Formamos la matriz Uy = [Un|tyi1 ] [thpek] € RN*(k+1)

3. Resolvemos el sistema sobredeterminado
Uy =0,

en el sentido de minimos cuadrados y con la restriccién Z;{:o vi = 1. Esto significa
resolver el problema de minimizacién con una restriccién

k
ymin 1> vittnsil, sa. D yi=1. (3.27)

0Tk =0 i=0
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3.2 Métodos de extrapolacion vectorial

4. Calculamos SE};E =5, usando la férmula (3.25) con los 7; calculados en el paso 3.

El problema (3.27) puede sustituirse por un problema de minimizacién equivalente pero sin
restricciones, lo que es mds conveniente en términos computacionales. Para ello, observemos
que, si Uy, = ASy, y wy = Auyy,, entonces se tiene

i-1 i-1
Sn+i=Sn+ Z Uptj, Upyi =Un + Z Witj- (3-28)
5 =

Utilizando la primera relacién de (3.28) y la restriccion Zf;o 7 =1, no es dificil ver que

k k-1
> ViSn+i = Su+ ) Cithuyj, (3-29)
i=0 j=0
donde
k j ,
g]': Z ’Yizl_z%‘/ ]:0/"'/k_l/ (330)
i=j+1 i=0

(cf. (3.14)). Igualmente, utilizando la segunda relacién de (3.28)
k k-1
D Vithpai = Un + ), &jWpyj. (3-31)
i=0 j=0

Podemos entonces, usando (3.31), sustituir (3.27) por

k-1
min [uy + Y &,y | = min [Wi 18+ unl, (3.32)
GosesGk-1 =0 g

con & = (&0, ,&-1)", Wiq = [wy]...|wyk-1]- Una vez determinado & podemos avanzar
en el método RRE calculando S, , via (3.29), con los coeficientes ; directamente, o a partir
de (3.25) resolviendo el sistema (3.30) para los 7;:

Yo=1-Co, 77i=Gi-1-6Gi, i=1,...,k=1, 7k =73Ck1.

La equivalencia de los procedimientos fue demostrada en [60].

Es importante observar que la introduccién de un pardmetro k, pequefio y arbitrario, para
la construccién, hace que los métodos MPE y RRE sean aplicables para la extrapolacién de
cualquier sucesion {5y };2 con independencia de como se genera ésta. En el caso lineal (3.16),
es destacable, [55, 59], la equivalencia matematica de los métodos MPE, RRE y TEA1 con
tres métodos de Krylov (Arnoldi, GMRES y Lanczos, respectivamente). La literatura sobre
los métodos de Krylov es abundante, véase, por ejemplo [51, 69]. Asimismo, el método MPE
admite otras dos variantes, los llamados métodos MMPE (Modified MPE) y SVD-MPE. En
el primero se requiere que el vector Uy_i¢” + u,,,, @ minimizar en (3.26), sea ortogonal a un
subespacio fijo de dimensién k (lo que permite una resolucién alternativa para el cdlculo
de ¢); en el segundo, se minimiza |Uic| para ¢ = (cg,...,c¢)’ con |c| = 1. La solucién ¢
resulta ser el vector singular por la derecha correspondiente al menor valor singular de Uy.
Véase [59] y referencias para més detalles.

63



3 Extrapolacién vectorial

En analogia con lo descrito para los algoritmos vectoriales de tipo ¢, podemos analizar las

siguientes propiedades de los métodos polinémicos. En lo que sigue, S,  denotara Sykp Eo

SRRE

+ ¢ distinguiéndose cuando sea necesario.

1. Ntcleo de la transformacion (cf. teorema 3.3). Supongamos que la sucesién {S,}2
satisface una relacién de la forma

k
Zai(sm+i_5):0/ mzorlr-"/ (333)
i=0

para cierto vector S, coeficientes a; con ag, ax # 0, zf:o a; # 0 y siendo k minimo con esta
propiedad. Entonces, S, x = S para todo n, [59]. (Observemos que en el caso particular
de la sucesion (3.16) se satisface la relacién anterior con k el grado del polinomio
minimo y el resultado anterior fue ya demostrado para este caso en el teorema 3.5. La
condicién (3.33) puede entonces considerarse una generalizacién de dicho teorema.)

2. Representacion con determinantes. Los métodos polinémicos admiten también una
representacion en forma determinantal. Para su derivacién se utiliza el siguiente lema
previo, [59].

Lema 3.1. Sean u;j, y; escalares verificando

k
Yuyj=0, i=0,... k-1, 7i=1. (3.34)
j=0

-

Entonces, ya sean vy, . . ., vy escalares o vectores,

zk:“y-v' _ D(@o,..., %)
i=0 “toDpQ,..., 1)’
donde
Yo U1 o
D(vg,...,vx) = u?,o “(:),1 ... u(:),k
Up_10 Uk-11 --- Up-1k

Sivg,..., v son vectores, la notacion del determinante se entiende como la combinacién vecto-
rial obtenida al desarrollar por la primera fila, cf. teorema 3.4.

Teorema 3.7. Para los métodos MPE y RRE se tienen las representaciones

S, = D(Sn/ Snit--- /Sn+k)
nk D(1,1,...,1)

donde D(vy, ..., vy) es el determinante definido en el lema 3.1 con

<Upyi, Upri > MPE
ui,]' _ { n+i 11+] ( ) (335)

< Wyis Unyj > (RRE)

y siendo uy, = ASpy, Wy = Aty
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3.2 Métodos de extrapolacion vectorial

Demostracién:

Buscamos aplicar el lema 3.1 con los valores u;; especificados en (3.35). Observemos
que, por construccién, los coeficientes Vi satisfacen ya, en ambos casos, la segunda
condicién de (3.34), por lo que bastard con demostrar la primera.

En el caso del método MPE, tenemos que los coeficientes c; verifican las ecuaciones
normales correspondientes al problema de minimizacién

k-1
Z < un+i,un+j >C]‘ = =< Upti, Upsk >, iZO,...,k—l.
=0 — —_—

Ujj Uik

Tomando ¢, = 1 y dividiendo por Z;'(:o ¢j, las ecuaciones anteriores pasan a tener
la forma de (3.34). Esto demuestra el resultado para el método MPE. En el caso del
método RRE, las ecuaciones normales del problema de minimizacién pueden escribirse,
cf. (3.32),

k-1

Y < Wiy Wy > G = = < Wyt >, 1=0,..., k-1,

j=0

0, equivalentemente

k-1 k-1
0= Z < Whyi, Wyyj > €j+ < WpyisUn >=< Wp4i, Un + Z wn+j§j >=
j=0 j=0

k k
=< Wp+i, Z Yilntj >= Z < WhtisUnsj >Yj- O
j:O ]':O_\,_/
u,-]-

. Implementacién.

Puede darse una implementacién eficiente y unificada para ambos métodos MPE
y RRE, utilizando la resolucién de los correspondientes problemas de minimizacién
mediante la factorizacion QR. En este sentido, hacemos uso de los siguientes resultados,
véanse e.g. [28, 59].

Teorema 3.8. Sea A € R™® con m > s = rango(A), A = QR la factorizacion QR de A.
Entonces:

(a) El problema de minimizacién

min |Ax-b|, beR",
xelR®

tiene solucion iinica £, dada por la solucion del sistema

Rx =QTb.

(b) Si g eR® el problema de minimizacion

min |Ax|, sa glx=1
xelRs
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3 Extrapolacién vectorial

66

tiene solucion inica, dada por

1

o T py-1 _
£=AR'R)"'g, A <3, (TR Tg>"

Ademds

|Ax| = VA.

Los pasos de la implementacién son los siguientes:

(1)

(ii)

(iii)

Elegimos n >0, k> 1, Sy y generamos Sy, ...,S,. A partir de este dltimo, calcula-
mos Syi1, -+, Spiksl-

Construimos las diferencias u,,,; = AS;,j, j=0,...,k y formamos la matriz Uy =
[tnlttner|tnik]-

Realizamos la factorizacion QR de Uy por recursividad: si Uy = uy, es claro que
u .

Up = QoRo con Qp = ﬁ y Ro = |[un|. Si denotamos por
Up

uj—l = [un] ... |un+j—1]/
y suponemos conocida la factorizacién QR de U; 1
Uj1 = Qj1Rj1,
entonces no es dificil ver que la factorizacion QR de U; = Q;R; se obtiene como
R'_] ri
Qj=[Qj-1lg;], Rj= ( 6 rj]]') ,
donde
T 1
rj=Qjqtnsjr Tjj = lunej—Qjaril, gj= a(“nﬂ‘ - Qj-17))- (3:36)
El proceso se realiza sin coste operativo adicional. Al final del mismo, Qy se

almacena en U.

Caleulo de v = (70,.--,7k)T. En el caso del método MPE, el sistema (3.24), utili-
zando el paso (ii) y el teorema 3.8.(a), se escribe

Ry_1¢" = ~Qf _yttysk = ~1k, (3:37)
(donde ry procede de la primera férmula de (3.36) con j = k). Con ¢’ disponible,

como solucién del sistema triangular superior (3.37), fijamos cx = 1 y calculamos

Ci

:ki, iZO,...,k.
(Z]':OC]')

Yi

En el caso del método RRE, utilizando (3.27) y el teorema 3.8.(b), se tiene que
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v = Ah, donde h es solucién de

RIRh=e=(1,1,...,1)7, (3.38)

yA= (Observamos que el sistema (3.38) puede resolverse a partir de dos

T.

elth
sistemas triangulares, con matrices R,z y Ry, respectivamente.)

(iv) Conocido 7, calculamos & = (&,...,&-1)" utilizando (3.30).

(v) Calculamos S, s, para ambos métodos, a partir de (3.29),

k-1
Suk=Sn+ Y. Cjllnsjs
j=0

que, una vez computados los u,,j, no requiere el almacenamiento de S, i =
1,...,k+1.

Para completar la implementacién, indicamos cémo introducir el modo ciclico y una
estimacion de los errores para controlar el proceso.

En relacion con el segundo punto, es habitual utilizar el valor relativo (S, x)|l/|l7(So)|,
siendo 7(x) el residuo, en x, de la férmula para generar la sucesién S;;. Notemos que
en el caso lineal (3.16)

k k
Tsn,k +d - Sn,k = Z '7i(TSn+i + d) - Z ')/isn+i
i=0 i=0

r(Suk)

k k
Z’Yi(sn+i+1 - Sn+i) = Z Yithpyi = Upy.
i=0 =0

Por otro lado, como u, = (T - I)e,,, entonces

k k
7’(Sn,k) = ;]')’i(T_I)enH = (T_ I) Z(:)')’ienﬂ = (T_ I)(Sn,k _S)'

Por tanto
1S =SI < 1T =D r(Sup) | = [(T = 1)Uy .

De este modo, es razonable utilizar |Uyy| como estimacién del error de extrapolacién,
tanto para el caso lineal como si la generacién de S;; es no lineal. En esta tltima
situacién, la justificacién viene dada a partir de los argumentos anteriores y usando
linealizacién.

La principal ventaja de elegir |Uy| para estimar los errores es que puede calcularse
sin coste adicional, [59]:

Teorema 3.9. Con la notacién de los pasos (i)-(v) de la implementacién, se tiene que

|ty = {'jk{k'k ke,

La estimacién del error debe incorporarse en el modo ciclico de implementacién, que
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3 Extrapolacion vectorial

en su version completa tendria la forma siguiente:

(M1) Pasos (i)-(v) con n = 0 para calcular Sy ; y computo de ||Uy7y| segtin el teorema 3.9.

(M2) Mientras |Uiy| sea mayor que una tolerancia prefijada, hacemos Sy = Sy y
volvemos al paso (M1).

Observemos que, en la formulacién general del modo ciclico, descrita en la seccién 3.1,
I = k en el caso de los métodos polinémicos (es decir, necesitamos almacenar k + 1
términos Sy, ..., Sk41) frente a los métodos vectoriales de tipo ¢, para los que [ = 2k - 1.

Por otra parte, tal y como se menciona en [59], si bien los métodos MPE y RRE son
diferentes, pueden establecerse algunos resultados que justifican un comportamien-
to general comun en los experimentos, tanto en sentido positivo de aceleracién de
convergencia, como negativo, cuando ambos procesos no funcionan.

3.3. Convergencia y estabilidad de los métodos de
extrapolacion vectorial

Dedicamos esta seccién a presentar algunos resultados de convergencia y estabilidad para los
dos tipos de métodos de extrapolacion vectorial analizados en la seccién 3.2. Las demostra-
ciones de muchos de los teoremas adoptan argumentos del caso escalar. Por sencillez, nuestra
exposicién aqui serd descriptiva, resaltando la naturaleza de los resultados y su aplicacién
en la préctica. El lector puede consultar las demostraciones en las referencias citadas a lo
largo de la seccién.

Los principales resultados suelen ser de dos tipos, para procesos lineales:

= Convergencia de {S, s} 2, con k fijo.
= Comportamiento del error S, — S, con 1 y k fijos.

Los del segundo tipo se aplican asimismo al caso no lineal, via linealizacién, cuando el
método se implementa en modo ciclico.

3.3.1. Métodos vectoriales de tipo «.

Los resultados de convergencia para los algoritmos vectoriales de ripo ¢ estan basados en
el teorema 3.3 de caracterizacién del nticleo, que asegura la exactitud de la extrapolacién

{egz)}z‘; o cuando la sucesién estd generada por un proceso lineal (3.16) y siendo k el grado
del polinomio minimo de T con respecto a 1y = ASy. Por otro lado, Brezinski, [12, 13], utiliza
la generalizacién de la transformacién de Shanks al caso vectorial para obtener resultados
de convergencia de {egz) moos con k fijo, similares a los del algoritmo general GEA escalar
(cf. seccidn 2.2). Otros resultados de convergencia, que hacen uso de aproximantes de Padé
vectoriales, pueden consultarse en [29, 30].

En relacién con el comportamiento de sg';)
cia cuadratica en el siguiente sentido:

con k y n fijos, los métodos alcanzan convergen-
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3.3 Convergencia y estabilidad de los métodos de extrapolacion vectorial

Teorema 3.10. Supongamos que S es un punto fijo de una aplicacion f : RN — RN, diferenciable
en un entorno de S y con I — f'(S) invertible. Supongamos que {S,};2,, se genera por iteracion de

punto fijo con f:
Sm+1:f(8m)/ m:011/~-~/

y sea { Xy} o2 la sucesion obtenida al aplicar el método VEA o el método TEA en modo ciclico, con
I =2k, -1, siendo ky, el grado del polinomio minimo de f'(S) con respecto a S, — S. Entonces, existe
un entorno V de S tal que para todo X € V se tiene que

1Xpe1 =S| = O(| Xu = S|?), n=0,1,...

Notese que el resultado incluye el caso lineal (3.16), si f(x) = Tx +d. Las correspondientes
demostraciones pueden consultarse en [27, 39, 13, 60].

3.3.2. Métodos polindomicos.

En el caso de los métodos MPE y RRE, el principal resultado de convergencia de {S, }2
con k fijo se refiere a sucesiones de la forma

p
Suw=S5+> Al'vi, p<N, (3.39)
i=1

donde los vectores v; son linealmente independientes, los escalares A; son distintos entre si,
conA;#0,1y
A1) 2 [Ag] 2+ 2 [Apl. (3.40)

Observemos que para sucesiones verificando (3.16), se cumple (3.39) cuando la matriz T
es diagonalizable y I — T invertible. En ese caso, los escalares A; son algunos o todos los
autovalores no nulos de T y los v; son autovectores asociados.

Teorema 3.11 ([59]). Supongamos que {S,},>, satisface (3.39)-(3.40) y que existe k tal que |Ax| >
|Ags1]. Entonces:

(i) SE,IISE existe para todo n y S%f) E existe para n suficientemente grande.
(ii) Para ambos métodos, se tiene
Suk=S=(Cox+ O = O(Agyq), n— o0
con los vectores C,, . iguales para los dos métodos y tales que

sup [ Cp x| < co.
n

(iii) Si Sy = Zi‘;o YiSutir Vi = ,yi(n,k), entonces existe limy,_, oo 'yl.("’k) y ademds
k k
. A=A
1. '(I’l,k)/\l _ 1 .
nggo E) Vi E 1- Ai
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3 Extrapolacién vectorial

En consecuencia, T,y ;. = Y5, \fyi(n’k)| satisface

: e (k) T A+ A
Jim T 32 Jim o™ < [T5=5
y ambos métodos son estables.
(iv) Para k = p se tiene que
Snp=S; Zp:“rfn'p))ti = 4p )1\:/)\”
i=0 i=1 i

Comentarios al teorema 3.11

1. La demostracién del teorema 3.11 puede consultarse en [59]. La prueba hace uso de la
representaciéon con determinantes de los métodos y adapta al caso vectorial muchos
argumentos y técnicas usadas para la transformaciéon de Shanks, véase seccion 2.1.

2. El resultado de existencia para SKRF de (i), asi como la aceleracién de convergencia
dado por (ii) son también vélidos para el método TEA y para otras variantes del
método MPE. Por otro lado, el hecho de que los vectores C, x en (ii) sean los mismos
para ambos métodos implica que los errores S, — S son asintéticamente iguales, en el
sentido de que

MPE RRE
Suk =5~ Suk =S,

componente a componente.

3. Por (3.39), es [Agi1| < |Ax|]- Entonces si [A1] < 1, (es decir, si S, converge a S) se tiene
por (ii) que S, ; converge a S cuando 1 — co mas rdpidamente que S;,. Dicha conver-
gencia se mantiene en el caso de que |Ax,1| <1 <|Aq], es decir, aunque S, no converja
hacia S. En particular, la aceleracién de la convergencia dada por S, k, relativa a S, se
comporta como

)
(nk)

4. Los coeficientes 7, en (iii) contienen informacién relevante sobre los A;, que no
proporciona, en general, la sucesién S;,. Para ello, se tiene en cuenta la identidad, [59],

n
), n — oo,

5. Algunos resultados del teorema 3.11 pueden extenderse para analizar S, con |Ay| =
|Aks1|- Se refieren a una sucesién S, generada como en (3.16), con T diagonalizable,

I - T no singular. Especificamente, se cumple la existencia incondicional de SERE,

mientras que la de SanP E esta condicionada a que la parte hermitica de E = a(I-T) (es

Sn,k_s -0 ’/\kﬂ
Sn_s /\l

k R A
QM) = RN - [1325 - o [
i=0 i=1 1-A M

decir, Ey = %(E +E*), siendo E* la traspuesta conjugada de E) para algian 4 € C con
la| = 1, sea definida positiva. En caso de existencia, para ambos métodos se cumple

Suk—S=0(AY,), n—oo.
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3.3 Convergencia y estabilidad de los métodos de extrapolacion vectorial

La implicacién general es que si

Al > Al = = Arar > Mgl
entonces
Suk—S=0(AY,;), n—oo,
parak=t,t+1,...,t+r-1. Asi, por ejemplo, si |A1]| = |Az| =+ = [As] > |Asiq],
Suk—=S=0(A]), k=0,...,r=1, S,,-S=0(A},),
mientras que si [A{] = [A2] = --- = |1, entonces S, — S = O(A]') para todo k y no hay

aceleraciéon de convergencia.

6. Los resultados del teorema 3.11 y del comentario anterior pueden generalizarse al caso
no diagonalizable, véase [59] y referencias alli mencionadas.

En relacion con el andlisis del error para S, x con n y k fijos, el siguiente resultado, referido
al caso lineal (3.16), es la clave para justificar el comportamiento de los métodos en procesos
no lineales y aplicados en modo ciclico, [58, 62].

Teorema 3.12. Supongamos que, en las condiciones de (3.16), I - T es no singular, T es diagonalizable
con
T=VAV™, A=diag(Ay,...,AN),

y V no singular. Sea r(x) el residuo en x
r(x)=d-(I-T)x, xeRV,
Py el conjunto de polinomios de grado menor o igual que k y
Pe={peP/p(1) =1}.

Entonces

I7(Sk™) < min IT"p(T)r(So)|l < Ka(V) il (So)l, (3-41)
peli
donde
w Ko(V) = |V||V7Y es el niimero de condicion de V en norma euclidea.

= ()= minpepk max; [A}p(A;)].

Comentarios al teorema 3.12

1. Se puede obtener un resultado similar para el método MPE siempre que se asegure la

existencia de Sffkp E 161].

2. La cantidad 2, puede acotarse en funcién del espectro de T. Las cotas pueden
expresarse en términos de n y k, proporcionando, a través de (3.41), el control de los
residuos, [59].

Como se ha mencionado anteriormente, el teorema 3.12 es la base para el siguiente resultado
tedrico, cf. teorema 3.10.
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3 Extrapolacién vectorial
Teorema 3.13. Supongamos que S es punto fijo de una aplicacion f : D c CN — CN, con D abierto
y convexo, tal que

= f es diferenciable en un entorno de S € D.

n [ f(S) es no singular.

= Existe L >0 tal que si x,y € D

1) = £ ()l < Lix -yl
(A la izquierda de la desigualdad se utiliza la norma matricial.)

Sea {Xy}y2, la sucesién obtenida al aplicar el método MPE o el método RRE en modo ciclico, a
partir de la sucesion

Sm+l=f(sm)r m:(—)/l/"-/
con 1 = ky el grado del polinomio minimo de f'(S) con respecto a X, — S en el ciclo n + 1. Se define
f=x fl)=ff70), i=12...,
para cadan =0,1,..., la matriz N x k;, por columnas

[ L@ -
1= A = pl TEe - )]

for(x) = ffo7H(x)
| £ () = for1 ()| |

l...]
Yy, por iiltimo,
% 1
wn(x) = (det (Hy (x)Hn(x)))?,
donde * denota traspuesta conjugada. Supongamos que existen a > 0 y un entero M > 0 tal que
an(Xy)2a, n>M.
Entonces, para X suficientemente cerca de S, se tiene que
[ X1 =51 = O(1Xu=SI*), n=0,1,...

La demostracién puede consultarse en [34]; véase también [35, 59]. El resultado, puramente
tedrico, estd limitado en la préctica por el desconocimiento de f’(S). Una discusiéon en
términos de experimentacién numérica con ejemplos de los teoremas 3.10 y 3.13 puede
consultarse en [63, 35].

3.4. Aplicaciones de la extrapolacion vectorial

Ilustramos aqui los contenidos de las secciones anteriores aplicando extrapolacién a la reso-
lucién numérica de dos problemas.

3.4.1. Aceleracion en procesos de Markov

En el caso del primer ejemplo, es necesario recordar algunas definiciones.

N EIRNXN.

Definicién 3.7. Sea A = (uij)i,].:l
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3.4 Aplicaciones de la extrapolacién vectorial
= Se llama grafo de A, y se denota por G(A), al grafo dirigido de N nodos Q1,...,Qn,
con un enlace directo entre Q; y Q; si'y s6lo si a;; # 0.

= Se dice que G(A) es fuertemente conexo si para cada par de nodos (Q;, Q) hay un
camino de enlaces directos que van de Q; a Q.

= Se dice que A es irreducible si G(A) es fuertemente conexo.

Para matrices A no negativas (a;; > 0), la propiedad de ser irreducible proporciona infor-
macion sobre su espectro, [44]:

Teorema 3.14 (Perron-Frobenius). Si A es no negativa (A > 0) e irreducible, entonces:
(i) El radio espectral de A, p(A), es un autovalor de A, simple y positivo.

(ii) Existe un autovector x > 0 tal que Ax = p(A)x. Los tinicos autovectores no negativos de A
(independientes del autovalor) son los miiltiplos positivos del inico autovector p definido por

Ap=p(A)p, p>1 |plhi=1
llamado vector de Perron de A por la derecha y donde | - | denota la norma uno en RN,

Cuando la matriz es positiva (a;; > 0, Vi, ), el teorema de Perron para matrices positivas
asegura que, para el resto de autovalores A # p(A), se tiene que |A| < p(A). En el caso de que
A sea no negativa, el cardcter irreducible no es suficiente para asegurar esta propiedad.

Definicién 3.8. Se dice que un matriz A no negativa e irreducible es primitiva si el tinico
autovalor de A en la circunferencia espectral

C(A) = {z = (x,y) e R/ 2l = p(A)},
es el propio radio espectral p(A).
No es dificil ver que esta propiedad equivale a la convergencia de la recurrencia
x(k+1) = Ax(k),

hacia el autoespacio asociado al radio espectral, mas concretamente, [44]:

— 00

k
Proposicién 3.1. Una matriz A, no negativa e irreducible, es primitiva si y sélo si existe khm (W) ,
Y

con

T
lim (A) -P 5o,
koo \p(A))  q'p
siendo q > 0 el vector de Perron de AT por la derecha (Illamado también vector de Perron de A por la
izquierda).

Definicién 3.9. Se dice que una matriz P = (pij)f‘;zl es estocdstica si P > 0 y para cada
j=1,...,N

N
Yopii=1
i
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3 Extrapolacion vectorial

Pasamos a utilizar los conceptos anteriores en el contexto de las cadenas finitas de Markov.
Recordemos, (véase, e.g. [65, 66]) que una cadena de Markov discreta y finita es un proceso
estocdstico discreto en el que las variables aleatorias X,, n = 0,1,..., toman valores en
un conjunto finito de estados {sy,...,sy} y cuya funcién de distribucién de probabilidad
condicionada satisface la llamada propiedad de Markov

prob(X,41=5; ,,/Xn =5i,,..., X0 = 8;,) = prob(Xys1=5; .,/ Xn =5i,), (3.42)

para todo 7 y los posibles estados s;,...,s; . Se trata de un proceso sin memoria, en el
sentido de que el estado del sistema en tiempo n + 1 depende s6lo de dénde se encuentre en
el instante n.

La transicion entre estados del instante # al instante # + 1 viene dada por la llamada matriz
de transicién

P(n) = (pi(m)Noy,  pij(n) = prob(Xpst = 5i/X, = 57), (3.43)

que es una matriz estocdstica. La cadena de Markov se dice que es estacionaria si p;j(n) = p;;
para todo i,j=1,...,N y todo n; en ese caso escribimos P(n) = P.

La evolucién de una cadena de Markov finita de N estados se obtiene a partir de la
matriz (3.43) y de los valores de distribucién de probabilidades en cada instante k

p(k) = (p1(k),-.., pn (k)T pj(k) = prob(X; = 5)),

esto es, pj(k) es la probabilidad de que en el instante k el sistema se encuentre en el estado j.
Usando las propiedades de la probabilidad condicionada y la propiedad de Markov (3.42),
no es dificil ver que

p(k+1)=Pp(k), k=0,1,..., (3.44)

asumiendo que el proceso es estacionario. Es decir, p(k) = P*p(0), siendo p(0) la distribucion
inicial de probabilidades. De esta forma, el elemento (i,j) de P¥ muestra la probabilidad de
cambiar del estado i al estado j en k pasos.

Algunas propiedades de la matriz P, deducibles a partir de su cardcter de matriz estocdstica
y del teorema de Perron-Frobenius, proporcionan informacién sobre la evolucién del proceso
de Markov dado por (3.44), [44].

Teorema 3.15. Sea P la matriz estocdstica que define la recurrencia (3.44). Entonces p(P) = 1.
Ademds:

(a) Si P es primitiva
lim p(k) =7,

k—o0

siendo 7t el vector de Perron de P por la derecha.

(b) Si P es irreducible pero no primitiva

lim (P(0)+---k+ p(k—l)) -

k—o0

Segtin el teorema anterior, el cardcter de matriz primitiva asegura la convergencia del
proceso (3.44), si bien ésta dependera de factores como la magnitud del resto del espectro de
P y su cercania al radio espectral. Es en este contexto en el que los métodos de aceleraciéon
de convergencia pueden ser ttiles y aplicables en cualquier modelo que esté gobernado por
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procesos del tipo (3.44), sea cual sea el método numérico utilizado para la implementacién,
[6, 65].

Existe en la literatura gran variedad de modelos disponibles para ilustrar el uso de la
extrapolacién en (3.44), [5, 64, 46, 36]. Presentaremos aqui uno de los més conocidos, como
es el célculo del PageRank.

El PageRank (PR) es un procedimiento de base matemadtica que asocia a cada pagina
existente en la red de internet un ntimero que cuantifica su relevancia y fue originariamente
propuesto por Brin y Page, [19]. Para la seleccién de paginas relacionadas con la peticion
de un usuario de internet, los motores de bisqueda en la red constan basicamente de dos
etapas:

= Un procesamiento del texto indicado por el usuario, para encontrar aquellos documen-
tos relacionados, en algtin sentido semantico, con la biisqueda, [7].

= Un criterio para ordenar las paginas seleccionadas, [37].

El modelo original de Brin y Page, [19], se centra en el segundo punto, basando el criterio
de ordenacién en la busqueda de un ntimero (el PageRank) que cuantifique la relevancia de
una pagina. Las reglas principales son las siguientes:

1. Se supone que el usuario navega por la red de dos posibles formas: siguiendo los
enlaces de la pagina en la que se encuentre, con cierta probabilidad d, o eligiendo una
pégina al azar (con probabilidad 1 -d).

2. Los vinculos entrantes de una pédgina procedente de pédginas relevantes deberian tener
maés peso que aquellos procedentes de paginas poco importantes.

3. La relevancia de un enlace entrante deberia escalarse en funcién del niimero de enlaces
salientes de la pagina de la que procede.

Bajo estas reglas, la formulacién del modelo es como sigue (cf. [38, 52] para més detalles).
Supongamos que se navega en un universo de N pdaginas T7,..., Ty, cuyas relaciones se
pueden representar en forma de grafo con una matriz de conectividad asociada G = ( gij)%’:lf
donde
1, si existe enlace de T] aT;,
8ij =
0, en otro caso.

Si desde cualquier pagina puede alcanzarse cualquier otra (es decir, si todas las pédginas

tienen al menos un enlace saliente) se puede definir la matriz M = (mij);’jzl, donde
1 L
—, si existe enlace de T] aT;,
mij = G
0, en otro caso,
siendo C; el numero de enlaces que salen de la pagina j, es decir
N
C]-:Z;gi]-, j=1,...,N. (3.45)
1=

Se puede comprobar facilmente que M es estocdstica. Por otra parte, es natural asumir que
cada pégina no tiene enlace a si misma, de manera que la diagonal de M es nula. Sin embargo,
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3 Extrapolacion vectorial

la definicién de esta matriz plantea dos problemas que hay que resolver para la formulacién
del PageRank:

(P1) Podemos tener paginas sin enlaces salientes (‘colgadas’). M contiene entonces alguna
columna nula y perderia su caradcter de matriz estocastica.

(P2) Aunque no tengamos pdginas colgadas, quiza no podamos ir de cualquier pagina T; a
cualquier otra T; mediante un camino de enlaces. Esto es, necesitarfamos que M fuese
irreducible.

Para resolver (P1), se asume que cada pagina colgada va a apuntar a cada pagina de la red
(incluida ella misma) reemplazando la columna de ceros en M por el vector %eN, siendo
eny = (1,1,..., 1)T. Se obtiene de esta forma la matriz estocéstica

M=M+ %erT, (3.46)

donde los elementos del vector columna b = (by,...,by)T valen uno o cero segin que la
pégina con el mismo subindice sea colgada o no. Esto corresponde a asumir una distribucién
uniforme para la transicién a otras paginas desde pdginas sin enlaces salientes.

Para resolver (P2), se construye la matriz E = (eNeIT\]) /N v se genera

P=dM+(1-d)E. (3-47)

Asi, en la formulacién (3.47) se incorporan las caracteristicas principales del modelo: el
término dM cuantifica la navegacién siguiendo los enlaces de las paginas (e incorporando
la solucién a las paginas colgadas), mientras que (1 -d)E representa la navegacion al azar y
que, dada la forma de la matriz E, sigue una distribucién uniforme.

Con todo ello, no es dificil comprobar que la matriz P, definida en (3.47), es positiva,
estocdstica e irreducible. El teorema de Perron, [44], asegura entonces que la recurrencia
correspondiente (3.44) converge, para cualquier distribucién inicial p(0), al vector de Perron
7t >0, de manera que

7T = Pr. (3.48)

En este contexto, 77 = (71y,...,7x)" se llama vector PageRank (o vector PR) y contiene los
valores m1; de dicho indice PR para la pagina T;, i = 1,...,N. Por componentes, (3.48) se

escribe como ;
1- i, 7T
ni:( Nd)ﬂiZJ 1<i<N,

donde n; denota el ntimero de enlaces entrantes de la pdgina T; y C; el nimero de enlaces
salientes, cf. (3.45).

En general, (3.48) no puede resolverse exactamente. Un procedimiento numérico elemental
para su resolucién aproximada es el método de la potencia, cf. (3.44), cuya convergencia
viene asegurada por el teorema 3.15. Para el caso de la matriz (3.47), puede hacerse una
implementacién mads eficiente. Observemos, en primer lugar, que si p(0) = %, no es diffcil

comprobar, por induccién sobre k, que (3.44) puede escribirse en la forma mas conveniente

- 1-d
ples1) = antp(k)+ Doy, k=01, (3-49)
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3.4 Aplicaciones de la extrapolacién vectorial

con M dada por (3.46). Asi, la programacién tendria la estructura siguiente:

= Los datos de entrada vienen dados por la matriz de conectividad G (que incluyen el
valor N) y el pardmetro de probabilidad 4.

= A partir de p(0) = %\[, se implementa el método de la potencia segin (3.49) (lo que, en

particular requiere formar M) y utilizando un criterio de parada basado en fijar una
tolerancia para el error en norma euclidea del residuo asociado a (3.49).

= El dato de salida es el valor PR dado por la tiltima aproximacién a (3.48).

Figura 3.1: Grafo asociado a una red de N =5 péginas.

d=06 | d=085| d=0.95
0.13025 | 0.10036 | 0.088908
0.16751 | 0.16555 | 0.166123
0.20659 | 0.20820 | 0.208354
0.20395 | 0.20697 | 0.207936
0.29170 | 0.31893 | 0.328679

Tabla 3.1: Valores del PR de las paginas de la red de la figura 3.1 y para diferentes valores
ded.

Llevamos a cabo la validacién del algoritmo con el ejemplo de una red de N =5 péaginas,
cuyo grafo asociado viene dado por la figura 3.1. Fijando una tolerancia para el error de
1071, analizamos primero la influencia del pardmetro d sobre la convergencia. En la tabla 3.1
se muestran los valores aproximados del vector PR obtenidos con tres valores para d. Las
aproximaciones son diferentes (estamos modificando las condiciones del modelo al variar d)
pero no el orden de importancia de las paginas (de mayor a menor PR, éstees 5-3-4-2-1
en las tres columnas).

El pardmetro d influye también en la velocidad de convergencia. La figura 3.2 muestra,
en escala semilogaritmica, el error en la iteracién en funciéon del niimero de iteraciones. Se
observa una convergencia mds lenta cuanto mayor es el pardmetro d.

Por otro lado, para un valor fijo de d, un segundo factor que influye en la convergencia es
el tamafio N de la matriz, es decir, el nimero de péginas relacionadas que, dada la estructura
hyperlink de la red, debe ser grande. Generando la matriz G de conectividad de tamafio
20,40, 100 correspondiente a subredes de la Universidad de Valladolid y fijando el valor de
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10°
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Figura 3.2: Logaritmo del error vs ntimero de iteraciones.
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10°

Figura 3.3: Logaritmo del error vs. ntimero de iteraciones para matrices G de tamafio N =
20,40, 100, con d = 0.85.

d =0.85, en la figura 3.3 podemos ver el correspondiente comportamiento del residuo frente
al nimero de iteraciones. Como era de esperar, el algoritmo es mds lento a medida que
aumenta el niimero de péginas de la red. La figura 3.3 muestra esta pérdida de eficiencia
en un doble sentido. En primer lugar, a medida que el tamafio de la red crece, se requieren
mas iteraciones (y por tanto mas tiempo) para alcanzar un determinado valor del residuo.
También, para un nimero fijo de iteraciones, el error alcanzado en el residuo es mayor al
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3.4 Aplicaciones de la extrapolacién vectorial

aumentar N, y con ello se pierde precision al calcular los valores PageRank.

Para acelerar la convergencia del proceso y asi aumentar la velocidad de célculo de los
indices PageRank, se puede aplicar la extrapolacién vectorial al método de la potencia, [38,
57, 16]. Ello queda ilustrado en la figura 3.4, que compara el logaritmo del error en el
residuo frente al nimero de iteraciones, para el experimento de la figura 3.3 con N = 100
proporcionado por el método de la potencia sin extrapolacién y con extrapolaciones dadas
por los métodos MPE y RRE para k = 3. En la figura se observa la mejora en la convergencia,

tanto en el ntimero de iteraciones para alcanzar un error en el residuo determinado como en
el error obtenido para un ntmero fijo de iteraciones.

10° .
Potencia
I % MPE (k=3)
% O - RRE (k=3)
[©]
=9
@]
107 0
2
= Q
2 %
) i Q
8) * C
Q
- 4
-10 * 0 4
10 .
* 0
Q
* g
¥ o]
% @
: (@]
1015+ 1
0 50 100 150

numero iteraciones

Figura 3.4: Logaritmo del error vs ntmero de iteraciones, comparacién MPE, RRE y método
de la potencia. Sistema (3.44) con N =100, d = 0.85.

3.4.2. Aproximacion a soluciones especiales de ecuaciones en derivadas
parciales.

Una ilustracién més detallada de los mecanismos de aceleracién de convergencia vectorial
requiere tratar un caso no lineal. En este sentido, la segunda aplicacién de los métodos de
extrapolacién vectorial que se menciona en esta memoria tiene que ver con la aproximacién
numérica de soluciones especiales de algunas ecuaciones en derivadas parciales (EDP) de
evolucion. Se trata de soluciones de tipo estacionario, ondas viajeras, etc. y cuya bisqueda, en
un contexto mds o menos abstracto, convierten la EDP de evolucién en un sistema diferencial
para la solucién v, de la forma

Lv-N(v) =0, (3.50)

con una parte lineal representada por un operador diferencial £ invertible y términos no
lineales agrupados en un operador N, definidos ambos en algtn espacio normado. Como
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3 Extrapolacion vectorial

ejemplo, consideramos el sistema de EDPs

e+ (u+ A, u) +auxx —bijxe)x = 0,

ur+ (7 + B(n, 1) + clxx — iyt )« 0, —co<x<o00, t>0, (3.51)

que aparece como modelo en la teoria matematica de ondas de agua, [9, 10, 24, 25]. En (3.51),
a,b,c,d € R son constantes, mientras que A y B son funciones cuadréticas de las incégnitas #
yu
A(17,u) = i + anpnu + api,
B(1, 1) = B1an”> + Bratut + Pooui®,
con coeficientes reales a;j, B;j, i,j = 1,2. Desde el punto de vista del modelo que origina la

derivacion de (3.51), (3.52), tiene interés la btsqueda de soluciones de tipo onda viajera: son
soluciones de la forma

(3-52)

n(x,t) =n(x-cst), ulxt) =u(x-cst), (3-53)

que representan perfiles de forma permanente y que viajan a velocidad constante ¢; € R
0, equivalentemente, soluciones estacionarias en las variables (y,t) con y = x —cst. De este
modo, los perfiles #(y), u(y) deben ser solucién del sistema diferencial

—csp +u+ A(n,u) +au” +besn” =cq,

—Cstt+ 17+ By, u) + ey’ +desu = ¢, (3-54)

con cq, ¢y constantes. Fijando ¢; = ¢2 = 0 (lo que puede justificarse en términos del modelo a
estudio), entonces (3.54) tiene la forma (3.50) con v = (17,u)” y los operadores

_[cs(1=-bayy) —(1+adyy) _(A(y,u)
L= (—(1 ccdy) (1 —dai,yy))’ N u) = (B(ry,u))' (3:55)

La resolucién de (3.50) debe ser, en general, aproximada. Un procedimiento tipico para
ello consiste en utilizar métodos iterativos. Si bien el desarrollo de la teoria puede llevarse
a cabo en el contexto abstracto del espacio normado en el que el sistema esté definido,
suele ser més practico discutir la aproximacién a partir de alguna discretizacién del sistema
diferencial (3.50) que nos lleve a un sistema algebraico de la forma

Fy(vp) = Ly(vp) = Npy(vy) =0, (3-56)

con una estructura similar, donde Lj, es una matriz invertible y Nj, un vector de componentes
no lineales, para la aproximacién representada por un vector v, € RY, con i denotando
los correspondientes pardmetros de la discretizacion. La estrategia pasa entonces por la
resolucion iterativa del sistema algebraico (3.56) y la necesidad de introducir técnicas de
extrapolacién vectoriales.

La resolucién de (3.56) por iteracion ofrece, como es natural, muchas alternativas: desde
procedimientos clasicos (métodos de tiro, algoritmos cldsicos de punto fijo, técnicas de tipo
Newton, etc) a otros més sofisticados y ad hoc (e.g [76]), dado que el éxito en la iteraciéon
depende de las propiedades del sistema (3.56). En este sentido, hay muchos modelos que
contienen términos no lineales que son funciones homogéneas de grado p > 1, es decir

Nu(Az) = APNj(z), zeRN, A=z0. (3-57)
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3.4 Aplicaciones de la extrapolacién vectorial

Si N es diferenciable, esto implica que
Ny (2)z = pNy(2).
Supongamos entonces que aplicamos el algoritmo cldsico de punto fijo a (3.56)

th;[lv+1] = Nh(v;[l]/])/ v=0,1,..., (358)

v . . P . .z
donde v}[l ] representa el iterante vectorial v-ésimo, aproximacién a v;,. Observemos entonces
que, de (3.57), se tiene

(L)' Ni(on) = p (L) " Ny(op) = pon,
de manera que A = p > 1 es un autovalor de la matriz de iteracién S = (Lh)’lN;,(vh), lo que
implica que (3.58) no es convergente en general.

Tal es la situacién de nuestro modelo ejemplo (3.54), (3.55). Supongamos que £ en (3.55)
es invertible, y que discretizamos (3.54) en la forma (3.56) con

¢s(I-bD2)  —(I+aD3)

A(1,1up)
En= + Nu(gn,up) =( ) (3.59)
~(I+cD?) cs(I—dDﬁ)) B(11p, up)

donde 7, uj, ¢ RN son aproximaciones a 7 y u, respectivamente, L, es una matriz 2N x 2N
definida por bloques N x N, I = Iy es la matriz identidad de tamafio N, D, ¢ RN*N representa
una aproximacién al operador dy, mientras que

A1y, up) = 6111 - Ny + Q18 - Uy + KUy - U, (3.60)
B(tp, up) = Bratfn - i + B1otn - up + Bootty, - tp,

son vectores en RYN donde, si z = (z1,.- .,ZN)T, w=(wy,..., wN)T, entonces z- w es el producto
de Hadamard
T
z-w = (zqw1,...,ZNWN) (3.61)

Observamos asi que el término Nj, en (3.59) hereda el cardcter homogéneo de grado p =2
de N en (3.55).

Nos planteamos entonces la introduccién de métodos de extrapolacién vectorial para
convertir el proceso divergente en (3.58) con Ny, verificando (3.57), en una sucesién conver-
gente, ilustrdndolo con la generacién numérica de aproximaciones a varios tipos de ondas
viajeras (3.53).

Aproximacién espectral de colocacién de Fourier

Para ello, pasamos primero a describir el método utilizado en los experimentos numéricos
para aproximar las soluciones de (3.54) con ¢ = ¢ = 0. Fijemos I > 0 y consideremos el

sistema
—csyp+u+A(n,u)+au” +besy” =0,

—csu+1+B(y,u) +cn’ +desu” =0, xe (LD, (3.62)

con condiciones periédicas, donde A y B vienen dadas por (3.52). El sistema (3.62) se tomard
como aproximacion a (3.54) utilizando I como pardmetro. Las diferentes soluciones, descritas
maés abajo, pueden requerir un valor de / mayor o menor para que la aproximacién a (3.54)
dada por (3.62) no afecte a la precisién de los célculos.
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3 Extrapolacién vectorial

Sea N > 1 entero par y los nodos de colocacién

o 21
yj=-l+jh, j=0,...,N-1, h:ﬁ. (3-63)

Consideramos el conjunto de polinomios trigonométricos
SN = span {eik?(y”), kez, —g <k< g - 1},

y definimos la aproximacién espectral de colocacion de Fourier de la solucién (7, 1) de (3.62)
(asumiendo que existe) como el par (7N, u"N) € Sy x Sy tal que se cumple

—esyN +ulN + AN, uN) + a(uN)" + bes(yN)" = 0, (3.64)
—csuN +11N + B(UN/ uN) +C(11N)" +dcs(uN)" =0, 3-64

en los nodos de colocacién (3.63). La aproximacién (7, uN) viene normalmente representada
por los valores nodales

=10, qn-1)T, up = (o, un-1)T (3.65)

con 7 = 17N(y]-), uj = uN(y]-),j =0,...,N -1, como aproximaciones a los valores de la sucesién
11(y;), u(y;) en los nodos de colocacién (3.63). Esto viene justificado por las representaciones

wo g
M) = X et PN, uNy) = Y et (3.66)
p=3" p=4
donde Nt Nt
. 1 ' _ipi2n . 1 'S _ipizr =N N
WP:NZWJ'E "IN, p =55 2 Ue "IN, TSPSE_L (3-67)
= i

son los coeficientes de Fourier discretos de 7V y u" respectivamente, calculables mediante
la transformada discreta de Fourier (DFT), [49], de los vectores #;,, u;, dados por (3.65).

El correspondiente sistema (3.60) para los valores nodales se deduce de (3.63) utilizando
los representantes (3.66), (3.67). En este caso, Dy, es el operador de diferenciaciéon pseudoes-
pectral, [68, 54, 21]; para f € Sy dado por

§
o ;1 sipm -N N
fy= 3 foet"E, fo= 5 3 fypeN, —msps -,
- N 2 2
p:TN ]—O
entonces Dy, f € Sy viene representado por los valores nodales
¥
2 TN A ipj 3 .
(Dyf)j= 3 (sz)fpe ¥, 0<j<N-1 (3.68)

p=

Asf, la diagonalizacién del operador Dj en el espacio de Fourier suele utilizarse en la
implementacién de (3.64) para los coeficientes de Fourier discretos, recuperando los valores
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nodales (3.65) con la DFT inversa. El correspondiente sistema tendria la forma

< . TT 2 LT 2
_Csﬁp+ﬁp+A(77h/uh)p+a(lp7) iy + bes (sz) fp =0, N .
S SPs 5—1/ (3.69)

N 2 T2
—Cstly +1]p + B(qh,uh)p +c (sz) fip +dcs (1;77) i, =0,
donde A(wy, uhﬁp, B(yy, uhjp denotan los p-ésimos coeficientes de Fourier discretos de (3.60).
Su célculo combina una DFT inversa para pasar a 7, uy, a partir de sus coeficientes de
Fourier discretos, productos componente a componente segiin (3.61) y una aplicacién de la

DEFT para volver al espacio de Fourier, véase [68, 54, 21] para los detalles. El procedimiento
iterativo (3.58) se implementa sobre el sistema (3.69) para cada p, en la forma

7T 2 7T 2
s|1-blp— -11- — L [v v
c ( (Pl) ) ( H(Pl) ) ;7;[7 +1] A(UPE ]’uh])p

) <o)

plv]

N
2 °F*

|z

- 1/ (370)

7

=

EM] B(ry ) uj) ])p

vl IEV] )

donde 7, Lu] denotan los p-ésimos coeficientes de Fourier discretos del iterante (77,

v=0,1,.

Sobre la iteracién (3.70), inicialmente divergente, se aplica la extrapolacién vectorial. Para
los ejemplos mostrados a continuacién, se han utilizado cuatro métodos de extrapolacién
(VEA, TEA1, MPE y RRE), implementados en modo ciclico completo y diferentes longitudes
de extrapolacién (k +1 en el caso de métodos polinémicos y 2k en el caso de los algoritmos
vectoriales de tipo ¢). El control de la iteracién estd basado en el residuo

(v]
RES(v) = L (’%) ~Ny'), v=01,..., (3.71)

01,1

donde 7, -, e RN representan, respectivamente, el iterante en el paso v que aproxima 1,
y uy,. El modo ciclico se ejecuta mientras la norma euclidea del residuo (3.71) sea mayor que
una tolerancia, que en los experimentos estd fijada en 5 x 10712,

El sistema (3.51) admite diferentes tipos de soluciones de la forma (3.53), en funcién
del rango elegido de los pardmetros a,b,c y d (c.f. [24] y referencias en él). Ilustramos los
experimentos realizados con tres casos, donde por sencillez se han fijado cs = 1.3 (la velocidad
de la onda) y los parametros de (3.52)

a11=0, a12=046, ax3n=0,

p11=023, B12=0, Pn =073
asf como ¢ = ¢p =0 en (3.54).

Con estos datos, se ha implementado la extrapolacién dada por los cuatro métodos a
partir de un iterante inicial en forma de secante hiperbélica. Los cuatro métodos alcanzan
convergencia en todos los casos expuestos. La precision de los perfiles numéricos obtenidos
se ha evaluado de dos formas:
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3 Extrapolacién vectorial

Por se

Mostrando la convergencia de la norma euclidea del residuo (3.71) frente al nimero
de iteraciones.

Disponiendo los perfiles numéricos obtenidos como datos iniciales de un esquema nu-
mérico totalmente discreto para aproximar al sistema (3.51) y observando la evolucién
de la solucién numérica obtenida. En todos los casos, la aproximacién se comporta
como una onda de forma permanente y viajando a velocidad constante, simulando la

forma (3.53).

ncillez en la exposicién, mostramos solamente los resultados correspondientes al com-

portamiento del residuo.
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Figura 3.5: (a) Onda viajera periédica solucién de (3.54) cona =c = -1/6, b =1/6,d =0,

x11 = 0, agp = 046, app = 0, B11 = 0.23, B12 = 0, B2 = 0.73, ¢s = 1.3; (b) mapa de
fase; (c) logaritmo del error en el residuo (3.71) vs. nimero de iteraciones para
los cuatro métodos con k = 2.

Ondas viajeras periédicas. Tomando a = ¢ = -1/6, b = 1/6, d = 0, el sistema (3.54) admite

soluciones de la forma (3.53) con perfiles 77 y u que son funciones periddicas. Tomando [ = §,
la figura 3.5 (a) muestra las aproximaciones a dichos perfiles dados por el método MPE con
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k = 2. El carécter periédico de las soluciones es observable en la figura 3.5 (b), que muestra el
correspondiente mapa de fase aproximado para ambos perfiles. Para su implementacién se
han computado los valores (17]-,17](), (uj, u](), j=0,...,N-1,donde 17]( = (Duin)js u]'. = (Dyun)j,
utilizando (3.68).

Hemos comparado la aceleraciéon proporcionada por los cuatro métodos fijando k=2 y
estudiando la norma euclidea del residuo (3.71) como funcién del ntimero de iteraciones. El
resultado se muestra en la figura 3.5¢, donde se observa una mayor eficiencia de los métodos
polinémicos y el método TEA (implementado en modo econémico) frente al algoritmo VEA.
Para otros valores de k, se observa un mayor rendimiento de los métodos polinémicos frente
a los de tipo ¢, véanse las conclusiones al final de los experimentos numéricos.
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Figura 3.6: (a) Onda solitaria cldsica solucién de (3.54) cona=c=0,b=d =1/6, a1; =0,
a1p =0.46, app =0, 11 =0.23, B12 =0, Bao =0.73, ¢s = 1.3; (b) mapa de fase.

Ondas solitarias clasicas. En el casoa =c=0,b =d = 1/6, el sistema (3.54) admite soluciones
de tipo (3.53) que son ondas solitarias viajando a velocidad constante cy y con perfiles que
decrecen exponencialmente hacia cero en el infinito. Para una correcta simulacién se requiere
tomar un valor de / mayor (I = 256 en los experimentos) y hacer uso de la propiedad de que
estas ondas pueden verse como limite de ondas viajeras periédicas, [8, 22]. La aproximacién
obtenida con el método VEA con k = 2 se muestra en la figura 3.6 (a). El mapa de fase
correspondiente, figura 3.6 (b), ilustra el comportamiento homoclinico hacia el origen de la
orbitra asociada a cada perfil.

En éste y en el siguiente experimento hemos estudiado la influencia de la longitud de
la extrapolacion en el rendimiento numérico. Recordemos que, en la préctica, la eleccién
de k no tiene reglas establecidas, mds alld de la conveniencia de que sea pequefio para no
aumentar el coste computacional. En la figura 3.8 (a) se muestra el logaritmo del error en el
residuo frente al ntimero de iteraciones para la generacién numeérica de la onda solitaria de
la figura 3.6 (a) con el método MPE vy tres valores de k. La conclusién es que el aumento de
k mejora el rendimiento, alcanzandose, por ejemplo, un error fijo con menos iteraciones. El
paso de k =2 a k = 3 es significativo, en el sentido de que la mejora ya no es tan clara como
al pasar de k=1 a k = 2. Ello sugiere que valores mayores de k no aumentan el rendimiento
lo suficiente como para compensar el coste computacional afiadido.

Ondas solitarias generalizadas. En el caso a = ¢ = -1/6, b = 0, d = 1/6, el sistema (3.54)
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3 Extrapolacién vectorial
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Figura 3.7: (a) Onda solitaria generalizada solucién de (3.54) cona=c=-1/6,b=0,d =1/6,
x11 =0, a1p = 046, ap2 = 0, B11 = 0.23, B12 =0, B2z = 0.73, cs = 1.3; (b) mapa de fase.

admite un nuevo tipo de solucién de la forma (3.53) llamada onda solitaria generalizada. Se
trata de un perfil de tipo onda solitaria pero, a diferencia de las ondas solitarias clasicas, en
este caso los perfiles (), 1(y) se aproximan a una funcién periédica cuando y — +co. Ello se
refleja en la generacién de oscilaciones de cierto periodo donde antes las ondas solitarias clé-
sicas tendian a cero. Esto puede observarse en la figura 3.7 (a), que muestra la aproximacién
obtenida con el método VEA y k = 2. En el mapa de fase correspondiente (figura 3.7 (b)), se
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Figura 3.8: (a) Onda solitaria cldsica, figura 3.6: logaritmo del error en el residuo (3.71) vs.
ndmero de iteraciones para el método MPE con k = 2,3,4; (b) onda solitaria
generalizada, figura 3.7: logaritmo del error en el residuo (3.71) vs. nimero de
iteraciones para el método VEA con k = 2,3, 4.

puede observar el comportamiento asint6tico homoclinico hacia una érbita periédica. Tales

ondas solitarias generalizadas son observables en la naturaleza, [3], y su estudio en términos
de sistemas dindmicos puede consultarse en, por ejemplo, [41]. El comportamiento de los
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3.4 Aplicaciones de la extrapolacién vectorial

métodos con respecto a la longitud de extrapolacién es similar a la del experimento anterior.
Ello queda ilustrado en la figura 3.8 (b), que muestra el logaritmo del error en el residuo (3.71)
como funcién del niimero de iteraciones obtenido con el método VEA y tres valores de k. En
este caso, la mejora observada frente al coste computacional requiere tomar un valor de k un
poco més alto que el del experimento con la onda solitaria clésica.

Las principales conclusiones de los tres grupos de experimentos son las siguientes:

= Los cuatro métodos de extrapolacién alcanzan la convergencia. En general, se observa
un mejor rendimiento de los métodos polinémicos frente a los de tipo ¢, en un doble
sentido:

1. Un menor error en el residuo para un nimero de iteraciones fijo.
2. Los métodos polindmicos alcanzan un error fijo con menos iteraciones.
= Los dos métodos polinémicos proporcionan un rendimiento muy similar, en consonan-
cia con su equivalencia en el sentido especificado en [59] para el caso lineal. Por otro

lado, el método TEA (en su versién econémica) se muestra mas competitivo frente a
VEA.

= La experimentacién sugiere tomar una longitud de extrapolacién con k entre dos y
cuatro. Valores superiores no mejoran en exceso el rendimiento y aumentan el coste
computacional.
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