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Introducción

En el análisis numérico, el método multigrid es un algoritmo muy eficiente
y ampliamente utilizado para aproximar la solución de problemas de ecuaciones
diferenciales en el espacio utilizando distintas mallas de puntos con distintos
diámetros donde el problema ha sido discretizado previamente en la malla más
fina. La idea principal de los métodos multigrid es aumentar la velocidad de con-
vergencia de los métodos iterativos clásicos (Jacoci o Gauss-Seidel). Los métodos
clásicos tienen la propiedad de reducir las componentes de alta frecuencia de los
errores de la aproximación. La mejora que aportan los métodos multigrid viene
de la corrección de la aproximación en una malla más gruesa, es decir, resolver
un problema similar pero en una malla con diámetro mayor. El problema en la
malla más gruesa, aunque es más barato de resolver, es similar al problema en
la malla más fina en el sentido de que también tendrá componentes del error
de alta y baja frecuencia. Para resolver esto, el ciclo multigrid aplica recurśıva-
mente este razonamiento sobre el problema hasta alcanzar la red más gruesa,
donde el coste computacional de resolver es despreciable frente al de aplicar el
método clásico en la malla más fina.

Los primeros estudios realizados sobre el método multigrid, en un sentido
estricto, son de Fedorenko [6], [7] entre los años 1962 y 1964 y después vinieron
los estudios de Bakhvalov [1] en 1966. Mientras Fedorenko se restringió en el
estudio de la convergencia para problemas discretos de segundo orden con valores
frontera y con coeficientes variables en el cuadrado unidad, Bakhavalov considero
la posibilidad de combinar los métodos multigrid con métodos que ayudaran a
elegir el mejor iterante inicial. La actual eficiencia del método fue reconocida y
mostrada por Brandt entre 1970 y 1977 en [3], [4] y [5]. Algunas de las principales
contribuciones de Brandt fueron la introducción del método multigrid no lineal,
discusiones del método en dominios generales o el uso del análisis local de Fourier
como herramienta para el estudio del diseño del ciclo multigrid. Desde 1980,
muchos investigadores han contribuido al desarrollo del campo de los métodos
multigrid. El ciclo multigrid ha sido utilizado para la ecuación 3D Helmholtz
para la predicción meteorológica o también para las ecuaciones de elasticidad
de Lamé o las ecuaciones de Navier-Stokes.

En este trabajo se pretende introducir los métodos multigrid para aproximar
la solución del problema de Poisson con condiciones frontera en un cuadrado.
Partiendo del problema modelo continuo, discretizaremos mediante la fórmula
de los cinco puntos y tendremos un sistema lineal que resolver. Veremos cómo
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6 ÍNDICE GENERAL

los métodos multigrid son los más adecuados para aproximar la solución del
problema discreto cuando son comparados con los métodos clásicos de Jacobi,
Gauss-Seidel o S.O.R. Muchos de los razonamientos y resultados que se en-
cuentran en este texto son generalizables a otras discretizaciones del problemas
lineales eĺıpticos. Algunos libros que tratan con mayor profundidad los métodos
multigrid son [2], [8] y [9].

La bibliograf́ıa más utilizada para la realización del trabajo es [9], [10] y
[11]. Más concretamente, [10] y [11] para el estudio de los métodos clásicos en el
caṕıtulo 1 y [9] para el estudio del ciclo multigrid en el caṕıtulo 2. Además, es
constante el uso de los contenidos de las asignaturas de Ampliación de Análisis
Numérico y de Álgebra Lineal del Grado.

La estructura del trabajo es la siguiente:
En el caṕıtulo 1 introduciremos el problema modelo, que será el ejemplo

sobre el que aplicaremos y analizaremos el método multigrid a lo largo de todo
el trabajo. También haremos un estudio exhaustivo de la convergencia de los
métodos iterativos clásicos sobre dicho problema modelo, centrándonos en su
dependencia del diámetro de la malla.

En el caṕıtulo 2 desarrollaremos detenidamente las ideas pricipales en las
que se basa el método multigrid. Analizaremos las propiedades de suavizado de
los métodos clásicos, daremos la estructura del ciclo en dos mallas y veremos
por separado las distintas componentes del método multigrid. Tras este estudio
en el ciclo de dos mallas, generalizaremos los resultados obtenidos a la mul-
timalla con la intención de obtener aśı el método multigrid. Estudiaremos el
coste computacional que requiere el método y compararemos su eficiencia con
los métodos clásicos iterativos. Por último, veremos la independencia que existe
entre la convergencia del método multigrid y el diámetro de la malla para un
tipo concreto de métodos descritos (W-ciclos).

En el caṕıtulo 3, resumiremos las conclusiones finales obtenidas duurante en
el trabajo.

Finalmente, en el apéndice mostramos la implementación del método multi-
grid en MATLAB, aśı como los métodos iterativos clásicos aplicados a nuestro
problema modelo.



Caṕıtulo 1

Problema modelo y
métodos iterativos clásicos

En este caṕıtulo introducimos el problema de Poisson en 2 dimensiones con
condiciones frontera tipo Dirichlet y su discretización por la fórmula de los
cinco puntos. El dominio en el que nos centraremos será el cuadrado unidad
[0, 1]x[0, 1], donde tendremos un malla de puntos a la cual dotaremos de un
cierto orden.

Analizaremos el comportamiento de los métodos iterativos clásicos para re-
solver el sistema lineal obtenido al discretizar el problema. Estos métodos itera-
tivos serán el método de Jacobi, Gauss-Seidel y el método S.O.R. para el orden
de la red de puntos lexicográfico.

La conclusión a la que llegaremos es que la convergencia de los métodos
clásicos puede ser rápida cuando la distancia entre los puntos de la malla es
relativamente grande. Sin embargo, si hacemos dicha distancia cada vez más
pequeña tendremos que el radio espectral de las matrices de iteración de los
métodos será cada vez más cercano a 1 y, por lo tanto, la convergencia será
cada vez más lenta.

1.1. Problema modelo: Problema Poisson en 2D

Uno de los problemas eĺıpticos más sencillos es el problema de Poisson

∆u(x, y) = uxx(x, y) + uyy(x, y) = fΩ(x, y), (x, y) ∈ Ω,

junto a la condición frontera tipo Dirichlet

u(x, y) = fΓ(x, y), (x, y) ∈ Γ

donde Ω := (0, 1)x(0, 1) y Γ su frontera.
La discretización por la fórmula de los 5 puntos la representaremos de la

forma:
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{
∆huh(x, y) = fΩh (x, y), (x, y) ∈ Ωh,

uh(x, y) = fΓh (x, y), (x, y) ∈ Γh,
(1.1)

donde si Gh es la red infinita de puntos en R2 definida de la forma

Gh := {(x, y) : x = xi = ih, y = yj = jh : (i, j) ∈ Z2},

entonces Ωh := Ω ∩ Gh , Γh := Γ ∩ Gh, con h = 1/N para algún N ∈ N.
Además, uh es una función tomando valores en la red Ωh y la discretización del
Laplaciano ∆h viene dado por

∆hu(x, y) =
u(x− h, y) + u(x+ h, y) + u(x, y − h) + u(x, y + h)− 4u(x, y)

h2
,

que es un método en diferencias finitas consistente, ya que

||∆u−∆hu||∞,Ωh
= O(h2), h −→ 0,

siempre que u sea sufientemente derivable para hacer su desarrollo de Taylor (al
menos son necesarias las derivadas hasta orden 4 de u en Ω̄).

Los elementos fΩh , f
Γ
h de la ecuación, son las funciones red que representan

a fΩ, fΓ en la discretización, es decir, son las funciones fΩ, fΓ evaluadas en la
malla de puntos Ωh y en su frontera Γh, respectivamente.

Observación 1.1.1 Es importante tener en cuenta el orden que tienen los pun-
tos dentro de la red a la hora de resolver el sistema asociado a (1.1), especial-
mente para los métodos de S.O.R y Gauss-Seidel. Nosotros, a lo largo de este
trabajo, consideraremos el orden lexicográfico dentro de la red de puntos. Una
breve explicación de lo que esto significa en nuestro problema modelo es que el
primer elemento es el que se encuentra más abajo y más a la izquierda en Ωh, el
siguiente será justo el que esté a su derecha y aśı sucesivamente hasta completar
la fila y comenzar con la siguiente.

Para finalizar con los detalles sobre el problema modelo, daremos la matriz
del operador discreto con el orden lexicográfico. A esta matriz la denotamos por
Ah y es de la forma

Ah :=


Th −Ih
−Ih Th −Ih

−Ih Th −Ih
. . .

. . .
. . .

−Ih Th

 ,

donde la matriz Ih es la matriz identidad de orden N − 1 y Th es la matriz
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Th :=


4 −1
−1 4 −1

. . .
. . .

. . .

−1 4


(N−1)x(N−1)

.

Nótese que la dimensión de la matriz Ah es justamente el número de puntos
de la malla. Cuanto más fina sea la malla, más grande será la matriz.

1.2. Convergencia de los métodos iterativos clási-
cos

A continuación, vamos a desarrollar los cálculos necesarios para obtener los
radios espectrales de las matrices de iteración de los métodos iterativos de Ja-
cobi, Gauss-Seidel y el método S.O.R. a la hora de aproximar una solución para
nuestro problema modelo. En particular, hallaremos el ω óptimo para que el
método S.O.R. converja lo más rápido posible a la solución del problema.

Lo común para los tres métodos iterativos es que estamos aproximando la
solución del sistema lineal:

h2fΩ(x, y) = uh(x+ h, y) + uh(x, y + h) + uh(x− h, y) + uh(x, y − h)

− 4uh(x, y), (x, y) ∈ Ωh

fΓh (x, y) = uh(x, y), (x, y) ∈ Γh

(1.2)

Probaremos que el método de Gauss-Seidel converge más rápido que el méto-
do de Jacobi, pues el radio espectral de la matriz de iteración de Gauss-Seidel
es menor que el de la matriz de iteracion de Jacobi. De la misma forma, obten-
dremos que el método S.O.R. es el mejor de entre los tres métodos iterativos
clásicos.

1.2.1. Convergencia del método de Jacobi

Partiendo del iterante unh en toda la región Ωh∪Γh donde unh(x, y) = fΓh (x, y)
para todo (x, y) ∈ Γh, el siguiente iterante, con el método de Jacobi, viene
determinado por

un+1
h (x, y) =

unh(x+ h, y) + unh(x, y + h) + unh(x− h, y) + unh(x, y − h)

4

− h2

4
fΩh (x, y), (x, y) ∈ Ωh

un+1
h (x, y) = fΓh (x, y) (x, y) ∈ Γh

Si uh es la solución exacta del sistema lineal (1.2), entonces tenemos la
ecuación del error
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enh(x, y) = unh(x, y)− uh(x, y), (1.3)

que obviamente satisface

en+1
h (x, y) =

enh(x+ h, y) + enh(x, y + h) + enh(x− h, y) + enh(x, y − h)

4

para los puntos (x, y) ∈ Ωh y, en+1
h (x, y) = 0 para (x, y) ∈ Γh.

Dados los vectores Un
h y Uh conteniendo los valores nodales de unh y uh en

Ωh en el orden lexicográfico, definimos el vector En
h := Un

h − Uh del espacio
vectorial RK , con K = (N − 1)2, como el vector formado por la evaluación de
los errores en los puntos de la malla. Y, por lo tanto,

En+1
h = BhE

n
h

siendo Bh la matriz de iteración del método de Jacobi.

Ahora nos centramos en buscar los autovalores de la matriz Bh. Para ello,
buscamos funciones vh en Ωh ∪ Γh no nulas verificando para algún µh que

µhvh(x, y) =
vh(x+ h, y) + vh(x, y + h) + vh(x− h, y)

4

+
vh(x, y − h)

4
, (x, y) ∈ Ωh,

vh(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γh.

(1.4)

Consideremos las funciones

vp,q(x, y) = sin(pπx) sin(qπy), (1.5)

con 1 ≤ p ≤ (N − 1), 1 ≤ q ≤ (N − 1) y veamos que cumplen lo anterior para
cierto valor µ. Más concretamente, utilizando la fórmula del seno de la suma de
ángulos y sacando factores comunes tenemos

1

4
[sin(pπ(x+ h)) sin(qπy) + sin(pπx) sin(qπ(y + h)) + sin(pπ(x− h)) sin(qπy)

+ sin(pπx) sin(qπ(y − h))]

=
1

4
[sin(pπx) sin(qπy)(2 cos(pπh) + 2 cos(qπh))]

=
1

2
[(cos(pπh) + cos(qπh))vp,q(x, y)]

Por lo tanto, cada función vp,q(x, y) tiene asociado el autovalor

µ = µh,p,q =
cos(pπh) + cos(qπh)

2
. (1.6)
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El correspondiente autovector Vh,p,q ∈ RK estará formado por las siguientes
componentes.

Vh,p,q :=



vp,q(h, h)
vp,q(2h, h)

...
vp,q((N − 1)h, h)

...
vp,q((N − 1)h, (N − 1)h)


.

Estos vectores son linealmente independientes. Esto lo probaremos demos-
trando que son ortogonales. Observemos que

⟨Vh,p,q, Vh,p′,q′⟩ =
∑

(x,y)∈Ωh

vp,q(x, y)vp′,q′(x, y)

=
∑

(x,y)∈Ωh

sin(pπx) sin(qπy) sin(p′πx) sin(q′πy)

=

(
N−1∑
i=1

sin(
pπi

N
) sin(

p′πi

N
)

)N−1∑
j=1

sin(
qπj

N
) sin(

q′πj

N
)

 .

Notemos ahora que, si (p, q) ̸= (p′, q′), aplicando el siguiente lema, al menos
uno de los factores anteriores es nulo, con lo que queda probada la ortogonalidad
de los vectores.

Lema 1.2.1 Si p ̸= p′, entonces
∑N−1

k=1 sin(pπkN ) sin(p
′πk
N ) = 0.

Demostración.
Debido a la siguiente igualdad trigonométrica

sin(α) sin(β) =
1

2
(cos(α− β)− cos(α+ β)) ,

tenemos que el interior del sumatorio lo podemos expresar de la forma que sigue

sin(
pπj

N
) sin(

p′πj

N
) =

1

2

(
cos(

(p− p′)πj

N
)− cos(

(p+ p′)πj

N
)

)
.

Distinguimos dos casos:

Si p−p′ es impar. Entonces p+p′ será también impar, puesto que p+p′ =
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(p− p′) + 2p′. En cualquier caso, si k es un número impar tenemos:

N−1∑
j=1

cos(
kπj

N
) =

⌊N−1
2 ⌋∑

j=1

cos(
kπj

N
) +

N−1∑
j=⌊N−1

2 ⌋+1

cos(
kπj

N
)

=

⌊N−1
2 ⌋∑

j=1

cos(
kπj

N
) +

N−⌊N−1
2 ⌋−1∑

l=1

cos(kπ − kπl

N
)

=

⌊N−1
2 ⌋∑

j=1

cos(
kπj

N
) −

N−⌊N−1
2 ⌋−1∑

l=1

cos(
kπl

N
),

donde, para la segunda igualdad, hemos utilizado en el segundo sumatorio
el cambio de ı́ndice j = N − l y, para la tercera igualdad, hemos tenido en
cuenta que k es impar.

Si N − 1 es par, entonces

⌊N − 1

2
⌋ = N − 1

2
,

y también

N − ⌊N − 1

2
⌋ − 1 =

N − 1

2
.

Por lo tanto, los sumatorios anteriores quedan:

N−1
2∑

j=1

cos(
kπj

N
)−

N−1
2∑

l=1

cos(
kπl

N
) = 0.

Si ahora N − 1 es impar, entonces

⌊N − 1

2
⌋ = N

2
− 1

y también

N − ⌊N − 1

2
⌋ − 1 =

N

2
.

Por lo tanto, los sumatorios quedan de la forma:

N
2 −1∑
j=1

cos(
kπj

N
)−

N
2∑

l=1

cos(
kπl

N
) =

N
2 −1∑
j=1

cos(
kπj

N
)−

N
2 −1∑
l=1

cos(
kπl

N
) = 0

puesto que el último sumando del segundo sumatorio es 0.

Si p − p′ es par. Con un razonamiento similar al anterior se prueba que
p+ p′ es par.
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Antes que nada, observemos que e
2πik
N , para k ̸= mN con m ∈ Z, es una

ráız N-esima de la unidad distinta de 1. Por lo tanto, verifica la ecuación

xN − 1 = (x− 1)(xN−1 + xN−2 + ...+ x+ 1) = 0.

Entonces, como e
2πik
N es distinto de 1, tenemos

N−1∑
j=0

e
2πijk

N = 0.

Si igualamos la parte real a 0, llegamos a la siguiente expresión

N−1∑
j=1

cos(
2πjk

N
) = −1.

Por lo tanto, puesto que p−p′ = 2k1, p+p
′ = 2k2 con k1 ∈ {⌊−N+2

2 ⌋, ..., ⌊N−2
2 ⌋}

y k2 ∈ {1, 2, ..., N − 1}, entonces

N−1∑
j=1

cos(
(p− p′)πj

N
) =

N−1∑
j=1

cos(
(p+ p′)πj

N
) = −1.

Concluimos que en cualquiera de los dos casos

N−1∑
k=1

sin(
pπk

I
) sin(

p′πk

I
) =

1

2

N−1∑
k=1

(
cos(

(p− p′)πk

N
)− cos(

(p+ p′)πk

N
)

)
= 0.

□
En resumen, lo que tenemos es que los vectores Vh,p,q forman una base de

vectores propios de la matriz de iteración del método de Jacobi, cuyos autova-
lores son µh,p,q, con p, q ∈ {1, .., N − 1}.

Para obtener el radio espectral de la matriz Bh, buscamos los p, q que hagan
lo más grande posible la siguiente cantidad

|µh,p,q| =
1

2
|cos(pπ

N
) + cos(

qπ

N
)|,

y esto lo conseguimos cuando p = 1, q = 1. Concluimos que el radio espectral
de la matriz de iteración del método de Jacobi es

ρ(Bh) = µh,1,1 =
1

2
(cos(

π

N
) + cos(

π

N
)) = cos(

π

N
) = 1− h2

2
π2 +O(h4).

Por lo tanto, si h −→ 0 el radio espectral de la matriz B se acerca asintóti-
camente a 1, lo que implica una convergencia lenta del método cuando h es
pequeño (esto es, cuando hacemos la malla más fina).
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Observación 1.2.1 La razón de convergencia de un método iterativo es
R = −log10(ρ(M)) donde M es la matriz de iteración del método. Lo que la
razón de convergencia nos da es que, cuando el número de iteraciones es lo
suficientemente grande, una iteración del método divide la norma del error por
un factor de 10R. Por lo tanto, para dividir el error por 10m son necesarias
m/R iteraciones.

En nuestro caso particular, haciendo desarrollo de Taylor del logaritmo en
torno al 0, tenemos que

R(Bh) = −log10(ρ(Bh)) =
h2

2
π2 +O(h4)

Por lo tanto, para dividir el error entre 10m en general harán falta aproxima-
damente 2m/(h2π2) iteraciones caundo h tiende a 0.

1.2.2. Convergencia del método de Gauss-Seidel

En las mismas condiciones del método de Jacobi, tendremos que los iterantes
de Gauss-Seidel vienen dados por la siguiente expresión:

un+1
h (x, y) =

unh(x+ h, y) + unh(x, y + h) + un+1
h (x− h, y) + un+1

h (x, y − h)

4

− h2

4
fΩh (x, y), (x, y) ∈ Ωh,

un+1
h (x, y) = fΓh (x, y), (x, y) ∈ Γh.

(1.7)

Por tanto, los errores del método de Gauss-Seidel cumplen

en+1
h (x, y) =

enh(x+ h, y) + enh(x, y + h) + en+1
h (x− h, y) + en+1

h (x, y − h)

4
,

(x, y) ∈ Ωh,

en+1
h (x, y) = 0, (x, y) ∈ Γh.

(1.8)

Formando, de nuevo, los vectores de RK cuyas entradas son las evaluacio-
nes de los errores en los puntos de la malla, tendremos la siguiente expresión
matricial

En+1
h = LB

hE
n+1
h + UB

h E
n
h

donde la matriz LB
h es estrictamente triangular inferior y UB

h es estrictamente
triangular superior y de forma que verifican LB

h + UB
h = Bh. Por lo tanto, la

matriz de iteración del método viene dada por Lh = (I−LB
h )

−1UB
h y buscamos

los autovalores λh y autovectores wh de forma que Lhwh = λhwh, es decir,
λhwh = λhL

B
h wh + UB

h wh. A esta última expresón le corresponde la siguiente
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ecuación

λhwh(x, y) =
wh(x+ h, y) + wh(x, y + h) + λhwh(x− h, y)

4

+
λhwh(x, y − h)

4
, (x, y) ∈ Ωh,

(1.9)

y para los puntos en Γh tenemos wh(x, y) = 0.
Simplemente sustituyendo, tenemos que si vh(x, y) y µh verifican la ecuación

que teńıamos para el método de Jacobi (1.4), entonces

wh(x, y) = λ
x+y
2h

h vh(x, y)

satisface la ecuación que tenemos para Gauss-Seidel (1.9) con λh = µ2
h.

Concluimos que los autovalores de la matriz Lh son

λh = λh,p,q = µ2
h,p,q =

1

4
(cos(

pπ

N
) + cos(

qπ

N
))2.

Quedándonos con el mayor en valor absoluto (p = 1,q = 1), tenemos que el
radio espectral de la matriz de iteración del método de Gauss-Seidel es

ρ(Lh) = cos2(πh).

Terminamos esta sección advirtiendo del hecho de que el coseno de un ángulo
al cuadrado será menor o igual que el coseno del mismo ángulo. Por lo tanto, el
radio espectral de la matriz de iteración del método de Jacobi es mayor que el
de la matriz de iteración de Gauss-Seidel, con lo que la convergencia en Gauss-
Seidel es más rápida.

Notemos además que

ρ(Lh) = 1− (hπ)2 +O(h4),

con lo que R(Lh) = (πh)2 +O(h4) y siguiendo la observación 1.2.1, hacen falta
m/(hπ)2 iteraciones aproximadamente para dividir el error entre 10m.

1.2.3. Convergencia del método S.O.R.

Para un parámetro ω ̸= 0 dado, el método S.O.R. para nuestro problema
modelo viene dado por

un+1
h (x, y) =

ω

4

[
unh(x+ h, y) + unh(x, y + h) + un+1

h (x− h, y) + un+1
h (x, y − h)

−fΩh (x, y)
]
+ (1− ω)un(x, y), (x, y) ∈ Ωh

un+1
h (x, y) = fΓh (x, y), (x, y) ∈ Γh.

En esta sección, buscaremos el ω óptimo que nos dé la mejor convergencia
para el método S.O.R. y además estudiaremos, para ese ω óptimo, el compor-
tamiento del radio espectral cuando h se hace pequeño.
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Realizando los mismos pasos que en las secciones anteriores, tendremos que
la ecuación del error para el método S.O.R. es

en+1
h (x, y) =

ω

4
[enh(x+ h, y) + enh(x, y + h) + en+1

h (x− h, y) + en+1
h (x, y − h)]

+ (1− ω)enh(x, y),

que nos da la expresión matricial

En+1
h = ωLB

hE
n+1
h + ((1− ω)I + ωUB

h )En
h

donde las matrices LB
h y UB

h son las que aparecen anteriormente en la descom-
posición de la matriz de iteración del método Jacobi Bh. Denotamos por Lω,h

a la matriz de iteración del método S.O.R., donde

Lω,h = (I − ωLB
h )

−1((1− ω)I + ωUB
h ).

Nos centramos en buscar entonces los autovectores Vh y autovalores λh de la
matriz Lω,h, es decir, λh y Vh ̸= 0 que cumplen

Lω,hVh = λhVh,

o lo que es lo mismo,

λhVh = ωλhL
B
h Vh + ((1− ω)I + ωUB

h )Vh.

Esto puede escribirse en términos de la función nodal vh como sigue

λhvh(x, y) =
ω

4
[vh(x+ h, y) + vh(x, y + h) + λhvh(x− h, y) + λhvh(x, y − h)]

+ (1− ω)vh(x, y), (x, y) ∈ Ωh,

vh(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γh,

o equivalentemente, puesto que ω ̸= 0,

(λh + ω − 1)

ω
vh(x, y) =

1

4
[vh(x+h, y)+vh(x, y+h)+λhvh(x−h, y)+λhvh(x, y−h)].

Haciendo entonces el cambio de variable vh(x, y) = λ
x+y
2h

h wh(x, y), esto es equi-
valente a encontrar ω tal que

(λh + ω − 1)

ωλ
1/2
h

wh(x, y) =
1

4
[wh(x+h, y)+wh(x, y+h)+wh(x−h, y)+wh(x, y−h)].

Esta última ecuación nos da de nuevo una relación entre los autovalores
de la matriz de iteración del método de Jacobi y los autovalores de la matriz
de iteración del método S.O.R. y es que, por cada autovalor µh de la matriz
de iteración del método de Jacobi, tenemos dos del método S.O.R teniendo en
cuenta que

(λh + ω − 1)

ωλ
1/2
h

= µh ⇔ λh − λ
1/2
h ωµh + (ω − 1) = 0, (1.10)

que es una ecuación cuadrática en λ
1/2
h .
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Observación 1.2.2 Antes de seguir con el estudio de la ecuación cuadrática
veamos que, para que la matriz de iteración Lω,h sea no singular debe ocurrir
que ω ̸= 1. Esto se deduce del hecho de que

det(Lω,h) = det(Ih − ωLB
h )

−1det((1− ω)Ih + ωUB
h ) = (1− ω)K ,

donde K = (N − 1)2 es la dimensión de la matriz. Además, una condición
necesaria para la convergencia es, obviamente, que 0 < ω < 2.

Resolviendo la ecuación (1.10),

λh =

(
ωµh ±

√
(ωµh)2 − 4(ω − 1)

2

)2

. (1.11)

Como antes advertimos, (1.11) nos da, por cada autovalor de la matriz de itera-
ción del método Jacobi, dos de la matriz de iteración del método S.O.R. Ahora
bien, los autovalores de la matriz de iteración del método de Jacobi verifican

que µpq
h = −µ(N−p)(N−q)

h . En consecuencia, existe una correspondencia entre los

pares de soluciones de la ecuación (1.10) y los autovalores µpq
h , µ

(N−p)(N−q)
h .

Ahora vamos a buscar el ω óptimo que minimice |λ1/2h | cuando λ1/2h es real.
Para ello nos quedamos con la ráız cuadrada positiva en (1.11) y supondremos,
sin pérdida de generalidad, que µh > 0.

Observamos que λ
1/2
h es real, cuando

(ωµh)
2 − 4(ω − 1) =

(
ωµh − 2

µh

)2

− 4

(
1

µ2
h

− 1

)
≥ 0.

Para determinar cómo λ
1/2
h vaŕıa, en función de ω, derivamos y obtenemos

∂

∂ω
λ
1/2
h =

1

2
µh +

1

2
(ωµ2

h − 2)(ω2µ2
h − 4ω + 4)−1/2

=
µh

2

1−
2
µh

− µhω√
(2/µh − ωµh)2 − 4(µ−2

h − 1)

 < 0.
(1.12)

La última desigualdad se debe al hecho de que 2/µh − µhω > 0, que es equiva-
lente, por ser µh > 0, a ω < 2/µ2

h, lo cual se cumple para 0 < ω < 2. Además,√
(2/µh − ωµh)2 − 4(µ−2

h − 1) < 2/µh − µhω (para convencerse de esto bas-

ta con observar que lo que hay dentro de la ráız cuadrada es el cuadrado de
2/µh − ωµh menos una cantidad positiva, pues 0 < µh < 1. La monotońıa de la
función ráız cuadrada de x nos ayuda a concluir).

Como la derivada es negativa tenemos que la función decrece en ω. Entonces,

para minimizar λ
1/2
h debemos avanzar en ω hacia valores más grandes. Busca-

remos el mayor valor de ω para el que λ
1/2
h sea real y cumpliendo 0 < ω < 2.
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Puesto que ω2µ2
h − 4ω+4 es una parábola en ω con un mı́nimo y las dos ráıces

de dicha parábola son

ω =
2

µ2
h

(
1±

√
1− µ2

h

)
,

se tiene que, como µh < 1, la asociada al signo positivo es mayor que 2. Por
tanto, nos interesa la otra ráız, que también puede reescribirse como

ω =
2

1 +
√

1− µ2
h

. (1.13)

Tras este estudio cuando λ
1/2
h es real, vamos a buscar el ω óptimo cuando

λ
1/2
h es complejo. Puesto que (1.10) tiene coeficientes reales, las expresiones entre

paréntesis en (1.11) correspondientes a −µh y µh son complejos conjugados.
Además

|λh| = |λ1/2h |2 =
1

4

[
ω2µ2

h + 4(ω − 1)− ω2µ2
h

]
= ω − 1.

Por lo tanto, en el caso complejo, para reducir el valor de |λ1/2h | debemos reducir

el valor de ω. Con lo cual, buscaremos el mı́nimo valor de ω para el cual λ
1/2
h

sea complejo. Esto es, de nuevo, la ráız más pequeña de ω2µ2
h − 4ω+ 4 = 0 que

además verifica 0 < ω < 2, tal y como nos interesa.
Para estudiar el radio espectral de la matriz de iteración del método S.O.R.

con el ω óptimo que lo minimice, tengamos en cuenta que, para un ω fijo,
h̄(µ) = ω2µ2 − 4ω + 4 es la siguiente parábola en (−1, 1):

Por tanto, para un ω cercano a 2, h̄(µh) es negativo para todos los valores de
µh ∈ (−1, 1). De aqúı se sigue que todos los λh(µh) son complejos con módulo
(ω − 1) y, por tanto, concluimos que el radio espectral es (ω − 1). Para hacer
(ω − 1) pequeño, vamos haciendo que ω sea más pequeño hasta que llegamos
a un ω que hace real algún λh(µh). Esto ocurre cuando µh es el autovalor con
mayor módulo de la matriz de iteración de Jacobi. Más concretamente, cuando
ω2µ2

h,1,1 − 4(ω − 1) = 0 que es el valor de ω en (1.13), con µh sustituido por
µh,1,1, más concretamente,

ω∗
h =

2

1 +
√
1− µh,1,1

.
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Para valores más pequeños de ω, el autovalor real más grande de Lω,h seguirá
siendo el correspondiente a µh,1,1 en (1.11) con signo positivo, y este será más
grande teniendo en cuenta (1.12).

Como ω∗
h > 1, siempre habrá algún autovalor complejo de Lω∗

h,h
que sabemos

que toman módulo ω∗
h − 1. Basta ahora darse cuenta de que, para ese valor de

ω∗
h,

|λh,1,1| =
(
ω∗
h

2
µh,1,1

)2

= ω∗
h − 1,

con lo que queda probado que este ω∗
h es el óptimo.

Teniendo en cuenta la expresión de µh,1,1 = cos(π/N), entonces

ω∗
h =

2

1 + sin( π
N )

.

Para terminar, vemos que el radio espectral de la matriz de iteración del
método S.O.R. para el ω óptimo es

ρ(Lω∗
h,h

) = ω∗
h − 1 =

1− sin( π
N )

1 + sin( π
N )

≈ 1− 2π

N
= 1− 2hπ +O(h2).

De nuevo observamos, como en los otros métodos, que cuando h −→ 0, la con-
vergencia será más lenta. Pero, como es lógico, para h pequeño, el radio de
convergencia es claramente menor que el correspondiente al método de Gauss-
Seidel. Más concretamente, para dividir el error entre 10m, de acuerdo con la
observación 1.2.1, se necesitan en general aproximadamente m/(2hπ) iteracio-
nes.
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Caṕıtulo 2

Método multigrid

2.1. Ideas principales

Utilizando el esquema del método de Gauss-Seidel con el orden lexicográfico
(1.7) sobre el problema modelo ocurre que el error se hace cada vez más suave.
Esto no quiere decir que se haga cada vez más pequeño, si no que la diferencia
de los errores en nodos distintos será cada vez más pequeño. En la Figura de
más abajo se pretende mostrar la idea del efecto del suavizado sobre el error. De
hecho, si nos fijamos en la fórmula del error para Gauss-Seidel (1.8), podemos
interpretarla como un promedio de los errores en los puntos ya aproximados.
Esto nos lleva a uno de las ideas fundamentales con las que trabaja el método
multigrid:

Principio de suavizado. Este principio se basa en que la mayoŕıa de los
métodos clásicos iterativos aplicados sobre problemas eĺıpticos discretos
tienen un efecto de suavizado sobre el error de la aproximación.

Figura 2.1: Representación del error utilizando el método de Gauss-Seidel con el
orden lexicográfico sobre el problema modelo con h = (1/2)5. Error con iterante
inicial aleatorio, tras una iteración, tras 10 iteraciones y tras 20 iteraciones.

Una vez que tenemos una función que es suave en una cierta red de puntos
podremos, sin una gran pérdida de información, aproximarla en una red más
gruesa. Es decir, puesto que hay poca diferencia entre los valores de la función en

21
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los distintos puntos de la red, podremos aproximar dicha función en un punto
utilizando el valor de la función en puntos más alejados. Esto nos lleva a la
segunda idea básica de los métodos multigrid:

Principio de engrosamiento de la red. Los errores que sufren el efecto
del suavizado tras varias iteraciones pueden ser aproximados en un red más
gruesa.

Una ventaja clara del engrosamiento de la red es que, aproximar en una red
más gruesa, tiene un coste menor que en la red más fina.

Otra de las ideas fundamentales del método multigrid es la que mostrare-
mos a continuación observando los desarrollos de Fourier del error. En nuestro
problema modelo, el error eh = emh (x, y), con (x, y) ∈ Ωh, puede ser escrito de
la forma

eh(x, y) =

N−1∑
k,l=1

αk,l sin(kπx) sin(lπy), (2.1)

para ciertas constantes αk,l ya que, como vimos en la sección 1.2.1, los vectores
correspondientes a los valores nodales de las funciones

vk,l(x, y) = sin(kπx) sin(lπy)

son linealmente independientes. De hecho, dichas funciones, aparte de ser au-
tofunciones de la matriz de iteración de Jacobi Bh, también son autofunciones
del operador discreto ∆h ya que

∆h =
4

h2
(Bh − I).

Claramente, los autovalores de ∆h se deducen inmediatamente de los de Bh en
(1.6) y son

1

h2
(2 cos(lπh) + 2 cos(kπh)− 4).

A continuación definimos las componentes de alta y baja frecuencia del error.

Definición 2.1.1 Para k, l ∈ {1, ..., N − 1}, llamaremos componentes de baja
frecuencia a los términos vk,l tales que máx(k, l) < N/2. De la misma forma,
diremos que vk,l es una componente de alta frecuencia si N/2 ≤ máx(k, l) < N .

Esto nos permite tratar, de forma sucinta, el último principio en el que se
basa el método multigrid:

Principio de corrección en red grosera . Basado en el hecho de que
si el error se suaviza, esto significa que las componentes de alta frecuen-
cia en (2.1) se hacen pequeñas tras varias iteraciones. Sin embargo, las
componentes de baja frecuencia apenas se verán afectadas.
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En nuestro problema modelo en la red Ωh, con h = 1/N , si N es un número
par, consideramos la red más gruesa ΩH , donde H = 2h. Esta elección de
engrosamiento de la red es conocida por engrosamiento estándar y será la que
utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Observamos que las autofunciones vk,l verifican las siguiente igualdades en
Ω2h

vk,l(x, y) = −vN−k,l(x, y) = −vk,N−l(x, y) = vN−k,N−l(x, y), (x, y) ∈ Ω2h.

Demostremos la igualdad vk,l(x, y) = vN−k,N−l(x, y), con (x, y) ∈ Ω2h, para
mostrar las ideas con las que se prueba el resto de igualdades. Primero, utilizando
la fórmula trigonométrica del seno de la suma de ángulos tendremos:

vN−k,N−l(x, y) = (sin(Nπx) cos(kπx)− cos(Nπx) sin(kπx))

(sin(Nπy) cos(lπy)− cos(Nπy) sin(lπy)).

Ahora, teniendo en cuenta que h = 1/N y que los puntos (x, y) ∈ Ω2h son
aquellos de la forma x = 2ih, y = 2jh, para i, j ∈ {1, ..., (N−2)/2}, entonces x =
2i/N , y = 2j/N . Sustituyendo, y teniendo en cuenta que sin(2πi) = sin(2πj) =
0 y cos(2πi) = cos(2πj) = 1, en la expresión de arriba llegamos a la igualdad
que buscábamos.

Con esto lo que tenemos es que, en Ω2h, estas autofunciones son indistingui-
bles, y por lo tanto, tenemos que solo las componentes de baja frecuencia son
visibles en Ω2h, ya que las de alta frecuencia coinciden con las de baja frecuencia
(a esto se le conoce como aliasing de frecuencias).

Hasta ahora hemos descrito las bases del método multigrid en dos redes.
Vamos a introducir las nociones del método en más de dos redes y, para ello,
supondremos que N es una potencia de 2. Por lo tanto, h = 2−p y denotaremos
las redes de nodos de la forma

Ωh,Ω2h,Ω4h, ...,Ωh0
,

donde Ωh es la red más fina y Ωh0
es la red más gruesa formada por un único

punto.
De la misma forma que hemos distinguido componentes de alta y baja fre-

cuencia en las redes (Ωh,Ω2h), ahora haremos lo mismo con las redes (Ω2h,Ω4h)
y continuaremos con toda la secuencia de redes. Anteriormente comentamos que,
usando la iteración de Gauss-Seidel en la red Ωh, generamos unas componentes
de alta frecuencia (h, 2h) del error que se van haciendo cada vez más pequeñas.
Las componentes de baja frecuencia (h, 2h) son visibles en Ω2h y pueden ser
aproximadas en dicha red. La iteración de Gauss-Seidel afecta también al resto
de redes y, por lo tanto, generamos componentes de alta frecuencia pequeñas
(2h, 4h), componentes de alta frecuencia (4h, 8h) pequeñas y aśı sucesivamente
con el resto de redes.

En resumen, lo que se pretende destacar es la idea de que métodos iterativos
adecuados, como puede ser Gauss-Seidel, darán una rápida reducción de las
componentes de alta frecuencia de los errores en las diferentes mallas.
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Figura 2.2: Secuencia de un engrosamiento estándar de mallas desde una malla
de tamaño h = 1/16.

2.2. Procedimiento de suavizado del error

Como hemos mencionado anteriormente, los métodos iterativos clásicos tie-
nen un efecto de suavizado sobre el error de una aproximación. Este efecto de
suavizado es una de las bases del método multigrid y, en esta sección, anali-
zaremos el efecto de suavizado de los métodos iterativos clásicos de Jacobi y
Gauss-Seidel.

A los métodos clásicos iterativos, como el de Jacobi y Gauss-Seidel, se les co-
noce como métodos de suavizado o métodos de relajación cuando son utilizados
con la intención de suavizar errores.

2.2.1. Iteración tipo Jacobi

Para el problema modelo, la fórmula de iteración del método de Jacobi es

zm+1
h (xi, yj) =

1

4

[
−h2fh(xi, yj) + umh (xi − h, yj) + umh (xi + h, yj)

+umh (xi, yj − h) + umh (xi, yj + h)]

um+1
h (xi, yj) = zm+1

h (xi, yj),

con (xi, yj) ∈ Ωh y donde umh , u
m+1
h denotan la antigua y la nueva aproximación

respectivamente.
Podemos generalizar esta iteración introduciendo un párametro de relajación

ω:

um+1
h = umh + ω(zm+1

h − umh ).

A la relajación del método de Jacobi con el parametro ω lo denotaremos por
ω-JAC. Para ω = 1 tendremos que ω-JAC es el método de Jacobi tradicional.
El método iterativo ω-JAC puede ser escrito como

um+1
h = Sh(ω)u

m
h − h2

4
fh,

donde el operador Sh(w) viene dado por

Sh(ω) = Ih +
ωh2

4
∆h. (2.2)



2.2. PROCEDIMIENTO DE SUAVIZADO DEL ERROR 25

Para un estudio de la convergencia del método ω-JAC analizaremos los auto-
valores de las autofunciones del operador Sh(ω). Notemos que las autofunciones
del operador Sh(ω) son las mismas que las del operador ∆h, y teniendo en cuen-
ta quiénes eran los autovalores de ∆h, los autovalores del operador de ω-JAC
son

χk,l
h (ω) = 1− ω

2
[2− cos(kπh)− cos(lπh)] ,

con k, l ∈ {1, ..., N − 1}. El radio espectral del operador,

ρ(Sh(ω)) = máx{|χk,l
h (ω)| : (k, l = 1, ..., N − 1)},

vendrá dado por

ρ(Sh(ω)) = |χ1,1
h (ω)| = |1− ω(1− cos(πh))| = 1− |O(ωh2)|, ω ∈ (0, 1],

ρ(Sh(ω)) ≥ 1, ω ∈ R \ (0, 1], para h suficientemente pequeño.

Por lo tanto, podemos concluir que, para tener una buena convergencia para el
método ω-JAC, tomar ω = 1 es la mejor opción.

Ahora bien, para las propiedades de suavizado la situación es muy diferente.
Consideraremos las aproximaciones antes (wh) y después (w̄h) de aplicar el
método de suavizado ω-JAC, para ω ∈ (0, 1], y los desarrollos de Fourier de sus
errores, esto es

vh =

N−1∑
k,l=1

αk,lvk,l, v̄h =

N−1∑
k,l=1

χk,l
h (ω)αk,lvk,l,

donde vh := uh − wh y v̄h := uh − w̄h. Recordemos que, en el análisis en el
que estamos interesados ahora, estamos buscando que reduzcan muy rápido las
componentes de alta frecuencia (h, 2h). Sin embargo, cuando analizamos la con-

vergencia del método, buscamos un χk,l
h (ω) de forma que todas las componentes

de v̄h sean lo más pequeñas posibles tras cada iteración.

Para analizar las propiedades de suavizado del operador Sh(ω) cuantitativa-
mente, definimos el siguiente concepto.

Definición 2.2.1 Llamaremos factor de suavizado µ(h;ω) de Sh(ω) al valor

µ(h;ω) := máx{|χk,l
h (ω)| : N/2 ≤ máx(k, l) ≤ N − 1}.

Este valor representa el peor factor por el cual las componentes de alta frecuencia
del error son reducidos tras una iteración. Denotaremos por µ∗(ω) al supremo
de, entre todas las posibles elecciones de h, los factores de suavizado de Sh(ω),
es decir

µ∗(ω) := sup
h∈H

µ(h;ω),

donde H denota el conjunto de todos los tamaños de malla admisibles.
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A continuación, mostraremos cómo el ω que hace óptima la convergencia
del método ω-JAC no es la mejor elección para tener buenas propiedades de
suavizado, es decir, no nos dará el factor de suavizado más pequeño.

Denotamos H = {h = 1/n : n ∈ N, n ≥ 2}.
Por lo tanto, el factor de suavizado y su supremo sobre los posibles valores

de los tamaños de la malla vienen dados por

µ(h;ω) = máx{|1− ω

2
(2− cos(kπh)− cos(lπh))| : N/2 ≤ máx(k, l) ≤ N − 1},

µ∗(ω) = máx{|1− ω

2
|, |1− 2ω|}.

La idea de cómo obtener µ∗ es que, tomando h suficientemente pequeño, los
cosenos de la expresión anterior se acercarán al valor -1 cuando tomemos k, l =
N − 1 y al valor 0 y 1 cuando tomemos, por ejemplo, k = N/2 y l = 1.

Observemos que, para un h suficientemente pequeño, µ(h;ω) ≥ 1, para ω ≤ 0
y ω ≥ 1. Por lo tanto, no tendremos propiedades de suavizado en estos casos.

Para ω ∈ (0, 1), veamos que ω = 4/5 es la elección óptima para tener las
mejores propiedades de suavizado para el método ω-JAC en este modelo. Es
decir, buscaremos ω ∈ (0, 1) que haga lo más pequeña posible la expresión
máx{|1−ω/2|, |1− 2ω|}. Viendo la figura 2.3 anteriores tenemos que la función

Figura 2.3: Representación gráfica de las funciones f(ω) = |1 − 2ω| (en rojo) ,
g(ω) = |1− ω/2|(en verde) y máx(f, g) (en azul) con ω ∈ (0, 1).

máx{|1−ω/2|, |1−2ω|} alcanza su valor más pequeño cuando 1−ω/2 = 2ω−1.
Despejando obtenemos fácilmente que ω = 4/5.
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Para el factor de suavizado µ(h;ω) veamos que

ı́nf{µ(h;ω) : 0 ≤ ω ≤ 1} = µ

(
h;

4

4 + cos(πh)

)
=

3 cos(πh)

4 + cos(πh)
=

3

5
− |O(h2)|.

El ı́nfimo lo obtenemos razonando igual que hicimos en la gráfica anterior, salvo
que ahora, con todas las funciones de la forma |1−ω(2−cos(kπh)−cos(lπh))/2|,
con N/2 ≤ máx(k, l) ≤ N − 1. Es decir, el ı́nfimo se alcanza para el ω que
verifique

1− ω

(
1− cos(πh)

2

)
= −1 + ω(1 + cos(πh)).

Todo esto lo que significa es que, ω-JAC con ω = 4/5 reduce todas las compo-
nentes de alta frecuencia al menos por un factor de 3/5 independientemente del
tamaño de la malla h.

2.2.2. Iteración tipo Gauss-Seidel

En el caso del método iterativo de Gauss-Seidel, si introducimos un paráme-
tro de relajación obtendremos el ya mencionado método S.O.R. Para el problema
modelo el esquema del método vendrá dado por

zm+1
h (xi, yj) =

1

4

[
−h2fh(xi, yj) + um+1

h (xi − h, yj) + umh (xi + h, yj)

+um+1
h (xi, yj − h) + umh (xi, yj + h)

]
um+1
h = umh + ω(zm+1

h − umh ),

con (xi, yj) ∈ Ωh y donde umh , u
m+1
h denotan la antigua y la nueva aproximación

respectivamente. Ya vimos en el caṕıtulo anterior que ω∗
h = 2/(1 + sin(π/N))

es el parámetro de relajación que mejor convergencia del método nos da. De
hecho, obteńıamos que el radio espectral de la matriz de iteración del método
S.O.R. asociado es

ρ(Lω∗
h,h

) = 1−O(h),

frente al radio espectral de la matriz de iteración método clásico de Gauss-Seidel
que era

ρ(Lh) = 1−O(h2).

Sin embargo, en el contexto de los métodos multigrid, las propiedades de
suavizado de los métodos tipo Gauss-Seidel son más interesantes que sus pro-
piedades de convergencia a la solución. A modo de resumen, antes de entrar
a analizar dichas propiedades de suavizado, destaquemos que, en nuestro pro-
blema modelo con el orden lexicográfico, la introducción de un parámetro de
suavizado no mejorará las propiedades de suavizado del método de Gauss-Seidel
tradicional. Realizar un análisis del suavizado como el considerado para el méto-
do de ω-JAC no es tan fácil y tenemos que recurrir al análisis local de Fourier,
que considera una malla infinita para no tener en cuenta las condiciones en la
frontera.
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2.3. Análisis local de Fourier de las propiedades
de suavizado

Consideraremos en este análisis las funciones definidas en una malla de pun-
tos de la forma

φh(θ, x) = eiθx/h,

donde x vaŕıa dentro de una malla de puntos infinita Gh y θ es un parámetro
continuo que caracteriza la frecuencia de la función.

Puesto que las funciones φ(θ, ·) están definidas en una red infinita Gh, la
frontera y las condiciones frontera de nuestro problema no se están teniendo en
cuenta. Sin embargo, el objetivo del análisis local de Fourier, es determinar el
comportamiento cuantitativo de la convergencia y eficiencia de los algoritmos
multigrid si se incluye un tratamiento apropiado en la frontera. Ese tratamiento
extra en la frontera es muy pequeño, en comparación con los puntos interiores
de la malla, cuando el tamaño de la red tiende a 0.

2.3.1. Primeros conceptos para el análisis del suavizado

Nos vamos a centrar en nuestro modelo con eje espaciado en dos dimensiones
y el engrosamiento estándar de la malla. Denotemos por x = (x1, x2) y por h
a la magnitud que es el diámetro de la red en ambas direcciones. Para cada h
tenemos una malla de infinitos puntos asociada

Gh = {x = kh := (k1h, k2h), k ∈ Z2}.

Consideraremos un operador discreto Lh general sobre la malla de infinitos
puntos Gh, es decir,

Lhwh(x) =
∑
κ∈V

sκwh(x+ κh) (κ ∈ Z2), (2.3)

donde sκ son coeficientes constantes que estarán en R o en C y que generalmente
dependerán de h. Además, V es un conjunto finito de ı́ndices.

En el análisis local de Fourier será muy importante el papel que juegan las
siguientes funciones definidas en la malla de infinitos puntos

φh(θ,x) = eiθx/h := eiθ1x1/heiθ2x2/h, x ∈ Gh.

Supondremos que θ vaŕıa continuamente en R2. Observemos que φh(θ,x) ≡
φh(θ̄,x) si y solo si

θ1 = θ̄1 mód 2π y θ2 = θ̄2 mód 2π.

Por lo tanto, es suficiente considerar φh(θ,x) con θ ∈ [−π, π)2.Tendremos en
cuenta el siguiente lema

Lema 2.3.1 Las funciones φh(θ, ·) con θ ∈ [−π, π)2 son linealmente indepen-
dientes en la malla Gh.
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Demostración.
Si tenemos un conjunto finito de ángulos {θ1, ...,θn} ⊂ [−π, π)2 y hacemos

una combinación lineal de las funciones φh(θj , ·) igual a 0, esto es

n∑
j=1

αjφh(θj ,x) = 0, para todo x ∈ Gh,

o equivalentemente,

n∑
j=1

αje
iθj,1leiθj,2m = 0, para todo (l,m) ∈ Z2, (2.4)

entonces necesariamente αj = 0 para todo j ∈ {1, ..., n}. Esto es sencillo de
demostrar, en el caso en que lo θj,2 sean todas distintas, tomando los puntos de
la red de la forma (0, 0), (0, h), (0, 2h), ..., (0, (n−1)h), ya que con ellos obtenemos
el sistema lineal: 

∑n
j=1 αj = 0∑n

j=1 αjzj = 0
...∑n

j=1 αjz
n−1
j = 0

donde zj = eiθj,2 . Este sistema tiene asociada la siguiente matriz
1 1 · · · 1
z1 z2 · · · zn
...

...
...

...
zn−1
1 zn−1

2 · · · zn−1
n

 .

Puesto que zi ̸= zj para i ̸= j, tenemos que la matriz es de Vandermonde con
determinante distinto de 0 y, por lo tanto, el sistema tiene una única solución,
que es la trivial.

Si no son todas las componentes θj,2 distintas, habŕıa que escribir (2.4) como

∑
j:θj,2 distintas

eiθj,2m

 ∑
j:θj,2 es la elegida y θj,1distintos

αje
iθj,1l

 = 0 ∀(l,m) ∈ Z2.

De aqúı, por lo anterior, los paréntesis deben anularse y, aplicando de nuevo el
razonamiento anterior con θj,1 en lugar de θj,2 se obtendŕıa que αj = 0. □

Veamos la siguiente propiedad de las funciones φh(θ,x) que recogeremos en
el siguiente lema, cuya prueba es prácticamente inmediata.

Lema 2.3.2 Para −π ≤ θ < π, todas las funciones φh(θ,x) son autofunciones
de cualquier operador discreto que pueda ser descrito como en (2.3). Tendremos
la siguiente relación

Lhφh(θ,x) = L̃h(θ)φh(θ,x) (x ∈ Gh),
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con
L̃h(θ) =

∑
κ

sκe
iθκ,

el autovalor formal de Lh.

Una vez vistas estas propiedades de las funciones φh(θ,x) volvemos a cen-
trarnos en las propiedades de suavizado. Para el análisis de dos mallas y su
suavizado tendremos de nuevo que distinguir entre componentes de alta y baja
frecuencia en Gh, con respecto a G2h. La idea de esta distinción vuelve a estar
basada en el hecho de que solo las funciones de la forma

φh(θ, ·) con
−π
2

≤ θ <
π

2

son distinguibles en G2h. Más concretamente, para cada θ̄ ∈ [−π/2, π/2)2, te-
nemos otras tres funciones de alta frecuencia, φh(θ, ·), que coinciden en GH con
φh(θ̄, ·) y, por lo tanto, no son distinguibles en G2h. De hecho, tenemos

φh(θ,x) = φh(θ̄,x) para cada x ∈ G2h si y solo si θ = θ̄ mód π.

Definimos rigurosamente las funciones de alta y baja frecuencia.

Definición 2.3.1 (Funciones φh de alta y baja frecuencia)

Diremos que φh(θ, ·) es de baja frecuencia si y solo si θ ∈ T low :=[
−π

2 ,
π
2

)2
.

Diremos que φh(θ, ·) es una componente de alta frecuencia si y solo si

θ ∈ Thigh := [−π, π)2 \
[
−π

2 ,
π
2

)2
.

Con la introducción de estos conceptos desarrollaremos a continuación el
análisis del suavizado.

2.3.2. Análisis del suavizado

El método de suavizado para ∆huh = fh puede escribirse de la forma

L+
h w̄h + L−

hwh = fh, (2.5)

donde wh es la aproximación anterior y w̄h es la nueva aproximación de uh.
Entonces, podemos caracterizar al método de suavizado por la siguiente escisión

∆h = L+
h + L−

h .

En el caso concreto de GS-LEX tendremos que la escisión viene dada por

L+
h =

1

h2

 0
1 −4 0

1


h

, L−
h =

1

h2

 1
0 0 1

0


h

.
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Hemos escrito los operadores con la notación de la molécula computacional
para aligerar la notación. Una breve explicación de cómo manejar esta notación
es que funciona de forma similar a una matriz de coeficientes de un sistema
lineal, es decir, los coeficientes que aparecen en los corchetes son los coeficientes
que tendrá la función (evaluada en un cierto punto) a la que se le aplica el
operador (donde no hay coeficiente entonces es 0). Entonces nos preguntamos,
¿en qué punto se evalua la función que está siendo múltiplicada por uno de
los coeficientes? La respuesta nos la da la posición que ocupa cada coeficiente
en el corchete. En el punto central estará evaluada en el punto (xi, yj), si nos
movemos a la izquierda entonces en (xi−h, yj) y si nos movemos a la derecha en
(xi+h, yj). De la misma forma, si nos movemos hacia arriba entonces (xi, yj+h)
y si nos movemos hacia abajo (xi, yj−h). Con esto hacemos el resto de posiciones
de dentro de los corchetes y, notemos que, el salto en los puntos de la malla nos
lo da el sub́ındice en el corchete derecho.

También podemos hacer la escisión para ω-JAC

L+
h =

1

h2

 0
0 −4/ω 0

0


h

, L−
h =

1

h2

 1
1 −4(1− 1/ω) 1

1


h

.

Todo esto será valido para cualquier operador discreto que admita localmente
la escisión (2.5).

Puesto que ∆huh = fh, restando en (2.5) tendremos

L+
h v̄h + L−

h vh = 0,

donde v̄h = uh − w̄h, vh = uh − wh. También tenemos, de forma equivalente,
que v̄h = Shvh, donde Sh es el operador de suavizado resultante.

Aplicando a L+
h y a L−

h las autofunciones φ(θ,x), obtenemos

L+
h e

iθx/h = L̃+
h (θ)e

iθx/h

L−
h e

iθx/h = L̃−
h (θ)e

iθx/h,

donde L̃+
h (θ) y L̃

−
h (θ) denotan los autovalores formales de los operadores L+

h y
L−
h , respectivamente. De aqúı se deduce de manera inmediata el siguiente lema:

Lema 2.3.3 Todas las funciones φh(θ, ·) con L̃+
h (θ) ̸= 0 son autofunciones de

Sh:

Shφ(θ,x) = S̃h(θ)φ(θ,x) (−π ≤ θ < π)

con S̃h(θ) := L̃−
h (θ)/L̃

+
h (θ).

Basándonos en este lema tenemos la siguiente definición:

Definición 2.3.2 El factor de suavizado (µloc) es la magnitud dada por

µloc = µloc(Sh) := sup{|S̃h(θ)| : θ ∈ Thigh}.
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GS-LEX, µloc(Sh) = 0,5

En el caso GS-LEX, tendremos que

L+
h e

iθx/h =
1

h2

 0
1 −4 0

1


h

eiθx/h

=
1

h2
(−4 + e−iθ1 + e−iθ2)eiθx/h,

L−
h e

iθx/h =
1

h2

 1
0 0 1

0


h

eiθx/h

=
1

h2
(e−iθ1 + e−iθ2)eiθx/h.

Y, por lo tanto, aplicando el lema 2.3.3 tenemos que

S̃h(θ) := −
L̃−
h (θ)

L̃+
h (θ)

=
e−iθ1 + e−iθ2

4− e−iθ1 − e−iθ2
.

Por tanto, el factor de suavizado para GS-LEX, resulta ser

µloc(Sh) = sup

{∣∣ e−iθ1 + e−iθ2

4− e−iθ1 − e−iθ2

∣∣ : θ ∈ Thigh

}
.

Para buscar dicho superior, notemos que buscar el superior de la función

g(θ) =
∣∣ e−iθ1 + e−iθ2

4− e−iθ1 − e−iθ2

∣∣
es equivalente a buscarlo de la función f(θ) = g(θ)2, que es más sencilla de
manejar. Además haciendo algunas operaciones tenemos

f(θ) := g(θ)2 =
∣∣ (cos(θ1) + cos(θ2))− i(sin(θ1) + sin(θ2))

(cos(θ1) + cos(θ2)− 4)− i(sin(θ1) + sin(θ2))

∣∣2
=

(cos(θ1) + cos(θ2)
2 + (sin(θ1) + sin(θ2))

2

(cos(θ1) + cos(θ2)− 4)2 + (sin(θ1) + sin(θ2))2

=
1 + cos(θ1 − θ2)

9 + cos(θ1 − θ2)− 4(cos(θ1) + cos(θ2))
.

Empezamos estudiando los puntos cŕıticos en el interior de Thigh. Para ello,
tendremos que ver los puntos en Thigh donde se anule ∇f , que toma la forma

− sin(θ1−θ2)(9+cos(θ1−θ2)−4(cos(θ1)+cos(θ2)))−(1+cos(θ1−θ2))(− sin(θ1−θ2)+4 sin(θ1))
(9+cos(θ1−θ2)−4(cos(θ1)+cos(θ2)))2

sin(θ1−θ2)(9+cos(θ1−θ2)−4(cos(θ1)+cos(θ2)))−(1+cos(θ1−θ2))(sin(θ1−θ2)+4 sin(θ2))
(9+cos(θ1−θ2)−4(cos(θ1)+cos(θ2)))2

 .
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Anulamos ambas componentes y sumándolas, se obtiene que debe cumplirse

(cos(θ2 − θ1) + 1)(sin(θ1) + sin(θ2)) = 0.

Por tanto, o bien cos(θ2−θ1) = −1 o bien sin(θ1) = − sin(θ2). En el primer caso,
f(θ) = 0, con lo cual es un mı́nimo de la función y no un máximo. Si no ocurre
eso, pero ocurre lo segundo, para que (θ1, θ2) ∈ Thigh debe ocurrir θ1 = −θ2 con
|θ1| ≥ π/2. Estudiando la función f̄(θ1) = f(θ1,−θ1) en el intervalo [−π/2, π/2),
puede observarse que es positiva y el máximo se toma en θ1 = π y f̄(π) = 1/5. Se
ha obtenido en cualquier caso, un punto de la frontera de Thigh y no del interior,
con lo que concluimos que no hay puntos cŕıticos en el interior de Thigh.

Estudiemos ahora el supremo en la frontera de Thigh. Se puede ver, hacien-
do la gráfica de cada una de las funciones que obtendremos a continuación,
que ninguna de las siguientes funciones alcanza su máximo en los extremos del
intervalo.

θ1 = π/2, −π/2 ≤ θ2 ≤ π/2:

f(π/2, θ2) =
1 + cos(π/2− θ2)

9 + cos(π/2− θ2)− 4 cos(θ2)
=

1 + sin(θ2)

9 + sin(θ2)− 4 cos(θ2)
.

Se trata de una función en una variable. Estudiamos sus puntos cŕıticos:

0 =
∂

∂θ2
f(π/2, θ2) ⇐⇒ 0 = 2 cos(θ2)− sin(θ2)− 1.

Despejando cos(θ2), elevando al cuadrado y utilizando sin
2(θ2)+cos2(θ2) =

1, se obtiene la ecuación 5 sin2(θ2)+2 sin(θ2)−3 = 0, con lo que tendriamos
dos puntos cŕıticos: θ2 = arc cos(4/5),−π/2. Evaluando la función en cada
uno de los puntos cŕıticos y en el otro extremo tendremos que:

f(π/2,−π/2) = 0, f(π/2, arc cos(4/5)) = 1/4, f(π/2, π/2) = 1/5.

θ2 = −π/2, −π/2 ≤ θ1 ≤ π/2:

f(θ1,−π/2) =
1− sin(θ1)

9− sin(θ1)− 4 cos(θ1)
.

De nuevo estudiamos los puntos cŕıticos de esta función de una variable:

0 =
∂

∂θ1
f(θ1,−π/2) ⇐⇒ 0 = 1− 2 cos(θ1)− sin(θ1).

Las soluciones de esta ecuación son θ1 = − arc cos(4/5), π/2 y, evaluando,
en estos puntos cŕıticos y en el otro extremo tendremos

f(π/2,−π/2) = 0, f(arc cos(4/5),−π/2) = 1/4, f(−π/2,−π/2) = 1/5
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θ2 = π/2, −π/2 ≤ θ1 ≤ π/2:

f(θ1, π/2) =
1 + sin(θ1)

9 + sin(θ1)− 4 cos(θ1)
.

Esto es la misma ecuación que en θ1 = π/2 y, por lo tanto, el máximo se
alcanza en θ1 = arc cos(4/5).

θ1 = −π/2, −π/2 ≤ θ2 ≤ π/2:

f(−π/2, θ2) =
1− sin(θ2)

9− sin(θ2)− 4 cos(θ2)
.

Misma ecuación que en el caso θ2 = −π/2, entonces el máximo está en
θ2 = − arc cos(4/5).

θ1 = −π, −π ≤ θ2 ≤ π:

f(−π, θ2) =
1− cos(θ2)

13− 5 cos(θ2)
.

Derivamos y tenemos

0 =
∂

∂θ2
f(−π, θ2) ⇐⇒ sin(θ2) = 0.

Concluimos que los puntos cŕıticos son θ2 = 0,−π, y evaluando tendremos
que

f(−π, 0) = 0, f(−π,−π) = 1/9.

θ2 = −π, −π ≤ θ1 ≤ π:

f(θ1,−π) =
1− cos(θ1)

13− 5 cos(θ1)
.

Tenemos las mismas ecuaciones de antes. Por lo tanto, tendremos los mis-
mos resultados solo que ahora para θ1.

θ1 = π, −π ≤ θ2 ≤ π:

f(π, θ2) =
1− cos(θ2)

13− 5 cos(θ2)
.

Mismos resultados que en los casos anteriores.

θ2 = π, −π ≤ θ1 ≤ π:

f(θ1, π) =
1− cos(θ1)

13− 5 cos(θ1)
.

Mismos resultados que en los casos anteriores.

El Teorema de Weirstrass nos aseguraba que la función f alcanza su máximo
en Thigh pero, de hecho, hemos visto que lo alcanza en Thigh. Comparando
las evaluaciones de f en los puntos cŕıticos que hemos obtenido en la fronte-
ra tenemos que el máximo se alcanza en (θ1, θ2) = (π/2, arc cos(4/5)) donde
f(π/2, arc cos(4/5)) = 1/4. Con lo que se demuestra que µloc = 0,5, para GS-
LEX con el engrosamiento estándar.
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S.O.R. o ω GS-LEX

El método ω GS-LEX viene dado por

zm+1
h (xi, yj) =

1

4
[−h2fh(xi, yj) + um+1

h (xi − h, yj) + umh (xi + h, yj)

+ um+1
h (xi, yj − h) + umh (xi, yj + h)]

um+1
h = umh + ω(zm+1

h − umh ),

de donde podemos deducir la escisión L−
h , L

+
h teniendo en cuenta que, despejan-

do zn+1
h en la segunda ecuación, sustituyendo en la primera, y despejando fh,

se tiene

fh(xi, yj) =
4

ωh2

[
−um+1

h (xi, yj)−
ω

4
(um+1

h (xi − h, yj) + um+1
h (xi, yj − h)

+umh (xi + h, yj) + umh (xi, yj + h))− (ω − 1)umh (xi, yj)] ,

con lo que finalmente las matrices L+
h , L

−
h son

L+
h =

1

h2

 0
1 − 4

ω 0
1


h

, L−
h =

1

h2

 1

0 − 4(ω−1)
ω 1
0


h

.

Para obtener el fáctor de suavizado notaremos entonces que

L+
h e

iθx/h =
1

h2
(− 4

ω
+ e−iθ1 + e−iθ2)eiθx/h,

L−
h e

iθx/h =
1

h2
(−4(ω − 1)

ω
+ eiθ1 + eiθ2)eiθx/h,

y por lo tanto,

S̃h(θ) := −
L̃−
h (θ)

L̃+
h (θ)

=
1− ω + ωeiθ1

4 + ωeiθ2

4
ωe−iθ1

4 + ωe−iθ2

4 − 1
.

Estudiemos el superior de |S̃h(θ)| en Thigh y para ello, como en el caso de GS-

LEX, estudiamos la función |S̃h(θ)|2. Escribiendo las exponenciales complejas
en función de senos y cosenos tendremos

|S̃h(θ)|2 =

(
(ω − 1)− ω

4 (cos(θ1) + cos(θ2))
)2

+
(
ω
4 (sin(θ1) + sin(θ2))

)2(
1− ω

4 (cos(θ1) + cos(θ2))
)2

+
(
ω
4 (sin(θ1) + sin(θ2))

)2 .

Desarrollando los cuadrados y haciendo las simplificaciones oportunas, se llega
a la expresión

|S̃h(θ)|2 =
(ω − 1)2 + ω2

8 (1 + cos(θ1 − θ2))− (ω − 1)ω2 (cos(θ1) + cos(θ2))

1− ω
2 (cos(θ1) + cos(θ2)) +

ω2

8 (1 + cos(θ1 − θ2))
.
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Figura 2.4: |S̃h(θ)| frente a ω para 0 < ω < 2.

Buscar anaĺıticamente el valor superior de la función en Thigh es más compli-
cado que en el caso GSLEX. Por lo tanto, hemos realizado con MATLAB una
representación de la función para valores ω equiespaciados 0,01 en el interva-
lo (0, 2) que se muestra en el figura 2.4. En esta representación gráfica vemos
que el ωopt, que más pequeño hace el factor de suavizado, está muy cerca de 1.
Los beneficios que proporciona sobre las propiedades de suavizado el ωopt son
muy pequeñas en comparación con el trabajo adicional que supone encontrarlo
y utilizarlo en el proceso de suavizado (2 operaciones más por cada punto de la
malla).

2.4. Introducción al ciclo de 2 mallas

Como ya dijimos al principio del caṕıtulo, el método multigrid se basa en dos
principales ideas: el suavizado y la corrección en malla grosera. En esta sección
vamos a presentar estas ideas para dos mallas con la intención de generalizarlo,
más adelante, en múltiples mallas.

2.4.1. Aproximación de la solución de la ecuación del de-
fecto

Para el problema discreto dado por Lhuh = fh , si umh es una apoximación
de uh, denotaremos en esta sección el error por

vmh := uh − umh .

Ahora, denotaremos por el defecto o residuo a

dmh := fh − Lhu
m
h . (2.6)
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Obsérvese que el error es la diferencia entre la solución y la aproximación de la
solución de nuestro problema discreto. Sin embargo, el defecto es la diferencia
entre la imagen de la solución y de la aproximación de la solución de nuestro
problema discreto a través del operador Lh. Es claro por (2.6) que se tiene la
ecuación del defecto

Lhv
m
h = dmh , (2.7)

y se puede considerar el siguiente proceso

umh −→ dmh = fh − Lhu
m
h −→ Lhv

m
h = dmh −→ uh = umh + vmh .

En śı, este proceso no supone ninguna mejora o diferencia a lo que ya teńıamos.
Sin embargo, si en lugar de considerar Lh, tomamos una aproximación más
simple L̂h de forma que exista su inverso L̂−1

h , la solución de

L̂hv̂
m
h = dmh ,

nos dará una nueva aproximación de nuestro problema discreto dada por

um+1
h := umh + v̂mh .

Por tanto, el proceso anterior se convierte en lo siguiente

umh −→ dmh = fh − Lhu
m
h −→ L̂hv̂

m
h = dmh −→ um+1

h = umh + v̂mh .

Entonces, empezando con un u0h y aplicando el proceso sucesivas veces, ten-
dremos un proceso iterativo. El operador de iteración del proceso vendrá dado
por

Mh = Ih − ChLh : G(Ωh) −→ G(Ωh),

donde Ch := (L̂h)
−1 e Ih denota el operador identidad en G(Ωh), que es el

espacio de funciones definidas en la malla Ωh. Es decir, el proceso iterativo es
de la forma

um+1
h =Mhu

m
h + sh, donde sh = (L̂h)

−1fh (m = 0, 1, 2, ...).

Para el error tendremos que

vm+1
h =Mhv

m
h = (Ih − ChLh)v

m
h (m = 0, 1, 2, ...),

y para el defecto se tiene que

dm+1
h = LhMhL

−1
h dmh = (Ih − LhCh)d

m
h (m = 0, 1, 2, ...).

Comenzando con el iterante inicial u0 = 0, tendremos

umh = (Ih +Mh +M2
h + ...+Mm−1

h )(L̂h)
−1fh

= (Ih −Mm
h )(Ih −Mh)

−1(L̂h)
−1fh

= (Ih −Mm
h )L−1

h fh.

(2.8)
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Las propiedades de convergencia del proceso arriba descrito están caracteri-
zadas por el radio espectral del operador de iteración, dado por

ρ(Mh) = ρ(Ih − ChLh) = ρ(Ih − LhCh).

Para cualquier norma matricial asociada a los valores en la red Ωh entonces,
los valores ∥Ih − ChLh∥ y ∥Ih − LhCh∥ son cotas superiores para el factor de
reducción del error y para el factor de reducción del defecto, respectivamente,
por cada iteración.

Observación 2.4.1 Aplicar un método clasico iterativo, como Gauss-Seidel o
Jacobi a la ecuación Lhuh = fh, se puede interpretar como aproximar la solución
de la ecuación del defecto (2.7) en el siguiente sentido:

Si consideramos como aproximación v̂mh la obtenida tras una iteración del
método Gauss-Seidel (con iterante anterior nula) a la ecuación del defecto,
esto queda

(v̂mh )i =
(dmh )i −

∑
j<i ai,j(v̂

m
h )j

ai,i

=
(fh)i − (Lhu

m
h )i −

∑
j<i ai,j(u

m+1
h − umh )j

ai,i
,

donde ai,j son los coeficientes de la matriz del operador. Por lo tanto,
aplicando que um+1

h = umh + v̂mh en el lado izquierdo, tendremos

(um+1
h )i =

(fh)i −
∑

j<i ai,j(u
m+1
h )j −

∑
j>i ai,j(u

m
h )j

ai,i
.

Esto es el método iterativo Gauss-Seidel aplicado a Lhuh = fh.

Veamos ahora que tomando L̂h = 1
ωDh, donde Dh es la diagonal de la

matriz del operador Lh, obtendremos en el proceso el método iterativo de
ω-JAC. Es obvio que

(v̂mh )i = ω
(dmh )i
di

,

y por lo tanto,

(um+1
h )i = (umh )i +

ω

di
((fh)i − (Lhu

m
h )i).

Esto último es exactamente el método iterativo de ω-JAC aplicado al pro-
blema Lhuh = fh.

2.4.2. Corrección en malla grosera

La idea es resolver la ecuación del defecto (2.7) en otra malla más gruesa
ΩH . Esto es, la ecuación del defecto es remplazada por

LH v̂
m
H = dmH .



2.4. INTRODUCCIÓN AL CICLO DE 2 MALLAS 39

Supondremos que LH : G(ΩH) −→ G(ΩH), con dim(G(ΩH)) < dim(G(Ωh)), y
que existe (LH)−1. Puesto que dmH y v̂mH son funciones en la red grosera ΩH ,
definimos dos operadores que nos lleven desde la malla fina Ωh a la grosera ΩH

y viceversa. Estos son

IHh : G(Ωh) −→ G(ΩH), IhH : G(ΩH) −→ G(Ωh).

Usaremos como IHh la restricción de una función en la malla Ωh a la malla ΩH

y, por lo tanto, dmH vendrá dado por la expresión

dmH := IHh d
m
h ,

y usaremos IhH un interpolador, es decir, un operador que a partir de los valores
de una función en ΩH la extienda a Ωh, y por lo tanto tendremos

v̂mh := IhH v̂
m
H .

En resumen, llamaremos corrección de malla grosera al siguiente proceso:

Partimos de la ecuación del defecto dmh = fh − Lhu
m
h .

Restringimos el defecto a la malla grosera dmH = IHh d
m
h .

Resolvemos en la malla grosera el problema LH v̂
m
H = dmH .

Interpolamos para volver a la malla fina v̂mh = IhH v̂
m
H .

Obtenemos la nueva aproximación um+1
h = umh + v̂mh .

El operador asociado viene dado por Ih−ChLh, donde Ch = IhHL
−1
H IHh . Pero

debemos destacar que el proceso como tal no es convergente ya que tenemos que

ρ(Ih − IhHL
−1
H IHh Lh) ≥ 1 (2.9)

Esto ocurre debido a que el operador IHh parte de un espacio de dimensión
mayor a uno de dimensión menor y por lo tanto el operador Ch = IhHL

−1
H IHh es

no invertible. En particular, esto implica que ChLhvh = 0, para cierto vh ̸= 0,
y por tanto 1 es siempre autovalor de la matriz en (2.9).

Ejemplo 2.4.1 Para el operador inyección IHh , cualquier error vh ∈ G(Ωh) con

Lhvh(P ) =

{
0 para P ∈ ΩH

arbitrario para P ̸∈ ΩH

se convierte en 0 tras aplicarle IHh y, por lo tanto, al aplicarle Ch. Esto es, el
iterante no cambia tras ser aplicada la corrección en malla grosera.

Más concretamente, consideramos nuestro problema modelo con h = 1/N y

vh(x, y) = sin(
N

2
πx) sin(

N

2
πy).

Esta función es de alta frecuencia y, con el engrosamiento estándar, tendremos

vh(P ) = Lhvh(P ) = I2hh Lhvh(P ) = 0 ∀P ∈ Ω2h.

Con este ejemplo pretendemos mostrar que es una función de alta frecuencia
la que se va a 0. La forma de hacer el método convergente será suavizar, como
veremos a continuación.
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2.4.3. Estructura del operador de dos mallas

Hasta este punto lo que tenemos es que el ciclo de dos mallas se basa en la
aproximación del error utilizando un operador más simple que (Lh)

−1. Dicha
aproximación será IhHL

−1
H IHh . Sin embargo, esto no nos da un método conver-

gente y para arreglarlo se introduce un pre y un post suavizado.
A continuación, mostraremos cómo quedaŕıa el proceso de un ciclo de dos

mallas.

Ciclo de dos mallas um+1
h = TGCY C(umh , Lh, fh, ν1, ν2)

1. Presuavizado: Calculamos ūmh aplicándole ν1 iteraciones de un método de
suavizado a umh :

ūmh = SMOOTHν1(umh , Lh, fh).

2. Correción en malla grosera

Partimos de la ecuación del defecto d̄mh = fh − Lhū
m
h .

Restringimos el defecto a la malla grosera d̄mH = IHh d̄
m
h .

Resolvemos en la malla grosera el problema LH v̂
m
H = d̄mH .

Interpolamos para volver a la malla fina v̂mh = IhH v̂
m
H .

Obtenemos la nueva aproximación um,C
h = ūmh + v̂mh .

3. Postsuavizado: Calculamos um+1
h aplicándole ν2 iteraciones del método de

suavizado dado a um,C
h :

um+1
h = SMOOTHν2(um,C

h , Lh, fh).

Observamos que el operador que obtenemos ahora es

MH
h = Sν2

h K
H
h S

ν1

h donde KH
h := Ih − IhHL

−1
H IHh Lh.

La experiencia con los métodos multigrid muestra que la elección de cada
componente del método tiene una gran influencia en la eficiencia del método.
Sin embargo, no hay reglas que nos indiquen cuáles son las mejores elecciones de
los componentes para construir algoritmos óptimos en las distintas aplicaciones
del método. Una forma de elegir una buena componente del método puede ser
estudiando las propiedades de cada componente en cada problema concreto, de
forma similar a como hicimos con las propiedades de suavizado de los métodos
clásicos para nuestro problema modelo.

2.5. Componentes del método multigrid

A continuación daremos algunos ejemplos de componentes del método mul-
tigrid que serán utilizados en el desarrollo de este trabajo.
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2.5.1. Elección del operador en la red grosera LH

Consideramos el engrosamiento estándar de Ωh a Ω2h. La elección natural
que haremos será la del análogo a Lh en la red ΩH . Es decir, para el problema
modelo tendremos que

LH =
1

H2

 1
1 −4 1

1


H

.

2.5.2. Elección del operador restricción

El operador restricción I2hh más sencillo seŕıa la inyección. Sin embargo, en
este trabajo el que más utilizaremos será el operador full weighting (FW) que
en notación de molécula computacional viene dado por

1

16

1 2 1
2 4 2
1 2 1

2h

h

,

y aplicado a la función dh, tendremos que, para (x, y) ∈ Ω2h,

d2h(x, y) = I2hh dh(x, y)

=
1

16
[4dh(x, y) + 2dh(x+ h, y) + 2dh(x− h, y) + 2dh(x, y + h)

+ 2dh(x, y − h) + dh(x+ h, y + h) + dh(x+ h, y − h)

+ dh(x− h, y + h) + dh(x− h, y − h)].

Observación 2.5.1 El operador FW se puede obtener a partir de la versión
discreta de la condición∫

Ωx,y

ω(x̄, ȳ)dx̄dȳ =

∫
Ωx,y

(I2hh ω)(x̄, ȳ)dx̄dȳ,

donde Ωx,y = [x−h, x+h]× [y−h, y+h]. Indicaremos brevemente cómo verlo:
Aplicando la regla de cuadratura del punto medio a la derecha, tendremos∫

Ωx,y

(I2hh ω)(x̄, ȳ)dx̄dȳ ≃ (2h)2(I2hh ω)(x, y).

En el lado izquierdo, escribiremos la integral de la forma∫
Ωx,y

ω(x̄, ȳ)dx̄dȳ =

∫ y+h

y

∫ x

x−h

ω(x̄, ȳ)dx̄dȳ +

∫ y+h

y

∫ x+h

x

ω(x̄, ȳ)dx̄dȳ

+

∫ y

y−h

∫ x+h

x

ω(x̄, ȳ)dx̄dȳ +

∫ y

y−h

∫ x

x−h

ω(x̄, ȳ)dx̄dȳ.

A cada una de estas integrales le aplicamos la fórmula de cuadratura del trapecio.
Igualando ambas expresiones llegamos al operador FW.
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2.5.3. Elección del operador interpolador

Consideraremos a lo largo del trabajo el interpolador bilineal, que viene dado
por

Ih2hv̂2h(x, y) =


v̂2h(x, y), parax

h ,
y
h par,

1
2 [v̂2h(x, y + h) + v̂2h(x, y − h)], parax

h par e y
h impar,

1
2 [v̂2h(x+ h, y) + v̂2h(x− h, y)], parax

h impar e y
hpar,

1
4 [v̂2h(x+ h, y + h) + v̂2h(x+ h, y − h)
+v̂2h(x− h, y + h) + v̂2h(x− h, y − h)], parax

h ,
y
h impar,

que en notación de la molécula computacional lo escribimos de la forma

Ih2h =
1

4

 1 2 1
2 4 2
1 2 1

h

2h

.

2.6. Análisis local de Fourier del ciclo de 2 ma-
llas

En esta sección aplicaremos el análisis local de Fourier al operador en dos
mallas MH

h definido anteriormente, donde estaremos considerando el engrosa-
miento estándar H = 2h. Para el cálculo de su factor de convergencia anali-
zaremos cómo actúan los operadores Lh, I

H
h , LH , I

h
H y Sh sobre las funciones

φh(θ, ·).
Para toda baja frecuencia θ = (θ1, θ2) ∈ T low = [−π/2, π/2)2, consideramos

las frecuencias

θ(0,0) := (θ1, θ2), θ(1,1) := (θ̄1, θ̄2),

θ(1,0) := (θ̄1, θ2), θ(0,1) := (θ̄1, θ̄2),

donde

θ̄i :=

{
θi + π si θi < 0,
θi − π si θi ≥ 0,

.

Con esto damos el siguiente lema

Lema 2.6.1 1. Para toda frecuencia θ(0,0) ∈ T low tenemos que, para todo
x ∈ Ω2h, se cumple:

φh(θ
(0,0),x) ≡ φh(θ

(1,1),x) ≡ φh(θ
(1,0),x) ≡ φh(θ

(0,1),x).

2. Cada una de estas cuatro funciones φh(θ
α, ·) con α ∈ {(0, 0), (1, 0),

(0, 1), (1, 1)} coinciden en G2h (malla de infinitos puntos) con la función

φ2h(2θ
(0,0), ·), esto es

φh(θ
α,x) ≡ φ2h(2θ

(0,0),x), para todo x ∈ G2h
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La demostración de la primera parte del lema se obtiene de forma directa sin
más que sustituir por cada valor de los ángulos θα. Para la segunda parte,
veamos la igualdad para θ(1,1) y el resto será de forma análoga.

φh(θ
(1,1),x) = ei(θ1±π)x1/hei(θ2±π)x2/h

= eiθ1x1/he±iπ2k1eiθ2x2/he±i2k2π (xi = 2kih, ki ∈ Z)

= eiθ12x1/(2h)eiθ22x2/(2h) = φ2h(2θ
(0,0),x).

Lo principal de este resultado es el hecho, que vamos a utilizar a lo largo de este
análisis, de que las cuádruplas φh(θ

α, ·) coinciden en Gh. Todo esto nos lleva a
la siguiente definición:

Definición 2.6.1 Llamaremos a las cuatro funciones φh(θ
α, ·) armónicos para

el engrosamiento estándar. Para un θ = θ(0,0) ∈ T low definimos el espacio
vectorial de dimensión 4 generado por los cuatro armónicos, es decir

Eθ
h := < φh(θ

α, ·) : α ∈ {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} > .

Tomemos ψ ∈ Eθ
h que lo representaremos de la forma

ψ = A(0,0)φh(θ
(0,0), ·)+A(1,1)φh(θ

(1,1), ·)+A(1,0)φh(θ
(1,0), ·)+A(0,1)φh(θ

(0,1), ·).

Vamos a analizar cómo son transformados los coeficientes Aα tras aplicar a ψ
el operador de dos redes MH

h = Sν2

h K
H
h S

ν1

h para nuestro problema modelo con
engrosamiento estándar. Para ello daremos el siguiente teorema, donde I2hh será
el operador FW, Ih2h será el operador interpolador bilineal y L2h será la elección
natural vista en la sección 2.5.1, para el cual supondremos la existencia de
(L2h)

−1 que será discutido después. La demostración del teorema se irá dando
de forma constructiva con las explicaciones posteriores a su enunciado.

Teorema 2.6.1 Bajo las hipótesis antes mencionadas tendremos

1. El espacio Eθ
h es invariante por el operador de dos mallas MH

h .

2. El operador de correción en la malla grosera K2h
h es representado en

Eθ
h por una matriz cuadrada de dimensión cuatro que denotaremos por

K̂2h
h (θ). Dicha matriz viene dada por

K̂2h
h (θ) = Îh − Îh2h(θ)(L̂2h(2θ))

−1Î2hh (θ)L̂h(θ),

para cada θ ∈ T low, donde Îh, L̂h(θ) son matrices (4 × 4) que represen-
tan los operadores Ih, Lh(θ), Î

2h
h (θ) es una matriz (1× 4) que representa

al operador I2hh (θ), (L̂2h(2θ))
−1 es una matriz (1 × 1) que representa el

operador (L2h(2θ))
−1 y, por último, Îh2h(θ) es una matriz (4× 1) que re-

presenta el operador Ih2h(θ).
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3. Como los espacios Eθ
h son invariantes por el operador de suavizado Sh (ver

lema 2.3.3), es decir, Sh : Eθ
h −→ Eθ

h para todo θ ∈ T low, tendremos una

matriz (4 × 4), que denotaremos por M̂2h
h (θ), que representa al operador

M2h
h en Eθ

h y que viene dada por

M̂2h
h (θ) = Ŝh(θ)

ν2K̂2h
h (θ)Ŝh(θ)

ν1 ,

donde K̂2h
h (θ) viene dado en la primera parte de este teorema y Ŝh(θ) es

una matriz (4× 4) que representa el operador de suavizado Sh(θ).

Observamos que además de suponer la existencia de (L2h)
−1 también estamos

suponiendo la existencia de (Lh)
−1 implicitamente. Es necesario suponer esto

aunque, como veremos en el ejemplo siguiente, estas condiciones no se tienen
por qué cumplir formalmente, ni si quiera en los casos más simples.

Ejemplo 2.6.1 Tomando Lh = ∆h y L2h = ∆2h en una red infinita, tendremos
que para θ = 0, φh(θ,x) = 1, para todo h, se tiene

Lhφh(θ,x) = L2hφ2h(θ,x) = 0.

Entonces, los operadores Lh, L2h tienen autovalores formales nulos, lo cual im-
plica que no existe su inversa.

Con la intención de evitar el problema mostrado en el ejemplo anterior,
razonaremos quitando el conjunto

Λ = {θ ∈ [−π/2, π/2)2 : L̃h = 0 o L̃2h = 0}.

Observación 2.6.1 El teorema 2.6.1 nos permite reducir el análisis de la con-
vergencia del método en dos mallas al estudio del radio espectral y de las normas
de matrices cuadradas de dimensión 4. Más adelante, cuando definamos el fac-
tor de convergencia asintótica, se verá esto aún más palpable.

A continuación obtendremos la representación matricial de M2h
h estudiando

la representación de cada una de las componentes del ciclo de dos mallas.

Operadores Lh, Ih.
Puesto que las funciones φh son autofunciones de Lh, tendremos que, por
el lema 2.3.2, los coeficientes Aα son transformados de la forma:
A(0,0)

A(1,1)

A(1,0)

A(0,1)

 −→


L̃h(θ

(0,0))

L̃h(θ
(1,1))

L̃h(θ
(1,0))

L̃h(θ
(0,1))



A(0,0)

A(1,1)

A(1,0)

A(0,1)

 .
Esta matriz diagonal será la matriz que denotamos en el teorema por
L̂h(θ). Por otro lado, es trivial que la matriz del operador Ih es la matriz
identidad (4× 4) en el espacio Eθ

h .
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Operador restricción I2hh .
Observemos cómo el operador I2hh transforma las funciones φ(θα, ·).

I2hh φh(θ
α, (x, y)) =

1

16
[4 + 2(eiθ1 + e−iθ1 + eiθ2 + e−iθ2) + eiθ1eiθ2

+ eiθ1e−iθ2 + e−iθ1eiθ2 + e−iθ1e−iθ2 ]φh(θ
α, (x, y))

=
1

4
(1 + cos θ1)(1 + cos θ2)φh(θ

α, (x, y)),

y puesto que en la red grosera φh(θ
α, (x, y)) = φ2h(2θ

(0,0), (x, y)), tene-

mos que de Eθ
h pasamos al espacio unidimensional < φ2h(2θ

(0,0), ·) > y
que la matriz que representa dicha aplicación en las corresponientes bases
es

Î2hh (θ) =
1

4


(1 + cos θ1)(1 + cos θ2)

(1 + cos(θ1 ± π))(1 + cos(θ2 ± π))
(1 + cos(θ1 ± π))(1 + cos θ2)
(1 + cos θ1)(1 + cos(θ2 ± π))


T

,

siendo + cuando θi < 0 y siendo − cuando θi ≤ 0.

Operador en la malla 2h.
La función φ2h(2θ

(0,0), ·) es una autofunción de la eleccion natural, que
hicimos en la sección 2.5.1, del operador L2h. Más concretamente

L2hφ2h(2θ
(0,0), (x, y)) =

1

2h2
(−2+cos(2θ1)+cos(2θ2))φ2h(2θ

(0,0), (x, y)),

y, por tanto,

(L̂2h(2θ))
−1 =

2h2

(−2 + cos(2θ1) + cos(2θ2))
.

Operador interpolador Ih2h.

Aplicando el operador interpolador bilineal a la función φ2h(2θ
(0,0), ·) ten-

dremos:

Ih2hφ2h(2θ
(0,0), (x, y)) = φ2h(2θ

(0,0), (x, y))

·


1, sixh ,

y
h par,

cos(θ2), sixh par e y
h impar,

cos(θ1), sixh impar e y
hpar,

cos(θ1) cos(θ2), sixh ,
y
h impar,

Puesto que toda función en Eθ
h puede ser representada como una combi-

nación lineal de la forma

a(0,0)eiθ
(0,0)x/h + a(1,1)eiθ

(1,1)x/h + a(1,0)eiθ
(1,0)x/h + a(0,1)eiθ

(0,1)x/h,

los coeficientes a(0,0), a(1,1), a(1,0), a(0,1) los obtendremos de evaluar esta
última expresión y la de más arriba en los nodos de la forma (2kh, 2mh), (2kh, (2m+
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1)h), ((2k+1)h, 2mh), ((2k+1)h, (2m+1)h), igualando ambas expresiones,
llegamos al sistema:

1
cos θ2
cos θ1

cos θ1 cos θ2

 =


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1
1 1 −1 −1



a(0,0)

a(1,1)

a(1,0)

a(0,1)

 .
Por tanto, considerando la inversa de la matriz

1

4


1 1 1 1
1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1




1
cos θ2
cos θ1

cos θ1 cos θ2

 =


a(0,0)

a(1,1)

a(1,0)

a(0,1)

 .
Finalmente deducimos de todo lo anterior que la matriz que representa al
operador interporlador bilineal Îh2h viene dada por

Îh2h(θ) =
1

4


(1 + cos θ1)(1 + cos θ2)
(1− cos θ1)(1− cos θ2)
(1− cos θ1)(1 + cos θ2)
(1 + cos θ1)(1− cos θ2)

 .
Operador del suavizado Sh

Puesto que las funciones de Fourier φh(θ, ·) son autofunciones formales
del operador Sh, donde Sh es el operador iteración de algún método de
suavizado visto en este trabajo, es claro que Sh puede ser representado
por la matriz (4× 4) diagonal

Ŝh(θ) =


S̃h(θ

(0,0))

S̃h(θ
(1,1))

S̃h(θ
(1,0))

S̃h(θ
(0,1))

 ,
para cada θ ∈ T low , donde S̄h(θ

α) es el autovalor formal asociado a la
autofunción formal φh(θ

α, ·). Por ejmplo para GSLEX, como ya vimos,

tendremos que S̃h(θ) = (e−iθ1 + e−iθ2)/(4− e−iθ1 − e−iθ2).

Con esto habŕıamos demostrado, de forma constructiva (pues damos todas
las matrices), el teorema 2.6.1.

2.6.1. Factor de convergencia asintótico

Empecemos definiendo un concepto mencionado anteriormente

Definición 2.6.2 El factor de convergencia asintótico ρloc(M
2h
h ) es el valor que

verifica
ρloc(M

2h
h ) = sup{ρ(M̂2h

h (θ)) : θ ∈ T low \ Λ}.
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Considerando nuestro problema modelo y el método multigrid en dos redes
con GSLEX como método de suavizado, FW como operador restricción y el
interpolador bilineal como operador de interporlación, hemos aproximado con
MATLAB el factor de convergencia asintótico, que notemos que es independiente
de h porque las matrices reultantes M2h

h son independientes de h. Aśı, hemos
obtenido la tabla 2.1, en la que se observa que el aumento de los valores ν1, ν2
reduce ambos factores, sin embargo, el factor de suavizado µloc se ve reducido
más rápido que el factor de convergencia asintótica ρloc. Por lo tanto, si tenemos

ν1, ν2 µν1+ν2

loc ρloc
1,0 0.500 0.400
1,1 0.250 0.193
2,1 0.125 0.119
2,2 0.063 0.084

Tabla 2.1: Comparación del método de suavizado y del factor de converegencia
asintótico cuando se aplica un número distinto de veces el suavizado.

demasiadas iteraciones del suavizado entonces puede ocurrir que la aproximación
en la red más gruesa no haga frente a los efectos del suavizado. Para nuestro
problema modelo no es recomendable tomar ν1 + ν2 ≥ 4, ya que la mejora
en el número de iteraciones para obtener convergencia no compensa el coste
computacional mayor que supone.

2.7. El ciclo multigrid

Hasta ahora hemos descrito los principios del ciclo multigrid solo para dos
mallas de puntos. En el contexto de la teoŕıa del método multigrid esto es poco
práctico, debido a la complejidad que aún supone el problema en la red grosera.

A continuación, pasaremos de dos mallas a varias mallas. La idea del multi-
grid reside en obtener una buena convergencia del método en dos redes si damos
una aproximación de la ecuación del defecto (2.7) en lugar de resolverla. Una
manera de obtener dicha aproximación, sin tener una pérdida en velocidad de
convergencia, puede venir de aplicar la idea en dos redes de nuevo, implicando
mallas más gruesas que ΩH . Esta idea, aplicada recursivamente, nos terminará
llevando a la red más gruesa, que puede estar formada por un único punto, y
donde resolver la ecuación del defecto será más sencillo. Denotaremos por γ al
ı́ndice del ciclo, que hará referencia al numero de veces que se repite el ciclo
multigrid. Para γ = 1 hablamos de V-ciclos y para γ = 2 hablamos de W-ciclos.

2.7.1. Definición recursiva del método multigrid

Consideramos una secuencia de mallas cada vez más gruesas Ωhk
, cuyo ta-

maño de malla es hk y que para aligerar la notación denotaremos simplemente
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por Ωk. La malla más gruesa será denotada por Ω0 y la más fina por Ωl. Conse-
cuentemente, denotaremos las componentes del método multigrid en la sección
2.5 por

Lk : G(Ωk) −→ G(Ωk), Sk : G(Ωk) −→ G(Ωk),

Ik−1
k : G(Ωk) −→ G(Ωk), Ikk−1 : G(Ωk) −→ G(Ωk),

donde Lk es la discretización de L (= ∆, en nuestro problema modelo) en la
malla Ωk para k = l, ..., 0, y donde la ecuación original se discretiza por

Llul = fl (Ωl), (2.10)

que es el problema a resolver. El operador Sk denota el operador lineal corres-
pondiente al método de suavizado que esta siendo aplicado en la malla Ωk. De
la misma forma que en el ciclo de dos mallas, ν será el número de veces que
aplicamos el suavizado al problema discreto de la forma Lkuk = fk para al-
guna aproximación inicial wk. El resultado de aplicar el suavizado será w̄k y
denotaremos el proceso por

w̄k = SMOOTHν(wk, Lk, fk).

Con estas distinciones hechas vamos a describir el ciclo multigrid o, más
concretamente, el ciclo de (l + 1) mallas para resolver el problema (2.10) para
un l fijo.

Ciclo multigrid um+1
k =MGCY C(k, γ, umk , Lk, fk, ν1, ν2)

1. Presuavizado.

Calculamos ūmk aplicando el suavizado ν1 veces con iterante inicial
umk :

ūmk = SMOOTHν1(umk , Lk, fk).

2. Corrección en malla grosera.

Obtenemos la ecuación del defecto d̄mk = fk − Lkū
m
k .

Le aplicamos el operador restricción d̄mk−1 = Ik−1
k d̄mk .

Calculamos la solución aproximada v̂mk−1 de la ecuación del defecto
en la malla Ωk−1

Lk−1v̂
m
k−1 = d̄mk−1, (2.11)

utilizando el siguiente procedimiento:

• Si k = 1, entonces resolvemos exactamente la ecuación (2.11).

• Si k > 1, entonces obtendremos la aproximación de (2.11) apli-
cando γ veces el ciclo de k mallas utilizando la función nula en
la malla Ωk−1 como primera aproximación

v̂mk−1 =MGCY Cγ(k − 1, γ, 0, Lk−1, d̄
m
k−1, ν1, ν2).
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Interpolamos la corrección v̂mk = Ikk−1v̂
m
k−1.

Calculamos la aproximación en Ωk u
m,DCMG = ūmk + v̂mk .

3. Postsuavizado.

Calculamos um+1
k aplicando el suavizado ν2 veces con iterante inicial

um,DCMG:

um+1
k = SMOOTHν2(um,DCMG, Lk, fk).

Denotaremos por Mk al operador de iteración del método multigrid descrito
anteriormente. Con todo esto tendremos el siguiente teorema

Teorema 2.7.1 El operador de iteración del método multigrid Ml viene dado
por la siguiente recursión:

M0 = 0

Mk = Sν2

k (Ik − Ikk−1(Ik−1 −Mγ
k−1)L

−1
k−1I

k−1
k Lk)S

ν1

k

(k = 1, ..., l).

(2.12)

Demostración.
Es claro que para el caso en el que l = 1 estamos en el ciclo de dos mallas y

la fórmula (2.12) se convierte en

M1 = Sν2
1 (I1 − I10L

−1
0 I01L1)S

ν1
1 .

Este operador es el mismo que vimos en la sección de la corrección en malla
grosera, al cual le hemos aplicado un presuavizado y un postsuavizado. Por lo
tanto, para el caso de dos mallas ya tenemos demostrado este resultado.

Ahora bien, para la multimalla tenemos, por el proceso descrito anterior-
mente, que el operador viene dado por

Mk+1 = Sν2

k+1[Ik+1 − Ik+1
k L̂−1

k Ikk+1Lk+1]S
ν1

k+1,

donde L̂k denota el operador que viene de la aproximación Lkv̄
m
k = d̄mk , más

concretamente el operador que viene de la ecuación L̂kv̂
m
k = d̄mk . Por lo tanto,

tenemos que ver quién es el operador L̂−1
k . Dicho operador esMk aplicado γ veces

con aproximación inicial la nula y término independiente el defecto. Por lo tanto,
razonando como en (2.8) tendremos que L̂−1

k = (Ik −Mγ
k )L

−1
k y sustituyendo

en la ecuación anterior tenemos

Mk+1 = Sν2

k+1[Ik+1 − Ik+1
k ((Ik −Mγ

k )L
−1
k )Ikk+1Lk+1]S

ν1

k+1,

con lo que hemos demostrado el resultado. □
La representación gráfica de los métodos multigrid para diferentes valores de

l suele hacerse como en la figura 2.5 donde queda claro por qué al ciclo multigrid
correspondiente a γ = 1 se la llama V-ciclos y al corresponiente a γ = 2, se le
denomina W-ciclo.
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Figura 2.5: Estructura del ciclo multigrid para dos mallas (primera figura) y
para tres mallas (el resto) y disntitos valores de γ .

2.7.2. Coste computacional

En esta sección vamos a estimar el coste computacional del método multi-
grid descrito en este trabajo. Por coste computacional entenderemos el número
de operaciones aritméticas necesarias que se producen al aplicar el método. Si-
guiendo con la notación de la sección anterior denotaremos por Wl al coste
computacional tras un ciclo multigrid en Ωl. Podemos convencernos facilmente
de que el coste computacional viene dado recursivamente por

W1 =W 0
1 +W0,

Wk+1 =W k
k+1 + γWk, (k = 1, ..., l − 1)

(2.13)

donde W k
k+1 denota el coste computacional del ciclo de dos mallas (hk+1, hk)

quitando el trabajo necesario para resolver la ecuación del defecto en Ωk y W0

denota el trabajo necesario para resolver exactamente la ecuación del defecto en
la red más gruesa Ω0. Esta formulación recursiva simplemente nos dice que el
coste computacional del método multigrid es la suma del coste computacional
de cambiar a una malla más gruesa más el coste computacional de volver aplicar
el método, un número γ de veces, en la red más gruesa.

Si suponemos que γ es independiente de la malla, es decir de k, tendremos
inductivamente la siguiente fórmula para el trabajo computacional para un ciclo
multigrid:

Wl =

l∑
k=1

γl−kW k−1
k + γl−1W0 (l ≥ 1). (2.14)

Denotaremos por Nk al número de puntos en la red Ωk. Por lo tanto, para el
engrosamiento estándar en dos dimensiones tendremos que Nk

.
= 4Nk−1, para

k = 1, ..., l y donde
.
= quiere decir igualdad salvo términos de orden inferior (por

ejemplo, los de la frontera de la malla). Supondremos que las componentes del
método multigrid (relajación, cálculo del defecto, operaciones de restricción e
interpolación) requieren un número de operaciones aritméticas por punto, de la
correspondiente malla, que englobaremos en una constante C independiente de
la malla, es decir, independiente de k. Más concretamente, esto se traduce en la
desigualdad siguiente

W k−1
k

.
≤ CNk(k = 1, ..., l − 1), (2.15)
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donde la desigualdad con el punto significa desigualdad salvo términos de orden
inferior y

C = (νω0 + ω1 + ω2),

donde ν = ν1 + ν2 es el número de iteraciones de suavizado, ω0 es la medida de
coste computacional por punto en la red de una iteración del suavizado, ω1 es la
medida de coste computacional por punto en la red del cálculo del defecto y su
transferencia a la red Ωk−1 y ω2 es la medida de coste computacional por punto
de red de la interpolación de la corrección a Ωk y su suma a la aproximación
previa.

Veamos a continuación el coste computacional total del método multigrid,
estudiado en la sección anterior, para distintos valores de γ, supondremos que
W0 es despreciable,

Para γ = 1.

Wl =

l∑
k=1

W k−1
k +W0

.
≤ C(N1 +N2 + · · ·+Nl),

donde hemos aplicado (2.15). Puesto que estamos trabajando con el en-
grosamiento estándar, Nl−k = Nl/4

k. Aplicando esto a la desigualdad de
arriba tendremos

Wl

.
≤ C(N1 +N2 + · · ·+Nl) ≤ C(

l−1∑
k=0

Nl

4k
)
.
= CNl

4

3
(1− 1

4l
) ≤ CNl

4

3
.

Para γ = 2.
De nuevo aplicando (2.14), (2.15) tendremos

Wl =

l∑
k=1

2l−kW k−1
k

.
≤ CNl

(
l−1∑
k=0

1

2k

)
≤ 2CNl,

Para γ = 3.
Razonando como en los casos anteriores tenemos

Wl =

l∑
k=1

3l−kW k−1
k

.
≤ CNl

(
l−1∑
k=0

1

4k
3k

)
= 4CNl(1−

(
3

4

)k

) +W0 ≤ 4CNl,

Para γ = 4.
Como anteriormente tendremos

Wl =

l∑
k=1

4l−kW k−1
k + 4l−1W0 =≤ CNl

(
l−1∑
k=0

1

4k
4k

)
= CNll = O(Nl log(Nl)).

A modo de resumen, de estos casos que acabamos de desarrollar, tenemos
que cuando W0 se considera despreciable la estimación de Wl muestra que el
número de operaciones aritméticas necesarias para un ciclo multigrid en 2D es
proporcional al número de puntos de la red más fina para γ ≤ 3 y el engro-
samiento estándar. Dicha constante de proporcionalidad dependerá del tipo de
ciclo, es decir de γ.
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2.7.3. Convergencia y eficiencia del método multigrid

En esta subsección, mostraremos los resultados de aplicar al problema mo-
delo con fΩ ≡ 0 y fΓ ≡ 0, con el engrosamiento estándar, la implementación
descrita en el teorema 2.7.1 del método multigrid. Las componentes del método
que consideraremos serán las explicadas anteriormente en el trabajo, es decir,
el método de suavizado será GSLEX, el operador restricción será el FW y el
operador interpolador será el interpolador bilineal. El tamaño de la red más fina
considerado será h7 = 1/28 y el tamaño de la red más gruesa será h0 = 1/2.
Tomaremos como iterante inicial u0 = [1, 1, ..., 1]T .

Representaremos en escala semilogaŕıtmica el error del defecto (2.7) cometido
en norma L2-discreta frente al número de iteraciones realizadas. Siguiendo con la
notación vista en la sección 2.7.1, denotaremos por V(ν1, ν2) al método multigrid
con parámetro γ = 1 y por W(ν1, ν2) al método multigrid con parámetro γ = 2.
(ν1, ν2 denotan el número de pasos de pre y post suavizado respectivamente).
Como se observa en la figura 2.6, los métodos V(1,1) y W(1,1) son los que

Figura 2.6: Representación de la norma del defecto frente las iteraciones para
los ciclos multigrid V(0,1), V(1,1), W(0,1), W(1,1).

presentan mayor velocidad de convergencia, ya que a partir de 20 iteraciones
el defecto ya es menor que 10−12 mientras que los otros métodos necesitan 40
iteraciones.
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Medición del factor de convergencia del método multigrid en la prácti-
ca

Para evaluar y analizar una iteración del método multigrid, buscaremos de-
terminar su factor de convergencia ρ emṕıricamente. En general, nosotros solo
dispondremos de los defectos dmh (m = 1, 2, ...) y, por lo tanto, podremos medir
las siguientes cantidades

q(m) :=
∥dmh ∥

∥dm−1
h ∥

, q̂(m) := m

√
∥dmh ∥
∥d0h∥

,

para la norma ∥·∥2. Interpretaremos q̂(m) como un promedio del factor de re-
ducción del defecto tras m iteraciones. Por supuesto, debemos suponer, para
que estas cantidades tengan sentido, que d0h ̸= 0 y parece que q̂(m) es un buen
estimador del factor de convergencia ρ si m está suficientemente avanzado. En
la tabla 2.2, mostramos los resultados obtenidos para nuestro problema modelo
en las siguientes tablas.

Método m qm q̂m

V(0,1) 20 0.393 0.378
V(1,1) 20 0.179 0.149
W(0,1) 20 0.395 0.379
W(1,1) 20 0.188 0.152
GSLEX 1000 0.999 0.994
JACOBI 1000 0.999 0.995

SOR 1000 0.978 0.981

Tabla 2.2: Comparación de los valores de qm y q̂m para los distintos métodos.

Método Malla 8 Malla 7 Malla 5 Malla 3 Malla 1
V(0,1) 0.379 0.378 0.377 0.355 0.164
V(1,1) 0.147 0.149 0.154 0.142 0.055
W(0,1) 0.379 0.379 0.377 0.359 0.164
W(1,1) 0.149 0.151 0.157 0.138 0.055
GSLEX 0.994 0.994 0.993 0.959 0.500
JACOBI 0.995 0.995 0.995 0.979 0.707
SOR 0.993 0.981 0.910 0.678 0.475

Tabla 2.3: Comparación de los valores q̂m (m = 20 para multigrid y m = 1000
para los métodos multigrid) para los distintos métodos en distintos tamaños de
mallas donde el tamaño de la malla k es h = 1/2k+1.

Observamos cómo los métodos multigrid tienen un factor de convergencia
mucho más pequeño que los métodos iterativos clásicos. También vemos que los
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métodos multigrid que menor factor de convergencia tienen son los ciclos V(1,1)
y W(1,1), lo cual concuerda con lo visto en la gráfica de la figura 2.6 pues estos
eran los métodos que antes redućıan el defecto más rápidamente.

Por otro lado, en la tabla 2.3 vemos cómo el aumento en el tamaño de la
malla más fina no hace que el factor de convergencia de los métodos multigrid
se acerque a 1. Sin embargo, śı lo hace en los métodos clásicos. Esto se debe a
la convergencia h-independiente de los métodos multigrid que veremos un poco
más adelante.

Eficiencia numérica

Por último, consideramos la eficiencia numérica del método multigrid, es
decir, no solo tendremos en cuenta su velocidad de convergencia sino también
su coste computacional. En este sentido, la cantidad que más nos interesa para
el estudio de la eficiencia numérica será el tiempo necesario para resolver nuestro
sistema lineal con una precisión dada. Mostramos en la figura 2.7 los tiempos
invertidos para alcanzar una norma L2 discreta del defecto menor que 10−12 en
cada método.

Figura 2.7: Representación de la norma del defecto tras varias iteraciones para
los ciclos multigrid frente al tiempo

Podemos observar cómo el aumento del coeficiente γ implica un aumento
en el tiempo de resolución del problema. Por otro lado, la figura 2.7 nos indica
que entre V(1,1) y W(1,1), que eran los que mejor factor de convergencia teńıan
y además mostraban un comportamiento muy similar en la figura 2.6, el más
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eficiente numéricamente es V(1,1) puesto que es el que menos tarda en resolver.

Figura 2.8: Representación de la norma del defecto tras varias iteraciones para
los métodos clásicos frente al tiempo

Por lo tanto, en la figura 2.8 vemos cómo los métodos clásicos tardan mucho
más tiempo en lograr reducir la norma del defecto un factor de 10−12. Solo el
método S.O.R. lo logra antes de los 70 segundos frente a los 6.5, aproximada-
mente, que tardaba W(1,1) (el más lento de los métodos multigrid estudiados
en la figura 2.7).

2.8. h - Independencia de la convergencia

En esta sección veremos cómo podemos obtener cotas para ∥Mk∥ indepen-
dientes del tamaño de la malla h = 1/2k+1 para W-ciclos. Para el caso de los
V-ciclos es necesario un estudio más sofisticado y no será realizado en este tra-
bajo. Veremos cómo una simple y general estimación de cotas de ∥Mk∥ será
generada a partir de cotas de la norma del operador en dos mallas ∥Mk

k+1∥.
Dicha estimación recursiva estará basada en el teorema 2.7.1.

De forma más concreta, trataremos de demostrar que si partimos de un
método de dos mallas tal que

∥Mk
k+1∥ ≤ σ∗,

donde σ∗ es un valor suficientemente pequeño independiente de h, entonces
el corresponiente método multigrid con γ ≥ 2 tendrá propiedades similares al
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operador de dos mallas. Como vimos a lo largo de la prueba del teorema 2.7.1,
el método multigrid se puede interpretar como una modificación del operador
en dos mallas. Esto se resume en el siguiente corolario que es consecuencia
inmediata del teorema 2.7.1:

Corolario 2.8.1 Para k = 1, ..., l − 1, se tiene la ecuación

Mk+1 =Mk
k+1 +Ak+1

k Mγ
kA

k
k+1, (2.16)

donde

Ak+1
k := Sν2

k+1I
k+1
k : G(Ωk) −→ G(Ωk+1),

Ak
k+1 := L−1

k Ikk+1Lk+1S
ν1

k+1 : G(Ωk+1) −→ G(Ωk),

y Mk
k+1 : G(Ωk+1) −→ G(Ωk+1) es

Mk
k+1 = Sν2

k+1(Ik+1 − Ik+1
k L−1

k Ikk+1Lk+1)S
ν1

k+1.

Y con esta formulación tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.8.1 Si suponemos las siguientes estimaciones uniformes respecto
de k(≤ l − 1):

∥Mk
k+1∥ ≤ σ∗, ∥Ak+1

k ∥∥Ak
k+1∥ ≤ C, (2.17)

entonces ∥Ml∥ ≤ ηl, donde ηl viene definida recursivamente por

η1 := σ∗, ηk+1 := σ∗ + Cηγk (k = 1, ..., l − 1). (2.18)

Si además suponemos que

4Cσ∗ ≤ 1 y γ = 2, (2.19)

obtenemos la estimación uniforme:

∥Ml∥ ≤ η := (1−
√
1− 4Cσ∗)/2C ≤ 2σ∗ (l ≥ 1). (2.20)

Demostración.
La ecuación (2.18) es inmediata de aplicar (2.16),(2.17). Encuanto a la ecua-

ción (2.20), vemos que la sucesión {ηl} es convergente probando que es creciente
y acotada. Notemos para ello que

η2 = σ∗(1 + Cσ∗)

η3 = σ∗(1 + Cσ∗(1 + Cσ∗)2)

η4 = σ∗
[
1 + Cσ∗

(
1 + Cσ∗(1 + Cσ∗)2

)2]2
...

(2.21)
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De aqúı, como σ∗ ≤ 1/(4C), entonces η2 ≤ 5/(16C), η3 ≤ 89/(256C), . . . y, en
general, si ηj ≤ 1/(2C), entonces

ηj+1 ≤ 1

4C
+

C

4C2
=

1

2C
.

Con lo que la sucesión está acotada. El hecho de que sea creciente se deduce del
hecho de que ηj+1 se calcula a partir de ηj en (2.21) multiplicandoel Cσ∗ más
interior por (1 + Cσ∗)2.

Pasando entonces al ĺımite y llegando a la ecuación η = σ∗+Cη2. Resolviendo
esa ecuación para η y quedándonos con la ráız más pequeña

η =
1−

√
1− 4Cσ∗

2C
≤ 2σ∗.

□
Con este último teorema tendŕıamos que la norma del operador del método

multigrid ∥Ml∥, está acotada superiormente por un cierto valor η independiente
del tamaño de la red. La existencia de las cotas superiores independientes de
h de (2.20) y el hecho de que el número de operaciones por ciclo multigrid es
O(N) (como vimos en la sección del trabajo computacional 2.7.2) implican la
optimización del método. Por lo tanto, concluimos que para la construcción del
método multigrid normalmente es suficiente con el análisis del método en dos
redes.
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Caṕıtulo 3

Conclusiones Finales

En este último caṕıtulo pondremos las conclusiones finales a las que hemos
llegado tras la realización del trabajo.

La principal consecuencia que debemos extraer de este trabajo es que,
para resolver el problema discreto del problema modelo, una buena op-
ción es utilizar métodos multigrid. Más concretamente, si consideramos el
problema modelo y una malla de puntos con el orden lexicográfico, en-
tonces el ciclo V(1,1), con las componentes indicadas en la sección 2.7.3,
nos dar excelentes resultados comparados con los métodos clásicos. Esto
no quiere decir que hayamos obtenido el mejor método multigrid para re-
solver el problema. Es decir, como hemos indicado a lo largo del trabajo,
la elección de las componentes del ciclo multigrid puede darnos mejores o
peores aproximaciones. Ahora bien, suponen una mejora de los métodos
iterativos clásicos, como ha quedado reflejado en el ejemplo del problema
modelo.

Los métodos multigrid no solo reducen el defecto en un menor número de
iteraciones comparado con los métodos clásicos, sino que también tardan
menos en reducir el defecto. Por lo tanto, son mucho más eficientes.

Otra conclusión importante es la independendencia de la convergencia
de los ciclos multigrid frente al diámetro de la malla (ver teorema 2.8.1
para los W-ciclos). Esto lo que nos dice es que, si tenemos una buena
convergencia del método multigrid en una cierta malla, podremos tener,
sustancialmente, buena convergencia en mallas más finas. Esto no es cierto
en los métodos clásicos como se véıa numéricamente en la tabla 2.3.

Hemos visto que es más eficiente suavizar con Gauss-Seidel que con ω-
Jacobi o S.O.R.

Para el problema modelo, la converegncia es mejor con S.O.R. que con
Gauss-Seidel y mejor con Gauss-Seidel que con Jacobi. Hemos obtendio
también el ω óptimo para el método S.O.R. en el caṕıtulo 1.
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El análisis local de Fourier es una herramienta básica en este trabajo para
el estudio de las propiedades de suavizado del método de Gauss-Seidel.
También ayuda en el estudio del factor de convergencia del método en dos
mallas. Sin embargo, hay que observar que en el análisis local del Fourier
se está obviando la frontera del problema modelo, que es el que estamos
tratando. De hecho, se aplica dicho análisis en una malla infinita de puntos
y esto es debido a que se trata de un estudio local de las propiedades en
las que estamos interesados. La filosof́ıa de este análisis local de Fourier es
el estudio cuantitativo de algunas propiedades al que después habŕıa que
aplicar un correspondiente tratamiento en la frontera.

Una observación que se ha indicado en el trabajo es que el ciclo multigrid
es una modificación del ciclo de dos mallas. En el ciclo de dos mallas
aproximábamos la solución de la ecuación del defecto resolviendo en la
malla más gruesa. En el ciclo multigrid tenemos la misma idea salvo que
ahora la aproximación la obtenemos de aplicar sucesivamente el ciclo de
dos mallas hasta llegar a la malla más gruesa, donde finalmente resolvemos.

El coste computacional de los métodos multigrid para el modelo concreto
de este trabajo es proporcional al número de puntos en la malla fina, siem-
pre que consideremos el coste computacional de resolver en la malla más
gruesa despreciable. Esto, junto a la h-independencia de la convergencia,
nos proporciona un método muy adecuado para resolver sistemas lineales
resultantes de la discretización de problemas eĺıpticos donde es importante
que la red sea fina para aproximar convenientemente el problema conti-
nuo. Un coste proporcional al numero de puntos en la malla fina para cada
iteración es comparable al coste de cada iteración de un método iterati-
vo clásico y, debido a su mucho mejor factor de convergencia, conduce a
métodos mucho más eficientes.



Apéndice

%JACOBI
func t i on U = JacobiM (b , f )
%La entrada es una matr iz (2ˆ(N)−1)x (2ˆ(N)−1) que es
%i t e r a n t e i n i c i a l de
%Jacobi y que cada entrada es e l va l o r de l a primera
%aproximacion de l a func ion en l a red de puntos
[m, n ] = s i z e (b ) ;
h = 1/(m+1);
%La completamos con ce ro s l a matr iz para s imular l a malla
Z = ze ro s (1 ,m) ;
B = [Z ; b ; Z ] ;
Z = ze ro s (m+2 ,1) ;
B = [Z ,B, Z ] ;

%Construimos e l i t e r a n t e que guardaremos en l a matr iz U
[ r , s ] = s i z e (B) ;
U = ze ro s ( r , s ) ;
f o r i = m : −1 : 1

f o r j = 1 : n

U( i +1, j+1)= −(hˆ2/4)∗( f ( i , j )−(1/h)ˆ2∗
(B( ( i +1)−1 ,( j +1))+B( ( i +1) ,( j+1)+1)+B( ( i +1)+1 ,( j +1))
+B( ( i +1) ,( j +1)−1)));

end
end

U( : , s ) = [ ] ;
U( : , 1 ) = [ ] ;
U( r , : ) = [ ] ;
U( 1 , : ) = [ ] ;

end
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%Gauss S e i d e l
f unc t i on U = GSM(b , f )
%La entrada son dos matr i ce s (2ˆ(N)−1)x (2ˆ(N)−1)
%que es i t e r a n t e i n i c i a l y
%e l termino independ iente
[m, n ] = s i z e (b ) ;
h = 1/(m+1);
%La completamos con ce ro s l a matr iz para s imular l a malla
Z = ze ro s (1 ,m) ;
B = [Z ; b ; Z ] ;
Z = ze ro s (m+2 ,1) ;
B = [Z ,B, Z ] ;

%Construimos e l i t e r a n t e que guardaremos en l a matr iz U
[ r , s ] = s i z e (B) ;
U = ze ro s ( r , s ) ;
f o r i = m : −1 : 1

f o r j = 1 : n

U( i +1, j+1)= −(hˆ2/4)∗( f ( i , j )−(1/h)ˆ2∗
(B( ( i +1)−1 ,( j +1))+B( ( i +1) ,( j+1)+1)+
U( ( i +1)+1 ,( j +1))+U( ( i +1) ,( j +1)−1)));

end
end

U( : , s ) = [ ] ;
U( : , 1 ) = [ ] ;
U( r , : ) = [ ] ;
U( 1 , : ) = [ ] ;

end

%SOR
func t i on U = SORM(b , f )

%La entrada es una matr iz (2ˆ(N)−1)x (2ˆ(N)−1) que es
%i t e r a n t e i n i c i a l
[m, n ] = s i z e (b ) ;
h = 1/(m+1);
w = 2/(1+ s i n ( p i ∗h ) ) ;

%La completamos con ce ro s l a matr iz para s imular l a malla
Z = ze ro s (1 ,m) ;
B = [Z ; b ; Z ] ;
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Z = ze ro s (m+2 ,1) ;
B = [Z ,B, Z ] ;

%Construimos e l i t e r a n t e que guardaremos en l a matr iz U
[ r , s ] = s i z e (B) ;
U = ze ro s ( r , s ) ;
f o r i = m : −1 : 1

f o r j = 1 : n

U( i +1, j+1)= −w∗(hˆ2/4)∗( f ( i , j )−(1/h)ˆ2∗
(B( ( i +1)−1 ,( j +1))+B( ( i +1) ,( j+1)+1)+U( ( i +1)+1 ,( j +1))
+U( ( i +1) ,( j +1)−1)))+(1−w)∗B( i +1, j +1);

end
end

U( : , s ) = [ ] ;
U( : , 1 ) = [ ] ;
U( r , : ) = [ ] ;
U( 1 , : ) = [ ] ;

end

%Operador FW
func t i on U = FWM(b)

%La entrada es una matr iz (2ˆ(N)−1)x (2ˆ(N)−1) que es
%i t e r a n t e i n i c i a l
[m, n ] = s i z e (b ) ;

%Construimos l a matr iz donde guardaremos l a r e s t r i c c i o n
U = ze ro s ( f l o o r (m/2) , f l o o r (n / 2 ) ) ;

f o r i = m−1 : −2 : 2
f o r j = 2 : 2 : n−1

U( i /2 , j /2) = 1/16∗(4∗b( i , j )+2∗b( i −1, j )+2∗b( i , j −1)
+2∗b( i +1, j )+2∗b( i , j+1)+b( i −1, j+1)+b( i −1, j −1)
+b( i +1, j−1)+b( i +1, j +1)) ;

end
end

end



64 CAPÍTULO 3. CONCLUSIONES FINALES

%Apl i car e l operador L
func t i on U = OperadorM(b , k )

[m, n ] = s i z e (b ) ;

%La completamos con ce ro s l a matr iz para s imular l a malla
Z = ze ro s (1 ,m) ;
B = [Z ; b ; Z ] ;
Z = ze ro s (m+2 ,1) ;
B = [Z ,B, Z ] ;

U = ze ro s (m, n ) ;
f o r i = 1 : 1 :m

f o r j = 1 : 1 : n

U( i , j ) = 1/(1/2ˆ( k+1))ˆ2 ∗
(−4∗B( i +1, j +1) + B( i +1, j ) + B( i +1, j +2) +
B( i , j +1) + B( i +2, j +1)) ;

end
end

end

%Operador i n t e rpo l ado r B i l i n e a l
f unc t i on U = IBM(b)

%La entrada es una matr iz (2ˆ(N)−1)x (2ˆ(N)−1) que es
%i t e r a n t e i n i c i a l
[m, n ] = s i z e (b ) ;

%La completamos con ce ro s l a matr iz para s imular l a malla
Z = ze ro s (1 ,m) ;
B = [Z ; b ; Z ] ;
Z = ze ro s (m+2 ,1) ;
B = [Z ,B, Z ] ;

%Construimos l a matr iz donde guardaremos l a r e s t r i c c i o n
U = ze ro s (2∗m +1,2∗n +1);

f o r i = 1 : 1 : 2∗m +1
f o r j = 1 : 1 : 2∗m +1

i f 0 == mod( j , 2 ) && 0 == mod( i , 2 )
U( i , j ) = B ( i /2 + 1 , j /2 + 1 ) ;
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end
i f 1 == mod( j , 2 ) && 0 == mod( i , 2 )
U( i , j ) = 1/2∗(B( i /2 + 1 , ( j −1)/2 + 1) +
B( i /2 +1 , ( j +1)/2 + 1 ) ) ;

end
i f 0 == mod( j , 2 ) && 1 == mod( i , 2 )
U( i , j ) = 1/2∗(B( ( i −1)/2 + 1 , ( j )/2 + 1) +
B( ( i +1)/2 +1 , ( j )/2 + 1 ) ) ;

end
i f 1 == mod( j , 2 ) && 1 == mod( i , 2 )
U( i , j ) = 1/4∗(B( ( i −1)/2 + 1 , ( j −1)/2 + 1)
+ B( ( i +1)/2 +1 , ( j −1)/2 + 1) +
B( ( i −1)/2 +1 , ( j +1)/2 + 1) +
B( ( i +1)/2 +1 , ( j +1)/2 + 1 ) ) ;

end

end
end

end

%Metodo Mult ig r id
func t i on [ x ] = MGCYCM(k , g , u , f , v , w)

%k es e l n i v e l de l a malla
%g e l t i po de c i c l o
%u primera apoximacion a l a s o l u c i on
%f termino independ iente
%v numero de veces que apl icamos e l pre−suavizado
%u numero de veces que apl icamos e l post−suavizado

x = u ;

f o r i = 1 : v
x = GSM(x , f ) ;

end

%Correc ion en malla g ro s e ra

d = f − OperadorM(x , k ) ;
d = FWM(d ) ;

%aqui tenemos d en l a red mas gruesa (k−1)
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i f k ˜= 1

p = ze ro s ( ( 2ˆ ( k ) − 1 ) , ( 2ˆ ( k ) − 1 ) ) ;

f o r j = 1 : g

z = MGCYCM(k−1 , g , p , d , v , w) ;
p = z ;

end

e l s e

z = −d/16 ;

end

z = IBM( z ) ;

x = x + z ;

f o r i = 1 : w

x = GSM(x , f ) ;

end
end
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