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Introduccion

En el andlisis numérico, el método multigrid es un algoritmo muy eficiente
y ampliamente utilizado para aproximar la solucién de problemas de ecuaciones
diferenciales en el espacio utilizando distintas mallas de puntos con distintos
diametros donde el problema ha sido discretizado previamente en la malla més
fina. La idea principal de los métodos multigrid es aumentar la velocidad de con-
vergencia de los métodos iterativos cldsicos (Jacoci o Gauss-Seidel). Los métodos
clasicos tienen la propiedad de reducir las componentes de alta frecuencia de los
errores de la aproximacién. La mejora que aportan los métodos multigrid viene
de la correccién de la aproximacion en una malla més gruesa, es decir, resolver
un problema similar pero en una malla con didmetro mayor. El problema en la
malla mas gruesa, aunque es mas barato de resolver, es similar al problema en
la malla més fina en el sentido de que también tendrd componentes del error
de alta y baja frecuencia. Para resolver esto, el ciclo multigrid aplica recursiva-
mente este razonamiento sobre el problema hasta alcanzar la red més gruesa,
donde el coste computacional de resolver es despreciable frente al de aplicar el
método clasico en la malla més fina.

Los primeros estudios realizados sobre el método multigrid, en un sentido
estricto, son de Fedorenko [6], [7] entre los afios 1962 y 1964 y después vinieron
los estudios de Bakhvalov [1] en 1966. Mientras Fedorenko se restringié en el
estudio de la convergencia para problemas discretos de segundo orden con valores
frontera y con coeficientes variables en el cuadrado unidad, Bakhavalov considero
la posibilidad de combinar los métodos multigrid con métodos que ayudaran a
elegir el mejor iterante inicial. La actual eficiencia del método fue reconocida y
mostrada por Brandt entre 1970 y 1977 en [3], [4] y [5]. Algunas de las principales
contribuciones de Brandt fueron la introduccién del método multigrid no lineal,
discusiones del método en dominios generales o el uso del andlisis local de Fourier
como herramienta para el estudio del diseno del ciclo multigrid. Desde 1980,
muchos investigadores han contribuido al desarrollo del campo de los métodos
multigrid. El ciclo multigrid ha sido utilizado para la ecuacién 3D Helmholtz
para la prediccion meteorolégica o también para las ecuaciones de elasticidad
de Lamé o las ecuaciones de Navier-Stokes.

En este trabajo se pretende introducir los métodos multigrid para aproximar
la solucién del problema de Poisson con condiciones frontera en un cuadrado.
Partiendo del problema modelo continuo, discretizaremos mediante la férmula
de los cinco puntos y tendremos un sistema lineal que resolver. Veremos cémo
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los métodos multigrid son los més adecuados para aproximar la solucién del
problema discreto cuando son comparados con los métodos clasicos de Jacobi,
Gauss-Seidel o S.O.R. Muchos de los razonamientos y resultados que se en-
cuentran en este texto son generalizables a otras discretizaciones del problemas
lineales elipticos. Algunos libros que tratan con mayor profundidad los métodos
multigrid son [2], [8] ¥ [9].

La bibliografia més utilizada para la realizacién del trabajo es [9], [10] y
[11]. Més concretamente, [10] y [11] para el estudio de los métodos cldsicos en el
capitulo 1 y [9] para el estudio del ciclo multigrid en el capitulo 2. Adem4s, es
constante el uso de los contenidos de las asignaturas de Ampliacién de Anélisis
Numérico y de Algebra Lineal del Grado.

La estructura del trabajo es la siguiente:

En el capitulo 1 introduciremos el problema modelo, que sera el ejemplo
sobre el que aplicaremos y analizaremos el método multigrid a lo largo de todo
el trabajo. También haremos un estudio exhaustivo de la convergencia de los
métodos iterativos clasicos sobre dicho problema modelo, centrandonos en su
dependencia del didmetro de la malla.

En el capitulo 2 desarrollaremos detenidamente las ideas pricipales en las
que se basa el método multigrid. Analizaremos las propiedades de suavizado de
los métodos clédsicos, daremos la estructura del ciclo en dos mallas y veremos
por separado las distintas componentes del método multigrid. Tras este estudio
en el ciclo de dos mallas, generalizaremos los resultados obtenidos a la mul-
timalla con la intenciéon de obtener asi el método multigrid. Estudiaremos el
coste computacional que requiere el método y compararemos su eficiencia con
los métodos clésicos iterativos. Por ultimo, veremos la independencia que existe
entre la convergencia del método multigrid y el didmetro de la malla para un
tipo concreto de métodos descritos (W-ciclos).

En el capitulo 3, resumiremos las conclusiones finales obtenidas duurante en
el trabajo.

Finalmente, en el apéndice mostramos la implementacion del método multi-
grid en MATLAB, asi como los métodos iterativos clésicos aplicados a nuestro
problema modelo.



Capitulo 1

Problema modelo y
métodos iterativos clasicos

En este capitulo introducimos el problema de Poisson en 2 dimensiones con
condiciones frontera tipo Dirichlet y su discretizacién por la férmula de los
cinco puntos. El dominio en el que nos centraremos sera el cuadrado unidad
[0,1]x]0, 1], donde tendremos un malla de puntos a la cual dotaremos de un
cierto orden.

Analizaremos el comportamiento de los métodos iterativos clasicos para re-
solver el sistema lineal obtenido al discretizar el problema. Estos métodos itera-
tivos seran el método de Jacobi, Gauss-Seidel y el método S.O.R. para el orden
de la red de puntos lexicografico.

La conclusién a la que llegaremos es que la convergencia de los métodos
cldsicos puede ser rapida cuando la distancia entre los puntos de la malla es
relativamente grande. Sin embargo, si hacemos dicha distancia cada vez més
pequena tendremos que el radio espectral de las matrices de iteracién de los
métodos serd cada vez mas cercano a 1 y, por lo tanto, la convergencia sera
cada vez mas lenta.

1.1. Problema modelo: Problema Poisson en 2D

Uno de los problemas elipticos méas sencillos es el problema de Poisson
Au(z,y) = e (2, y) + uyy(2,y) = f*(2,9), (2,9) €Q,
junto a la condicién frontera tipo Dirichlet

w(z,y) = fH(z,y), (z,y) €T

donde Q := (0,1)x(0,1) y I su frontera.
La discretizaciéon por la férmula de los 5 puntos la representaremos de la
forma:
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{ Ahuh(‘ray) = f}?(xvy)v (xvy) GQha (1 1)
un(z,y) = fi(z,y), (2,y) €T, '

donde si G}, es la red infinita de puntos en R? definida de la forma
Gn=A{(x,y): z=z=1ih, y=y;=jh: (i,j) €2},
entonces Qp, == QNG , T, ;=T NGy, con h = 1/N para algin N € N.

Ademsds, uy, es una funcién tomando valores en la red €2y, y la discretizacién del
Laplaciano Ay, viene dado por

uw(x —h,y) +ulxz+ h,y) +u(z,y —h) +ulz,y + h) — du(z,y)
h2 ’

Ahu(x7 y) =

que es un método en diferencias finitas consistente, ya que
||Au — AhUHOO,Qh = O(h2), h — 0,

siempre que u sea sufientemente derivable para hacer su desarrollo de Taylor (al
menos son necesarias las derivadas hasta orden 4 de u en ).

Los elementos fi?, fI' de la ecuacién, son las funciones red que representan
a £, fT en la discretizacion, es decir, son las funciones %, fU' evaluadas en la
malla de puntos €2, y en su frontera I'j,, respectivamente.

Observacion 1.1.1 FEs importante tener en cuenta el orden que tienen los pun-
tos dentro de la red a la hora de resolver el sistema asociado a (1.1), especial-
mente para los métodos de S.O.R y Gauss-Seidel. Nosotros, a lo largo de este
trabajo, consideraremos el orden lexicogrdfico dentro de la red de puntos. Una
breve explicacion de lo que esto significa en nuestro problema modelo es que el
primer elemento es el que se encuentra mas abajo y mds a la izquierda en Qp,, el
siguiente serd justo el que esté a su derecha y asi sucesivamente hasta completar
la fila y comenzar con la siguiente.

Para finalizar con los detalles sobre el problema modelo, daremos la matriz
del operador discreto con el orden lexicogréafico. A esta matriz la denotamos por
Ap y es de la forma

T, -1
I, 1T, —I
Ay = =1, Tn I ’

I, T

donde la matriz I, es la matriz identidad de orden N — 1 y T}, es la matriz
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-1 4 (N—1)x(N—1)
Notese que la dimensién de la matriz Aj, es justamente el nimero de puntos
de la malla. Cuanto mas fina sea la malla, mas grande sera la matriz.

1.2. Convergencia de los métodos iterativos clasi-
cos

A continuacién, vamos a desarrollar los calculos necesarios para obtener los
radios espectrales de las matrices de iteracion de los métodos iterativos de Ja-
cobi, Gauss-Seidel y el método S.O.R. a la hora de aproximar una solucién para
nuestro problema modelo. En particular, hallaremos el w 6ptimo para que el
método S.O.R. converja lo mas réapido posible a la solucién del problema.

Lo comun para los tres métodos iterativos es que estamos aproximando la
solucién del sistema lineal:

R2fH(x,y) = un(x + hyy) 4+ un(z,y + h) + up(z — h,y) + up(z,y — h)
—dup(z,y), (z,y) € Qp (1.2)
ffl;(xay):uh(xay)7 (x,y) erh

Probaremos que el método de Gauss-Seidel converge més rapido que el méto-
do de Jacobi, pues el radio espectral de la matriz de iteracién de Gauss-Seidel
es menor que el de la matriz de iteracion de Jacobi. De la misma forma, obten-
dremos que el método S.O.R. es el mejor de entre los tres métodos iterativos
clasicos.

1.2.1. Convergencia del método de Jacobi

Partiendo del iterante u}! en toda la regién €, UT, donde uf(z,y) = fi (2, y)
para todo (z,y) € Ty, el siguiente iterante, con el método de Jacobi, viene
determinado por

up (x + h,y) +up(x,y + h) +up(z — h,y) +uj(z,y —h)
4
h
_th (x7y)a (xay) EQh
upt (2,y) = fi(z,y)  (z,y) €Ty

Si up es la solucién exacta del sistema lineal (1.2), entonces tenemos la
ecuacién del error

upt(z,y) =
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62($7y) :uZ(‘Tvy) —Uh(l‘,y), (13)

que obviamente satisface

ep(x+h,y) +ep(z,y+h)+ep(xr—hy) +ep(z,y —h)

eyt (z,y) = I

para los puntos (z,y) € Q3 v, ez+1(x,y) = 0 para (x,y) € T'y,.

Dados los vectores U;' y Uy conteniendo los valores nodales de uj y up en
Qp, en el orden lexicografico, definimos el vector E}' := U} — U, del espacio
vectorial RE, con K = (N — 1)2, como el vector formado por la evaluacién de
los errores en los puntos de la malla. Y, por lo tanto,

E't = B,E}

siendo By, la matriz de iteracién del método de Jacobi.

Ahora nos centramos en buscar los autovalores de la matriz By. Para ello,
buscamos funciones vy, en €2, U T, no nulas verificando para algin u; que

vp(x + hyy) +vn(@,y + h) +on(z = h,y)

pnon(2,y) = 4
+ W (,y) € U, (1.4)
vp(z,y) =0, (z,y) € Th.
Consideremos las funciones
Up¢(x,y) = sin(prz) sin(qmy), (1.5)

conl<p<(N-1),1<qg<(N-1)y veamos que cumplen lo anterior para
cierto valor p. Més concretamente, utilizando la férmula del seno de la suma de
angulos y sacando factores comunes tenemos

i [sin(pm(x + h)) sin(gmy) + sin(prz) sin(gn(y + h)) + sin(pr(z — h)) sin(gmy)

+ sin(pma) sin(gm(y — h))]

= — [sin(pmx) sin(gmy) (2 cos(pmh) + 2 cos(gmh))]

— | =

= [(cos(pmh) + cos(qrh))vp q(w, )]

Por lo tanto, cada funcién v, 4(x,y) tiene asociado el autovalor

cos(pmh) + cos(qmh)
5 .

K= HKh,pq =
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El correspondiente autovector Vy, p, 4 € RE estara formado por las siguientes
componentes.

’UPJI (hv h)
Up q(2h, h)

Viwa ==y (N = 1)h, h)

Upa(N = D), (N = 1)h)

Estos vectores son linealmente independientes. Esto lo probaremos demos-
trando que son ortogonales. Observemos que

Vhpa Vap ) = Z Upq (@, Y)Vpr g (2, Y)
(z,y)EQR

= Z sin(pmz) sin(qmy) sin(p'nx) sin(q'my)
(z,y)€Qn

e pri p'mi = qmj q ]
= (Z sm(N)sm(N)> ; SIH(W)SIH(T)

i=1

Notemos ahora que, si (p,q) # (p', '), aplicando el siguiente lema, al menos
uno de los factores anteriores es nulo, con lo que queda probada la ortogonalidad
de los vectores.

Lema 1.2.1 Sip # p/, entonces Zg;ll sin(%) sin(plﬁk) =0.

Demostracién.
Debido a la siguiente igualdad trigonométrica

sin(a) sin(B) = % (cos(a — B) — cos(a + f3))

tenemos que el interior del sumatorio lo podemos expresar de la forma que sigue

5 ) — cos(

SIH(W) sin( N )= ~

. i1 o
pmj Py (COS((p p)mj L

(p+p)mj )> .

Distinguimos dos casos:

= Sip—p’ esimpar. Entonces p+p’ serd también impar, puesto que p+p’ =
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(p—p') +2p'. En cualquier caso, si k es un ntimero impar tenemos:

e kﬂ] g kmj e kmj
. cos( Z COS(W) + Z COS(W)
=1 J=1 =+
L 252 , N- LN -1
kmy kml
P COS(T) + Z cos(kﬂfw)
j=1 =1
N—1 N—1|_
—L 2 JCOS(@) J ICOS(@)
B N N7
j=1 =1

donde, para la segunda igualdad, hemos utilizado en el segundo sumatorio
el cambio de indice j = N —1[ y, para la tercera igualdad, hemos tenido en
cuenta que k es impar.

Si N — 1 es par, entonces

y también
N -1 N-1
N—-|—]-1=—.
2 2

Por lo tanto, los sumatorios anteriores quedan:

N—-1

i cos( k7rj i kﬂl

Si ahora N — 1 es impar, entonces

N-1, N

y también
N -1 N
N—-—|——]-1=—.
2 2
Por lo tanto, los sumatorios quedan de la forma:

kmjy krjy

puesto que el dltimo sumando del segundo sumatorio es 0.

= Si p—p’ es par. Con un razonamiento similar al anterior se prueba que
p+p es par.
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2mik
Antes que nada, observemos que e ~ | para k #% mN con m € Z, es una
raiz N-esima de la unidad distinta de 1. Por lo tanto, verifica la ecuacién

V1= -V T+ 2+t 1)=0.

2mik . .
Entonces, como e™~ es distinto de 1, tenemos
N-1
Qka
e
i=0

<.

Si igualamos la parte real a 0, llegamos a la siguiente expresion

N-1

Z cos( 27rjk = —1.

j=1

Por lo tanto, puesto que p—p’ = 2kq, p+p’ = 2ks con kg € {|= N“j, o |55
y ko € {1,2, ..., N — 1}, entonces

N-1
E cos(
Jj=1

/

N-1
Zcos p—|—p)7r]) —1.
Jj=1

Concluimos que en cualquiera de los dos casos

N-1 N-1

p7rk . P 7rk 1
sin( n( 7)=5 Z
k=1 k=1

(oo 22— 22178

O
En resumen, lo que tenemos es que los vectores V}, , o forman una base de
vectores propios de la matriz de iteracién del método de Jacobi, cuyos autova-
lores son iy pq, con p,q € {1,..,N —1}.
Para obtener el radio espectral de la matriz By, buscamos los p, ¢ que hagan
lo mas grande posible la siguiente cantidad

pm

qm
B2y + cos(L),

|Ui17p7q| ‘005( N

y esto lo conseguimos cuando p = 1, ¢ = 1. Concluimos que el radio espectral
de la matriz de iteraciéon del método de Jacobi es

2

=1- h—7r2 +O(hh).

7T
+ cos(— N) 5

(cos( ) +cos( 1))

N) = cos(

p(Br) = ph1,1 = 3
Por lo tanto, si h — 0 el radio espectral de la matriz B se acerca asintéti-
camente a 1, lo que implica una convergencia lenta del método cuando h es
pequenio (esto es, cuando hacemos la malla més fina).
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Observacion 1.2.1 La razén de convergencia de un método iterativo es
R = —logio(p(M)) donde M es la matriz de iteracion del método. Lo que la
razon de convergencia nos da es que, cuando el numero de iteraciones es lo
suficientemente grande, una iteracion del método divide la norma del error por
un factor de 10%. Por lo tanto, para dividir el error por 10™ son necesarias
m/R iteraciones.

En nuestro caso particular, haciendo desarrollo de Taylor del logaritmo en
torno al 0, tenemos que

R(B1) = ~loguolp(Br)) = "o + O(h)

Por lo tanto, para dividir el error entre 10™ en general hardn falta aproxima-

damente 2m/(h%m?) iteraciones caundo h tiende a 0.

1.2.2. Convergencia del método de Gauss-Seidel

En las mismas condiciones del método de Jacobi, tendremos que los iterantes
de Gauss-Seidel vienen dados por la siguiente expresién:

ul(z + h,y) +ui(z,y + h) +up (@ — hy) + w2,y — h)
1

up ™ (x,y) =

- th (xay)7 (:c,y) € Qha

upt(z,y) = fi (2,y), (2,y) € Th.
(1.7)

Por tanto, los errores del método de Gauss-Seidel cumplen

e+ hy) ety +h)+ept (@ —hy) + ez, y — h)

ep (. y) i :

($7y) € Qh;
ez+1(xay) = 07 (‘Tvy) € 1—‘h~
(1.8)

Formando, de nuevo, los vectores de RX cuyas entradas son las evaluacio-
nes de los errores en los puntos de la malla, tendremos la siguiente expresion
matricial

n+1 _ 7B rn+l1 B rn
By =Ly BT+ Uy Ey

donde la matriz LY es estrictamente triangular inferior y U es estrictamente
triangular superior y de forma que verifican Lf + U, }Jf = By. Por lo tanto, la
matriz de iteracién del método viene dada por L, = (I — LP)"'UP y buscamos
los autovalores A, y autovectores wj de forma que Lpwp, = Apwp, es decir,
Apwp, = )\thwh + U}?wh. A esta udltima expresén le corresponde la siguiente
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ecuacion
h (z, h) + A\ — h,
Mwn(z, y) = wp(x + h,y) + wp(x y4+ )+ Anwp (2 Y)
\ ( n) (1.9)
wp(x,y —
ey =), cq,

y para los puntos en I'}, tenemos wy, (x,y) = 0.
Simplemente sustituyendo, tenemos que si vy (x,y) y pp, verifican la ecuacién
que tenfamos para el método de Jacobi (1.4), entonces

zty
wh(z,y) = A" vn(@,y)

satisface la ecuacién que tenemos para Gauss-Seidel (1.9) con A\, = p3.
Concluimos que los autovalores de la matriz £; son

1 pT qm
2 2
Ab = Anpg = Hipq = E(COS(W) + COS(W)) .

Queddndonos con el mayor en valor absoluto (p = 1,¢ = 1), tenemos que el
radio espectral de la matriz de iteracién del método de Gauss-Seidel es

p(Ly) = cos?(mh).

Terminamos esta seccién advirtiendo del hecho de que el coseno de un dngulo
al cuadrado serd menor o igual que el coseno del mismo angulo. Por lo tanto, el
radio espectral de la matriz de iteracion del método de Jacobi es mayor que el
de la matriz de iteraciéon de Gauss-Seidel, con lo que la convergencia en Gauss-
Seidel es mas rapida.

Notemos ademds que

p(Ln) =1~ (hm)* + O(hY),
con lo que R(Ly) = (wh)? + O(h*) y siguiendo la observacién 1.2.1, hacen falta
m/(hm)? iteraciones aproximadamente para dividir el error entre 10™.

1.2.3. Convergencia del método S.O.R.

Para un parametro w # 0 dado, el método S.O.R. para nuestro problema
modelo viene dado por

n w n n n n
upt™ (2, y) = = [up(z + h,y) +up(z,y + h) +uf T (@ — hyy) +uf T 2,y — R)

4
UZle(x’y) :f{(l',y), (x,y) 6]:‘h'
En esta seccién, buscaremos el w éptimo que nos dé la mejor convergencia

para el método S.O.R. y ademaés estudiaremos, para ese w 6ptimo, el compor-
tamiento del radio espectral cuando h se hace pequeno.
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Realizando los mismos pasos que en las secciones anteriores, tendremos que
la ecuacion del error para el método S.O.R. es

en@,y) = Sle(a+hoy) +ehley +h) + e @ = hyy) + e @y — B)

+ (1 - W)BZ(I, y)v
que nos da la expresién matricial
Eptt =wL Bt + (1 - w)I + WUy ) By,

donde las matrices LE y U,’lB son las que aparecen anteriormente en la descom-
posicién de la matriz de iteracién del método Jacobi Bj. Denotamos por L, p,
a la matriz de iteracién del método S.O.R., donde

Lon=I—wLE) (1 —w)I+wUP).

Nos centramos en buscar entonces los autovectores V}, y autovalores A, de la
matriz L, 5, es decir, A\, y V3, # 0 que cumplen

LonwVh = AV,
o lo que es lo mismo,

MVi = WAL LEVL + (1 — w)I + wUP)V.
Esto puede escribirse en términos de la funcién nodal v, como sigue
Nuvn(x,y) = < [on(a + hyy) + vn(a,y + ) + Mvn (@ = hyy) + Moa(a,y — )

+(1—W)’Uh(1',y), (l‘,y) thv
vp(z,y) =0, (z,y) € Th,
o equivalentemente, puesto que w # 0,

A t+w—1 1
%U}z(xay) = Z['Uh(l"i‘}%y)+vh($7y+h)+)\hvh($_h7y)+)\hvh(wyy_h)]~
aty
Haciendo entonces el cambio de variable vy, (z,y) = )\h“u wp(x,y), esto es equi-
valente a encontrar w tal que
Ap+w—1 1
(h/\l/g)wh(az,y) = Jlwn(@+h,y)+wn(, y+h)+wn(z—h, y)+wn(z, y—h)).

WA,

Esta ultima ecuaciéon nos da de nuevo una relacion entre los autovalores
de la matriz de iteracion del método de Jacobi y los autovalores de la matriz
de iteracién del método S.O.R. y es que, por cada autovalor u; de la matriz
de iteracion del método de Jacobi, tenemos dos del método S.O.R teniendo en
cuenta que

()\h—i—w—l)

Tz = M S A - A Pwpn + (@ —1) =0, (1.10)
WA,

. ‘o 1/2
que es una ecuacién cuadrética en A,'".
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Observacion 1.2.2 Antes de sequir con el estudio de la ecuacion cuadrdtica
veamos que, para que la matriz de iteracion L, sea no singular debe ocurrir
que w # 1. Esto se deduce del hecho de que

det(Ly, n) = det(I, — wLP) tdet((1 — w) I, + wUP) = (1 —w)¥,

donde K = (N — 1)? es la dimensién de la matriz. Ademds, una condicion
necesaria para la convergencia es, obviamente, que 0 < w < 2.

Resolviendo la ecuacién (1.10),

Ay = (wuhi\/(wug)z—‘l(w— 1)>2. (1.11)

Como antes advertimos, (1.11) nos da, por cada autovalor de la matriz de itera-
cién del método Jacobi, dos de la matriz de iteracién del método S.O.R. Ahora
bien, los autovalores de la matriz de iteraciéon del método de Jacobi verifican

N—p)(N— . - :
que pb? = —/,ng PYN=9) Fy consecuencia, existe una correspondencia entre los

pares de soluciones de la ecuacién (1.10) y los autovalores ph?, uELpr YN=a),

Ahora vamos a buscar el w éptimo que minimice |)\,11/ ?| cuando /\i/ % es real.
Para ello nos quedamos con la raiz cuadrada positiva en (1.11) y supondremos,
sin pérdida de generalidad, que pp > 0.

1/2
Observamos que )\h/ es real, cuando

(wpn)? — 4w —1) = (wuh - ;)2 —4 (12 - 1) > 0.

Hh

. . 1/2 . . .
Para determinar cémo )\h/ varia, en funcién de w, derivamos y obtenemos

9 12 _ 1 1 2 2 2 —1/2
%Ah —§Mh+§(wﬂh 2)(w”pp, — 4w +4)
2 _ 1.12
Y POl o
5 . :
V(@/n = w2 = 4% = 1)

La tltima desigualdad se debe al hecho de que 2/up, — ppw > 0, que es equiva-
lente, por ser up > 0, a w < 2/u2, lo cual se cumple para 0 < w < 2. Ademaés,

\/(2/ﬂh —wpp)? —4(u;? — 1) < 2/pp — ppw (para convencerse de esto bas-
ta con observar que lo que hay dentro de la raiz cuadrada es el cuadrado de
2/up — wpp, menos una cantidad positiva, pues 0 < pp, < 1. La monotonfa de la
funcién raiz cuadrada de = nos ayuda a concluir).

Como la derivada es negativa tenemos que la funcién decrece en w. Entonces,
para minimizar )\,IL/ % debemos avanzar en w hacia valores mas grandes. Busca-

remos el mayor valor de w para el que )\,1/ ? gea real y cumpliendo 0 < w < 2.
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Puesto que w2u,21 — 4w + 4 es una parabola en w con un minimo y las dos raices

de dicha parébola son
2
w=— 1:|:\/1u2)7
i ( "

se tiene que, como puj < 1, la asociada al signo positivo es mayor que 2. Por
tanto, nos interesa la otra raiz, que también puede reescribirse como

(1.13)

2

. 1/2 e
Tras este estudio cuando )\h/ es real, vamos a buscar el w éptimo cuando

/\2/ % es complejo. Puesto que (1.10) tiene coeficientes reales, las expresiones entre
paréntesis en (1.11) correspondientes a —py y pp son complejos conjugados.
Ademas

1
1/2
Aul = NP = 5 WPk + 4w = 1) —w?uf] =w - L.

Por lo tanto, en el caso complejo, para reducir el valor de |)\}L/ 2| debemos reducir

el valor de w. Con lo cual, buscaremos el minimo valor de w para el cual )\i/ 2
sea complejo. Esto es, de nuevo, la raiz mas pequena de wQui —4w+4 =0 que
ademads verifica 0 < w < 2, tal y como nos interesa.

Para estudiar el radio espectral de la matriz de iteracién del método S.O.R.
con el w Optimo que lo minimice, tengamos en cuenta que, para un w fijo,
h(p) = w?p? — 4w + 4 es la siguiente pardbola en (—1,1):

h(p)

4(1-w)

Por tanto, para un w cercano a 2, h(us) es negativo para todos los valores de
wn € (—1,1). De aqui se sigue que todos los Ap(up) son complejos con médulo
(w—1) y, por tanto, concluimos que el radio espectral es (w — 1). Para hacer
(w — 1) pequeno, vamos haciendo que w sea mds pequeno hasta que llegamos
a un w que hace real algin A (uy). Esto ocurre cuando uy, es el autovalor con
mayor médulo de la matriz de iteracién de Jacobi. Mas concretamente, cuando
wz,u,am —4(w —1) = 0 que es el valor de w en (1.13), con pp sustituido por
Hh,1,1, mas concretamente,

2

1+ /T—pnaa

wp =



1.2. CONVERGENCIA DE LOS METODOS ITERATIVOS CLASICOS 19

Para valores mas pequefios de w, el autovalor real més grande de L, , seguird
siendo el correspondiente a 1,1 en (1.11) con signo positivo, y este serd mas
grande teniendo en cuenta (1.12).

Como wj, > 1, siempre habra algin autovalor complejo de L,» » que sabemos
que toman médulo w; — 1. Basta ahora darse cuenta de que, para ese valor de
wy,

wi 2
h
Ani1] = (2 Mh,1,1> =w, — 1,

con lo que queda probado que este w; es el éptimo.
Teniendo en cuenta la expresién de py, 1,1 = cos(m/N), entonces

. 2
“hT Ty sin(%)
Para terminar, vemos que el radio espectral de la matriz de iteracién del
método S.O.R. para el w 6ptimo es
1 —sin( % 2
&xl——ﬂ:l—ﬂm—k@(hz).
1 +sin(%) N

P(ﬁw;,h) =wp —1=
De nuevo observamos, como en los otros métodos, que cuando h — 0, la con-
vergencia serd mas lenta. Pero, como es logico, para h pequeno, el radio de
convergencia es claramente menor que el correspondiente al método de Gauss-
Seidel. Mas concretamente, para dividir el error entre 10™, de acuerdo con la
observacién 1.2.1, se necesitan en general aproximadamente m/(2hm) iteracio-
nes.
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Capitulo 2

Método multigrid

2.1. Ideas principales

Utilizando el esquema del método de Gauss-Seidel con el orden lexicografico
(1.7) sobre el problema modelo ocurre que el error se hace cada vez més suave.
Esto no quiere decir que se haga cada vez mas pequeno, si no que la diferencia
de los errores en nodos distintos serda cada vez més pequeno. En la Figura de
mas abajo se pretende mostrar la idea del efecto del suavizado sobre el error. De
hecho, si nos fijamos en la férmula del error para Gauss-Seidel (1.8), podemos
interpretarla como un promedio de los errores en los puntos ya aproximados.
Esto nos lleva a uno de las ideas fundamentales con las que trabaja el método
multigrid:

= Principio de suavizado. Este principio se basa en que la mayoria de los
métodos clasicos iterativos aplicados sobre problemas elipticos discretos
tienen un efecto de suavizado sobre el error de la aproximacion.

‘rru‘“ M f | W
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Figura 2.1: Representacién del error utilizando el método de Gauss-Seidel con el
orden lexicogréfico sobre el problema modelo con h = (1/2)°. Error con iterante
inicial aleatorio, tras una iteracién, tras 10 iteraciones y tras 20 iteraciones.

Una vez que tenemos una funcién que es suave en una cierta red de puntos
podremos, sin una gran pérdida de informacién, aproximarla en una red més
gruesa. Es decir, puesto que hay poca diferencia entre los valores de la funcién en

21
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los distintos puntos de la red, podremos aproximar dicha funcién en un punto
utilizando el valor de la funcién en puntos mas alejados. Esto nos lleva a la
segunda idea basica de los métodos multigrid:

= Principio de engrosamiento de la red. Los errores que sufren el efecto
del suavizado tras varias iteraciones pueden ser aproximados en un red mas
gruesa.

Una ventaja clara del engrosamiento de la red es que, aproximar en una red
m4&s gruesa, tiene un coste menor que en la red mas fina.

Otra de las ideas fundamentales del método multigrid es la que mostrare-
mos a continuacién observando los desarrollos de Fourier del error. En nuestro
problema modelo, el error e, = ej*(x,y), con (z,y) € Qp, puede ser escrito de

la forma
N-1

en(z,y) = Z ay g sin(krz) sin(lmy), (2.1)
k=1

para ciertas constantes o ; ya que, como vimos en la seccién 1.2.1, los vectores
correspondientes a los valores nodales de las funciones

vgi(z,y) = sin(kmz) sin(lry)

son linealmente independientes. De hecho, dichas funciones, aparte de ser au-
tofunciones de la matriz de iteracién de Jacobi By, también son autofunciones
del operador discreto Ay, ya que

Ay By, —I).

4
Claramente, los autovalores de Ay, se deducen inmediatamente de los de By, en
(1.6) y son

1

2 (2cos(Imh) 4+ 2 cos(kwh) — 4).

A continuacion definimos las componentes de alta y baja frecuencia del error.

Definicién 2.1.1 Para k,l € {1,...,N — 1}, llamaremos componentes de baja
frecuencia a los términos vy, tales que max(k,l) < N/2. De la misma forma,
diremos que vy, es una componente de alta frecuencia si N/2 < méax(k,l) < N.

Esto nos permite tratar, de forma sucinta, el iltimo principio en el que se
basa el método multigrid:

= Principio de correccién en red grosera . Basado en el hecho de que
si el error se suaviza, esto significa que las componentes de alta frecuen-
cia en (2.1) se hacen pequerias tras varias iteraciones. Sin embargo, las
componentes de baja frecuencia apenas se verdan afectadas.
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En nuestro problema modelo en la red Q, con h = 1/N, si N es un ntmero
par, consideramos la red mas gruesa Qy, donde H = 2h. Esta eleccion de
engrosamiento de la red es conocida por engrosamiento estdandar y serd la que
utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Observamos que las autofunciones vy ; verifican las siguiente igualdades en
Qop

(2, y) = —oN—ki(2,y) = —vkN—1(Z,Y) = ON—k N—1(2,Y),  (2,y) € Qop.

Demostremos la igualdad vg(z,y) = vn—r n—i(x,y), con (z,y) € Qap, para
mostrar las ideas con las que se prueba el resto de igualdades. Primero, utilizando
la féormula trigonométrica del seno de la suma de angulos tendremos:

UN—k N—1(x,y) = (sin(N7z) cos(knz) — cos(Nnz) sin(krz))
(sin(Nwy) cos(lry) — cos(Nmy) sin(imy)).

Ahora, teniendo en cuenta que h = 1/N y que los puntos (x,y) € Qg son
aquellos de la forma x = 2ih, y = 2jh, parai,j € {1,...,(N—2)/2}, entonces x =
2i/N, y = 2j/N. Sustituyendo, y teniendo en cuenta que sin(27i) = sin(27j) =
0 y cos(2mi) = cos(2mj) = 1, en la expresién de arriba llegamos a la igualdad
que buscdbamos.

Con esto lo que tenemos es que, en {29y, estas autofunciones son indistingui-
bles, y por lo tanto, tenemos que solo las componentes de baja frecuencia son
visibles en Qs5,, ya que las de alta frecuencia coinciden con las de baja frecuencia
(a esto se le conoce como aliasing de frecuencias).

Hasta ahora hemos descrito las bases del método multigrid en dos redes.
Vamos a introducir las nociones del método en méas de dos redes y, para ello,
supondremos que N es una potencia de 2. Por lo tanto, h = 27P y denotaremos
las redes de nodos de la forma

Qn, Qon, Qany -y Qg

donde €2, es la red mas fina y Q, es la red més gruesa formada por un dnico
punto.

De la misma forma que hemos distinguido componentes de alta y baja fre-
cuencia en las redes (Qp, Q2y), ahora haremos lo mismo con las redes (Q2p, Q4p)
y continuaremos con toda la secuencia de redes. Anteriormente comentamos que,
usando la iteracion de Gauss-Seidel en la red €2}, generamos unas componentes
de alta frecuencia (h,2h) del error que se van haciendo cada vez mds pequenas.
Las componentes de baja frecuencia (h,2h) son visibles en {255, y pueden ser
aproximadas en dicha red. La iteracion de Gauss-Seidel afecta también al resto
de redes y, por lo tanto, generamos componentes de alta frecuencia pequenas
(2h,4h), componentes de alta frecuencia (4h, 8h) pequeiias y asi sucesivamente
con el resto de redes.

En resumen, lo que se pretende destacar es la idea de que métodos iterativos
adecuados, como puede ser Gauss-Seidel, dardn una rapida reduccién de las
componentes de alta frecuencia de los errores en las diferentes mallas.
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Figura 2.2: Secuencia de un engrosamiento estindar de mallas desde una malla
de tamano h = 1/16.

2.2. Procedimiento de suavizado del error

Como hemos mencionado anteriormente, los métodos iterativos clasicos tie-
nen un efecto de suavizado sobre el error de una aproximacién. Este efecto de
suavizado es una de las bases del método multigrid y, en esta seccién, anali-
zaremos el efecto de suavizado de los métodos iterativos clasicos de Jacobi y
Gauss-Seidel.

A los métodos clasicos iterativos, como el de Jacobi y Gauss-Seidel, se les co-
noce como métodos de suavizado o métodos de relajacion cuando son utilizados
con la intencién de suavizar errores.

2.2.1. Iteracién tipo Jacobi

Para el problema modelo, la férmula de iteraciéon del método de Jacobi es

m 1 m m
2t (i, y5) = 1 (=12 ful@i, ;) + up (s — hyy;) + up (@i + hyy;)
Fup (wi,y; — h) +up' (zi,y; + b))
m—+1

uh (xzayj) = Z;Ln+1($iayj)7

con (z;,y;) € Qp y donde uj", uZ’H denotan la antigua y la nueva aproximacién
respectivamente.
Podemos generalizar esta iteracién introduciendo un parametro de relajacién
w:
m+1 _ . m m+1 m
up T =g Fw(z T —up).

A la relajacién del método de Jacobi con el parametro w lo denotaremos por
w-JAC. Para w = 1 tendremos que w-JAC es el método de Jacobi tradicional.
El método iterativo w-JAC puede ser escrito como

1 h2
uptt = Sy — -

donde el operador Sj,(w) viene dado por

h2
Sn(w) = I + ‘*’TAh. (2.2)
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Para un estudio de la convergencia del método w-JAC analizaremos los auto-
valores de las autofunciones del operador Sy, (w). Notemos que las autofunciones
del operador Sy, (w) son las mismas que las del operador Ay, y teniendo en cuen-
ta quiénes eran los autovalores de Ay, los autovalores del operador de w-JAC
son

Xﬁ’l(w) =1- % [2 — cos(kmh) — cos(Imh)],
con k,l € {1,..., N — 1}. El radio espectral del operador,

p(Sn(w)) = max{ xS (@) (k1 = 1,0, N = 1)},
vendra dado por

p(Sh(@)) = Ix, (@) = |1 = w(l = cos(wh))| = 1 — [O(wh?)|, w € (0,1],
p(Sp(w)) >1, weR\(0,1], para h suficientemente pequetio.

Por lo tanto, podemos concluir que, para tener una buena convergencia para el
método w-JAC, tomar w = 1 es la mejor opcién.

Ahora bien, para las propiedades de suavizado la situacion es muy diferente.
Consideraremos las aproximaciones antes (wp) y después (wy) de aplicar el
método de suavizado w-JAC, para w € (0, 1], y los desarrollos de Fourier de sus
errores, esto es

N-1 N-1
_ = _ k,l
Vp = Qg Vg1,  Up = X5 (w)ou v,
k=1 k=1

donde vy, := up — wp y Uy = up — wy. Recordemos que, en el andlisis en el
que estamos interesados ahora, estamos buscando que reduzcan muy rapido las
componentes de alta frecuencia (h, 2h). Sin embargo, cuando analizamos la con-
vergencia del método, buscamos un x’,i’l(w) de forma que todas las componentes
de 75, sean lo méas pequenas posibles tras cada iteracion.

Para analizar las propiedades de suavizado del operador Sy (w) cuantitativa-
mente, definimos el siguiente concepto.

Definicién 2.2.1 Liamaremos factor de suavizado pu(h;w) de Sp(w) al valor
w(h;w) = méx{|x2’l(w)| : N/2 < méx(k,l) < N —1}.

Este valor representa el peor factor por el cual las componentes de alta frecuencia
del error son reducidos tras una iteracién. Denotaremos por p*(w) al supremo
de, entre todas las posibles elecciones de h, los factores de suavizado de Sp(w),
es decir

p* (w) := sup p(h;w),
heH

donde H denota el conjunto de todos los tamarnios de malla admisibles.
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A continuacién, mostraremos cémo el w que hace éptima la convergencia
del método w-JAC no es la mejor eleccién para tener buenas propiedades de
suavizado, es decir, no nos dara el factor de suavizado mas pequeno.

Denotamos H={h=1/n:n € N,n > 2}.

Por lo tanto, el factor de suavizado y su supremo sobre los posibles valores
de los tamanos de la malla vienen dados por

p(h;w) = max{|1l — %(2 — cos(kmwh) — cos(Iirh))| : N/2 < max(k,l) < N — 1},

* 7 w
() = mas{[1 — 21,1 - 2]},

La idea de como obtener u* es que, tomando h suficientemente pequeno, los
cosenos de la expresién anterior se acercaran al valor -1 cuando tomemos k, [ =
N — 1y al valor 0y 1 cuando tomemos, por ejemplo, k = N/2y [ = 1.
Observemos que, para un h suficientemente pequeno, p(h;w) > 1, paraw < 0
y w > 1. Por lo tanto, no tendremos propiedades de suavizado en estos casos.
Para w € (0,1), veamos que w = 4/5 es la eleccién éptima para tener las
mejores propiedades de suavizado para el método w-JAC en este modelo. Es
decir, buscaremos w € (0,1) que haga lo mds pequenia posible la expresién
méx{|l —w/2|,]|1 — 2w|}. Viendo la figura 2.3 anteriores tenemos que la funcién

1 e

==
T e :

\ ~
0sl It =3 max(fg)

-
07F H"x\._\__
~—
R
0.6 |
- X

0.5 \
0.4
0.3
0.2
01y

Figura 2.3: Representacién gréfica de las funciones f(w) = |1 — 2w| (en rojo) ,
g(w) = |1 —w/2|(en verde) y méx(f,g) (en azul) con w € (0, 1).

méx{|l —w/2|,]1—2w|} alcanza su valor més pequefio cuando 1 —w/2 = 2w — 1.
Despejando obtenemos facilmente que w = 4/5.
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Para el factor de suavizado u(h;w) veamos que

4 )_ 3cos(mh) 3

) S 2
"4 +cos(rh) )  4+cos(rh) 5 ORI

mf{p(h;w):0<w <1} =p (h

El infimo lo obtenemos razonando igual que hicimos en la gréfica anterior, salvo
que ahora, con todas las funciones de la forma |1 —w(2—cos(kmwh)—cos(Imh)) /2],
con N/2 < méax(k,l) < N — 1. Es decir, el infimo se alcanza para el w que
verifique

1—w (1 - COS(;")) = —1+w(l + cos(mh)).

Todo esto lo que significa es que, w-JAC con w = 4/5 reduce todas las compo-
nentes de alta frecuencia al menos por un factor de 3/5 independientemente del
tamano de la malla h.

2.2.2. Iteracién tipo Gauss-Seidel

En el caso del método iterativo de Gauss-Seidel, si introducimos un parame-
tro de relajacién obtendremos el ya mencionado método S.O.R. Para el problema
modelo el esquema del método vendra dado por

m 1 m m
2 M @i yy) = = [=B2 fa(@i,yy) + up ™ (@ — hyy;) + up (2 + hyy;)

4
+ul T (2, gy — B) + (s, y; + h)]
W = ),

con (z4,y;) € Qp y donde ul*, u;* ! denotan la antigua y la nueva aproximacién

respectivamente. Ya vimos en el capitulo anterior que wj; = 2/(1 + sin(w/N))
es el pardmetro de relajacién que mejor convergencia del método nos da. De
hecho, obteniamos que el radio espectral de la matriz de iteracién del método
S.0.R. asociado es

p(‘cw;’,h) =1- O(h)v

frente al radio espectral de la matriz de iteracién método clasico de Gauss-Seidel

que era
p(Ly) =1—-O0(h?).

Sin embargo, en el contexto de los métodos multigrid, las propiedades de
suavizado de los métodos tipo Gauss-Seidel son mds interesantes que sus pro-
piedades de convergencia a la solucion. A modo de resumen, antes de entrar
a analizar dichas propiedades de suavizado, destaquemos que, en nuestro pro-
blema modelo con el orden lexicografico, la introduccién de un pardmetro de
suavizado no mejorara las propiedades de suavizado del método de Gauss-Seidel
tradicional. Realizar un analisis del suavizado como el considerado para el méto-
do de w-JAC no es tan ficil y tenemos que recurrir al anélisis local de Fourier,
que considera una malla infinita para no tener en cuenta las condiciones en la
frontera.
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2.3. Analisis local de Fourier de las propiedades
de suavizado

Consideraremos en este andlisis las funciones definidas en una malla de pun-

tos de la forma

gﬁh(e,l') _ eiez/h’
donde z varia dentro de una malla de puntos infinita G}, y 6 es un pardmetro
continuo que caracteriza la frecuencia de la funcién.

Puesto que las funciones ¢(6,-) estdn definidas en una red infinita Gj, la
frontera y las condiciones frontera de nuestro problema no se estan teniendo en
cuenta. Sin embargo, el objetivo del andlisis local de Fourier, es determinar el
comportamiento cuantitativo de la convergencia y eficiencia de los algoritmos
multigrid si se incluye un tratamiento apropiado en la frontera. Ese tratamiento
extra en la frontera es muy pequeno, en comparaciéon con los puntos interiores
de la malla, cuando el tamano de la red tiende a O.

2.3.1. Primeros conceptos para el analisis del suavizado

Nos vamos a centrar en nuestro modelo con eje espaciado en dos dimensiones
y el engrosamiento estdndar de la malla. Denotemos por x = (z1,z2) y por h
a la magnitud que es el didmetro de la red en ambas direcciones. Para cada h
tenemos una malla de infinitos puntos asociada

G = {x =kh := (k1h,ksh), k€ Z?}.

Consideraremos un operador discreto Lj general sobre la malla de infinitos
puntos Gy, es decir,

Lywn(x) = Y sewn(x+Kh) (K €Z?), (2.3)
keEV

donde s, son coeficientes constantes que estaran en R o en C y que generalmente
dependerdn de h. Ademés, V' es un conjunto finito de indices.

En el analisis local de Fourier serd muy importante el papel que juegan las
siguientes funciones definidas en la malla de infinitos puntos

i0x/h — eielml/heiﬂgxg/h7

@h(evx)ze x € Gp,.

Supondremos que € varfa continuamente en R2. Observemos que ¢, (6,x) =
wn(0,x%) siy solo si

0; =60; méd 27 y 6= 0y  mdéd 2.

Por lo tanto, es suficiente considerar ¢p,(0,x) con 6 € [—m,m)%. Tendremos en
cuenta el siguiente lema

Lema 2.3.1 Las funciones ¢p(8, ) con 0 € [—m,m)? son linealmente indepen-
dientes en la malla Gy,.
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Demostracién.
Si tenemos un conjunto finito de dngulos {01, ...,0,,} C [—m,m)? y hacemos
una combinacién lineal de las funciones ¢, (05, -) igual a 0, esto es

n
Z a;pn(0,x) =0, paratodo x € Gy,
j=1
0 equivalentemente,
n
Zajewjvlle’ej’zm =0, para todo (I,m) € Z?, (2.4)
j=1

entonces necesariamente «; = 0 para todo j € {1,...,n}. Esto es sencillo de
demostrar, en el caso en que lo 0, 5 sean todas distintas, tomando los puntos de
lared de la forma (0, 0), (0, h), (0, 2h), ..., (0, (n—1)h), ya que con ellos obtenemos
el sistema lineal:

Z?:1 a; = 0

n
21927 = 0
STt =0

donde z; = e%%.2. Este sistema tiene asociada la siguiente matriz

1 1 1

21 22 Zn

n—1 n—1 n—1
21 ) Zn

Puesto que z; # z; para ¢ # j, tenemos que la matriz es de Vandermonde con
determinante distinto de 0 y, por lo tanto, el sistema tiene una tnica solucion,
que es la trivial.

Si no son todas las componentes 6, o distintas, habria que escribir (2.4) como

Z ¢'%i2m Z ae®it | =0 Y(,m) e 7%

j:0; 2 distintas j:0j,2 es la elegida y 0, 1distintos

De aqui, por lo anterior, los paréntesis deben anularse y, aplicando de nuevo el
razonamiento anterior con ¢;; en lugar de 6; 2 se obtendria que a;; = 0. O

Veamos la siguiente propiedad de las funciones ¢y, (0, x) que recogeremos en
el siguiente lema, cuya prueba es practicamente inmediata.

Lema 2.3.2 Para —7 < 0 < 7, todas las funciones o (0, x) son autofunciones
de cualquier operador discreto que pueda ser descrito como en (2.3). Tendremos
la siguiente relacion

Lugn(0,x) = L(0)on(0,7) (z€ Gy),
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con

Ly(8) = Zsmew"7
el autovalor formal de Ly,.

Una vez vistas estas propiedades de las funciones ¢y, (6,x) volvemos a cen-
trarnos en las propiedades de suavizado. Para el andlisis de dos mallas y su
suavizado tendremos de nuevo que distinguir entre componentes de alta y baja
frecuencia en Gy, con respecto a Gaj,. La idea de esta distincién vuelve a estar
basada en el hecho de que solo las funciones de la forma

on(0,-) con _777 <0<

0ol

son distinguibles en Gyj,. Més concretamente, para cada 6 € [—7/2,7/2)?, te-
nemos otras tres funciones de alta frecuencia, (6, -), que coinciden en Gy con

©r(60,-) v, por lo tanto, no son distinguibles en Gap,. De hecho, tenemos
on(0,%) = pn(0,x) para cada x € Gap si ysolosi @ =60 méd .
Definimos rigurosamente las funciones de alta y baja frecuencia.

Definicién 2.3.1 (Funciones ¢, de alta y baja frecuencia)

= Diremos que ¢p(0,-) es de baja frecuencia si y solo si @ € TV :=

us s 2
[-3:3)"
= Diremos que vp(0,+) es una componente de alta frecuencia si y solo si
6 € T = [-m,m?\ [-3,3)".

Con la introduccién de estos conceptos desarrollaremos a continuaciéon el
andlisis del suavizado.

2.3.2. Analisis del suavizado

El método de suavizado para Apup = f puede escribirse de la forma
Lz'll—}h + L;Lwh = fh; (25)

donde wy, es la aproximacién anterior y wy es la nueva aproximacion de wyp,.
Entonces, podemos caracterizar al método de suavizado por la siguiente escision

Ah = L;_t + L}:
En el caso concreto de GS-LEX tendremos que la escisién viene dada por

1 0 1

1
:ﬁ1—4o,L;=ﬁog1

1 h h

Ly
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Hemos escrito los operadores con la notacién de la molécula computacional
para aligerar la notacién. Una breve explicacién de como manejar esta notaciéon
es que funciona de forma similar a una matriz de coeficientes de un sistema
lineal, es decir, los coeficientes que aparecen en los corchetes son los coeficientes
que tendra la funcién (evaluada en un cierto punto) a la que se le aplica el
operador (donde no hay coeficiente entonces es 0). Entonces nos preguntamos,
jen qué punto se evalua la funcién que estd siendo multiplicada por uno de
los coeficientes? La respuesta nos la da la posicién que ocupa cada coeficiente
en el corchete. En el punto central estard evaluada en el punto (z;,y,), si nos
movemos a la izquierda entonces en (z; —h,y;) y si nos movemos a la derecha en
(x;+h,y;). De la misma forma, si nos movemos hacia arriba entonces (x;, y; +h)
y si nos movemos hacia abajo (z;,y; —h). Con esto hacemos el resto de posiciones
de dentro de los corchetes y, notemos que, el salto en los puntos de la malla nos
lo da el subindice en el corchete derecho.
También podemos hacer la escisién para w-JAC

L1 0 o1 1
Li=55 0 ~4/w 0| , Ly=75|1 —4(1-1/w) 1
0 h 1 h

Todo esto sera valido para cualquier operador discreto que admita localmente
la escisién (2.5).
Puesto que Apup, = f, restando en (2.5) tendremos

LZ@h + L]:Uh =0,

donde vy, = up — Wy, vy = up — wp. También tenemos, de forma equivalente,
que v, = Spvp, donde Sy, es el operador de suavizado resultante.
Aplicando a L;f y a L, las autofunciones ¢(@,x), obtenemos

Lzeiex/h _ E;Li- (a)eiﬂx/h

L;eiex/h — L; (e)e’iex/h7

donde EZ(O) y E;(B) denotan los autovalores formales de los operadores L y
L, , respectivamente. De aqui se deduce de manera inmediata el siguiente lema:

Lema 2.3.3 Todas las funciones ¢p(0,-) con Z;(O) # 0 son autofunciones de
Sh:
Sup(6,7) = 5(0)p(8,2) (—7 <6 <)

con Sy(8) := L; (0)/L;(8).
Basandonos en este lema tenemos la siguiente definicién:

Definicién 2.3.2 El factor de suavizado (woc) es la magnitud dada por

Hioc = /’Lloc(Sh) = Sup{|§h(9)| -0 c Thigh}.
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GS-LEX, 110(S)) = 0,5

En el caso GS-LEX, tendremos que

1 0
L;eiex/hzi 1 —4 0 eiex/h

A h

- _4+e—i91 _’_e—ieg)eiex/h7

1

- 1 ei@x/h
h2

0
L h

(e—i91 + e—ieg)eiex/h.

— 10x/h __
Lye =

O O

1
T n2

Y, por lo tanto, aplicando el lema 2.3.3 tenemos que

~ o E;(@) B e 4 02
Sn(0) == —E}J{(G) T 4 _ o _ o—ifa"

Por tanto, el factor de suavizado para GS-LEX, resulta ser

—i6 —i6
e b
_ . gh
/’LloC<Sh) = Sup { ’ 4_ 01 _ o—i0> ’ 0eT .
Para buscar dicho superior, notemos que buscar el superior de la funcién

671;01 + 677:62
— e~ _ o—if2

9(6) =7

es equivalente a buscarlo de la funcién f(0) = g(0)?, que es méas sencilla de
manejar. Ademds haciendo algunas operaciones tenemos

oy (cos(01) + cos(62)) — i(sin(fy) + sin(62)) |2
(cos(f1) + cos(2) — 4) — i(sin(6y) + sin(62))

_ (cos(fh) + cos(2)? + (sin(fy) + sin(6))?
(cos(01) + cos(02) — 4)2 + (sin(hy) + sin(f3))>?

B 1+ cos(6; — 03)

9+ cos(f; — 02) — 4(cos(01) + cos(62))

Empezamos estudiando los puntos criticos en el interior de 79", Para ello,
tendremos que ver los puntos en 779" donde se anule V f, que toma la forma

—sin(01 —02)(9+cos(01 —02) —4(cos(01)+cos(02))) —(14cos(01—02))(— sin(0; —O2)+4sin(61))
(94-cos(01—602)—4(cos(01)+cos(62)))?

sin(61 —02)(9+cos(01 —602)—4(cos(01)4cos(02)))—(1+cos(61 —02))(sin(01 —02)+4sin(6s))
(94cos(01—02)—4(cos(01)+cos(62)))?
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Anulamos ambas componentes y sumandolas, se obtiene que debe cumplirse
(COS(92 — 91) + 1)(sin(91) + Sin(az)) =0.

Por tanto, o bien cos(62 —60;) = —1 o bien sin(f;) = —sin(fs). En el primer caso,
f(8) =0, con lo cual es un minimo de la funcién y no un méaximo. Si no ocurre
eso, pero ocurre lo segundo, para que (01, 62) € T"9" debe ocurrir #; = —0, con
|61| > 7 /2. Estudiando la funcién f(6,) = f(01, —61) en el intervalo [—7/2, 7/2),
puede observarse que es positiva y el méaximo se tomaen 6, = 7y f(7) = 1/5. Se
ha obtenido en cualquier caso, un punto de la frontera de 79" y no del interior,
con lo que concluimos que no hay puntos criticos en el interior de 79",

Estudiemos ahora el supremo en la frontera de 779", Se puede ver, hacien-
do la grafica de cada una de las funciones que obtendremos a continuacion,
que ninguna de las siguientes funciones alcanza su maximo en los extremos del
intervalo.

w0 =7/2, —7/2<60y<m/2:

1+ cos(m/2 — 05) 1+ sin(6s)

f(m/2,02) = 9 + cos(m/2 — 03) — 4cos(6y) T 9+ sin(6s) — 4 cos(6s)

Se trata de una funcién en una variable. Estudiamos sus puntos criticos:

0

7/2,02) <= 0 = 2cos(f2) — sin(f2) — 1.

Despejando cos(6s), elevando al cuadrado y utilizando sin?(63)+cos?(fy) =
1, se obtiene la ecuacién 5sin?(63)+2sin(fs) —3 = 0, con lo que tendriamos
dos puntos criticos: 2 = arccos(4/5), —n /2. Evaluando la funcién en cada
uno de los puntos criticos y en el otro extremo tendremos que:

F(r/2,~7/2) =0, f(r/2arccos(4/5)) = 1/4, f(m/2,7/2) = 1/5.

"0y =—7/2, —7/2<6; <7/2

1-— sin(@l)

f(61,—m/2) = 9 —sin(f;) — 4cos(6y)

De nuevo estudiamos los puntos criticos de esta funcién de una variable:

13}
0= an(Hl, —7m/2) <= 0=1—2cos(#;) — sin(by).
1
Las soluciones de esta ecuacién son 6y = — arccos(4/5), 7/2 y, evaluando,

en estos puntos criticos y en el otro extremo tendremos

f(n/2,—m/2) =0, f(arccos(4/5),—7/2)=1/4, f(-=/2,—7/2)=1/5
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w Oo=7/2, —7/2<6,<m/2:

B 1+ sin(6q)
f(6r,m/2) = 9 +sin(0y) — 4cos(01)'

Esto es la misma ecuacién que en 61 = 7/2 y, por lo tanto, el méximo se
alcanza en ¢, = arccos(4/5).

w0 =—7/2, —w/2<0y<7/2:

1 — sin(6q
F=m/2,92) = 5= @) —(4c)os(92)'
Misma ecuacién que en el caso 3 = —m/2, entonces el méximo estd en
0y = —arccos(4/5).
m ) =—m, —-w<0y<m
1 — cos(6-)

f(=m,02) = 13- boos(0s)”

Derivamos y tenemos

0 (—m,05) < sin(f2) = 0.

005
Concluimos que los puntos criticos son 63 = 0, —7, y evaluando tendremos

que

f(=m,0) =0, f(=m —m)=1/9.

1 —cos(1)
JOn =) = 55 o)

Tenemos las mismas ecuaciones de antes. Por lo tanto, tendremos los mis-
mos resultados solo que ahora para 6.

= =7, —w<bO<m:
1 — cos(62)
0y) = ————"—.
J(m,62) 13 — 5cos(f2)
Mismos resultados que en los casos anteriores.

mh=7m, —7w<6;<m:
1 —cos(61)

0, 7) = —————.
f(61,m) 13 — 5cos(61)
Mismos resultados que en los casos anteriores.

El Teorema de Weirstrass nos aseguraba que la funcién f alcanza su méximo
en Thigh pero, de hecho, hemos visto que lo alcanza en 779", Comparando
las evaluaciones de f en los puntos criticos que hemos obtenido en la fronte-
ra tenemos que el maximo se alcanza en (61,60) = (7w/2,arccos(4/5)) donde
f(m/2,arccos(4/5)) = 1/4. Con lo que se demuestra que o = 0,5, para GS-
LEX con el engrosamiento estandar.
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S.O.R. o w GS-LEX
El método w GS-LEX viene dado por

m 1 m m
2 (@i, y5) = i[_thh(xiayj) +up ™t (@ — hyyg) + up (i + hoyj)
+ UZLH(%, y; — h) +up'(zi, y5 + h)]
up ™t =t (T =),

de donde podemos deducir la escisién L, , LZ teniendo en cuenta que, despejan-

do ZZH en la segunda ecuacion, sustituyendo en la primera, y despejando fy,
se tiene
4 m+1 w m+1 m—+1
In(xi,y;) = R LUk (wi,95) — Z(uh (zi = hyyy) +up™ (2,95 — h)

Fup' (zi + h,y;) +up' (6, y; + b)) = (w = Duy' (2i,95)]
con lo que finalmente las matrices LZ, L, son

0 1

1 1 o
Lf =45 |1 _13 0| , Ly =330 774(0”1) 1
h h

Para obtener el factor de suavizado notaremos entonces que

; 1, 4 ; o
L;ewx/h = ﬁ(_; 4 e~ 01 + e—zﬂz)ezex/h’
; 1, 4w-1 , o
Ly eo*/h = ﬁ(_(“’i) F ey (i02)ei0x/h
y por lo tanto,
~_ 61 i0g
5 L, (6 1—w@e - pwe®
§,(0) = —Ln(®) 1wt S 4

Lie) e

Estudiemos el superior de |S),(0)| en T"9" y para ello, como en el caso de GS-

LEX, estudiamos la funcién |S,(8)|?. Escribiendo las exponenciales complejas
en funcién de senos y cosenos tendremos

((w—1) — £(cos(b) + (:03(92)))2 + (£ (sin(6:) + sin(ﬁg)))2.

|§h(9)|2 = 2 . . 2
(1 — % (cos(61) + cos(62)))” + (4 (sin(61) + sin(62)))

Desarrollando los cuadrados y haciendo las simplificaciones oportunas, se llega
a la expresion

(W —1)2 + < (1 + cos(6) — 0a)) — (w — 1)%(cos(61) + cos(63))

— ;
O e cos(01) + conlla)) + (1 + cos(fy — )
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] K | /

0.85 \ /f
0.8 \
b i
\ /
0.75 \ o

0.7 \ /_/
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| A ¥
0.55

0.5 RN

0.45

Figura 2.4: |5),(0)| frente a w para 0 < w < 2.

Buscar analiticamente el valor superior de la funcién en 779" es mas compli-
cado que en el caso GSLEX. Por lo tanto, hemos realizado con MATLAB una
representacién de la funcién para valores w equiespaciados 0,01 en el interva-
lo (0,2) que se muestra en el figura 2.4. En esta representacion gréfica vemos
que el wept, que mas pequeno hace el factor de suavizado, esta muy cerca de 1.
Los beneficios que proporciona sobre las propiedades de suavizado el wyp: son
muy pequenas en comparacién con el trabajo adicional que supone encontrarlo
y utilizarlo en el proceso de suavizado (2 operaciones més por cada punto de la
malla).

2.4. Introduccion al ciclo de 2 mallas

Como ya dijimos al principio del capitulo, el método multigrid se basa en dos
principales ideas: el suavizado y la correccién en malla grosera. En esta seccion
vamos a presentar estas ideas para dos mallas con la intencién de generalizarlo,
mas adelante, en multiples mallas.

2.4.1. Aproximacion de la solucion de la ecuacion del de-
fecto

Para el problema discreto dado por Lyun = f3 , si u}' es una apoximacién
de up, denotaremos en esta seccion el error por

vp' = up — Uy
Ahora, denotaremos por el defecto o residuo a

dzn = fh - Lhu}?. (26)
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Obsérvese que el error es la diferencia entre la solucién y la aproximacién de la
solucién de nuestro problema discreto. Sin embargo, el defecto es la diferencia
entre la imagen de la solucién y de la aproximacion de la solucién de nuestro
problema discreto a través del operador Lj. Es claro por (2.6) que se tiene la
ecuacion del defecto

LhU;Ln = dzl, (27)

y se puede considerar el siguiente proceso
upt — dpt = frn — Lpupt — Loy =d)' — up = up' +vp'.

En si, este proceso no supone ninguna mejora o diferencia a lo que ya tenfamos.
Sin embargo, si en lugar de considerar Lj, tomamos una aproximacién mas
simple Lj; de forma que exista su inverso L;l, la solucién de

nos dara una nueva aproximacién de nuestro problema discreto dada por

m+1 . . m Am
U, =y Uy

Por tanto, el proceso anterior se convierte en lo siguiente
upt — dpt = fr, — Lpujy — Loyt = d' — u)" ™ =t + o

Entonces, empezando con un u y aplicando el proceso sucesivas veces, ten-
dremos un proceso iterativo. El operador de iteracién del proceso vendra dado
por

My, =1, — CpLy : G(Q) — G(),

donde C, := (Lj)~! e I, denota el operador identidad en G(€,), que es el
espacio de funciones definidas en la malla ;. Es decir, el proceso iterativo es
de la forma

uhm+1 = Mpuuyp' + sp, donde sp, = (f/h)_lfh (m=0,1,2,...).
Para el error tendremos que
vt = Myt = (I, — CrLp)vy*  (m=0,1,2,...),
y para el defecto se tiene que
dyt = LyM, Ly d = (I — LpCr)dy (m=0,1,2,...).
Comenzando con el iterante inicial ©° = 0, tendremos

ul = (I + My, + MZ + ...+ M) (Ly) "L fo
= (I, — MJ")(Iy, — M)~ Y(Lp) "L f (2.8)
= (I — Mi")Ly* fa
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Las propiedades de convergencia del proceso arriba descrito estan caracteri-
zadas por el radio espectral del operador de iteracién, dado por

p(Mp) = p(In — CpLy) = p(In — LpCh).

Para cualquier norma matricial asociada a los valores en la red §2; entonces,
los valores || I, — CpLp|| v |[In — LpCh|| son cotas superiores para el factor de
reduccién del error y para el factor de reduccion del defecto, respectivamente,
por cada iteracion.

Observacion 2.4.1 Aplicar un método clasico iterativo, como Gauss-Seidel o
Jacobi a la ecuacion Lyup, = fr, se puede interpretar como aproximar la solucion
de la ecuacion del defecto (2.7) en el siguiente sentido:

= Si consideramos como aproximacion 05" la obtenida tras una iteracion del
método Gauss-Seidel (con iterante anterior nula) a la ecuacion del defecto,

esto queda
o )i =30 i (015
(0p")i =
Qi
(fn)i = (Lnu)i = 350 @i (T —up);

b
Qi

donde a;; son los coeficientes de la matriz del operador. Por lo tanto,

aplicando que u?f“ =uy' + 0" en el lado izquierdo, tendremos
(i, = (fn)i = i aig ™)y = 30, aig(up));
ho )i = :

A5

)

Esto es el método iterativo Gauss-Seidel aplicado a Lpup = fj.

= Veamos ahora que tomando ﬁh = %Dh, donde Dy, es la diagonal de la
matriz del operador Ly, obtendremos en el proceso el método iterativo de

w-JAC. Es obvio que

y por lo tanto,
w
()i = (uf)s + 7 (fn)i = (Lnui')a)-
K3
Esto ltimo es exactamente el método iterativo de w-JAC aplicado al pro-
blema Lpup = f.
2.4.2. Correccion en malla grosera

La idea es resolver la ecuacién del defecto (2.7) en otra malla mds gruesa
Qp. Esto es, la ecuacién del defecto es remplazada por

~m __ gm
LH’UH _dH
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Supondremos que Ly : G(Qp) — G(Qp), con dim(G(Qg)) < dim(G(Q)), v
que existe (Ly)~!. Puesto que d7* y 9% son funciones en la red grosera Qp,
definimos dos operadores que nos lleven desde la malla fina Qp, a la grosera Qg
y viceversa. Estos son

IF . G() — G(Q), 1% :G(Qw) — G().

Usaremos como [ f la restriccion de una funcién en la malla ), a la malla Qg

y, por lo tanto, dj; vendra dado por la expresién

E = I}{I ;znv
y usaremos [ ;} un interpolador, es decir, un operador que a partir de los valores
de una funcién en Qg la extienda a €, y por lo tanto tendremos
om = IO
En resumen, llamaremos correccién de malla grosera al siguiente proceso:
s Partimos de la ecuacién del defecto dj* = fr, — Lyuj'.
= Restringimos el defecto a la malla grosera d} = I, f dpr.
= Resolvemos en la malla grosera el problema Lg0% = df;.
= Interpolamos para volver a la malla fina 0" = I% o7
= Obtenemos la nueva aproximacién u;L”H =up' + 05",

El operador asociado viene dado por I, —Cy Ly, donde Cp, = II}?IL;III,{I. Pero
debemos destacar que el proceso como tal no es convergente ya que tenemos que

p(I, — INL T L) > 1 (2.9)

Esto ocurre debido a que el operador [ ,{{ parte de un espacio de dimension
mayor a uno de dimensién menor y por lo tanto el operador Cp = I ZL;I ,f[ es
no invertible. En particular, esto implica que Cy Lpv, = 0, para cierto v, # 0,
y por tanto 1 es siempre autovalor de la matriz en (2.9).

Ejemplo 2.4.1 Para el operador inyeccion I}{{, cualquier error vy, € G(Qp,) con

0 para P € Qg
arbitrario para P & Qg

Lyon(P) = {

se conuvierte en 0 tras aplicarle If y, por lo tanto, al aplicarle C},. Esto es, el
iterante no cambia tras ser aplicada la correccion en malla grosera.
Mds concretamente, consideramos nuestro problema modelo con h = 1/N y

N N
vp(z,y) = sin(;mc) Sin(;ﬂ'y).
Esta funcion es de alta frecuencia y, con el engrosamiento estdndar, tendremos
vp(P) = Lyvp(P) = I Lyvp(P) =0 VP € Q.

Con este ejemplo pretendemos mostrar que es una funcion de alta frecuencia
la que se va a 0. La forma de hacer el método convergente serd suavizar, como
VETemos a continuacion.
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2.4.3. Estructura del operador de dos mallas

Hasta este punto lo que tenemos es que el ciclo de dos mallas se basa en la
aproximacién del error utilizando un operador mas simple que (L)~ !. Dicha
aproximacién sera [ I’}L;I f . Sin embargo, esto no nos da un método conver-
gente y para arreglarlo se introduce un pre y un post suavizado.

A continuacién, mostraremos cémo quedaria el proceso de un ciclo de dos
mallas.

Ciclo de dos mallas u}""' = TGOYC(u}?, Ly, fn,v1,v2)

1. Presuavizado: Calculamos ;" aplicAndole v; iteraciones de un método de
suavizado a u}":

’UZL = SMOOTH" (uzn, Ly, fh)
2. Correcion en malla grosera

» Partimos de la ecuacién del defecto d7* = fon— Lpuy.
= Restringimos el defecto a la malla grosera Jﬁ =1 f CZZI.
= Resolvemos en la malla grosera el problema Lyo7 = d7}.

= Interpolamos para volver a la malla fina " = %97

s 2 -C -_— ~
» Obtenemos la nueva aproximacién uy "~ = a}* + 0"
3. Postsuavizado: Calculamos uhm+1 aplicandole v5 iteraciones del método de

. 7C‘
suavizado dado a uzn :

u = SMOOTHY (u)"C, Ly, fn)-

Observamos que el operador que obtenemos ahora es
M =S K Sy donde Ki i= I, — I L I Ly,

La experiencia con los métodos multigrid muestra que la eleccién de cada
componente del método tiene una gran influencia en la eficiencia del método.
Sin embargo, no hay reglas que nos indiquen cudles son las mejores elecciones de
los componentes para construir algoritmos éptimos en las distintas aplicaciones
del método. Una forma de elegir una buena componente del método puede ser
estudiando las propiedades de cada componente en cada problema concreto, de
forma similar a como hicimos con las propiedades de suavizado de los métodos
cldsicos para nuestro problema modelo.

2.5. Componentes del método multigrid

A continuacién daremos algunos ejemplos de componentes del método mul-
tigrid que serdan utilizados en el desarrollo de este trabajo.



2.5. COMPONENTES DEL METODO MULTIGRID 41

2.5.1. Eleccién del operador en la red grosera Ly

Consideramos el engrosamiento estandar de €, a 9. La eleccion natural
que haremos serd la del andlogo a Ly, en la red Q. Es decir, para el problema
modelo tendremos que

1 1

H

2.5.2. Eleccion del operador restriccion

El operador restriccién T2 més sencillo serfa la inyeccién. Sin embargo, en
este trabajo el que més utilizaremos serd el operador full weighting (FW) que
en notacién de molécula computacional viene dado por

2h
1
16

— N =
N = DN
— N =

h

y aplicado a la funcién dj, tendremos que, para (z,y) € Qap,
th(:Bv y) = I}%hdh(‘ra y)

1

+2dp(z,y — h) +dp(z+ hyy+ h)+dp(z+ h,y — h)
+dp(x —h,y+h)+dp(x—h,y —h).

Observacion 2.5.1 El operador FW se puede obtener a partir de la version
discreta de la condicion

| wepdsdg= [ (1)(.g)dads,
ny Qz,y

donde Q= [x —h,x + h] X [y — h,y + h]. Indicaremos brevemente cémo verlo:
Aplicando la regla de cuadratura del punto medio a la derecha, tendremos

/Q (12"w) (2, g)dedyg =~ (2h)2(I"w)(x. ).

T,y

En el lado izquierdo, escribiremos la integral de la forma

y+h px y+h pxth
/ w(z, y)dzdy :/ / w(gf:,gj)dfcngr/ / w(Z,y)dzdy
Q Y z—h Yy T

Y z+h Y
+/ / w(ﬁc,g)d;ingr/ / w(Z, y)dzdy.
y—h Jx y—hJxz—h

A cada una de estas integrales le aplicamos la formula de cuadratura del trapecio.
Igualando ambas expresiones llegamos al operador FW.

z,y
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2.5.3. Eleccion del operador interpolador

Consideraremos a lo largo del trabajo el interpolador bilineal, que viene dado
por

11}2@(%1/)7 ) parag, . par,
. ?[112;1(:10, y+h)+ ?gh(m, y—h)], parajy par e Zimpar,
IQhU2h($a y) = ?[UQh(x + h, y) + U2h($ —h, Z/)L para% unpar e %pam
7[02n(x 4 h,y + h) + Oop(x + h,y — h)
+oon(x — hyy + h) + Gap(z — hyy — h)], paraj, # impar,

que en notacién de la molécula computacional lo escribimos de la forma
h

ho_
I2h_

RNy

1
2
1

[ NSRS )
[ N

2h

2.6. Analisis local de Fourier del ciclo de 2 ma-
llas

En esta seccién aplicaremos el analisis local de Fourier al operador en dos
mallas M }fl definido anteriormente, donde estaremos considerando el engrosa-
miento estdndar H = 2h. Para el calculo de su factor de convergencia anali-
zaremos cémo actian los operadores Ly, I ,If Ly, I I’}I y Sp, sobre las funciones
(P}L(O, )

Para toda baja frecuencia @ = (0y,0,) € T'% = [—n/2,7/2)?, consideramos
las frecuencias

00 = (01,05), 0"V = (61,02),
0 = (01,602), 0V = (01,62),
donde
v 9i—7r siHiZO»'

Con esto damos el siguiente lema

Lema 2.6.1 1. Para toda frecuencia 6% ¢ Tlow tepemos que, para todo
x € Qop, se cumple:

@h(9(070)7 m) = @h(0(1’1)7 '75) = <ph(0(1)0)a IB) = @h(9(071)7 iL‘)

2. Cada una de estas cuatro funciones pp(0<,-) con a € {(0,0), (1,0),
(0,1),(1,1)} coinciden en Gap, (malla de infinitos puntos) con la funcidn
©2r(20%0) ) esto es

on (0%, x) = gpgh(20(0’0), x), para todo x € Gy,
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La demostracién de la primera parte del lema se obtiene de forma directa sin
mds que sustituir por cada valor de los dngulos 8%. Para la segunda parte,
veamos la igualdad para oD y el resto sera de forma analoga.

(ph(g(l,l)7 x) = i1 M)z /h (0222 /R
— eielml/heihﬂkl ei92w2/heii2k2ﬂ (xl — 2klh]’ kl E Z)

— ei91 2xz1/(2h) einQa’,‘z/(Qh) = oy, (20(0,0)7 X) .

Lo principal de este resultado es el hecho, que vamos a utilizar a lo largo de este
andlisis, de que las cuddruplas ¢, (0%, -) coinciden en Gj,. Todo esto nos lleva a
la siguiente definicién:

Definicién 2.6.1 Llamaremos a las cuatro funciones pp (0%, -) armdnicos para

. . 0.0 . .
el engrosamiento estandar. Para un 60 = 600 ¢ Tlow definimos el espacio
vectorial de dimension 4 generado por los cuatro armonicos, es decir

Ef = < (0%, ) ac{(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} > .
Tomemos ¥ € Eg que lo representaremos de la forma
= A0, (000 )+ AT 0, (00D, )+ AT, (81 )+ ACD g, (61,

Vamos a analizar como son transformados los coeficientes A% tras aplicar a v
el operador de dos redes M, ,fl =S°K f S}* para nuestro problema modelo con
engrosamiento estandar. Para ello daremos el siguiente teorema, donde I}QLh serd,
el operador FW, Iélh serd el operador interpolador bilineal y Loj, sera la eleccion
natural vista en la seccién 2.5.1, para el cual supondremos la existencia de
(Lap) ™! que serd discutido después. La demostracién del teorema se ird dando
de forma constructiva con las explicaciones posteriores a su enunciado.

Teorema 2.6.1 Bajo las hipdtesis antes mencionadas tendremos
1. FEl espacio Eg es invariante por el operador de dos mallas M,fl

2. El operador de correcion en la malla grosera K,?Lh es representado en
Eg por una matriz cuadrada de dimension cuatro que denotaremos por

K?2"(8). Dicha matriz viene dada por
Ki"(0) = I — 13,(0)(L21(20)) " 17" (6) L1 (),

para cada 8 € T, donde IAhA, f/h(H) son matrices (4 x 4) que represen-
tan los operadores I, Ly (0), I3"(0) es una matriz (1 x 4) que representa
al operador T3"(0), (L2,(20))~" es una matriz (1 x 1) que representa el
operador (L, (20))~" y, por dltimo, 11 (0) es una matriz (4 x 1) que re-
presenta el operador 11}, (0).
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3. Como los espacios EZ son invariantes por el operador de suavizado Sy, (ver
lema 2.3.3), es decir, S, : EZ — Eg para todo @ € TV, tendremos una
matriz (4 X 4), que denotaremos por Mﬁh(e), que representa al operador
M}%h en E,? y que viene dada por

M;™(8) = 5n(6)" Kii"(0)51(6)™,

donde K2"(8) viene dado en la primera parte de este teorema y Sy(0) es
una matriz (4 x 4) que representa el operador de suavizado Sp,(0).

Observamos que ademds de suponer la existencia de (Loj,)~! también estamos
suponiendo la existencia de (Lj)~! implicitamente. Es necesario suponer esto
aunque, como veremos en el ejemplo siguiente, estas condiciones no se tienen
por qué cumplir formalmente, ni si quiera en los casos mas simples.

Ejemplo 2.6.1 Tomando L, = Ay y Lop, = Aoy, en una red infinita, tendremos
que para 0 =0, ¢,(0,x) =1, para todo h, se tiene

Lyon(0, ) = Loppon (0, z) = 0.

Entonces, los operadores Ly, Loy, tienen autovalores formales nulos, lo cual im-
plica que no existe su inversa.

Con la intencién de evitar el problema mostrado en el ejemplo anterior,
razonaremos quitando el conjunto

A={0€[-n/2,7/2)*: L, =00 Ly, = 0}.

Observacion 2.6.1 El teorema 2.6.1 nos permite reducir el andlisis de la con-
vergencia del método en dos mallas al estudio del radio espectral y de las normas
de matrices cuadradas de dimension 4. Mds adelante, cuando definamos el fac-
tor de convergencia asintética, se verd esto aun mds palpable.

A continuacién obtendremos la representaciéon matricial de M ,fh estudiando
la representaciéon de cada una de las componentes del ciclo de dos mallas.

= Operadores Ly, I,.
Puesto que las funciones ¢y, son autofunciones de Ly, tendremos que, por
el lema 2.3.2, los coeficientes A% son transformados de la forma:

A(0,0) L, (009) 4(0,0)
ALD L, (%) A0
A0 | 7 Tn(000) A(1.0)
A0,1) Eh(O(O’l)) A0,1)

Esta matriz diagonal serd la matriz que denotamos en el teorema por
L (0). Por otro lado, es trivial que la matriz del operador I}, es la matriz
identidad (4 x 4) en el espacio E?.
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= Operador restriccion I,%h.
Observemos cémo el operador I3 transforma las funciones (6%, -).

1 . . . . . )
I’%h(ph(ea, (Jj,y)) _ T6[4 + 2(6101 + 6—191 + 6192 + 6—192) + 61916192

+ eiale—iez + e—igl eiez + 6_i91€_i02](ph(0a, (fL‘, y))

1
= (14 cos61)(1 + cos 2) 0 (6%, (2, 9)),

y puesto que en la red grosera ¢, (0%, (z,y)) = gpzh(20(0’0), (z,y)), tene-

mos que de EZ pasamos al espacio unidimensional < <p2h(20(0’0), ) >y

que la matriz que representa dicha aplicacién en las corresponientes bases

es

(1 + cos6y)(1 + cos fs) r

1+ cos(fy £ 7)) (1 + cos(fy £ 7))
(1+ cos(6y £ 7)) (1 + cosbs) ’
(14 cosf)(1+ cos(by £ 7))

siendo + cuando 6; < 0 y siendo — cuando 6; < 0.

o) =1 |

= Operador en la malla 2h.
La funcién <p2h(20(0’0), -) es una autofuncién de la eleccion natural, que
hicimos en la seccién 2.5.1, del operador Loj. Més concretamente

1
L2h‘p2h(20(0’0)? (.’E, y)) = ﬁ <_2 + COS(291) + COS(QHQ))(th(QB(O#O)a ($7 y))a

y, por tanto,

2h2
(—2 + cos(2607) + cos(262))

(Lo (20)) 7" =

= Operador interpolador 1%, .
Aplicando el operador interpolador bilineal a la funcién <p2h(20(0’0), -) ten-

dremos:
L21(207 (2,9)) = 02207 (2, ))
1, siy, ¥ par,
cos(fs), si%: par e #impar,
cos(fy), si¥ impar e ¥par,
cos(f7) cos(6z), siZ, ¥ impar,

Puesto que toda funcién en Eg puede ser representada como una combi-
nacién lineal de la forma

(0:0) 10V x/h + (1)) 10 x/h + q(1,0) ;0 x/h + a(o,l)eie(“vl)x/h7
los coeficientes (%9 a1 (10 (0:1) Jog obtendremos de evaluar esta
ultima expresién y la de mds arriba en los nodos de la forma (2kh, 2mh), (2kh, (2m+
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1h), (2k+1)h,2mh), ((2k+1)h, (2m+1)h), igualando ambas expresiones,
llegamos al sistema:

1 1 1 1 17 [a®®
cos 65 1 -1 1 -1 |a®D
cos 0, 1 -1 -1 1 a1:0)

cos 01 cos 05 1 1 -1 =1 [gOD

Por tanto, considerando la inversa de la matriz

11 1 1 1 a(0:0)
1{1 -1 -1 1 cos 05 . aLD
401 1 -1 -1 cos 0 a0

1 —1 1 —1| |cos#cosbs a(0:1)

Finalmente deducimos de todo lo anterior que la matriz que representa al
operador interporlador bilineal Igh viene dada por

(14 cosfy)(1 4+ cosbs)
i (6) = 1 {(1—cost)(1— cosbz)
2h 4 | (1 —-cosfp)(1+ cosby)
(1+ cosf)(1 — cosby)

Operador del suavizado Sy,

Puesto que las funciones de Fourier o (8,-) son autofunciones formales
del operador Sy, donde S, es el operador iteracién de algin método de
suavizado visto en este trabajo, es claro que S; puede ser representado
por la matriz (4 x 4) diagonal

Sn(8©)

N § 0(1)1)
Sh(G) — h( ) _ ,

Sh(e(l,())) N
Sp(6Y)

para cada @ € T'°% | donde S}, (8%) es el autovalor formal asociado a la
autofuncién formal (0%, -). Por ejmplo para GSLEX, como ya vimos,
tendremos que S;,(0) = (e701 4 e702) /(4 — e7101 — 702),

Con esto habriamos demostrado, de forma constructiva (pues damos todas

las matrices), el teorema 2.6.1.

2.6.1. Factor de convergencia asintético

Empecemos definiendo un concepto mencionado anteriormente

Definicién 2.6.2 El factor de convergencia asintético ploc(Mﬁh) es el valor que
verifica

proc(Miy") = sup{p(M;;"(8)) : 6 € T'*" \ A},
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Considerando nuestro problema modelo y el método multigrid en dos redes
con GSLEX como método de suavizado, FW como operador restriccion y el
interpolador bilineal como operador de interporlacién, hemos aproximado con
MATLARB el factor de convergencia asintético, que notemos que es independiente
de h porque las matrices reultantes Mﬁh son independientes de h. Asi, hemos
obtenido la tabla 2.1, en la que se observa que el aumento de los valores vy, 1o
reduce ambos factores, sin embargo, el factor de suavizado .. se ve reducido
mas rapido que el factor de convergencia asintdtica pjo.. Por lo tanto, si tenemos

V1T
Vi, V2 ,Ulgc 2 Ploc

1,0 | 0.500 0.400
1,1 | 0.250 0.193
2,1 | 0.125 0.119
2,2 | 0.063 0.084

Tabla 2.1: Comparacién del método de suavizado y del factor de converegencia
asintdtico cuando se aplica un ntmero distinto de veces el suavizado.

demasiadas iteraciones del suavizado entonces puede ocurrir que la aproximacion
en la red més gruesa no haga frente a los efectos del suavizado. Para nuestro
problema modelo no es recomendable tomar v 4+ 12 > 4, ya que la mejora
en el numero de iteraciones para obtener convergencia no compensa el coste
computacional mayor que supone.

2.7. El ciclo multigrid

Hasta ahora hemos descrito los principios del ciclo multigrid solo para dos
mallas de puntos. En el contexto de la teoria del método multigrid esto es poco
practico, debido a la complejidad que atin supone el problema en la red grosera.

A continuacién, pasaremos de dos mallas a varias mallas. La idea del multi-
grid reside en obtener una buena convergencia del método en dos redes si damos
una aproximacién de la ecuacién del defecto (2.7) en lugar de resolverla. Una
manera de obtener dicha aproximacion, sin tener una pérdida en velocidad de
convergencia, puede venir de aplicar la idea en dos redes de nuevo, implicando
mallas mas gruesas que Qg. Esta idea, aplicada recursivamente, nos terminars
llevando a la red més gruesa, que puede estar formada por un unico punto, y
donde resolver la ecuacién del defecto serd més sencillo. Denotaremos por vy al
indice del ciclo, que hara referencia al numero de veces que se repite el ciclo
multigrid. Para v = 1 hablamos de V-ciclos y para v = 2 hablamos de W-ciclos.

2.7.1. Definicién recursiva del método multigrid

Consideramos una secuencia de mallas cada vez més gruesas {1, , cuyo ta-
mano de malla es hy y que para aligerar la notacién denotaremos simplemente



48 CAPITULO 2. METODO MULTIGRID

por . La malla més gruesa serd denotada por g y la mas fina por €2;. Conse-
cuentemente, denotaremos las componentes del método multigrid en la seccién
2.5 por

Lk : Q(Qk) — Q(Qk), S}C : Q(Qk) — Q(Qk),
L' G() — G(), Ty () — G(),

donde Ly es la discretizacién de L (= A, en nuestro problema modelo) en la
malla Q para k =1,...,0, y donde la ecuacién original se discretiza por

Ly = fi (), (2.10)

que es el problema a resolver. El operador Si denota el operador lineal corres-
pondiente al método de suavizado que esta siendo aplicado en la malla €. De
la misma forma que en el ciclo de dos mallas, v serd el nimero de veces que
aplicamos el suavizado al problema discreto de la forma Lpui = fr para al-
guna aproximacion inicial wg. El resultado de aplicar el suavizado serd wy y
denotaremos el proceso por

WE = SMOOTH”(wk, Ly, fk)

Con estas distinciones hechas vamos a describir el ciclo multigrid o, mas
concretamente, el ciclo de (I 4+ 1) mallas para resolver el problema (2.10) para
un [ fijo.

Ciclo multigrid  u]"™' = MGCY C(k,~,u}, Ly, fx,v1,v2)
1. Presuavizado.

» Calculamos u}* aplicando el suavizado vy veces con iterante inicial
m.
upt:

ﬂkm = SMOOTH™" (uzn, Ly, fk)
2. Correccién en malla grosera.

= Obtenemos la ecuacién del defecto di* = fi — Ly}
= Le aplicamos el operador restriccién J}g’_l =1 ,’:710?}@”.

= Calculamos la solucién aproximada ;" ; de la ecuacién del defecto
en la malla Qj_; -
L0 =di"q, (2.11)

utilizando el siguiente procedimiento:

e Si k =1, entonces resolvemos exactamente la ecuacién (2.11).

e Si k > 1, entonces obtendremos la aproximacién de (2.11) apli-
cando 7y veces el ciclo de k mallas utilizando la funcién nula en
la malla ;1 como primera aproximacién

@Z:n—l = MGCYC'Y(]C - 1?')/’0)Lk—1aczzn—1aylay2)-
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= Interpolamos la correccién o;" = I ,]j_l@}f_l.

= Calculamos la aproximacién en €, u™PEME = gm 4 4m

3. Postsuavizado.

= Calculamos uZ’H aplicando el suavizado v, veces con iterante inicial

" DCMG.
u"tt = SMOOTH"? (u™PMG Ly fi).

Denotaremos por M, al operador de iteracion del método multigrid descrito
anteriormente. Con todo esto tendremos el siguiente teorema

Teorema 2.7.1 El operador de iteracion del método multigrid M; viene dado
por la siguiente recursion:

My=0
My = 5P (I~ iy (ey = ML IE ' L)S) (212)
(k=1,..,1).
Demostracion.

Es claro que para el caso en el que [ = 1 estamos en el ciclo de dos mallas y
la férmula (2.12) se convierte en

My = SV (I, — I} Ly ' I Ly ) SY.

Este operador es el mismo que vimos en la seccion de la correccién en malla
grosera, al cual le hemos aplicado un presuavizado y un postsuavizado. Por lo
tanto, para el caso de dos mallas ya tenemos demostrado este resultado.

Ahora bien, para la multimalla tenemos, por el proceso descrito anterior-
mente, que el operador viene dado por

_ k417 17k
Myy1 = S e — 17 Ly, I L1 ]S o

donde Lj, denota el operador que viene de la aproximacién Livp' = JZL, mas
concretamente el operador que viene de la ecuacién i/k@;T = cizb. Por lo tanto,
tenemos que ver quién es el operador ﬁ;l. Dicho operador es M}, aplicado v veces
con aproximacién inicial la nula y término independiente el defecto. Por lo tanto,
razonando como en (2.8) tendremos que Ii,;l = (I, — M)L;," y sustituyendo
en la ecuacién anterior tenemos

M1 = S T — I (I = M) L) IE L] P,

con lo que hemos demostrado el resultado. O

La representacién grafica de los métodos multigrid para diferentes valores de
[ suele hacerse como en la figura 2.5 donde queda claro por qué al ciclo multigrid
correspondiente a v = 1 se la llama V-ciclos y al corresponiente a v = 2, se le
denomina W-ciclo.
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Toovwow

Figura 2.5: Estructura del ciclo multigrid para dos mallas (primera figura) y
para tres mallas (el resto) y disntitos valores de v .

2.7.2. Coste computacional

En esta seccién vamos a estimar el coste computacional del método multi-
grid descrito en este trabajo. Por coste computacional entenderemos el niimero
de operaciones aritméticas necesarias que se producen al aplicar el método. Si-
guiendo con la notacién de la seccién anterior denotaremos por W; al coste
computacional tras un ciclo multigrid en €2;. Podemos convencernos facilmente
de que el coste computacional viene dado recursivamente por

Wy = WY + W,

k (2.13)
Wipr = Wiy + Wi, (B=1,...,1-1)

donde W} '\, denota el coste computacional del ciclo de dos mallas (hg1, hs)
quitando el trabajo necesario para resolver la ecuacién del defecto en Qi vy Wy
denota el trabajo necesario para resolver exactamente la ecuacién del defecto en
la red més gruesa 2y. Esta formulacién recursiva simplemente nos dice que el
coste computacional del método multigrid es la suma del coste computacional
de cambiar a una malla méas gruesa mas el coste computacional de volver aplicar
el método, un nimero v de veces, en la red més gruesa.

Si suponemos que v es independiente de la malla, es decir de k, tendremos
inductivamente la siguiente férmula para el trabajo computacional para un ciclo
multigrid:

l
Wi=> 'TPWET 4T, (1> 0). (2.14)
k=1

Denotaremos por Vi al nimero de puntos en la red €. Por lo tanto, para el
engrosamiento estidndar en dos dimensiones tendremos que N, = 4Nj_, para
k =1,...,l y donde = quiere decir igualdad salvo términos de orden inferior (por
ejemplo, los de la frontera de la malla). Supondremos que las componentes del
método multigrid (relajacién, célculo del defecto, operaciones de restriccién e
interpolacién) requieren un niimero de operaciones aritméticas por punto, de la
correspondiente malla, que englobaremos en una constante C independiente de
la malla, es decir, independiente de k. Mas concretamente, esto se traduce en la

desigualdad siguiente

WL <CON(k=1,....,1 1), (2.15)
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donde la desigualdad con el punto significa desigualdad salvo términos de orden
inferior y
C = (vwo + w1 + wa),

donde v = v1 + 15 es el niimero de iteraciones de suavizado, wg es la medida de
coste computacional por punto en la red de una iteracién del suavizado, w; es la
medida de coste computacional por punto en la red del calculo del defecto y su
transferencia a la red Q;_1 y w2 es la medida de coste computacional por punto
de red de la interpolacién de la correccion a 2 y su suma a la aproximacion
previa.

Veamos a continuacién el coste computacional total del método multigrid,
estudiado en la seccién anterior, para distintos valores de -y, supondremos que
Wy es despreciable,

= Paray=1.

1
Wy =Y Wy 4+ Wy < C(Ny+ N+ -+ Ny),
k=1
donde hemos aplicado (2.15). Puesto que estamos trabajando con el en-
grosamiento estandar, N;_, = N;/ 4% Aplicando esto a la desigualdad de
arriba tendremos
- <« N 4
Wi <C(Ny+Na+--+N) <CO> =) = CNig(1-

4k
k=0

1 4
I) < Cng-
= Para v = 2.

De nuevo aplicando (2.14), (2.15) tendremos

l -1
. 1
W, = § :zl—kw,f—l < CN, <§ 2k> < 2CNy,

k=1 k=0

= Para v =3.
Razonando como en los casos anteriores tenemos

l -1 k
. 1 3
w, = 3kwk-l < oN, —3k| =4CcN(1 - (2 W, < 4C'N,
I kE:1 r < CN kE:O G 1 1 )+ W < s

= Para v =4.
Como anteriormente tendremos

1 -1
_ _ 1
W, = ;—1: AR WEL 4 47T, =< ON, (;_O 4,64‘?) = CN,l = O(N;log(I\Vy)).

A modo de resumen, de estos casos que acabamos de desarrollar, tenemos
que cuando Wy se considera despreciable la estimacién de W; muestra que el
nimero de operaciones aritméticas necesarias para un ciclo multigrid en 2D es
proporcional al nimero de puntos de la red més fina para v < 3 y el engro-
samiento estandar. Dicha constante de proporcionalidad dependera del tipo de
ciclo, es decir de 7.
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2.7.3. Convergencia y eficiencia del método multigrid

En esta subseccién, mostraremos los resultados de aplicar al problema mo-
delo con f? =0y fU' =0, con el engrosamiento estandar, la implementacién
descrita en el teorema 2.7.1 del método multigrid. Las componentes del método
que consideraremos seran las explicadas anteriormente en el trabajo, es decir,
el método de suavizado serd GSLEX, el operador restriccion serda el FW y el
operador interpolador sera el interpolador bilineal. El tamano de la red maés fina
considerado serd hy = 1/2% y el tamafio de la red mas gruesa serd hy = 1/2.
Tomaremos como iterante inicial u° = [1,1,...,1]7.

Representaremos en escala semilogaritmica el error del defecto (2.7) cometido
en norma L2-discreta frente al niimero de iteraciones realizadas. Siguiendo con la
notacién vista en la seccién 2.7.1, denotaremos por V(vq, v2) al método multigrid
con pardmetro v = 1y por W(vq,v2) al método multigrid con pardmetro v = 2.
(v1, 2 denotan el ntimero de pasos de pre y post suavizado respectivamente).
Como se observa en la figura 2.6, los métodos V(1,1) y W(1,1) son los que

L)
-#11)
-6-W0) T

defecto

0 ) 10 19 2 2 30 3 40
iteraciones

Figura 2.6: Representacién de la norma del defecto frente las iteraciones para
los ciclos multigrid V(0,1), V(1,1), W(0,1), W(1,1).

presentan mayor velocidad de convergencia, ya que a partir de 20 iteraciones
el defecto ya es menor que 10~'? mientras que los otros métodos necesitan 40
iteraciones.
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Medicién del factor de convergencia del método multigrid en la practi-
ca

Para evaluar y analizar una iteracion del método multigrid, buscaremos de-
terminar su factor de convergencia p empiricamente. En general, nosotros solo
dispondremos de los defectos d" (m =1,2,...) y, por lo tanto, podremos medir
las siguientes cantidades

_ s o o f1
= KN

S Il S,

para la norma |[|-||o. Interpretaremos ¢ como un promedio del factor de re-
duccién del defecto tras m iteraciones. Por supuesto, debemos suponer, para
que estas cantidades tengan sentido, que dY # 0 y parece que G™) es un buen
estimador del factor de convergencia p si m estd suficientemente avanzado. En
la tabla 2.2, mostramos los resultados obtenidos para nuestro problema modelo
en las siguientes tablas.

m AT

Método | m q q
V(0,1) | 20 0.393 | 0.378
V(1,1) | 20 0.179 | 0.149
W(0,1) | 20 0.395 | 0.379
W(1,1) | 20 0.188 | 0.152
GSLEX | 1000 | 0.999 | 0.994
JACOBI | 1000 | 0.999 | 0.995
SOR | 1000 | 0.978 | 0.981

Tabla 2.2: Comparacion de los valores de ¢ y ¢™ para los distintos métodos.

Método | Malla 8 | Malla 7 | Malla 5 | Malla 3 | Malla 1
V(0,1) 0.379 0.378 0.377 0.355 0.164
V(1,1) 0.147 0.149 0.154 0.142 0.055
W(0,1) 0.379 0.379 0.377 0.359 0.164
W(1,1) 0.149 0.151 0.157 0.138 0.055
GSLEX 0.994 0.994 0.993 0.959 0.500
JACOBI | 0.995 0.995 0.995 0.979 0.707
SOR 0.993 0.981 0.910 0.678 0.475

Tabla 2.3: Comparacién de los valores ¢™ (m = 20 para multigrid y m = 1000
para los métodos multigrid) para los distintos métodos en distintos tamafos de
mallas donde el tamafio de la malla k es h = 1/2F+1,

Observamos cémo los métodos multigrid tienen un factor de convergencia
mucho méas pequeno que los métodos iterativos clasicos. También vemos que los
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métodos multigrid que menor factor de convergencia tienen son los ciclos V(1,1)
y W(1,1), lo cual concuerda con lo visto en la gréfica de la figura 2.6 pues estos
eran los métodos que antes reducian el defecto més rapidamente.

Por otro lado, en la tabla 2.3 vemos céomo el aumento en el tamano de la
malla més fina no hace que el factor de convergencia de los métodos multigrid
se acerque a 1. Sin embargo, si lo hace en los métodos clasicos. Esto se debe a
la convergencia h-independiente de los métodos multigrid que veremos un poco
mas adelante.

Eficiencia numérica

Por ultimo, consideramos la eficiencia numérica del método multigrid, es
decir, no solo tendremos en cuenta su velocidad de convergencia sino también
su coste computacional. En este sentido, la cantidad que més nos interesa para
el estudio de la eficiencia numérica serd el tiempo necesario para resolver nuestro
sistema lineal con una precisién dada. Mostramos en la figura 2.7 los tiempos
invertidos para alcanzar una norma L? discreta del defecto menor que 10712 en
cada método.

10° !
e V01
20, iy
' %E\&XXPX@\G@ ~&-W(0,1)
**Yk XXXX@@% ~-W(1,1)
E\
2 1 Roon o @@% |
g \* E\B XXX \GQ\@
W e X Q@
)K E\ ><>/\ 0*@
S N XX\ \@&
ok % 8 Ry <) _
* B Py %
% B Xy Bg
ﬂk ﬂ\ﬂ Ky G@
1045 \ \ \ | | |
0 1 2 3 4 5 6 7
tiempo

Figura 2.7: Representacion de la norma del defecto tras varias iteraciones para
los ciclos multigrid frente al tiempo

Podemos observar cémo el aumento del coeficiente v implica un aumento
en el tiempo de resolucién del problema. Por otro lado, la figura 2.7 nos indica
que entre V(1,1) y W(1,1), que eran los que mejor factor de convergencia tenian
y ademds mostraban un comportamiento muy similar en la figura 2.6, el més
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eficiente numéricamente es V(1,1) puesto que es el que menos tarda en resolver.

i:..."'n. s JACOB
"N

! = =GOLEX

==sSOR

defecto
=
T
1

0 10 A Bl 40 50 60 10 80
fiempo

Figura 2.8: Representacién de la norma del defecto tras varias iteraciones para
los métodos clésicos frente al tiempo

Por lo tanto, en la figura 2.8 vemos cémo los métodos clasicos tardan mucho
més tiempo en lograr reducir la norma del defecto un factor de 1072, Solo el
método S.O.R. lo logra antes de los 70 segundos frente a los 6.5, aproximada-
mente, que tardaba W(1,1) (el més lento de los métodos multigrid estudiados
en la figura 2.7).

2.8. h - Independencia de la convergencia

En esta seccién veremos cémo podemos obtener cotas para ||My| indepen-
dientes del tamafo de la malla h = 1/2*+! para W-ciclos. Para el caso de los
V-ciclos es necesario un estudio més sofisticado y no sera realizado en este tra-
bajo. Veremos c6mo una simple y general estimacién de cotas de || M| serd
generada a partir de cotas de la norma del operador en dos mallas || M} -
Dicha estimacién recursiva estard basada en el teorema 2.7.1.

De forma maés concreta, trataremos de demostrar que si partimos de un
método de dos mallas tal que

k
[ Myl < 07,

donde ¢* es un valor suficientemente pequeno independiente de h, entonces
el corresponiente método multigrid con v > 2 tendrd propiedades similares al
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operador de dos mallas. Como vimos a lo largo de la prueba del teorema 2.7.1,
el método multigrid se puede interpretar como una modificacion del operador
en dos mallas. Esto se resume en el siguiente corolario que es consecuencia
inmediata del teorema 2.7.1:

Corolario 2.8.1 Para k=1,...,1 — 1, se tiene la ecuacion
M1 = My + AT M AL (2.16)

donde

AZ'H = S,ZilI,’:H (G() — G(Uet1)s

AZ—&-I = L]:1111€6+1Lk+15]2u1 : g(Qk—i-l) — Q(Qk),
Y sz+1 2 G (1) — G(Qgr) es

1Z k — 12
Ml]:+1 = Sk2+1(fk+1 - Ilc+1Lk 1I£+1Lk+1)5k1+1~

Y con esta formulacion tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.8.1 Si suponemos las siguientes estimaciones uniformes respecto
de k(<1-1):
* k
1M < o, AN AR ) < C, (2.17)

entonces | M| < mi, donde n; viene definida recursivamente por
m=0", My1:=0"+Cnl (k=1,...,1-1). (2.18)
Si ademds suponemos que
4Co* <1 yy=2, (2.19)
obtenemos la estimacion uniforme:

IM|| < 5= (1-v1-4C0")/2C < 20" (1> 1). (2.20)

Demostracién.

La ecuacién (2.18) es inmediata de aplicar (2.16),(2.17). Encuanto a la ecua-
cién (2.20), vemos que la sucesién {n;} es convergente probando que es creciente
y acotada. Notemos para ello que

= 0*(1+ Co")
ns = o*(1 4+ Co*(1+ Co*)?)

m=o"[1+Co* (1+Co(1+ CG*)z)Q} 2 (2.21)
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De aqui, como o* < 1/(4C), entonces ny < 5/(16C),ns < 89/(256C), ... y, en
general, si n; < 1/(2C), entonces
1 C 1

Mj4+1 < E + @ = %
Con lo que la sucesién estd acotada. El hecho de que sea creciente se deduce del
hecho de que 7,41 se calcula a partir de n; en (2.21) multiplicandoel Co* més
interior por (1 + Co*)2.
Pasando entonces al limite y llegando a la ecuacién = o*+Cn?. Resolviendo
esa ecuacion para 1 y queddndonos con la raiz méas pequena

1—-+1-4Co* .

O
Con este tltimo teorema tendriamos que la norma del operador del método
multigrid ||M;]|, estd acotada superiormente por un cierto valor n independiente
del tamano de la red. La existencia de las cotas superiores independientes de
h de (2.20) y el hecho de que el nimero de operaciones por ciclo multigrid es
O(N) (como vimos en la seccién del trabajo computacional 2.7.2) implican la
optimizaciéon del método. Por lo tanto, concluimos que para la construccién del
método multigrid normalmente es suficiente con el andlisis del método en dos
redes.
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Capitulo 3

Conclusiones Finales

En este 1ltimo capitulo pondremos las conclusiones finales a las que hemos
llegado tras la realizacién del trabajo.

= La principal consecuencia que debemos extraer de este trabajo es que,
para resolver el problema discreto del problema modelo, una buena op-
cién es utilizar métodos multigrid. Mas concretamente, si consideramos el
problema modelo y una malla de puntos con el orden lexicografico, en-
tonces el ciclo V(1,1), con las componentes indicadas en la seccién 2.7.3,
nos dar excelentes resultados comparados con los métodos clasicos. Esto
no quiere decir que hayamos obtenido el mejor método multigrid para re-
solver el problema. Es decir, como hemos indicado a lo largo del trabajo,
la eleccién de las componentes del ciclo multigrid puede darnos mejores o
peores aproximaciones. Ahora bien, suponen una mejora de los métodos
iterativos clasicos, como ha quedado reflejado en el ejemplo del problema
modelo.

= Los métodos multigrid no solo reducen el defecto en un menor ntimero de
iteraciones comparado con los métodos clésicos, sino que también tardan
menos en reducir el defecto. Por lo tanto, son mucho més eficientes.

= Otra conclusion importante es la independendencia de la convergencia
de los ciclos multigrid frente al didmetro de la malla (ver teorema 2.8.1
para los W-ciclos). Esto lo que nos dice es que, si tenemos una buena
convergencia del método multigrid en una cierta malla, podremos tener,
sustancialmente, buena convergencia en mallas més finas. Esto no es cierto
en los métodos clasicos como se veia numéricamente en la tabla 2.3.

= Hemos visto que es maés eficiente suavizar con Gauss-Seidel que con w-
Jacobi o S.O.R.

= Para el problema modelo, la converegncia es mejor con S.O.R. que con
Gauss-Seidel y mejor con Gauss-Seidel que con Jacobi. Hemos obtendio
también el w éptimo para el método S.O.R. en el capitulo 1.

99
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= El andlisis local de Fourier es una herramienta béasica en este trabajo para

el estudio de las propiedades de suavizado del método de Gauss-Seidel.
También ayuda en el estudio del factor de convergencia del método en dos
mallas. Sin embargo, hay que observar que en el anélisis local del Fourier
se estda obviando la frontera del problema modelo, que es el que estamos
tratando. De hecho, se aplica dicho analisis en una malla infinita de puntos
y esto es debido a que se trata de un estudio local de las propiedades en
las que estamos interesados. La filosofia de este analisis local de Fourier es
el estudio cuantitativo de algunas propiedades al que después habria que
aplicar un correspondiente tratamiento en la frontera.

Una observacién que se ha indicado en el trabajo es que el ciclo multigrid
es una modificacién del ciclo de dos mallas. En el ciclo de dos mallas
aproximabamos la solucién de la ecuacién del defecto resolviendo en la
malla mas gruesa. En el ciclo multigrid tenemos la misma idea salvo que
ahora la aproximaciéon la obtenemos de aplicar sucesivamente el ciclo de
dos mallas hasta llegar a la malla mas gruesa, donde finalmente resolvemos.

El coste computacional de los métodos multigrid para el modelo concreto
de este trabajo es proporcional al niimero de puntos en la malla fina, siem-
pre que consideremos el coste computacional de resolver en la malla mas
gruesa despreciable. Esto, junto a la h-independencia de la convergencia,
nos proporciona un método muy adecuado para resolver sistemas lineales
resultantes de la discretizacion de problemas elipticos donde es importante
que la red sea fina para aproximar convenientemente el problema conti-
nuo. Un coste proporcional al numero de puntos en la malla fina para cada
iteracion es comparable al coste de cada iteraciéon de un método iterati-
vo clasico y, debido a su mucho mejor factor de convergencia, conduce a
métodos mucho mas eficientes.



Apéndice

Y%JACOBI

function U = JacobiM (b, f)

%La entrada es una matriz (27 (N)—1)x(2"(N)—1) que es
%iterante inicial de

%Jacobi y que cada entrada es el valor de la primera
Y%aproximacion de la funcion en la red de puntos

[m,n] = size(b);

h = 1/(m+1);

9d.a completamos con ceros la matriz para simular la malla
Z = zeros(1l,m);

B = [Z;b;Z];

Z = zeros (m+2,1);

B = [Z,B,Z];

%Construimos el iterante que guardaremos en la matriz U
[r,s] = size(B);
U = zeros(r,s);
for i =m: —1 : 1
for j =1 : n

UGi+1,j+1)= —(h2/4)#(£(i,j)(1/h) 2+
(B((i+1)1,(j+1)+B((i+1),(G+)+D)+B((i+1)+1,(j +1))
B((i+1),(+1) 1)));

end

~— —
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%Gauss Seidel

function U = GSM(b, f)

%dLa entrada son dos matrices (27 (N)—1)x(2"(N)—1)

%que es iterante inicial y

%el termino independiente

[m,n] = size(b);

h = 1/(m+1);

9%a completamos con ceros la matriz para simular la malla

Z = zeros(1,m);
B = [Z;b;Z];

Z = zeros (m+2,1);
B = [Z,B,Z];

%Construimos el iterante que guardaremos en la matriz U
[r,s] = size(B);
U = zeros(r,s);
for i =m: -1 : 1
for j =1 :n

U(i+1,j+1)= —(h"2/4)*(£(i,j)(1/h) 2%
(B((i+1)=1,(J+))+B((i+1),(j+1)+1)+
UCCi+1)+1,(+1)+U((i+1),(j+1) —1)));

end

— N e
Il

Y80R
function U = SORM(b, )

YdLa entrada es una matriz (2°(N)—1)x(2"(N)—1) que es
%iterante inicial

[m,n] = size(b);
h = 1/(m+1);
w = 2/(14+sin(pixh));

9%La completamos con ceros la matriz para simular la malla
zeros (1,m);

Z:
B = [Z;b;Z];
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Z
B

zeros (m+2,1);
[2,B,Z];

%Construimos el iterante que guardaremos en la matriz U
[r,s] = size(B);
U = zeros(r,s);
for i =m: -1 : 1
for j =1 :n

U(i+1,j+1) —wk(h™2/4)«(£(1,])—(1/h)" 2%
B((i+1)—1,(j+1)+B((i+1), (J+1)+1)+U((i+1)+1,(j+1))
HU((i+1),(j+1)—D)+(1—w)*B(i+1,j+1);

end
end
U(:,8) = [|;
U(:’l) = []7
U(r,:) = [];
U(l,:) = [];
end

Y%0Operador FW
function U = FWM(b)

%La entrada es una matriz (2°(N)—1)x(2"(N)—1) que es
%iterante inicial
[m,n] = size(b);

%Construimos la matriz donde guardaremos la restriccion
U = zeros(floor (m/2), floor(n/2));

for i =m1: -2 : 2
for j = 2: 2 : n-1

U(i/2,j/2) = 1/16%(4xb(i,j)+2*b(i—1,j)+2%b(i,j—1)
+2xb(i4+1,j)+2«b(i,j+D)+b(i—1,j+1)+b(i—1,j—1)
+b(i+1,j-1)4+b(i+1,j+1));

end
end

end
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%Aplicar el operador L
function U = OperadorM (b, k)

[m,n] = size(b);

9%d.a completamos con ceros la matriz para simular la malla

Z = zeros(1,m);
B = [Z;b;Z];

Z = zeros (m+2,1);
B = [Z,B,Z];

U = zeros (m,n);
for i=1:1 :m

for j =1 :1 :n
U(i,j) =1/(1/2"(k+1))"2 x
(—4xB(i+1,j+1) + B(i+1,]) + B(i+1,j+2) +
B(i,j+1) + B(i+2,j+1));

end
end

end

%Operador interpolador Bilineal
function U = IBM(b)

%La entrada es una matriz (2°(N)—1)x(2"(N)—1) que es
%iterante inicial

[m,n] = size(b);

9%d.a completamos con ceros la matriz para simular la malla

Z = zeros(1,m);
B = [Z;b;Z];

Z = zeros (m+2,1);
B = [Z,B,Z];

%Construimos la matriz donde guardaremos la restriccion
U = zeros(2*m +1,2%xn +1);

for i =1 : 1 : 2%xm +1
. 1




end

if 1 = mod(j,2) && 0 = mod(i,2)
Ui,j) = 1/2«B(i/2 + 1 ,(j-1)/2 + 1) +
B(i/2 +1 ,(j+1)/2 + 1));

end

if 0 = mod(j,2) && 1 == mod(i,2)
U(i,j) = 1/2%x(B((i—-1)/2 + 1 ,(j)/2 + 1) +
lj((iﬂ)/? +1 ,(j)/2 + 1));
if 1 = mod(j,2) & 1 = mod(i,2)
U(i,j) = 1/4=(B((i—-1)/2 + 1 ,(j—-1)/2 + 1)
+ B((i+1)/2 41 ,(j—-1)/2 + 1) +
B((i—-1)/2 +1 ,(j+1)/2 + 1) +
B((i+1)/2 +1 ,(j+1)/2 + 1));
end
end
end
end
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Y%Metodo Multigrid
function [x] = MGCYCM(k, g, u, f, v, w)

% es el nivel de la malla

% el tipo de ciclo

Y%u primera apoximacion a la solucion

%f termino independiente

%v numero de veces que aplicamos el pre—suavizado
%1 numero de veces que aplicamos el post—suavizado

X = u;
for i=1: v

x = GM(x,f);
end

%Correcion en malla grosera

d
d

f — OperadorM (x,k);
FWM(d ) ;

%aqui tenemos d en la red mas gruesa (k—1)
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p = z;
end
else
z = —d/16;
end
z = IBM(z);
X =X + zZ;
for i =1 w
x = GM(x,f);
end

end
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