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Introduccion

Un método iterativo trata de aproximar de forma sucesiva la solucién de un problema.
El método de Halley es un conocido método iterativo de orden 3 para la resolucién
numérica de ecuaciones no lineales.

Para la correcta comprension de este trabajo se recomienda tener conocimientos de
andlisis numeérico y analisis real, aunque el trabajo incluye en el Capitulo 1 unos resultados
bésicos vistos en el grado, como introduccién al tema.

Edmund Halley fue un matematico, fisico y astronomo inglés, conocido por el cdlculo
de la érbita del cometa Halley. T.R. Scavo y J.B. Thoo explican en su articulo [12] que
la idea del método de Halley surge de una investigacion hecha por el matemaético a los
trabajos de T.F. Lagny, aunque el propio Halley creia que este método no era tan preciso
como el método irracional o método de Euler. Sin embargo, esta creencia es errénea
como se puede ver en los ejemplos expuestos en el trabajo. El método tal y como lo
conocemos hoy en dia no estd claro donde aparecié por primera vez. Mas de un siglo
después de la muerte de Halley podemos encontrar la iteracién con la notacién conocida
en la actualidad en un trabajo del aleman E. Schroder, pero solo aparece de pasada, sin
ninguna referencia al propio Halley.

Una de las caracteristicas mas curiosas del método de Halley es la cantidad de veces
que se ha redescubierto en la literatura, es decir, diferentes autores, sin conocer el trabajo
de sus antecesores, han llegado al mismo método con procedimientos diferentes, como
pueden ser la aceleracion de un método ya conocido, la generalizacién de una construccién
geométrica o la aproximacion racional de la funcién inversa. En el Capitulo 2 se revisan
y desarrollan estos procedimientos y algunos maés, usando conocimientos adquiridos en el
grado y siguiendo el articulo de J.A. Ezquerro, J.M. Gutiérrez, M.A. Herndndez y M.A.
Salanova [3]. Ademds en la primera parte del Capitulo 3 se presentan resultados tedricos
sobre la convergencia local del método incluyendo, entre otros, los que aparecen en el
articulo de G. Alefeld [1].

Finalmente, para respaldar el marco tedrico del trabajo se han creado varios progra-
mas en MatLab para hacer experimentos numéricos con funciones adecuadas ya utilizadas
en otros articulos. Con ellos se han generado varias graficas y tablas que permiten compa-
rar el método de Halley con otros métodos iterativos que aparecen a lo largo del trabajo
e ilustrar sus 6rdenes de convergencia..

Antes de comenzar me gustaria agradecer a Mari Paz su ayuda y guia durante todo
el trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

Dada una funcién real de variable real f, el problema que se considera en este trabajo
consiste en encontrar una raiz o cero de f, es decir, encontrar r € R tal que f(r) = 0.
Se sabe que para los polinomios de grado < 4 existe una férmula para hallar de manera
exacta sus raices, pero para grados mayores no existe ninguna férmula (probado por
Abel). Para los casos en que no hay una férmula directa para hallar con exactitud las
raices se usan técnicas numéricas para aproximar r con error por debajo de una toleran-
cia fijada.Revisamos en esta introduccién algunos de los métodos que se han estudiado
en el grado para la resolucion de este problema, puesto que son necesarios para entender
algunos de los desarrollos y resultados que se desarrollaran posteriormente.

1.1. La iteracion de punto fijo

La iteracién de punto fijo es una técnica general de gran importancia en distintos
ambitos de las mateméticas (ecuaciones diferenciales, integrales, derivadas parciales, ...).
En este trabajo se aplicard a la resolucién numérica de f(x) = 0. En este contexto la
iteracién de punto fijo consiste en:

s Generar aproximaciones sucesivas x,, a la raiz buscada r con la esperanza de acer-
carnos cada vez mas a ella. Matemédticamente se desea que

lim z, =,
n—oo

lo que garantiza que fijada una tolerancia, exista un valor finito n para el que los
iterantes x,, Tp41,... disten de r menos que la tolerancia.

= Cada aproximacion x,+1,n = 0,1, ... se obtiene de la aproximacién precedente x,,
a partir de una funcién F' real llamada funcidon de iteracion,

Tnt1 = F(xy).

Si la funcién de iteracién F' es continua debe cumplir F'(r) = r, es decir, la raiz r
de f tiene que ser un punto fijo de F.
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El primer paso es, por tanto, convertir el problema original f(z) = 0 en un problema
de la forma z = F(z). A lo largo de este trabajo se verdn algunas formas sistemdticas
de obtener F' a partir de f y de sus derivadas, pero vamos a comenzar revisando qué
debe cumplir la funcién F para garantizar la convergencia de la iteracién de punto fijo
asociada.

Suponiendo que se ha construido una funcién F' que admita por punto fijo el cero r de f
que se buscaba, el siguiente teorema [11] proporciona una condicién suficiente para que
la sucesién de iterantes converja hacia r.

Teorema 1.1.1 Sea F una funcion real de variable real, bien definida y con derivada
continua en un intervalo de la forma (r — &9, +€0), €0 > 0, con F(r) =r.
Si

|F'(r)] < 1, (1.1)
existe € positivo con e < gg, tal que Yxg € [r —e,r + €| se puede construir la sucesion
Tpi1 = F(x,), m=0,1,2,..., con elementos en [r — e,r + £] y convergente hacia .

6n-‘,—l

tienden

Ademds si los errores e, = x, — 1 son no nulos, entonces los cocientes
€n

hacia F'(r) cuando n tiende a co.

Demostracion
Por la condicién (1.1) se puede tomar un nimero M estrictamente menor que 1 y mayor
que |F’'(r)|. Dada la continuidad de F’, existe ¢ < g tal que, para © € [r —e,r +
e], |[F'(z)] < M. Se toma xg € [r—e,r+¢€] y se supone que se han calculado ya z1, ..., 2,
y que estdn en [r — ¢, + ¢]. Entonces se puede hallar z,,1 = F(z,). Ademds, puesto
que F(r)=r

Tpt1 — 1 = F(z,) — F(r)

Usando el teorema de los incrementos finitos se obtiene
Tny1 —1=F'(&) (20 — 1)

con &, un punto intermedio entre x,, y r, que por tanto estd en [r — e, + ¢|. Tomando
valores absolutos se tiene

|Tn1 — 7] = |F/(5)H$n =1l <Mz, —7| < |zy — 7] <,

de modo que también z,41 € [r — &, + €]. Por induccién se concluye que se puede
construir a sucesién de iterantes en [r — e, + €.
Por otro lado, se acaba de ver que |e,+1| < Mle,| para cada n, luego

len] < Mlep—1| < M?|ep_o] < -+ < M"|eg).

Cuando n — oo como M < 1 se tiene que M™ — 0 y, por tanto e, —> 0, es decir,
x, — 1 (la sucesién de iterantes converge hacia la raiz r). Finalmente, si los errores e,
son no nulos,
€nil Tpe1—1r  F(z,) — F(r
ntl _ “nt — ( n) ( ) —>F/(’I“),
en Ty — T Ty — T

por definicién de derivada. O



1.2. EL METODO DE NEWTON 9

1.2. El método de Newton

Inicialmente la idea de Newton distaba bastante de lo que se conoce hoy en dia como
método de Newton. En una carta a sus colegas, Newton mostraba el siguiente ejemplo
para resolver numéricamente una ecuacién. Sea

p(z) = 2% — 2z — 5. (1.2)

Se evalia para x = 2, p(2) = —1 y para z = 3, p(3) = 16. Al ser p continua se puede
usar el teorema de Bolzano para afirmar que existe al menos una raiz de p en el intervalo
[2,3]. Ya que p(2) es méds cercano a cero se usard 2 como aproximacion inicial . Haciendo
x = 2+¢ y sustituyendo en (1.2) se obtiene p(x) = &3+ 62 + 10e — 1. Con el pretexto de
que los términos £ + 62 son muy pequefios si € es pequeno, Newton decide ignorarlos
llegando a la ecuacién lineal 10e — 1 = 0, es decir, € = 0.1. Entonces x = 2.1 es una
aproximacién a la raiz de (1.2) mejor que la aproximacién inicial tomada. La idea de
Newton consistia en anadir un término corrector a una aproximacién inicial dada.

El método actual, también llamado de Newton-Raphson, consiste en partir de una apro-
ximacién zg a la raiz buscada r de la funcién f, construir la recta tangente a f en zg y
tomar el cero de esta recta como nueva aproximacién a la raiz, x.

Ma3és precisamente, dado xy se construye el polinomio interpolador de Taylor de grado
< 1, que lleva a la ecuacién

0= f(zo) + f'(x0)(z — z0),

cuya raiz proporciona la nueva aproximacion

f(zo)
=29 — . 1.3
L= f'(xo) (1:3)
Asi construimos el método de Newton
flan) o9 (1.4)

Tn+1l = T — f’(l’ )
n

Aplicando la férmula de Newton (1.4) al polinomio (1.2) con 2y = 2 se obtiene

P2 o Ly,
7 2) 10

que es el mismo resultado que Newton aportaba en su carta.
A continuacién se incluye un resultado que prueba la convergencia cuadrética del método
de Newton cuando se utiliza para aproximar una raiz simple de f.

Teorema 1.2.1 Sea f una funcion definida y con dos derivadas continuas en un inter-
valo de la forma (r —eg,m+€0), €0 > 0, con f(r) =0, f'(r) #0 (r es una raiz simple de
f). Se supone ademds que existe f"'(r). Entonces existe € positivo, € < g, tal que para
xo € [r—e,r+¢] se puede construir la sucesion de iterantes de Newton (1.4) y converge
hacia r. Ademds si los errores e, = x,, — 1 son no nulos, los cocientes enH/efL tienen
limite finito.
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Demostracion
Sea ¢ la funcién de iteracion del método de Newton

W
W=y

Como f’(r) # 0, por la continuidad de f’ existe un intervalo de la forma [r —e,r+¢], con
€ < &g, en el que f’ no se anula, por lo que g estd bien definida en este intervalo. Se puede
observar que f(r) = 0 implica que g(r) = r. Puesto que f” es continua en [r — ¢, r + €|
entonces ¢’ también es continua en [r — g, + ¢]. Ademas,

(f'(@)* = f(@)f" (=)
(f'(x))? ’

lo que implica que en el punto r con f(r) =0y f'(r) # 0, se tiene que ¢'(r) = 0.

Por lo tanto se cumplen las condiciones para aplicar el Teorema 1.1.1 y se puede construir
la sucesion de iterantes de Newton buscada, que resulta ser convergente. Para demostrar
la ultima afirmacién del teorema se usa el polinomio de Taylor de segundo grado de g en
torno a r para aproximar g(z,) (nétese que g”(r) existe porque existe f"(r))

g'(x) =1~

Tpr1 —1r=g(x,) —g(r) =g (r) (@, —7) + %g”(r)(mn -2 4 o((x, —1)?),

siendo o((z,, —r)?) la notacién de Landau (ver[11]).
Teniendo en cuenta que ¢’(r) = 0 y dividiendo entre e2 = (z,, — r)? se obtiene

eny1 1 o(ez)
e2 27 '

Por definicién del simbolo de Landau el tltimo sumando tiende a 0 cuando n tiende a oo
y se concluye la demostracién. O



Capitulo 2

Construccion del método de
Halley

En este capitulo, siguiendo [3], se van a exponer diferentes formas de obtener el
método de Halley, que viene dado por la iteraciéon de punto fijo

I 1 f(xn)
T U= L) f(n)

n=0,1,2..., (2.1)

donde Ly es una funcién que se define a partir de f y de sus derivadas como

f(@) f" (x)
2f'(x)* 7

y o es una aproximacién inicial dada. La iteracién de punto fijo (2.1) pretende obtener
aproximaciones a una raiz r de f, y para poder calcular los sucesivos iterantes es nece-
sario que la funcién f tenga al menos dos derivadas definidas en un entorno de la raiz
buscada. Si la rafz r es simple, se satisface f'(r) # 0 y en un entorno suficientemente
préximo a la raiz se evita la aparicién de denominadores nulos al implementar la iteracién.

Li(z) =

Se pretende exponer estos procedimientos por el interés que tienen en si mismos y
porque permiten, mediante pequenas variaciones, construir otros procesos iterativos para
aproximar las raices de una ecuacion no lineal.

Segiin el articulo de Ezquerro y Gutiérrez [3], Thomas Fautet de Lagny en 1691 dio
férmulas (racionales e irracionales) para aproximar la raiz cibica de un ntimero. Halley
en 1708 escribe “Habiendo comprobado la eficiencia de estas férmulas, voy a intentar
encontrar la demostracion”. Esta es la demostracién de Halley para la férmula racional
que trata de aproximar la rafz cibica de un nimero natural escrito en la forma a® + b,

con a,b € Z, mediante
5/ 73 ab
vad+b~a+ ——. 2.2
3a3 +b (2:2)
Para demostrarlo, Halley busca un término corrector £ de forma que a+¢ = v/a3 + b. Ele-
vando al cubo ambos lados de la igualdad anterior y simplificando los términos repetidos

11
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se obtiene
b = 3a%e + 3ae? + &3,

y despreciando, como hizo Newton en el ejemplo, los términos O(g?) se llega a

b
€ go (2.3)

Si en vez de despreciar los términos O(e?) se desprecian solo los términos O(e?), se obtiene

b

~ 2.4
¢ 3a2 + 3ae’ (2:4)

y si en el lado derecho de la aproximacién (2.4) se sustituye & por la aproximacién (2.3)

se obtiene
b ab

b~ 3a3 10’
3a2 + 3a—
a“ + a3a2

que es (2.2). Si se intenta hallar v/a3 + b utilizando el método de Halley (2.1), con f(x) =
23 — (a3 +b) y 2o = a, se tiene f(zg) = —b, f'(z0) = 3a® y f"(x¢) = 6a, y se obtiene

[Sa-d

1 —b n ab
—_—— =a+ — .
- (—b)6a 3a2 3a3 +b
2(3a)?
Halley intenté encontrar métodos para obtener aproximaciones a las raices de una ecua-
cién (incluso para ecuaciones dadas por funciones trascendentes) en trabajos anteriores.

En uno de ellos de 1694 aparece implicitamente (2.1). Sin embargo, no es hasta 1870 en
un trabajo de Schréder donde se puede ver el método tal y como se conoce actualmente.

1 = a—

2.1. Obtencion del método usando desarrollos de Tay-
lor

La idea de obtener el método de Halley a partir del polinomio de Taylor es, probable-
mente, la manera mas habitual de “redescubrirlo”. No obstante, se debe prestar atencién
a que Taylor enuncié el teorema en 1712, es decir, el teorema de Taylor es posterior al
método de Halley. Segin el articulo de Bateman [2] en una carta Taylor dice que pen-
sando en cémo aplicar las ecuaciones de Halley al problema de Kepler se le ocurrié una
forma de extender su método de extraccién de raices a todos los problemas.

Dada una aproximacion inicial xg a la raiz buscada r, se puede considerar el polinomio
de Taylor de f de grado menor o igual que N para aproximar la funcién f en un entorno
de zq, y aproximar la raiz buscada de f por una raiz del polinomio de Taylor, resolviendo

- (z = @o)"
0= f(xo)+»_ ¥ (xo)TO. (2.5)
k=1 ’

Truncando la serie en N = 1 se obtiene el método de Newton (1.4), que ya se ha presen-
tado en el Capitulo 1.
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Truncando (2.5) en N = 2 se obtiene la ecuacién que hay que resolver para hallar las
raices del polinomio interpolador de Taylor de grado 2

f//(x())
2

0= f(xo) + f'(z0)(x — m0) + (z — o)

Hallando las raices de este polinomio se obtiene el conocido como método de Halley
irracional o método de Euler (2.8), que se presenta en la Subseccién 2.1.1. Sin embargo,
el método de Halley tiene la caracteristica de evitar el uso de raices cuadradas. Para
ello, usa la correccion del método de Newton para aproximar el polinomio de Taylor de
grado dos por una funcién lineal en x y hallar asi la nueva aproximacién x; sin tener que
calcular raices cuadradas. Mas precisamente, si en

f" (o)
2

0= f(xo) + f'(zo)(x1 — w0) + (z1 — x0) (21 — T0).

el tltimo factor (1 — x) se aproxima por (1.3), es decir,

1 — Ty = —

entonces queda la ecuacion

0= foo) + £'n)or = 0) + 50 (ZEEDY (0 - )

L)) o, g,

= ftoo)+ (7o) - ZERIG

Con esta técnica llamada remplazamiento se obtiene un polinomio de grado uno, cuya
raiz se usarda como nueva aproximaciéon

Tr1 =Ty — f(l‘o)
L TG TG)
21 ()2 0
obteniendo asi la formula del método de Halley
1
Tr1 =Ty — f(-'lfo)

(1= Ly(xo)) f'(20)’
que generalizando para n € NU {0} lleva a (2.1)

2.1.1. Obtencién del método de Euler a partir del desarrollo de
Taylor

Para obtener el método de Euler, partiendo de un iterante inicial zq, se utiliza el
polinomio de Taylor de grado 2 en x y se iguala a cero para hallar una aproximacién xy
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a la raiz de f

0= £(z0) + o) = o) + ) )

Esta ecuacion de segundo grado tiene dos soluciones

1—\/1—4Lf($0) (2.6)
f//(xo) ) *
f'(20)

T1— =Ty —

1+/1—4Ly (z0)
Ti+ = To — 7 (z0)
f' (o)
pero se observa que (2.7) no es vilida para ser utilizada como funcién de iteracién ya
que no cumple g(r) =, porque L¢(r) =0y siazg=r

(2.7)

f'(r)

Por tanto se elige (2.6) como funcién de iteracién, para la que se cumple g(r) = r puesto
que si xg =71

1-1
r1— =T— W =T.
fr(r)
De esta forma se obtiene el método de Euler, también llamado método irracional de
Halley. Multiplicando el numerador y el denominador de (2.6) por 14 /1 — 4Ly (z0) (lo
cual es conveniente para evitar errores de redondeo) se obtiene la expresién més conocida
de este método

o 2 f(@n)
T T T AL (wn) ()

2.2. Construcciéon geométrica del método de Halley

n=01,2.... (2.8)

Es bien conocido que el método de Newton tiene una interpretacién geométrica muy
clara (la funcién se aproxima por la recta tangente a ella en un punto), y por eso también
se le conoce como el método de las rectas tangentes. El método de Euler también tiene una
interpretacién geométrica (la funcién se aproxima por una pardabola tangente a ella en un
punto), y se le llama método de las pardbolas tangentes. En el procedimiento descrito en la
Seccién 2.1 para construir el método de Halley no se obtuvo una interpretacién geométrica
clara sobre la construccion del mismo. Sin embargo, en 1952 Salehov sugiere que el método
de Halley puede obtenerse aproximando una funcién por medio de hipérbolas.

La construccion geométrica del método de Halley o también llamado el método de las
hipérbolas tangentes consiste en usar una funcién osculatriz de la forma

x4+ c
ar +b

g(x) = (2.9)
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Definicién 2.2.1 Sea f: R — R una funcion dos veces derivable en un entorno de un
punto x,. Se dice que otra funcion g : R — R, dos veces derivable en un entorno de x,
es una curva osculatriz de grado dos a f en x, si para k =0,1,2, se tiene

g(k)(xn) = f(k) (Tn)-

Observacion 2.2.1 A lo largo de este trabajo, cuando se hable de curva osculatriz se
referird a curva osculatriz de grado dos.

Por conveniencia, en vez de (2.9) se usa una forma equivalente

_ (r =) +e
g(z) = al@ —zn) b’ (2.10)
N b—ac
§'(z) = 2a(ac — b) (2.12)

27
(a(x —zn) +b)°
que permite evaluar la funcién g y sus derivadas en x,, de manera mas directa.

Como se busca que g sea una funcién osculatriz a f en x, hay que elegir los coeficientes
a, by ¢ para que se cumplan las tres condiciones fijadas en la Definicién 2.2.1

g(an) = f(zn),  g(zn) = f(zn),  g"(zn) = f(zn). (2.13)

Evaluando (2.10) - (2.12) en x,, las condiciones (2.13) llevan al siguiente sistema de
ecuaciones con a, b y ¢ como incognitas

flan) = g (2.14)
f(an) = % (2.15)
F(n) = 2“(“;3* b, (2.16)
Por (2.14) se tiene que
¢ =bf(xn).

Sustituyendo ¢ por su valor en (2.15) se llega a

b—abf(wy) _1-af(z)

f(zn) = b2 = b )
que permite despejar
_1- bf'(xy)
flon)
Se sustituye en (2.16) a y ¢ para obtener
L= b (@a) 1= bf' () o o
2w e Y e 20— b))

f”(xn) —

b2 b2 f(zn)
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Desarrollando [1 — bf’(x,)]? y simplificando se obtiene
f(@n)f" (zn)b = 2b(f/(xn))2 = 2f"(2n),

que implica
_ 2/ ()
2(f"(xn))? = f(2n) f"(@0)

Por tanto se puede obtener facilmente

—f"(zn) 2f (xn) f' (2n)

a = Cc =

2(f"(wn))? = fan) f" (zn)’ 2(f"(xn))? = f@a) f" (xn)

Ahora que se ha obtenido la hipérbola osculatriz g(x), se busca su raiz para obtener
el siguiente iterante, es decir, se busca x,1 tal que

b

(Tpt1 —xn) +c
=0.
a(Tpy1 — Tn)+ b

9(Tnt1) =
De aquf se obtiene que (z,4+1 — z,) = —c¢, es decir

2@
2(f'(wn))? = flan) f" (xn)
Dividiendo el numerador y el denominador por 2(f’(z,,))? se llega de nuevo a la expresién
del método de Halley
1 f(zn)

(1- Lf(xn)) f/(xn)

Tn41 = Tp —

2.2.1. Obtencién del método de Euler con aproximacion por parabo-
las

Si dada una funcién f y una aproximacién x, a una raiz de f en vez de construir una
hipérbola osculatriz a f en x,, se construye una parabola osculatriz a f en x,, se obtiene
de nuevo el método de Euler. Mds precisamente, sea g(x) una pardbola de la forma

g(x) = a(x — ,)? +b(z — x,) +c.

Para que esta parabola sea una curva osculatriz de grado dos debe cumplir las siguientes
condiciones

9(wn) = f(wn) g (xn) = f'(zn) 9" (xn) = f"(xn).

Se utilizan estas igualdades para obtener los valores de a,b y ¢, que resultan ser

g(zn) =c — c= f(xn),
g/(xn) =b == b= f/(ilfn),
g//(wn) _ f//(xn)

=a = a=—7">".

2 2
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Es decir, se obtiene el polinomio de Taylor de grado dos de f en x,,, y por tanto se obtiene
el método de Euler ya descrito en la Seccién 2.1.1.

Para ilustrar la interpretacién geométrica de los métodos de Halley y de Euler, en la
Figura 2.1 se ha representado en color negro el polinomio (3.28) utilizado en los experi-
mentos numéricos del Capitulo 3, junto con la pardbola (color verde) y la hipérbola (color
rojo) osculatrices a dicho polinomio en el punto xy = 2. Se han representado también los
iterantes x1 que generan ambos métodos.

50
—f5
40 - ——Halley
Euler
30 O x1 de Halley
x1 de Euler

20

10

-10

-20

-30

.40 | | | | | | | | |
1 1.2 14 1.6 1.8 2 2.2 24 2.6 2.8 3

Figura 2.1: Interpretacién geométrica de los métodos de Halley y de Euler

2.3. El método de Halley utilizando la interpolacion
racional inversa

En esta seccidon se presenta la técnica de la interpolacién inversa, cuya idea se atribuye
a Chebyshev [3]. Para resolver una ecuacién f(x) = 0 se considera ¢, la funcién inversa
de f, es decir, f(z) =y, si y solo si ¢(y) = z. El problema de hallar una aproximacién
a una raiz de f se transforma entonces en aproximar ¢(0). La existencia de la funcién
¢ estd garantizada por el teorema de la funcién inversa bajo las hipdtesis de que f sea
inyectiva y dos veces derivable en un intervalo abierto I de R que contenga a la raiz r y
al iterante de partida xg, y suponiendo que f'(r) # 0.
Si se aproxima ¢(y) por una funcién racional cociente de dos polinomios de grado uno
(una hipérbola)

(y —yo) +a
by —yo) + ¢’

se tienen que hallar a,b, y ¢ de forma que se cumpla

3™ (yo) = RM(yo), k=0,1,2. (2.17)

d(y) ~ R(y) = Yo = f(xo), c#0,
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1
Por el teorema de la funcién inversa se sabe que ¢'(y) = 76w = e y de aquf se

puede sacar la segunda derivada de ¢

vy 1L\ =)' (y)  —f" ()
Py = (f’(¢(y))) T (W) (@)

Por lo tanto ()
" (y) = Faye z = ¢(y).

De manera andloga a como se hizo en la Seccién 2.2, se calculan las derivadas de R(y) y
se evalian en yg para poder hallar a,b y ¢

_ 2 _
c ab7 R (o) — b(ab c).

R(yo) = % R'(yo) =

c? c3

Con este resultado y los valores de las derivadas de ¢ en yg se tiene un sistema de tres
ecuaciones y tres incdgnitas (a,b y ¢) dado por (2.17)

To = —,

—ab

a
Cc
C

Resolviendo el sistema, de la primera ecuacién se obtiene

To = Y —a= ZoC. (2.18)
c

En la segunda ecuacién se obtiene un valor para c en funcién de b, g, f(x¢) y sus derivadas

ﬁ - C%b (2.19)
Utilizando (2.18), el lado derecho de (2.19) se transforma en
c—ab c—xocb 1—x0b
c? c? c
Por tanto.
f/(lxo) 1 _Cxob = (1 — bxo) f (o). (2.20)

Ahora se busca el valor de b en funcién de zg, f(x¢) y sus derivadas

—f"(xg)  2b(ab— ¢) [ (x0) 2b(c—ab).

f’($o)3 - 3 = f’(:Eo)3 - c3
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Aplicando (2.19) se tiene
2b(c — ab) 2b f"(xo) 2D

c3 ~ f(wo)c — f(z0)2 ¢
Se aplica ahora (2.20)
f"(xo) 2b _ f" (o)

= =

f'(w0)? (1 —bxo)f'(z0) 2f/ (o) + o f" (o)

y de aqui se obtienen a y ¢

I ) S 1 C) &
2f"(xo) + xof"(20)’ 2f"(xo) + xof"(x0)

Conociendo los valores de a,b y ¢ véase como queda R(y)

B 202(f'(%0))?
R - W ) £ 20 )
f”(lL’o) (y*y ) + Q(f/(x()))z
2f"(x0) + w0 f" (o) 02 (o) + o [ (w0)

(2f'(z0) + 20" (20))(y — yo) + 202(f"(x0))?
f"(@o)(y — o) + 2(f(20))? .

Ahora que se tiene R(y) y se sabe que yo = f(z¢) se puede usar R(0) como la siguiente
aproximacion a ¢(0), es decir, 1 = R(0)

(2f(w0) + zo " (x0)) (= (20)) + x02(f'(20))?
f" (o) (=f(w0)) + 2(f(x0))?

I =

B 2f"(z0)(f(20))

f"(@o)(=f (o)) + 2(f"(20))?
Dividiendo finalmente el numerador y el denominador por 2f’(x¢)
mas el método de Halley

2 se obtiene una vez

o = g — 1 f (o)
T @)\ [ (z0)
(1 ~ w0 ) f(@o)

2.3.1. Obtencion del método de Chebyshev mediante la interpo-
lacion inversa

Se continua con la notacién anterior y se utiliza ¢(y) para la inversa de la funcién
f(x). Se aproxima ¢(y) mediante una pardbola osculatriz, es decir una funcién g(y) =
a(y —yn)? + b(y — yn) + ¢ que tenga las siguientes propiedades
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9(yn) = 6(yn) G Wn) =" (Wn) 9" (Yn) = " (yn)

Se utilizan estas igualdades para obtener los valores de a,b y c.
c= ¢(yn) = Tn,

b=0'(m) = F
— d)//(yn) — 7f”(zn)
2 2(f"(zn))*

Para conseguir una aproximacién de la raiz de f, es decir, una aproximacién de r, basta
con utilizar la aproximacién de ¢(0) dada por

g(0) = ayi — by, +c.

Tras reemplazar a, b y ¢ por sus valores y teniendo en cuenta que y, = f(z,) se llega a

. _ —f"(@n) o ) — f(@n) .
T 2 e T ) T (221

que no es otro que el método de Chebyshev.

2.4. Construccién del método de Halley mediante frac-
ciones continuas

Como en la Seccién 2.3, para encontrar la raiz r de una funcién f partiendo de una
aproximacién zo introducimos ¢, la funcién inversa de f, notamos que yo = f(zo) es una
aproximacién a 0 = f(r) y consideramos el desarrollo de Taylor de ¢ en yo = f(x0).

_ _ / ¢"(yo)
r=(0) = (yo) — ¢ (yo)yo + —5—vo + -+ - (2.22)
Sea £ = r — xg, es decir, el error al aproximar r por zg = ¢(yo). Por (2.22) se puede

escribir

_ / "(y0) -
e=—¢"(yo)yo + i +-e (2.23)
Por el teorema de la funcién inversa se sabe que si f y ¢ son suficientemente regulares
1 —f"(x 3(F"(x0))? — f'(z0) f" (=
¢/(yo) = ¢//(y0) = (o) (b///(yo) _ (f"(z0)) (o) f"'( O>.

(o) (f'(20))*’ (f"(w0))®

(2.24)
Si se introduce v = %, se observa que se puede escribir € en potencias de v como

—"(@0) 5 BU"(@0)* — f@o)f" (@) 5 N
217 (o) + 6(f'(20))? i ;Ck ’ (22
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Yo)-
La idea de este procedimiento es aproximar e con fracciones continuas [4] de la siguiente
forma

siendo C}, =

(f'(Z:J))k¢(k)(

e = by (2.26)

1+ b2b3

1+

-bn
14
14+ pn

b b
con p; = g, P; i j € N (equivalentemente, p;ji1 = —] —-1).

1+ pin Pj

Teniendo en cuenta el primer término de la serie (2.25) y la forma de (2.26) tomamos
b1 = v. Si el procedimiento se detuviese ahi, aproximando € por b; y teniendo en cuenta
que € =7 — xo y quién es v se obtiene como aproximacion a r la dada por el método de
Newton

Si se continua hallando el valor de los b; se obtienen otros métodos de mayor orden de
convergencia

by
=v4+Co?+C303+--- = .
P1 2 3 1+ o

Para hallar b, se necesita hallar previamente p,. Para ello se hace notar que

v —Cov? — C31% — -+
'027/)1 v+ Co2 +Cav3 -]
es decir, si se define @« = —Cor — C31%2 — --- se puede definir ps como resultado de la
suma de una serie geométrica,
«a
p2 = I—a

Por lo tanto, se obtiene que
o0
pa =Y ol = —Chv+ (C5 — C3)v* + (=C§ + CoC3 — Cy)v® + - --
j=1

Por ser el primer término de la serie se toma

_ l/:f“(fo) —f(20) — Lz
br=-C 2ff<xo>(f'<xo>> Ly (o).

Por lo tanto, se puede aproximar ¢ utilizando (2.26) para n = 2 por

v

ey —
1—Lf(1‘0)

que proporciona como aproximacion a r

14

r>~x —_—
o 1_Lf(300)7



292 CAPITULO 2. CONSTRUCCION DEL METODO DE HALLEY

en la que, teniendo en cuenta la definicién de v se reconoce el método de Halley.

Este proceso se puede iterar para hallar métodos de orden mas alto. Repitiendo el proceso
una vez mas, se llega al método convergente de orden 4 propuesto en [13]. Del mismo
modo que antes se busca el valor de ps3

b2 bg —(022 —03)1/—
= —t =——1,= s
P2 1+ ps ps P2 —C2+(022—03)1/+"'
es decir,
(O}~ Oy~

_ . 2.97
P o+ (C2— Oy + -+ (227)

Si se define g = (Cg_# se puede escribir (2.27) como

_ (3 -Cyv—...]/Co B
P [(CZ—Cayv...))Cs  1-5

que, de nuevo, es la suma de la serie geométrica

R R (e e Rt
=30 _z[ = |

k=1

Ordenando los términos por el exponente de v basta el primer término de la serie para
definir bs, es decir,
(C3 - Cs)v

b: =
3 s

Simplificando se obtiene lo siguiente

<—f”(1‘0))2 ~3(f"(20))* — f(wo) [ (o)
(C3 — ) _ \ 2f"(x0) 6(f(20))? _ <f”(fﬂ0) B f”l(fo))
Cy —f"(20) 2f"(z0)  3f"(x0) )"

2f"(xo)

Por tanto

_ f//(xo) 3 f///(xo) 5
“‘(www wwm>’

y finalmente la aproximacién
by
by
1
+ 14 b3

e

lleva a una nueva aproximacién a la raiz buscada que se conoce como la correccién de
Stewart [13]

v

Ly (20)

1— Ly(zo) — ;}l,,,((zf))) v

(2.28)

r>~xy+

1—
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2.4.1. Fracciones continuas para aproximar un nimero real

Las fracciones continuas (2.26) utilizadas para obtener el método de Halley son un
caso particular del formato més general

by

a9 + b2 b3

asg +

xr=a;+

. -
Gn—1+
" an + Pn

Otro caso particular lo constituyen las fracciones continuas utilizadas para aproximar
un numero real [5]. Para un nimero real positivo dado x, con parte entera a; y resto

p1 con 0 < p; < 1, se definen sucesivamente enteros positivos as, as, ..., a, llamados
denominadores parciales y los restos pa, ps, .. ., pn de forma que
1
r=ay+p1, — =az+p2, .., =ap+p, con0<py<lparak=1,...,n,y
P1 Pn—1
se escribe
1
r=ai+ T .
as + 1
a3+ —m
ap + Pn

Con esta técnica se pueden obtener, por ejemplo, las aproximaciones racionales suce-
sivas de 7 siguientes 3, 22/7, 333/106, 355/113,....
El algoritmo consiste en definir a; como la parte entera de x y definir p; = x —a1. A
continuacion (si p; # 0) repetimos el proceso para p%. Definimos as como la parte entera
de p% y definimos ps = il — ao. Se repite este proceso hasta llegar a la precision buscada
o hasta que px = 0 para algin k € N.
Véase este ejemplo de una aproximacion racional a 3.141592. ..

141.592 1

W=3 T h000000 gy 002046
62.546 1

@= 0 P27 70000000 pa
088 1

s=1 LS EIPONS

as 57 3 10007 3

De este modo se ha obtenido una aproximacion racional a 7 de la forma

1 355
3.141592 ~ 3 + 1 T2 3.14159292

113
Tt 1571
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2.5. El método de Halley como aceleracion del méto-
do de Newton

Sea f una funcién lineal, es decir,una funcién que satisface (") =0, Vn € N,n > 2.
Es claro que en este caso el método de Newton llega a la rafz exacta de f(x) = 0 en
una Unica iteracion. Pero aproximar la solucién de una ecuacién lineal no tiene sentido
préactico, ya que se sabe hallar la solucién exacta sin necesidad de usar el método de
Newton. El siguiente teorema, cuya demostracién se encuentra en Gerlach [7], afirma que
cuanto “mas lineal” es f en un entorno de r, mas rapido converge el método de Newton.

Teorema 2.5.1 Sea f una funcion real de variable real suficientemente derivable, con
una raiz simple v (f(r) = 0, f'(r) # 0) y sea xy una aprorimacion suficientemente
prézima a v para que la sucesion {x,} de iterantes de Newton (1.4) sea convergente
hacia r. Se supone ademds que o bien f(r) # 0, o bien, existe m > 2 tal que f"(r) =
oo = fm=U(p) = 0, f0™) (1) # 0. Entonces la sucesion de iterantes de Newton (1.4)
cumple

|Zpi1 — 7| < Clzy, —r|™.

para cierta constante C > 0 y Vn € N.

Demostracion
Sea 1z, una aproximacién a r. Por el teorema de Taylor aplicado a f y a f’, y utilizando
el hecho de que si m > 2 f y sus derivadas de orden 2, ..., m — 1 se anulan en x = r,

existen constantes &y y &; entre r y x,, tal que

(m)
f@n) = /) (@ — 1) + fT(!&)(% -
(m)
P = £10) + L =

Al sustituir estas expresiones en la férmula de Newton (1.4) se obtiene

f(xn) _ fl(xn)(‘rn — 71) — f(xn)

LTptl — T =Tp —T

- f'(xn) B f'(xn)
_mfM (&) — F" (&) (2 — 7)™
m!f'(x,) "

Se define ahora un entorno I = [r—e,r+¢] de r para algin e suficientemente pequeiio, de
modo que en dicho entorno se cumplan las desigualdades | f'(z)| > co > 0y [ (z)] < 1
para ciertas constantes ¢y y ¢1. Si z,, € I entonces

mf ™€) ~ 17 (E0) | _ mer +en
m!f'(zy) ~ mley

mecy +c¢
Se toma la constante C' = ———1 y por tanto
mlco

|Tpt1 — 7| < Clay, —r|™. (2.29)
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Si es necesario se puede disminuir € hasta que se cumplan las condiciones ¢ < 1y
em~1C < 1. Entonces que x,, € I implica que |x,, — r| < ¢, y de (2.29) se sabe que

Tp+1 — T §C€m§€7
+

es decir, la sucesién permanece en I y la estimacién (2.29) se cumple para todos los
siguientes términos de la sucesién. O

Observaciéon 2.5.1 Sim =2, el Teorema 2.5.1 afirma que la sucesion de Newton pre-
senta convergencia de orden m = 2.

La funcién f cuyas raices se quieren aproximar puede que no cumpla las hipétesis del
Teorema 2.5.1, pero se puede construir una funciéon auxiliar a partir de f que cumpla
dichas hipédtesis en la raiz buscada de f y de esta forma se puede acelerar la convergencia
del método de Newton.

Se va a construir una funcién auxiliar F(z) = f(z)g(z), definiendo g(z) en funcién de las
caracteristicas que se le exigen a F' y teniendo en cuenta ademas que g no puede anularse
en un entorno de la rafz de f buscada. Se supone que f(r) =0, f'(r) >0y f’(r) #0, y
se quiere que F(r) =0, F'(r) # 0y F”(r) = 0 (para obtener convergencia ctbica para
las iteraciones con F).

Véase qué restricciones hay que imponer a g para que F' cumpla las condiciones anteriores.
En primer lugar, se sabe que r es raiz simple de f, por lo que F(r) = f(r)g(r) = 0, con
independencia del valor de g(r). Para la primera derivada de F en r se tiene

Fi(r) = f'(r)g(r) + f(r)g'(r) = f'(r)g(r).
Como se esta suponiendo que f/(r) > 0 se puede deducir que F'(r) # 0 < g(r) # 0.
Véase qué sucede con la segunda derivada de F en r
F'(r) = f"(r)g(r) +2f'(r)g'(r) + f(r)g"(r)
= f"(r)g(r) +2f'(r)g'(r).

Aunque solo se quiere satisfacer F”(r) = 0, se pide F” = 0 y se reescribe la ecuacién
(2.30) como una ecuacién diferencial para g

(2.30)

o(0) = S 9(o)
cuya solucién es c
g(z) = ok CeR.
Para C =1 se tiene entonces que
_ _ [
Fa) = f(@)o(o) = s, (231)

y su derivada es
() — f(;')/fx(w)
F'(z) = f/(mf)< ). (2.32)
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La funcién F' cumple los requisitos del Teorema 2.5.1 para m = 3. Por lo tanto, la
sucesién {x,}22, obtenida con el método de Newton aplicado a la funcién F' dada por
(2.31) converge hacia r més rapido que la sucesién obtenida con el método de Newton
aplicado a f (convergencia cubica frente a convergencia cuadratica).

Para obtener la correspondiente sucesion de iterantes nos basta con aplicar la férmula de
Newton (1.4), reemplazando F' y su derivada por (2.31) y (2.32) respectivamente

Fla,) _ f'(xn)

B I B TN G (EY 8

f(@n)

Multiplicando numerador y denominador por +/f’(x,) se llega de nuevo al método de
Halley

1 f(xn)
1- Lf(xn)) f'(xn) .

Tn4l = Tp — (

2.5.1. Generalizacion a 6rdenes de convergencia mayores

La misma idea que se ha utilizado para construir el método de Halley a partir del
método de Newton, aplicdndolo a la funcién (2.31), puede generalizarse para acelerar la
convergencia del método de Newton y conseguir una convergencia de orden m. Se incluye
a continuacién un resultado de [7].

Teorema 2.5.2 Sea f una funcion real de variable real suficientemente derivable, con
una raiz simple r. Se supone f(r) =0, f'(r) > 0, y existe m > 3 tal que f'(r)=--- =
fm=D () =0y fO(r) £ 0. Entonces la funcion

f(=)
F(g) = 2\
e
satisface F(r) =0, F'(r) >0, F"(r) = --- = F")(r) = 0. Ademds, para m > 3 se tiene
que F(m“l’l)(r) — M
m /P )

Demostracion

La demostracién, siguiendo [7], se hace en dos pasos.

Paso 1: Se define la funcién g(xz) = 1/ %/ f'(x). Por definicién (g(x))"f'(z) = 1, y
derivando se obtiene

m(g(x))" g’ (2) f'(x) + (g(2)™ " (2) = 0,

que, tras dividir ambos lados por ((g(z))™~!), lleva a

myg'(x)f'(z) + g(x) f" (z) = 0. (2.33)
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Como f"(r) =0y f'(r) # 0, se tiene que ¢'(r) = 0. Derivando (2.33) k — 1 veces se

obtiene
mg®) () f'(z) + (m(k — 1) + 1)g* =V (@) f"(z) + - -
=Dtk — ) + 3)g® 9 (@) 7 (&) + -

o+ (mA k= 1)g (2) [P (2) + g(z) fED (@) = 0.

" (2.34)

Como f"(r) = --- = fm=U(r) = 0, la ecuacién (2.34) implica que ¢*)(r) = 0 para
1<k<m-—2. Parak=m—1yax=rlaecuacién (2.34) se reduce a

m(g(r)"™ " f'(r) + g(r) f ) (r) = 0,
mientras que para k = m y x = r se obtiene
m(g(r))™ f'(r) + g(r) f D (r) = 0.

Paso 2: Ahora se investigardn las propiedades de la funcién F(x) =
sucesivamente F' se obtiene

F'(x) = f(x)g'(z) + f'(2)g(x),
F'(x) = f(z)g"(x) + 2f ()9 (z) + f"(x)g (=),

f(x)g(zx). Derivando

= f(@)g™ (@) + kf' (2)g* D (2) + - -
+ (k) FO2)g* =) () 4 - - -
kD (@)g (2) + [P (2)g ().

Por construccién F(r) = 0, y si se elige g(x) como en el Paso 1 y se usan los valores
calculados para las derivadas de g en x = r, se obtienen los valores de las derivadas de
F en x = r siguientes

F®) ()

F'(r) = f/(r)g(r) = (f'(m)' /™ >0,
F'(r) = 2f'(r)g/(r) =0,
FO(r) = kf'(r)g"D(r) =0,
FD(r) = (m = 1)f'(r)g"" > (r) = 0,
FU(r) = mf'(r)g" =D (r) + " (r)g(r) = 0,
FU () = (m+ 1) (r)g"™ (r) + f" D (r)g (r)

:(1_m

MALN contD) () o (r) = —
) st = L

Fom(r)

)
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lo que prueba el teorema. O
Las iteraciones de Newton basadas en la funcién F estaran dadas por

Tpyl = Tp — F(an) =T, — f(@n)f' () - .
F'(xn) (f'(zn))? — W

Observacion 2.5.2 El Teorema 2.5.2 proporciona un procedimiento sistemdtico para
aumentar el orden de convergencia del método de Newton en una unidad, sin mds que
aplicdrselo a la funcion F en lugar de hacerlo con la funcion original f. Determinar
el valor de m que aparece en F puede ser no trivial, pero hay que tener en cuenta que
aunque dicho valor no fuera correcto, la convergencia del método de Newton aplicado a
F no seria mds lenta que si se aplica directamente a la funcion original f.



Capitulo 3

Convergencia del método de
Halley

3.1. Algunos resultados de convergencia local

El Teorema 1.1.1 de atraccion local da condiciones suficientes para garantizar la con-
vergencia de una iteracién de punto fijo x,,+1 = F(z,,) hacia la raiz r de f, que se supone

que es un punto fijo de F. Ademds, bajo las hipotesis del Teorema 1.1.1, los cocientes
€nt1

tienen limite finito cuando n tiende a infinito.
€n

. L. . ., . . en+1
La convergencia cuadratica de la iteracién de punto fijo se da cuando los cocientes

e2

n
tienen limite finito cuando n tiende a infinito, como se ha visto en el Teorema 1.2.1,
donde se demuestra que el método de Newton tiene convergencia cuadratica cuando se
utiliza para aproximar una raiz simple. A continuacién se demostrard que el método de

Cn41 . s .

"; tienen limite finito cuando
e
n

Halley tiene convergencia ctbica, es decir, los cocientes

n tiende a infinito.

Comenzamos revisando un resultado mas general, que proporciona condiciones sufi-
cientes sobre la funcién de iteracién para garantizar convergencia ctbica de la iteracion
de punto fijo.

Teorema 3.1.1 Sea F' una funcion real de variable real, bien definida y con dos de-
rivadas continuas en un intervalo de la forma (r — g, + €9), €0 > 0, con F(r) = r,
F'(r) = F"(r) = 0. Se supone ademds que existe F""'(r) # 0. Entonces existe € posi-
tivo, € < €9 tal que para xo € [r —e,r + €| se puede construir la sucesion de iterantes
Tnt1 = F(x,), n = 0,1,2,... con elementos en [r — e,7 + €] y convergente hacia r.
Ademdas, si los errores e, = x,, — 1 son no nulos, entonces

" F///
lim et — F70)

n— 00 ef’l 6

)

es decir, la iteracion de punto fijo tiene convergencia cubica.

Demostracion

29



30 CAPITULO 3. CONVERGENCIA DEL METODO DE HALLEY

Se comienza la demostracién haciendo uso del desarrollo de Taylor de F' en r

1 1
Tpp1—1 = F(z,)—F(r) = F’(r)(xn—r)+§F"(r)(xn—r)z—l—EF”’(r)(xn—7“)3+0(a:n—r)3.
Dado que F'(r) = F"(r) = 0 se puede escribir

1
Tyl —T = EF”/(T‘)({En — )3 +o(x, —1)3.

De este modo se puede ver que se tiene convergencia ciibica y que ademas,

_ F!" _ 3 _ )3 F
VI SN (r)(xp — 1) n o(xy, —1) _ (r)
n—oo (ry, —71)3  nooo  6(x, —1)3 (xp —1)3 6

a
Para demostrar la convergencia ctbica del método de Halley (2.1) recordamos que su
funcién de iteracion viene dada por

1 @)
1= Ly(x) f'(x)
Serd suficiente entonces comprobar que la funcién H satisface las hipétesis del Teorema

3.1.1 Para ello, observamos que Hy puede verse como un caso particular de funciones de
iteracién F' de la forma

Hi(z)==x

Flz)=1— J{C,((?) G(), (3.1)
tomando
G(z) = 1_;(3;) (3.2)

Vamos a continuar dando condiciones necesarias y suficientes sobre la funcién G que
aparece en (3.1) para que, si r es un cero simple de f y se supone que f y G son
suficientemente regulares en un entorno de r, la sucesién de iterantes {z, }5, dados por

Tpi1 = F(ay), (3.3)

con F' dada por (3.1), tenga convergencia ciibica hacia la raiz r. Después comprobaremos
que si G esta dada por (3.2), satisface dichas condiciones.

Teorema 3.1.2 Sir es una raiz simple de f, la iteracion (3.3) con F definida por (3.1)

1
es convergente de orden al menos 3 si G(r) =1y G'(r) = ;f’((:))
Demostracion
Se denota u(z) = j;((z)) y se comprueba que v'(z) = 1—2L(x). Como F(r) = r, para que

(3.1) defina un proceso iterativo de segundo orden, basta con que F’(r) = 0. Derivando
en (3.1) y teniendo en cuenta que L(r) =0, u(r) =0y u/(r) =1 se tiene

F'(r)=1-4'(r)G(r) —u(r)G'(r) =1 - G(r),
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es decir, G(r) = 1 implica que F’(r) = 0. Como caso particular, para la funcién constante
G(z) = 1, se obtiene el método de Newton.

Para conseguir métodos de convergencia cibica, se necesita anadir la condicién F” (r) = 0.
Teniendo en cuenta que

W' (z) = — (f' (@) (f(2) " (x) + f'(2) f" () — 2f (x) " ()
(f'())? ’

derivando una vez més en (3.1) y evaluando en r se llega a

F'(r) = —u"(r)G(r) — 2G'(r) — u(r)G" (r) = J;///((:)) G(r) —2G'(r).

Usando ahora que G(r) = 1, queda que F"(r) =0 si

1
R Y
2f'(r)

que es la segunda condicién sobre G que aparece en el enunciado del teorema. O

El Teorema 3.1.2 establece condiciones sobre G que dependen de la raiz r, que es
desconocida. Sin embargo, si en vez de considerar funciones G generales, se consideran
funciones G de la forma G(z) = H(L¢(z)), con H una funcién arbitraria, las condiciones
que establece el Teorema 3.1.2 se traducen en condiciones sobre H que no dependen ya
de la raiz buscada. En efecto, teniendo en cuenta la definicién de L que se hizo al inicio
del Capitulo 2, y que f(r) =0, se llega a las condiciones

f"(r) f"(r)

2f(r) 2f'(r)”
Esto nos permite construir funciones G que satisfagan las condiciones exigidas en el
Teorema 3.1.2, utilizando funciones H que cumplan

— G'(r) = H'(0)L;(r) = H'(0)

H0)=1, H'(0)=1. (3.4)

En el caso del método de Halley, la funcién G dada por (3.2) es de la forma G(z) =
H(Ls(x)), con H(z) = 1/(1 — x), que claramente cumple las condiciones (3.4). Queda
probada asi la convergencia ciibica del método de Halley.

Observacién 3.1.1 Las funciones de iteracion (2.8) del método de Euler y (2.21) del
método de Chebyshev son también casos particulares de (3.1). En el caso del método de
Euler

G(z) = 2
C14+/1—4L(z)

y para el método de Chebyshev basta tomar
G(ZL‘) =1+ Lf(.’L‘)

Se observa que en ambos casos G(x) = H(Ly(x)), siendo H(z) = 2/(14++/1 — 4z) para el
método de Euler y H(x) = 1+ = para el método de Chebyshev. Se comprueba fdcilmente
que en ambos casos la funcion H satisface las condiciones (3.4), por lo que ambos métodos
tienen convergencia cubica.
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Se incluye a continuacién una demostracién alternativa de la convergencia cibica del
método de Halley, tomada de [10]. Se comienza utilizando los polinomios de Taylor de f
en x, de grados tres y dos, respectivamente

F0) = (@) + 5 @) = 0) + 5 £ )7 = 20+ 1€ =2l (35)
£ = Sn) + () = 2a) + 5 7)), (3.6

siendo &, y 71, ndmeros reales situados entre r y x,. Multiplicando (3.5) por 2f’(x,),
restandole (3.6) multiplicada por f”(z,)(r — z,) y teniendo en cuenta que f(r) = 0 se
obtiene

0=2f(zn)f (xn) + [Q(f/(mn))Q = f(@n) [ (@n)l(r = 25)

# (376 = 51 @ ) ) ¢ = )

Despejando 7 del término de grado 1 podemos escribir
2f (@n) [ (n) 2/ () £ (6n) = 3" () " ()
2(f"(xn))? — f(@n) " (2n) 12(f(zn))? — 6f(zn) [ (zn)

Teniendo en cuenta que los dos primeros términos del lado derecho de la igualdad anterior
se corresponden con el lado derecho de (2.1) que define el iterante x,,+1 obtenido con el
método de Halley a partir de z,,, se puede sustituir la igualdad anterior por

21 (@) [ (6n) = 3" (@) [ ()
12(f"(20))? = 6f(20) f" (zn)

Si z,, esta suficientemente préoximo a la raiz buscada 7, y f es suficientemente regular, la
sucesion de iterantes es convergente y existen ng, K > 0 tales que

2 (2) 1" (E) — 31" () £ (1)
20f (2n)2 — 6 @) [ (en) | =

para todo n > ng. Por lo tanto, cuando n — oo podemos acotar (3.7)

(r— xn)S.

r=x, —

r— Tyl = (r —a,)3. (3.7

|r — xpia| < K|r—xn|37 (3.8)

lo que demuestra la convergencia ctibica. O

Para finalizar esta seccién, incluimos un resultado de convergencia de [1], que pide
monotonia a la funcién f y cuya demostracién estd basada en interpretar el método de
Halley como la aplicacién del método de Newton a la funcién f//f".

Teorema 3.1.3 Sea f una funcion real de variable real suficientemente reqular y se
supone que f(xo)f'(zo) # 0 para algin xo, y que ademds, Ly(xq) # 1.
Se define

_ 1 (o)
1 — Lg(zo) f'(20)’
x1 = Zo + ho,

Jo— [.’E(),.Z‘o + 2h0] st hg >0,
0= [.130 + 2h0,$0] st hg <0.

ho =
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Se supone que f tiene tercera derivada continua en Jy, que ' no cambia de signo en Jy
Y que para

g(x) = (3.9)
f'(@)
se tiene que
lg" (z)| < My para x € Jy, (3.10)
2|ho| Mo < |g' (o). (3.11)

Entonces, la sucesion {x,}°2, hallada con el método de Halley partiendo de xo converge
a la dnica raiz v de f contenida en Jy y todos los términos de la sucesion también estan
contenidos en Jy.

Definiendo de forma andloga paran =1,2,...

1 f(zn)
I Lf(xn) f/(xn)’
g o [Zn, Tp + 2hy,]  si By >0,
"\ [@n 4 2hn,xn] st by, <O,

‘g//(x)‘ < M,, x € Jy,

hp =

Tpn+1 = T + hrm

entonces se tienen los siguientes estimativos del error

M, _
|Z'n+1 - xnl S mhjﬂ - In—1|27 n Z 15 (312)
M, _
Ir — Zny1| < 2lg’7xl)l|w" —anal?, n>1, (3.13)
M, _
Ir —an| < 7 1)‘|xn—xn,1\2, n>1. (3.14)
g \Tn
Ademds, si
|f'(x)| <K, €y, (3.15)
Y St
9" (z)
) <M, (3.16)
entonces se tienen las estimaciones
KM 3
|.’L'n+1 - .Tn| S m‘xn — $n71| 5 n Z 1, (317)
n
KM 3
‘T_$n+1| S m‘xn_mnfﬂ s nZ 1, (318)
2KM 3
Ir — x| < m\xn—xn_ﬂ , n > 1. (3.19)
9’ (Zn

Demostracion
Como f’(x0) # 0 se puede suponer que f'(xg) > 0. Para las derivadas de g(x) dadas por
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(3.9) se tiene

N B2 Y1 O N e
o) = VI) = s = V@) - Lya),

"y an 2 (3'20)
g,,@:;g(x)l / <>+§<f<>)]_

(@) f'(x)

Para x € Jy, g tiene la primera y segunda derivadas continuas y por tanto

l9'(x) — g'(x0)| =

[ o dt' < | — 0| Mo,

0

donde en la ultima desigualdad se ha utilizado (3.10). Usando (3.11) se tiene

!/
X
9/(e2) — o/ (@o)] < s — ol My = ol sy < (321)

donde z; es el iterante obtenido tras una iteracién con el método de Halley, partiendo
de zy. Usando la segunda desigualdad triangular y (3.21) se llega a

190l = lg/(20) + (~4'(x0) + g'(ea))| > L L0 (322)

Por la definicién de hg y teniendo en cuenta (3.9) y (3.20) se tiene

ho=x1 — 29 =— 3.23
T ) 2
Integrando por partes y usando (3.23) se obtiene la igualdad
X1 .
[ @ -0 (@) da = @1~ 2)g @) 3 + 902 = o).
Zo
Usando (3.10) y la igualdad anterior se consigue acotar |g(x1)| por
1 h, 2M
gten)) < My [ w1 — )] e = LoD, (3.24)
zo

Se concluye que a partir de xy se puede construir el iterante x1, y que z1 cumple las
mismas hipotesis que cumplia xg, por lo que se puede repetir el proceso para n = 1.

Definimos ahora x9 = xy + h; y también h; = —gg,((i}l)). Si se usa primero (3.22),

después (3.24) y finalmente (3.11)se puede acotar |hy]|
|ho|* Mo
2|g" (1)

Noétese que la desigualdad (3.25) demuestra (3.12) para n = 1.
Ahora, se acota 2|hq| My aplicando (3.24) y (3.11) al numerador y (3.22) al denomi-
nador, obteniendo la siguiente desigualdad

|ha| < (3.25)

2|h1| Mo < |g'(21)]. (3.26)
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Por estas desigualdades es claro que J; C Jy y que 22 € J;. Como M es cota superior de
|g" ()| para todo x € Jy, entonces existe una cota superior M tal que para todo x € J;
lg" ()] < My < My, y se puede reemplazar (3.26) por

2/ [My < g (). (3.27)

Por lo tanto, para la sucesién z, 41 = x,, + h,, obtenida siguiendo el método de Halley es
cierto en general que
g(zn)
g (xn)
La férmula (3.27) muestra que las hip6tesis iniciales siguen siendo ciertas si cambiamos
o por 1 y hg por hi, respectivamente.

Para probar (3.12) para n > 1 basta con usar induccién para (3.25), puesto que se
cumple que |1 — 41| < Ay
Finalmente por la desigualdad triangular

n =

| — xn| <r = Zpga| + [Tagr — 20l

y basta aplicar (3.12) y (3.13) para obtener (3.14). Ahora se va a acotar |¢”(x)| para
x € Jy—1. Primero se empieza aplicando la desigualdad obtenida del teorema del valor
medio f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) para algin ¢ € [a,b] en la expresién para |g”(z)],

o) [ 1, (1Y
@)y | @) 2\ f(2)
Para finalizar la demostracién basta reemplazar en (3.12), (3.13) y (3.14) la expresién

M,,—1 por la cota superior 2K M|z, — x,—1|, para obtener (3.17), (3.18) y (3.19) respec-
tivamente. O

1
|g"(x)\:§ < KMz —7r| <2KM|z) — 101

3.2. Resultados numéricos

En esta seccién se presentan los resultados numéricos obtenidos en la aproximacion a
raices de diferentes funciones cuando se utilizan los distintos métodos vistos en el Capitulo
2. Se pretende con ellos ilustrar los resultados de convergencia que se han probado en la
Seccién 3.1.

3.2.1. Raices n-ésimas

La primera funcién a analizar serd de la familia de funciones de la forma f(z) = 2* —a

con a >0y A€ N, es decir, se intentard aproximar la raiz A-ésima de un nimero real
positivo a
r= Ya.

Se elige en primer lugar A = 2 y @ = 2, para aproximar v/2 = 1.4142135623730904880. . . ,
resolviendo para ello fi(z) = 0 para fi(z) = 22 — 2. En la Tabla 3.1 se muestran los
resultados obtenidos con el método de Newton partiendo de zy = 2. Se han incluido
en dicha tabla los iterantes calculados z,, los errores correspondientes e, = z, — v/2, y
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Newton

h(w)=a* -2 T, len=zp—1 ] enfel |
n=>0 2 5.8579e-01 .
n=1 1.5 8.5786e-02 2.5e-01
n=2 1.416666666666667 | 2.4531e-03 | 3.3333e-01
n=3 1.414215686274510 | 2.1239e-06 | 3.5294e-01
n=4 1.414213562374690 | 1.5947e-12 | 3.5352e-01
n=2>5 1.414213562373095 | 8.9929e-25 | 3.5355e-01

Tabla 3.1: Aproximaciones obtenidas con el método de Newton con xg = 2

Halle
fl(JC):xQ_Q o ‘ en:yxnfr ‘ en/ei_l
n=20 2 5.8579e-01 .
n= 1.428571428571429 | 1.4358e-02 | 7.1429¢-02
n=2 1.414213926776741 | 3.6440e-07 | 1.2312e-01
n=3 1.414213562373095 | 6.0486e-21 | 1.2500e-01

Tabla 3.2: Aproximaciones obtenidas con el método de Halley con xg = 2

los cocientes e, /e2_;. Vemos que dichos cocientes tienden a estabilizarse al aumentar n,
como corresponde a la convergencia cuadratica probada en el Teorema 1.1.1.

En la Tabla 3.2 se incluyen los resultados obtenidos con el método de Halley par-
tiendo del mismo iterante inicial. En este caso en la tltima columna se han incluido los
cocientes e, /e3 _,, puesto que el método de Halley tiene convergencia ctibica, como pone
de manifiesto el Teorema 3.1.3 y el hecho de que dichos cocientes tiendan a estabilizarse
al aumentar n. Observamos que el método de Halley con sélo 3 iteraciones produce una
aproximacién a v/2 con un error inferior a 102, mientras que el método de Newton
requiere 5 iteraciones para obtener una precision analoga.

La Figura 3.1 muestra la interpretacion geométrica del célculo del iterante 1 para la
funcién f;. En color negro se ha dibujado la grafica de f1, en color verde la recta tangente
a dicha funcién en el iterante inicial £y = 2, y en color rojo la hipérbola osculatriz a f; en
el mismo iterante inicial. Con un circulo se ha representado el nuevo iterante calculado
con cada método (en color rojo para Newton y en color verde para Halley). Se observa
que el circulo rojo estd mas cerca que el circulo verde de la raiz de f, es decir, que en
este ejemplo, ya tras la primera iteracién, la aproximaciéon generada por el método de
Halley es mejor que la correspondiente al método de Newton. La Figura 3.2 muestra
la bisectriz del primer cuadrante (en color negro) junto con las funciones de iteracién
del método de Newton Ny, (en color verde) y del método de Halley Hy, (en color rojo).
Dichas funciones de iteraciéon vienen dadas por las expresiones

_ fi1(x) _ 2 +2
fll(.’ﬂ) 2x ’

Np(z) ==

B 1 fi(z) 2?46z
Hnlo) = o = T oy 1) ~ st 2
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25 —f1

Iterante de Newton /
oL O Iterante de Halley

Figura 3.1: Interpretacién geométrica del método de Newton y del método de Halley

0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 3.2: Funciones de iteracién del método de Newton Ny, (z) y del método de Halley
Hy, ()
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respectivamente. Como se sabe por la definicién de funcién de iteracién la raiz r = /2
de f1 es un punto fijo para ambas funciones, es decir, Hy, (r) =1y Ny, (r) = r, como se
observa en la figura.

’ fo=a3-2 H Newton \ Halley \ Euler \ Chebyshev ‘

70 =1 5 3 3 1
To = 2 6 1 1 1
7o = 10 10 6 7 7
2o = 100 16 9 11 11

Tabla 3.3: Ntimero de iteraciones necesarias para aproximar /2 utilizando distintas con-
diciones iniciales y distintos métodos.

A continuacién, se eligen los valores A = 3 y a = 2, es decir, fo(z) = 2% — 2
y queremos obtener aproximaciones a {/2. En la Tabla 3.3 se muestra el ntimero de
iteraciones N necesarias para que los métodos de Newton (1.4), Halley (2.1), Euler
(2.8) y Chebyshev (2.21) proporcionen una aproximacién a la rafz cibica de 2, r =
/2 = 1.2599210498948731906665443602833 . . ., con tolerancia de 10, es decir, usan-
do TOL = 10—, y pidiendo que |zy —zn_1| < TOL 6 |f(zn)| < TOL.

3.2.2. Logaritmos

El foco de atencién de esta seccién recaerd en la aproximacion de logaritmos de
ntimeros reales positivos, es decir, considerando funciones de la forma f(x) = e* — a,
para a > 0, cuya raiz es

r = log(a).

x10%

2 |—13

= = Halley
O xlde Halley
O x2 de Halley

05—

Figura 3.3: El método de Halley aplicado a e* — 2 para aproximar log(2)
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Para ilustrar el comportamiento del método de Halley se elige a = 2 [12]. Por tanto,
sea f3(x) = e — 2 y su raiz es r = log(2) = 0.69314718055994528622676398299518 . . . .
Como en el ejemplo anterior se aproximars la raiz con una tolerancia de 10~!4. En la
Figura 3.3 se pueden ver las hipérbolas osculatrices que se generan para calcular los
dos primeros iterantes del método de Halley para la funcién f3, tomando como valor
inicial zop = 10. El ntimero de iteraciones necesarias para los 4 métodos que estamos
considerando se puede ver en la Tabla 3.4. Se han tomado distintas aproximaciones
iniciales y se observa que cuanto mas alejadas estan de la raiz buscada, mayor es el
numero de iteraciones necesarias, como cabia esperar.

’ fa(x) =e* =2 H Newton \ Halley \ Euler \ Chebyshev

zo =1 5 3 3 3
zo =5 9 5 8 6
zo = 10 14 3 13 10
zo = 100 104 53 102 70

Tabla 3.4: Numero de iteraciones necesarias para aproximar log2 utilizando distintas
condiciones iniciales y distintos métodos.

3.2.3. Polinomios

En esta seccién se pretende aproximar las raices de algunas funciones polinémicas,
prestando especial atencion no solo al numero de iterantes que necesita cada método sino
también a la raiz a la que convergen, si es que convergen a alguna de las distintas raices.

6 Halley

f4(1‘) =l Ln ‘ €n =Ty —T ‘ en/e%—l
n=2>0 -1.5 -7.2191e-01 .
n=1 -1.062368533792363 | -2.8428e-01 7.5560e-01
n =2 -0.811390053377368 | —3.3300e-02 | 1.4495e4-00
n=3 -0.778121468055391 | -3.1869e-05 8.6302e-01
n=4 -0.778089598678622 | -2.0650e-14 | 6.3797e-01
n=>5 -0.778089598678601 0 0

Tabla 3.5: Aproximaciones a la raiz real negativa de f; con el método de Halley

En primer lugar consideramos la funcién f4(x) = 2% —x —1, que tiene inicamente dos

raices reales ry = 1.134724138401518755969732 y ro = —0.77808959867860072456835496.
Se han utilizado dos iterantes iniciales distintos para aproximar ambas raices, ilustrando
asi el caracter local de la convergencia del método de Halley y de los otros métodos
iterativos utilizados. En la Tabla 3.5 se incluyen los resultados obtenidos para zo = —1.5
y en la Tabla 3.6 los correspondientes a xy = 1.5. En ambos casos se muestran los
iterantes calculados con el método de Halley, los errores y los cocientes entre cada error y
el cubo del error anterior. Se puede observar que ambas tablas muestran la convergencia
cubica esperada para el método de Halley, al tratarse de raices simples.
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Halle

falz) =a® -z -1 T \ en :ymn—r \ enfes

n=0 1.5 3.6528¢-01 .

n=1 1.197724009623430 | 6.3000e-02 | 1.2926e+00

n=2 1.135373207975046 | 6.4907¢-04 | 2.5958¢+00

n=3 1.134724139221495 | 8.1998¢-10 | 2.9987e+00

n=4 1.134724138401519 0 0

Tabla 3.6: Aproximacion a la raiz real positiva de f; con el método de Halley

Como segundo ejemplo polinémico se ha considerado la funcién [8]

fs(z) = 2® — 62° 4 5023 — 4522 — 108z + 108, (3.28)
cuyas raices son r; = 1,79 = —2 y r3 = 3, con multiplicidades 1, 2 y 3 respectivamente.
En este caso concreto hay que especificar que algunos resultados se han obtenido al
satisfacerse la condicién |f(z,)| < TOL pero sin llegar a cumplirse |z, — 2,—1| < TOL
como ha sucedido en todos los resultados mostrados en los ejemplos anteriores.

’ f5 H Newton \ Halley \ Euler \ Chebyshev ‘
o =1.5 9 51 31 No conv.
o = -1 38,2 24,2 11,2 61
o = 2 26_2 173 343 503

Tabla 3.7: Numero de iteraciones necesarias para aproximar las raices de f5 utilizando
distintas condiciones iniciales y distintos métodos.

Halley

fs en=Tn—7 | enfen1 | enfer | | en/ey
7=0] 50000601 : : .
n=1 3.0374e-01 | 6.0748e-01 | 1.2150e+400 | 2.4299e+-00
n=21| 4.7194e-02 | 1.5538e-01 | 5.1155e-01 | 1.6842e4-00
n=3 9.7200e-05 | 2.0596e-03 | 4.3642e-02 | 9.2473e-01
n= 7.6539%e-13 | 7.8743e-09 | 8.1011e-05 | 8.3344e-01
n=2=5 0 0 0 0

Tabla 3.8: Errores con el método de Halley al aproximar la raiz simple de (3.28) partiendo
de xo = 1.5

En la Tabla 3.7 se muestra el nimero de iteraciones empleadas por cada método y
la raiz hacia la que ha convergido la iteracién (subindice), partiendo de tres iterantes
iniciales distintos. En ella se observa en primer lugar que, en general, el nimero de
iteraciones que necesita el método de Newton es superior al niimero de iteraciones que
precisan los otros tres métodos. En segundo lugar se observa que para aproximar la
raiz simple con cualquiera de los cuatro métodos, el niimero de iteraciones necesarias es
menor que para las raices multiples, un hecho que estd de acuerdo con los resultados de
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convergencia incluidos en la memoria.

Para ilustrar mejor este hecho, en las Tablas 3.8, 3.9 y 3.10 se incluye informacién sobre
los errores en las aproximaciones generadas por el método de Halley a la raiz simple
(Tabla 3.8), doble (Tabla 3.9) y triple (Tabla 3.10), y sobre los cocientes entre cada error
y distintas potencias del error anterior. Las tablas ponen de manifiesto la convergencia
ctibica del método de Halley para raices simples y la convergencia soélo lineal para raices

multiples.

Halley
fs en=Tn—7 | enfen1 | enfer | enfed |
n= 1.0000e+00 . . .
n= 5.0000e-01 5.0000e-01 5.0000e-01 5.0000e-01
n =2 1.5312e-01 3.0624e-01 6.1247e-01 1.2249e+00
n=3 4.8774e-02 3.1854e-01 2.0803e+4-00 | 1.3586e+01
n=4 1.6015e-02 3.2836e-01 6.7323e400 | 1.3803e+02
n=>9 5.3120e-03 3.3168e-01 2.0710e+01 | 1.2931e4-03
n==6 1.7677e-03 3.3278e-01 6.2647e401 | 1.1793e+04
n= 5.8892e-04 3.3315e-01 1.8846e+02 | 1.0661e+05
n=23y 1.9627e-04 3.3327e-01 5.6589¢+4-02 | 9.6090e+05
n=29 6.5417e-05 3.3330e-01 1.6982e+03 | 8.6523e+06
n =10 || 2.1803e-05 3.3329e-01 5.0949e4-03 | 7.7883e+07
n=11 7.2655e-06 3.3323e-01 1.5284e+04 | 7.0099e+08
n =12 | 2.4196e-06 3.3303e-01 4.5837e4+04 | 6.3089e+09
n =13 8.0446e-07 3.3247e-01 1.3741e+05 | 5.6788e+10
n =14 || 2.6589e-07 3.3052e-01 4.1085e+4-05 | 5.1072e+11
n =15 8.6140e-08 3.2397e-01 1.2185e+06 | 4.5826e+12
n =16 2.7617e-08 3.2061e-01 3.7220e+06 | 4.3208e+13
n=17 3.7965e-09 1.3747e-01 4.9775e+06 | 1.8023e+14
n =18 || 7.6893e-09 | 2.0254e+00 | 5.3350e+08 | 1.4053e+17
n=19 || -3.0124e-08 | -3.9176e+00 | -5.0949e+4-08 | -6.6259e+16
n =20 || -1.1009e-08 3.6545e-01 | -1.2132e+07 | 4.0272e+14
n =21 1.5336e-08 | -1.3930e+4-00 | 1.2654e+08 | -1.1494e+16
n =22 || -2.9024e-09 | -1.8926e-01 | -1.2341e+4-07 | -8.0472e+14
n =23 || -2.2078e-09 7.6068e-01 | -2.6209e+08 | 9.0301e+16
n =24 0 0 0 0

Tabla 3.9: Errores con el método de Halley al aproximar la raiz doble de (3.28), partiendo
de zog = —1.

3.2.4. Algunas funciones no polinémicas

En esta ultima seccién se mostraran resultados para una par de funciones no po-
linémicas que se han considerado en los experimentos numéricos, tomadas de algunas de
las referencias que se han manejado.

En primer lugar se mostrara un ejemplo en el que la funcién tiene un buen nimero de
raices reales distintas. Mds precisamente, se considera la funcién fg(z) = x + cos(10z),
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Halley

fs en =Tp—T | enfen1 enfel | | en/ed |
n=20 -1 . . .
n=1 | -5.2941e-01 | 5.2941e-01 | -5.2941e-01 | 5.2941e-01
n=2 | -2.4456e-01 | 4.6195¢-01 | -8.7257¢-01 | 1.6482e+00
n=3 | -1.1767e-01 | 4.8114e-01 | -1.9674e+00 | 8.0444e+00
n=4 | -5.7778¢-02 | 4.9102e-01 | -4.1729¢+00 | 3.5463e+01
n=5 | -2.8637e-02 | 4.9564e-01 | -8.5783e¢+00 | 1.4847e+02
n=6 | -1.4257¢-02 | 4.9787¢-01 | -1.7386e+01 | 6.0711e+02
n=7 | -7.1141e-03 | 4.9898¢-01 | -3.4998e¢+01 | 2.4548¢+03
n=8 | -3.5540e-03 | 4.9957¢-01 | -7.0222e+01 | 9.8709¢+03
n=9 | -1.7768¢-03 | 4.9994e-01 | -1.4067e+02 | 3.9581e+04
n =10 || -8.8886e-04 | 5.0027¢-01 | -2.8157¢+02 | 1.5847e+05
n=11 | -4.4509e-04 | 5.0075e-01 | -5.6336e+02 | 6.3379e+05
n=12 || -2.2326e-04 | 5.0160e-01 | -1.1270e+03 | 2.5320e+06
n=13 || -1.1233e¢-04 | 5.0315e-01 | -2.2536e+03 | 1.0094e+07
n =14 || -5.7045¢-05 | 5.0781e-01 | -4.5206e+03 | 4.0243e+07
n=15 || -2.9569¢-05 | 5.1834e-01 | -9.0866e+03 | 1.5929¢+08
n=16 || -1.2710e-05 | 4.2984e-01 | -1.4537e+04 | 4.9163e+08
n=17 0 0 0 0

Tabla 3.10: Errores con el método de Halley al aproximar la raiz doble de (3.28), partiendo
de xg = 2.

representada en la Figura 3.4, cuyas raices son r; = 0.96788840 ..., ro = 0.89660164. ..,
r3 = 0.42710953 ..., ry = 0.17463292. .., r5 = —0.14275517..., rg = —0.52671164 ... y
ry = —0.70688912.. . ..

La Tabla 3.11 recoge el ntimero de iteraciones realizadas por cada uno de los méto-
dos que se estan comparando, para distintas condiciones iniciales. Junto al ntimero de
iteraciones, se ha indicado con un subindice la raiz hacia la que ha convergido la co-
rrespondiente iteracién (cuando asi ha sido). Observamos que, en general, el método de
Newton necesita mas iteraciones que los métodos con convergencia ctbica, y también
que en algunos casos, el método de Newton aproxima una raiz distinta de la aproximada
por el método de Halley, aunque se haya partido del mismo iterante inicial. Por tltimo,
también se observa que en algunos casos no se produce convergencia.

La segunda funcién que se ha considerado es f7(z) = xze® + 2—18, que tiene dos raices
reales distintas ry = —2.67834699001666... y ro = —0.23196095298653 . ... La Tabla
3.12 contiene informacién analoga a la mostrada en la Tabla 3.11, pero en este caso para
la funcién f7. También se ha utilizado en los experimentos numéricos el iterante inicial
xo = —1, pero no se ha conseguido convergencia con ninguno de los cuatro métodos que
se han aplicado. La razén para la no convergencia parece ser la aparicién en todos los
casos de denominadores que, aunque no son nulos, son muy cercanos a 0.
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15+

05

-1.5 -
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Figura 3.4: Grafica de la funcién fg(z) = x 4 cos (10z).

| fo(x) =2+ cos(10z) || Newton | Halley | Euler | Chebyshev |
xg=1 5p, 4, 3 4,
x9 = 0.6 Sry Sy 4,, 9rg
g =0 27y, 6r 4., no conv.
xg = —0.6 Tre Srg 3rg 8rq
xo=—1 26,4 no conv. | raiz compleja Ory

Tabla 3.11: Numero de iteraciones necesarias para aproximar las raices de fg utilizando
distintas condiciones iniciales y distintos métodos.

’ fr(x) = ze* + % H Newton \ Halley \ Euler \ Chebyshev

20 =5 13., T | 10, 81
20 =0 5, 3. | 3, 3,
To = —3 47‘1 3r1 3'r1 3r1
7o = —10 152,, | 6, | 28, NaN

Tabla 3.12: Numero de iteraciones necesarias para aproximar las raices de fr; utilizando
distintas condiciones iniciales y distintos métodos.
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Apéndice A
Programas de Matlab

En este apéndice se incluyen los cédigos de las funciones de Matlab que implementan
los cuatro métodos que se han utilizado para los experimentos numéricos descritos en la
Seccidén 3.2. Se incluyen también las funciones auxiliares que evaldan fi, ..., f7 junto con
sus dos primeras derivadas. Se han programado también algunas funciones adicionales
que llaman a estas para elaborar las tablas y graficas del Capitulo 3, pero no se ha
considerado oportuno incluirlas en este apéndice.

Listing A.1: Programa para obtener iterantes del método de Newton.

function [r, N, T]=met_Newton(x0O,fun,tol,M)
%fun tiene que devolver un vector con el valor de la funcion
evaluada en el punto dado y de su primera y segunda

derivada.
format short e
f=fun(x0);
n=1;
if abs(f(1))>tol Yes decir, si x0 no es raiz de fun
x(n)=x0;
x(n+1)=x(n)-f(1)/£f(2);
n=2;

f=fun(x(n));
while abs(f(1))>tol && abs(x(n)-x(n-1))>tol && n-1<M
x(n+1)=x(n)-£(1)/£(2);

n=n+1;
f=fun(x(n));
end
r=x(n);
N=n-1;
if n-1==M || abs(£(1))>tol
disp 'posible no convergencia';
else
disp 'si converge';
end
else

47
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end

T=zeros(n,4);

e(1)=x(1)-r;

T(1,2)=x(1);

for j=2:n
e(j)=x(j)-r;
T(j,1=j-1;
T(j,2)=x(j);
T(j,3)=e(j)/e(j-1);

APENDICE A. PROGRAMAS DE MATLAB

herror

Jfnumero de iterante

%iterante

%ahora tiene que empezar de j=2 y

hacer lo otro antes
T(j,4)=e(j)/(e(j-1))"2;
end

end

Listing A.2: Programa para obtener iterantes del método de Halley.

function [r, N, T]l=met_Halley(xO,fun,tol,M)

%fun tiene que devolver un vector con el valor de la funcion
evaluada en el punto dado y de su primera y segunda
derivada.

format long

f=fun(x0);

n=1;

if abs(f(1))>tol Y%es decir, si x0 no es raiz de fun

x(n)=x0;

L_f=(£(1)*£(3))/(2x(£(2)7°2));

x(n+1)=x(n)-£ (1) /((1-L_£)*£(2));

n=2;

f=fun(x(n));

while abs(f(1))>tol && abs(x(n)-x(n-1))>tol && n-1<M
L_f=(£(1)*£(3))/(2x(£(2)"2));
x(n+1)=x(n)-£(1)/((1-L_£)*£(2));

n=n+1;
f=fun(x(n));
end
r=x(n) ;
N=n-1;
else
r=x0;
N=0;
end
if n-1==M || abs(£f(1))>tol
disp 'posible no convergencia';

else
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disp 'si converge';

end

T=zeros(n,4) ;

e(1)=x(1)-r;

T(1,2)=x(1);

for j=2:n
e(j)=x(j)-r;
T(j,1)=§-1;
T(j,2)=x(j);
T(j,3)=e(j)/e(j-1);%ahora tiene que empezar de j=2 y

hacer lo otro antes

T(j,4)=e(j)/(e(j-1))"3;

end

end

Listing A.3: Programa para obtener iterantes del método de Euler.

function [r, N, Tl=met_Euler (x0,fun,tol,M)
%fun tiene que devolver un vector con el valor de la funcion
evaluada en el punto dado y de su primera y segunda
derivada.
format long
f=fun (x0);
n=1;
if abs(f(1))>tol Yes decir, si x0 no es raiz de fun
x(n)=x0;
L_f=(£(1)*£(3)) /(2% (£(2)72));
x(n+1)=x(n) -(2*x£ (1)) /((1+sqrt (1-4*L_£))*£(2));
n=2;
f=fun(x(n));
while abs(f(1))>tol && abs(x(n)-x(n-1))>tol && n-1<M
L_f=(£(1)*£(3)) /(2% (£(2)"2));
x(n+1)=x(n) -(2*x£ (1)) /((1+sqrt (1-4*xL_£))*£f(2));
n=n+1;
f=fun(x(n));
end
r=x(n);
N=n-1;
else
r=x0;
N=0;
end
if n-1==M || abs(£(1))>tol
disp 'posible no convergencia';
else
disp 'si converge';
end
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T=zeros (n,4);
e(1)=x(1)-r;
T(1,2)=x(1);
for j=2:mn
e(j)=x(j)-r;
T(j,1)=j-1;
T(i,2)=x(j);
T(j,3)=e(j)/e(j-1);%ahora tiene que empezar de j=2 y
hacer lo otro antes
T(j,4)=e(j)/(e(j-1))"3;

end

end

Listing A.4: Programa para obtener iterantes del método de Chebyshev.

function [r, N, T]=met_Chebyshev (x0,fun,tol,M)

%fun tiene que devolver un vector con el valor de la funcion
evaluada en el punto dado y de su primera y segunda
derivada.

format long

f=fun (x0) ;

n=1;

if abs(f(1))>tol Yes decir, si x0 no es raiz de fun

x(n)=x0;

L_f=(£(1)*£(3)) /(2% (£(2)"2));

x(n+1)=x(n) -(1+L_£f)*f (1) /£(2);

n=2;

f=fun(x(n));

while abs(f(1))>tol && abs(x(n)-x(n-1))>tol && n-1<M
L_f=(£(1)*£(3))/(2x(£(2)"2));
x(n+1)=x(n) -(1+L_f)*f (1) /£(2);
n=n+1;
f=fun(x(n));

end

r=x(n);

N=n-1;

else

end
if n-1==M || abs(£(1))>tol
disp 'posible no convergencia';
else
disp 'si converge';
end
T=zeros(n,4);
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e(1)=x(1)-r;

T(1,2)=x(1);

for j=2:n
e(j)=x(j)-r;
T(j,1)=j-1;
T(j,2)=x(j);
T(j,3)=e(j)/e(j-1);%ahora tiene que empezar de j=2 y

hacer lo otro antes

T(j,4)=e(j)/(e(j-1))"3;

end

end

Listing A.5: Programa de la funcién f;.
function y=£f1(x)
%valor de la funcion
y(1)=x."2-2;
%valor de la derivada

y(2)=2%x;

%valor de la segunda derivada
y (3)=2;

end

Listing A.6: Programa de la funcién fs.

function y=£f2(x)

%#Valor de la funcion
y(1)=x."3-2;

%valor de la derivada
y(2)=3%x."2;

%valor de la segunda derivada
y(3)=6%*x;

end

Listing A.7: Programa de la funcién fs.

function y=£f3(x)

%valor de la funcion

y (1) =exp(x)-2;

%valor de la derivada
y(2)=exp(x);

%valor de la segunda derivada
y(3)=exp(x);

end

Listing A.8: Programa de la funcién fy.

function y=£f4(x)
%valor de la funcion
y(1)=polyval([1,0,0,0,0,-1,-1],%);
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%valor de la derivada
y(2)=polyval ([6,0,0,0,0,-1],x);
%valor de la segunda derivada
y(3)=polyval ([30,0,0,0,0],x);
end

Listing A.9: Programa de la funcién f5.
function y=£f5(x)
%valor de la funcion
y(1)=polyval([1,-6,0,50,-45,-108,108],x);
%valor de la derivada
y(2)=polyval([6,-30,0,150,-90,-108],x);
%valor de la segunda derivada
y(3)=polyval ([30,-120,0,300,-90],x%);
end

Listing A.10: Programa de la funcién f.
function y=£f6(x)
%valor de la funcion
y(1)=x+cos (10*x) ;
%valor de la derivada
y(2)=1-sin(10%*x) *10;
%valor de la segunda derivada
y(3)=1-cos (10%*x) *100;
end

Listing A.11: Programa de la funcién f7.
function y=£7(x)
%valor de la funcion
y(1)=x.xexp(x)+1./(2*xexp(1));
%valor de la derivada
y(2)=exp(x)+x.*xexp(x);
%valor de la segunda derivada
y(3)=exp(x)+exp(x)+x.*xexp(x);
end



