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Introducción

A lo largo de la historia de la humanidad, las epidemias han sido uno de los
grandes obstáculos, en el ámbito de la supervivencia, que han tenido que superar
los seres humanos; enfermedades como la peste negra, el cólera o el dengue han
producido un elevado número de muertes en la población. El estudio matemático
de estas epidemias han dado lugar a los modelos epidemiológicos. Dentro de este
tipo de modelos existen dos enfoques diferenciados, el determinista y el estocás-
tico. El enfoque determinista se basa en ecuaciones diferenciales para realizar la
modelización de la situación epidemiológica, en cambio, el enfoque estocástico
tiene como principal herramienta los procesos estocásticos.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar modelos matemáticos que
muestren como se comporta la población infectada a lo largo de una situación
con epidemia.

En la primera parte del trabajo, realizaremos un estudio teórico con los prin-
cipales conceptos que utilizaremos en el desarrollo de modelos estocásticos. De-
finiremos conceptos como filtración y martingala, tambíen describiremos en que
consisten los procesos de puntos y los procesos de conteo, y como se relacionan
entre ellos. En el ámbito de la supervivencia, desarrollaremos la función de su-
pervivencia y de riesgo, que nos ayudarán a definir de manera precisa la función
de intensidad condicionada.

Además, desarrollaremos un modelo determinista, el modelo SIR. Tras la des-
cripción cualitativa del modelo expondremos algunos inconvenientes que nos lle-
varán a rechazar dicho modelo. Hemos realizado un estudio cualitativo debido a
que el sistema que describe este modelo es no lineal.

Una vez hayamos demostrado que estos modelos no son válidos para mode-
lar la realidad de la situación que queremos estudiar, pasaremos a los modelos
estocásticos. Estos habrán resuelto varios de los inconvenientes de los modelos
deterministas, y se asemejan más a la situación que nos planteamos. Los modelos
de los que hablaremos son los modelos de ramificación y de Reed-Frost que se
centrarán en cómo se desarrolla cada generación de individuos infectados. Uno de
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los modelos estocásticos más importantes es el modelo SIR estocástico, del que
conoceremos su funcionamiento. Por último, expondremos el modelo de Hawkes y
una modificación interesante de dicho modelo. Gracias a esta modificación podre-
mos realizar un cálculo del número de reproducción instántaneo, que es el número
medio de individuos secundarios infectados por un individuo infeccioso primario
que varía a lo largo del tiempo.

Como conclusión, expondremos una serie de gráficas que nos ayudarán a en-
tender el comportamiento de las epidemias en una población susceptible. Todas
estas gráficas son resultado de la recolección de datos epidemiológicos en la co-
munidad autónoma de Castilla y León.

2



Raúl Arnanz Manso Grado en Matemáticas

Capítulo 1

Resultados previos

En este capítulo presentamos algunos resultados previos necesarios para des-
cribir los modelos estocásticos en epidemiología que se presentan en el Capítulo
3. El objeto fundamental, en el que se basan dichos modelos, son los llamados
procesos de conteo o, en una formulación alternativa equivalente, los procesos de
puntos. Los procesos de conteo son un tipo de proceso estocástico adecuado para
modelar la ocurrencia reiterada a lo largo del tiempo de un suceso de interés (la
aparición de nuevos casos de una enfermedad, el ingreso de paciente en hospita-
les, etc). Por esta razón, comenzaremos el capítulo describiendo la terminología
y conceptos fundamentales de los procesos estocásticos. En esta descripción in-
tervendrán los elementos habituales de la Teoría de la Probabilidad, tal como se
describe por ejemplo en [1].

Después nos dedicamos a presentar propiamente el concepto de proceso de
conteo. Discutiremos distintas formas en las que se puedes especificar un modelo
de proceso de conteo. Es especialmente interesante, la descripción en términos del
proceso de intensidad asociado. La forma integral de esta intensidad, es decir, la
intensidad acumulada presenta un papel importante en la teoría de procesos de
conteo. La diferencia entre el proceso de conteo y la intensidad acumulada es una
martingala, es decir, ruido estocástico de forma que la información esencial en el
modelo de proceso de conteo está contenida en el proceso de intensidad.

Para completar el capítulo presentaremos algunos de los ejemplos más ha-
bituales de procesos de conteo, empezando por el más importante de todos: el
proceso de Poisson. A partir de este proceso, se pueden construir distintas varia-
ciones (procesos no homogéneos, procesos de renovación, procesos de Cox, etc)
que servirán como base a todos los modelos descritos en el capítulo 3.

Únicamente presentaremos algunos resultados omitiendo las demostraciones,
pero aportando referencias donde las demostraciones pueden ser consultadas. Las
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fuentes principales para este capítulo son [2] y [8].

1.1. Procesos estocásticos

Un proceso estocástico es un modelo matemático para describir un fenómeno
aleatorio que evoluciona en el tiempo. Formalmente, un proceso es una colección
de variables aleatorias indexadas por el tiempo X = {X(t) : t ∈ T ⊂ [0,∞)} en
un espacio probabilístico (Ω,F , P ).

Cada X(t) es, por lo tanto, una aplicación de Ω→ R con la propiedad de ser
(F ,B)−medible, donde B es la σ−álgebra de Borel.

En realidad, el espacio de llegada de las variables aleatorias X(t) puede ser
un subconjunto propio E ⊂ R. A este conjunto E nos referimos como espacio de
estados, ya que dentro de E se encuentran todos los posibles valores que puede
tomar X(t).

Cada variable aleatoria del proceso estocástico es una aplicaciónX(t) : Ω→ R
definida por ω 7→ X(t)(ω). Debido a que la notación X(t)(ω) no es utilizada con
frecuencia, usaremos X(t, ω) o Xt(ω) en su lugar.

Ahora podemos interpretar un proceso como una función de dos variables
X : T×Ω→ R definida por (t, ω) 7→ X(t, ω). Luego para cada ω fijo, la aplicación
de T→ R que a cada t envia en Xt(ω) es una trayectoria. Cuando nos referimos a
la propiedad de trayectorias del proceso, decimos que tiene trayectorias continuas
cuando son continuas para casi todo ω. Se habla de un proceso con trayectorias
cadlag si todas las trayectorias son continuas por la derecha con límite por la
izquierda, etc.

Por tanto, un proceso estocástico puede interpretarse como una aplicación de
Ω en el espacio de funciones de T en R. De manera formal, podemos expresar el
concepto anterior como X : Ω→ RT, donde

RT = {(x(t))t∈T : x(t) ∈ R, ∀t ∈ T}.

En RT se pude considerar la σ−álgebra BT = σ(C) (la σ−álgebra producto)
que es la menor σ−álgebra que contiene a los conjuntos finito dimensionales (C),
donde

C = {(X(t))t∈T : (X(t1) ∈ A1, . . . , X(tk) ∈ Ak); t1, . . . , tk ∈ T, A1, . . . , Ak ∈ B, k ≥ 1}.

Se puede probar que X es F|BT −medible, si y sólo si, X(t) es F|B −medible.
Por tanto, la definción anterior de proceso coincide con la de una aplicación
F|BT medible en el sentido anterior. Gracias a esto, podemos hablar de la ley del
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proceso. Cuando existe una aplicación de (Ω,F , P ) a RT hay una ley inducida y
podemos definir PX(A) = P (X ∈ A), con A ∈ BT, luego podemos hablar de la
probabilidad de un conjunto.

Se dice que dos procesos son equivalentes si tienen la misma distribución. Se
puede probar (ver [8]) que dos procesos tienen la misma distribución, si y sólo si,
estos procesos dan la misma probabilidad a todos los conjuntos de la clase C, es
decir, si y sólo si ocurre

P (X(t1) ∈ A1, . . . , X(tk) ∈ Ak) = P (Y (t1) ∈ A1, . . . , Y (tk) ∈ Ak),

∀t1, . . . , tk ∈ T, A1, . . . , Ak ∈ BT,

o equivalentemente

(X(t1), . . . , X(tk)) d= (Y (t1), . . . , Y (tk).

Las distribuciones del proceso evaluadas en una colección finita de instantes, se
conocen con el nombre de finito dimensionales. Como consecuencia de lo anterior
observamos que dos procesos tienen la misma distribución, si y sólo si, tiene las
mismas distribuciones finito dimensionales.

Hablaremos de procesos donde las variables toman valores discretos y el tiem-
po es continuo. En este caso, nos interesa el concepto de filtración.

Definición 1.1. (Filtración). Sea (Ω,F , P ) un espacio probabilístico. Una filtra-
ción es una colección de sub σ−álgebras de F , F = {(Ft)t∈T}, tales que

1.) Fs ⊆ Ft ⊆ F para todo s < t ∈ T.

La condición 1.) significa que la familia de sub σ−álgebras es creceinte. General-
mente se asume que la filtración satisface

2.) Fs = ⋂
t>sFt para todo s.

La condición 2.) indica que, en cierto sentido, la familia es continua por la derecha.

3.) A ⊂ B ∈ F ,P(B) = 0⇒ A ∈ F0

Nos solemos referir a la condición 3.) diciendo que la familia es completa.
Las condiciones 2.) y 3.) son conocidas como las "condiciones usuales".

La σ−álgebra Ft se puede interpretar como aquella que contiene a todos los
eventos que ocurren o no hasta el instante de tiempo t, luego podemos entender
dicho concepto como "la historia hasta el instante t". Otro concepto interesante
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es el de pre-t σ-álgebra Ft− que hace referencia a la σ−álgebra más pequeña que
contiene a todos los Fs, s < t y en este caso podemos interpretar Ft− como todos
los eventos que se han producido estrictamente antes del instante t.

Definición 1.2. (Proceso adaptado). Decimos que X es adaptado a la filtración
F si X(t) es Ft −medible para todo t ≥ 0.

Un ejemplo importate de filtración es la generada por un proceso estocástico
X, es decir, el caso en el que Nt = σ({X(s) : s ≤ t}) y la llamaremos filtración
natural. Cualquier proceso es adaptado a la filtración natural. En este contexto
solemos hacer referencia a una filtración F más grande, donde cada sub σ-álgebra
de F tiene la forma Ft = F0 ∨ Nt, donde Nt es la filtración natural,siendo cada
una de ellas crecientes y continuas por la derecha.

Un resultado importante (ver [9]) afirma que la filtración generada por un
proceso de salto continuo por la derecha es continua por la derecha, es decir, si
un proceso de salto X es un proceso tal que para cada t y ω, X(s, ω) es constante
en s ∈ [t, t+ ε) para algún ε > 0. Gracias a este resultado podemos demostar que
las filtraciones generadas cuando los eventos se producen a lo largo de un tiempo
continuo son automáticamente continuas por la derecha.

Pasaremos a estudiar la descripción de los procesos martingala y predecible,
que son dos tipos de procesos con una gran importancia en esta teoría.

Definición 1.3. (Martingala) Unamartingala es un proceso cadlag adaptadoM
que es integrable, es decir, E[|M(t)|] <∞ para todo t ∈ T y cumple la propiedad:

E[M(t)|Fs] = M(s), para todo s ≤ t. (1.1)

El proceso M es una submartingala si reemplazamos la igualdad por la des-
igualdad E[M(t)|Fs] ≥M(s) para todo s ≤ t.

Una clases de procesos complementarios a los proceso martingala son los
procesos predecibles, que definiremos a continuación.

Si T = [0, T ] o [0,∞) entonces la σ-álgebra asociada es B([0, T ]) o B([0,∞)),
respectivamente. Llamamos a la sub σ-álgebra de B([0, T ]) ⊗ F generada por el
conjunto producto de la forma (s, t]×U , donde U ∈ Fs, s ≤ t y t ∈ T, la σ-álgebra
predecible y la denotamos por G.

Por tanto, sea X : T × Ω → R un proceso estocástico definido por (t, ω) 7→
X(t, ω), X es medible si es B([0, T ])⊗F medible.
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Definición 1.4. (Proceso predecible) Un proceso estocástico X es predecible si
es G|B medible.

De manera menos formal, estos procesos están generados por aquellos procesos
adaptados, acotados y continuos por la izquierda.

1.2. Procesos de puntos y procesos de conteo

En esta sección introduciremos los conceptos de proceso de puntos y de conteo
en R+ y mostraremos que los dos conceptos se pueden interpretar de la misma
manera.

Definición 1.5. (Proceso de puntos).
Sea T = {Tn : n ∈ N} una sucesión de variables aleatorias definidas en el

espacio probabilístico (Ω,F , P ) y que toman valores en R̂0 = R0 ∪ ∞, siendo
R0 = [0,∞). Entonces T es un proceso de puntos si satisface:

1. T0 = 0,

2. 0 < T1 < T2 < · · · ,

3. ĺımn→∞ Tn =∞.

Como podemos observar, un proceso de puntos se puede definir como una se-
cuencia positiva, en algunos casos infinita, y estrictamente creciente de variables
aleatorias. La interpretación de la variable Tn será el instante en el que el evento
n-ésimo tiene lugar. En el caso de que Tn = ∞, lo interpretaremos como que el
número total de eventos ocurridos a lo largo de R0 es menor a n.

También mencionaremos los procesos de conteo, que se relacionan de forma
biyectiva con los procesos de puntos.

Definición 1.6. (Proceso de conteo). Sea T un proceso de puntos en el espacio
probabilístico (Ω,F , P ). El proceso estocástico N = {N(t); t ≥ 0} en el que se
cumple que N(0) = 0 y

N(t) =
∑
n

1{Tn≤t} para t > 0,

es el proceso de conteo asociado a T.

7
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Observamos que N(t) es el número de sucesos que se producen en el intervalo

(0, t] y que es equivalente conocer N(t), t ≥ 0 o {Tn : n ∈ N}, ya que N(t) = n

si y sólo si Tn ≤ t < Tn+1 siendo Tn el instante del n-ésimo salto de N(t). Luego
podemos referirnos indistintamente al proceso de puntos o al proceso de conteo.

También podemos observar que de la definición de proceso de puntos,para un
tiempo fijo t <∞, Nt(ω) es una variable aleatoria que toma valores en el conjunto
N.

Por otra parte, podemos considerar que dada una realización ω ∈ Ω, entonces
Nt(ω) está representado como una función en t escalonada y continua por la
derecha.

Figura 1.1: Ejemplo de un proceso de conteo N(t)

De forma más general, supongamos dada una filtración F = {Ft : t ∈ T}
sobre un espacio probabilístico (Ω,F , P ) que satisface las condiciones usuales,
entonces definimos un proceso de conteo multivariante N = (N1, . . . , Nk) como
un vector de k procesos de cadlag adaptados, todos ellos con valor nulo cuando el
tiempo es igual a cero, presentan trayectorias constantes a trozos y no decrecientes
con saltos de tamaño +1, sin producirse saltos de manera simultánea entre dos
componentes distintas. Debido a que no se producen saltos simultáneos, la suma
de sus componentes es también un proceso de conteo que se puede definir como

N• =
k∑

h=1
Nh.

A las diferencias τi = Ti − Ti−1 las llamaremos tiempos entre sucesos y nos
ayudaran a definir un proceso de renovación.

Definición 1.7. Se dice que un proceso de conteo N = {N(t) : t ≥ 0} es un
proceso de renovación si los tiempos entre sucesos {τn : n ≥ 1} son independientes
e identicamente distribuidos.
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1.3. Procesos de Poisson

En esta sección definiremos el proceso de Poisson de tasa λ, que es el ejemplo
más importante de proceso de puntos o de proceso de conteo en [0,∞), y expon-
dremos algunos resultados importantes obtenidos a partir de dicho proceso.

Definición 1.8. (Proceso de Poisson) Sea τ = {τn : n ≥ 1} un proceso de puntos
donde cada variable aleatoria independiente τi sigue una distribución exponencial
de tasa λ. Sea T0 = 0 y Tn = ∑n

i=1 τi para n ≥ 1. Entonces el proceso de Poisson
de tasa λ, que es un tipo de proceso de conteo, está definido por

N(t) = máx{n : Tn ≤ t}, t ≥ 0.

Usaremos la notación N(a, b] = N(b) − N(a) para 0 ≤ a < b, luego N(t) =
N(0, t] y también llamaremos a este proceso, proceso de Poisson homogéneo. Las
variables τi hacen referencia al tiempo que trascurre entre eventos sucesivos (en
nuestro caso, entre una infección y la siguiente), siendo Tn = τ1 + τ2 + · · ·+ τn el
instante en el que ocurre el n-ésima evento y N(t) el número de eventos que se
han producido hasta el instante t.

Para hacernos una idea de como funciona, nos fijaremos en el siguiente dia-
grama:

Figura 1.2: Interpretación del proceso de Poisson N(t) = n.

Si {τn : n ≥ 1} son los tiempos entre sucesos en un PPH(λ) y s1, . . . , sn son
los valores que toma cada variable τi, entonces τ1, . . . , τn tiene función de densidad
conjunta fτ (s1, . . . , sn) = exp(−λ(s1 + . . . + sn)) si si > 0, i = 1, . . . , n. Como
ya hemos mencionado anteriormente Tn = ∑n

i=1 τi y si realizamos un cambio
de varible, se obtiene que T1, . . . , Tn tienen densidad conjunta fT (t1, . . . , tn) =
λn exp(−λtn) si 0 < t1 < · · · < tn. Se observa que (N(t) = i) ≡ (Ti ≤ t < Ti+1).
Entonces, si 0 < t1 < · · · < tn,

P (N(t1) = i1, N(t2) = i1 + i2, . . . , N(tn) = i1 + · · ·+ in)

= P (Ti1 ≤ t1 < Ti1+1, Ti1+i2 ≤ t2 < Ti1+i2+1, . . . , Ti1+···+in ≤ tn < Ti1+···+in+1)
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Veamos el caso donde n=1,

P (Ti1 ≤ t1 < Ti1+1) =
∫
{0<y1<···<yi1≤t1<yi1+1}

λi1+1e−λyi1+1dy1 · · · dyi1dyi1+1

= λi1
∫
{0<y1<···<yi1≤t1}

1dy1 · · · dyi1
∫ ∞
t1

λe−λyi1+1dyi1+1 = λi1
ti11
i1!e

−λt1

Si n=2

P (Ti1 ≤ t1 < Ti1+1, Ti1+i2 ≤ t2 < Ti1+i2+1)

=
∫
{0<y1<···<yi1≤t1<yi1+1<···<yi1+i1≤t2<yi1+k2+1}

λi1+1e−λyi1+1dy1 · · · dyi1dyi1+i2+1

=λi1+i2
∫
{0<y1<···<yi1≤t1}

1dy1 · · · dyi1
∫
{t1<yi1+1<···<yi1+i2≤t2}

1dyi1+1 · · · dyi1+i2

∫ ∞
t2

λe−λyi1+i2+1dyi1+i2+1 = λi1+i2 t
i1
1
i1!

(t2 − t1)i2

i2! e−λt2 .

De manera general, tenemos que

P (Ti1 ≤ t1 < Ti1+1, Ti1+i2 ≤ t2 < Ti1+i2+1, . . . , Ti1+···+in ≤ tn < Ti1+···+in+1)
= λi1+···+in t

i1
1
i1! · · ·

(tn−tn−1)in
in! e−λtn

Si utilizamos la equivalencia existente entre un proceso de puntos y un proceso
de conteo, tenemos que:

P (N (t1) = i1, N (t2)−N (t1) = i2, . . . , N (tn)−N (tn−1) = in)
= e−λt1 (λt1)i1

i1!
e−λ(t2−t1)(λ(t2−t1))i2

i2! · · · e
−λ(tn−tn−1)(λ(tn−tn−1))in

in!

Mediante la realización de estos cálculos hemos probado el siguiente resultado.

Proposición 1.9. Un proceso de conteo es un proceso de Poisson homogéneo de
tasa λ, si y sólo si tiene incrementos independientes y estacionarios y, para s < t,
N(t)−N(s) = N(s, t] sigue una distribución de Poisson de parámetro λ(t− s).

Pasaremos a enunciar el proceso de Poisson no homogéneo que también pre-
senta un interés especial.

Definición 1.10. (Proceso de Poisson no homogéneo). Sea N = {N(t); t ≥ 0}
un proceso de conteo, llamamos proceso de Poisson no homogéneo de tasa λ(s),
no negativa, si verifica las siguientes propiedades:

i) N(0) = 0.

ii) N(t) tiene incrementos independientes.

10
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iii) N(t)−N(s) sigue una distribución de Poisson de media

∫ t
s λ(r)dr = Λ(t)−

Λ(r).

En esta definición hemos utilizado el término de función de intensidad que
desarrollamos en la siguiente sección 1.5.

1.4. Función de supervivencia y función de ries-
go

En esta sección vamos a discutir varias formas equivalentes de describir la
distribución de una variable aleatoria postiva. Estas variables pueden representar
la duración de vida de un componente o el tiempo de espera hasta que se obser-
va un suceso. Estas descripciones equivalentes serán útiles en la discusión sobre
intensidades de procesos de conteo en una sección posterior.

Sea T una variable aleatoria positiva, que podemos interpretar como el tiempo
que ha transcurrido hasta que se produce un suceso, como por ejemplo, el tiempo
hasta que un individuo se infecta de una determinada enfermedad. Asumiremos
que T tiene función de distribución F y función de densidad f . Por simplicidad
asumiremos que la función de densidad es continua. La función de supervivencia,
S(t), representa la probabilidad de sobrevivir más allá del instante t, es decir,

S(t) = P (T > t) = 1− F (t).

Además se tiene que S(0) = 1, ĺımt→∞ S(t) = 0 y S(t1) ≥ S(t2) si t1 < t2, ya que
la función es decreciente.

Ahora definiremos la función de riesgo, h(t), que representa la tasa instantánea
de probabilidad de no sobrevivir en un instante inmediatamente posterior a t

cuando se ha sobrevivido hasta el instante t. De manera formal,

h(t) = ĺım
∆t→0

1
∆tP (T ∈ (t, t+ ∆t]|T > t) = ĺım

∆t→0

F (t+ ∆t)− F (t)
∆t

1
S(t) = f(t)

S(t)

En varias ocasiones se utiliza la función de riesgo acumulado, que viene defi-
nida por H(t) =

∫ t
0 h(s)ds.

Podemos relacionar la función de supervivencia y la función de riesgo, si co-
nocemos la función de distribución mediante la siguiente relación:

h(t) = H ′(t) = f(t)
S(t) = −S

′(t)
S(t) = (− logS(t))′

11
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y se cumple que H(0) = − logS(0) = 0. Por tanto, obtenemos que H(t) =
− logS(t) o, equivalentemente,

S(t) = exp(−H(t)) = exp
(
−
∫ t

0
h(s)ds

)
.

1.5. Intensidades

En esta sección desarrollaremos el cálculo de la función de intensidad mediante
resultados que podemos obtener de [8]. Un proceso de puntos regular es aquel en el
que (t1, . . . , tn) tiene densidad conjunta para todo n. Definiremos esta intensidad
para procesos de puntos regulares.

Supongamos que las observaciones de los proceso ocurren en un intervalo de
tiempo [0, T ], luego los resultados pueden estar descritos en términos de procesos
de puntos en R+. Sea {Tn : n ≥ 1} un proceso de puntos en el intervalo (0, T ), la
función de densidad de Tn condicionada por T1 = t1, . . . , Tn−1 = tn−1 es

pn(t|t1, . . . , tn−1) = fT1,...,Tn(t1, . . . , tn−1, t)
fT1,...,Tn−1(t1, . . . , tn−1) , (1.2)

es decir, la densidad conjunta de las variables T1, . . . , Tn−1, Tn entre la densidad
marginal de T1, . . . , Tn−1 y con soporte de Tn en (tn−1,∞).

Si n = 2, la función de densidad vendrá dada por fT1,T2(t1, t2) = fT1(t1)p2(t2|t1) =
p1(t2|t1).

Denotamos la función de supervivencia para la variable Tn condicionada por
T1, . . . , Tn−1 como

Sn(t|t1, . . . , tn−1) = P (Tn > t|t1, . . . , tn−1)

= 1− P (Tn ≤ t|t1, . . . , tn−1) = 1−
∫ t

tn−1
pn(s|t1, . . . , tn−1)ds

que representa la probabilidad de supervivencia más allá del instante t.
Ahora tiene sentido que si conocemos la función de supervivencia en el ins-

tante t condicionada por t1, . . . , tn−1 podemos definir la función de riesgo de t
condicionada por t1, . . . , tn−1 como

hn(t|t1, . . . , tn−1) = pn(t|t1, . . . , tn−1)
Sn(t|t1, . . . , tn−1) .

De manera habital se suele utilizar la función de riesgo acumulado que viene dada
por

Hn(t|t1, . . . , tn−1) =
∫ t

0
hn(s|t1, . . . , tn)ds.

12
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Definición 1.11. La función de intensidad condicionada de un proceso de puntos
regular en R+ es la función representada por λ∗(·) y definida por

λ∗(t) =

 h1(t) t ≤ t1

hn (t | t1, . . . , tn−1) tn−1 < t ≤ tn, n ≥ 2
(1.3)

En verdad, como podemos apreciar en (1.3) la intensidad λ∗(u) es λ∗(u|Fu),
ya que λ∗(u) depende de los sucesos observados hasta el instante u.

Veamos cómo es dicha función en procesos que ya conocemos, como los pro-
cesos de Poisson homogéneos y de renovación.

PPH(λ).La función de densidad de t1 en un proceso de Poisson homogéneo
es p1(t) = λe−λt, luego su función de superviviencia será S1(t) = e−λt y su
función de riesgo h1(t) = λ. La función de intensidad de t2 condicionada por
t1 es p2(t|t1) = λe−λ(t−t1) siendo t > t1, donde su función de supervivencia es
S2(t|t1) = e−λ(t−t1) y de riesgo vuelve a ser h2(t|t1) = λ. Como conclusión,
este proceso presenta una función de intensidad condicionada constante e
igual a λ.

Proceso de renovación. En este proceso las variables τi = Ti−Ti−1, i ≥ 1
son independientes e indenticamente distribuidas, la densidad conjunta de
T1, . . . , Tn es fT1,...,Tn(t1, . . . , tn) = f(t1) · · · f(tn−tn−1) donde 0 < t1 < . . . <

tn. Para n = 1, la función de densidad es p1(t) = f(t) y la de supervivencia
S1(t) = s(t), luego la función de riesgo será h1(t) = h(t). Para n la función
de densidad es

pn(t|t1, . . . , tn−1) = fT1,...,Tn(t1, . . . , tn−1, t)
fT1,...,Tn−1(t1, . . . , tn−1) = f(t1) · · · f(tn−1 − tn−2)f(t− tn−1)

f(t1) · · · f(tn−1 − tn−2)

= f(t− tn−1),
la función de supervivencia es Sn(t|t1, . . . , tn−1) = s(t− tn−1), luego la fun-
ción de riesgo será hn(t|t1, . . . , tn−1) = h(t − tn−1). Por tanto, podemos
defenir la función de intensidad en este proceso como

λ∗(t) =

 h(t) t ≤ t1

h(t− tn−1) tn−1 < t ≤ tn, n ≥ 2

Discutiremos a continuación el proceso de verosimilitud. Sea N un proceso de
conteo en [0, T ] para T positiva y finita, y supongamos que en el intervalo [0, T ] se

13
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han observados t1, . . . , tN(T ). Si N(T ) = n, teniendo en cuenta que es equivalente
a Tn ≤ T < Tn+1, tendremos que

P ((T1, . . . , Tn) ∈ A|N(T ) = n) = P ((T1,...,Tn)∈A,Tn≤T<Tn+1)
P (N(T )=n)

= 1
P (N(T )=n)

∫
{(t1,...,tn+1):(t1,...,tn)∈A,tn≤T<tn+1} fT1,...,Tn+1(t1, . . . , tn+1)dt1 . . . dtn+1

= 1
P (N(T )=n)

∫
{(t1,...,tn)∈A,tn≤T} p1(t1)p2(t2|t1 · · · pn(tn|t1, . . . , tn−1)Sn+1(T |t1, . . . , tn)dt1 . . . tn

= 1
P (N(T )=n)

∫
A∩{tn≤T} p1(t1) · · · pn(tn|t1, . . . , tn−1)Sn+1(T |t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn.

donde Sn+1(T |t1, . . . , tn) =
∫∞
T pn+1(tn+1|t1, . . . , tn)dtn+1.

Por tanto, dado N(T ) = n, (T1, . . . , Tn) tienen densidad conjunta

L := p1(t1) · · · pn(tn|t1, . . . , tn−1)Sn+1(T |t1, . . . , tn).

Si utilizamos (1.2) entonces L es igual a:

L = h1 (t1) · exp
(
−
∫ t1

0 h1(u)du
)

h2 (t2 | t1) · exp
(
−
∫ t2
t1
h2 (u | t1) du

)
· · ·
hn (tn | t1, . . . , tn−1) · exp

(
−
∫ tn
tn−1

hn (u | t1, . . . , tn−1) du
)

exp
(
−
∫ T
tn
hn+1 (u | t1, . . . , tn) du

)
siendo la forma compacta L = ∏n

i=1 λ
∗(ti) · exp

(
−
∫ T

0 λ∗(u)du
)
.Tomando logarit-

mos tendremos logL:

logL =
n∑
i=1

logλ∗(ti)−
∫ T

0
λ∗(u)du.

Dada una función constante a trozos, la integral de Lebesgue-Stieltjes (4.6 de
[8]) de una función continua por la izquierda λ∗(t) con respecto a una función
constante a trozos es la suma de los valores de la función en los puntos de salto
multiplicada por la magnitud de los saltos. Por eso, la logL en un proceso de
conteo en el intervalo [0, T ] es

logL =
∫ T

0
log λ∗(u)dN(u)−

∫ T

0
λ∗(u)du.

Esta igualdad es válida independiente del valor de N(T ) y se utiliza como log-
verosimilitud, es decir, como base para la estimación de parámetros en procesos
de conteo.

Un resultado importante del que daremos una versión simplificada (Theorem
A3.4.IX de [8]) es el teorema de Doob-Meyer, de forma que un proceso de conteo
admite una descomposición (única) como suma de una martingala más un proceso
predecible. . Este resultado nos ayudará a describir el término de compensador.

14



Raúl Arnanz Manso Grado en Matemáticas
Definición 1.12. Supongamos que N = {N(t) : 0 ≤ t < ∞} es un proceso de
conteo adaptado a la filtración F y que admite intensidad λ∗(t) continua por la
derecha. Definimos el compensador Λ∗(t) como la integral

Λ∗(t) =
∫ t

0
λ∗(u)du.

Dicha integral verifica que M(t) = N(t)− Λ∗(t) es una martingala.

Por últimos, expondremos un proceso que presenta especial interés cuando
hablamos de función de intensidad. Un proceso de Cox condicionalmente dado el
proceso de intensidad es un proceso de Poisson.

Definición 1.13. (Proceso de Cox) Sea (Ω,F , P ) un espacio con una filtración
F. Sea N(t) un proceso de conteo adaptado a Ft y λ∗(t) un proceso adaptado a
Ft no negativo tal que

∫ t
0 λ
∗(s)ds < ∞ casi siempre. Si para todo t ∈ T y u ∈ R

se tiene
E [exp(iuN(t))|Ft] = exp((eiu − 1)

∫ t

0
λ∗(s)ds)

entonces N(t) es conocido como proceso de Cox con intensidad λ∗(t).
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Capítulo 2

Modelos deterministas

El modelo determinista que vamos a desarrollar es el modelo SIR. Dicho mo-
delo fue inicialmente propuesto por O. Kermack y A. G. McKendrick en 1927 (ver
[4]) con el objetivo de desarrollar matemáticamente la evolución de una epidemia
en una población de gran tamaño expuesta al virus.

Una de las características del modelo es que la población sobre la que se
realiza el estudio es constante, es decir, el número de nacimiento y defunciones
se mantiene estable, al igual que no se tendrán en cuenta las inmigraciones y
emigraciones de los individuos que costituyen la población; por tanto, el tamaño
de la población sobre la que realizamos el estudio será N , donde N = S(t) +
I(t) +R(t) para todo valor de t. Las variables S, I, R hacen referencia al número
de susceptibles, infectados y recuperados, respectivamente, en cada instante de
tiempo t.

Otro dato a tener en cuenta es que la población es homgénea en el sentido
de que dos individuos cualquiera presentan la misma tasa de entrar en contanto
β, luego no existe una distinción a la hora de producirse un contacto estrecho
entre diferentes individuos. Además, el periodo de latencia que existe desde que
el individuo se expone al agente infeccioso hasta que el propio individuo comienza
a ser infeccioso es lo suficientemente pequeño como para no tenerlo en cuenta. La
última consideración sería que los individuos infectados se recuperarán y pasarán
al compartimento de los recuperados con una tasa constante γ. El esquema que
representa los estados por los que un individuo puede pasar a lo largo del modelo
SIR es la Figura 2.1.

Las ecuaciones diferenciales que modelan la evolución del número de suscep-
tibles, infectados y recuperados en la población de tamaño N son (2.1):
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Figura 2.1: Esquema modelo SIR.


Ṡ(t) = −βS(t) I(t)

N

İ(t) = βS(t) I(t)
N
− γI(t)

Ṙ(t) = γI(t)
(2.1)

cuyas condiciones iniciales son S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0. Si supones
que al comienzo de la epidemia el número de recuperados es 0, R0 = 0, siendo
está suposición la más coherente ya que al inicio del proceso de expansión de la
enfermedad solo hay individuos susceptibles e infectados, es decir, N = S0 + I0.

El signo menos de la primera ecuación de 2.1 hace referencia a la disminución
del número de individuos susceptibles que se produce con el paso del tiempo,
ya que a medida que se infectan abandonan ese estado S y pasan al estado I.
En la segunda ecuación el coeficiente positivo indica que, tras el contacto con
individuos infectados, aquellos individuos susceptibles se van a infectar y, por
lo tanto, aumentará el número de individuos infectados. Durante el estudio de
como evoluciona la población es posible que algunos de los individuos se hayan
recuperado, estos dejarán de pertenecer al grupo de infectados I para formar parte
del grupo de recuperados R y alcanzar la inmunidad; perteneciendo también al
grupo de recuperados R los individuos que han fallecido a causa de la enfermedad
infecciosa.

Otro dato a tener en cuenta es que Ṡ(t) ≤ 0 y Ṙ(t) ≥ 0 según hemos definido
en (2.1), luego como 0 ≤ S(t) ≤ S(0) ≤ N y 0 ≤ R(0) ≤ R(t) ≤ N , los límites
S(∞) = ĺımt→∞ S(t), R(∞) = ĺımt→∞R(t) son finitos y como existe una relación
con el número de infectados tenemos que I(∞) = ĺımt→∞ I(t) = N − S(∞) −
R(∞). Por tanto, es fácil deducir que la enfermedad siempre se extingue, es decir,
I(∞) = 0 dadas cualquiera de sus condiciones iniciales.

Para que tengamos una visión general de la evolución de cada uno de los
compartimentos del modelo SIR, nos fijaremos en la Figura 3.2 y entenderemos
la coherencia de la misma. Como podemos observar en el gráfico el número de
infectados crece al comienzo de la epidemia hasta que alcanza el número máximo
de infectados y desde ahí decrece hasta llegar a cero, que será el momento en el
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que la epidemia finalice. Con respecto al número de susceptibles y recuperados,
los individuos susceptibles presentan el valor máximo al comienzo de la epidemia,
ya que en ese momento es cuando la población presenta un mayor riesgo de
exposición a la enfermedad, en cambio el número de recuperados o fallecidos
siempre crece hasta que toda la población ha sido infectada y se ha recuperado o
ha fallecido algún individuo.

Los parámetros utilizados en el modelo SIR son N=1000,β = 0.85, γ = 0.21.

Figura 2.2: Representación gráfica del modelo SIR

El siguiente paso será realizar un análisis cualitativo del modelo de estudio
(ver [5]) y para comenzar, normalizaremos las variables dividiendo cada una por
el total de individuos de la población N

s(t) = S(t)
N

, I(t) = I(t)
N

,R(t) = R(t)
N

.

Si derivamos respecto de t en ambos mienbras de cada una de las expresiones
anteriores y realizamos las sustituciones necesarias obtenemos el siguiente sistema:


s′(t) = s(t)

dt
= 1

N
dS(t)
dt

= −βs(t)i(t)
i′(t) = i(t)

dt
= 1

N
dI(t)
dt

= βs(t)i(t)− γi(t)
ṙ(t) = r(t)

dt
= 1

N
dR(t)
dt

= −γi(t)
(2.2)

Como es posible cálcular el número de individuos recuperados a tráves de la
relación R(t) = N − S(t) − I(t), podemos simplificar el sistema (3.2) y obtener
un sistema más simple formado únicamente por dos ecuaciones:
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i′(t) = βs(t)i(t)− γi(t)

(2.3)

Para conocer si se produce un brote epidémico en la población realizaremos
el siguiente análisis:

Caso 1. Si i′(0) > 0 tenemos que i′(0) = i0(βs0 − γ) > 0 si s0 >
γ
β
, luego el número

de infectados aumentará y se producirá una epidemia. Entonces para algún
t > 0, existirá un brote epidémico si i(t) > i0, ya que el valor de i0 > 0.

Caso 2. Si i′(0) < 0 tenemos que i′(0) = i0(βs0− γ) < 0 si s0 <
γ
β
y no se producirá

una epidemia debido a que si observamos la primera ecuación s′(t) < 0 para
cualquier instante de tiempo t, luego s′(t) ≤ s0 para cualquier t ≥ 0.

Si nos fijamos en el Caso 1, podemos obtener el siguiente resultado:
Si i′(0) > 0, entonces i′(0) = i0(βs0−γ) > 0 y si tenemos en cuenta las condiciones
iniciales sabemos que i0 > 0, luego i′(0) = i0(βs0 − γ) > 0 si βs0 > γ, es decir,
βs0
γ
> 1, y en este caso se producirá un brote epidémico.
Para el caso 2 tenemos la situación de que el cociente βs0

γ
< 1 y entonces no

se producirá un brote epidémico.

En la literatura habitual al cociente que determina si se producirá un brote
o no lo denotaremos por R0 = βs0

γ
(ver [5]) y lo llamaremos número básico

de reproducción de la epidemia haciendo referencia al número promedio de
infectados secundarios producidos por un individuo infectado anteriormente sobre
una población totalmente susceptible.

Para i(t) 6= 0, un método para encontrar una solución al sistema (2.3) puede
ser el siguiente:

i′(t)
s′(t) = (βs(t)− γ)i(t)

−βs(t)i(t) = βs(t)− γ
−βs(t) = −1 + γ

βs(t) .

Utilizamos el método de separación de variables para resolver el sistema y
obtenemos el siguiente resultado

i(t) = −s(t) + γ

β
log s(t) + k,

donde k representa una constante de integración que se puede obtener a partir
da las condiciones iniciales s0 e i0, y gracias a esto, tenemos que las curvas solución
del plano fase (s, i) están determinadas por

p(s, i) = i(t) + s(t)− γ

β
log s(t) = k, (2.4)
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Figura 2.3: Trayectorias del plano fase p(s,i) [4].

como podemos ver en la siguiente figura:
Cada curva de la Figura 2.3 representa la curva solución del modelo (2.3) para

distinto valores de las condiciones iniciales y la línea discontinua al valor de ρ = γ
β
.

El siguiente paso, será calcular el valor de la constante de integración k, pues
k = p(s0, i0) = i0 + s0 − γ

β
log s0 y si sustituimos k en 2.4 tenemos que

i(t) = −s(t) + γ

β
log s(t) + i0 + s0 −

γ

β
log s0. (2.5)

Como hemos mencionado anteriormente, el tamaño de la población es cons-
tante y lo hemos denotado por N , si ahora introducimos una pequeña cantidad
de individuos infectados podemos suponer que s(0) ≈ N e i(0) ≈ 0, entonces
R0 = βN

γ
. Si nos fijamos en la situación de que el número de infectados con el

paso del tiempo tiende a cero i(∞) = ĺımt→∞ i(t) = 0 y tomando s(∞) = S(∞)
N

,
tenemos que p(s(t), i(t)) = p(s(∞), 0), es decir, N− γ

β
log s0 = s(∞)− γ

β
log s(∞),

así obtenemos el siguiente resultado

β

γ
=

log s0
s(∞)

N − s(∞) . (2.6)

Un resultado que podemos observar de la ecuación (2.6) es que 0 < s(∞) < N ,
y esto quiere decir que una parte de la población N − s(∞) evita ser infectada,
luego aún quedan individuos susceptibles que están expuestos a la infección, y co-
mo consecuencia de este resultado, podemos entender que la epidemia desaparece
por falta de individuos infectados y no por falta de susceptibles.
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Gracias a la ecuación 2.6 obtenemos el número de contactos necesarios para

infectar a un indviduo susceptible, dicho número lo denotaremos por ρ, y en
base al modelo de Kermack McKendrick (ver [4]) podemos definir ρ = γ

β
y así

el número de reemplazos R en el instante t = 0 es el producto del número de
contactos por el número de individuos susceptibles en el instante inicial, siendo
este s0, luego R = s0

ρ
. En el instante inicial de la epidemia el número básico de

reproducción es igual al número de reemplazos, ya que R = s0
ρ

= β
γ
s0 = R0.

De forma general, podemos conocer el valor del número de reemplazos en
cualquier instante de tiempo, luego tenemos que R = s(t)

ρ
.

Pasaremos ahora a fijarnos en el número máximo de individuos infectados a
lo largo de la epidemia al que llamaremos imáx.

El número máximo de individuos infectados en un instante de tiempo es el
número de infectados cuando se tienen las condiciones de que i′(t) = 0 e i(t) 6= 0.
De la segunda ecuación del sistema de ecuaciones 2.2 tenemos que i′(t) = (s(t)−
γ
β
)i(t)β = 0 si s(t) = γ

β
, pues i(t) > 0. Si dicho valor de s(t) lo sustituimos en la

ecuación 2.5 tenemos que

imáx = s0 + i0 −
γ

β
log s0 −

γ

β
+ γ

β
log γ

β
,

que tras realizar los cáclulos pertinentes, se reduce a la siguiente ecuación

imáx = N + γ

β
log

( γ
β

s0

)
− γ

β
,

ya que inicialmente hemos considerado que el número de recuperados es cero,
luego N = s0 + i0.

Para tenerminar el análisis cualitativo del modelo, utilizamos las ecuaciones
primera y tercera de 2.2. Por tanto, para s(t) 6= 0 e i(t) 6= 0 tenemos que

s′(t)
r′(t) = −βs(t)i(t)

γi(t) = −βs(t)
γ

,

si resolvemos esta ecuación por el método de separación de variables, como hemos
hecho anteriormente, se tiene que log s(t) = −β

γ
r(t) + cte, tras despejar s(t)

tenemos
s(t) = s0e

−βr(t)
γ . (2.7)

Como sabemos que i(∞) = 0 y como se menciona en repetidas ocasiones,
podemos calcular r(t) conociendo los valores de s(t) e i(t), luego tenemos que
r(∞) = N − s(∞). Entonces s(∞) será igual a

s(∞) = s0e
−βr(∞)

γ = s0e
−β(N−s(∞))

γ .
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Por tanto, el número de individuos susceptibles que contraen la enfermedad

será
imax = i0 + s0 − s(∞),

donde s(∞) es el resultado anterior.
Con el objetivo de conocer el número de personas recuperadas r(t) por unidad

de tiempo, es decir, r′(t) podmeos obtenerla a partir de la tercera ecuación de
2.2, de la ecuación 2.7 y de la relación N = i(t) + s(t) + r(t), luego tenemos

r′(t) = γi(t) = γ(N − s(t)− r(t)) = γ(N − r(t)− s0e
−βr(t)

γ )

Así si resolvemos está ecuación, podemos obtener el número de personas recupe-
radas.

Una vez que hemos desarrollado el modelo determinista SIR, nos fijaremos en
cómo de realistas es dicho modelo.

Los compartimentos de este modelo representan funciones cuyo conjunto de
llegada son los números naturales más el elemento cero, debido a que los comparti-
mentos están contituidos por individuos. Estas funciones pueden no ser continuas,
luego no derivables y esta carencia conlleva un problema a la hora de demostrar
la fiabilidad del modelo.

Otro punto a tener en cuenta es que la tasa de infección varía respecto del
tiempo en la realidad, este parámetro no es constante; ya que es imposible que
un individuo se infecte siempre con la misma probabilidad, es decir, el número de
contacto con individuos infectados varía con respecto del tiempo.

Por último, hemos comentado antes que el número R0 se interpreta como el
número de individuos que es capaz de infectar un individuo infectado. Sin em-
bargo, para calcular ese número medio debería haber una distribución de proba-
bilidad asociada a ese número de individuos a los que infecta un contagiado. Esa
distribución no existe de manera natural en los modelos deterministas descritos
aquí.
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Capítulo 3

Modelos estocásticos

Como conclusión del capítulo segundo, afirmamos que los modelos determinis-
tas presentan limitaciones importantes para modelar el desarrollo de una epide-
mia. Para intentar solventar dichas limitaciones del modelo, introduciremos otros
tipos de modelos, los modelos estocásticos. En estos modelos intervienen varia-
bles aleatorias que siguen una distribución de probabilidad, como por ejemplo, el
número de individuos susceptibles, infectados y recuperados.

En los siguientes apartados definiremos modelos estocásticos que mejoran las
limitaciones enunciadas, todos ellos los podemos encontrar en [3]

3.1. Proceso de ramificación en tiempo continuo

Un proceso de ramificación ayuda a describir la evolución de los individuos
infectados en una epidemia con respecto del tiempo. La idea principal del proceso
es considerar que cada individuo infectado actua de forma independiente y siendo
cada uno de los infectados idénticos entre si, es decir, son variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas. Sean I(j)

n el número de infectados por
el infectado j en la generación n−1, que son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con valores en N, siendo In = (I(1)

n , I(2)
n , . . .). A partir

de las variables I(j)
n , podemos calcular las variables que representan a todos los

individuos infectados en el generación n+1 ,sabiendo que el inicio de la epidemia
se produce por un único individuo en la generación 0, X0 = 1, Xn+1 = ∑Xn

j=1 I
(j)
n+1

para todo n ∈ N. Una herramienta importante en el desarrollo de los proce-
sos de ramificación son las funciones generadoras de probabilidades. La función
generadora de probabilidades de la variable aleatoria I(j)

n se define como

g(z) = E
[
zI

(j)
n

]
=
∞∑
k=0

P (I(j)
n = k)zk,
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para todo n ∈ N, y la función generadora para la variable aletoria Xn será

ψn(z) = E
[
zXn

]
=
∞∑
k=0

P (Xn = k)zk

.
Una propiedad importante que relaciona las esperanzas con la función gene-

radora es la siguiente:

E
[
zXn+1|Xn = k

]
= E

[
zI

(1)
n+1+···+I(k)

n+1

]
=
[
E
[
zI

(1)
n+1

]]k
= g(z)k.

Luego si no conocemos el valor que toma Xn tenemos E
[
zXn+1|Xn

]
= g(z)Xn

y la función generadora será

ψn+1(z) = E
[
g(z)Xn

]
= ψn(g(z)).

Ahora, iterando la ecuación anterior se obtiene el siguiente resultado:

ψn+1(z) = ψ0(g(n+1)(z)) donde g(n+1)(z) = g◦
n+1)
· · · ◦g(z).

Luego como X0 = 1 entonces se cumple que ψ0(z) = P (X0 = 1)z1 = z y
tenemos que ψn(z) = g(n)(z).

El siguiente paso, será calcular la probabilidad de extinción de la epidemia.
Se define el evento extinción como

[E] = ∪∞n=1[Xn = 0].

y sabiendo que se verifica que {Xn = 0} ⊂ {Xn+1 = 0} y la propiedad de
continuidad, su probabilidad P (E), será

P (E) = P (∪∞n=1(Xn = 0)) = ĺım
n→∞

P (Xn = 0) = ĺım
n→∞

ψn(0).

Si denotamos z = P (E) y como g es continua, entonces

g(z) = g(P (E)) = g( ĺım
n→∞

ψn(0)) = ĺım
n→∞

g(ψn(0)) = ĺım
n→∞

ψn+1(0) = z

luego P (E) es un punto fijo de la función g. Gracias a estos resultados podemos
describir las situaciones en las que la epidemia se extingue y en cuales no. Los
momentos del proceso se pueden expresar en términos de la derivada de g(z) en
z = 1. Sea

g′(1) =
∞∑
k=0

P (I(j)
n = k)k = E[I(j)

n ] = m

el promedio de reproducción, tal que m <∞. Dependiente del valor que tome el
promedio de reproducción m, podemos clasificar el proceso de ramificación de la
forma siguiente:
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Si m ≤ 1 entonces P (E) = 1 y la epidemia llegará a la extinción de forma
segura.

Si m > 1, entonces P (E) < 1 y P (E) es la única solución de la ecuación
z = g(z), z < 1. Además no podemos asegurar si la epidemia se extinguirá.

Por último, realizaremos una descripción de las principales propiedades que
presenta g. Dicha función siempre es creciente y convexa en el intervalo [0, 1].
Si P (I(j)

n = 0) < 1, g es estrictamente creciente en el intervalo unidad [0, 1], si
P (I(j)

n ≤ 0) < 1 entonces g es estrictamente convexa en [0, 1]. Como ya sabemos
g′(1) = E[I(j)

n ] = m y asumiento que se cumple la situación P (I(j)
m = 0) < 1,

tenemos que

Si m ≤ 1, la única solución de g(z) = z en [0, 1] es z = 1.

Si m > 1, existen dos soluciones de la ecuación g(z) = z en [0, 1] y son
z1 = 1 y z2 ∈ (0, 1).

Figura 3.1: En la figura de la izquierda m ≤ 1 y en la figura de la derecga m > 1.
Esta representación ha sido extraida de [3].

3.2. El modelo Reed-Frost

El modelo Reed-Frost está definido en una situación en la que no existe el pe-
riodo de latencia y donde T es el periodo de infección, que es fijo y constante. Esto
implica que los contactos entre individuos son independientes y la probabilidad
de tener un contacto estrecho con otro individuo específico es π = 1 − e−pcT/N ,
que es equivalente a pcT/N cuando T toma valores cercanos a cero. Sea pc la
la tasa de contacto entre individuos, que hace referencia al número de contactos
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por la probabilidad de que un individuo susceptible sea infectado, y el ritmo de
contagio es pc/N . Luego la expresión de 1−π es la probabilidad de no producirse
ningún contacto durante el periodo de infección T .

La versión con tiempo dicreto del modelo de Reed-Frost es basicamente la
misma que la versión con tiempo continuo; ya que no nos fijamos en el tiempo real
si no en las generaciones de individuos infectados. Un individuo susceptible evita
ser infectado en la generación k+ 1 si evita ser infectado por todos los individuos
infectados en la generación anterior k, este hecho sucede con probabilidad (1 −
π)ik , donde ik denota el número de individuos infectados en la generación k. La
probabilidad de infectarse sería la probabilidad complementaria 1 − (1 − π)ik .
Como consecuencia, si hay ik individuos que se infectan en la generación k y
sk individuos susceptibles, entonces este proceso sigue una distribución binomial
definida como

Ik+1 ∼ B(sk, 1− (1− π)ik)

donde Sk+1 = sk − Ik+1.

Por tanto, la probabilidad de que el número de infectados en la generación
t+ 1 sea igual a it+1 será:

P (It+1 = it+1|St = st, It = it) =
 st

it+1

(1− (1− π)it
)it+1 [(1− π)it

]st−it+1

Podemos utilizar este método de manera iterativa para calcular la probabili-
dad de un brote en términos de generaciones. Luego si conocemos el número de
infectados en cada generación {i0, i1, . . . , iT} siendo T el instante en el que fina-
liza la epidemia, la probabilidad de que el brote se desarrolle con dicho número
de infectados es:

P (I1 = i1|S0 = s0, I0 = i0)P (I2 = i2|S1 = s1, I1 = i1) · · ·P (IT = iT |ST−1 = sT−1, IT−1 = iT−1)

=
T−1∏
t=0

 st

it+1

(1− (1− π)it
)it+1 [(1− π)it

]st−it+1

Por ejemplo, supongamos que tenemos la situación en la que el número de
infectadosy susceptibles ha ido variando de la siguiente manera: la generación
inicial está constituida por (S0 = 3, I0 = 1), la siguiente generación será (S1 =
1, I1 = 2) y la última (S2 = 0, I2 = 1). Entonces la probabilidad de que se
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produzca este suceso será

P (I1 = 2|S0 = 3, I0 = 1)P (I2 = 1|S1 = 1, I1 = 2)

=
 3

2

 (1− (1− π)1)2 [(1− π)1]3−2 ·

 1
1

 (1− (1− π)2)1 [(1− π)2]1−1

3.3. El modelo estocástico en epidemias general
(SIR)

El tercer modelo que vamos a desarrollar y que presenta un gran interés a lo
largo del trabajo, es el modelo SIR estocástico. Este modelo no presenta periodo
de latencia y está definido mediante procesos de Markov continuos que vienen
dados en una escala de tiempo continua, t ∈ [0,∞].

Definición 3.1. Sea X = {X(t) : t ≥ 0} un proceso estocástico en tiempo
continuo que toma valores en el espacio de estados E. Se dice que dicho proceso
es una cadena de Markov en tiempo continuo si ∀s, t ≥ 0 y ∀i, j, xu ∈ E con
1 ≤ u ≤ s se cumple que

P (X(t+ s) = j|X(s) = i,X(u) = xu) = P (X(t+ s) = j|X(s) = i), ∀t > 0.

En palabras menos formales, una cadena de Markov en tiempo continuo es
un proceso estocástico que verifica que la probabilidad condicionada de un futuro
estado en el instante t + s, dado el estado actual que se corresponde con el
instante s y todos los estados pasados, depende únicamente del estado presente
y es independiente del pasado.

Para simplificar la escritura de este tipo de probabilidades, denotaremos a la
función de masa de probabilidad asociada a cada variable aleatoria X(t) como:

pi(t) = P (X(t) = i), i ≥ 0, ∀t ≥ 0.

Supongamos que partimos de una población cerrada, es decir, el número total
de individuos en nuestra población de estudio siempre es N y los estados por
los que pueden experimentar dichos individuos son Susceptibles (S), Infectados
(I) y Recuperados(R). En cada instante t ≥ 0, S(t),I(t) y R(t) representan,
respectivamente, la cantidad de individuos susceptibles, infectados y recuperados,
que son variables aleatorias discretas tales que:

S(t), I(t), R(t) ∈ {0, 1, . . . , N}

con N = S(t) + I(t) +R(t), ya que el tamaño de la población es cerrado.
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En este modelo, los individuos que se recuperan se vuelven inmunes a la

enfermadad, por lo tanto ya nunca vuelven a ser susceptibles ni pueden volver
a padecer la enfermedad. En tales circunstancias, las restricciones que se deben
verificar son las siguientes:

1. El contagio se produce de un individuo infectado a un individuo susceptible,
luego en el momento inicial de la epidemia, por lo menos debe haber un
individuo infectado de la población.

2. Un individuo infectado siempre se traslada al bloque de recuperados, ya sea
porque se ha recuperado totalmente de la enfermedad o por su defunción.

La descripción de la evolución de la epidemia en la población se realiza me-
diante el uso de cadenas de Markov bidimensionales en tiempo continuo, ya que el
número de recuperados se puede obtener directamente de R(t) = N −S(t)− I(t),
y tenemos que

X = {(S(t), I(t)), t ≥ 0}

con espacio de estados

E = {(s, i) : 0 ≤ s+ i ≤, 0 ≤ s ≤ N, 1 ≤ i ≤ N}

y cuyo cardinal es |E| = (N+1)(N+2)
2 − 1, ya que el par (N, 0) no sería posible

debido a que debe de haber al menos un paciente cero en la población y el par
(0, N) entraría dentro del conjunto E, ya que es posible que toda la población
se contagie de la enfermedad, aunque no suele darse dicha situación con mucha
frecuencia.

Existen dos posibles transiciones entre estados y son las siguientes:

1. Un individuo susceptibles es contagiado.

2. Un individuo infectado se recupera de la enfermedad.

Podemos expresar estos cambios suponiendo que el estado presente es (s, i),es
decir, el número de susceptibles en el instante t es s y el de infectados i, luego
si se infecta un individuo susceptible el estado pasará a ser (s − 1, i + 1) y si se
recupera un infectado el estado será (s, i− 1).

El tiempo que se tarda en producir un nuevo contagio es una variable alea-
toria exponencial que depende de la composicón de la población y de la tasa de
contagio β. Los individuos se recuperan de manera independiente y el tiempo
que transcurre en recuperarse cada individuo se distribuye mediante una variable
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aleatoria exponencial de tasa γ. Por tanto, el tiempo que cada inidividuo per-
manece en cualquiera de los estados de la cadena es exponencial y la tasa de
permanencia viene dada por:

q(s,i) = βs
i

N
+ γi

si (s, i) ∈ E, donde cada uno de los términos recoge la tasa de cambio de
estado a causa de:

Nueva infección de un suscpetible:

βs
i

N

Recuperación de un infectado:
γi

El generador infinitesimal de la cadena de Markov en tiempo continuo es una
matriz cuadrada, de dimensión |E| × |E| en la que se representan las tasas de
cambio y podemos definirla de la siguiente manera: A = [q(s,i),(s∗,i∗)] siendo

q(s,i),(s∗,i∗) =



βs i
N
, si (s, i) = (s− 1, i+ 1),

γi, si (s, i) = (s, i− 1)
−q(s,i), si (s, i) = (s, i),
0, en el resto de los casos.

Para describir cúal es la forma del generador infinitesimal A vamos a descom-
poner el espacio de estados E en niveles E = ∪Ns=0L(s) donde L(s) = {(s, i) : 0 ≤
i ≤ N − s}.

Para aclarar un poco mejor el funcionamiento del modelo, vamos a ver cuales
son las transiciones entre los estados para N = 4. (Ver figura 3.2).

Como vemos en el diagrama, el conjunto de estados absorbentes, aquellos
que al entrar en él no se puede salir del mismo, está formado por los estados
EA = {(0, i) : 0 ≤ i ≤ N}, que son los estados representados con un círculo
negro. El conjunto de estados transitorios esta formado por ET = E − EA.

Mientras que L(0) contiene todos los estados absorbentes, ∪Ns=1L(s) son los
estados transitorios.

Si observamos el diagrama de transición de estados, podemos observar que los
niveles L(v) tiene dos estados, menos L(0) que presenta un único estado.

Matricialmente el generador infinitesimal A se expresa como:
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Figura 3.2: Diagrama de transición.

A =



A0,0 0 0 · · · 0
0 A1,1 0 · · · 0
0 0 A2,2 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · 0 AN,N


donde, para 0 ≤ k ≤ N ,

Ak,k =



−λ(k,0) λ(k,0) 0 · · · 0
µ(1) −q(k,1) λ(k,1) · · · 0
0 . . . . . . . . . ...
... ... µ(N) −q(k,N) λ(k,N)

0 · · · · · · µ(N) −q(k,N)


Ak,k es una matriz de dimensión (N + 1)× (N + 1) que podemos representar

mediante Qk,k =
[
qk(i,j)

]
para 0 ≤ i, j ≤ N , donde qk(i,j) tiene los siguientes valores

no nulos:

qk(i,j) =


µ(i) si j = i− 1
−q(k,i) si j = i

λ(k,i) si j = i+ 1.
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siendo λ(s,i) = β

N
si, µ(i) = γi.

Como el espacio de estados es finito, entonces satistafe sistema de ecuaciones
diferenciales de Kolmogorov (ver página 338 de [10]) puede calcularse, sabiendo
que p(s,i)(t) = P (S(t) = s, I(t) = i), es

dp(s,0)(t)
dt

= −p(s,0)(t)λ(s,0) + p(s,1)(t)µ(1),

dp(s,i)(t)
dt

= p(s−1,i+1)(t)λ(s−1,i+1) + p(s,i−1)(t)µ(i−1) − p(s,i)(t)q(s,i).

para cada 0 ≤ s ≤ N .
Es interesante aplicar las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov al cálculo

de la derivada de la esperanza del número de infectados. Para ello definiremos la
esperanza del número de infectados y simplificaremos la derivada aplicando los
cálculos de [13].

E[I(t)] =
N∑
s=0

ip(s)(t) =
N∑
s=0

i
N+1∑
i=0

p(s,i)(t) =
N+1∑
i=0

N∑
s=0

iP (S(t) = s, I(t) = i)

luego

dE[I(t)]
dt

= ∑N+1
i=0

∑N
s=0

[
βi
N

[
p(s−1,i+1)(t)(s− 1)(i+ 1)− p(s,i)(t)si

]
+ iγ

[
p(s,i−1)(t)(i− 1)− p(s,i)(t)i

]]
= β

∑N+1
i=0

∑N
s=0

i
N

[
p(s−1,i+1)(t)(s− 1)(i+ 1)− p(s,i)(t)si

]
+γ∑N+1

i=0
∑N
s=0 i

[
p(s,i−1)(t)(i− 1)− p(s,i)(t)i

]
= βE[S(t)I(t)]− γE[I(t)]

donde E[S(t)I(t)] = E[S(t)]E[I(t)] + Cov(E[S(t)], E[I(t)]).

3.4. Proceso de Hawkes

En esta sección introduciremos la definición de los procesos de Hawkes y
describiremos algunas de sus principales propiedades.

Definición 3.2. Sea N = {N(t) : t ≥ 0} un proceso de conteo en el espacio
probabilístico (Ω,F , P ) con una filtración F = {(Ft)t∈T} que satisface

P (N(t+ δ)−N(t) = m|Ft) =


1− λ∗(t)δ + o(δ), m = 0
λ∗(t)δ + o(δ), m = 1
o(δ), m > 1
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donde la función de intensidad condicionada λ∗(t) es descrita por la ecuación:

λ∗(t) = µ+
∫ t

0
g(t− s)dN(s)

siendo µ > 0 una constante, denominada intensidad de fondo, y g : [0,∞) →
[0,∞) una función denominada función de excitación.

La constante µ representa la existencia de una fuente constante de sucesos,
por ejemplo, en nuestro caso, representa la inmigración que se está produciendo
en la población, luego el número de individuos de la población no es contante.

Por otro lado, la función g satiface la condición de regularidad
∫∞

0 g(s)ds < 1 .
Esta condición me ayuda a garantizar una versión estacionaria del proceso, pero si
dicha condición no se da entonces el proceso es explosivo.(Proposition 6.4.VII
de [8])

Sean t1, t2, . . . los tiempos en que ocurren los eventos para cierta realización
del proceso de Hawkes, podemos escribir la función intensidad del proceso como
función de t y el conjunto de tiempos {ti : ti ≤ t}. Luego la función de intensidad
tiene la siguiente forma

λ∗(t) = µ+
∑
i:ti<t

g(t− ti).

La función de excitación más común es la de una exponencial decreciente en todo
su dominio, por ejemplo, g(t) = ae−bt donde a, b > 0 y se utiliza esta función
con el objetivo de simplificar las derivaciones que podamos realizar. La función
de intensidad con g(t) concreta tiene la siguiente forma

λ(t) = µ+
∫ t

0
ae−b(t−s)dN(s) = µ+

∑
i:ti<t

ae−b(t−ti).

3.5. Proceso de Hawkes modificado

En esta última sección del Capítulo 3 discutiremos una variante del proceso
de Hawkes que añade flexibilidad para permitir una tasa de transmisión variable
en el tiempo.

En esta modificación, que nos ayudará a calcular el número de reprodución
instáneo R(t), la constante µ del proceso de Hawkes tiene un valor nulo, luego
la población se mantiene constante al eliminar la constante que media la inmi-
gración. Además, en vez de depender g únicamente del tiempo desde que se ha
producido un suceso τ , va a depender del tiempo calendario t, es decir, el tiem-
po desde que se produjo el primero de los sucesos, no únicamente el suceso de

34



Raúl Arnanz Manso Grado en Matemáticas
estudio. Por tanto, la función de intensidad del proceso tendrá la forma

λ∗(t) =
∫ t

0
g(t, t− s)dN(s).

Denotaremos por l(t) a la intensidad promedio del proceso N , es decir,
l(t) = E

[∫ t
0 g(t, t− s)dN(s)

]
. Utilizando el teorema de descomposición de Doop-

Meyer, anteriormente referenciado, podemos deducir que dN(s) = dM(s)+dΛ(s),
es decir, dN(s) = dM(s) + λ(s)ds. Sustituyo el valor de dN(t) en l(t) y podemos
obtener que

l(t) = E[λ∗(t)] = E
[∫ t

0
g(t, t− s)dM(s)

]
+ E

[∫ t

0
g(t, t− s)λ(s)ds

]

= E
[∫ t

0
g(t, t− s)λ∗(s)ds

]
=
∫ t

0
g(t, t− s)l(s)ds

sabiendo que la esperanza de una martingala es E[dM(s)] = 0. Si realizo un
cambio de variable τ = t− s la igualdad anterior será igual a

l(t) =
∫ t

0
g(t, τ)l(t− τ)dτ

y como l es nula para valores negativos del argumento, es decir, cuando τ > t

entonces
l(t) =

∫ ∞
0

g(t, τ)l(t− τ)dτ. (3.1)

Luego llegamos a la ecuación (3.1), que es la ecución que se describe en [6],
y podemos ver que g depende de los tiempos t y τ , y nos ayudará a calcular
el número de reprodución instantáneo. También podemos ver que si M (no es
martingala) es un proceso de Poisson no homogéneo la esperanza de N(b)−N(a)
será

E[N(b)−N(a)] = Λ(b)− Λ(a) =
∫ b

a
λ∗(r)dr.

Tomando límites cuando a→ 0 y b→∞, el número medio de sucesos en este
proceso será

∫∞
0 λ∗(r)dr. Con esta observación lo que vemos es que el número

medio de individuos contagiados por el individuo infeccioso original es:

R(t) =
∫ ∞

0
g(t, τ)dτ.

Tenemos que g(t, τ) es la tasa de transmisibilidad, que podemos separarla de
la siguiente forma (ver [6]) g(t, τ) = g1(t)g2(τ), donde puede elegir que g2(τ) sea
una función de densidad tal que

∫∞
0 g2(τ)dτ = 1. Por tanto, podemos verificar lo

siguiente
R(t) =

∫ ∞
0

g(t, τ)dτ =
∫ ∞

0
g1(t)g2(τ)dτ = g1(t),
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es decir, la función g1(t) será igual al número de reproducción instantáneo R(t).
Además, la función g2(τ) representa la distribución de cómo se distribuyen los
sucesos (infecciones) en función del tiempo τ . Esta distribución es díficilmente
estimable y en la práctica se suele aproximar por la distribución del intervalo de
serie, que denoto por ω(τ), donde el intervalo de serie es el intervalo de tiempo
entre el inicio de los síntomas del individuo infeccioso hasta que presenta los sínto-
mas el individuo que ha sido infectado, que a veces es conocido debido a estudios
previos. Por lo tanto, la infectividad puede descomponerse como el producto del
número de reproducción instantáneo y la distribución del intervalo de serie

g(t, τ) = R(t)ω(τ).

Si volvemos a la esperanza de la función de intensidad l(t) conociendo es-
tos resultados tenemos que l(t) = R(t)

∫∞
0 ω(τ)l(t − τ)dτ y si despejamos R(t)

tenemos que
R(t) = l(t)∫∞

0 ω(τ)l(t− τ)dτ .

Ahora observaremos las incidencias de casos en distintos instantes de tiempo
que se registran de forma discreta, donde I(t) son los casos registrados entre el
instante t y t+ 1, gracias a esto tenemos la siguiente aproximación

R(t) = l(t)∫∞
0 ω(τ)l(t− τ)dτ ≈

I(t)∑t
s=1 I(t− s)ω(s) ,

que es el estimador de R(t) cuando conocemos el número de incidencia en cada
instante t. Luego un individuo contagiado en el día 0, contagiará en el día t, es
decir, I(0)ω(t).
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Capítulo 4

Ilustración numérica de los
resultados teóricos

El objetivo de este capítulo es observar de manera gráfica los resultados teóri-
cos, expuestos a lo largo del trabajo, que se han obtenido a partir del Software R.
Los datos que utilizaremos son aquellos asociados a la pandemia de Covid-19 en
la comunidad autónoma de Castilla y León publicados por el Instituto de Salud
Carlos III (https://cnecovid.isciii.es /covid19/) y a través de la librería EpiEstim
hemos obtenidos las gráficas más relevantes en el estudio de una epidemia; gracias
a esto podremos entender de manera más simple como se distribuye la enferme-
dad infecciosa en la población de estudio. Algunos de los procedimientos que he
descrito en el capítulo 3, en concreto el proceso de Hawkes modificado, es la base
del análisis de la evolución de la pandemia que ofrece cada día el Instituto de
Salud Carlos III. En la figura adjunta (Figura 4.1) en el panel derecho se ofrece
el número de reproducción instantáneo de la sección 3.5.

Figura 4.1: Web del Instituto de Salud Carlos III

El virus sobre el que hablamos es un tipo de coronavirus. Los coronavirus son
una familia de virus que causan una infección en los seres humanos. El método
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de transmisión se realizó de animales a humanos, por lo que se trata de un tipo
de enfermedad zoonótica.

Para conocer el funcionamiento de la librería EpiEstim he utilizado como
ayuda la guía [11]

4.1. Curva epidémica

Una curva epidémica es la representación gráfica del número de casos infecta-
dos según la fecha de aparición de la enfermedad en cada uno de los individuos
de la población. La información que dicha curva nos aporta puede tener una gran
utilidad a la hora de tomar medidas restrictivas que frenen la expansión de la
enfermedad infecciosa. Confinamiento domiciliario, obligación de mascarillas en
todo espacio ajeno al hogar y toque de queda, son algunas de las medidas que las
autoridades sanitarias suelen tomar para frenar dicha curva.

Para empezar, mostraremos como es la curva epidémica del número de casos
de Covid-19 en la comunidad de Castilla y León (11/03/2020 hasta 08/08/2021)
y a partir de ella observaremos las conclusiones que nos aporta.

En la curva epidémica de Castilla y León podemos observar una serie de
picos, concretamente cinco picos de diferentes intensidades, que hacen referencia
a las cinco olas de Covid-19 que han atravesado los individuos que constituyen la
comunidad de Castilla y León . Si tomamos como comienzo de la epidemia el día
en el que se declaró el estado de alarma (11-03-2020), aunque la recolección de
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datos no fuese tan precisa como en la actualidad, podemos observar el efecto del
confinamiento domiciliario; ya que después de 68 días (17 de Mayo) se redujo la
incidencia de casos a 7 en toda la comunidad. Depués de un periodo de estabilidad
de 71 días comenzó el segundo repunte de casos que hace referencia a la segunda
ola, situándola temporalmente en el 27 de julio de ese mismo año. Trás un largo
periodo de restricciones se consiguió disminuir la incidencia, pero el día 300 se
inició la tercera ola que llevó la incidencia acumulada a máximos históricos. El
día que se produjo el máximo del que hablamos fue el 18 de enero de 2021,
llegando a una incidencia de casos de 2956 solamente en la comunidad de Castilla
y León. Con respecto a las otras dos últimas oleadas de Covid aunque presenten
una incidencia de alto riesgo, gracias a las vacunas la gravedad de la situación
disminuyó.

La magnitud de la enfermedad fue de un nivel desorbitado, de tal forma que
no pudo ser controlado de manera inmediata. Desde el día 11 de Marzo de 2020
hasta el 8 de Agosto de 2021 el número de infectados totales en Castilla y León
es de 280996.

En ningún momento durante la epidemia se presentaron pacientes con casos
aislados de Covid-19, ya que debido a la escasa protección y conocimiento del
agente patógeno la dispersión de este fue descontrolada.

4.2. Distribución del intervalo de serie

Recordaremos que el intervalo de serie es el tiempo que transcurre desde el
inicio de la enfermedad en el caso primario hasta el inicio de la enfermedad en el
caso secundario. Asumiremos que el intervalo de serie está distribuido mediante
una distribución Gamma, con media µ = 6.5 y desviación típica σ = 0.62. Esta
elección está justificada por estudios previos (ver [12]).

El resultado principal que podemos deducir de esta gráfica (Figura 4.2) es
que los tiempos que pueden trancurren con mayor probabilidad entre la aparición
de un indiviudo con Covid-19 en Castilla y León y el siguiente son 3 días, con
la mayor probabilidad que es 0.185418, seguido de dos días y cuatro días con
probabilidades respectivas de 0.1780743 y 0.1557344.

Tras el paso de los días, vemos que la probabilidad de que un individuo in-
feccioso contagie a individuos susceptibles va decreciendo, hasta que a partir del
día 15, la probabilidad de contagio es insignificante.

Una aportación interesante que nos ofrece la distribución del intervalo de se-
rie es la cuarentena que debe guardar cada individuo infectado para evitar la

39



Raúl Arnanz Manso

Figura 4.2: Distribución del intervalo de serie.

expansión. Cuando un individuo se contagia de Covid-19 las autoridades sanita-
rias obligaban a realizar un periodo de cuarentena de 10 días a todos todos los
contactos estreches con el individuo infectado. Al principio de la primera oleada,
las cuarentes de los individuos infectados no tenían un día preciso de fin, pero tras
este tipo de estudios, se comprobó que no era necesario un periodo de cuarentena
de 10 días, ya que a partir de ese día la probabilidad de contagio es mínima y no
provocaría una expansión considerada de la enfermedad.

4.3. Estimación del número básico de reproduc-
ción R(t)

El parámetro más importante y que presenta un mayor uso en el ámbito de la
Epidemiología es el número básico de reproducción R(t). Como ya sabemos R(t)
es el número medio de infectados producidos por una persona infectada durante
su periodo infeccioso en una población de individuos susceptibles a la enfermedad.

Como podemos ver en la Figura 4.3 existe una oscilación constante del valor
del número R(t), viendo que toma valores mayores o menores que uno. Fijando-
nos en la trayectoria que describe el número R(t), podemos relacionarla con la
curva epidémica, ya que cuando mayor es el número de infectados, mayor es R(t).
Como vemos en la Figura 4.3, en el inicio de dicha gráfica observamos el máximo
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Figura 4.3: Estimación de R(t) para la epidemia de Covid-19 en la comunidad de
Castilla y León desde el día 11/03/2020 hasta el día 08/08/2021.

valor de R(t), que hace referencia al momento en el que se produjo el confina-
miento domiciliario de la población de estudio. En dicho momento la situación
epidemiológica estaba descontrolada, pero tras la medida restrictiva impuesta se
produjo un descenso considerado en el número R(t), situandose durante un largo
periodo por debajo de uno. Cuando R(t) se situa por debajo de uno, la situación
se vuelve controlada y la expansión del virus se erradicará con el paso del tiem-
po. Son necesarias las medidas del restricción del virus en el momento que R(t)
supera el valor uno, ya que si dichas medidas no se toman, la expansión del virus
será incontrolable. Como última aclaración, tras el fin del estado de alarma las
medidas se eliminaron y provocaron un gran aumento del número R(t), pero esta
vez la existencia de vacunas contra la Covid-19 fueron las causantes del descenso,
situando el valor de R(t) por debajo de uno de forma costante.

Además de esta gráfica, R nos proporciona un conjunto de datos formado por:
los tiempo de inicio y fin de cada intervalo de tiempo considerado; los cuantiles
0.025, 0.05,0.25,0.5,0.75,0.95 del número de reprodución asociado a cada intervalo
de tiempo y la distribución discreta del intervalo de serie. Mostraremos los diez
primeros valores que toman cada variable.
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4.4. Infectividad global λ∗(t)

La infectividad es la capacidad de un agente infeccioso de invadir un organismo
y producir una infección. Una expresión que nos ayuda a calcular la infectividad
global λ∗(t) está constituida por la suma de los individuos infectados con anterio-
ridad ponderados por su respectiva infectividad en el instante t (esta ponderación
hace referencia a la distribución discreta del intervalo de serie ω(s)); todo esto
podemos resumirlo de la siguiente forma

λ∗(t) =
t∑

s=1
I(t− s)ω(s)

La representación de la infectividad utilizando los datos de Covid-19 en la
comunidad de Castilla y León viene reflejada en la siguiente figura:

Si observamos la figura anterior y revisamos los valores de λ(t) proporcionados
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Figura 4.4: Infcetividad de la epidemia de Covid-19 en la comunidad de Castilla
y León.

por el sofware R, podemos destacar que el día en el que la epidemia presenta una
mayor capacidad para producir nuevas infecciones es el día 306 con una tasa de
1741.297504 posibles nuevas infecciones. Un dato que cabe destacar es la baja
infectividad a lo largo de la cuarta ola, durante el transcurso de esta ola se logró
un destacado control debido a las restricciones existentes y el pico más alto solo
fue de 376.460474 que se alcanzó el día 396 tras el comienzo de la epidemia. La
infectividad comparada con la máxima alcanzada durante la tercera ola presenta
una gran diferencia y esto es gracias a la aplicación de restricciones que durante
el periodo de Navidad se eliminaron dando lugar a la trágica tercera ola.
A partir de la quinta ola, donde la infectividad vuelve a ser alta 1635.580785 el
día 493, podemos concluir aunque no con total probabilidad que la epidemia de
Covid-19 estaría llegando a su fin; gracias a la efectividad de las vacunas y a la
reduccón de la expansión de la Covid-19.

Por último, si comparamos la gráfica de la curva epidémica con la figura
que estamos describiendo, podemos observar la enorme semanja que presentan; y
esto nos ayuda a concluir que el modelo matemático utilizado es una descripción
razonable de la realidad.
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