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Abstract

The prediction problem consists on the evaluation of future items of a series from a collection
of observations. The problem can be approached from a statistical point of view, assuming the
series fits some stochastic process model, so that information provided by past observations
can be used to estimate the risk associated with different prediction strategies and, in this
way, find an optimal strategy in the sense of minimizing risk. However, this approach is
not appropriate in situations in which it is not assumable that the behavior of the series to
be predicted adjusts to a stochastic process model (what happens, for example, if the series
responds to an adversarial behaviour). In this work it is proposed to explore adequate ways
of evaluating the performance of prediction strategies in this framework, looking, if possible,
for minimax strategies, that is, strategies that are appropriate in the most adverse conditions
possible. The work would also explore the connection between the prediction problem and
the construction of investment strategies and the application to the appropriate selection of
wallets will be studied.



Resumen

El problema de prediccién consiste en la valoracién de términos futuros de una serie a partir
de una coleccién de observaciones. El problema se puede abordar desde un punto de vista
estadistico, asumiendo que la serie se ajusta a algin modelo de proceso estocéstico, de forma
que se puede aprovechar la informacién aportada por observaciones pasadas para estimar el
riesgo asociado a diferentes estrategias de prediccion y, de esta forma, encontrar una estrategia
6ptima en el sentido de minimizar el riesgo. Sin embargo este planteamiento no es apropiado
en situaciones en las no es asumible que el comportamiento de la serie a predecir se ajuste a
un modelo de proceso estocéstico (lo que ocurriria, por ejemplo, si la serie responde a un com-
portamiento adversarial). En este trabajo se propone explorar formas adecuadas de evaluar
el rendimiento de estrategias de prediccién en este marco, buscando, si es posible, estrate-
gias minimax, es decir, estrategias que resulten apropiadas en las condiciones mds adversas
posibles. En el trabajo se explorara también la conexién entre el problema de prediccion y la
construccion de estrategias de inversion y se estudiard la aplicacién a la selecciéon adecuada
de carteras.



indice general

1 El problema de la prediccién.

2 Prediccion asesorada por expertos

2.1
2.2
2.3
24
25
2.6
2.7
2.8
29

Pronosticador de peso ponderado . . . .. ... ... ... L.
Acotaciones Optimas . . . . .. ... ... L
Cotas uniformeseneltiempo . . . .. ... ... ... .. ... . L oL
Una mejora para pérdidas pequefias . . . . ... ... ... ............
Uso del gradiente de la pérdida en pronosticadores . . . . . ... ... ......
Traslacion al problema general . . . ... ... ... ... .. ............
Pronosticador multilineal . . . . ... ... ... .. ... ... .. . 0 0.
El pronosticador exponencial para el problema general . . . . .. ... ... ...

Expertossimulables . . . . .. ... ... ... ... ..

2.10 Arrepentimiento minimax . . . . . . ... ...

2.11 Arrepentimiento descontado . . . ... ... ... . L o L oL

3 Mejora en las cotas para ciertas pérdidas

3.1
3.2
3.3
34
3.5

Seguir al mejorexperto. . . . .. ... L
Funciones de pérdida exponencialmente céncavas . . . . ... ... ... .....
El pronosticador codicioso . . . . . ... ... Lo Lo Lo
El pronosticador queagrega . . . . . ... .. ... .. L oo

Cotas inferiores generales . . . . . ... ... ... ... .. ... ... ...

4 Pérdida logaritmica

4.1
4.2
4.3
44
4.5
4.6
4.7
4.8
49

Asignacion secuencial de probabilidad . . .. ... ... ... .. . 00 0L
Pronosticadores mixtos . . . . . . . . . ...
Eljuego . . . . . . . .
El pronosticador minimax éptimo . . . . . ... ... L L Lo
Ejemplos . . . . . . . .
LamezcladeLaplace . . . . . ... .. .. .. .. L
Un pronosticador mixtorefinado . . . . . ... ... ... ... .. . 0L
Cotas inferiores para la mayoria de secuencias . . . . .. ... ... ........

Prediccidon con informacién adicional . . . . . . ... ... L .



INDICE GENERAL

410 Una cotasuperior general . . ... ... ... ... ... ... ... .. ... 70
Inversion secuencial 77
5.1 Seleccion de cartera . . . . . . . . . ... e e e 78
5.2 Elfactor de riqueza minimax . . . ... ... ... ... ... . L oL 78
5.3 PredicciOn e inversion. . . . . . . . .. ..o e e e e e e 79
54 Lacarterauniversal . . . . . . . . . . ... e e 83
5.5 Laestrategiadeinversion EG . . . ... ... ... ... ... oL, 85
5.6 Inversion con informacién adicional . . . . . ... ... ... L ... 86

5.7 Conclusiones . . . . . . . . e, 88



El problema de la prediccién.

La prediccién que vamos a tratar a lo largo del trabajo es la referente a evoluciones a corto
plazo de distintos fenémenos. Esta forma de prediccion se encuentra en multitud de ambitos,
como la prediccién del tiempo, los precios de diversos activos o el juego. Aunque la naturaleza
de los problemas son diferentes, todos se basan en la misma estructura:

A partir de una secuencia de datos del pasado, y1,y2...yt—1, un pronosticador trata de
predecir el siguiente elemento de la sucesion y; antes de que éste sea revelado.

En la teoria cldsica de predicciéon secuencial, se supone que la secuencia de resultados
con la que trabajamos se ajusta a algtin modelo estocéstico, de forma que uno puede derivar
propiedades estadisticas de las secuencias observadas y realizar sus predicciones basdndose
en dichas estimaciones, sin embargo, en situaciones en las que no podemos (0 no queremos)
asumir el comportamiento de cémo la secuencia a predecir ha sido generada, hemos de pro-
ceder de forma diferente, con lo que se ha denominado como la prediccién de secuencias
individuales.

Debido a que no contamos con un modelo probabilistico en el que basar nuestras predic-
ciones, no tenemos en principio una funcién que haga recuento de las pérdidas con la que
medir el rendimiento del pronosticador. Por ende, para no realizar suposiciones sobre la for-
ma que toman estas funciones, aunque se expondran varias de ellas a lo largo del trabajo, se
introduce unos analistas de referencia que vamos a denominar expertos. Los expertos realizan
sus predicciones y éstas se hacen disponibles para el pronosticador antes de que se revele el
siguiente elemento de la secuencia. El pronosticador realiza su prediccién basdndose en las
recomendaciones de los expertos, de forma que su pérdida acumulada se mantenga préxima
a la del mejor experto.

La diferencia entre la pérdida acumulada por un experto y la del pronosticador es lo que
denominaremos arrepentimiento, que se puede entender como el arrepentimiento que ”siente”
el pronosticador una vez se ha revelado el siguiente resultado por no haber seguido la reco-
mendacién de dicho experto. La naturaleza de estos expertos varia segtin la aplicacién en la
que nos encontremos.

Es por esto que se trata de construir pronosticadores que nos garanticen un arrepentimien-
to pequefo frente a todos los expertos de los que disponemos. La posibilidad de lograr este
objetivo depende del tamafo y la estructura de la clase de los expertos y de la funcién de
pérdida con la que estemos tratando.

El presente trabajo estudia los problemas anteriormente descritos empleando el libro Pre-
diction, learning, and games de Nicold Cesa-Bianchi y Gdbor Lugosi. En su desarrollo se afiaden
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1. EL PROBLEMA DE LA PREDICCION. 8

demostraciones de algunos resultados no incluidos en el libro, propuestos como ejercicio en
algunos casos. Estas demostraciones son el resultado de trabajo personal.

En el el segundo y tercer capitulo, se va a estudiar la generacién de pronosticadores a
partir de diversas estrategias, asi como las diferentes funciones de pérdida que se pueden
considerar al analizar el rendimiento de los pronosticadores. También se buscaran formas de
acotar el arrepentimiento que sufre un pronosticador frente a los expertos u otros pronostica-
dores generados (expertos simulables). En el cuarto capitulo se hara hincapié en el uso de la
pérdida logaritmica para el andlisis de las estrategias de prediccién, donde se van a introducir
pronosticadores que asignan una probabilidad a cada suceso posible de forma que sus pre-
dicciones se basan en dichas probabilidades. También se introduce una manera de proceder
cuando tratamos de usar informacién adicional en el proceso de prediccién. Por tltimo en el
capitulo 5 se aplica todo lo expuesto al problema de inversién secuencial en la bolsa (o activos
en general) y se estudia la relacion entre el problema de inversion y el de prediccién. Aqui se
introducirdn varias estrategias de inversién como son la cartera universal o la estrategia EG,
asi como la forma de proceder cuando contamos con informacién adicional y sabemos cémo
esta va a afectar al mercado.

A lo largo del trabajo se expondran resultados importantes para la biisqueda de cotas para
el arrepentimiento, asi como condiciones en las que se puede considerar que el pronosticador
ha ganado al entorno y viceversa. También se expondran ciertos resultados que nos indican las
estrategias 6ptimas que se pueden llegar a seguir, asi como una versién del teorema minimax,
el cual nos indica en qué situaciones es posible el intercambio entre el minimax y el maximin,
y se estudiardn formas de alcanzar dichos valores en la medida de lo posible.
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Prediccién asesorada por expertos

Para el desarrollo de la predicciéon asesorada por expertos presentamos la notaciéon que se va
a utilizar a lo largo del presente trabajo:

El pronosticador que va a tomar las decisiones trata de predecir los elementos de una
secuencia desconocida Y1, >, ... de un espacio de resultados ), donde las predicciones p; se encuen-
tran en el espacio de toma de decisiones D, el cual suponemos que es un subconjunto convexo
de un espacio vectorial, y que a veces, aunque no normalmente, coincide con el espacio de
resultados.

Una vez el pronosticador ha realizado su prediccién, su rendimiento se compara con un
conjunto de pronosticadores de referencia que hemos denominado expertos. En cada instante
de tiempo t, el pronosticador tiene acceso a las predicciones de los expertos { fg; : E € £} donde
fet € D, y € es un conjunto fijado de indices de expertos. Basdndose en las predicciones de
los expertos, el pronosticador realiza su predicciéon p; del siguiente resultado de la serie y;.

Se mide el rendimiento de las predicciones gracias a una funcién no negativa que llama-
remos funcion de pérdidal : D x Y — R.

En resumen, el marco general que se sigue es el siguiente: Trabajamos con un espacio de
decision D y sobre un espacio de resultados ), gracias al conjunto £ de indice de expertos y
la funcién de pérdida . Para cada ronda t = 1,2, ...

1. El entorno genera el siguiente elemento y; y la recomendacién de los expertos {fr: €
D : E € &}, que se revela al pronosticador.

2. El pronosticador hace la prediccién p; € D.

3. El entorno revela y;

4. El pronosticador sufre la pérdida I(p;, y:) y cada experto E sufre la pérdida I(fg, y¢)
También, a lo largo del trabajo se va a hacer uso de los siguientes conceptos:

» Pérdida acumulada por el pronosticador tras n rondas

L= Y (P y1) (2.0.1)
t=1

» Pérdida acumulada por el experto E tras n rondas

Lew =Y 1(fery) (2.02)
=1

9



2. PREDICCION ASESORADA POR EXPERTOS 10

= Arrepentimiento instantdneo respecto al experto E en el tiempo ¢

rer = 1(Peye) — L(fEL Yt) (2.0.3)

Este se puede entender como el arrepentimiento que siente el pronosticador de no haber
seguido la recomendacién dada por el experto E una vez ha sido revelado el resultado

Yt
= Arrepentimiento respecto al experto E tras n rondas

n

Reyn=Ly—Len = Y _(1(Beye) — 1(feryr)) (2.0.4)
t=1

o, dado el arrepentimiento instantdneo, también se puede expresar como
n
Ren =) 7E (2.0.5)
t=1

Como hemos mencionado, el objetivo del pronosticador consiste en mantener un arrepen-
timiento minimo respecto a cada experto. Para este primer capitulo asumimos que el namero
de expertos es finito utilizando los subindices i = 1, ..., N para referirnos a cada uno de ellos.
Dado que el pronosticador quiere mantener el arrepentimiento lo mas pequefio posible, éste
puede querer llegar a obtener una pérdida que disminuya uniformemente con cada ronda, de
forma que ésta sea una o(n), es decir

1/~ .
p <Ln — min Ll,n> 2Z%00. (2.0.6)

i=1,..,

Es por esto, que a lo largo de éste capitulo y de los posteriores, vamos a presentar di-
versas formas que pueden tomar los pronosticadores y las funciones de pérdida y a analizar
qué comportamientos de pueden deducir de ellos.

2.1 Pronosticador de peso ponderado

Un pronosticador de peso ponderado es el que realiza su prediccién ponderando las recomen-
daciones de los expertos, de forma que en el momento ¢ predice de acuerdo con

XN wieafi
pr = ’;,—”f” (2.1.1)
Zi:l wz,tfl

donde cada w;;_1 > 0 denomina el peso que se le asigna al experto i en el instante .

Gracias a la convexidad del espacio de toma de decisiones, y a que el pronosticador es una
combinacion lineal de elementos de éste, p; € D. Dado que como hemos expuesto, tratamos de
minimizar el arrepentimiento, una manera légica de asignar cada peso, es hacerlo a partir del
arrepentimiento que hemos experimentado hasta el momento ¢ — 1, de forma que si nuestro
arrepentimiento frente al experto i es grande, a éste le asignaremos un peso mayor, y viceversa.
Por lo tanto, a las recomendaciones de los expertos que tienen una pérdida acumulada menor,
es decir, que han cometido menos errores hasta el momento, les asignamos un mayor peso en
la siguiente prediccién.
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De esta manera, podemos entender la asignacién de pesos como una aplicacién que crece
junto al arrepentimiento respecto a cada experto. Para trabajar con dicha aplicacién, vamos
a definir la funcién creciente, convexa y no negativa en cuestién como ¢ : R — R, donde
el pronosticador va a hacer uso de su derivada ¢’, para determinar el peso asignado a cada
experto, de forma que w;;—1 = ¢'(R;¢-1).

Definicién 2.1. Dada una funcién funcién creciente, convexa , derivable y no negativa ¢, el
pronosticador de peso ponderado es el que realiza su prediccién en el momento ¢ por

_ Yy ¢ (Rig—1) fir
YN ¢ (Rie-1)

que depende como hemos expuesto, de las recomendaciones de cada experto en el momento
t de prediccién y del arrepentimiento acumulado hasta t — 1.

Dy (2.1.2)

Antes de proseguir, sefialemos varias observaciones técnicas sobre este tipo de pronostica-
dores.

Lema 2.1. Si la funcién de pérdida | es convexa en su primer argumento, entonces

N
sup Y i (Rip—1) <O0.
ey i=1

Demostracion. Dada la convexidad de I en su primer argumento, obtenemos a partir de la
desigualdad de Jensen que para caday € Y

N YN ¢ (Ris-1)fir ) Y1 ¢ (Rie—)(fir )
1Goy) = 1 v <
(pry) ( YN ¢ (Ryy 1) )

O]

Para lo que sigue, definamos el vector de arrepentimiento instantineo como ty = (r14,...,Nt) €
RN, con su correspondiente vector de arrepentimiento, dado por R, = Y1 ; r; para simplificar la
notacion. También, por razones que se van a presentar a continuacién, presentamos la funcién
potencial ® : RN — R que toma la forma

N
(u) = ¢ (21 </><ui)> (21.3)

donde ¢ es cualquier funcién real no negativa, estrictamente creciente, concava, y dos veces
diferenciable y ¢ es cualquier funcién real no negativa, creciente, y dos veces diferenciable.

Gracias a esto, podemos definir la prediccién dada por el pronosticador de peso ponderado
como

N f.
iy — Lt VR f (2.1.4)
Zj:] Vq),(Rt—l)J'

donde V®(R;_1); = 0®P(R¢_1)/9dR;;_1 es la componente i del gradiente del vector de arre-
pentimiento. Notemos que dada la definicién del pronosticador, este es independiente de 1,
debido a la cancelacion de sus derivadas.
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El resultado del Lema 2.1 es equivalente a

supt;- VO(R;—1) <0 (2.1.5)
nyY

denominada condicién de Blackwell. Esta condicién muestra como la funcién ® juega un papel
similar al de un potencial en un sistema dindmico, de ahi que lo hayamos denominado como
tal. Es asi como el pronosticador de peso ponderado mantiene el punto del vector de arrepen-
timiento préximo al minimo de la funcién, forzdndolo a apuntar en la direccién contraria al
gradiente de ®.

El siguiente resultado nos servird a lo largo del trabajo para establecer acotaciones en el
arrepentimiento para las diferentes formas que puede tomar el pronosticador de peso ponde-
rado.

Teorema 2.1. Dado un pronosticador que cumple la condicién de Blackwell para su potencial ®(u) =
P (Zfil (,‘I)(ui)), para cada n = 1,2, ... se tiene

donde

ucRy i=1 i=1

N
cor- g (B e

Demostracién. Comenzamos aplicando el teorema de Taylor de forma que

@ (R¢) = P(Ri-1 +11)

1 N N
— CD(Rt 1) + VCID(Rt 1 E ZZ a Ti,tf’]',t
i ouidu |
1 N N 2
DO(Ri—1) + 5 1—212 EE Titljt
=1j=1 Jle

donde la desigualdad se debe a la condicién de Blackwell y ¢ es un vector en RN. Operando
con el altimo sumando llegamos a

N N N N
Tihje = y’ (Z ‘P(gi)> 224’/(51)4’ <§J TitTjt +¢/ (ZG” Gi ) Z;,(P//(gi)rzzt
j= i=
N N 2 N N
=M(2WEO<ZW@WQ)+W(Zw&02ﬁ%mm

N . i=1 i=1
<¢<ZM@)Z¢%& ¢ < Cny)

donde la pentltima desigualdad se debe a la concavidad de .

Tenemos por tanto ®(R;) < ®(R;_1) + C(r;)/2, de forma que sumando hasta el momento
n obtenemos la expresion deseada.

O]



13 2. PREDICCION ASESORADA POR EXPERTOS

El teorema puede ser reformulado de la siguiente manera en la que va a ser mas utilizado
a lo largo del trabajo. Gracias a la monotonia de ¢ y ¢

o (0 (max Rin) ) = v (max o(Ri)) <y @1 4><Ri,n>> = (R,

=1,..N /) /)  \i=l,.,
De forma que si tanto i como ¢ son invertibles (i lo es por definicién) tenemos

max Ry, < ¢ (P (P(Ry)))

donde ®(R;) se sustituye por la cota que se ha presentado en el teorema.

Esto muestra la importancia de ¢ en el andlisis de este tipo de pronosticadores. Notemos
que la convexidad de ¢ no ha sido necesaria para la prueba del teorema, por lo que no se ha
mencionado en la definicién de la funcién potencial @, sin embargo, los pronosticadores con
los que vamos a tratar en el presente trabajo que se basan en potenciales, han sido construidos
a partir de una funcién ¢ convexa.

Pronosticador de peso ponderado polinémicamente

Este pronosticador se construye a partir del potencial

N 2/p
®p(u) = (Z(w)i) = [lus|3 (2.1.6)

i=1
para p > 2y donde u representa el vector formado a partir de las partes positivas de u. De
esta forma los pesos asignados a cada experto vienen dados por
-1
2(Ris-1)"
Wit 1= VPy(Ri1); = Z—JFP,Z
I(Re—1)+1p

asi la prediccién dada por el pronosticador toma la forma
Ay p—1
iy (Zé:ll (1(Ps, ys) — l(ﬂ,S/yS)))+ fit
= B R pil .
o (T2 0o ) = 1fio ) )

+
Como habiamos comentado al comienzo del capitulo, es deseable que el arrepentimiento
disminuya a medida que pasa el tiempo. Veamos que el pronosticador con el que nos encon-
tramos satisface el siguiente resultado.

~

Pt

(2.1.7)

Corolario 2.1. Dada una funcion de pérdida |, convexa en su primer arqumento, que toma valores en
[0,1]. Se tiene que para cualquier secuencia de resultados y para cualquier n > 1, el arrepentimiento
del pronosticador de peso ponderado polindémicamente cumple la desigqualdad

L,— min L;, <\/n(p—1)N?/7
i=1,...,N

de forma que si p > 2, el arrepentimiento por ronda 2.0.6 converge uniformemente a razén de O(1/+/n).

Sise toma p = 2InN para N > 2 se puede minimizar aproximadamente dicha cota superior de
forma que se obtiene una mejor dependencia con el niimero de expertos

e~

L,— min L;, <4/ne(2InN —1).
i=1,..,N
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Demostracién. Sean ¢(x) = x", p(x) = x¥/P, ¢/ (x) = W y ¢"(x) =p(p — 1)xﬁ_2.
Partiendo de la desigualdad de Holder aplicada a
N

ZCPH t =p(p—1) Z(” )i 27’12t

i=1
N N\ P2/ N 2/p
<plp-1) (; ((Hi)i_z)p/(p 2)> <; |ri,t|p)>

donde, gracias a las definiciones de las funciones auxiliares obtenemos que

N N N 2/p
¥ (;qb(ui)) Y9 (u)rly < 2(p—1) (z |n-,t|P>> .

Dado que se cumplen las condiciones del Teorema 2.1 con C(r;) < 2(p —1)||7:]|% y que ®(0) =
0 obtenemos gracias a su aplicaciéon

N 2/p "
(Z(Riﬂ)’i> = ®, (R, Z |rtH2 < n(p—1)N¥?.

i=1
Por dltimo, puesto que

N 1/p
L,— min L;, = max R;, < R\
n 1:1,,1\] Ln i=1,. N - E( Z,n)+

se obtiene el resultado. O

Notemos que el hecho de que se haya definido el potencial usando ¥(x) = x?/7 ha sido
por conveniencia a la hora de realizar el altimo andlisis, pero se obtienen resultados similares
tomando otras funciones, ya que como hemos mencionado previamente, la elecciéon de (x)
no influye en las predicciones realizadas.

Pronosticador de peso ponderado exponencialmente

Este pronosticador estd generado a partir del potencial

1 N
D, (u) = ﬁln (Z e’7”"> paran >0 (2.1.8)
i=1
de forma que los pesos asignados a cada experto vienen dados por
eRit-1
Wit—1 = Vq)r](Rt—l)i = W,

tomando asi la predicciéon dada por el pronosticador la forma

5y — YN v exp((Lioy — Lip 1)) fir _ Y e_"Li’t’lfi,t_ (2.1.9)

N 7 N —iLj;—

Yt exp(n(Li—1 — Liz—1) iz e i
Se obtiene asi un pronosticador que depende exclusivamente de como de buenas han resul-
tado ser las recomendaciones pasadas de los expertos, donde otro tipo de pronosticadores
hacen uso de las predicciones pasadas hechas por el mismo pronosticador hasta el momento.
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Corolario 2.2. Dada una funcién de pérdida I, convexa en su primer argumento, que toma valores en
[0,1]. Se tiene que para cualquier n > 0, cualquier secuencia de resultados y para cualquier n > 1, el
arrepentimiento del pronosticador de peso ponderado exponencialmente cumple la desigualdad

~ . InN n
L, — Z:I{}H}N Li,n < 7;7 + 717

Donde para un valor de § = +/2In N /n se logra una cota éptima
L,— . r{linNLi,n < +v2InN.
i=1,...,

Esta cota resulta en una mejora con respecto a la obtenida para el pronosticador de peso
ponderado polinémicamente.

Demostracién. Aplicando de nuevo el Teorema 2.1 con las funciones ¢(x) = e’ y p(x) =
(1/7)Inx y la desigualdad

N N
Y/ (E <P(“i)> ;4’”(“1‘)71'2,t = ﬂg}é};vf?,t <7
dado que ®,(0) = (InN)/# obtenemos
max R;, < ®,(R,) <

i=1,.,N n =

O

Aunque se ha derivado en una cota mejor para el arrepentimiento si se hace uso de este
tipo de pronosticador, el problema que surge al utilizar la ponderacién exponencial es que
si queremos optimizar el valor de 1 necesitamos saber a priori el valor que va a tomar n. Es
por esto que vamos a introducir a continuacién unas modificaciones del pronosticador que no
presentan este inconveniente.

2.2 Acotaciones Optimas

Antes de continuar, vamos a tratar de mejorar la cota obtenida para el pronosticador de peso
ponderado exponencialmente, de forma que como veremos mds adelante, esta resulte 6ptima.

Teorema 2.2. Dada una funcion de pérdida | convexa en su primer argumento, que tome valores en
[0,1]. Para cada ny n > 0, el arrepentimiento del pronosticador de peso ponderado exponencialmente
cumple

L~ z:I{unN Lin < 1 g
donde, para un valor de § = +/8In N /n se logra una cota superior de \/(n/2)In N

Antes de hacer la demostracién vamos a introducir un resultado derivado de la desigual-
dad de Hoeffding que nos va a ser ttil.
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Lema 2.2. Sea X una variable aleatoria tal que a < X < b, para cada s € R

2 _ )2
InE[e’X] < SEX + S(bsa)

Demostracion. Dado que In[E[eX] < sEX + InE[e*X~EX)] debido a la convexidad de e%*, nos
vale con demostrar que para cualquier variable aleatoria con EX = 0, si a4 < b se tiene que

]E[eSX] < esz(bfa)Z/S.

Dada la convexidad de la funcién exponencial

e < z:ZeSb—k Z:zes‘l paraa < x <b.
Introduciendo la notacién p = —a/ (b —a) y dado que EX = 0 obtenemos
b a
sX] « sa sb
Ele ]_b—ae P

— <1 —p+ pes(hfa))efps(bfa)

donde si tomamos u = s(b — a), podemos denotar el dltimo resultado como e?*), donde
¢(u) = —pu+log(1l —p + pe").
Aplicando el teorema de Taylor, obtenemos que

2 2 200 2
p) = 9(0) + ug/(0) + () < 0 = T
y dado que
! - _ P
A
que
! P
0)=- =0
¢'(0) p+ ep

y que su segunda derivada cumple

P00 =G a= ey

deducimos asi el resultado deseado

E[esX] < e?() < ¢ (-0)*/8,

Ahora ya podemos proceder con la demostracién del teorema.

Demostracién Teorema 2.2. Vamos a proceder de forma andloga a la demostracién del Corola-
rio 2.2, donde ahora en vez de delimitar (1/7)In (¥, e"Rit) delimitamos (1/7) In(W;/W;_1)
siendo W; = YN, ehit con Wy = N.

In % =In %e‘”Li” —InN
Wo i=1

> In ( max e_”Lf/") —InN (2.2.1)
i=1,.,N
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Por otro lado, para cada t =1, ..., 1 se tiene

Wi = In Zf\il e_nl(fi,t,yt)e—nLi/Fl

N —yl(f;
Wi —In Zizl e ﬂl(ﬁ'hyt)wi,t,‘l
Wet YNy e i w0

In

donde aplicando el Lema 2.2, este altimo valor se acota superiormente por

Y iy wisa | i Y fipwig " R
—7] ’ — g Sl T | g = Py +
ijil Wit 8 Ej]\il Wir 1 Yi 8 tY

"
8

donde se ha hecho uso de la convexidad de la funcién de pérdida en su primer argumento y
la definicién del pronosticador. Para finalizar sumando para todo t = 1, ..., n obtenemos

2.3 Cotas uniformes en el tiempo

Volviendo al problema mencionado anteriormente que surge al tratar de encontrar una cota
para el arrepentimiento al usar el pronosticador de peso ponderado exponencialmente, pues
si se quiere acotar de forma Optima para el valor de # necesitariamos conocer previamente el
valor que va a tomar 7, es decir, necesitariamos fijar el tiempo que vamos a hacer predicciones
para optimizar el parametro 7 del que depende el pronosticador. Para tratar de solventar este
inconveniente, vamos a proceder dividiendo el tiempo en periodos de longitudes que crecen
exponencialmente, de manera que en cada intervalo se va a elegir un pardmetro 1 que sea
6ptimo para ese periodo de tiempo. Una vez acabado uno de los intervalos de tiempo, se
vuelve a calcular el pardmetro para el siguiente.

Por ejemplo, podemos considerar la estrategia en la que el tiempo se divide en periodos
que van doblando su tamano (27, ..., om+l _ 1), param =0,1,2, ... (i.e. el primer periodo es el
instante 1, el segundo va de 2 a 3, el tercero de 4 a 7, etc). En cada periodo (2™, ..., 2m+l _ 1) se
utiliza el pronosticador de peso ponderado exponencialmente con pardmetro /8(InN) /2™,
de forma que cada vez que el instante de tiempo es una potencia de 2, el pronosticador se
recalcula con un nuevo valor de 7. Procediendo de esta manera se logra el siguiente resultado.

Lema 2.3. Sea la funcién pérdida | convexa en su primer argumento y que toma sus valores en [0,1],
entonces para cada n > 1, el arrepentimiento del pronosticador de peso ponderado exponencialmente
con pardmetro 1,, = \/8(In N) /2" en cada periodo de tiempo (2™, ...,2" 1 — 1) param = 0,1,2, ...,
cumple, dada cualquier secuencia de resultados y1,Yy>... € YV que

~ 2
L,— min L;, < v2 ElnN.
i=L..,N T \2-1V2
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Demostracion. Aplicando el Teorema 2.2. Si nos restringimos a cada periodo (2™, ..., 2" 1 — 1)
tenemos

1 2m
Lt— rrun th<n—N—|— 77m‘
i=1,.., Nm 8

Por lo tanto, sumando cada periodo hasta el momento 7 que es de la forma 2, obtenemos

k k om [8InN
~ In N 2" InN 2m
L,— min L;, <

- it 2 (0 ) X
27}1
k
InN /In
mZ::o 2 \f 1
por tratarse de una suma geométrica de razén v/2 donde el término a, = /7. O

Este resulta ser peor que el resultado obtenido en el Teorema 2.2. Ademas dado que el
proceso expuesto reinicia los pesos después de cada periodo de tiempo, surge la bisqueda de
un pardmetro dependiente del tiempo como solucién alternativa. Puesto que el valor 6ptimo
del limite se ha obtenido tomando # = /8(InN)/n, una propuesta légica puede ser 1; =

8(InN)/t.

Teorema 2.3. Sea la funcién pérdida | convexa en su primer argumento y que toma sus valores en [0, 1],
entonces para cada n > 1 el arrepentimiento del pronosticador de peso ponderado exponencialmente con
pardmetro dependiente del tiempo 17y = /8(In N) /t cumple

- In /In N
L, — r{un Lin, <2 —lnN nN

Para probar el teorema, primero presentamos lo siguiente.

Definicién 2.2. Sea X una variable aleatoria que toma valores en un conjunto numerable X’
con distribuciéon P[X = x| = p(x), x € X. Se define la entropia de X como

H(X) = E[-logp(X)] = — }_ p(x)log p(x
xeX

Lema 2.4. Para cada N > 2, para todo p > « > 0, y para dy, ...,dn > 0 tales que Zf\il e > 1,

N —ad;
Lime ™ _p-w

In N.
YR e P T !

Demostracién. Primero, dada la definicién de la esperanza y la desigualdad de Jensen, pode-
mos ver que

N —ad i N —ad i
g el ZNZ o = —INE PP < (B—a)ED
j= 1€ ]e J

donde D es una variable aleatoria que toma los valores d; con probabilidad e~ / y'N | ¢—ai
para cada N. Dado que D toma como mucho N valores diferentes, su entropia, H (D) es como
mucho In N luego
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InN > H(D)

N 1
e i | ad; +1n Z e~

N —ad;
k=1 Zj:1 e

M=

Il
—_

1

N
=aED+1In)_ e *% > aED
k=1

donde la tltima desigualdad se debe a que Y-V, e=*% > 1. Hemos obtenido pues, la desigual-
dad ED < (InN)/«, donde, dado que a < B nos basta con sustituir en la desigualdad del
comienzo de la demostracion para obtener la expresién deseada. O

Para la demostracién siguiente, vamos a utilizar la notacién k; para referirnos al experto
cuya pérdida tras las primeras t rondas es menor, es decir, el que cumple Ly, ; = min;<n L;;.
En caso de empate se elige el experto de menor indice. También usamos la notacién w;, ;| =
e~-1Lii1 para referirnos al peso w;; 1 donde el pardmetro 77; se cambia por 7;_1.

Demostracién Teorema 2.3. Para la demostracién vamos a seguir el mismo procedimiento que
en la demostracién del Teorema 2.2, donde vamos a estudiar la evoluciéon de In(W;/W;_1)
junto con In(wy, , ;—1/wy, ;) incluyendo el pardmetro dependiente del tiempo #;. Partiendo de
1 1 Phopt1 1 1 Phut
Ul Wi Ny1 - Wi
11 Wy 1w /WE 1 w1/ Wi
< >ln by G 1 Pkt 1/Wiq

—— = —t—— 4+ —1In
/ !
M1 M) Wi e Wi/ We o wy, /Wy

Vamos a acotar cada término por separado. Primero, dado que 7,41 < 7; y la definicién de k;
demos que wy, ;/ W; es como mucho 1/N luego

1 1 1 1
(L)L 1)y
Me+1 Nt Wit Mt+1 Mt
Para el segundo término, aplicando el Lema 2.4 con d; = Ly — Ly, +

Ne+1 1t

ne Wit/ We 1 Zjlile’”'(Lff*’Lkr't) e

w! W/ N =1 (Lip =Ly, t _
1 In knf/ t 1 1 Zz:le ! ) < Mt — N1 InN — ( 1 1>II’IN

Mencionemos que las condiciones para aplicar el lema se cumple, pues d; > 0 por la definicién
de k; y Zf\il e Midi > ] pues para i = k41 tenemos d; = 0.

Por otro lado, el tercer término se puede dividir en
1. we, -1/ Wier 1wy, 1 1 W/

—In——+—=—In——A—+ —1In ,
1t wy, /Wi 1t wy m Wi

donde el primero de los subtérminos es

1. W i1 1 e Mk
—In——=—In——+—="L;—Li, 1.
77t w;{ ; 17{‘ e—r/tht’r tr t—1s

tr
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Para el segundo, aplicando el Lema 2.2 a la variable aleatoria Z que toma los valores I¢,, ,, con
probabilidad w;;_1/W;_1 para cadai =1,..., N obtenemos

o Wi o 2 Wi

w
S Z V\Z/: 1 flt/yf)

N
1 1 W’ _ 1 thMe—’?tl(fz‘,tr]/t)

< —I(pt,yr) +

donde la tdltima desigualdad se debe a la convexidad de la funcién de pérdida. De esta mane-
ra, juntando las acotaciones obtenidas y despejando I(p;, y;) llegamos a

N alnN 1
l(pt,yt) < (th,t - LkH,t—l) + 8 —

1 n wkt’t — l ln M
M1 W Wi_1

+2 (1 — 1) InN,
N1 1t

—

donde sumando los momentos hasta 7 y haciendo uso de 2.0.1, Y1 ; 1/v/t < 2/n,
n

E(th,t — Ly, 4-1) = ZEHN Lin

i (1 In Wkt _ l In wk”’t_1> < —lln ko0 _ —lnN
M1 W o Wiq - om W a

N1 1N\ a4l 1
t:zl <m+1 - m) N wZ(lnN) %(lnN)’

~ vanln N 1)InN InN
Ly i g+ YR ORI RN,
i=1,...,

Finalmente, tomando a = 8 y acotando por exceso llegamos a la expresiéon deseada

~ . n InN
L, < i:rllrll.l.?NLi,n+2\/§lnN+ VT'

2.4 Una mejora para pérdidas pequefias

A continuacién vamos a realizar un andlisis particular para los casos en los que sabemos que
las pérdidas concurridas por los mejores expertos van a ser pequefias. Vamos a ver cémo las
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acotaciones que se pueden llegar a fijar para el arrepentimiento en estos casos mejoran las
obtenidas por previos teoremas, como el 2.2.

Por ejemplo, en el caso en que Y = D = {0,1} si el pronosticador sabe a priori que
uno de los expertos no va a sufrir pérdidas, la forma en la que se procede es sencilla. En el
momento ¢ = 1, predice acorde con lo que estima la mayoria. Una vez se revela el resultado
Y1, se descartan todos los expertos que han errado en la prediccién, es decir, aquellos tales
que fi1 # y1. Repitiendo el proceso para cada instante de tiempo, se logra ir descartando los
expertos que han fallado en su predicciéon, de manera que cada vez que el pronosticador falla,
al menos la mitad de los expertos que quedaban hasta el momento son descartados, dado que
el pronosticador ha realizados su prediccién en base a la de la mayoria. Si se llega al momento
en el que solo persiste un experto, éste no va a fallar, por lo que el pronosticador tampoco. Por
lo tanto, el médximo ndmero de fallos que puede realizar el pronosticador serd como mucho
|log, N|. Dado que ) = D = {0, 1} este coincide con el arrepentimiento.

Vamos a tratar de demostrar pues, como se pueden obtener para pérdidas acotadas en
espacios de decisién convexos, cotas superiores para el arrepentimiento de la forma O(In N)
en los casos en los que el pronosticador sabe que el mejor experto no va a sufrir pérdidas.
Estos limites resultan ser una mejora de los obtenidos hasta ahora, pues son independientes
de la pérdida del mejor experto.

Para esto, presentamos la siguiente mejora del Teorema 2.2, donde como simplificacién,
introducimos la notacién L;, = min;—q, n L.

Teorema 2.4. Dada una funcion de pérdida 1 convexa en su primer argumento, que tome valores en
[0,1]. Sea 17 > 0, el arrepentimiento del pronosticador de peso ponderado exponencialmente cumple

~ nLy +1InN
L, < e

En este caso, vemos que incluso para valores constantes de 7 se llega a obtener una buena
cota superior. De este teorema se pueden deducir los siguientes resultados.

Corolario 2.3. Haciéndose uso del pronosticador de peso ponderado exponencialmente con 1 = 1,
entonces, bajo las condiciones del Teorema 2.4

e

L, <
"= e—1

(L: +InN).

Para los casos en los que L} < 1/2 se obtiene una cota mejor que la del Teorema 2.2, pero
en otras situaciones esta podria ser mucho peor.

Ahora, en el caso en el que tenemos informacién previa de la pérdida que va a sufrir el
mejor experto, podemos afinar ain mas.

Corolario 2.4. Haciéndose uso del pronosticador de peso ponderado exponencialmente con 1 = In(1 +
(2InN) /L), donde L}, > 0 se conoce a priori. Entonces, bajo las condiciones del Teorema 2.4

L,—L:<+2L;InN+InN.

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.4 solo necesitamos ver que para la eleccién de 1 del
enunciado

1 Lk
“11\]%617,1” < L:+InN+/2L;InN.
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Dado que (¢ —e™")/2 = sinh(n7) > 5 si > 0, la desigualdad anterior se da si

NN 1+4e
S+ Tt L S L+ InN + 2L,

que se cumple para nuestra eleccién de 7. O

Para realizar la demostracién del teorema introducimos previamente el siguiente lema.
Lema 2.5. Sea X una variable aleatoria que toma valores en [0,1]. Entonces para cualquier s € R,

InE[e*] < (e — 1)EX.

Demostracién. Dada la convexidad de €™, tenemos que para x € [0,1], e < xe® + (1 — x). Por
lo tanto
E[e®] <EXe® +1—EX

y aplicando la desigualdad 1 4 x < ¢* deducimos
E[e] <1+ EXe" — EX < (¢ "DEX,

Demostracion Teorema 2.4. Al igual que en la demostracién del Teorema 2.2

n
—yL;, —InN < lnm

n
n
Wo Zth ;

donde aplicando el Lema 2.5 para la variable X; que toma los valores I(f;;,y;) con probabili-
dad w;;_1/W;_1 paracadai =1, ..., N obtenemos

Z:zz\il wi t71€_’7](fi/t/yt)
N
Lj=1 Wjt—1

1 Wit—1€ —nl(firyt)

Zj:l Wit—1

In

=InE[e 7] < (e —1)EX; < (e — D)I(Pr, i)

donde la ultima desigualdad se debe a la convexidad de la funcién de pérdida y la desigual-
dad de Jensen. Por lo tanto

Zz 1Wit_1€ =il (fiyt)

—nL; —InN <) In < (e"=1)L
i; Zj:l w],t—l "
de donde se deduce el resultado despejando L. O

2.5 Uso del gradiente de la pérdida en pronosticadores

En este apartado, vamos a explorar una variacién del pronosticador de peso ponderado expo-
nencialmente en el que la funcién de pérdida acumulada L;;_; que aparece en el exponente
de los pesos w;; 1 = e hii-1 se sustituye por su gradiente. De esta manera, el pronosticador
de peso ponderado exponencialmente basado en el gradiente de pérdida acumulada queda
definido por su predicciéon

2511 exp (‘77 é;% Vl(ﬁs,ys) flt) fit
N jexp (1 23 VI(Ps v:) - i)

Veamos que bajo ciertas condiciones se puede obtener la misma cota superior para el
arrepentimiento que la obtenida para el pronosticador estindar dada por el Corolario 2.2.

pr = (2.5.1)
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Corolario 2.5. Sea el espacio de decisiones D un subconjunto convexo de la bola unidad euclidea
{qg € R? : ||q|| < 1}, la funcién de pérdida | es convexa en su primer arqumento y cuyo gradiente
existe y cumple ||VI|| < 1. Entonces, para cualquier n y 5 > 0, y cualquier serie y1,...Yn € Y
el arrepentimiento del pronosticador de peso ponderado exponencialmente basado en el gradiente de la

pérdida acumulada cumple

~ InN

L,— min L;, < nm —|—M.
i=1,.,N n 2

Demostracién. Como hemos visto al comienzo de la seccién, los pesos presentan la forma

t—1
Wit—1 = exp <_77 Z Vl(f’s;]/s) 'fi,s)
s=1

que corresponden a un pronosticador de peso ponderado exponencialmente en el que la fun-
ci6n de pérdida toma la forma I'(q,y¢) = q- VI(p:, y:) para q € D. Si asumimos que !’ toma
valores en [—1, 1], aplicando el Teorema 2.2 tras reescalar I’ a [0, 1] por la transformacion lineal
I"+— (I'+1)/2 obtenemos

~ 1
,méXNZ(Pt fir) - VUpryt) = Zl Pt yt) — mm Zl fzt/yt)<r;7+ 17

Por ultimo, expandimos I(f;;, y¢) alrededor de I(p;,y;) de la forma:

L(Poye) =L firye) < (Pr— fir) - V(P yt),

de donde deducimos que

2.6 Traslacion al problema general

Hasta ahora hemos tratado el problema en el que la funcién de pérdida toma valores en el
intervalo [0, 1]. Vamos a tratar de escalar el problema al caso en le que la funcién pérdida toma
valores en [0, M]. En el caso en el que M sea conocida, el pronosticador se aplica escalando
las pérdidas por I/ M sin ninguna otra modificacién, de manera que al aplicar el Corolario 2.3
se obtiene la siguiente cota

—L;, </2L:MInN + MInN.

De igual manera, si consideramos el intervalo [—M, 0], donde las pérdidas negativas
se pueden entender como ganancias, introducimos el arrepentimiento G, — Gn que mide
la diferencia entre la ganancia acumulada por el mejor experto, dado por G; = —L; =
max;—1, N(—L;,) y la del pronosticador. Al igual que en el parrafo anterior, si M se cono-
ce, basta con reescalar las pérdidas de manera que esta vez se obtiene una cota superior para

el arrepentimiento de
-Gy < /2G;MInN + MInN.
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Ahora, tratando el caso general en el que los pronosticadores se valoran gracias una fun-
cién que vamos a denominar funcion de saldo, h : D x )Y :— R, céncava en el primer argumento,
entonces la finalidad del pronosticador es maximizar dicho saldo acumulado. A esta nueva
funcién se le asocia un nuevo arrepentimiento definido como:

.n}éXNZh(filt,yt) — Y w(pr, ) = Hj; — Hy. (2.6.1)
=N =1 t=1

Cuando la funcién de saldo & toma sus valores en [0, M] decimos que el pronosticador esta
jugando un juego de ganancias. En el caso en que h toma sus valores en [—M, 0] se dice que
este estd jugando un juego de pérdidas.

En el caso general en que h € [—M, M|, encontramos que al reducirlo al de [0,1] por la

transformacion lineal i — (h+ M)/(2M) el resultado que obtenemos tras aplicar el Corolario
2.3 es la acotacién superior

H;, — Hy < \/4(H; + Mn)(MInN) + 2MInN = O (MVrInN),

donde el factor n muestra que esta forma de proceder no es del todo ideal. Es preferible derivar
en una expresion que dependiera de un término del estilo a |h(fi1,y1)| + - - - + |h(fin, yn)| para
algtan experto i. Veamos que en ocasiones se puede obtener un comportamiento incluso mejor.

2.7 Pronosticador multilineal

Para tratar de llegar a cotas que muestren un mejor comportamiento cuando nos encontramos
en el problema general que acabamos de exponer, vamos a introducir y a analizar un nuevo
pronosticador que no hace uso de potenciales.

Dado un juego en el que puedan ocurrir tanto pérdidas como ganancias, medidas a través
de la funcién de saldo i : D x ) — R, consideramos el pronosticador de peso ponderado
dado por la ecuacién 2.1.1 donde los pesos vienen dados de forma recursiva como:

1 sit=0
wi, = .
t wis 1 (1+nh(fir, yr))  sit#0

donde 77 > 0 es el pardmetro del pronosticador. De esta definiciéon recibe su nombre el pro-
nosticador.

Para llegar a una acotacion del arrepentimiento utilizamos una técnica similar a la expuesta
en el Teorema 2.2. Antes de ello introducimos el siguiente lema.

Lema 2.6. Para todoz > —1/2,In(1+z) > z — 22

Demostracién. Sean f(z) = In(1+z) y ¢(z) = z — z2, dado que f(—1/2) > g(—1/2), nos sirve
con comprobar que f'(z) > g¢'(z) para todo z > —1/2. Esto se comprueba facilmente ya que
1

1 1
"NZ)= —— >1-2z=2¢ 422> 1e14+22+222>1 P
f'(z) T332 2 z g(2)<:>1+z+ 221e1+22+2" > 1+z2022> —
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Teorema 2.5. Dada la funcién de saldo h, concava en su primer argumento, que satisface h € [—M, o).
Para cualquier n y 0 < n < 1/(2M), y para toda sucesion yi, ..., y, € Y, el arrepentimiento del
pronosticador multilineal cumple

~ InN ! 2 .
Hi, — H, < e +u Y h(fitye)* paracadai=1,..,N.
=1

Demostracion. Para todo i = 1,...,N, dado que h(fit, yr) > —M y n < 1/(2M) tenemos la
desigualdad nh(fit, y:) > —1/2, que junto al Lema 2.6 se deduce

W, =
In—" = —InN+In]J(1+nh(fie, i)
Wo =1

= —InN+ Y In(1+7h(fir, 1))
t=1
> —InN+ Y (1h(fir, 1) — 72h(fir, ve)?)
t=1
= —InN+nH, —7* Y h(fir, ye)*
t=1

Por otro lado

N
=) In (2 pis(1+ Wh(ﬂ,t/yt))>

1
n N
<), E Pith(fit yt))

donde la pendltima desigualdad se debe a que In(1 + x) < x para todo x > —1 y la dltima a
la concavidad de / en su primer argumento. Juntando ambas cotas se obtiene

—InN+nH;, — 7% Y h(fir, y)* < yH,
t=1

de donde se deduce el resultado. O

Utilizando la notacién Qj; = h(fi1,y1)*> + -+ + h(fin, yn)* donde k cumple que Hy, =
H} = max;—1__n H;,. Del teorema se deduce el siguiente corolario.

= min i InN
T M G

donde se supone que Q;, > 0 se conoce previamente, entonces, bajo las condiciones del Teorema 2.5

Corolario 2.6. Eligiendo

H' —H, <2,/Q5InN +4MInN.
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Podemos observar cémo en el caso de un juego de pérdidas, dado que Q;, < MLy, el pro-
nosticador multilineal es como mucho un factor 1/2 mejor que el pronosticador de peso pon-
derado exponencialmente, que estaba dominado por el término /2L;MIn N. Sin embargo,
cuando Q;, es mucho mas pequefio que ML; el Corolario 2.6 muestra una mejora importante.
No obstante, se sigue tratando de dar con pronosticadores que obtengan una acotacién para
el arrepentimiento del orden de /2L M In N sin hacer uso de un conocimiento previo sobre
la secuencia de resultados yj, ..., ¥, 0 necesitar de la monotonia de Q;, que no se da necesa-
riamente ya que los expertos que han obtenido las mejores resultados hasta el momento t no
tienen por que ser los mismos que en ¢ + 1.

2.8 El pronosticador exponencial para el problema general

Volviendo al estudio del pronosticador de peso ponderado exponencialmente, vamos a reali-
zar un andlisis de como se puede obtener un arrepentimiento pequerfio en el problema general
en el que se pueden producir tanto pérdidas como ganancias. Para esto, introducimos un
potencial que varia con el tiempo que no requiere de un conocimiento previo del saldo acu-
mulado por el mejor experto H;; como en la seccién anterior.

Primero, vamos a redefinir el pronosticador de peso ponderado con pardmetro variable
con el tiempo.

Dada la funcién de saldo #, este pronosticador predice mediante

N oniHip 1 .
pr= Zl:zvle—Hflt (2.8.1)
ijl ettt
donde H;; 1 = h(fi1,y1) + -+ h(fir—1,y¢-1) y asumimos que la secuencia de pardmetros
11,12, ... €s positiva.

NeH;
Sean X, Xy, ... variables aleatorias tales que X; = h(f;;, y:) con probabilidad W

para cada i y t. Entonces, para cualquier secuencia no creciente de parametros se obtiene el
siguiente resultado.

Lema 2.7. Sea h una funciéon de saldo concava en su primer argumento. El pronosticador de peso
ponderado exponencialmente, ejecutado con una secuencia no creciente de pardmetros 11,12, ... cumple,
para cada n > 1, que para cualquier secuencia Y1, ..., Y de resultados

n
H; —H, < < g 1) InN+ ) lln]E[e”f(Xf*]EXf)].
M+l T = Mt

Demostracién. Para la demostracién vamos a seguir el mismo procedimiento que en la de-
mostracién del Teorema 2.3 donde vamos a estudiar la evolucion de In(W;/W;_1) junto con
In(wy, , +—1/wy, ;) siendo esta vez, k; el indice de experto tal que Hy,; = max;—1,n H; = Hj.
Partiendo de que

1. w _ 1 w

—In —oevtl In —<4
1t Wiq N1 Wi

11 We 1w W1 w1/ Wi

< >ln D Gt e W1/ e

Mey1 Nt

o ! ! ’
Wit e Wit/ W 1 wy, o/ Wi
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vamos a volver a acotar cada término por separado. Primero, dado que 7;11 < #; y la defini-
cién de k;, vemos que wy, ;/W; es como mucho 1/N luego

<1_1>1n AL <1—1>1nN.
Ne+1 1t Wk, t Ne+1 1t

Para el segundo término, aplicando el Lema 2.4 con d; = H;; — Hy,,, s

Hev1 Mt

e Wit/ We o 1 Z]-Iile_m(Hf/f_Hkt't) M

U W/ WE 1 B e e ey g ( L > InN

ya que las condiciones para aplicar el lema se cumplen, pues d; > 0 por la definicién de k; y
Zfil e~ m+1% > 1 debido a que para i = k1 tenemos d; = 0.

Por otro lado, el tercer término se puede dividir en
1. w1/ Wier 1 we 1 1 n Wy

—1In = ,
1t wy, /Wi 1t wy o Wiaa

donde el primero de los subtérminos es

Para el segundo, dado que

/ N
l In Wt = l In Meﬂth(fi,pyt)

o Wier e = Wi

aplicando el Lema 2.5 para la variable X; que toma los valores h(f;;, y;) con probabilidad
w;—1/W—1 paracadai=1,.., N obtenemos

YN w;qemivy)

N = InE[e"%] < pEX; + InBle X FX] < pini(, ye) + InE[en X FX)]
Yj=1 Wi

In

donde la pendltima desigualdad se debe a la convexidad de ¢** y la tultima a la convexidad de
la funcién de saldo junto con la desigualdad de Jensen.

Por dltimo, juntando las acotaciones obtenidas

l ln wkt*l/t_l _ ]‘ 11’1 wkt,t
1t Wr—1 41 Wy
1 1 . 1 _
=2 ( - > InN — (H,t = Hi,_yp1) + (P ye) + — 1n]E[€’7t(Xt IEXt)]
M+1 Yt Nt
donde sumando los momentos hasta n y haciendo uso de que Y i (Hy,; — Hy, ,-1) =

max;—1, N H;,, y de

( U @kt 1 wkt1,f1> < 1 Wk InN
W e Wi m Wo m

N 1 1 1 1
ot i) (e
t—1 \HMt+1 Tt Mo+l M1
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llegamos a que

~ 1 1 n
H:;—HnSZ( —>1 N‘i‘LN—f—Zfln]Eem(Xf ]EXt)]
M+1 M m =

como se queria probar.
O

Cabe remarcar que, al contrario que en el Teorema 2.5, este resultado se ha obtenido sin
asumir ninguna cota para los valores de la funcién de saldo h.

Ahora, sea

= Ztlvar( Zi: (Xs — EXs)?

veamos como eligiendo de forma correcta la secuencia 7; se puede obtener un arrepentimiento
para el pronosticador exponencial en el momento 7 del orden de /V,,In N.

Teorema 2.6. Sea h una funcién de saldo céncava en su primer argumento que toma valores en
[—M, M]. Suponiendo que se ejecuta el pronosticador de peso ponderado exponencialmente con los

pardmetros
mind L 2(vV2—-1) [/InN
= oM\ T e—2 v (’

Entonces, para cada n > 1y cualquier secuencia de resultados vy, ..., Yy

H; — H, <4y V,InN +4MInN + (e — 2) M.

Demostracién. Primero vamos a denotar por comodidad

2(vV2-1)

€= e—?2

Aplicando el Lema 2.7 con 171 = 12

n
M1 T =

n
< 2méx {ZMln N, é\/m} +y ; In E[e (Xi—EX))]
t=1"It

Ahora, dado que n; < 1/(2M), (X —EX;) < 1, y podemos aplicar la desigualdad e* <
1+ x + (e — 2)x? para cada x < 1 obtenemos que

~ 1 n
H; — H, < 2maéx {ZMlnN, E\/Vn lnN} + (e —2) ) mvar(Xy).
t=1

Denotando como T al primer momento ¢ en el que V; > M?. Usando 7; < 1/(2M) para
cadaty Vr < 2M?

n

n
vaar(Xt) <M+ Z nyvar(X;)
t=1 t=T+1
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donde podemos acotar a su vez la suma gracias a que #¢1/(InN)/V;_1 para t > 2. Por lo tanto

n n
V;
Z nvar(Xy) < CVin Z 7t !
t=T+1 t=T+1 Vi

Seav; =var(X;) =V, — V;_1. Como V; <V, 1+ M2y V;_; > M?

% \/V:/J;/t—'mlfﬂﬂ/\/m < (V24 1)(VVi = Vi)

Llegamos asi a que

i pvar(X;) < YN \ﬁ VVr) <

v/ V,InN.
t=T+1 V2 -

\f_

Por lo tanto,

v/ V,InN

H;—ﬁngzmx{lenN ~\/V, lnN} M—l—(e—z)\/; .

de donde se deduce el resultado acotando por exceso. O

Los resultados de los Teoremas 2.5, 2.6 y el Corolario 2.6 muestran que el pronosticador
multilineal y el exponencial funcionan en el caso general. Ademads, las acotaciones que se han
obtenido para el arrepentimiento muestran ser potencialmente mejores que las obtenidas al
realizar la transformacién lineal propuesta al final de la Seccién 2.6. Sin embargo, el inconve-
niente que presentan todas estas acotaciones es que requieren de informacién previa sobre los
valores que va a tomar la secuencia de saldos.

La aparicion del término V;, en la cota obtenida gracias al Teorema 2.6, nos indica que este
término es menor que cualquiera de la forma

h(firye) — )

n N
t=1i=1 Wi_1

donde la secuencia de valores i1, 2, ... no son necesarios para la definicién del pronosticador.
Esto nos permite elegir dichos valores de la manera que més nos convenga.

Presentamos como ejemplo, el pronosticador que toma cada pardmetro con la forma 7; =
min;_y nh(fit, yt) + Ri/2, donde Ry = méax;—y,. N h(fir, yt) — minj—y  ~h(fj y:) es el rango

de los saldos en el instante t. Para esta situacién en particular, el resultado que se obtiene es
el siguiente.

Corolario 2.7. Bajo las condiciones del Teorema 2.6

n
H; —H, <2,/(InN) Z 24+ 4MInN + (e — 2) M.

Este corolario muestra que para un juego de pérdidas, el arrepentimiento esta acotado por
el término dominante 2M+v/nIn N, que comparado con el dado por el Teorema 2.3 muestra
que hemos logrado obtener un resultado mucho mas general solo a costa de un factor /2.



2. PREDICCION ASESORADA POR EXPERTOS 30

2.9 Expertos simulables

Hasta ahora hemos entendido a los expertos como unos entes que generan en cada momento
una recomendacion a la que tiene acceso el pronosticador. Sin embargo, aqui vamos a pre-
sentar el escenario en el que cada experto E se puede definir a partir de una secuencia de
funciones fr; : Yyl 5D parat =1,2,... de forma que en cada momento, el experto predice
de acuerdo con fr;(y'~1). Asumiremos que en este modelo, el pronosticador también tiene
acceso a estas funciones, por lo que puede hacer uso de ellas en cualquier momento y sacar
hipétesis de futuros resultados computando todas las posibles predicciones posibles a partir
de una secuencia de resultados. Por esto decimos que se trata de expertos “simulables”, por-
que el pronosticador es capaz de hacer simulaciones sobre las predicciones de los expertos.
Cabe mencionar que aqui hemos supuesto que las predicciones dependen de los resultados
previos y'~!, pero en casos mas generales las recomendaciones de los expertos pueden ser
independientes de éstos, o depender de informacién a la que el pronosticador no tiene acceso.

Un tipo particular de expertos simulables es el del experto estitico. Un experto estatico
es aquél que sus predicciones fr; dependen solo de ¢ y no de y'~!. Es decir, las fr; son
constantes. Por lo tanto, la secuencia de predicciones de este experto fr 1, fg2, ... no depende de
los resultados que se vayan obteniendo. En este caso, utilizaremos la notacién f = (fi, fa,...)
para referirnos a un experto estdtico arbitrario, y también abusando algo de notacién para
denotar a expertos simulables.

En secciones posteriores veremos el uso que se puede hacer de este tipo de expertos para
lograr reducir el arrepentimiento.

2.10 Arrepentimiento minimax

Hasta ahora, la mejor acotacién que se ha obtenido para el modelo de prediccién asesorado
por expertos es de \/(n/2)In N, para el caso en que las funciones de pérdidas son convexas y
toman valores en [0, 1] haciendo uso del pronosticador de peso ponderado exponencialmente.

A continuacién, tratamos de analizar de qué manera se puede obtener la mejor acotacién
posible para el arrepentimiento, y qué pronosticador es el correcto dependiendo de la funcién
de pérdida. Para esto introducimos el siguiente término.

Definicién 2.3. Dada la funcién de pérdida I, y considerandose N expertos, se define el arre-
pentimiento minimax en el horizonte n como

VTEN) = sup inf sup sup inf sup

(firrfnp)€DN P1€Dy1€y (fi2/-rfn2)EDN szDyzey

sup 1nf sup (Zl Pt yt) _r? Y 1S ye) )
=LNy=

(fln/ ran)eDan Yn Ey

En el caso en el que se haga uso de expertos estaticos se puede dar una definicién mas
simple. Vamos a hacer uso de una estrategia de prediccién P, que para cada prediccién p; tiene
en cuenta los resultados previos yi, ..., y—1 y las recomendaciones de los expertos (fis, ..., fns)
paras =1,...,t, es decir

pr: Y Ix (DY) — D.
Entonces, fijada una clase de N expertos F, denotamos como En (P, F,y") ala pérdida acumu-
lada tras la secuencia de resultados y" por el pronosticador que sigue la estrategia P usando
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las recomendaciones de los expertos de . En este caso el arrepentimiento minimax se puede
definir como

n
VYSN) = inf sup sup max (Ln P F, y Zl fztryt )
P (R F|=Ny yreyni=lN =1

El arrepentimiento minimax mide el mejor resultado posible que uno puede obtener dado
un algoritmo de pronosticadores que se mantiene para todas las clases posibles de N expertos
y toda secuencia de n resultados. Esta nocién se basa en el rendimiento que va a presentar
un pronosticador en el caso de contar con los peores expertos posibles. Una cota superior nos
indica la existencia de una estrategia de prediccién que va a lograr un arrepentimiento no
mucho mas grande que dicha cota sean cuales sean los expertos y la secuencia de resultados,
mientras que una cota inferior sobre VysN) nos dice que sea cual sea la estrategia que utilicemos,
existe una clase de expertos y una serie de resultados que van a hacer que el arrepentimiento
sufrido sea al menos tan grande como esta cota. En préximas secciones vamos a deducir

acotaciones minimax para distintos tipos de pérdidas.
También, podriamos estar interesados en saber cuales son los mejores resultados posibles
a los que un pronosticador puede llegar frente al mejor experto de una familia de expertos
fijada. Esto nos lleva a la siguiente definicién de minimax. Tomamos la funcién de pérdida I,
y consideramos la clase F de expertos simulables que no es necesariamente finita. Haciendo
en este caso uso de una estrategia de prediccion P basada en F, donde ahora la secuencia de
predicciones p, p2, ... son funciones que no dependen de forma explicita de la recomendaciéon
de cada experto
pr: Yl = D,

Se define el arrepentimiento minimax respecto a F en el horizonte n como

Vi (F) = inf sup (il(ﬁt(yt_l - 1nf Zl )> .

p y}l eyn

También, en el caso en que se trate de expertos simulables, se puede definir la siguiente
nocion,

yﬂ

U, (F) = sup inf (Zl Py ),y — ianl(ft(y”),yt)> dQ(y"),
Q fe}-tzl

conocida como el arrepentimiento maximin respecto a /. Mencionemos que para que se pue-
dan definir estas medidas sobre )", asumiremos que ) es un compacto de RY.

Observemos que la funcién

F(P,Q) = /y (tél(ﬁt(ytl),yt) —fig;t:ill(ft(ytl),yt)> dQ(y"),

es convexa en su primer y segundo argumento.

Gracias a esto se puede definir una combinacién convexa AP(!) 4- (1 — A)P(?) dada por dos
estrategias de pronosticadores P(!) = (ﬁgl)fﬁé”,...) y P = (ﬁﬁz)/ﬁgz),...), de forma que la
combinacién predice en cada instante t de acuerdo a

ARV + (1= )P (.
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Teorema minimax

Para concluir la seccién, enunciamos una version del Teorema minimax, uno de los més im-
portantes a los que llegamos en el presente trabajo, y del que se derivan resultados como el
Teorema minimax de von Neumann que resulta ser uno de los més relevantes en la Teoria de
Juegos.

Teorema 2.7. Sea f(x,y) una funcion real acotada definida en X x Y donde X y Y son conjuntos
convexos y ademds X es compacto. Si f(-,y) es convexa y continua para caday € Y y Si f(x,-) es
concava para cada x € X, entonces

mf f sup flx,y) = sup 1nf f(x ).
Yyey yey

Demostracién. Para cualquier funcién f es trivial que

mf supf(x y) > sup mf f(x ).
Y yey yey ¥<
Veamos pues la otra desigualdad. Sin pérdida de generalidad suponemos que f(x,y) € [0,1]
para cada (x,y) € X x ). Tomando € > 0y n € N grande. Por la compacidad de X existe
una serie de puntos {x(), .., x(N)} C X tales que cada x € X se encuentra a una distancia e
de algtn x(). Definimos las secuencias x1, ..., X, € X e Y1, Yn € Y de forma recursiva. Para
Yo se toma cualquier valor. Ahora, paracadat=1,..,n

Zle()g e (Jf( Ys)
2] e —1 Lazo f(x) ys)

Xt =

con 7 = v/8InN/n e y; que cumpla que f(x,y;) > sup, ¢y, f(xt,y) —1/n. Tenemos entonces
que gracias a la convexidad de f en su primer argumento y aplicando el Teorema 2.2 que

n 1 & : InN

;f(xt,yt) < min o ;f(x@,yt) +1/ % (2.10.1)

S|

~

Por lo tanto

inf sup f(x,y) <supf (111 Zn:f(xt,y) y) (por la convexidad de f(-,y))
=1

~
A
w»n
c
o
|-
1=
™
2

YEX ey yey yey =1
1¢ 1
< = Z sup f(xt,y) < — Zf(xt,yt) + — (por la definicion de y;)
t=1yey miz n
1 lnN 1
< n - —
_i:r?,.l.{anth ) 2 T (por 2.10.1)
< min f | x® ly Y ye) |+ N 41 (por la concavidad de f(x,))
~i=1,.N "n & 2n  n

InN 1
<sup min f(x®,y)+/——+ =
yey i=1-.N 2n

Llegando asi a que para cada n,

=

InN 1
f < o=
Jgngggf(x Y) jlelglg}g} FE )+ S+
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donde tomando el limite para n — co obtenemos

inf sup f(x,y) < sup min f(x,y).
xeX yey yey i=1,...,.N

Finalmente, si tomamos € — 0 y haciendo uso de la continuidad de f llegamos a que

inf < sup inf .
inf jlelgf (xy) < sup Inf f(x,y)

O

Concluimos, que cuando el espacio de decisién es convexo y la funcién de pérdida es
convexa y continua en su primer argumento, la aplicacién del Teorema 2.7 nos aporta la
igualdad

Vn(}-) = un(f)-

211 Arrepentimiento descontado

En una cantidad de aplicaciones, vamos a encontrar razonable considerar que las pérdidas
pasadas pesen menos que las pérdidas recientes. Por esta razén introducimos en este apartado
del capitulo los arrepentimientos descontados:

n
Oin = Y Bu—ttiy (2.11.1)
=1

donde los factores B; decrecen con el tiempo By > B1 > B2 > ..., de forma que para el instante
t = n, el arrepentimiento actual mantiene su peso por completo, mientras que los anteriores
pierden en importancia a medida que pasa el tiempo.

El objetivo del pronosticador es asegurar que independientemente de la secuencia de re-
sultados, el arrepentimiento descontado medio acumulado dado por

n
. = —tTit
o T,

i=1,.,N Y41 Bn—t

sea lo més pequefio posible. Es mas, uno esperaria que dicho arrepentimiento convergiese a
cero si n — co.

Vamos entonces a tratar de analizar con qué secuencias de arrepentimientos descontados

se puede lograr a dicho objetivo. Primero, el siguiente teorema nos muestra que si la secuencia
de descuento decrece demasiado rdpido no se va a llegar a un resultado que merezca la pena.

Teorema 2.8. Asumiendo que existe c > 0 tal que para cada n existe un par de resultados y1,y2 € Y
y dos expertos i # i tales que i = argmin]-l(fj,n,yl), i = argmin].l(f]-,n,yz) yming_, v, [[(finy) —
I(firn,y)| > c. Si Y32 Br < oo, entonces existe una constante C tal que para cualquier pronosticador,
hay una secuencia de resultados que cumplen

n
L Bt
mdx Y1 Bu—tTit

>C
i=1,., N Y g Bn—t

para cada n.
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Demostracion.

n
z - . > 7z r‘ — l B o 7 l |
zinl,a),(N tzzl ,Bn thit = zinl,a)fN ,BO in (pn/ yn) l:r?,lr}N (fl,n/ yn)

de forma que

n .
sup méx 72}:”1 Pu-irit
yneyn i=1,..,.N Zt:1 ﬂn_t
S SUpyneyn (l(ﬁnz yn) —min;—y,_ N l(fi,n/ yn))
- Yizo Bt
> %
2) 20 B

O]

Veamos ahora cémo, realizando un andlisis analogo al hecho con el pronosticador de peso
ponderado en el que simplemente sustituimos r;; por #;; = B,_17;; en su definicién, llegamos
a los siguientes resultados.

Teorema 2.9. Considerando el pronosticador de peso ponderado polindémicamente con descuento defi-
nido por

5, = Zim1 @' (Tt Tis)fis _ Lt ¢/ (Tach Brstis) fis
Zjl\il ¢ (L1 7)s) Zjl\il ¢’ (Lai Pu—sts)

donde ¢'(x) = (p — 1)xP con p = 21In N. Entonces el arrepentimiento descontado medio cumple

n 2
méx mgmm

i=1,.,N  Yf 1 Bnt Y But

En particular, si Y ;= By = oo se tiene que

S .
‘méx Limt Prttip _ o(1).

i=1,...,.N Zizl ,Bn—t

Demostracién. Dado que el pronosticador cumple la condicién de Blackwell, y para cada t,
|7it| < Bn—t, €l Teorema 2.1 implica

n
max pi, < V2eInN Y B,
=1

i=1,..,

de donde se demuestra la primera parte del teorema. Para la segunda afirmacién, basta con
observar que

Y1 B Y1 Br m
VaenNYET Pt s NP N VES B V2enN g
t=1PBn—t i=1PBr-1 Yi=1Pt-1 VI Bt

O]
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Por lo tanto, podemos observar cémo para los casos en los que los factores de descuento
decrecen tan lentamente que ) ;= f; = oo, es posible lograr que el arrepentimiento previa-
mente mencionado desaparezca para grandes valores de n.

Consideremos como ejemplo el caso particular en que f; = (t +1)* para 0 < a < 1. Por
lo visto en el Teorema 2.8, para 2 > 1 no se podia deducir ningtn limite til. Para a = 1 del
Teorema 2.9 obtenemos ;

MAx thl ,BH—tT’i,t < C

i=1,.,N Y1 Bnt ~ logn
lo que resulta en una convergencia a cero bastante lenta, ya que en este caso la serie esta en el
limite de ser no sumable. Sin embargo para a2 < 1 la convergencia es mucho més rdpida como
recogemos a continuacion.

O(1/y/n) sia<1/2
Yo Bu—tiy O(y/(logn)/n sia=1/2

mix =+~ =
i=1,.,N Y41 Pn—t O(n”fl) sil/2<a<1
O(1/logn) sia=1
Podemos ver que cuanto mas lento disminuye el factor de descuento, méas rapido converge el
arrepentimiento a 0.
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3

Mejora en las cotas para ciertas
pérdidas

En este capitulo vamos a analizar las mejoras que se pueden realizar en las cotas obtenidas
previamente, viendo que para ciertas funciones de pérdida y clases de expertos se puede
llegar a obtener cotas mas finas. También vamos a ver qué cotas inferiores se pueden deducir
para el arrepentimiento en los peores casos posibles.

Hasta ahora, hemos usado el Teorema 2.1 para acotar el potencial ®(R,) del pronosticador
de peso ponderado por ®(0) y una suma de términos a los que se habia llegado tomando
aproximaciones lineales. Veamos ahora cdmo en ciertos casos ese potencial se puede acotar
directamente por ®(0) sin necesidad de aproximacién alguna. Gracias a esto, a lo largo de
este capitulo vamos a explorar diversas técnicas con las que llegar a dichas mejoras en las
cotas.

3.1 Seguir al mejor experto

Una de las estrategias mds simples que se pueden seguir en el problema de la prediccién
asesorada por expertos es aquella que consiste en seguir al mejor experto, es decir, en el
momento t, se escoge al experto cuyas pérdidas acumuladas hasta el momento t — 1 son
menores.

Dada una clase £ de expertos, el pronosticador de esta estrategia hace sus predicciones tal
que

t—1

pr = fer si E = argmin Z I(fEr s, Ys)-
E’ES S:1

Supondremos que dicho minimo siempre se alcanza, y en el caso de empate entre varios
expertos que minimicen las pérdidas, E se escoge al azar entre ellos.

En este apartado vamos a tratar de comparar el rendimiento de nuestro pronosticador
frente al del mejor experto, con aras de hallar cotas para el arrepentimiento

n

n
Lo fof Lew = 1215 ws) = fof 2 1(feer )

t=1

37
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Para realizar este andlisis vamos a considerar el pronosticador hipotético
t
* . .
pi =fer si E=argmin ) I(fes ys).
E'eE s=1

Este pronosticador estd definido igual que p;, con la diferencia de que p; también tiene en
cuenta las pérdidas sufridas en el instante t. Obviamente, este no es un pronosticador legal,
porque estd siendo capaz de “ver el futuro”, pero nos serd tutil pues, como indicamos en el
siguiente lema, p} rinde al menos tan bien como el mejor experto.

Lema 3.1. Para cualquier secuencia vy, ..., Y, de resultados,

n

Y 1piye) <Y Lpnye) = min L,
=1

t=1

Demostracién. Probemos mediante induccién. El resultado es obvio para n = 1. Ahora, supo-
niendo que

n—1 —
2 pf’yt 21 pn 1/yt
t=1 =

como por definicién Y 1(p* 1, y:) < Y= 1(pk, y:), junto a la hipétesis se deduce que

n—1 —
Y 1) < X 1)
t=1 t=1
donde sumando I(p};, ) a cada lado se llega al resultado. O

De aqui deducimos que el arrepentimiento de p; estard acotado por

L — mf Lg, < Z (Prye) — L(pi,ye))-

Es 16gico esperar que en ciertos casos, ambos pronosticadores p; y p; estardn proximos entre
si, por lo que, si se puede asegurar que para cada momento f,

sup(I(p,yt) — L(pi, yt)) < €
yey

para una secuencia de niimeros reales €;, entonces

n
L,—infLg, < . 3.1.1
inf L, Zet (3.1.1)

Nos interesa entonces ver bajo qué condiciones se da que €; ~ 1/t, de forma que este arre-
pentimiento crezca como O(Inn).

En los ejemplos presentados a continuacién vamos a considerar expertos constantes, cuya
pérdida es independiente del tiempo, es decir, tales que para cualquier y, [(fg1,y) = -+ =
I(fen,y). Por simplificacién vamos a designar dicho valor como /(E, y).
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Pérdida cuadratica

SeaD =Y = {p:|pl| <1} en un espacio de Hilbert #, tomamos como primer ejemplo la
funcién de pérdida cuadratica dada para p,y € H por

py) = lp—yl*

Para este caso en particular, podemos ver que el pronosticador p que sigue a los expertos de

la clase £ indexados por E € D, gracias a que para cada p € D,
2

+

-1 2

1
t—1 L Yr Vs

s=1

1 fi 1 f—i
— 2P —usll” =
t—14 t—1

=1

Ly
T Yr—P
t—147"

toma la forma

[ay

tf

g

p ! y
t= 7 5
f—14

Anélogamente,
1 t
Pi=7 L Vs
s=1

Por lo tanto, para cualquier y € D

[(Poy) —1(piy) = 1Be = yl> = llpf — yII> = (Bt — p}) - (e + pi —2y) < 4llp: — pi |-
Ahora, tomando las expresiones anteriores, podemos acotar dicha norma teniendo en cuenta
que

N . 1 t—1 1 t 1 1 t—1 yt
Pt — Pi :ﬁzys—?zys: <t—l_t> ZyS_T
s=1 s=1 s=1
de manera que, sea cual sea la secuencia de resultados, ||p; — pf|| < 2/t, llegamos a que

N i} 8
I(pry) —Upi,y) < T

Por ualtimo, introducimos el resultado en 3.1.1 y gracias a la desigualdad Y} 1/t < 1+
f{ dx/x =1+ Inn obtenemos que

~ ”. 8
Ly—infLg, <) - <8(1+Inn).
" Eeg E’n_;t_( )

Aqui podemos observar que en efecto hemos obtenido una cota que mejora aquella deducida
en la seccion anterior que resultaba ser del orden de /n. Adicionalmente, esta resulta ser

independiente del tamafio de la clase de expertos.

Pérdidas convexas y expertos constantes

Veamos de qué manera podemos generalizar el resultado obtenido para la funcién de pérdida
cuadratica a funciones de pérdida convexas cuando la clase de expertos contiene expertos
constantes.

Sea D un subconjunto convexo de RY donde se asocia cada experto E a un elemento de
D de forma que la pérdida del experto E en el instante ¢ es [(E, y;). Denotamos al vector del
pronosticador que sigue al mejor experto como p; = (P11, ..., Pat) y como p; = (pi, - P ;)
al pronosticador hipotético con el que lo comparamos. Suponemos que la funcién de pérdida
cumple:
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| es convexa en su primer argumento y toma valores en [0,1].

Para cada y € ) fija I(-,y) es Lipschitziana en su primer argumento, con constante B.

Para caday € ) fijaI(-,y) es dos veces diferenciable. Ademds existe una constante C > 0
tal que para cada y € ) fija, la matriz Hessiana

<821(p,y)>
OPiOP; /) ga

es positiva definida con autovalores acotados inferiormente por C.

Para cualquier sucesién yj, ..., y, el pronosticador p; cumple que V¥;(p;) = 0 donde,
paracadap € D

ip) = L 1(pye)

s=1

Teorema 3.1. Bajo las hipdtesis anteriores, el arrepentimiento por ronda del pronosticador que sigue al

mejor experto cumple
2
(B i re,) < L)
n EcE Cn

Demostracion. Gracias al desarrollo de Taylor de Y; alrededor del minimo p; obtenemos

. o 1T & (p, e v C,
(e i) = 2 120 PV (5 (B i) > Sl pil?

para algtn p € D. Por otro lado

‘Yt(ﬁt)—‘Yt(Pt) (Fea(ps ( i)+ (¥e(Py) = ¥ia(py)

pi)) + (¥e(By) = ¥i1(Pr))

)-
-
2 (b, 95) = 1(Bu o)) + (1B e) = 107, 31))

< TH@ ~pill
donde se ha utilizado la propiedad Lipschitziana de la funcién de pérdida. Comparando
ambas cotas deducimos que paracadat=1,2,..,

~ . 4B
1P —pill < Ct

Por lo tanto
n R . n 1
L, —1nfLEn§Z (Py) —1(p; v ZBHPt_PtH Z?
=1 =1

de donde se llega a la expresién utilizando otra vez que } ;' ; 1/t < 1+ fln dx/x =1+Inn. O

Como podemos observar, bajo estas condiciones se obtiene una cota superior que no de-
pende del tamafio de la clase de expertos y que ademads crece lentamente a razén de Inn.
Como ejemplo, las funciones de pérdida que toman la forma I(p,y) = ||p — y||* para algun
a € (1,2] entrarfan en esta categoria ya que cumplen las hip6tesis.
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3.2 Funciones de pérdida exponencialmente concavas

Volviendo al pronosticador de peso ponderado 2.1.1, veamos una clase de funciones que pre-
sentan unas propiedades bastante ttiles al utilizarlas junto al potencial exponencial dado por
2.1.8.

Definicién 3.1. Una funcion de pérdida [ es exponencialmente céncava si para algan > 0 la
funcién F(z) = e (%) es céncava para todo y € V.

Esta propiedad es mads fuerte que la convexidad en el primer argumento como veremos en
el Lema 3.2. Es mds, cuanto mayor sea el valor de 7, més fuerte resulta ser.

Teorema 3.2. Si la funcién de pérdida es exponencialmente concava para 1 > 0, entonces, el arrepen-
timiento del pronosticador de peso ponderado exponencialmente, dado por el mismo valor de 1, cumple
para todo yy, ...,y € Y, que D, (R,) < D,(0).

Demostracién. Nos basta con comprobar que ®,(R;) < ®,(R;_1), 0 lo que es lo mismo,
N N

Z e*WLi/tfleﬂri,t < Z e*WLi,t—l.

i=1 i=1

Esto se puede reformular como

N v
exp(—1l(Bi, ) > E=1 wl’“ﬁ){p( s y1) (3.2.1)
Zj:1 Wit—1

desigualdad que se cumple gracias a la definicion del pronosticador, la concavidad de F(z) y
la desigualdad de Jensen. O

Este resultado nos va a proporcionar la capacidad para acotar el arrepentimiento por una
constante independiente de la longitud de la secuencia 7.

Proposicién 3.1. Si, para alguna funcién de pérdida 1 y algiin 1 > 0 el pronosticador cumple
®,(R,) < @y (0) para toda secuencia yy, ...y, € Y, entonces el arrepentimiento del pronosticador
estd acotado por

InN

i=1,.,N

Demostracién. A partir de ®;(R,) < ®;(0) obtenemos directamente

~ . . 1. & R, _ InN
Ly — min Ly = max Ri, < ln;e "= y(Ry) < 2y (0) = = =

=

O]

Esta claro que cuanto mayor sea el valor de 7, mejor es la cota a la que se llega. Por lo
tanto, con aras de optimizar el rendimiento del pronosticador, vamos a tratar de encontrar el
valor maximal que, si es que este existe, hace que la funcién de pérdida ! con la que estemos
trabajando sea exponencialmente céncava. Veamos algunos ejemplos.
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Pérdida de entropia relativa

Sea D = Y = [0,1], consideremos la pérdida de entropia relativa I(p,y) = yIn(y/p) + (1 —
y)In(1 —y)/(1 — p)). Podemos ver que para 7 = 1, F(z) es concava para cualquier valor de
y. El caso particular enel que D = [0,1] y Y = {0,1} estamos ante la pérdida logaritmica
l(z,y) = —1Inz —1T,—In(1 —z), que seréd desarrollada mas en profundidad en un préximo
apartado.

Pérdida cuadratica

SeaD = Y = [0,1], la funcién de pérdida cuadratica viene dada por I(z,y) = (z — y)%. En este
caso, F(z) es céncava si y solo si para cada z, (z —y)? < 1/(21), que se dasi 7 < 1/2.

Pérdida absoluta

Sea D = ) = [0,1], consideramos la funcién de pérdida absoluta /(z,y) = |z — y|. En este
caso, F(z) no es concava para ningun valor de #. Mas adelante veremos que las pérdidas
acumuladas por este pronosticador no pueden ser acotadas independientemente del valor 7.
Otra utilidad de las funciones de pérdida exponencialmente convexas es que gracias a
ellas podemos deducir cotas que se mantienen independientemente del nimero de expertos.
Simplemente, modificando el potencial 2.1.8 por ®,(R) = %ln(ﬂil gie™i), donde {g; : i =
1,2..} es cualquier distribucion de probabilidad sobre un conjunto de enteros positivos, lo que
asegura la convergencia de la serie. Cada g; representa el peso inicial de cada experto i.

Corolario 3.1. Dados (I,17) que satisfacen las hipétesis del Teorema 3.2. Dada cualquier clase nu-
merable de expertos y cualquier distribucién de probabilidad {q; : i = 1,2...} sobre el conjunto
de enteros positivos, el pronosticador de peso ponderado exponencialmente definido por el potencial
®,(R) = %ln(ﬂil q;e"8i), cumple que para cada n > 1y para cualquier y1, ..., y, € Y

Demostracién. Procedemos igual que en la prueba del Teorema 3.2 donde en este caso w;;_1
pasa a ser g;e""i-1, deduciendo que @, (R,) < ®;(0). Por lo tanto, para cada i > 1,

[}
qieﬂRi,n S Zq].er/Rj,n — e77q)17(Rn) g eﬂq)ﬂ(o) — 1
j=1

de donde obtenemos la cota deseada despejando R; . O

Vemos pues, que la pérdida acumulada por el pronosticador supera a la de cada experto
como mucho por una constante que depende del experto. Si formulamos el pronosticador de
peso ponderado exponencialmente para un conjunto numerable de expertos como

_rufuexp (< (L + S0 L)
smew (cn (Lt i)

podemos entender el factor 1 In 1 7, como la penalizacién que afiadimos a la pérdida acumulada
por el experto i cada momento ¢. Esta desigualdad a la que se ha llegado en el Corolario 3.1 se
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conoce como una “desigualdad del oraculo”, que estipula que el pronosticador mezcla sufre
una pérdida acumulada igual a la mejor penalizacién que han sufrido los expertos.

Un pronosticador mixto para pérdidas exponencialmente céncavas

Para concluir esta secciéon vamos a indicar como gracias a lo que acabamos de introducir se
puede extender el pronosticador de peso ponderado exponencialmente a una clase de exper-
tos no numerable. La forma en la que procedemos es la siguiente: tomamos un conjunto de N
expertos que formaran un casco convexo que denominamos expertos base, que en cada mo-
mento t viene dados por fi; € D,i=1,..,N, t =1,..,n. Denotaremos como f; = (fi4, ..., fnt)
al vector de expertos en el momento ¢. El espacio de toma de decisiones se supone convexo,
y la funcién de pérdida I, es exponencialmente convexa para algan # > 0. El objetivo del
pronosticador es predecir tan bien como la mejor combinacién convexa de expertos base, de
forma que el arrepentimiento respecto al casco convexo de N expertos base dado por

n n
L,—inf Lgu = Y_1(Pryt) — inf f
n = Inf L ;l(pt,yt) égAtzzll(q b Yt)

sea lo menor posible, donde A denota el simplex de N-vectores q = (41, ...,qn) cong; > 0y
YN g =1 Lg,n designa la pérdida acumulada del experto asociado a q.

El pronosticador con el que vamos a trabajar lo vamos a bautizar como pronosticador mixto,
ya que consiste en un pronosticador de peso ponderado exponencialmente definido por la
"mezcla”

Jaar-19-fdq
Jawqt-1dq

para wg;—1 = exp(—nL._11(q - f;,ys)), donde 7 hace que la funcién de pérdida sea expo-
nencialmente céncava. De esta forma, el pronosticador esta realizando una media ponderada
exponencialmente sobre el simplex A de acuerdo con el rendimiento hasta el momento de
cada vector q. Veamos que el arrepentimiento de este pronosticador se puede acotar si se asu-
me que la funcién de pérdidas esta acotada, aunque esta hipétesis se puede relajar en ciertos
casos.

l/?\:

Teorema 3.3. Asumiendo que la funcion de pérdida | es concava exponencialmente para y y toma
valores en [0, 1]. Entonces, el pronosticador mixto cumple

=~ N . enn
Ll’l — ‘;Ie'lg qun S ;ln W.

Antes de realizar la demostraciéon veamos el siguiente resultado.

Lema 3.2. Dada la funcion de pérdida | tal que F(z) = e~ 1"?¥) es céncava, entonces 1(z, y) es convexa
en su primer argumento.

Demostracién. Por ser [ concava exponencialmente, tenemos que dados dos puntos x y z, para

cada t € [0,1]
e MFHA=02Y) > o= xy) (1 — )e~1HEY)

o lo que es lo mismo,

e~ Mt (=0)zy)+yl(zty) > po—nl(xy)+nl(zy) 4 (1—1t).
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Ahora gracias a la convexidad de ¢*, tenemos que para x € [0,1] y cualquier s € R, e** <
xe* + (1 —x), por lo que

te MW HNEY) (1 — ) > e~y Hntl(zY)

Por lo tanto, juntando ambas desigualdades y gracias a la monotonia de la exponencial, esto
equivale a que

—nl(tx+ (1 —t)z,y) +nl(z,y) > —ntl(x,y) + ytl(z,y),
donde reorganizando los términos y dividiendo por 77 > 0 obtenemos

I(tx+ (1 —t)z,y) < t(x,y)+ (1 —1)(z,y)

es decir, la convexidad de I en su primer argumento. O
Ahora ya podemos proceder con la demostracién del teorema.

Demostracion Teorema 3.3. Sea el arrepentimiento de cada q
Rgn =Ly — Lgn

podemos denotar como R, a la funcién q — Rg,,. Introduciendo el potencial

q)’l(Rn) = /AEWR‘V’ dq

vemos que al igual que con la demostracién del Teorema 3.2, ®,(R,) < @,(0) = 1/(N!).
Ahora, sea q* el vector de A tal que

Lg+y = Inf L
an = daan

dado que por el Lema 3.2 la funcién de pérdida es convexa en su primer argumento, para
cadaq' e AyAe(0,1),

L(l—/\)q*+)\q’,n S (1 - )\)Lq*,i’l + )\Lq/,n S (1 - /\)Lq*,n + )U’l

gracias a que la funcién de pérdida estd acotada por hipétesis. Por lo tanto, para cualquier
A € (0,1) fijo,

o, (R,) = /A eMan dq

e e”i‘n / efﬂl‘q:n dq
A

{q:q=(1-A)q*+Aq,q'€A}

/ e 1((1=NLgrth) 4q
{a:q=(1-A)q*+Aq",q'€A}
— o= n(1=A)Lge y+An) / dq.
{a:q=(1-A)q"+Aq’.q'cA}
La integral de la derecha es el volumen del simplex escalado por A y centrado en q*, de modo
que, esto es AN veces el volumen de A, es decir AN/(N!). Gracias a que ®,(R,) < 1/(N!)y
reordenando la desigualdad anterior obtenemos

7 = 1
Ly — inf Lgn < Ly — (1- )\)Lq*,n < - In AN + An.
qeA n

El término de la derecha se hace minimo para A = N/#n, de donde se llega al resultado. [J
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3.3 El pronosticador codicioso

Como hemos visto hasta ahora, la forma en la que se analiza el rendimiento del pronosticador
es acotando los valores de una funcién potencial que mide el arrepentimiento. Estos valores
suelen aumentar con el tiempo, sin embargo hay situaciones, como la expuesta en el Teorema
3.2 donde esta funcién llega incluso a disminuir con el tiempo. Esto incita la busqueda de
estrategias de prediccién que minimicen el aumento del potencial en el peor de los casos para
cada instante de tiempo.

Para explorar esta idea podriamos tratar de trabajar con el pronosticador que en cada
instante de tiempo ¢, realiza su prediccion de forma que minimiza el arrepentimiento que se
obtendria en el peor de los casos, es decir,

pr = argmin sup max R;;
pGD nyylzl""’N
= argminsup max (Ri;—1 +1(pe,ye) — 1(fir, yt))-

peD yteylil,...,]\]
Este valor existe siempre que la funciéon de pérdida I esté acotada y sea convexa en su primer
argumento, aunque puede no ser tnico. En estos casos, se podria escoger de acuerdo a una
regla fijada previamente. Sin embargo, esta estrategia no logra garantizar un arrepentimiento
que disminuya tras cada ronda.

Otra opcion puede ser tratar de minimizar, en vez de max;—;, n R;;, una versién mas
suave, como el potencial

1 Noox
D, (Ry) = ﬁln Y et
i=1

donde podemos observar que si #max;—i, nR;; es grande, ®,(R;) ~ max;—;,nR;; El
parametro # realiza el papel de suavizante de la funcién.

A partir de este potencial se puede introducir el pronosticador que en cada instante, mi-
nimiza el aumento mds grande posible que puede sufrir la funcién potencial para cualquier
resultado posible y;, es decir,

pr = argmin sup ®(Ry_1 +1¢).
PED ytey
Es por esto que lo denominamos pronosticador codicioso (greedy forecaster), ya que el realiza sus
predicciones de forma que el arrepentimiento sea lo menor posible en el peor de los casos (no
quiere perder lo que tiene).

Recordando que el componente i-ésimo del vector de arrepentimiento r; es I(p,y:) —
I(fit yt), el pronosticador se puede escribir como

N
pr = argminsup | I(p,y:) + 1 In} e kit ).
peD  yi€y L/

Sea @ convexa, dado que el supremo de una funcién convexa es convexo, sup, . PRy +
r;) es una funcién convexa sobre p si es convexa en su primer argumento. En consecuencia, el
minimo sobre p existe, aunque puede no ser tinico, pero podemos realizar la eleccién a partir
de una regla acordada previamente. Vemos pues, que el pronosticador estd bien definido.
A continuacién mostraremos que rinde tan bien como el pronosticador de peso ponderado
basado en el mismo potencial.
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Teorema 3.4. Sea ® : RN — R una funcién convexa no negativa, dos veces diferenciable. Suponiendo
que existe un pronosticador cuyo vector de arrepentimiento cumple

®(R}) < (R} ;) +c

para cualquier secuencia vy, ..., 1, de vectores de arrepentimiento y para cualquier t =1, ..., n, siendo c;
una constante que depende solo de t. Entonces el arrepentimiento Ry del pronosticador codicioso cumple

Demostracion. Basta con ver que paracadat=1,..,n,
@(Rt) < (D(Rt,1) =+ ¢t.
Por la definicién del pronosticador esto es equivalente a decir que existe un p; € D tal que

sup P(Ri_1 + 1) < P(Ri_q) + ¢
yrey

donde 1; es el vector de componentes I(py, y:) — I(fit, y¢) para i = 1,..,N. La existencia de
dicho p; € D estd garantizada por lo expuesto previo a la demostracion. O

Veamos algunos ejemplos de pronosticadores codiciosos.

Pérdida absoluta

En el simple caso en que ) = {0,1} y D = |0, 1], consideramos la pérdida absoluta I(p,y) =
|p — y|. El pronosticador basado en el potencial ®, que obtenemos al minimizar el maximo
de las dos funciones convexas es

pel0,] i=1 i=1

N N
/ﬁt = argmjn max {2 677(l(pro)_l(fi,tro)—Li,t—l), 2 677(1(7’/1)_l(fi,t/l)—Li,t—l) } .

El méximo de dos funciones convexas alcanza su minimo o en un punto en el que ambas son
iguales, o en el minimo de una de ellas. Por lo tanto, el pronosticador toma el valor de 0, 1, o
N =L —nl(fir
1 1 Yo, e ki nl(fi1)

=+ —1
2 * 2n " Z]I\il e MLt 1=11(fj10)

Entonces, de los Teoremas 3.4 y 2.2 deducimos que el arrepentimiento del pronosticador cum-

ple
~ 1
L, — min Lingn—N+ﬂ.
i=1,.,N n 8

Pérdida cuadratica

Considerando los mismos espacios que en el ejemplo anterior pero con la funcién de pérdida
I(p,y) = (p —y)?, el pronosticador codicioso en este caso presenta la misma forma, es decir,
toma el valor de 1,0 o

1 1 lei 1 e~ MLii—1—11(fie1)

-+ —1
22 B Z]Ail e Lj—1=11(f;4,0)
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dependiendo de cual de los valores otorga un valor menor para el peor de los casos a la fun-
ciéon potencial. Ahora, como hemos visto en la Proposicién 3.1 y los ejemplos que la seguian,
tomando 1 = 1/2 obtenemos que el pronosticador cumple que

L,— min L, <2InN.
i=1,..,.N

Pérdida logaritmica

Por dltimo, tomamos ahora la pérdida logaritmica I(p,y) = —ly,—1;Inp — I,y In(1 — p)
con su potencial exponencial, y consideramos otra vez los mismos espacios. En este ejemplo,
si tomamos 17 = 1 el pronosticador codicioso coincide con el pronosticador de peso ponderado
exponencialmente por lo que no nos aporta un resultado adicional.

3.4 El pronosticador que agrega

El anélisis que hemos realizado haciendo uso de la concavidad exponencial se ha basado en
la biisqueda de un 7 > 0 que haga que el potencial exponencial esté acotado por su origen
®,(0), donde gracias a la Proposicién 3.1 obtenemos que si tal 7 existe, el arrepentimiento
del pronosticador de peso ponderado exponencialmente queda acotado por (In N)/#. En esta
seccién vamos a tratar de obtener mejores cotas para dichas pérdidas a través de pronosti-
cadores que sigan cumpliendo ®,(R,) < ®,(0) para valores superiores de # de los que se
pueden permitir con el pronosticador de peso ponderado. El pronosticador que buscamos por
tanto ha de satisfacer @W(Rt,l +1) < @W(Rt,l) independientemente del siguiente resultado
de la serie. Esto equivale a que para cada y; € ) se cumpla

N
1(Pry) < L (Zeql(ﬁ"'qu‘ tl) :
T \i= '
La distribucién qq_1,...qn¢—1 Viene dada por los pesos asociados al potencial exponencial.
Dado que ningtin pronosticador es capaz de evitar el aumento del potencial, si queremos ser
capaces de analizar las pérdidas vamos a relajar la condicién anterior sustituyendo 1/# por
u(n)/n. Es por esto que introducimos la siguiente definicion.

Definicién 3.2. Dado # > 0, la curva de mezcla u(n) es el infimo de los ntimeros c tales que
para cada N, cualquier distribucién de probabilidades (g1, ...,qn), y cualquier eleccién de
recomendaciones de expertos fi, ..., fy € D, existe p € D tal que

N
1(Pr,y) < —;ln <Ee‘”’<ﬁ"y>qi> (34.1)
i=1

paratodoy € Y

Vamos a denominar como pronosticador que agrega a cualquier pronosticador que al ser
ejecutado con  cumple 3.4.1 con ¢ = p(7). La curva de mezcla sirve para obtener una cota en
la pérdida del pronosticador para cualquier valor 7.

Proposicién 3.2. Sea y una curva de mezcla para una funcion de pérdida I. Entonces, para todo 7 > 0,
el pronosticador que agrega cumple

fn <wu(y) min L;, +

AUIITEN
i=1,..N n
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para todo n > 1y para cualquier y1,..,yn € V.

Demostracién. Sea Wy = Y| e~"ILit, entonces, por definicién, para cada t existe un p; € D de
forma que

N - o=nLit—1 o= (firyr)
1(Pryr) < _ k) In <21_16’ e ) = _#n) ln< Wi > )

N oyl
n Yijtqe Thi

Asi pues, sumando para todo t = 1, ..., n obtenemos

= () = Wi
L, <-"—1

n
_ _‘1,[(77) In (Z]I\il €’7L]}n>

para cada expertoi =1,..., N. O

Vamos a analizar un poco mas a fondo el problema de prediccién asesorada por expertos.
La situacién se puede entender como un juego entre el pronosticador y el entorno. En este
juego, el entorno, sigue una estrategia desconocida para el pronosticador, mediante la que
genera la recomendacién de cada experto y el resultado de cada ronda basandose en las
predicciones que ha hecho previamente el pronosticador. Fijadas las estrategias del entorno y
del pronosticador, dado (a,b) € R% podemos fijar como condicién que el pronosticador gana
si logra que

L, <a min Li,+bInN
i=1,.,N

para cada n y N > 1, si no, el entorno gana. Este juego fue introducido y analizado por
Vovk[2], donde, bajo ciertas condiciones leves sobre D, ) y I, llega a la conclusién de que
para cada par (4,b) € R3 el juego estad determinado, es decir, que o existe una estrategia de
prediccién que gana sea cual sea la estrategia que sigue el entorno, o el entorno gana sea
cual sea la estrategia utilizada por el pronosticador. Ademas, el pronosticador gana en dichos
pares en los que existe un 7 > 0 tal que u(y) <ay u(y)/n <b.

Esto nos dice que la curva de mezcla que acabamos de introducir es la frontera del conjunto
de puntos (a,b) para los que el pronosticador puede garantizar la victoria. El méximo # para
el que y1(7) = 1 es de gran importancia a la hora de minimizar el arrepentimiento, pues de
esta manera se obtienen cotas de la forma (ln N)/n.

Definicién 3.3. Llamaremos 17-mezclable a cualquier funcién de pérdida para la que existe un
1 tal que la curva de mezcla cumple que p(7) = 1siendo D =[0,1] y Y = {0,1}

Esta definicién y el andlisis que sigue se puede extender sin problema para cualquier par
de valores reales a y b con a < b.

Teorema 3.5. (Teorema de la mezcla). Sean D = [0,1], Y = {0,1} y dada la funcion de pérdida
1. Tomemos el conjunto S C [0,1)? de los pares (x,y) tales que existe algiin p € [0,1] de forma que
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I(p,0) < xyl(p,1) <y. Para cada y > 0 se introduce el homeomorfismo H, : [0,1]> — [e77,1]?
dado por Hy(x,y) = (e~"*,e™"). Entonces | es y-mezclable si y solo si H,(S) es convexo.

Demostracion. Queremos encontrar un numero p € [0,1] de forma que para algun 7 > 0 se
cumpla

N
(py) < —~n (Ze_”“ﬁ'y’v/i>
T \i=
para cualquier y € {0,1}, cualquier distribucién de probabilidad ¢y, ..., N y cualquier aseso-
ramiento de expertos fi, ..., fn € [0,1]. Esto se puede reescribir como

N
e~ Py) > Ze*”l(ﬂ'y)qi
i=1

donde, teniendo en cuenta que y € {0,1}, equivale a

e~ (p0) >Ze nl(fi,0) gy e~ (p1) 2

i=

Yg.

HMZ

Estas condiciones indican que cada coordenada de H, (I(p, ) I(p,1)) no ha de ser menor que
la correspondiente a la combinacién convexa Y Hy (I(f;,0),1(fi,1))g;. Si Hy(S) es convexa,
la combinacién pertenece a H; (S) y entonces dicho p existe por definicién de S. Esta condicién
también es claramente necesaria. O

Veamos que existe una relacion entre el pronosticador que agrega y el pronosticador codi-
cioso introducido previamente.

Proposicién 3.3. Para cualquier funcion de pérdida n-mezclable, el pronosticador codicioso generado
por el potencial exponencial @, es un pronosticador que agrega.

Demostracién. Si la funcién pérdida I es mezclable, entonces para cada t y cada y; € ) existe
p: € D que cumple
Zl L e kil (fiye)

;7 ZI\L e MLji-1

1(pry) < —

Dicho p; se puede definir como

N =nLi—1—nl(fiey:)
ﬁt = argmin sup (l(p,yf) + ’17 Liz1© - )

peD  y€y Z] e kit
. 1 —nL
= argminsup | I(p,y:) + —In Z e -t
peD  yie)y Ui

que coincide con la definicién del pronosticador codicioso generado por el potencial exponen-
cial. O

La desigualdad del oraculo para pérdidas mezclables

Al igual que hemos hecho para el pronosticador mixto, es posible extender el pronosticador
que agrega para que sea capaz de considerar una clase infinita numerable de expertos. Dada
la secuencia f, f2, ... de expertos tales que en el momento ¢, cada experto i realiza la prediccién
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fit € D. Dado que el pronosticador trata de predecir tan bien como cualquiera de los expertos,
a cada uno de ellos le vamos a asignar un valor positivo 7r; > 0 tal que Y 2, 1; = 1. A estos
valores los llamamos probabilidades previas.

Sea D un espacio métrico compacto, y la funciéon de pérdida ! continua con curva de
mezcla yu. Dada la definicién de y, para cada y; € ), dada cualquier secuencia 41,4, ... de
valores positivos tales que Y;g; = 1, con N > 0, existe un p(¥) € D tal que

N
1Ny < B4 (Ee i q) <y (Ze‘”l(ﬂ'%)qi>.
i= j=11] i=1

U U

Al ser D compacto, la secuencia {p(N)} tiene un punto de acumulacién p € D. Ademés,
gracias a la continuidad de /, este satisface que

1(B,y1) < L (Ze nl(fiye) >

n

Es decir, el pronosticador que agrega dado por p; esta bien definido y cumple

}/l(”)l Zl 17-[16 rIL’t 1— Wl(fzt]/t)
Z] 17'[]6 L =1

1(Pryt) < —

Por lo tanto, argumentando de forma similar al Corolario 3.1, llegamos a que para cualquier
n >0
L, < u(y) min (L; —|—llr1l
n= B AR A\ Ty M
para todo n > 1y cualquier yy,...,y» € Y. El pronosticador se puede escribir entonces en la
forma
gy <t 550 (1 (1) i)
P /]/t >~ n s
n Z;?il exp (—17 (let,l + % In 7%))

donde el término % ln — se puede entender como una penalizacién que se afiade a la pérdida
acumulada del experto i tras cada instante t. Esta expresion resulta en lo que previamente
habiamos llamado desigualdad del oréculo.

3.5 Cotas inferiores generales

Vamos a analizar las cotas que se han obtenido hasta ahora, y a tratar de obtener cotas in-
feriores para el arrepentimiento en los peores casos posibles. Es decir, vamos a analizar el

(N)

arrepentimiento minimax V," " introducido previamente en la Seccién 2.10.

Veamos que, quitando los casos triviales y sin importancia, la pérdida minimax es al menos
proporcional a In N. El teorema que se presenta a continuacion, obtiene una cota sea cual sea la
funcién de pérdida, y cuando este se aplica a pérdidas mezclables, nos muestra la dependencia
de la cota con In N.

Definicién 3.4. Decimos que la recomendacién de los expertos fi, ..., fn+ en el momento ¢ es
m-emparejada si f;i; = fyyir paracadai=1,..,m
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Definicién 3.5. Decimos que la recomendacion de los expertos es m-simple si f1; = ... = fu; y
fm+1,t e = f2m,t-

Teorema 3.6. Dada una funcion de pérdida I. Entonces V(Llc)Jg N 2 |log, N| V,,SZ) para cada N > 2
ycadan > 1.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad suponemos que hay N = 2M expertos, para algtn
M > 1. Para cualquier m < N/2 dividimos el tiempo en M etapas con n pasos temporales
en cada uno y decimos que la recomendacién de los expertos es m-simple en la etapa s si es
m-simple en cada instante de tiempo dentro de la etapa. Elegimos la recomendacién de forma
que ésta sea 2°!-simple para cada etapa s = 1,..,M y para que en cadas = 1,.., M — 1, la
recomendacion sea 2°-emparejada en todos los instantes de tiempo hasta la etapa s incluida.

Dada una estrategia de prediccién P, para cualquier secuencia fija y1, ..., ypm en la que se
ejecute P, y cualquier par de etapas 1 <r <s < M, sea

ns

Rityy) = Y (UPeyd) —1(finyr).

=n(r—1)+1

Primero, tomemos por simplificacién n = 1. Fijado un experto i, se escoge cualquier experto
j.Sii,j<2M 1 oi,j>2M"1 entonces R;(yM) = R;i(y}"') + R;(ym) ya que la recomendacién
en el momento s = M es ZM_l—simple. Si no, se asume sin pérdida de generalidad que i <
2M=1 v i~ 2M=1 Dado que la recomendacién en s = 1,..., M — 1 es 2M~1-emparejada existe
k > 2M=1 tal que R;(yM~!) = Ry(y¥!). Ademas dado que para t = M la recomendacién es
2M=Lsimple, Ri(ym) = Ri(ym). De forma que para cualquier i y j siempre existe k tal que
Ri(yM) = Re(y?" ") + R;(ym). Repitiendo la argumentacién y de forma recursiva llegamos a
que
M

Z o (¥s)

donde ji, ..., jm = j son expertos arbitrarios. Extendiendo el razonamiento para n > 1 obtene-
mos

=

Ri(yi™) = 3 Ri. (¥is—1)+1)

s=1

donde ahora, la recomendacién de los expertos en cada etapa s = 1,..., M es 25~ !-simple, de
forma que tenemos un grupo de al menos 2 expertos que no se comprometen en cada instante
de tiempo. Asi pues, teniendo en cuenta que la secuencia de resultados es arbitraria y que

Vn(N) inf sup sup méx Z (Prye) = 1(fir yt)
P {]_—|]_-‘ N}]/Gynl 1,.., tf

donde F es la clase de expertos estaticos, tenemos que para cada etapa s

n 2
st (yn?s—l)—&-l) > V”( )

para ciertos resultados y;, indices de expertos js y recomendaciones de expertos estéticos. Se
concluye viendo que trivialmente V( ) >R (yM). O
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Ahora, si nos encontramos frente a una funcién de pérdida no mezclable, como es el
caso de la pérdida absoluta, habiamos deducido gracias al Teorema 2.2 que el arrepentimien-
to del pronosticador de peso ponderado exponencialmente presenta una cota superior de

\/(n/2)In N, de forma que para cadany N,

vV

(n/2)InN —

Veamos que dicha cota no se puede mejorar y que ademas el pronosticador de peso ponderado
exponencialmente es asintéticamente 6ptimo.

Teorema 3.7. Sea Y = {0,1}, D =[0,1] y I(p,y) = |p — y|, entonces

v
SUp —F——= >

Antes de proceder con la demostracién necesitamos dos resultados.

Lema 3.3. Sean {Z;;} (i =1,..., N;t = 1,2,...) variables aleatorias independientes igualmente distri-
buidas con distribucion de Rademacher P[Z;y = —1] = P[Z;; = 1] = 1/2, y sean Gy, ..., Gy v.a.iid,
N(0,1) entonces

n

1
x — V7.
maxN \/HE it

t=1

Iim E

n—oo

=1,...,

Demostracién. Definimos los N-vectores X, = (X;,1, ..., X, N) de componentes

1 n

= Zis
V=

para i = 1,.., N. Debido al Teorema de Cramér-Wold [3, p. 383], una secuencia de vectores
{X,} converge en distribucién a un vector aleatorio G = (G, ...,Gy) si y solo si YN, a;X,,;
converge en distribucién a Zfil a;G;, sean cuales sean los coeficientes a1, ..., ay. De esta forma,
YN, a;X,; converge en distribucién cuando n — oo hacia una variable aleatoria normal con
media 0 y varianza ¥N a?. Por lo tanto, para n — oo el vector X, converge en distribucién a
G = (Gy, ..., G¢) donde Gy, ..., Gk son v.a.i.id, N(0,1).

La convergencia en distribucién equivale a que para cualquier funcién continua y acotada

. RN

p:RY = R,

an

lim IE[I/J(XHJ, veey Xn,N)] = ]E[l/)(Gl, ceey GN)] (351)

n—oo

Vamos a tomar la funcion ¢(xi,..., xn) = ¢r(max; x;), con L > 0 y donde ¢ es la funcién
definida por

—L six < —L
$r(x) = x silx| <L
L six>L.

Esta claro que ¢, es continua y estd acotada. Por lo tanto, junto a 3.5.1 deducimos que

i 5] 5o ()]
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En consecuencia, vemos que para cualquier L > 0,

E L inf;fN Xn,i] > E [‘PL ( nﬁ?f an>] +E [(L s gf}ﬁv Xn,i> L max;_y oy Xyi<—L}| 7

donde

‘IE |:<L+ rr11ax an) I[{rnaxl 1, N Xni<— L}:H

i=1,..,

<E [( igféx Xy,i L) I imaxioy n Xl L>0}}
:/ ]P[ max X, ; >L—|—u]du

0 i=1,..,.N
:/ ]P{ max Xy ; >u] du

L =1,..N

e}
§/ N méx P[|X,;| > u]du
L i=L.,N

<2N / e 2y (por la desigualdad de Hoeffding)
L

(01
<an | (1 + 2) e 2duy
L u

2N
=T

De esta forma, deducimos que para cualquier L > 0,

2
lim infIE [ max Xm] > E [(,DL ( max G; >] —Ne’LZ/Z.
n—oo i=1,.,N =1,.,.N L
Tomando el limite L — oo en el lado derecho de la desigualdad y gracias al teorema de la
convergencia dominada, obtenemos finalmente que
lim inflE [ max Xn,,} >E [qu < max Gi)} .
n—00 i=1,.,N i=1,.,N

//////////

La prueba de que
lim sup E [ max an} <E [(])L ( maxN GZ-)}

n—00 i=1,..., 1,..,

se realiza de forma anéloga. O

Lema 3.4. Sean Gj, ..., Gy variables aleatorias independientes con distribuciéon normal estdndar. En-

tonces <
E [méx;—1,..~ Gi]

lim =1.
N—eo v2InN
Demostracién. La demostracién se puede encontrar en [4]. O

Demostracion Teorema 3.7. Esta claro que Vn(N) 2 SUpP . rj—n Va (F), donde hemos tomado el
(%)

supremo sobre las clases de N expertos estdticos. Primero, acotamos inferiormente V,,” ’ para
un F fijo. El arrepentimiento minimax para una clase fija de expertos esta definido por

Vu(F) =inf sup supZ (17t = yvel = |fe — wel)
yne{01}" fEF t=1
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donde el infimo se toma de todas la estrategias de prediccién P. Tomando las variables inde-
pendientes igualmente distribuidas Y3, ..., Y, con distribucién de Bernoulli simétrica (P[Y; =
0] = P[Y; = 1] = 1/2), se tiene entonces que

Vo(F) > infEsup ) (Ipr — Vi — |fi = Y4]) = 1nf1EZ]pt —E mf Z|ff
p feF t=1

Dado que la secuencia de variables es aleatoria, para cualquier estrategia de prediccion se
tiene que EY' ; |pr — Yi| = n/2, por lo tanto

donde ¢; = 1 — 2Y; son variables independientes igualmente distribuidas con distribucién de
Rademacher, esto es P[0} = 1] = P[oy = —1] = 1/2. De esta forma acotamos sup r. 7_y Vu(F)
inferiormente tomando la media sobre un grupo de N expertos elegidos de forma aproximada.
Esto se puede hacer sustituyendo cada experto f = (fi, ..., fn) por una secuencia de variables
independientes igualmente distribuidas con distribucién de Bernoulli simétrica. Es decir, sea
{Z;;} una matriz N x n de variables independientes igualmente distribuidas con distribucién
de Rademacher, entonces

sup Vu(F)> sup E

e (5 -4)a|

F:|F|=N F:|F|=N
1
>§IE max Z;Zwm]
1 n
= _E | m4 Z;

Por el teorema central del limite, para cadai =1, ..., N, Zt\lf “ converge a una variable aleato-
ria normal estandar, de forma que gracias al Lema 3.3

n

Iim E

max —
n—00 i

Z.
N \/* = 1,t

siendo Gy, ..., Gy variables aleatorias independientes con distribucién normal estandar. Pero
entonces, por el Lema 3.4 llegamos a que

.....

-----

L, E [méxizl
lim
N—oo vV2InN

de donde se deduce el resultado deseado. O

1,
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Pérdida logaritmica

4.1 Asignacién secuencial de probabilidad

En este capitulo vamos a analizar una funcién de pérdida muy importante conocida como la
pérdida logaritmica. Esta funcién resulta muy ttil en varios problemas de inversion secuen-
cial, como la relacionada con la inversién en el mercado de valores que desarrollaremos en el
capitulo siguiente.

La situacién en la que nos encontraremos a lo largo del capitulo es la siguiente. Fijado un
entero m > 1, trabajamos en el espacio de resultados Y = {1,2,...,m}. El espacio de decisiones
viene dado por el simplex probabilistico

D= {p = (p(1), ., p(m)) : i?(i) =Lp(j)20,j= 1m} C R™.
iz

Cada vector p € D se puede entender como una distribucién de probabilidad sobre ). Es
mas, hay ocasiones en las que el pronosticador va a asignarle una probabilidad a cada posible
resultado acorde con su confianza en que dicho suceso ocurra.

A lo largo de la seccién vamos a utilizar los expertos simulables que presentamos en la
Seccién 2.9, por lo tanto, cada experto f viene representado por la secuencia (fy, f5,...) de las
funciones f; : Y'=! — D que dependen de los resultados previos hasta y*~!. Los componentes
del vector f;(-|y'~!) € D son

fQlY, e fr(mly'™)

donde el componente j-ésimo, f;(j|ly'~!) se entiende como la probabilidad condicional que f
asigna al j-ésimo elemento de ) teniendo en cuenta los anteriores y'~ 1.

A su vez, el pronosticador elige en cada momento el vector de probabilidades
p: (1Y) = (Pe(ly'™), - Pe(mly'™).

Si introducimos para cadan > 1y y" € V" la notaciéon

n

fn(y”)=ﬁft(ytly’*‘l), Auy") =T TPe(ily™)

t=1
donde
Z fu(y") = Z pu(y") = 1.

yn eyn yll eyn

55
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Se puede observar entonces que efectivamente tanto los expertos como el pronosticador
actiian asignando distribuciones de probabilidad sobre todas las secuencias de longitud n.
Inversamente, cualquier distribuciéon de probabilidad p,(y") sobre )" define un pronostica-
dor a partir de las probabilidades condicionadas

pe(y')

o~ t—1y _
Pn(yt|y ) i)\t—l(yt_l>

donde 7;(y') = Ly, eynt Pu(y")-
La funcién de pérdida que vamos a utilizar a lo largo del capitulo es la pérdida logaritmica,
definida como

1
I(py) =In—, eV, peD.
(py)=Inms  yeIP
De la definicién queda claro que el pronosticador trata de asignar probabilidades altas a los
resultados de la secuencia. Para la secuencia de resultados vy, ..., y, la pérdida acumulada por
el experto f y el pronosticador vienen dadas por
n 1 1\
=T =R

que también se pueden escribir como L¢(y") = —In f,(y") y L(y") = —Inp,(y"). Por lo tanto,
el arrepentimiento viene dado por la expresién

Le(y") — inf L¢(y") = i P inf iln% =supln fuly")

feF = ytly ) rerET flydy D rer  Pn(y")

Cabe mencionar, que aqui nos hemos restringido al caso en el que el espacio de resultados es
finito. Sin embargo, esto se puede extender al caso general cuando ) es un espacio medible.
En ese caso, se trata de trabajar con las densidades sobre el espacio de resultados.

4.2 Pronosticadores mixtos

Vamos a comenzar el andlisis de la pérdida logaritmica con el pronosticador de peso pon-
derado exponencialmente. Ya que la pérdida logaritmica es exponencialmente céncava para
7 <1 se puede aplicar el Teorema 3.2. Asi pues, llegamos a que si la clase de expertos es finita
|F| = N, el pronosticador de peso ponderado exponencialmente con parametro # = 1 verifica
que

T (M n

L(y )—;Q;Lf<y ) <InN

o lo que es lo mismo,

_ 1
Pn(y") = 55 8up fu(y")-
feF

Cabe notar que dada la definicién del pronosticador de peso ponderado exponencialmente
con pardmetro 17 = 1, éste se reduce a

Yrer frlyely'™) fio 1(yt_1): Yrer fi(y')
Yrer friea(yth) Yrer fiea (1)

pr(yely'™) =
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La probabilidad que el pronosticador le asigna a la secuencia y" es entonces

I Yrer frly')  Lrer faly")
pn(y ) = 11 Zfe}'ftfl(]/tfl) - N :

Es decir, la distribucién de probabilidad que el pronosticador define sobre el conjunto V" de
secuencias de longitud n es simplemente la mezcla uniforme de las distribuciones definidas
por cada experto. Es por esto que al pronosticador de peso ponderado exponencialmente
lo llamamos a veces, pronosticador mixto. Curiosamente, cuando trabajamos con la pérdida
logaritmica con # = 1, el pronosticador mixto coincide con el pronosticador codicioso y resulta
que también es un pronosticador que agrega.

Dado que el pronosticador que agrega se podia extender al caso en que tengamos un
conjunto numerable de expertos, veamos que también podemos realizar esta extensién como
sigue. Sean f(1), f?), .. los expertos de la familia numerable F, definimos el pronosticador
mixto asignando a cada experto f() el peso 7; > 0 de forma que ¥°; 71; = 1. Queda asi defi-
nido el pronosticador como

' i [ — . t—1
o el ALY o ey e "0
Yt njft@l ') Y2 njefﬂLfU) @

Se observa claramente cémo la unién de las probabilidades que el pronosticador asigna a cada
secuencia y" es

pr(yely'™)

~.
—_

Acotando de forma trivial por p,(y") = Y2, mifD(y") > m f*)(y") para cada k, obtenemos
que
~ 1
n < Z ; n .
Ly") < Inf (Lf<>(y ) +1In m)
para cada y" € )", que resulta ser un caso particular de la desigualdad del ordculo que
habjamos deducido en la Seccién 3.4.

Este tipo de pronosticador también se conoce como mezcla Bayesiana dada su analogia con
los pronosticadores que surgen en la estadistica Bayesiana, siendo los pesos 7; las probabi-
lidades iniciales. Sin embargo no vamos a utilizar dicha terminologia dado que no estamos
trabajando bajo una configuracién Bayesiana.

4.3 El juego

Para ejemplificar lo expuesto hasta ahora, supongamos que nos encontramos en el siguiente
escenario. Realizamos apuestas en una carrera de m caballos que compiten varias veces. En
la carrera nimero t apostamos todo nuestro capital entre los m caballos de acuerdo a las
proporciones pi(1), ..., pi(m), donde pi(i) > 0y L% pr(j) = 1, de forma que si el caballo j
gana la carrera t multiplicamos el dinero que hemos apostado por dicho caballo por el factor
0¢(j) y si no lo perdemos. Este factor o;(j) es un valor positivo que representa la cuota a la
que se paga la apuesta por cada caballo j. De esta forma, sea y; el indice que denota el caballo
ganador de la carrera ¢, tras ella nuestro capital pasa a ser

iﬂ{yt_j}ﬁt<f>ot<j> — Pily)or(ye).
L
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Para que quede claro que las probabilidades que vamos a asignar a cada resultado dependen
de las carreras anteriores, vamos a sustituir p;(j) por p:(jlyY~!) para que estas aparezcan de
forma explicita. Asi pues, si empezamos con un capital C, tras n carreras este pasa a ser

n
CTT1pewely' "o (ye).
=1

Ahora, si nos enfrentamos ante una clase de expertos, donde cada experto f divide sus apues-
tas en cada carrera t de acuerdo con las proporciones f;(y;|y*~!), j = 1,...,m empezando con
el mismo capital que nosotros, entonces tras n carreras este se convierte en

n
CTTfi(wely"™ Do ().
t=1
Por lo tanto, la proporcién entre el capital del mejor experto y el nuestro es

supser CITi fi(yely' Do) AL
CIT ., pr(yely' Dor(ve) e By

Vemos que el logaritmo de este valor es la diferencia entre la pérdida logaritmica del pronos-
ticador y la del mejor experto.

4.4 El pronosticador minimax 6ptimo

Una de las cualidades que presenta la pérdida logaritmica que la diferencian de las demads,
es que gracias a ella se puede obtener explicitamente un pronosticador que alcanza el valor
minimax de forma éptima. Esto nos facilita el estudio del arrepentimiento minimax, y de esta
forma tener una base con la que comparar cualquier otro pronosticador. Recordemos que para
cualquier clase de expertos F y n € N, el arrepentimiento minimax venia dado por

- sup e r fu(y")
V,(F) = inf su <L "y — inf Ls(y" ) =inf sup In —2—"——".
() P yneﬁn v fer ! v ﬁyneﬁn Pn(y")

Si para un pronosticador definimos el peor arrepentimiento posible como
V.(p, F) = su (f”—infL ”)
w(P,F) Sup, (v") = Inf Ly (y")

entonces V;,(F) = inf; V,,(p, F). De esta forma, podemos encontrar explicitamente el pronos-
ticador que logra ese arrepentimiento minimax. Veamos que el pronosticado p* definido a
partir de la distribucién de maxima probabilidad normalizada

supfe]—'fﬂ(]/n)
xneyn Supfe]—' fn(xn)

cumple dicha propiedad. Recordemos que esta distribucién de probabilidad define un pro-
nosticador gracias a las probabilidades condicionadas p; (y:|y'!).
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Teorema 4.1. Para cualquier clase de expertos 7 y n € IN, el pronosticador dado por la mdxima
probabilidad normalizada p* es el 1inico que cumple que

sup | L(y") — inf L ”>:Vn}'.
sup (B~ e 1yty)) = Vil7)

Ademds, este logra que para todo y" € Y" se alcance la igualdad

1nM =1In Z sup fu(x") = Vi, (F)

pr(y") xieyn feF

es decir, es independiente de y".

Demostracién. Primero probemos la segunda parte. Dada la definicién de p*, su pérdida acu-
mulada cumple

. Sup e (")
Ly —inf Li(y") =In ——"——"— =1n su x™).
(y ) fer f (y ) D (]/n) xn;y” fe_I})‘ f’rl( )

Ahora, para ver que p* es el minimax 6ptimo, tomemos un pronosticador p # p* arbitrario.
Dado que Y yneyn pu(y") = Lyreyn pi(y") = 1, para algtn y" € Y" debemos de tener que
pn(y") < pi(y"). Entonces para dicho y"
su a2 (Y su 2 (Y
In pfe]—"];(y ) - In pfe*]-'J:l(y )
pa(y") pa(y")

ya que hemos probado que el segundo término es independiente de y". Por lo tanto,

= const. = V,,(p*, F)

su (Y
Vi(p, F) = sup 1an(y)

> Vu(p*, F).
ey pu(y™) " 7)

O]

Como vimos en el apartado 2.10, bajo ciertas condiciones que aqui se satisfacen, el arre-
pentimiento maximin

sup e fu(y")
U,(F) = supinf "n —————
( ) qp p ynezyn q(y ) pfl (yﬂ)

es igual al arrepentimiento minimax V,,(F). Logicamente, el pronosticador dado por la maxi-
ma probabilidad normalizada p* logra alcanzar ese arrepentimiento maximin, es decir que
para cualquier distribucién de probabilidad g sobre V"

sup ffn(yn)
Uy(F) =sup ) Q(y”)lnfi—n~
q yreyn pn(y)

Notemos que es necesario conocer la longitud de la secuencia n previamente para ser capaces
de determinar el pronosticador 6ptimo p*, pues el pronosticador asigna las probabilidades
sobre todas las secuencias de longitud n, pues el célculo del pronosticador para cierto n, no
resulta ser la extension del calculado para n — 1. Otro problema que surge a la hora de realizar
los célculos es que dada su expresion, este realiza sus predicciones de forma que a medida
que avanza, el nimero de términos aumenta de forma exponencial.
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4.5 Ejemplos

Vamos a mostrar varios ejemplos para asi hacernos una mejor idea de lo que acabamos de
exponer.

Clases finitas

El caso mas sencillo consiste en tomar una clase finita de expertos con | F| = N, de forma que

Vu(F)=In Y. supfu(y) <in Y Y fy") =l Y. ¥ f(y) =IN.

yreyn feF yreyn feF feFyneyn

Este resultado no es nuevo, es més, el pronosticador mixto que hemos descrito en este mismo
capitulo presentaba la misma cota. No obstante, el pronosticador mixto muestra ser bastante
atil frente al dado por la méxima probabilidad normalizada, ya que es mas eficiente compu-
tacionalmente al no depender del tamafio 7.

Expertos contantes

Tomando la clase de expertos constantes de forma que f;(jly'~!) = f(j) > 0 con Y f() =1
para cada f € F. Primero consideramos el caso en que m = 2.

Sea Y = {1,2} y D{(q,1—¢q) € R* : q € [0,1]}, cada experto de F se identifica por el
valor g € [0,1] tal que g4 = f(1), de forma que cada experto predice de acuerdo con el vector
(9,1 —4q) € D independientemente del instante de tiempo y de los resultados previos. Dada
esta clase de expertos constantes, el valor asintético del arrepentimiento minimax viene dado
gracias al siguiente resultado.

Teorema 4.2. El arrepentimiento minimax V,(F) de la clase de expertos constantes sobre el espacio
de resultados Y = {1,2} cumple

1 1. n
Vn(f) :Elnn—i_ilnj‘f—en
donde €, — 0 para n — co.

Demostracién. Por el Teorema 4.1 habiamos visto que

Vu(F) =In 2 sup fu(y").
y"Ey” fe]-"

Ahora, sea 17 el numero de unos en la secuencia y" € {1,2}", y el nimero de doses n, =
n — ny. Entonces para el pronosticador f que predice de acuerdo a (4,1 — g), tenemos que
fa(y") = g™ (1—q)"™. Vemos que tomando el logaritmo y derivando llegamos a que el maximo

se obtiene para
m n2

q 1—q

es decir para q = ny/n. Por lo tanto

wm = 1 ()" ()"

yVl Gyn
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Dado que hay ( 7’:1 ) secuencias que contienen exactamente 77 unos,
i\ mpym o npy
Va(F)=In'}_ (57 ()
o1\ n n

Partiendo de la férmula de Stirling
27n (Eyzel/(lz”) <n! <V2mn <E>ne1/(u”“)
e e

vamos a probar que V,(F) < 1lnn+ ;InZ 4 0(1), donde la otra desigualad se obtiene de
forma andloga utilizando la cota inferior. Asi pues, tenemos acotado el binomio por

<:1> (%)”1 (%)nz < \/1271\/561/(12“1)

donde realizando la suma sobre 7 llegamos a que

n (|
Va(F) <In 4/5=e/M D —— ).
(F) = ( 27 nzllw/nlnz

Por ultimo, si escribimos
5 _ Hi 11
1’1121 \Y% nlnz n1:1 n %(1 - ﬁ)

n

esto se trata de una aproximacién de Riemann de la integral

Por lo tanto, cuando n — o

O

Al realizar la extensién al caso general m > 2, Q. Xie y A. Barron [5] probaron el siguiente
resultado.

Teorema 4.3. El arrepentimiento minimax V,, (F) de la clase de expertos constantes sobre el espacio
de resultados Y = {1,2,..m} m > 2 cumple

m-—1
2

r(1/2)™

Va(F) = T (m/2)

n
lnﬂ +1In +o(1).

donde T'(n) = [;° x""le~*dx es la funcién Gamma.
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4.6 La mezcla de Laplace

A continuacién vamos a presentar como podemos extender los pronosticadores mixtos que
introducimos en el apartado 4.2 a un conjunto no numerable de expertos al igual que hicimos
previamente con el pronosticador de peso ponderado exponencialmente. En esta situacion,
las propiedades particulares que presenta la pérdida logaritmica nos va a permitir deducir
mejores cotas y simplificar la expresion que toma el pronosticador mixto.

Partimos del modelo mas simple en el que tratamos con expertos constantes donde m = 2.
Es decir, el espacio de resultados es ) = {1,2} y D = {(q,1—¢q) € R* : g € [0,1]} de
forma que en cada momento, cada experto predice de acuerdo con el vector (q,1 —gq) € D
independientemente de los resultados previos. El Teorema 4.2 nos ha demostrado que V, =
Inn+1nZ.
2 212

Para una clase finita de expertos hemos visto que el pronosticador de peso ponderado ex-
ponencialmente asigna a cada secuencia y" la media de las probabilidades que le ha asignado
cada experto, es decir

Paly") = LW,
Esto se puede extender al caso de expertos constantes. Sean otra vez n; y ny el nimero de
unos y doses en la secuencia y". Entonces, la probabilidad que se le asigna a dicha secuencia
viene dada por " (1 — q)"2. La mezcla de Laplace es pues el pronosticador que asigna a cada
y" € {1,2}" la media de todas las probabilidades que asignan los expertos, es decir

1
:/ q" (1 —q)™dg.
0

Para probar los siguientes resultados, vamos a introducir una propiedad que tiene que ver
con la funcién Beta. Aunque se puede probar por otras vias, el argumento utilizado aqui es
autocontenido.

Lema 4.1.
1

1
/0 q"(1—q) qu=m~

Demostracién. Procedamos de forma inductiva inversa respecto a n;. Si n; = n, esté claro que

fol q'dg = (n}rl). Sea entonces nuestra hipétesis

1
n1+1 nz 1 —
/ 7 Y= G,

integrando por partes obtenemos

1 n—mn
n1 1— np — 71]-1-1 lel
/Oq( q)"dq an/q dg
n—n1 1

ny+1 (”+1)(n ") (D)
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Gracias a esto podemos entender mejor el funcionamiento de este pronosticador, ya que
las predicciones que este toma se interpretan muy facilmente. Sea el ntimero de unos y doses
en la secuencia y'~1, t; y t,, entonces, la probabilidad que el pronosticador de Laplace asigna
a que el siguiente resultado sea un 1 es

1
_ ﬁf(ytill) _ (t+1)(t1t+1) _ th+1
pr-1(y*1) t(},l) F+1°

ty

p(lly'™)

Esta se puede entender como una ligera modificacién de la frecuencia relativa t;/(t — 1).
Suavizando de esta forma se puede evitar las pérdidas infinitas que ocurririan si t; = 0 o
t, = 0. Para continuar con el andlisis de este pronosticador veamos la siguiente propiedad de
los binomios.

Lema 4.2. Paratodo1 <k < mn,

n n

O

Demostracion. Dadas las variables aleatorias independientes igualmente distribuidas Y7, ..., Y,
donde P[Y; = 1] = 1 — P[Y; = 2] = k/n, entonces, la probabilidad de que k de ellas tomen el

k n—
valor 1 es () (%) (”T_k) y al tratarse de una probabilidad, esta expresién no puede tomar

un valor superior a 1. O

Teorema 4.4. El arrepentimiento del pronosticador mixto de Laplace cumple que

sup (f(y”) — inf L (y”)) =In(n+1).
y”E{l,Z}” f€]: f

Demostracion. Sean nq y np el nimero de unos y doses en la secuencia y", ya hemos visto que

sop g1 g = (1) (22)"

9€[0,1] n n

por lo tanto, el arrepentimiento tras dicha secuencia resulta ser

~ su "1 —g)™ np\M (np\M2
L(y") — inf L¢(y") = In Pyefo 7" (1~ 9) = IHM <In(n+1)

fer fol q" (1 —q)™dq ) (™)

m

gracias a los Lemas 4.1 y 4.2. La igualdad se logra para la secuencia y" = (1,1, ..., 1). O

Vemos que, aunque el pronosticador mixto de Laplace resulte ser extremadamente sim-
ple, logra una pérdida acumulada del mismo orden de magnitud que la del pronosticador
minimax 6ptimo que requeria de un gasto computacional importante.

El Teorema 4.4 se puede extender también al caso general en que m > 2, llegdndose asi al
siguiente resultado.

Teorema 4.5. El arrepentimiento del pronosticador mixto de Laplace extendido a m > 2 cumple que

;1615” <f(y”) —fig]f__Lf(y”)> =In (n :};nj; 1) <(m—1)In(n+1).
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4.7 Un pronosticador mixto refinado

Como hemos visto tras el Teorema 4.4, la mezcla de Laplace presenta los mayores arrepen-
timientos para las secuencias en las que habfa o pocos unos o pocos doses. Dado que el
pronosticador 6ptimo no depende de la secuencia de resultados, lo que queremos es modifi-
car la mezcla de forma que los expertos que predicen bien en estas situaciones obtengan un
peso mayor. Una primera opcioén, sugerida por Krichevsky y Trofimov puede ser la de usar, en
vez de una distribucién normal, usar una Beta(1/2,1/2) que presenta la funcién de densidad
1/(m+/q(1 —q)). De esta forma definimos el pronosticador mixto de Krichevsky-Trofimov por

1 _ \n
) = [ =",

Ply') = my/q(1— 1)

donde gracias a una argumentacién similar a la de la demostracién del Lema 4.1 llegamos a
que en este caso la probabilidad de que el siguiente valor sea un uno tras haber observado t;

unos viene dada por

= - t+1/2
prlly' ) = ==

Lema 4.3. Para todo q € [0,1],

1 ”1(]_ )”2 1 ni\m™ /no\ "
0 Zf\/ﬁdqzzﬁu) ()

Demostracion. Definiendo

Pl m) = [ " g (4.7.1)
1,1M2) = A
0 7my/q(1—9)
g P
ny,n
A(m,m2) = — (1 nf) = (4.7.2)
ny 1
i (i) (79)
queremos ver que
1
A(ny,np) > 5

Suponiendo que 11 > 1, consideramos

A(ni+1,mp)  my'(m +1/2) (n1 Tyt 1)”1+”2+1/2

Alnyny)  (m+ 1)\ i o

Para analizar esta expresion definimos para t € [1,00) las funciones

tH(t+1/2 £+ 1) 2
f(t):ln(gjl)m) y g(t):1n<*t‘> .

Las derivadas son entonces

df(t) .t 1 dg(t)  t+1 t+1/2
a M Tz Y A T i)

Sea
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vemos que 0 < a < 1/3. Utilizando el desarrollo de Taylor, de

t 1—«a ad ad 1
M T T M s (at 35+ )s-w=—rrp
obtenemos entonces que
af(t) _ .
i =

Por lo tanto

nyt(ng + 1/2)"1+1 nyt(ng + 1/2)"1Jrl 1

> i = - 4.7.3
(n1+1) = i (nm+1) e (4.7.3)
Procediendo de manera similar,
t+1 w®  ad 3. 5 2u t+1/2
. L a0 < ) = —
In . 2((x+3—|—5+ ) <2(a+a’+a’+---) =~ {t11)
de donde obtenemos que
dg(t)
——= <0. 474
at — ( )
Se deduce ahora que
ny+ny+1/2 1 ny+ny+1/2
<"1+nz+1> > lim <nl+"z+> —e (4.7.5)
ny +np ny—c0 ny +ny
De esta forma, combinando 4.7.3 y 4.7.5 deducimos que para n; > 1
A(n1 + 1,7’12) > A(Tll, 712). (4.7.6)
En el caso en que 11 = 0, esto implica entonces que 1, > 1. Tomando
ALm) _1(mat 1) 477)
A(O, 1’12) - 2 np o
y usando 4.7.4, vemos que
A1, 15) > gA(O,nZ).
De esta forma, juntando 4.7.6 y 4.7.7, tenemos
A(ny +1,n2) > A(ny, ny). (4.7.8)
para n; > 0. Por lo tanto
A(ny,n2) > A(0,1) = A(1,0).
El lema se deduce entonces del hecho de que
A(0,1) = A(1,0) =1/2.
O

A partir de aqui podemos analizar el rendimiento del pronosticador.

Teorema 4.6. El arrepentimiento del pronosticador mixto de Krichevsky-Trofimov cumple que

~ 1
sup (L(y”) — inf L (y”)) < -Ilnn+In2.
y”E{l,Z}" fe]'— f 2
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Demostracion.

=~ SUP,c(o,1] g (l—q)™
L") = Inf Ly(y") = In fl FIEE
0 7y/q(1-q)
fl g(1-9)" 4
0 7\/q(1-q)

<In(2v'n)

gracias al Lema 4.3. O

Este pronosticador también puede ser extendido a la clase del todos los expertos constantes
cuando el espacio de resultados es J = {1, ...,m} para m > 2. En esta situacion, la mezcla se
calcula a partir de la densidad de Dirichlet(1/2,...,1/2)

T(m/2) & 1
¢(p) =
1/2 ]1_! P

sobre el simplex de probabilidad D, que contiene los vectores p = (p(1),...,p(m)) € R™, con
p(i) >0y ¥/ p(i) = 1. De modo que, el pronosticador toma la expresién

= [ TTr()"9p)d,
j=1

donde ny, ..., n,;, indican el nimero de veces que aparece cada elemento en y". Gracias al
Teorema 4.6 se puede acotar el arrepentimiento que este alcanza en el peor de los casos por

+ m—1 In2+o0(1).

— 1 Inn+In
I'(m/2) 2

Cabe notar que esta cota difiere del arrepentimiento minimax por solo una constante “-1 In 2.
Ademas, el pronosticador se calcula facilmente gracias a la férmula

. t+1/2
P = T

parai=1,..,m, donde t; es el nimero de veces que ha sucedido i en yffl

Teorema 4.7. Para cualquier secuencia y" € {1,2}", el arrepentimiento del pronosticador mixto de
Krichevsky-Trofimov cumple que

~ 1
L(y") —fue'\jf?Lf(y ) = Elnn—f—@(l).

Demostracién. Fijada una secuencia de resultados. Al igual que antes denotamos n; y ny al
nimero de unos y doses en la secuencia y". Primero, observemos que dada la funcién gamma

= fooo x"~le~*dx, la probabilidad que da la mezcla de Krichevsky-Trofimov se puede
escribir como

gy D(mi+3)0(n2 + 5)
p”(y ): 27_[”! 2 ‘
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Por lo tanto,

~ 1 n!n’nl?
Ly") —inf Ls(y") — =Inn =1In 12 .
") feF s(v") 2 T(n1+ 3)T(na+ 3)n"/n

Ahora, introduciendo la funcién
7t(ny + no)!ny' ny?
F(i’ll + %)r(i’lz + %)(1’11 + 1’12)”1+”2\/TZ1 “+ 1y

y observando que dada la funcién gamma, el término P(#n1,n2) definido en 4.7.1 se puede
expresar como

F(ny,np) =

T(ny +1/2)(n2+1/2)

2 _
(7’11,7’12) F(n1 +npy + 1)

7

de 4.7.2 y las propiedades de la funcién gamma obtenemos que A(#n1,12) es la inversa de
F(n1,ny). Gracias entonces a la demostracion del Lema 4.3 donde habiamos visto que A(ny, n3)
es creciente en ambos argumentos, tenemos que F(#1,n2) es decreciente en ambos argumen-
tos, es decir F(ny,ny) > F(n,n) y por lo tanto

~ 1 7(2n)!n?"
ny _ z¢ ny _ — < .
L(y") J;gjfTLf(y ) 5 Inn <In EFSIHCE

Por ultimo aplicando la aproximacion de Stirling T'(x) = v27(x/e)*/+/x(1+0(1)) si x — oo,
vemos que el término de la derecha converge a una constante cuando n — oo. ]

4.8 Cotas inferiores para la mayoria de secuencias

Dada la definicion de V,,(F), se deduce que para todo pronosticador existe una secuencia de
resultados que hacen que el arrepentimiento sea al menos tan grande como V,,(F). A conti-
nuacién vamos a analizar ciertos casos en los que se puede llegar a obtener cotas inferiores
mucho mejores. Ademds, vamos a ver que para ciertas clases de expertos, da igual cual sea
el pronosticador que utilicemos, podemos lograr que el arrepentimiento no sea mucho menor
que V;,(F) para la “mayoria” de secuencias de resultados y". Es decir, vamos a ver como se
puede lograr el arrepentimiento minimax no solo para ciertos casos excepcionales.

Al igual que en los apartados anteriores, vamos a trabajar con el caso en el que Y = {1,2}
y los expertos son constantes, y luego el razonamiento se puede extender al caso general.

Asfi pues, la clase de expertos F contiene todas las distribuciones de probabilidad sobre
{1,2}", que asignan a cada secuencia y" € {1,2}", la probabilidad ¢/(1 — q)"~/, donde j es el
ntmero de unos en la secuencia y g € [0, 1] el parametro que determina al experto. Para dicha
secuencia, el mejor experto asigna una probabilidad

. ] . n—]'
ax @/ (1 — g)" T = ] 1’1—])
max g -ay= (1) ("

de forma que, infrc 7 L¢(y") = —jln% —(n—j)ln %

Dividiendo el conjunto {1,2}" en n + 1 clases dependiendo el nimero de unos que con-
tiene la secuencia, definimos los conjuntos

T; = {y" € {1,2}" : el ntimero de unos en y" es exactamente j} j=0,1,..,7n.
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Teorema 4.8. Dada la clase de expertos constantes F sobre el espacio Y = {1,2}. Sea €, > 0,
consideramos el pronosticador py,. Definimos el conjunto

~ 1 C
= n 71: n < i n - - —
A {y e{1,2}":L(y") < ;ngrLf(y )+ 2hnn In Gn}

donde C = /7te/®/\/2 =~ 1,4806. Para cualquier 5, > 0, tal que €, < &, (por ejemplo se podria
tomar 6y ~1/Inlnny e ~1/Inn),

De esta forma, aunque €, es pequefio, el conjunto A contiene todas las secuencias para
las que el arrepentimiento del pronosticador es significativamente mds pequefio que el valor
minimax V,(F) ~ 1Inn.

Demostracion. Primero, acotemos el cardinal de cada conjunto T; utilizando la férmula de

Stirling
j n—j
1n|Tj]:1n<1?> 21n(1?> < ! > +1In \/ﬁ _
] ] n—j 27j(n — j)el/o

j n—j
> In <n> < " ) —llnn—lnC,
] n—j 2

donde en la dltima desigualdad se ha utilizado que +/j(n — j) < n/2. Entonces, para cualquier
secuencia y" € T; tenemos que

1
j}gjfTLf(y”) <In|T;| + Elnn+lnC.

Por lo tanto, siy" € ANT;
~ 1
L(y") <In|Tj| +lnn—ln€—
n

es decir,
1

|T;|ne,

pu(y") =

Por dltimo veamos que, denotando como T(y") al conjunto T; que contiene a y",

' |AﬁTf| }' 1y 1 1 ney, ~ ney
: il 1 R "
‘{] |T]| On ; 5n yicA IT(y")| = 6, ygAPH(y ) < 5,

O

Este teorema se puede entender de forma que, dado cualquier pronosticador, su arrepenti-
miento no puede ser significativamente menor que este para la mayoria de los casos. Es decir,
que el subconjunto de secuencias de T; que hacen que el arrepentimiento sea pequefio es in-
significante. Gracias a este teorema redefinimos lo que podemos entender como “mayoria” a
algo mas que simplemente basarnos en contar el nimero de secuencias.
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4.9 Prediccion con informacion adicional

Una vez expuestas las formas de prediccién que hemos analizado hasta este punto, cabe pre-
guntarse, si a parte de las recomendaciones que obtenemos de los expertos, se puede hacer
uso de informacién adicional a la que tengamos acceso. Nos encontramos pues en la siguiente
situacion. La secuencia de resultados toma valores en el espacio finito Y = {1,...,m}. Dado
K € N, Gy, ...Gk es la base de pronosticadores estaticos. Hemos tomado este tipo de pronos-
ticadores para simplificar la notacién, pero se puede extender al caso general sin problema.
Cada clase G; contiene los pronosticadores de la forma

. n .
gD =TT1&" ()
t=1

donde para cada t, el vector (gfj ) (1),..., gt(j ) (m)) es un elemento de probabilidad del simplex
D € R™. También, en cada momento t el pronosticador tiene acceso a la informacién adicional
zi € Z = {1,..,K}. Nuestro pronosticador va a competir con una clase F cuyos pronostica-

dores toman la forma )
_ Zi
fiyly' ™ ze) = filylz:) = 8., )

donde para cada j, {; indica la longitud de la secuencia de momentos s < ¢t tal que z; = j. Es
decir, cada f ignora los resultados previos y usa la informacién adicional z; escogiendo G,.
Cabe mencionar que aunque los f son estéticos, la informacién adicional puede depender sin
saberlo de los resultados previos o incluso de los futuros.

Por lo tanto, la pérdida que experimenta f € F para la secuencia de resultados y* € V" y
que ha obtenido una informacién adicional z" € Z" es

n

n
—Emﬂmfﬁm=—2méﬂw
t=1 t

=1

Queremos entonces obtener un pronosticador p; cuya pérdida acumulada

=Y Inpi(yely' ™", z1)
=1

esté lo mds préxima a la del mejor experto posible, sea cual sea la secuencia de resultados
y la informacién adicional a la que se ha tenido acceso. Supongamos que para cada clase de
expertos estaticos G; existe un q") que hace que este alcance el peor arrepentimiento posible

j n (1)
Va(q",Gj) = sup sup Ejln(ﬁhgh).
yne))n g<])€gj t=1 gt (yt|yt7])

Definamos el pronosticador con informacién adicional como
t—1 I ) g
peyly ™ ze) = q. (v172,)
donde aqui, para cada j, y; indica la secuencia de resultados y; (s < t) tal que zs = j. Es decir,

el pronosticador mira los resultados previos yi, ..., y;—1 y toma solo los momentos en los que
la informacién adicional estuvo de acuerdo con la actual z;. Analicemos pues su rendimiento.
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Teorema 4.9. Para cualquier secuencia de resultados y* € Y" y secuencia de informacion adicional
z" € Z", el arrepentimiento que experimenta el pronosticador p respecto a los expertos de la clase F
cumple que

Lo fply' )
su In2—2=2 =2 ﬁ
fegg Pt(ytlyf‘l,zt ;

= n - . ., .. .
donde iy =} }_q Ly, _jy denota al niimero de veces que aparece la informacion adicional j en la secuen-
cia.

Demostracién. Vemos que aplicando las definiciones se obtiene facilmente que

(z¢)
rerid PR S g )

(/)
&, (vt)
= SUPZ (ZI[{Zt o R T — 70 )
a;

rer 5 i)
()
K gy (vt)
=3 e Sty g
]:1g/)egj (y ‘y])

Vﬁj (q(j)/ g])

~
Il
—_

IN
=

4.10 Una cota superior general

Pasemos ahora a analizar el arrepentimiento minimax para clases mds generales de expertos.
Para esto, primero vamos a introducir la siguiente métrica que nos dard una idea del tamafio
de una clase de expertos F, definida como

d(f,g) \IZSUP Inf(yely'=1) —Ing(yely'~1))2 (4.10.1)

t=1 yt

Definicién 4.1. Llamamos niimero de recubrimiento de F bajo la métrica d al cardinal del menor
subconjunto 7' C F tal que para cada f € F existe un g € F' con d(f,g) < €. Lo vamos a
denotar como N(F,e).

Teorema 4.10. Para cualquier clase F de expertos,

Vi(F) < inf <lnN (Fe +24/ JInN(F,6) d5>

Para probar este resultado se van a usar desigualdades maximales y algunos conceptos
propios de procesos Gaussianos y empiricos. Para evitar extendernos demasiado se presentan
con una cantidad minima de comentarios.
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Definicién 4.2. Definimos la entropia relativa (o divergencia de Kullback-Leibler) entre dos distri-
buciones de probabilidad P y Q sobre el conjunto X’ con densidades de probabilidad p(x) y
g(x) como

DEIQ) = Y p) 1og’;(x)

xeX:p(x)>0 (x)

Lema 4.4. Dada la entropia relativa entre dos distribuciones de probabilidad P y Q sobre el conjunto
X con densidades de probabilidad p(x) y q(x)

D(P|[Q) =0
y se da la igualdad si y solo si P = Q.
Demostracién. Dado que logx < x —1,
q(x)
D(P[[Q)=— ), plx)log
xeX:p(x)>0 p(x)
q(x)
> — Z p(x) <—1>ZO.
xeX:p(x)>0 p<x)

O

Definicién 4.3. Decimos que una secuencia de variables aleatorias V;, V5, ..., es una diferencia
martingalas con respecto a la secuencia de variables aleatorias Xj, X», ... si para cada i > 0, V;
es una funcién de X3, ..., X; y

E[Vit1|X3, ..., Xi] =0
con probabilidad 1.

Lema 4.5. Sea Vi, V», ... una diferencia martingalas respecto a la secuencia Xy, Xj, ... tal que V; €
[Ai, Ai + c;] para alguna variable aleatoria A;, medible respecto a Xi,...,X;—1 y ¢; una constante
positiva. Si S = YX_, Vi, entonces para cualquier s > 0,

E [ESS”] < 6(52/8) Y clz‘

Demostracion. Aplicando el Lema 2.2 visto previamente tenemos que
]E[esS,,] — lE[eSSn—llE[eSVﬂXl,..., Xn—l“ < lE[eSS”‘1652C%‘/8] — eszcﬁ/S]E[esSn_l].
Reiterando el proceso se llega a la expresién deseada. O

Para entender la estructura geométrica de la clase de expertos es necesario introducir los
términos siguientes.

Dada una clase de expertos estaticos F y una métrica p, denotaremos ahora al ntiimero
de recubrimiento como N, (F,r), donde el cardinal de un conjunto F;, de expertos estaticos,
cumple que para todo f € F existe algin g € F, tal que

o(f.g) <r.
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Definicién 4.4. Dada la familia de variables aleatorias con media cero {Tf : f € F} indexadas
por un espacio métrico (F,p). Sea N,(F,r) el ntimero de recubrimiento del espacio métrico
JF respecto a la métrica p. Decimos que la familia es subgaussiana en la métrica p si

para cualquier f,g € Fy A > 0.

Definicién 4.5. Decimos que una familia {T : f € F} es de muestra continua si para cualquier
secuencia f(1), f?)... € F que converge a algtn f € F, tenemos que Tioy =Ty — 0 casi
siempre.

Lema 4.6. Dado o > 0, y sean X3, ..., X variables aleatorias reales tales que para cualquier A > 0y
1<i<N

E [e)\Xi] < NP2
entonces

E [ 1éxNXi] < ¢v2InN.
i=1,..,

Demostracion. Gracias a la desigualdad de Jensen, para todo A > 0,

N
e)L]E[méXi:],__,N Xl} < ]E:[e)\méx,‘:] ’’’’’ N X,] — IE |: m/X eAX,:| S Z]E: |:€)\X,:| S Ne)\ZUZ/Z.
N :
’ i=1

- i=1,

Por lo tanto

donde tomando A = v/21In N/¢? obtenemos la expresiéon deseada. O

Teorema 4.11. (Cota de entropia de Dudley). Si {Tf : f : F} es subgaussiana y de muestra
continua para la métrica p, entonces

D/2
sup Tf] < 12/O \/InN,(F, €)de,

feF

E

donde D es el diametro de F.

Para demostrar el teorema principal, lo que se ha hecho ha sido replicar el método de
encadenamiento [7].

Demostracion. Sea F*®) el recubrimiento minimo de F de radio D2* paracada k =0,1,2,...
De forma que |F®| = N,(F, D27F). Denotamos al tinico elemento de F(©) por fy. Sea ) el
dominio en el que las variables aleatorias Ty, f € F estdn definidas. Dado w € Q) y sea f* € F
el que cumple que sup. » Tf(w) = Ty (w).

Para cada k > 0, sea f; el elemento de F¥) que minimiza la distancia a f*, l6gicamente
o(f*, f{) < D27%, y por lo tanto por la desigualdad triangular tenemos que para cada k > 1,

pUfin ) < p(f* fi) +p(f*, fiey) <3D27% (410.2)
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Vemos pues que lim;_,, f = f*, y por ser la familia de muestra continua,

(o]

SI;P T(w) = Ty (w) = Tp,(w) + Z(Tfk( w) = Tg  (w)).

Por lo tanto

E |sup Tf] < ZIE [méx(Tf — Tg)} ,
f k=1 f8

donde se ha tomado el maximo sobre todos los pares (f,g) € F® x F*-1 de forma que
o(f,g) < 3D27F. Teniendo en cuenta que habrd como mucho Ny (F, D27¥)2 de estos pares, y
que estamos trabajando con una familia subgaussiana en la métrica p, aplicando el Lema 4.6
y 4.10.2, deducimos que para cada k > 1

E [rr}éx(Tf - Tg)] < 3D2‘k\/2 In N, (F, D2-k)2,
&8

Y sumando sobre k obtenemos finalmente que

E |sup Tf] < ZBDZ*k\/zlan(]-“, D2-F)2
f —

—1221)2 (1) [in N, (F, D27F)

D/Z
_12/ /I N, (F, e)d

Lema 4.7. Para cualquier clase de expertos F,

D/2
]—“<24/ InN(F,e)d
)< [\ InN(F e)ae

donde D = sup; ..z d(f,8) es el didmetro de F.

Demostracion. Dado que como habiamos visto en el Teorema 4.1, V,,(F) = sup . In ;; ”((;y/:))
es una constante independiente de y", podemos tomar cualquier media ponderada suya sin
modificar su valor. De esta forma, si hacemos esto tomando la distribucién de probabilidad

definida por p* obtenemos que

= su I’Ifn( )
VH(F)_ Z < pl Pn(y ))pn(y )

y”ey” fE]:

Ahora, si introducimos el vector de variables aleatorias Y" = (Y,...,Y;) con distribucién p;,
vemos que

fu(iY 1)
=E |su In
fe%zl pr (VY1)

. f(ilytt) FOGRYEY) e
<E |sup ), (im vy~ [ sy m :
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donde la dltima desigualdad se debe a que por el Lema 4.4

p*(Yt|Yt71 — ytfl)
fGYt =yt

E [in | =0

Sea para cada f € F

) - 13 (i S0 g i SO 1)

=\ prylyth) p*(Yi|Yt1)

N —

tenemos entonces que V,(F) < 2E[sup . T], donde por simplificacién hemos escrito Tr =
Te(Y").

Para acotar esta expresion vamos a ver primero que la familia {Ts : f € F} es subgausiana
bajo la métrica d. (Es trivial que es de muestra continua.) Dados cualquier f, g € F,

donde

n o L fly ™D YT =y
“) =3 (l Syl E[l gmm—l:yf—l)D'

Tenemos entonces que Ty — Tg = T¢(y") — Tg(y") es una suma acotada de diferencias martin-
galas respecto a la secuencia Y7, Y>,...Y,,. Esto quiere decir que cada término Z; tiene media
cero y estd acotada en 2d;(f, ). Aplicando entonces el Lema 4.5 tenemos que para cualquier
A >0

BT ) < oxp (3 (1,7

Por lo tanto, la familia {Ty : f € F} es subgausiana y gracias a V,,(F) < 2E[sup ;. r Ty] y al
Teorema 4.11 llegamos al resultado deseado. O

Después de todo esto podemos proceder ya a la demostracién del principal teorema de
esta seccion.

Demostracion Teorema 4.10. Vamos a proceder dividiendo la clase de expertos en subclases en
las que aplicar el Lema 4.7 y tras ello combinar el pronosticador 6ptimo obtenido para cada
subclase a través de una mezcla finita. Esto se realiza como sigue. Primero, dado € > 0, y sea
G = {<1,.,gn} un recubrimiento de F de tamafio minimo N = N(F,¢). Los subconjuntos
Fi,..., Fn de F vienen dados por

Fi={feF:d(f,g) <d(f g)paracadaj=1,..,N}

de forma que cada F; contiene los expertos del recubrimiento cercanos a g;. Claramente la
unién de estos subconjuntos da F. Sea para cada i = 1,..., N, g{/) el pronosticador dado por la
maxima probabilidad normalizada de F;

supser fn(y")

i) gomy
Lwneyn SUPfer fu(x")

g (¥")

Ahora, sea p. el pronosticador mixto uniforme a partir de g(l), ey g(N ). Por un lado est4 claro
que V,(F) < infe~g Vu(pe, F), por lo tanto solo nos queda acotar el arrepentimiento de pe.
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Dado y" € V" y sea k = k(y") el indice del subconjunto F; que contiene el mejor experto para
dicha secuencia, es decir, aquél que

Insup f(y") = Insup f(y"),
fer feFk
entonces "
supser f(y") g® (ym) supr, f(y")
o S T g
pe(y”) pe(y") g (y")
El primer término, lo podemos acotar gracias a la cota obtenida previamente para los pronos-
ticadores mixtos por

In

(k) (1ym
suplng ") <InN.

g pey") T
Para el segundo, vemos que
su n su n
suplnpf"f(y) < max suplnp“‘,r"if(y) = méax V,(F).
¥ g( )(yn) i=1,N g(l)(yn) i=1,.,N

Por lo tanto
Va(pe, F) <InN + 'méXN Vi (Fi).

i=1,...

Para finalizar, observando que el didmetro de cada subconjunto F; es a lo sumo 2¢, aplicamos
el Lema 4.7 a cada uno de ellos obteniendo asi el resultado deseado

€ €
Vi(pe, F) < lnN+i£1L?i<N24/() In N(F;, 6)ds < In N(F, ) +24/O /In N(F, 6)d6.

O]

Cabe mencionar, que para el Teorema 4.10 ha sido necesario que existan los recubrimientos
finitos de F para la métrica en la que estamos trabajando. Dado que la métrica d que hemos
definido en 4.10.1 hace uso del logaritmo de las predicciones de los expertos, es necesario que
ningin f;(j|y*~!) tome el valor cero. Si la clase con la que estamos trabajando no cumple esta
condicién es necesario hacer uso de la siguiente propiedad. Otra vez nos centramos el caso en
que m = 2 donde el resultado se puede extender facilmente al caso general m > 2.

Lema 4.8. Sea m = 2, y dada la clase de expertos F. Definiendo la clase F'°) como el conjunto de
todos los expertos f°) de la forma

A = w(RAyY)

donde
0 six <o
T5(x) = x sixe€[5,1—/7]
1-06 six>1-96
para algiin 0 < 6 < 1/2 fijo. Se tiene entonces que

Vo (F) < Vo (FO) 4 2n6.

De esta forma, si queremos obtener una cota para V,(F) primero calculamos una para la
clase truncada F () gracias al Teorema 4.10 y luego elegimos la & que optimice la desigualdad
del Lema 4.8.
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Demostracién. Primero, tenemos que para cualquier secuencia y" y cualquier f € F,

In fuy") = élnﬂ(ytly”)
< Y wnflwlyH+ Y Il

A (yilyt=1)<1-0 EFO) (g lyt—1)=1-5
J _
< Y nfPUlyh+ YL (In(1-6)+29)
EAD (yilyt 1) <1-6 EA (yily ) =1-0

< Y (In £ (yely' ") + 26)
t=1
= lnft(‘s) (y") + 2né.

donde se ha utilizado la concavidad de In1 < In(1 —-6)+6/(1—6) con 0 < 6 < 1/2. Por lo
tanto, para cualquier pronosticador p,

L(y") = inf L¢(y") = —Inpu(y") +supln fu(y")

fer fer
<—Inpu(y")+ sup Infi(y") +2n6
O eF©)
=L(y") — inf Ly (y")+2nd.
¥") sl Lro (y") +2n



Inversion secuencial

En este tltimo capitulo vamos a mostrar la aplicacién de lo expuesto hasta ahora al &mbito de
gestion de carteras. Para ello nos encontramos en la siguiente situacién.

= El mercado viene representado por m activos, que varian su valor a lo largo de un
periodo de tiempo que generalmente se mide en dias, aunque estos se pueden tomar
mas cortos o més largos.

El inversor va a realizar operaciones a lo largo de n periodos.

El inversor distribuye su capital a invertir reuniendo asi un conjunto de activos que
conforman lo que llamamos cartera.

En esta explicaciéon no consideramos la posibilidad de que el inversor sea capaz de
vender a la baja ni de endeudarse.

Para modelar el problema hacemos uso de lo siguiente.

» Un vector del mercado x = (x, ..., X, ) representa la relacién entre el precio de apertura
y el de cierre de cada activo.

= El comportamiento del mercado a lo largo de n periodos viene dado por el vector x* =
(X1, ..., X ), de forma que la componente j del elemento x; representa el factor por el que
aumenta la inversion en el activo j el periodo t.

En este modelo, el inversor realiza una inversién inicial en cada activo representada por
las fracciones Qj, ..., Qi de forma que el capital al final del periodo de inversion es Y /" ; x;Q;.

Aqui, una estrategia de inversién Q para n periodos consiste en una secuencia de funciones
Qy, ..., Q,, tal que Q; : ]Rﬂ: ! 5 D siendo D el simplex probabilistico en IR™. El componente
Qis(x!1) del vector Q;(x*~1) representa la fraccién del capital invertida en el activo i al
comienzo del periodo t teniendo en cuenta el comportamiento del mercado hasta el momento
xt~1. Utilizamos la expresién

Su(Qx") =11 ( xi,tQi,t(xt_1)>
=1 \i=1

para lo que vamos a denominar el factor de riqueza de la estrategia de inversién Q tras n
periodos de negociacion.

77
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5.1 Seleccion de cartera

Presentamos para empezar las siguientes estrategias de inversién mas simples.

Compra y espera

Consiste, como su nombre indica, en la compra tinica de los activos antes del primer periodo
de inversién y no volver a realizar ninguna operacién. Por lo tanto, el inversor distribuye su
capital inicial de acuerdo con la distribucién dada por Q; € D, de forma que el factor de
riqueza después de n periodos es

Sn(Qx") =) Qi [T
i=1 t=1

Loégicamente, el factor de riqueza serd lo mayor posible si la distribucién inicial concentra el
capital sobre el activo que ha obtenido el mejor rendimiento a lo largo de todo el tiempo de
inversion.

Rebalanceo de carteras

En esta estrategia, el inversor redistribuye al principio de cada periodo el capital total de
forma que este quede dividido de acuerdo a una distribucién fijada previamente. Aunque
simple, el rebalanceo de carteras requiere de una supervision activa de la cartera, al contrario
que la estrategia de compra y espera en la que una vez hecha la inversioén inicial, el inversor
se puede olvidar de ella. La estrategia B viene dada a partir del vector de probabilidades
B = (By,...,B) € D de forma que Q,(x!~!) = B para todo t, sea cual sea el comportamiento
previo del mercado. Para esta estrategia, el factor de riqueza tras n periodos es

Sn(B,x") = ﬁ (i xi,tBi)

t=1

Para exponer las ventajas de esta estrategia, si nos encontrasemos frente a un mercado que
presentase la secuencia (1,1/2),(1,2),(1,1/2),(1,2)..., una estrategia de compra y espera no
lograria ninguna ganancia sobre la inversién. Sin embargo, bajo esta estrategia se logra un
factor de riqueza que aumenta a razén de (9/8)"/? de forma que a la larga se logra un
aumento exponencial del capital.

5.2 El factor de riqueza minimax

Como hemos comentado, el inversor trata de alcanzar una riqueza préxima a la obtenida por
la mejor de una serie de estrategias de inversién sea cual sea el comportamiento del mercado.
Para proceder con la comparacién entre la estrategia que estemos usando y aquellas frente a
las que la comparamos, definimos, dada la clase de estrategias de inversién Q, el peor factor
de riqueza logaritmica posible de la estrategia de inversiéon P a partir de la expresion

Wy (P, Q) = sup sup In (& X")

X' QEQ Sn(P,x”)’
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donde el inversor quiere encontrar la estrategia que minimice dicho factor. El factor de ri-
queza logaritmica minimax es entonces el mejor de los peores factores de riqueza logaritmica
posibles que puede alcanzar cualquier estrategia de inversion P, es decir

Wa(Q) = inf Wa(P, Q).

Presentamos un ejemplo. En el caso en el que el inversor compite frente a un nimero finito
de N estrategias Q(l), . Q(N ), un planteamiento sencillo consiste en dividir el capital inicial
en N partes iguales, e invertir cada una de acuerdo con cada estrategia, de manera que el
factor de riqueza obtenido por dicha estrategia es

1Y :
Sn(P,x") = = Y S,(Q1,x"),

N i=1

pudiendo entonces acotarse el peor factor de riqueza logaritmica posible por

W, (P, Q) = supln max;—,..,N Sn(Q(i), x")
i LEN, Su(QU),xm)
méX;=1,.,N Sn (Q(i), x")

<supln .
=5F 5 méxj—1 S, (QU),x")

= InN.

5.3 Prediccidon e inversion.

Recordando lo expuesto en el capitulo anterior, observamos que el problema de la inversién
secuencial y el de la prediccién estdn relacionados, pues al fin y al cabo, la manera en la que un
inversor decide como distribuir sus inversiones es a través de la confianza que este tenga en el
éxito de dicha inversion. El inversor entonces hard uso de pronosticadores que le indiquen en
la medida de lo posible como repartir el capital a invertir a partir a las probabilidades de éxito
que prevén de que la inversién en cada activo resulte en una maximizacién de dicho capital.

Lo primero que observamos es que cualquier estrategia de inversién Q sobre m activos se
puede utilizar para definir un pronosticador sobre los elementos y; € Y = {1,...,m} de una
secuencia y" € V" con vectores de probabilidad p, € D.

Definicién 5.1. Llamamos vector de mercado Kelly a aquellos vectores de mercado x que tienen
solo una componente igual a 1 y el resto son nulas.

Para generar los pronosticadores mencionados, primero vamos a restringirnos a los vecto-
res de mercado Kelly. Sean xi, ..., x, vectores de mercado Kelly, donde denotamos al elemento
no nulo de cada vector x; por y;. Definimos entonces el pronosticador f como

filyly'™) = Qui(x'™)

donde decimos que el pronosticador f es el inducido por la estrategia de inversién Q. Este
pronosticador se puede entender como un experto simulado. Sea x" una secuencia de vectores
de mercado Kelly dados por la secuencia de resultados ", haciendo abuso de notacién vamos
a escribir S,(Q,y") como S,(Q,x"). Esta claro que si f es el pronosticador inducido por la
estrategia Q, entonces en este caso S,(Q,y") = fu(y").

Para relacionar entonces el arrepentimiento de los pronosticadores visto hasta ahora con el
factor de riqueza, hacemos uso de la pérdida logaritmica, que como habiamos mencionado en
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el capitulo previo nos iba a ser 1til en esta aplicacion. Siendo entonces la pérdida logaritmica
1P, yt) = —Inpr(y:|y' ), tenemos que el arrepentimiento frente al pronosticador de referen-
cia f es
n n
Ly —Lsy =In f\"(y ) _ In QW)

Pn(y") P(y")

donde Q y P son las estrategias de inversiéon inducidas por f y por p.

Lema 5.1. Sea Q una clase de estrategias de inversion, y F designa a la clase de pronosticadores que
se obtienen de las estrategias de Q, entonces el arrepentimiento minimax

) fu(y")
V,(F) = infsup sup In
() Pn y”pfejg pn(y")

verifica que W, (Q) > V,(F)

Demostracién. Sea P cualquier estrategia de inversiéon y p su pronosticador, entonces

n n
sup sup lnM > maéx sup In = mdéx supln ") _ Vi(p, F) > Vi (F).

x" QeQ Sn(Plxn) yreyn QeQ Sn(P,]/”) yreyn feF Pn(y”)

Sn(Q,y")

O

Curiosamente, el problema de la inversién no es mas dificil que el de prediccion. Es mas
vamos a ver que en ciertos casos estos son equivalentes en el aspecto minimax.

Dado el pronosticador p, definimos la estrategia de inversién P como

 Tyrey pelly e ) (M )

It -
Zyt—leyt—l Pr—1 (]/t_l) < é:% x%fs>

Los factores [Ti_; x,, : se pueden entender como el resultado que se obtendria si una estra-
tegia invirtiera todo su capital en el periodo f al activo y;-ésimo. Dada esta definicién queda
claro que tanto p como P se inducen el uno del otro.

Teorema 5.1. Sea P una estrategia de inversion inducida por el pronosticador p, y Q una clase de
estrategias de inversion cualquiera. Entonces, para cualquier secuencia del mercado x",

n t—1
Sl Y ) max sup In ITi— th;(x )
Q€0 Sn(P/x ) yreyn QeQ Pn(y )

Para probar esto, veamos previamente los siguientes lemas.
Lema 5.2. Sea ay, ..., an, by, ..., by, series no negativas de niimeros. Entonces

n .
i—1 @i P

max -—

Z?:l b; — j=1,.nb

~

donde definimos 0/0 = 0.
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Demostracion. Dado que

aj

b, max b > a;
j=1,..,n i
podemos comprobar facilmente que
Yia B ap+ ... +ay <4 +..Fa,

z ai - . a; . a; —
max;—1,..u Fj Yi b bimaxj—y, . Fj + ... + by méxj—1,. n b—; a, + ... +ay,

Lema 5.3. El factor de riqueza que alcanza la estrategia de inversion Q se puede escribir como

Su(Q¥") = ), (nyn) (f{Qyt,t(xf*)).

yﬂ eyn

Si la estrategia de inversion P es la inducida por el pronosticador p,, entonces

)leyﬂ

Su(P,x") =Y (ny,t> pn(y
Demostracion. Dada la definicién del factor riqueza

(QX H(Zx]tQ]t - 1))

t=1

Z <H xyt,tot,t(xt1)>
yreyr \t=

Z <1£[ xyt/f) (ﬁ Qyui (x1 )> .
eyt \t= t=1

Por otro lado, si la estrategia de inversién es la inducida por el pronosticador p

Sy (P,x") = ﬁ <i1 xj,tPj,t(xt_l)>
i=

S Sty pelily' ™) (T )
t=1 Zyt leyt-1 Pr— 1( ) (Hs 1 Xyss )
Zyteyf (Hs:l xys,S) Pt(y )
=1 Zyr—leyf—l (H;;% Xy s,s) Ptfl(yt_l)
n
) <H xyt,t> pu(y"),

yl/l ey}’l

donde en la dltima igualdad hemos tomado el denominador igual a 1 para t = 1. O
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Demostracion Teorema 5.1. Fijada una secuencia del mercado x" y una estrategia de referencia
Q' € Q.Sea S,(y",x") = [1{-; xy, - Entonces, dadas las expresiones presentadas en el Lema
5.3 tenemos que

Su(Q@x7) Ty Suly"x") (T Q) (6 1)
Sn(P,x") Zy"ey” Sn(y", x") pu(y™)
Sn n’xn n ! xtfl
< max Y )n tn_l Qy ’;( ) (por el Lema 5.2)
yiSulyx)>0  Sa(y",x")pu(y")
T QX
= max
eyt pa(y")
n t—1
< max su t=1 Qym;(x )
v'eVigeg  Pa(y")

O]

Definicién 5.2. Dada una estrategia de inversion Q, decimos que esta es estdtica si Q;(x~1) =
Q; € D paracadat =1, .., n. Es decir, la distribucién del capital en cada momento no depende
del comportamiento previo del mercado.

Dado este resultado, se deduce entonces el siguiente teorema que nos muestra la relacién
entre el factor de riqueza minimax y el arrepentimiento minimax de los pronosticadores.

Teorema 5.2. Sea Q una clase de estrategias de inversion estdticas, y sea F la clase de los pronostica-
dores que se obtienen de las estrategias de Q. Entonces

Wu(Q) = Vu(F).
Es mas, la estrategia de inversion Optima minimax viene definida por
Eyreyo piGily ) pioa () (T i)
Lyt-teyit pi () <H§j xys,s)

donde p* es el pronosticador de la mdxima probabilidad normalizada

P]’Tt (xtil) =

7

_ supgeo [ Tiz1 Quit
Zy”ey’“ SuerQ H?:l Qyt,t

pa(y")

Demostracién. Gracias al Lema 5.1 tenemos que W, (Q) > V,(F). Probemos entonces la otra
desigualdad. Por el Teorema 4.1 habiamos visto que el pronosticador de la maxima probabili-
dad normalizada p* es 6ptimo minimax para la clase F, es decir

n
ix Insup L1000y, ()

Sea P* la estrategia de inversion que se obtiene a partir del pronosticador minimax p* para
Q. Por el Teorema 5.1 deducimos que

n n
W, (Q) < sup sup lnM < maéx sup 1nLQW

= V,(F).
«i 0co  Su(PHX") T yeyrioce  pr(y™)
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Si volvemos a la estrategia de inversion de rebalanceo de carteras, del Teorema 5.2 junto
a la extension al caso general que mostramos tras el Teorema 4.2, obtenemos que el factor de
riqueza logaritmica minimax sigue un comportamiento que toma la expresion:

Wn(Q) = mz_llnn—l—ln%

Esto nos muestra que el factor de riqueza que alcanza la estrategia de inversién 6éptima mi-
nimax dada por el Teorema 5.2 se queda a un factor n("~1)/2 de la mejor estrategia de carteras
rebalanceadas posible sea cual sea el comportamiento del mercado.

+0(1).

5.4 La cartera universal

Como ya mencionamos en el capitulo anterior, la solucién minimax no es alcanzable en la
préctica, por lo que vamos a tratar de explorar otras formas de inversién basadas en los
pronosticadores mixtos.

Por simplificar, vamos a restringirnos a la clase de carteras rebalanceadas, ya que por lo
argumentado, estas muestran ser un buen candidato dada la aleatoriedad del comportamiento
del mercado. Cada estrategia Q viene entonces determinada por un vector B = (By, ..., By,). La
estrategia de la cartera universal que aqui presentamos viene dada por:

Jp BiSt—1(B,x"1)u(B)dB
[p Si—1(B,x"1)u(B)dB

paraj = 1,..,myt = 1,.,n, donde u representa una funcién de densidad sobre D. Es
decir, la cartera universal es una ponderacién de las estrategias de Q, que se pesan segiin su
rendimiento previo. Esta estrategia de inversién, no es ni mas ni menos que la que se obtiene
a partir del pronosticador mixto, ya sea el de Laplace si y se trata de la funcién de densidad
normal, o el de Krichervsky-Trofimov si es la de Dirichlet(1/2,...,1/2).

Pi(x'71) = (5.4.1)

El factor de riqueza que se obtiene a través de esta estrategia es simplemente la media
ponderada de las que han obtenido cada estrategia individualmente. Esto se ve facilmente a
partir de

_ H Jp Xt %;iBiSt-1(B,x' ) u(B)dB
=1 Jp St—1(B,xt=1)u(B)dB

& JpSi(B,x)u(B)dB

1 Jp Si-1(B,x'~1)u(B)dB

- /D 5,(B,x")(B)dB

debido a que el producto es telescépico con Sp = 1. Si aproximamos la integral por una suma
de Riemann vemos que

ZQl (B;, x")

donde siendo A los elementos de una particién finita del simplex D, asumimos que B; €
Ay Qi= [y u AH B)dB. Por lo tanto, la estrategia divide el capital inicial en las estrategias
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de carteras rebalanceadas B; de acuerdo a las proporciones Q;. Es decir, lo que hace esta
estrategia es basicamente aplicar una estrategia de compra y espera sobre todas las estrategias
de rebalanceo de cartera.

Teorema 5.3. Sea y la funcién de densidad uniforme sobre el simplex D € R™, entonces el factor de
riqueza que alcanza la cartera universal cumple que

Sn(B,x")
supsupln ———% < (m—1)In(n +1).
x”pBeg Sn(P,x”) ( ) ( )

En el caso en que la funcion de densidad sea la de Dirichlet(1/2,...,1/2),
Sq(B,x") _m

—1 T(1/2)" m—
sup sup In < Inn+1In +
o (P = 2 T(m/2) © 2

L In2+o0(1).

Vemos que con la segunda opcién se obtiene un factor de riqueza logaritmico en el peor
de los casos que se queda solo a una constante de la estrategia 6ptima minimax.

Demostracién. Cada estrategia de inversién de rebalanceo de cartera dada por B viene dada a
partir del pronosticador constante pB, que asigna la probabilidad

pE(y") = B} - Bl

a cada secuencia y" en el que la frecuencia del resultado j es n; (j = 1,...,m). Por el Lema 5.3
tenemos que el factor de riqueza obtenido por dicha estrategia es

Sn(B,x") =} (Iﬁ?%t) HUSE

y n

Dado que como hemos dicho, el factor de riqueza que alcanza la cartera universal es la media
ponderada de los que obtiene cada estrategia de Q, tenemos que

Su(P,x") :/Dsn(B,x")y(B)dB
= yz (H xw») /D pr(y")u(B)dB.

Es decir, que la estrategia de la cartera universal P viene dada por el pronosticador mixto

pa(y") = /D P (y")p(B)dB.
Por altimo, debido al Teorema 5.1,

S,n(B,x")

supsupIn =" < méx supln pg(y”)_
« Bep  Sn(P,X") T yreyigep pal(y")

Esta cota, que consiste en el peor arrepentimiento logaritmico posible para el pronosticador
mixto, ya la habiamos estudiado en el capitulo anterior.

El primero de los resultados lo obtenemos si trabajamos con la funcién de densidad normal
u, y aplicamos el Teorema 4.4 si m = 2 o el 4.5 para su extensién a m > 2. El segundo lo
obtenemos si trabajamos con la funcién de densidad de Dirichlet(1/2,...,1/2), y aplicamos las
cotas obtenidas en la Seccién 4.7. O
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5.5 La estrategia de inversiéon EG

Dada la expresion que toma la estrategia de la cartera universal, la integral sobre un espacio
simplex de dimensién m crea complicaciones debido a que su coste computacional crece ex-
ponencialmente. Es por esto que vamos a tratar de presentar otra estrategia que no presente
dicho problema, y que ademds su coste computacional es lineal con m. A esta estrategia la
llamamos estrategia de inversién EG, que invierte en cada periodo t a partir de la distribuciéon
dada del vector Py = (Pyy,..., Py), empezando con Py = (1/m, ..., 1/m) y definiéndose de
forma recursiva,

Py exp(n(xit—1/(Pe—1-xe-1))

P, =
T Prexp((xj1/ (Pt x1))

parai =1,..,myt =2,3,.. Esto resulta ser un caso particular del pronosticador que hace uso
del gradiente de la pérdida

Pii_1exp(nVii—1(Pi-1)i)
Yt Pp-1exp(n Vi1 (Pr1)j)

Py =

donde la funcién de pérdida es [;_1(P;_1) = —InP;_1 - x4_1.

Teorema 5.4. Suponiendo que existen dos constantes positivas tales que para todos los componentes
de los vectores de mercado, c < x;; < C. Entonces el peor factor de riqueza logaritmica posible de la
estrategia de inversion EG con 1 = (c/C)+/(81nm)/n esti acotado por

Demostracién. El peor factor de riqueza logaritmica posible es

n
P < [Ti-1B-x
maxmaxIn —=———,
x" BeD Htil Pt * Xt

donde si usamos In(1 + u) < u, entonces

n_ B'Xt L (B—Pt)‘xt
In=—i=L— = — ln<1—|—
Hltq:l Pt'xt t; Pt'xt
<ii zt xzt
Tioia Pex
n m
Xi b Xit
= B.——*
t21<];1 TP x l; Py Xt)

Usando la notacion
l/ _ E . xi,t
it c Pt © Xt

por las hipétesis tenemos que I/, € [0,C/c| y podemos reescribir la expresion como

H?:lB‘X L &
In—/—"—— Pil Bl
R I 3y

t=1i=1 t=1i=
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Dado que esto es una expresion lineal de B, alcanza un maximo en alguno de los extremos
del simplex D, por lo tanto

No olvidemos que

T PO (s/Peox))  ep(nEnil)
oW O exp(n T (xgs/Psoxs)) D exp(—n £ 1)

p;

Por lo tanto, Py, P, ... son las predicciones del pronosticador de peso ponderado exponen-
cialmente aplicado a la funcién de pérdida lineal que toma valores en [0,C/c]. Entonces, el
arrepentimiento

1
se puede acotar gracias al Teorema 2.2 reescalando la funcién de pérdida. O

Mencionar que en el caso de no conocer los valores de c y C, se puede hacer uso de los
pronosticadores dependientes del tiempo.

5.6 Inversion con informacion adicional

Al igual que desarrollamos en la Seccién 4.9, cabe la posibilidad de querer hacer uso de
informacién adicional a la hora de considerar las estrategias de inversién, y no solo basarnos
en los resultados previos del mercado y comparar entre estrategias de una clase dada. Es
posible por ejemplo en la situacién en la que nos encontramos, que el precio de un activo
o algin suceso politico o social afecte directa o indirectamente al de otro, por lo que cabe
considerar esa informacién adicional de la que disponemos.

El modelo entonces es el siguiente. Antes de realizar sus inversiones en un periodo ¢, el
inversor tiene acceso a la informacién adicional z; que proviene de un conjunto Z = {1, ..., K}.
Una estrategia de inversiéon con informacién adicional es una secuencia de funciones Q; :
]Rﬁr_l x Z — D, t=1,..,n. De esta forma, en el momento ¢ tras ver la informacién adicional
z; la estrategia conforma la cartera dada por Q,(x'~1,z;). Si empezamos con una unidad de
capital, tras n periodos de inversion el capital acumulado (o factor de riqueza) pasa a ser

n(Q,x", 2" th Qi(x' 7, z4).

Como clase de referencia frente a la que comparamos nuestra estrategia de inversién con-
sideramos la clase de estrategias de inversion estédticas. Sean 9y, ..., Ok bases de clases de
estrategias de inversion estaticas, y sean Q(l) € 9q,.., Q(K) € Ok estrategias arbitrarias. Las
clases de estrategias de inversion que consideramos vienen expresadas por

Qi(x' 1 z) = %tzt

donde Q{ € D denota a la cartera de la estrategia QU) € Q; en el periodo t siendo 7; la
longitud de la secuencia de periodos s < t tales que zs = j para j = 1, ..., K. Es decir, que la
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estrategia frente a la que nos comparamos es la que asigna la estrategia Q') cuando aparece
la informacién adicional j.
Continuando con la aplicacién de la Seccién 4.9, tomamos las clases de pronosticadores

(1) (K)

estaticos Gy, ..., Gy inducidos por las estrategias de inversion 9y, ..., Qk. Sean g, 7, ...,q, ~ los
pronosticadores que alcanzan el peor arrepentimiento posible de cada clase, es decir

j n (7)
Va(gi, G;) = sup sup ZlnM

yevigieg = g (yilyt=1)

Entonces, si definimos el pronosticador con informacién adicional
t—1 z —t
pilyly ™ z) = 4 )

inducimos finalmente la estrategia de inversién con informacién adicional Pt(xt_l,zt) donde
sus componentes vienen dados por

_ Lyt-1eyit ps(jly ", z5) é;i(x%sps(ysws_l,zs))
Ly-teyi-1 Hé;% (xy,,sps(yslys1,25))

Teorema 5.5. Para cualquier secuencia de informacion adicional z4, ..., zy, la estrategia de inversion
dada por 5.6.1 presenta un factor de riqueza logaritmico en el peor de los casos acotado por
SH(Q/xn/Zn) K (])
5u(P, 2,27 < ZVﬁ,(qn ,Gj).

j=1

Pi(x'71, z) (5.6.1)

sup sup In
o oep  Su(P,a7, 2"

Demostracién. Aplicando el Teorema 5.1

sup sup In M < max sup In H?:l Qyt,t (Xtilr Zn) .
xt geq  Sn(P,X",2") T eyt gcg pu(y",2")

Este término se puede reescribir gracias a la notaciéon que hemos utilizado hasta ahora como
n t—1
t\Yt Zt
1 Sty ze)

n er t(xtfllzn)
max sup Zln’—nn = max sup Z T o
Y'Yt QeQ = pn(y",2") ey rer = pe(yely'h L)

Y gracias a que por el Lema 4.9

Lo Ay ) S
sup Y In L0IUS_ZU < ¥y (400, g,
T T R {77 G)

se deduce la expresiéon deseada teniendo en cuenta que q,(f), - qglK) son los pronosticadores

que alcanzan el peor arrepentimiento posible de cada clase. O

Si las clases base son todas clases de rebalanceo de carteras y los pronosticadores g/) son
pronosticadores mixtos, entonces el pronosticador toma la forma

 JoBiSn, (B,X, ) u(B)dB
J S, (B, ")u(B)dB

paraj=1,..,myt=1,..n, donde i]tfl es la subsucesion de la sucesién del comportamiento

del mercado x!~! dada por los momentos s < t donde zs = j. En este caso, si combinamos el
Teorema 5.5 con el 5.3 llegamos al corolario siguiente.

Pj,t (Xt_ll Zf)

(5.6.2)
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Corolario 5.1. Dado el pronosticador definido por 5.6.2 y trabajando con la funcién de densidad de
Dirichlet(1/2,...,1/2). Sea Q la clase de estrategias de inversién con informacion adicional tales que
las clases base Q1, ..., Qk coinciden todas con la clase de rebalanceo de carteras. Entonces, sea cual sea
la secuencia de informacion adicional, el factor de riqueza logaritmico en el peor de los casos respecto a
la clase Q cumple

n ~n _ —
sup sup In Sn(Q,x",2") < Km=1) In— + Kln +K(m D

In2 + o(1).
o oen | Sa(Pxt,zh) T 2 K T(m/2) 7 n2+o(l)

5.7 Conclusiones

Se han expuesto a lo largo de este ultimo capitulo, diversas estrategias de inversién, en las
cuales hemos logrado acotar de una forma u otra los factores de riqueza en el peor de los
casos, incluso para cuando hemos hecho uso de informacién adicional a la hora de realizar
las inversiones. Cabe observar cdmo los resultados a los que se ha llegado recogen algunas
de las ideas principales de la inversioén a largo plazo cuando uno quiere evitar las pérdidas
en la medida de lo posible, como es la diversificaciéon. También se ha visto que las estrategias
que mejor rendimiento obtienen a la larga son una especie de carteras rebalanceadas. Dadas
las expresiones de las estrategias de inversion a las que se han llegado, uno se pregunta si es
posible que tras programar alguna de estas estrategias, se obtienen buenos resultados en la
practica.

Hoy en dia existen muchas empresas que se dedican a este cometido, las cuales tratan de
ganar al mercado (i.e, obtener rentabilidades superiores a las del mercado en su totalidad),
alocando el capital del que disponen segiin sus estudios de los riegos y de los potenciales
beneficios.

Como hemos visto en varios de los resultados a los que hemos llegado, para ser capaz de
realizar estos estudios muchas veces nos es necesario estimar una cota para los valores que
van a tomar los activos, o hacer ciertas suposiciones sobre el comportamiento que se espe-
ra de los resultados, y es aqui, donde el estadistico Nassim Taleb [8] expone los limites en
nuestra capacidad de predicciéon, ya que son aquellos sucesos que no se ajustan a esos esque-
mas que tenemos formados, los que mds repercusiones tienen y los que denomina “Cisnes
Negros”. También expone las barreras con las que nos encontramos a la hora de basar nues-
tras predicciones del futuro en el pasado, ya sea por la dificultad a la hora de entender las
verdaderas relaciones causa-efecto de nuestro entorno, o por la auténtica aleatoriedad de lo
que nos rodea. Muchas veces, las estrategias mds simples obtienen mejores resultados que
aquellas excesivamente sofisticadas. Es por esto que si han de usarse este tipo de estrategias
en el mundo real, se ha de proceder con cautela.
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