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Introduccion

La memoria que presentamos tiene como objetivo la demostracién de tres resultados
clasicos del Analisis Funcional o Asintotico, los cuales son el Teorema de Borel, el Teorema
de Ritt y la solucién del problema de momentos de Stieltjes en el espacio de funciones de
decrecimiento rapido con soporte contenido en (0,00). A su vez, también probaremos que
estos tres teoremas de sobreyectividad son equivalentes y daremos un marco general, en el
contexto de la teoria de los espacios de Fréchet, que permitira obtener estos tres resultados
como casos particulares de un teorema de solubilidad de problemas de momentos generali-
zados. Este tltimo se puede entender como una version del teorema clasico del teorema de
sobreyectividad de Eidelheit.

En este trabajo, se usan en gran medida los contenidos de las asignaturas “Variable Comple-
ja” destacando las desigualdades de Cauchy para las derivadas, mencionadas en la proposi-
cion 2.12, el Teorema de Weierstrass, citado en el teorema 2.21 o el Teorema de holomorfia
bajo el signo integral, que se usa en el teorema 2.28. Otra asignatura con gran importan-
cia en la memoria es “Andlisis Matemdtico”, donde los contenidos de esta materia estan
presentes en el Teorema de Leibniz que podemos ver en el teorema 3.7 y el criterio M de
Weierstrass, usado por ejemplo en el teorema 1.7. También se usa en la secciéon 4.2 que cier-
tos espacios que se imparten en la asignatura de “Introduccion a los espacios de Funciones”
son de Banach. Por ultimo, es muy recomendable haber cursado la asignatura “Funciones
Generalizadas y sus aplicaciones”, ya que en esta materia se da lo que es el espacio de
Schwartz, el espacio de funciones test, de distribuciones y de distribuciones temperadas, que
seran de gran importancia en el capitulo 3 y el 4.

Esta memoria se divide en cuatro capitulos, cuyo contenido pasamos a describir. En el pri-
mero, se da una demostracion del Teorema de Borel, para el cual la referencia fue el libro
de C. Zuily, [4]. Este resultado prueba que cualquier serie de potencias centrada en 0, por
simplicidad, es serie de Taylor de una funcién de clase € en R adecuada.

En el segundo capitulo, se define lo que es el desarrollo asintético de una funciéon holomorfa

en un abierto conexo de manera que 0 estd en la frontera de este. Tras presentarse las pro-
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piedades mas relevantes de este concepto, se demuestra el Teorema de Ritt, que dado un
sector cualquiera del plano complejo con vértice en 0 garantiza la existencia de funciones
holomorfas en el mismo y con desarrollo asintotico en 0 arbitrariamente prefijado. A su
vez, también se demuestra que el Teorema de Borel presentado en el capitulo anterior y
el Teorema de Ritt son equivalentes. En este capitulo, se usa el libro de R. B. Ash y W.
P. Novinger [8] para todo lo relacionado a los resultados tedricos de Variable Compleja. El
texto de R. Remmert [9] ha servido para elaborar todo lo que atane al desarrollo asintético
de una funcién y sus propiedades, la prueba del Teorema de Ritt y como de este se puede
deducir el teorema de Borel. Por 1ltimo, se ha utilizado el libro de F. W. J. Olver [5] para
probar el Teorema de Borel a partir del Teorema de Ritt.

En el tercer capitulo, se define la transformada de Fourier, se presenta el problema de mo-
mentos en intervalos generales de la recta y el problema de momentos de Stieltjes en el espa-
cio de funciones de decrecimiento réapido con soporte contenido en (0,00). A continuacién,
se resuelve el problema de momentos de Stieltjes en el subespacio del espacio de Schwartz
formado por las funciones con soporte contenido en (0, 00), utilizando en el razonamiento el
Teorema de Ritt. Por ultimo, es sencillo deducir el Teorema de Borel a partir del problema
de momentos de Stieltjes en el subespacio previamente mencionado, concluyendo con uno
de los objetivos de la memoria. No se presenta una solucion independiente del Problema
de Momentos de Stieltjes porque la prueba que conocemos, que se puede encontrar en el
articulo de A. J. Durédn [1], resulta algo artificial, pero este problema sera resuelto en el
marco general expuesto en el siguiente capitulo. En este capitulo hemos usado el texto de
J. Chung, S.-Y. Chung y D. Kim [6] para probar un lema que usaremos en la demostracién
de que la solucién al Problema de Momentos de Stieltjes implica el Teorema de Ritt, para
la cual seguimos el argumento de A. L. Durdn y R. Estrada [2].

En el dltimo capitulo se comienza presentando conceptos y algunos resultados relacionados
con espacios vectoriales topolégicos , donde fue de gran utilidad el libro de J. Horvéth [7].
A continuacion, se presentan un tipo particular de espacios vectoriales topoldgicos, los es-
pacios de Fréchet, dando algunos ejemplos. Una vez presentados estos, anadimos algunos
conceptos que se utilizaran en la prueba de la versién del teorema de Eidelheit y tras este
damos algunos corolarios que se deducen de este resultado y concluimos probando el Teore-
ma de Borel y resolviendo el problema de momentos de Stieltjes en el espacio de funciones
de decrecimiento rapido con soporte contenido en (0,00) a partir de este. En esta tltima

seccién, se sigue principalmente el articulo de S. A. Shkarin [10].



Capitulo 1
Teorema de Borel

En este capitulo abordaremos el primero de los tres resultados que probaremos. Este
teorema es debido a Emile Borel (1871-1956) y para ello empezaremos definiendo una serie

de conceptos que necesitaremos para entender el enunciado y la demostracion de este.
Notacion 1.1. Denotaremos por €2 a un abierto de R™.

Definicién 1.2. El soporte de una funcién continua f : 2 — R esta definido como

sop(f) = clo({z € Q: f(z) # 0}),

donde clg significa que se toma la adherencia en 2.

Definicién 1.3. Sea Q2 C R™. Se define €>°(£2, R) como el espacio de las funciones f : Q — R
tales que f € €°°(Q2) y su soporte es compacto.

Ahora con estos dos conceptos estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Borel,

comenzando con un lema previo que necesitaremos en la demostracién de este teorema.
Notacién 1.4. Denotaremos por Ny a NU {0}.

Lema 1.5. Sean {a,}32, una sucesion de nimeros complejos y p € CP(R,R) con sop(p) C
[—2,2] tal que p = 1 si |z| < 1. Entonces existe una sucesion {\,}>>, de nimeros reales
tal que si

fulz) = %w”gp()\nx), x € R,

entonces para cada 0 < k <n—1,

sup | £ (x)] <277
z€R
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Demostracion. Para probarlo utilizaremos la formula de Leibniz para las derivadas:
k
Z ( ) g7 (1.1)
j=

Sea k, 0 <k <n-—1,por (1.1) y la Regla de la Cadena se tiene que :

a

FO() = 2 (am () = 22 (‘”i)( MOk () =

n! nl <= \j
k
= n—” > ( ) nn—1)...(n—j+ Da" I\ FD (A 1), (1.2)
7=0

Como sop(p) C [~2,2], entonces p* P (\,2) = 0si [A\,z| > 2, es decir, si |z| > m se
deduce que fr(Lk)(a:) =0.

Entonces, se tiene lo siguiente:

k
apn k n! 2 . .
sup () = swp |fP(@)] < 12 'ZO —i ) I s (),
. . n ye

z€R 2| < 52 n! =0 i) (n—3j) [~2,2]
(1.3)
Sea X
M, =>" sup [V (y)].
=0 y€[—2,2]

Como M,, > Z?:o SUDye(—2.9] 109 ()], (1.3) queda asi:

(k) A
ilelﬂg\fn ()!_\an\|A ,nk2<)n_j : (1.4)

Para las siguientes desigualdades, nos basaremos en que 0 < k <n — 1.

1. (f) = ,(k ]), para j, 0 < j < k.
Como j! y (k—j)! son mayores o iguales que 1 entonces (I;) < klycomok <n-—1,
(5) <kl < (n—1)

J

2. SlO<]<n( )<2”9

3. Si suponemos que |\, > 1y k < n—1, se tiene que [\,|"* > |\,| por lo que
1 < 1
R E S
Usando estas desigualdades en (1.4), obtenemos que

an| M, - 2™ - n!
supl ) < B 2

zeR




Trabajo Fin de Grado,Roberto Lobon Vecin

Si tomamos |A,| > max(1, |a,|M, -4™-n!) para todo n € Ny, tenemos quesi 0 < k <n—1:
sup | [\ ()] < 27" (1.5)
zeR

]

Observacién 1.6. La existencia de una funciéon ¢ que verifique las condiciones del lema
anterior viene garantizada por el Lema de Urysohn en la versién €. No obstante, vamos
a dar un ejemplo:

Sea

f(m):{ ex six >0,

0 siz<O.

Observemos que f es continua en x = 0 y e tiene todas las derivadas laterales por la
derecha nulas en x = 0, por lo que, como consecuencia directa del teorema del valor medio,
se deduce que f € €°(R) y que todas sus derivadas sucesivas evaluadas en 0 son nulas.
Ahora consideramos g(z) = f(x + 1)f(1 — x) que es de clase €°°(R) por ser producto de
funciones de clase . Ademas, g es no negativa en R ya que f es no negativa en R. Una
vez que tenemos g, definamos h como:

h(z) = / " gyt
Se tiene que como g € €°(R), h € €>*(R).
Denotemos por A al drea encerrada bajo la grafica de g. Observemos que como ¢(t) = 0 si
|t| > 1, entonces h(z) = Asix>1y h(z) =0sixz < —1.
Sea F(x) = h(z + 2)h(2 — x), que es de clase €°°(R) por el mismo motivo por el que g
pertenece a € (R). Nétese que como h(z) = 0 si < —1, se tiene que F(z) =0si x > 3
ox < —3ycomo h(z)=Asix>1tenemos que F(z) = A%siz+2>1y2—2>1,es
decir, si —1 < x < 1.
Para conseguir la funcién deseada haremos un cambio de variable afin que consiste en
trasladar afinmente el intervalo (—3,—1) al (=2, —1), el intervalo (1,3) al (1,2) y dividir

todo entre A? para que en [—1, 1] valga 1. Es decir, consideramos la siguiente funcién definida

a trozos: )
0 sir < —2,
Fordl) s —2<az < -1,
pla)=q 582 s —1<2<1, (1.6)
PErl) i1 <z <2,
0 si2 <z
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Esta funcién cumple todas las caracteristicas que buscabamos y su grafica tiene el siguiente

aspecto:

I v T v T v . T

-3 -2 -1 0 1

o =
w

Teorema 1.7 (de Borel). Sea {a,}>°, una sucesion de nimeros complejos. Entonces existe

una funcion f € €*(R) tal que f™(0) = a,, para todo n € Ny.

Demostracion. Si definimos f, como en el lema anterior, tenemos que ) -, f,, converge
normalmente en R, ya que hemos visto que si k = 0, se tiene que sup g |fn(x)] < 27", por
lo que por el criterio M de Weierstrass se tiene que » >~ f, converge uniformemente en R.
Sea f(x) = Y3070 fula).

Ademsds también se tiene que si k € No, >~ fék) converge normalmente en R ya que

Y @) =) P+ Y P

n=0 n=0 n=k+1

Como en el segundo sumatorio, k < n— 1, se tiene que | f”(z)] < 27" para todon > k+ 1
y para cada z € R, luego > 7, fflk) converge normalmente en R y por el criterio M de
Weiertrass, > - fék) converge uniformemente en R.

Por el teorema de derivacién de series funcionales, f € €*(R) para todo k € N, por lo que

fee=R)y fB(x) =32, 1 (x).

Calculemos f*)(z) y evaluémoslo en x = 0:

00 k 00 k—1
FO@) =37 1P@) =" fP@) + 3 fP@) =3 P amp(Ar)®
n=0 n=0 n=k+1 n=0
0o k
O LD S Di- 1 (4 [FEOVSREOw)
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Sin>k+1yk>j, entonces n > j+ 1, luego se tiene que (z")V) evaluada en 0 es 0, para
todon > k+1, j <k, por lo que el tercer sumatorio se anula en z = 0. Llamemos R(z) al

tercer sumatorio, se tiene que R(0) =0y

k

F®(z) = d k-1 d* rag
x) = o aop(Aox) + ... + K p(Ak-11) Tk [_37 @(Ak'%)]JFR(x)' (L.7)

Ar—1

(k- 1)

k!

= 0.

xr=

Sea 0 < j <k — 1, veamos que L [a7p(\;)]

Usando la féormula de Leibniz se tiene que

k

e lorea) = 3 () @00

=0

Evaluamos esta expresién en 0. Para ver el resultado lo dividiremos en dos casos:

1. Si I < k, entonces o) = 0si|z| < 1, ya que ¢ = 1 si |z| < 1, por lo que
2. Sil = k, se tiene que (xj)(k)‘xzo =jG-1...(J—k+ l)xj*k‘xzo = 0 debido a que
j<k—1.
Entonces obtenemos que para todo j,0 < j < k — 1, ;;—kk [xﬂkp()\jx)]‘ = 0, luego (1.7)
evaluada en 0 queda asi: -
d* ra
® () = 2 |2k k
F90) = g [yt -
Para acabar la demostracién del teorema de Borel, veamos que %jx—kk (%o (M) = ay.
’ =0
Usando de nuevo la férmula de Leibniz, se tiene que:
k
ar d* o _ W N (RN o 6) yhd k)
T o] | =3 (5) e (18)
- x=0

Para evaluar (1.8) en x = 0, lo haremos en funcién del valor de j:
1. Sij<k k—j>1 porloque p*) =0si|z| <1 luego o9 (0) = 0.
2. Si j = k, se tiene lo siguiente:

<:) (z") B (M) =k(k—1)...3-2-1-p(\2)|

x=0"

=0
como ¢ = 15si |z| < 1 entonces p(0) = 1, por lo que (1.7) evaluada en 0 queda de la siguiente

manera.:

(k) A

quedando probado el resultado. O



Capitulo 2

Teorema de Ritt

El concepto de desarrollo asintdtico de una funcién holomorfa en un punto de la frontera
de su abierto de definicién trata de dar sentido preciso a la posibilidad de aproximar dicha
funcion en la cercania del punto por las sumas parciales de una serie de potencias, incluso
aunque dicha serie tenga radio de convergencia nulo.

Tras estudiar las principales propiedades de este concepto, este capitulo se dedicara a ob-
tener el Teorema de Ritt, que asegura la posibilidad de construir funciones en sectores
cualesquiera del plano complejo con desarrollo asintdtico arbitrariamente prefijado en su
vértice. Finalmente, se probara que este resultado y el Teorema de Borel, visto en el primer

capitulo, son equivalentes.

2.1. Desarrollo asintotico de una funcion

En esta secciéon, G serd un abierto conexo de C de manera que 0 es un punto de la frontera
de G. La eleccion del punto se hace por conveniencia y no supone restriccion alguna para

los problemas que discutiremos.

Notacion 2.1. En este capitulo, denotaremos por 0G a la frontera de G.

Denotaremos por H(G) al espacio de las funciones complejas holomorfas en G.

o0

Definicién 2.2. Se dice que E a,z" es un desarrollo asintético de una funcién f € H(G)
n=0
en 0 € 0G si para todo n € Ny, se tiene que:
¢ o ky,—n _
£1_I>I(1)(f(2> kg_o apz")z 0. (2.1)

oo
En este caso, escribiremos f ~¢ g an2".

n=0

10
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Observacién 2.3. En la definicion anterior, el limite anterior se puede escribir asi: para
n

cada € > 0 existe § > 0 tal que si z € B(0,0) NG, entonces |f(z) — Zakzk| < elz|"™.

k=0
Este hecho, relativo a la uniformidad del limite independientemente de la manera en que el

punto se aproxime a 0, tendra especial importancia en la observaciéon 2.10.

Proposicion 2.4. Si f ~g Z anz" Y g ~q Z b,2", entonces f + g ~¢ Z(an + b,)2".

n=0 n=0 n=0

Ademds, si A € C, entonces \f ~¢ Z Aa,z".

n=0

Demostracion. Sea n € Ny, tenemos lo siguiente:

1 i) = gl t )t JE) = S eadt | 9(2) = S bt
z—0 Zn 250 on o n
0, ya que f ~¢g Zanz” Y g~a anzn. Por lo que f 4+ g ~¢ Z(an +b,)2",
n=0 n=0 n=0

z—0 z z—0

M (2) = S0 Aagh — gt >
2. lim J(2) = 2o A= _ Ah’mf(z) 2k 7 _ 0, ya que f ~g Zanz”. Por lo
n Zn
n=0

que \f ~g Z Aa, 2"
n=0
O

Notacién 2.5. Denotaremos por &7 () al espacio vectorial formado por las funciones ho-

lomorfas en G que tienen desarrollo asintotico en 0.

Observacién 2.6. Por el resultado anterior, tenemos que la aplicacién ¢, : &/ (G) — C

o]
definida como ¢, (f) = ay,, si f ~g Z a,z", es lineal para cada n € N.
n=0

oo oo o0
Proposiciéon 2.7. Si f ~g E a2 Yy g ~q E bn,2", entonces f - g ~¢g E cp2", siendo
n=0 n=0 n=0

n
Cp = E a;b,_;, con n € Ny.

J=0

o
Demostracion. De (2.1), se tiene que [ ~¢g Z%Z" es equivalente a que para cada

n=0
n

n € Ny, existe f, € H(G) tal que lim, y0.eq fu(z) = 0y f(2) = Zakzk + fu(z)2".
k=0
Andlogamente, para cada n € Ny, existe g, € H(G) tal que lim, 0.ecgn(2) =0y g(z) =

11
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Z bp2" + g (2)z

Por lo tanto, multiplicando estas dos expresiones, se tiene que para cada n € Ny,

Zakz Zbkz + 2" (gn(z Zakz + ful )Zbk2k+fn(z)9n(2)zn)
k=0

n k n n
= Z(Z a;be_j)2* + 2"(gn(2) Z arz + fo(2) Z bz + fu(2)gn(2)2"
k=0 j=0 k=0 k=0
n n n k
+ O abun )2 =D O agbey) + 2"ha(2),
k=1 j=k k=0 j=0

donde para cada n 6 Ny, hn(z) = 0si z — 0,2 € G y se verifica que h,, € H(G). Por lo

tanto, f - gwgz Za] n—j) 2" O

n=0 75=0
Proposiciéon 2.8. Una funcion f € H(G) tiene como mdzimo un desarrollo asintdtico
oo

E a,z" en 0, el cual viene dado por las siguientes formulas recursivas:
n=0

ap = ll_rf(l) f(2); a, =lmz""(f(z) — Z apz®), n > 0. (2.2)

z—0

Demostracion. Sea f € H(G),0 € 0G y supongamos que f ~g Zanz”, es decir para
n=0
cada n € Ny se verifica (2.1).

1. Sin =0,
0 = lim(/(2) — ao) = Lim(F(2)) — ap = ap = lim (2).
2. Sin >0,
n n—1
0 = lim(f(2) — % ar2t)z ™" = lim(f(2) - ]; a2’ — a,2") 2"
= il_%(f(z) — - apZ¥) ™" —a, = a, = ll_I}(l)(f(Z) — Zakzk)z_",

por lo que hemos probado la relacion de recurrencia y que en caso de existir un desarrollo
asintotico, este viene dado como se dice en el enunciado.

Por la unicidad del limite y por (2.2) tenemos la unicidad de los desarrollos asintéticos. [J

12
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Un tipo especial de abiertos conexos G que verifican que el 0 € G son los denominados

como sectores circulares, los cuales procedemos a definir a continuacion:

Definicién 2.9. Sean 0 <r < oo ya,fB € R, 0 < —a < 27. Se define el sector circular,

o simplemente sector acotado, de radio r y angulos «, 5 como:
S=8(ra,p)={z=|z1":0<|z| <r,a<d<p}

Por ejemplo, S(5,0, %’T) es de la siguiente forma:

Si r=o00, entonces el sector circular también se llama sector no acotado.

Observacion 2.10. La existencia de desarrollos asintéticos de una funcién f depende basi-
camente de la region GG en la que estemos trabajando.

Por ejemplo, sea f(z) = exp(L), z # 0, que esté claro que pertenece a H(C\ {0}):

1. La funcién f no tiene desarrollo asintético en 0 si tomamos G = C \ {0}.

2. Por el contrario, si definimos W, := S(o0, T + 1, 37“ —n), 0 <n <3, entonces f ~y,
o

Z a,z", donde a, = 0 para cada n € Nj.

n=0
Observemos que W, tiene la siguiente forma:

13
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3. Sin =0, entonces de nuevo f no admite desarrollo asintético.

Veamoslo:

Demostracion. 1. Basta observar que como f tiene una singularidad esencial en 0, no

existe el limite de f cuando z tiende a 0, por lo tanto no se verifica lo indicado en la

proposicién 2.8. Por lo tanto, f no tiene desarrollo asintético en G = C\ {0}.

2. Seancon 0 <n<F. Como feH(C\{0}), entonces f € H(W,) .

Por la proposicion 2.8, tenemos que, en caso de que f tenga desarrollo asintotico se

tiene que verificar que

z—0

n—1
ao =1im f(2),  an=1limz""(f() - Z)

Probemos que a,, = 0 para cada n € Ny por induccién sobre n.

a)

1 1
Sin =0, ap=limexp(-) = lim exp(—), Z4n<f<E—n.
re

2z—0 z r—0t

Veamos que se cumple que hm |exp(—)| = 0 uniformemente con respecto de
ret

0 en (5 +1, %5 —n):

efiﬁ
i | exp(—)| = lim exp(R(—)) = lim exp(

I ret r—0+ ret? r—0+ r

).

% = cos(f) — zsm(@), luego R(e”) = R(e™*). Luego como
cos(f) < cos(§ +1n) <0.
(

pracada@E Z+1n,% —n)y por el
) =

Observemos que ¢

Z+1n <0< —n, se tiene que R(e?) =

cos( 5 +n)

p(—=—)
if

R(e-

Entonces, exp((eT_w)) < ex

)

criterio del Sandwich, lim exp( = 0 uniformemente con respecto de 6

r—0+

Supongamos que ay = a1 = ... = 4,1 = 0, veamos que a,, = 0. Tenemos que
n—1
a, = lim 27" (exp(— 1 E ap2®) = hmz exp(l) = lim r e exp( ! )
" z—0 Z — r—0+ T@ie ’

T4n<<E .

—ne—znG

1 , o e
exp(—)| = lim " exp(“—)] = 0

uniformemente con respecto de 6 en (% + 1,38 — ).

Veamos que se verifica que lim |r
r—0t

Haciendo las mismas operaciones que en a), tenemos que para cada 0 € (5 +
0,2 =), rexp(BED) < pmexp(EE),

14
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cos(5 +
Como lim r~ exp(M) = lim s" exp(cos(g +n)s) = 0, tomando s = 1,

r—0t T §—00 '
L . R
por el criterio del Sandwich tenemos que hrn+ " exp(
r—0 r

te con respecto de 6 en (3 + 1, 2 — 7), es decir a,, = 0.

n

) = 0, uniformemen-

Por lo que por induccién se tiene que a,, = 0 para cada n € Nj.

3. Veremos que cuando 17 = 0, no se cumple ni siquiera que exista HH(I] f(2).
zZ—r
Por la definicion del limite, tenemos que probar que dado 1 > ¢ > 0, existe r > 0 tal

que para todo z € B(0,7) N S(00, Z,3) se verifica que | f(2)] < e.
cos(6)
|=]

Sea z = |z|e?, se tiene que |f(2)] = |exp(2)| = exp(R(2)) = exp( ), luego para

t0d09,§<9<3§:
cos(f)

e 0 < S0 <1< )

Como § < 0 < 37“, se tiene que —1 < cos() < 0, pudiéndonos acercar a 0 todo lo que

<In(e) & |2| <

(2.3)

se quiera, por lo que no podemos encontrar un r > 0 que satisfaga (2.3) simultanea-

mente para cada 6 € (%, 3).

Entonces no existe lim f(z) y concluimos que f no tiene desarrollo asintético en
z—0

S(o0, T, 3m).

12772

]

2.2. Derivacion de los desarrollos asintoticos

El objetivo de esta seccion es establecer la estabilidad del desarrollo asintético con res-
pecto a la derivacion, siempre y cuando se reduzca el sector de definicion de la funcion

derivada a un subsector propio del original. Este resultado sera de utilidad mas adelante.

Definicién 2.11. Sean S = S(r,a, ) y T = S(r,7,9) dos sectores circulares en 0.
Diremos que T es un subsector propio de S si {z = |z]e? : 0 < |z| <r,y <O <6} C S. Si

T es un subsector propio de S, lo denotaremos por 7' < S.

Proposicién 2.12 (Desigualdades de Cauchy para las derivadas). Sea U un abierto

de C y sea f € H(U). Si B(zy,7) C U, entonces para cada n € Ny se tiene que:

7o)l < ™ sup{ ()] — 20| = 1}

Lema 2.13. Sean S y T dos sectores circulares de manera que T < S. Supongamos que

' Ii =0. F li '(z) = 0.
g € H(S) verifica que Z_}ér’glesg(z) 0. Entonces dm 29 (2) =0

)

15
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Demostracion. Sea r el radio del sector S. Entonces existe un a > 0 tal que para cada

r

z € TN B(0,%) se tiene que B(z, alzo|) € S. Esto se justificard en la observacién 2.14.
Por la Desigualdad de Cauchy para n=1, se tiene que

, 1
19'(20)] < sup{|g(w)| : w € S(20, alzo|)},
alzo

es decir, para cada 2, € T'N B(0, ), se tiene que:

alz09'(20)] < sup{|g(w)| : w € S(z0, alzo])}- (2.4)
Como a es constante y por hipdtesis lim < g(z) = 0, entonces se tiene que:
z—0,z€
lim sup{|g(w)| : w € S(z,alz])} = 0, luego, por (2.4), lim z¢'(z) = 0. O
2z—0,z€T z—0,z€T

Observaciéon 2.14. Podemos calcular una constante a que verifique lo pedido en el anterior
lema. Observemos que si encontramos un valor a > 0 tal que se verifique que B(zg, a|z|) € S
para los zg = Re® tales que R = 5, 0 =7 0 0 = 0 bastarfa ya que si se cumplen para estos,

para el resto también.

1. Si 6 = 9§, consideramos una bola de radio a|zg| de manera que a se coge para que sea
tangente a la recta con ecuacion 6 = . Entonces, trazamos una perpendicular que
pase por zg. Luego tenemos un triangulo rectangulo con un angulo de §—9 cuyo cateto

opuesto mide a|zg| y la hipotenusa |zy|, por lo que tenemos que a < |sin(8 — 9d)|.
2. Si 6 =+, con una construccién andloga al caso 1, tenemos que a < |sin(y — a)|

3. Si R =L, entonces también se tiene que cumplir que a < % 5 ya que en caso contrario,

(zo,a|zo| Z S.

Por lo tanto, si cogemos un a > 0 que verifique que a < min{|sin(8 — J)|, |sin(y — a)|, 5},

cumpliriamos lo pedido.

Teorema 2.15. Sea f € H(S) szendo S = S(r,a, B) un sector circular que verifica que

b —a < 2m. Supongamos que [ ~g Zanzn, entonces f ~r Znan Y para cada sector

n=0 n=1
circular T < S.
Demostracion. Como f ~g Z a,z", se puede deducir despejando de (2.1) que para cada
n=0
n € Ny existe f, € H(S) tal que 1lim f,(2) =0y que f(z Zakz + ful(z
z—0,z€8

16
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Derivando esta expresiéon obtenemos que f'(z Zkakzk '+ gu(2)2"1, donde g,(2) =
k=1
2fn(2) + nfn(2).
Como lim f,(z) =0, por el lema anterior tenemos que dado 7" un sector circular, con
z—0,2€S8
T=S, lim zf (z)=0,porloque lim g,(z)=0.Porlo tanto, concluimos que f ~g
z—0,z€T z—0,z€T
Z napz" L. O
n=1
o
Corolario 2.16. Sea f € H(S) siendo S un sector circular tal que f ~g Z a,z", entonces
n=0
1 ®)(2) = k! 2.
i, 0 = K %)

para cada k € Ny yT' = S.

Demostracion. Aplicando k veces el teorema anterior tenemos que
k) Z)NTZn(n—l)(n—Q) (n—k+1)a,z" an k2"
n=~k

Por lo tanto, lim f®(2) = by = klay. O

2—0,z€T

2.3. Teorema de Ritt

En esta seccion veremos que, si g a,z" es una serie de potencias arbitraria y S es un

n=0
[e's)

sector circular, podemos construir una funcién f de manera que f ~g E a,z"

La idea de esta construccién es reemplazar la serie de potencias dada por una serie funcional

que tenga la siguiente forma:

[e.9]

f(z) = Z an fr(2)2". (2.6)
n=0
donde sera de gran ayuda elegir los factores f,(z) de manera que:
» La serie (2.6) debe converger normalmente en los compactos de S.
» Fijado n € Ny, ili% falz) = 1.

Comenzaremos probando un resultado auxiliar.

17
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Lema 2.17. Sea w € C tal que R(w) > 0, entonces |1 —e | < |w].

—z

Demostracion. Seay = [0, w] el segmento con punto origen 0y punto final wy f(z) = e™?,
entonces por la regla de Barrow, f7 f(z)dz=—(e"=1)=1—e".

Se tiene que |f(z)| < 1 para cada z € ¥, por lo que:

1-ev=| / F(2)d2| < long(y) = .

Notacién 2.18. Denotaremos a C\ (—oo, 0] como C~.

Veremos en el siguiente lema que las funciones f,, que buscamos son:
—b

fal2) =1 = eXp(T;)’

) € H(C™), donde en log se toma la rama principal.

de manera que b, > 0y /z = exp (10g2(z)

Lema 2.19. Sea S := S(r,—m+ ¢, m— ), 0 <@ <7 un sector circular en 0. Entonces la

funcion h(z) :=1— exp(\_/—g), b > 0, es holomorfa en C~ y verifica lo siguiente:

1. Para cada z € S se tiene que

b
h(2)| < —=- (2.7)
P17
2. Para cada m € Ny
zelsl,rzn—m z27™(1—h(z)) =0. (2.8)

Demostracion. La funcién h es holomorfa en C~ ya que /2 lo es y a continuacién la
componemos con =2 y exp(z), que son holomorfas en C~ y C, respectivamente
p 2y exp(2), q y C, resp :

Seaz € S, z=|z]e € C\ {0} con |[§] < 7 — ¢ entonces % < § —%.Como ¢ > 0, se tiene

que % < 3.
Dado que
b —log(z), —In(|z]) +i0, —In(]z]) i0
w= = b ep(— ) = bexp(— ) = b exp(—y ) exp().
se deduce que
—1
R(w)=0b- eXp(M) COS(g) > 0.

Por el lema anterior, se tiene que |h(z)| = |1 — exp(\_/—g)] < |_\;E| para cada z € S.
Por ultimo, z=™(1 — h(z)) = 2™ exp(\_/—g), por lo que

1

|27 (1 = h(2)] = [2]"™" exp(=bR(—=)).

N
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Como z = |z|e?, entonces v/z = +/ |z|e%, lo que implica que:
1

v ). 29

R(exp( ) = 2| exp(— cos(

VI : VI
o

Observemos que si || < m — ¢, se tiene que 5 < 5% luego como la funcién coseno es
0y _ 6]
5) = cos(5

que debido a que b > 0, de (2.9) se deduce que:

|27 exp(=bR(—=)) = [2[" exp( cos(

decreciente en (0,"5%) y ademds es par, cos( ) > cos(5%) = sin(¥) > 0, por lo

Bl exp(_—bcos(g)) < 2™ exp<_—bsm<f>). (2.10)

VIl 2 VIl 2

Para acabar, sea t = W, entonces se tiene que si z — 0, £ — oo por lo que para cada
z

m € Np, b‘thh’m 2metsin(z) = 0, ya que sin($) > 0. Y por lo tanto, de aqui se deduce que
—00

lim 27™(1—h(z)) =0. O

z€8,2—0

Definicién 2.20. Un sector circular S = S(r, a, ) se llama propio si f — o < 2.

A continuacién, vamos a enunciar el conocido como teorema de Weierstrass que vamos

a usar en el teorema 2.22 y en el teorema 4.47.

Teorema 2.21 (De Weierstrass). Sea {f,}32, una sucesion de funciones analiticas en S
tal que f, — f uniformemente en los compactos de ). Entonces f € H(Q2) y ademds para

todo k € N, se tiene que f,gk) — ) uniformemente en los compactos de €.
Ahora estamos en condiciones de exponer y demostrar el resultado central de esta seccién.

Teorema 2.22 (Teorema de Ritt). Si S es un sector circular propio, entonces para cada

o0 o0
serie Z a,z" existe una funcion f € H(S) tal que f ~g Z apz".
n=0 n=0

Demostracion. Para empezar, podemos suponer sin pérdida de generalidad que S =

S(r,—m+p,m—p)con 0 < p < T, yaquesi z — €7z rota el sector S en un sector S* y tengo

una funcién f* € H(S*) que satisface que f* ~g- Zane”"z” entonces f(z) = f*(e™"z2)
n=0

cumple que f € H(S) y ademés f ~g Zanzn. Veamoslo:

n=0
oo

Como f[* ~g« Zanemnz”, tenemos que por (2.1) para cada n € Ny se cumple que

z—0

n=0
lim(f(z) — Z are"*2F) 27" = 0. Nétese que como f(z) = f*(e="z2), se tiene que f(ez) =
k=0
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f*(2), luego si denoto y = €7z, obtenemos que para cada n € Ny:

0 = lim(f(e"2) — Z are""2F) 27 = 1im 520
k=0

z—0 y—0 yne—hw

fly) - Z ary"
k=0

y?’l

Por lo tanto, tenemos que para cada n € N, lfII(l) = 0, es decir, llegamos a
Yy—

o
que f ~g Z anz".

n=0
A su vez también podemos suponer que S es un sector no acotado, es decir, que r = 0o, ya
que si se cumple en S = S(00, «, §), se va a cumplir en cualquier 7' = S(r, a, ), r < 00, ya
que T'C S.

Si n € Ny, entonces sea:

bn = |a7}|n! si n # O’
0 sia, = 0.
Definamos ahora f,(z) =1 — exp(?/bg) y sea f(z) := Z an fn(2)2".
n=0
Por (2.7), se tiene que
an fo(2)2"] < |buanz""2], 2 € S, (2.11)

Notese que por la definicién de b, tenemos que |bya,| < 4, luego de (2.11) deducimos que
|an f(2)2"] < 512|712

n!

X _n
. z .
Como la serie E — converge normalmente en los compactos de C, la serie que define a f
n!

n=0
converge normalmente en los compactos de S, ya que si K es un compacto contenido en S,

existen N > 0y M > N tales que para cada z € K, se tiene que N < |z| < M, por lo que

\/LM < 2|72 < \/LN’ y de aqui se deduce la convergencia normal de f en K.

o0

Entonces por el criterio M de Weiestrass, la serie Zan fn(2)2" converge uniformemente
n=0
hacia f en los compactos de S y como f, € H(S) para cada n € Ny, por el teorema 2.21 se

tiene que f € H(S).
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o

Para acabar, veamos que se cumple (2.1) para fy Z apz". Sea n € Ny, se tiene que :
n=0

- Z%Zk) Zakfk Zakz
k=0

n

— ap(1 — fi(2)z~ 0 4 Z arfu(z . (2.12)

k=0 k=n+1
El primer sumando de (2.12) converge hacia 0 cuando z converge a 0 a través de S porque
es una suma finita y cada sumando cumple (2.8). Para la segunda suma, tenemos que para

cada z € S, |z| < 1, se tiene que :

S S - SRVIE
| anfi(2)2 7 <) Jawfu(2)2 7 < Z 2] :—,
k=n+1 k=n+1 k=n+1 Y 2]

donde en la ultima igualdad hemos usado que la serie es una serie geométrica, luego esta

suma también converge a 0 si z converge a 0 a través de S, por lo que se cumple (2.1) para

todo n € Ny y concluimos que f ~g Z a,2". O
n=0

Una vez demostrado el Teorema de Ritt, vamos a dar una demostracién del Teorema de

Borel, presentado anteriormente, a partir del Teorema de Ritt, pero antes vamos a demostrar

un lema que usaremos en dicha prueba:

Lema 2.23. Sea I = (—r,r), con 0 < r < oo un intervalo de R y sean u,v : I — R dos
funciones continuas, de manera que u es derivable en I \ {0} y se cumple que u' = v en
I'\ {0}. Entonces u es derivable en 0 y u'(0) = v(0).

Demostracién. Empecemos la demostracién observando que lim ' (k) = lim v(h) =
h—0*t h—0*t
v(0) y lim « (h) = lim v(h) = v(0).
h—0~ h—0~

u(w) —ul0)

v(n,), donde n, € (0, z), luego si x — 07, llegamos a que 1, — 0, por lo que «'(0%) = v(0).

Por lo tanto si x > 0, se tiene que por el Teorema del valor medio,

Andlogamente, si < 0 se llega a que «/(07) = v(0), por lo tanto u es derivable en 0 y
u'(0) = v(0). O

Corolario 2.24 (Teorema de Borel). Sean {a,}°, una sucesion de nimeros reales e
I =(—rr),0<r < oo un intervalo de R. Entonces existe una funcion g : I — R que

cumple las siguientes propiedades:

1. g es analitica en I\ {0}, es decir, g se puede expresar como una serie de potencias en

un entorno de cada punto de I\ {0}.
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2. g€ €>(I) y g™ (0) = a, para cada n € Ny.

Demostracion. Sea S un sector circular de radio r que contenga a I'\ {0}. Por el Teorema
de Ritt, existe f € H(S) de manera que f ~g Z %z”.

Sea g(x) = R(f(z)),z € I\ {0}. Como f es agZI()itica en S, g es analitica en I\ {0} y por
lo tanto, para cada n € Ny existe ¢ : I\ {0} — R.

Sea n € Ny entonces como a,, € R se tiene que por (2.5):

() — Y ) () — g
il_r%g (x) ig%f (x) =t = aa.

Por lo que podemos extender g™ a una funcién continua definida en I con llegada en R
asignandole el valor a,, en = 0. Por lo tanto, por el lema 2.23, como g™ es la derivada
de gV en I\ {0}, entonces g™ también es la derivada de g™~ en 0. Luego g™ es la

n-ésima derivada de g en I, por lo que como ¢™(0) = a,, queda probado el teorema. O

Observacién 2.25. Este resultado se puede extender al caso en el que {a,}2, sea una
sucesion de nimeros complejos tomando las sucesiones {b,}22, v {c,}o2, definidas como la
parte real e imaginaria de {a, }°° , respectivamente. Por el resultado anterior, hemos probado
que existen g,h : I — R que verifican las tesis del teorema previo. Basta considerar la

funcion f = g + ih.

Una vez demostrado el Teorema de Borel a partir del Teorema de Ritt, vamos a demostrar

que son equivalentes, pero para ello haremos dos reducciones al problema planteado:

1. Como hicimos en la demostracion del Teorema de Ritt, podemos trabajar con sectores

cuyo semieje de simetria sea el semieje real positivo.

2. Ademas vamos a ver en el siguiente lema que si probamos que se cumple el Teorema
de Ritt en un sector adecuado entonces se cumple para cualquier sector cuyo semieje

de simetria sea el semieje real positivo.

Lema 2.26. Si el Teorema de Ritt se verifica para el sector S = S(oco, =, F), entonces se

verifica para cualquier sector de C con vértice en el origen.

Demostracion. Por hipdtesis, se tiene que dada una sucesion cualquiera de nimeros com-
oo

plejos {a, }22, existe f € H(S) tal que f ~g Zanw2n.
n=0

Sea T = S(o0, =%, Z). Definimos F' : T — C como F(z) = f(y/z), donde en /z se toma la

2772
rama principal, la cual es holomorfa en 7. Observemos que si z € T, \/z € S, por lo tanto
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F esta bien definida y F € H(T).

m

F(z) — Z apz®

k=0 =0:

Ahora veamos que para cada m € Ny se cumple que lim
2—0,2€T zm

o FE-Yast V) - S e

z—0,2€T z z—0,2€T (\/Z)Qm

Noétese que si z € T, w = /2 € S, por lo tanto el limite anterior es

f(w) — i”: apw
k=0

lim - =0,
w—0,weS w?2m

o.] oo
ya que f ~g Z a,w”™. Por lo tanto, F' ~p Z a,2".

n=0 n=0
Ahora bien, si U = S(oo, —m, 7) repitiendo el razonamiento anterior en el caso de T'y U,

[o.¢]
tenemos que existe G € H(U) de manera que G ~p Z a,z" y por lo tanto, concluimos que

n=0
para cualquier sector circular W se cumple el Teorema de Ritt ya que W C U. De hecho,

basta con tomar la restriccién en W de la funcién que obtenemos al aplicar el teorema en

U. ]

Por lo tanto, ahora nos queda verificar que se cumple el Teorema de Ritt en S = S(oo, =, §)
si suponemos que el Teorema de Borel es cierto. Para este 1ltimo paso, necesitaremos el
Teorema de holomorfia bajo el signo integral, que pasamos a enunciar. La demostracion de
este resultado se basa en el Teorema de Leibniz, que hemos incluido en el teorema 3.7 y en

las condiciones de Cauchy-Riemann.

Teorema 2.27 (De holomorfia bajo el signo integral). Sea 2 un abierto de C y E C R™
un conjunto medible-Lebesque. Sea F': Q x E — C tal que:

1. Para cada z € 2, la funcion y € E — F(z,y) € C es integrable en E.
2. Para cada y € E, la funcion z € Q +— F(z,y) € C es holomorfa en €.
3. Emiste g € L'(E) tal que |F(z,y)| < g(y) para cada z € Q y para cada y € E.

Entonces la funcion f : Q — C definida como f(z) = [, F(z,y)dy es holomorfa en Q y para
cada z € Q, f(2) = [, %E (2, y)dy.
Teorema 2.28. Si suponemos que el Teorema de Borel es cierto, se verifica el Teorema de

Ritt para S = S(oco, 7, 7).
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Demostracion. Sea {a,}2, una sucesién de nimeros complejos. Por el Teorema de Borel,
existe una funciéon f definida en R de clase € en R de manera que para cada n € Ny se
tiene que f™(0) = a,.

Podemos suponer también que f es de soporte compacto ya que si no lo es, trabajamos con
f , la funcion que se obtiene al multiplicar f por una funcién meseta como la descrita en la
observacion 1.6.

Entonces la funcién definida para cada z € S por ¢t € (0,00) — e **f(t) es integrable-
Lebesgue en (0,00), ya que f es de soporte compacto y para cada z € S fijo la funcién
e " f(t) es continua en R. Es sencillo comprobar que para cada z € Sy t > 0, se tiene que
le = f(t)] < |f(t)], que es integrable en (0,00) al ser continua y de soporte compacto.
Ademds, sea ¢ : S x (0,00) — C definida como p(z,t) = e **f(t) , tenemos que ¢ es
continua en S x (0,00) y para cada t € (0,00), ¢(2) = ¢(z,t) es holomorfa en S al serlo la

exponencial. Por lo tanto, por el teorema 2.27,

F(z) = /0 et F ()t

es holomorfa en S.

A continuacién, probaremos tres resultados que usaremos més adelante:

1. Para cada z € S, se verifica que %I(TT) > cos(§) = \/75 ya que si z = re?® € S, entonces

|z| = ry R(z) = rcos(f). Por lo que, como la funcién coseno es par y es decreciente

en [0, 7) se tiene que I(\) = cos(f) > cos() = \/Li

. ., . X0 _tzan o n!
2. Probaremos por induccién que para cada n € Ny se tiene que fo e Fthdt = S

otz t—

) Sin=0, [;°edt =
se tiene que R(z) > 0.

— = %, donde se ha utilizado que para cada z € S,
t=0

b) Supongamos que para n € Ny se verifica que fooo e~ ndt = ZZ}%, probémoslo

para n+1. Integrando por partes se tiene que:

o0 gtle=tz |70y 4 g oo
/ e gt = —— + i / e~ ndt
0 =0 < 0

—z
:n+1/°°€_t2tndt:n+1 n! :(n+1)!‘
z 0 z  gntl on+2

Por lo tanto, hemos probado por induccién que fooo e~ Ftndt = Z,Z% para cada n € Nj.

3. Sean € Ny. Como f es de soporte compacto, tenemos que existen M, N € R tales
que si z ¢ [M, N] f(x) = 0, por lo tanto, f"(z) = 0 si x ¢ [M, N]. Ademés, puesto
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que f € €>*(R), por el Teorema de Weierstrass, existe una constante K, tal que
|f™(x)| < K, para cada x € R. Por el Teorema de Taylor, tenemos que sit € R y 7

esta entre 0 y t entonces:

n+1)

ak k (n) n+1 K+ n+l _ n+1

E —t < —— ¢ it .
1)! ‘_(4-1)“ +1H

Por lo tanto, como consecuencia de estos tres resultados tenemos que si z € S 'y n € N, se
tiene que

n
Qg

F(2) =D e
k=0

< [ lenis - —tk\dt
0

:|/ S =Y
0 k=0 "

aplicando 3 a la ultima integral y a continuacion aplicando 2 tenemos que:

n

= —tz k - —tR(z) n+l g, (n+1)'
/0 et £ (t) — k't |dt</0 O Lot dt = Ly

< ¥

Ademas, por 1 se tiene que %(1 5 < por lo tanto se tiene que:

n

F) =3

k=0

| | n+2
o (1) (n+ D' (V)" Hosr (2.13)
+ (R(2))m+2 | 2| t2 |2+

Probaremos que la funcién G : S — C definida como G(z) = LF(2), con z € S, es la funcién
que buscabamos. Observemos que si z € S, % € S ya que si F < 0 < 7 es un argumento

de z, entonces & < —0 < 7 es un argumento de % Por lo que G esta bien definida y es
o

holomorfa en S. Para acabar, veamos que G ~g Z an 2"
n=0

Sea z € Sy n € Ny. Por (2.13), se tiene lo siguiente:

n

1 ag
F(;) - Z (%)k—&-l

k=0

n

- Zakzk I
k=0

G(z) — ZZ:O agz*

ZTL

< 1 Hn+1

— +1
= T~ Ao
z

[—In+1|'Z

Por lo tanto, tenemos que < H,, 11|z, luego por el criterio del Sandwich,

lim G(Z) _ ZZ:O akzk

z—0,z€8 AL

=0, y de aqui concluimos que G ~g Z a,z". n
n=0
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Capitulo 3

Problema de Momentos de Stieltjes

en el espacio de Schwartz

En este capitulo, describiremos el problema de momentos en su forma general, y el de
Stieltjes en particular, limitandonos a su solucion en el espacio de las funciones de decreci-
miento réapido con soporte en (0,00). De hecho, probaremos que la resolucién del problema
de momentos de Stieltjes mencionado equivale a los Teoremas de Borel y Ritt presentados
en los dos primeros capitulos.

Comenzaremos definiendo qué es el momento n-ésimo de una funcién.

Definicién 3.1. Dada una funcion ¢, se define el momento n-ésimo de la funcién ¢ en el

intervalo I, n € Ny, como:

/ " ¢(z)dz, (3.1)

I
siempre que dicha integral exista y sea finita.

También necesitaremos la definicién de la transformada de Fourier de una funcién ¢:

Definicién 3.2. Para una funcién ¢ € L'(R), se define su transformada de Fourier, deno-

tada como gg o Z(¢), como

El problema de momentos consiste en lo siguiente: dada una sucesion {u, }52, de nime-
ros complejos, encontrar una funcién ¢ de manera que las anteriores integrales existan y
verifiquen que:

/:c"<b(:c)d:c = lln, 1 € Np. (3.2)
I
A continuacién definiremos el conocido como espacio de Schwartz o espacio de funciones de

decrecimiento rapido y un subespacio de este:
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Definicién 3.3. Se define el espacio de Schwartz como

S (R) ={f € €°[R) :Ym,n € Ny, lim z"f™ (z) = 0}.

|z|—o00

A su vez, trabajaremos con el siguiente subespacio de . (R):
FL(0,00) = {¢p € L (R) : ¢(x) = 0,Vx < 0}.

Proposicién 3.4. f € .#(R) siy solo si para cada m,n € Ny se tiene que sup{|z™ ™ (x)] :
r€R} =M, < oo.

Demostracion. =) Sean n,m € Ny, como |lll'm x”f(m)(x) =0, fijado € > 0, existe
T[—0o0

N > 0 tal que si |z| > N, entonces |2"f(™) (z)| < €.

Ademés, como [~N, N] es compacto y z"f(™(x) es continua en [N, N], existe
K > 0 tal que si z € [~N, N], entonces |2"f™) (z)| < K, luego para cada = € R,
|z £ ()| < max{e, K} < oo.

<) Sean n,m € Ny. Se tiene que si z # 0, entonces

"0 ()] = : 3.3
o (e = L i (33
que tiende a 0 cuando |z| — oo, por lo que ‘ 1|1’m 2" f (1) = 0.
r|—00
]

Observacion 3.5. Nosotros nos centraremos en el problema de momentos en el caso en
el que I = (0,00) y en el que ¢ € #(0,00), que es lo que se conoce como Problema
de Momentos de Stieltjes en el espacio de funciones de decrecimiento rapido con soporte
contenido en (0, 00). Observemos que como ¢ € . (R), entonces por (3.3), se deduce que

para cada n € Ny, el momento n-ésimo esté bien definido.

Empezaremos dando una prueba de que suponiendo cierto el Teorema de Ritt, podemos
resolver el Problema de Momentos de Stieltjes en el espacio de funciones de decrecimiento
rapido con soporte contenido en (0,00). Para ello, recordaremos una serie de resultados

vistos en el grado.

Teorema 3.6 (De continuidad bajo el signo integral). Sean Q2 C R? y E C R™ y sea
F:Qx E— C tal que:

1. Para cada x € Q, la funciony € E — F(z,y) € C es integrable en E.

2. Para cada y € E, la funcion x € Q — F(z,y) € C es continua en Q.
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3. Eziste g € LY(E) tal que |F(x,y)| < g(y) para cada x € 2 y para cada y € E.
Entonces la funcion f: Q — C definida como f(x fE z,y)dy es continua en Q.

Teorema 3.7 (De Leibniz). Sea Q un abierto de R y E C R™ un conjunto medible-
Lebesque. Sea F : Q) x E — C tal que:

1. Para cada x € Q, la funciony € E — F(x,y) € C es integrable en E.

2. Para cada y € F, la funcion x € Q — F(x,y) € C admite derivada parcial j-ésima
para un j fijo.

3. Ewiste g € L'(E) tal que |25 (z,y)| < g(y) para cada x € Q y para cada y € E.

Entonces la funcion f: Q) — C definida como f fE x,y)dy admite derivada parcial
j-ésima en € y para cada x € €, aT(a:) 5 833 (x y)dy.
J

El siguiente resultado caracteriza las transformadas de Fourier de las funciones del es-

pacio .#(0, o).

Lema 3.8. ¢ es la transformada de Fourier de una funcion ¢ € #(0,00) si y solo si
v € L (R), ¢ se puede extender a una funcion VU continua en H = {z € C : §(2) > 0},
analitica en U = {z € C: J(z) > 0} y que verifica que lim  ¥(z) =0.

|z|—o00,z€H
Demostracion. =) Supongamos que ¢ es la transformada de Fourier de una funcién
¢ € .7(0,00). Entonces, se tiene que ¢ € . (R) ya que ¢ € . (R).
Como ¢ es la transformada de Fourier de ¢, es decir, ¢(z) = / ()™ dt =

—00

/ B(t)e™ dt, vamos a extender ¢ de la siguiente manera:

Si z € H, entonces definimos ¥(z / p(t)e*dt. Sea F : H x [0,00) — C definida
como F(z,t) = ¢(t)e**, entonces se tiene lo siguiente:
1. Para cada z € H, |F(z,t)| = |¢(t)|e 3@ < |¢(t)| para cada t > 0. Observemos
que ¢ € L*(R), luego la funcién t € [0,00) — F(z,t) es integrable en [0, 00).
2. Para cada t > 0, la funcién z € H — F(z,t) es continua en H y es holomorfa en

U al serlo la funcién f(z) = %

Luego por los teoremas 3.6 y 2.27, se tiene que ¥ es continua en H y holomorfa en U.
Ademas, se puede ver facilmente que ¥ extiende a 1. Para probar que la funcién ¥

tiende hacia 0 en H , lo haremos distinguiendo casos:
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1. Siz =z € R, entonces ¥(x) = () = gg(a;) y por el lema de Riemann-Lebesgue,
tenemos que limyg|_oc V() = 0.

2. Seaee (0,5) yseaS={zeC:arg(z) € (e,m—¢e)}. Si z = |z|e? € S, tenemos
que I(z) = |z|sin(d) > |z|sin(e) > 0, luego |e*t| < e 15t Por lo tanto,
usando la notacién de la proposicién 3.4, llegamos a que:

’ / ¢(t)e”tdt’ < Mo,o/ elEsnE g — 0% 5 0gi|z] — o0
0 0 2] sin(e)

3. Seac€(0,5)yseaTl ={z € C:arg(z) € (0,¢]}. Si 2 =z + 1y € T, entonces:

U(r+iy) = /000 p(t)e™dt = /000 p(t)e Vietdt = F(p(t)e V') (z). (3.4)

Llamando ¢,(t) = ¢(t)e™¥", tenemos que ¥(x + iy) = .#(¢,)(x). Como tanto ¢
como la funcién ¢ € R — e~ ¥ pertenecen a . (R), ¢, € .Z(R), luego ¢, € €<(R)
y by, &, € L*(R), por lo tanto de las propiedades de la transformada de Fourier,

se tiene que:

F(¢,)(x) = —izF (¢y)(z). (3-5)

Puesto que ’L/’ ¢/ ‘/ ¢ zxtdt‘ / ‘dt < H¢ Hl y ¢/( )
¢ (t)e ¥t — yo(t)e ¥, se deduce que:

|7 (&) @) < 16/ I + llyd@)e™ n < &' (D)1 + () [lo- (3.6)

Por lo tanto, como z = [z]e?? € T, se tiene que z = R(z) = |z|cos(d) >
|z| cos(g) > 0, luego utilizando (3.4)-(3.6), obtenemos que:
[7(2,)(@) _ &' Ol + [16(t) oo

T - |z| cos(e)

(W ()| = [F(dy)(x) =

— 0si|z| = o0, (3.7)

4. Sea e € (0,5) yseaV = {z € C: arg(z) € [t — ¢,7)}, razonando de manera

analoga al apartado 3 llegamos a la misma conclusién.

Por lo tanto, lim W¥(z) = 0.

|z| >o00,z€H

<) Supongamos que 1 € . (R), entonces se tiene que 1, 12 = ¢ € LY(R), por lo que por
el Teorema de Inversion, podemos expresar ¢ como ¢(z) = % e~ (t)dt. Por lo
R

tanto, tenemos que probar que ¢ € .%(0, c0).
Puesto que 1 € #(R), entonces se tiene que ¢ € .¥(R), luego basta probar que

¢(x) = 0 si x < 0. Ademds, como 1 se puede extender a una funcién ¥ continua en
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H y analitica en U, tenemos que e “**W(z) es holomorfa en U, luego su integral en
cualquier curva cerrada contenida en U es 0, por lo tanto para cada R,e > 0, se tiene

que:

1 4 .
— e U (2)dz = —/ e U (z)dz, (3.8)
FR,S [

27 —R+is,R+ie]
siendo I'g .(t) = ie + Re™, con 0 < t < 7.
SiTg(t) = Re', con 0 < t <, tenemos que I'g . — I'g uniformemente en [0, 7] cuando
—ixz

e — 07. Ademss, puesto que ¥ es continuo en H, We es uniformemente continuo

en B(0, R+1)NH y a su vez, se tiene que para cada ¢ € (0, 1), Re C B(0,R+1)NH.

Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

1 , 1 ,
o e (2)dz = Py El_i)ré}r . e " (2)dz (3.9)
1
=~ lm [ e TU(2)dz = ——/ e (2)dz,  (3.10)
2T e—0+ - R+z€ R—Ha]

luego si R — oo, de (3.9) se deduce lo siguiente:

1 . 1 .
o(r) = — / eTEY(H)dt = —o— lim | e T (2)dz.
R

2T 2T R—oo T

Calculemos este ultimo limite. Observemos que si R > 0, como I'g es un compacto
contenido en H y U es continua ahi, existe Mr > 0 tal que |¥(z)| < My para cada

z € I'y. Luego parametrizando [ e **¥(z)dz, tenemos lo siguiente:

‘ / e (2)dz
T'r

Nétese que la funcion seno tiene simetria axial con respecto a la recta x = 7, por lo

:‘ / e‘”Reit\I/(Re“)Rie“dt‘SRMR / et Bsngr  (3.11)
0 0

w/2

tanto, de (3.11) se deduce que la ultima integral es igual a 2 / e B gt Obser-
0

vemos que como la funcién seno es céncava en [0, Z], entonces sin(t) > 2¢ para cada

t € [0, 3], por lo tanto como x < 0, se tiene que:

' z Rz _
‘ / e_”z\IJ(z)dz‘ < 2RMR/2 e/ g — QRMRM =Mp——mm=
I 0 2Rx x

—7(1—efT) < —7rMR
x

Puesto que x < 0, se tiene que Mp , 'y como se verifica que ¥ tiende
a 0si|z] — oo, con z € H, entonces se tlene que limg ..o Mrp = 0, por lo que
mpeo [f e W (2)dz = 0 y llegamos a que si v < 0, ¢(z) = 0.

O

Teorema 3.9. Si suponemos que el Teorema de Ritt es cierto, el problema de momentos

tiene siempre solucion.
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Demostracion. Empezaremos viendo una simplificacién del problema inicial:
Supongamos que se verifica que para una sucesiéon cualquiera {u,}>2, el problema de mo-
mentos tiene solucién ¢ € .#(0, 00).

Sea 1 la transformada de Fourier de ¢, es decir, ¥(u) = / ep(z)dr vy sea F : R x

(0,00) — C definida como F(u,z) = e™¢(x), que es medible en R x (0,00) al ser con-

tinua. Veamos que se puede aplicar el Teorema 3.7 a la funcién ¢ definida como ¥ (u) =

/ " Flu, 2)da

1. Sea u € R, vamos a probar que z € R — F(u,x) = "*¢(z) es integrable en R.

Observemos que / le“ o (z)|dr < / |p(x)|dz, luego como ¢ € (0, 00), se tiene

— 00 —00
[e.e]

que ¢ € L'(R) y por lo tanto concluimos que / |p(z)|dx < oo.

2. Sea xz € Ry n € N entonces f(u) = F(u,z) es derivable hasta orden n, ya que para
cada n € N, £ (u) = (iz)"e™ ¢ ().

3. Ademéas |f™(u)| = |z|"|¢(x)| y como ¢ € .#(R), para todo n € Ny para N > 1
cualquiera, existe C' > 0 tal que |z|"|¢(x)| < W =: g(z) para cada = € R. Dado
que N > 1, g € L'(R).

Por lo tanto, por el teorema 3.7, para todo n € N, ¢ es n veces derivable y (™ (u) =

/ i"z" e " ¢(x)dw, luego:

—00

PM(0) = i”/oo 2" ¢(x)dr = i" . (3.12)

—00

Se deduce entonces que resolver (3.2) es equivalente a encontrar una funcién ¢ que sea la

transformada de Fourier de una funcién ¢ € .#(0, 00) y que verifique (3.12).
Construyamos dicha funcién. Sea G(z) = exp((1—i)(z+i)2), con (z+i)2 = —/[z + i|eiArg(22H) :
donde la rama del logaritmo se elige de manera que Arg(z + i) € (-7, 37”), ya que asi se

garantiza que G(z) — 0si 2] = 00, z € {z € C:J(2) >0} .

Como G es holomorfa en C' = C\ {ci: ¢ < =1} y G(2) # 0 para cada z € C, se tiene que
H= é es holomorfa en C' y por lo tanto es analitica en C. Luego existen ag, ay,... € C tales
H™(0)

queﬁzao—l—alz—k...si |z] <1, donde a, = =5, conn € Ny .

Sean § € (0, %), S = S(o0, =0, m+6) y para cada n € Ny, b, = Z%Hkan—k. Por el Teorema
k=0""

de Ritt, existe una funcién F' holomorfa en S tal que F' ~g Z b,z". Sea ¥ (z) = F(2)G(z),

n=0
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que es holomorfa en S al serlo F'y G.

Observemos que F' ~g anz", por lo que por la definicién de b, tenemos que F ~g
n=0

( E a,z")( g " ;:n 2"). Ademsds, se tiene que F' = WH, luego como a lo sumo hay un tnico
n!
n=0 n=0

z,unn

(o)

desarrollo asintéticoy H ~g Z a,z", se tiene, por la proposicién 2.7, que ¥ ~g Z
n=0

Si llamamos v a la restriccién de W en el eje real, por el lema anterior tenemos que 7,0 es la

transformada de Fourier de una funcién que pertenece a .#(0,00). Veamos que v verifica
(3.12): por (2.5) y como ¥ es analitica, tenemos que i"u, = "ot = lim, o cs U (2) =

n!

"(0) = $(0). -

A continuacién, vamos a probar que si el problema de momentos tiene solucion, también
es cierto el teorema de Borel, y por lo tanto concluiriamos que los tres teoremas presentados

hasta el momento son equivalentes.
Teorema 3.10. Si el Problema de Momentos tiene solucion, se verifica el Teorema de Borel.

Demostracion. Sea {a,}5°, una sucesién de nimeros complejos. Como el Problema de

Momentos tiene solucién, para la sucesion {%=}>° existe ¢ € .7(0,00) que verifica que

/00 ¢(x)z"dx = ?—:.

Si consideramos la funcién ¥ definida como ¥(u / o(x)e"dx, sabemos que verifica

que UMW (0) = i"% = g, para cada n € Ny. Ademds, como ¢ € .#(R), se tiene que
U e .Z(R), luego ¥ € € (R), por lo que el Teorema de Borel es cierto. O
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Capitulo 4
Problema de Momentos Generalizado

En este capitulo, presentaremos un teorema que da un enfoque general a los tres teore-
mas previamente presentados, finalizando el capitulo viendo que estos no son mas que un
caso particular de dicho teorema.

Para ello, introduciremos lo que son los espacios vectoriales topoldgicos, los espacios vecto-

riales topolégicos localmente convexos y los espacios de Fréchet.

4.1. Espacios vectoriales topolégicos

En esta seccién, presentaremos el concepto de espacio vectorial topoldgico y un tipo
particular de espacio vectorial topoldgico, que es el espacio vectorial topolégico localmente

convexo.

Definicién 4.1 (Espacio vectorial topoldgico). Un espacio vectorial topoldgico X sobre
un cuerpo K, que en nuestro caso sera R o C, es un espacio vectorial sobre K que también
es un espacio topologico en el que la operacion suma y producto por un escalar, definidas
como (z,y) €E X x X —ax+ye Xy (N\z) e Kx X — Az € X respectivamente, son

continuas, considerando en X x X y K x X la topologia producto.

Observacion 4.2. Como la suma en un espacio vectorial topologico es continua, tenemos
que las traslaciones son continuas, y como la inversa de una traslacién es una traslacion, se
tiene que las traslaciones son homeomorfismos.

Por lo tanto, solo con estudiar el sistema fundamental de entornos del 0 nos sirve, ya que

trasladando esta base de entornos conseguimos un sistema fundamental de cualquier punto.

Definicién 4.3. Un espacio vectorial topolégico X es localmente convexo si el 0 admite un

sistema fundamental de entornos convexos.
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Definicién 4.4. Sea {p;}ic; una familia de seminormas en X, siendo X un espacio vectorial
e I un conjunto de indices no vacio.
La topologia generada por {p;}icr en X es aquella que tiene como sistema fundamental de
entornos del 0 a los conjuntos de la forma {V;.}jc;.~0 , de manera que J es finito, definidos
€como

Vie={re X :pj(x)<eVjeJ}

Observacién 4.5. Esta topologia es la menos fina que hace continuas a las seminormas de
la familia {p; };c;. Ademés, considerando la topologia anterior, se tiene que {x,}°, converge

a x siy solo si para cada i € I, p;(z,, —x) — 0 si n — 0.

Proposicion 4.6. Sea X un espacio vectorial topolégico. Entonces X es localmente convexo

sty solo si existe una familia {p;}ic; de seminormas en X que generan la topologia de X .
Demostracion. Se puede ver en el libro de J. Horvéth [7] en las pdginas 89 y 95. [

Notacion 4.7. Sea X un espacio vectorial sobre K, A € Ky A C X, denotaremos por \A

al siguiente conjunto: {\ -z : xz € A}.

A continuacién, vamos a dar una definicion y una proposicién que nos indicard coémo
garantizar si un espacio localmente convexo es de Hausdorff. Esto serd realmente 1til en la

seccion 4.2.

Definicién 4.8. Se dice que una familia de seminormas P = {p; };¢s, definidas en un espacio
vectorial X, es separada si para cada z € X \ {0}, existe i € I tal que p;(x) # 0. Observemos

que esto es equivalente a que si para cada i € I, p;(x) = 0, entonces x = 0.

Teorema 4.9. Un espacio localmente convero X es de Hausdorff si su topologia puede

generarse por una familia P = {p;}icr separada de seminormas.

Demostracion. Sean x,y € X, con x # y. Como P es separada, existen i € [ y € > 0
tales que p;(x — y) = 2¢.

Sean V, :={u € X :pj(r—u) <e}yV,:={ue X :p(y—u) <e}. Sepuede ver facilmente
que Vy=x+eUyV,=y+eU,siendo U ={u € X : p;(u) < 1}. Puesto que la topologia
de X estd generada por P, se deduce que U es un entorno de 0, luego V, y V, son entornos
de x y de y respectivamente.

Ademds, son disjuntos ya que si u € V, N'V,, entonces:
pi(r —y) < pi(xr —u) +pily —u) < 2,
llegando a un absurdo. O
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Definicién 4.10. Sea X un espacio vectorial.

1. Se dice que un conjunto A C X es absorbente si para cada x € X, A absorbe a {x},

es decir, para cada = € X existe r > 0 tal que = € cA para cada ¢ € K, |¢| > r.
2. Se dice que un conjunto C' C X es equilibrado si aC' C C para cada a € K, |a] < 1.

3. Se dice que un conjunto 7" C X, con X un espacio vectorial topoldgico, es un tonel si

es cerrado, convexo, equilibrado y absorbente.

4. Se dice que un espacio vectorial topologico es un espacio tonelado si cumple que todo

tonel es un entorno del 0.

Definicién 4.11. Diremos que una familia de seminormas P de un espacio vectorial X
es saturada si para cualquier subfamilia finita {p;};c; de seminormas de P, se tiene que

méxpi eP.

A continuacién, vamos a dar una serie de resultados relativos a la continuidad de las
aplicaciones lineales entre espacios vectoriales topoldgicos. Serdn especialmente 1itiles el

corolario 4.15 y el corolario 4.17, los cuales caracterizan los funcionales lineales continuos.

Proposicién 4.12. Sean X,Y espacios vectoriales topologicos y sea f: X — Y una apli-

cacion lineal. Entonces, f es continua en X si es continua en 0.

Demostracion. Sea W un entorno de 0 en Y, como f es continua en 0, se tiene que
f7YH(W) es un entorno de 0 en X. Pero entonces, para cada a € X, se tiene que f(a) + W
es un entorno de f(a) en Yy f~1(f(a) + W) 2 a+ f~ (W), que es un entorno de a. En

conclusion, f es continua. O

Proposicion 4.13. Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente convexo cuya topologia
estd generada por una familia saturada {q;}ic; de seminormas continuas de X y sea Y
otro espacio vectorial topologico localmente convero cuya topologia estda generada por una
familia de seminormas continuas {r;}ic, de Y. Entonces, una aplicacion lineal f: X — Y
es continua en X si y solo si para cada r; existe una seminorma q; y M > 0 tal que
r(f(x)) < Mgi(x) para cada x € X.

Demostracion. <) Supongamos que para cada 7, existen M > 0y ¢; que verifican lo
supuesto. Sea W un entorno del 0 en Y, entonces al estar Y generado por una familia

de seminormas, W contiene a un conjunto de la forma:
Ane={y 1, (y) <e, 1<k <n}.
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Entonces, para cada 1 < k < n, existen My > 0y ¢;, tales que r;, (f(z)) < Mg, (x)
paracadaz € X.SeaV = {z: ¢, (z) < il Sk< n}, al generar {¢; };c; la topologia
de X, V es un entorno abierto de 0.

Concluyamos probando que V' C f~1(W) y con esto tendriamos que f es continua
en 0, y por la proposicién anterior, f seria continua en X. Sea xz € V, r, (f(z)) <
Myq;, (z) < &, luego f(z) € A, C W y por lo tanto, z € f~1(W).

=) Supongamos que f es continua en X. Sea | € L, entonces V ={y €Y : r/(y) < 1} es
un entorno del 0 y debido a que f es continua, f~1(V)=W ={z € X : f(x) eV} =
{z € X :r(f(z)) <1} es un entorno del 0. Como X esta generado por {¢; }ics, existe
J C I finito y v > 0 tal que A;, C W, siendo A;, = {zr € X : g;(z) < y para cada
jeJ}
Puesto que {¢;}ier es saturada, () = méx;c;q; € {¢}ier y ademds, dado que para
cada j € J, g;(z) < v se tiene que Q(z) < 7, entonces por la definicién de @) se tiene
que {x € X : Q(z) <~} C A, C W. Puesto que tanto r; como () son seminormas y
f es lineal, r/(f(x)) < %Q(x) para cada r € X.
0

Notacion 4.14. Se denota al espacio de funciones f : X — K lineales y continuas en X

como X'.

Corolario 4.15. f € X' si y solo si existen una seminorma continua q en X y M > 0 tal

que para cada x € X, |f(x)| < Mq(x).
Demostracion. Basta aplicar la proposicién anterior ya que K es un espacio normado. [

Notacion 4.16. Sean p una seminorma continua en X, a € X y r > 0, denotaremos por
By(a,r)={zx € X :p(x —a) <r},y By(a,r) ={x € X : p(x —a) <r}.

Corolario 4.17. Sea f : X — K una aplicacion lineal. Entonces f € X' si y solo si existe

una seminorma continua q en X tal que f(B,(0,1)) estd acotada.
Demostracion. =-) Es consecuencia del corolario 4.15.

<) Supongamos que existe M > 0 tal que |f(z)| < M para cada = € B,(0,1). Entonces
observemos que si x € X, ¢(x) # 0, se tiene que i € B,(0,1), por lo que |f(q($—x))| <
M, es decir como f es lineal, |f(z)| < Mq(x).
Ademds, si g(x) = 0, tenemos que probar que f(x) = 0. Paracada A € K, Az € B,(0,1)
ya que ¢(Az) = 0. Entonces, |A\f(x)| = |f(Az)| < M, luego como A es arbitario, lo
anterior solo es posible si f(x) = 0. Por lo tanto, f € X'.
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]

Definicién 4.18. Sea f un funcional lineal y p una seminorma continua en X, se dice que

f es p-acotado si
p(f) == sup{[f ()] : p(x) < 1} < oo.
Observacién 4.19. Observemos que p*(f) = sup{|f(z)| : p(z) < 1} ya que si z € B,(0,1),

entonces sea {\,}22, una sucesién creciente tal que 1 > X, > 0 para cada n € Ny y que
converge a 1, consideramos z,, = \,z, con n € Ny. Por lo tanto, se deduce que z,, - = y
para cada n € Ny, p(z,,) = \up(z) < A\, < 1,y ademds se tiene que f(z,) = A\ f(z) — f(2).
Luego [f(2)] < sup{|f(zn)| : n € No} < p*(f).

Observacién 4.20. A partir de la observacion 4.19 y el corolario 4.17, se puede deducir

que f € X' siy solo si existe una seminorma continua g en X tal que f es g-acotado.

Definicién 4.21. Un espacio seminormado (X, ¢) es un par formado por un espacio vecto-
rial X y una seminorma ¢ continua en X, considerando la estructura de espacio vectorial

topoldgico localmente convexo cuya topologia es la generada por g en X.

Lema 4.22. Sea (X, q) un espacio vectorial topoldgico seminormado y sea f : X — K una

aplicacion lineal. Entonces [ € X' si y solo si ker(f) es cerrado.

Demostracién. =) Si f es continua, entonces ker(f) = {r € X : f(z) =0} = f~1({0})

es cerrado en X.
<) Supongamos que ker(f) es cerrado.

a) Siker(f) =X, entonces f =0, por lo que f € X".

) =
b) Si ker(f) # X, entonces existe g € X tal que xy ¢ ker(f), por lo que A =
xo + ker(f) = {x € X : f(x) = f(x)} es cerrado en X. Observemos que 0 ¢ A
ya que f(0) = 0 # f(xo), luego como A es cerrado en X, existe r > 0 tal que
B,(0,r)NA=2.
Veamos que si z € B,(0,7), entonces | f(x)| < |f(zo)|. Razonemos por reduccién

al absurdo, es decir, supongamos que existe z € B,(0,7) tal que |f(x)| > |f(xo)| >

0. Sea Yy = xfEZB;)) € X se tiene que q(y) = q(x)‘i];(éi?))" < r yaquezx c Bq(O,T)
y ‘f;féoﬁ‘ < 1, y ademas, se verifica que f(y) = (x)f mO = f(x0), por lo que

y € B,(0,7) N A, llegando a un absurdo.
Por lo tanto, |f(z)| < |f(xo)| para cada z € B,(0,7), y como f es lineal, se tiene
que |f(z)| < I|f(xo)| para cada z € By(0,1), es decir, f(B,(0,1)) es acotada y

por el corolario 4.17, tenemos que f € X'.
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]

Lema 4.23. Sea (X, q) un espacio vectorial topologico seminormado. Si H es un hiperplano,

es decir un subespacio propio y mazrimal de X, entonces H es cerrado o denso en X.

Demostracion. Como H C H y tenemos que H es un hiperplano de X, entonces tenemos

que o H=H o X = H, es decir o H es cerrado o es denso. O

Lema 4.24. Sea (X,q) un espacio vectorial topoldgico seminormado. Entonces, una apli-

cacion lineal no nula f: X — K no es continua si y solo si ker(f) es denso en X.

Demostracion. Si f es lineal y f # 0, entonces ker(f) es un hiperplano de X, luego por
el lema 4.22 y por el lema 4.23 se tiene que f no es continua si y solo si ker(f) no es cerrado

si y solo si ker(f) es denso en X. O
Ahora a partir de este resultado, probaremos un lema que usaremos en el teorema 4.55:

Lema 4.25. Sea (X, q) un espacio vectorial topoldgico seminormado. Entonces una aplica-

cion lineal no nula f : X — K no es continua st y solo si para cada o € K, el conjunto
ft{a}) es denso en X.

Demostracion. <) Basta con tomar o = 0 y aplicar el lema 4.24.

=) Si f no es continua , al ser f no idénticamente nula y lineal se tiene que f(X) = K,
por lo que dado a € K\ {0}, existe 2o € X tal que f(zg) = a.
Al no ser f continua, por el lema 4.24 se tiene que ker(f) es denso en X, por lo que
dados x € X y r > 0, tenemos que B,(z — xo,r) Nker(f) # <. Entonces, existe
y € By(x — xo,7) Nker(f), por lo que y + zg € By(z,7) N f~1(a), y de aqui se deduce
que f~(a) es denso en X.
]

4.2. Espacios de Fréchet

Un tipo de espacios localmente convexos que merece la pena destacar son los espacios de
Fréchet, que son un tipo particular de espacio metrizable, que sera definido a continuacién.
Nosotros daremos la definicion de espacio metrizable, de completitud en estos espacios, de

espacio de Fréchet y proporcionaremos unos ejemplos que se usaran mas adelante.

Definicién 4.26. Se dice que un espacio vectorial topologico X es metrizable si existe una

métrica d : X x X — R que induce la topologia de X.

38



Trabajo Fin de Grado,Roberto Lobon Vecin

Observacién 4.27. Obviamente un espacio vectorial topoldgico metrizable siempre es de
Hausdorff.

A continuacién, daremos una caracterizacién de los espacios localmente convexos metri-

zables.

Proposicion 4.28. Un espacio localmente convexo X es metrizable si y solo si es de Haus-

dorff y su topologia estd generada por una familia numerable de seminormas.
Demostracion. Se puede encontrar en el libro de J. Horvéth [7] en las pdginas 110-116. [

Observacion 4.29. Si X es metrizable, entonces existe una familia numerable {p,}>°, de
seminormas continuas en X que generan la topologia de X. Podemos suponer que la familia
{pn}22, es creciente, es decir que p,(x) < p,.1(x) para cada x € X, ya que la familia
{pn}22, definida como p,(x) := max{p;(z) : j < n} lo es y genera la misma topologia que
{pntnzo-

Ahora introduciremos el concepto de completitud en espacios vectoriales metrizables, el

cual se puede presentar en términos secuenciales.

Definicién 4.30. Sea X un espacio vectorial metrizable y sea {py }32, una familia numerable
de seminormas que generan la topologia de X.

Se dice que una sucesién {z,,}5°, de elementos de X es de Cauchy en X si para cada k € Ny
y para cada € > 0, existe ng € Ny tal que pg(x, — z,,,) < € para cada n,m > ny.

Se dice que X es completo si toda sucesién de Cauchy en X es convergente hacia un elemento
de X.

Proposicion 4.31. Si X es un espacio metrizable completo y A C X es cerrado, entonces

A es completo.

Demostracion. Sea {x,}°, una sucesion de Cauchy de elementos de A, entonces es una
sucesion de Cauchy en X, por lo tanto como X es completo, existe z € X tal que x,, — .

Pero como A es cerrado, se tiene que = € A, concluyendo que A es completo. n

Definicién 4.32. Un espacio vectorial topoldgico localmente convexo X se dice que es un

espacio de Fréchet si:
1. X es de Hausdorft.
2. Su topologia esta generada por una familia numerable de seminormas py, k € N.

39



Ana4lisis Funcional

3. X es completo con respecto a la familia numerable de seminormas.

Observacién 4.33. Se tiene que cada espacio de Banach es un espacio de Fréchet, ya que en
este caso tenemos que la topologia esta generada por una tnica seminorma, es de Hausdorff

por el teorema 4.9 y es completo.
Veamos a continuacién unos ejemplos que usaremos més adelante.

Lema 4.34. Si f € Z(R), P.(f) = sup{|2’ fP ()] : 2 € R,0 < j < n,0 < k < n}, con
n € N, es una familia numerable de seminormas en . (R) que verifican que S (R) = {f €
€>*(R) : P,(f) < 00,Vn € N}.

Demostracion. 1. Sean A € C, f € S (R) y n € N, entonces:

Py(Af) = sup{['A\fP(2)] : 2 € R,0 < j <n,0 <k <n}
= || Sup{|xjf(k)(x)| x €R,0<7<n,0<Ek<n}=INP.,(f).

2. Sean f,g € (R) y n € N, entonces:

Po(f + g) = sup{|2’ (fP(z) + g™ (2))] : 2 € R,0 < j < 0,0 <k <n}
< sup{|a’ fP(z)| ;2 € R,0<j <n,0 <k <n}

+sup{|xjg(k)(x)| x€R0<7<n,0<k<n}=P,(f)+ P.(g).
Il

Observacién 4.35. Ademas, se tiene que para cada n € N, P, es una norma ya que si

P,(f) =0, entonces se tiene que para cada z € R, |f(x)| = 0, por lo que f = 0.

Proposicién 4.36. El espacio de Schwartz, ./ (R), dotado de la topologia generada por la

familia de seminormas {P,}2, es un espacio de Fréchet.

Demostracion. Empecemos observando que por la observacion anterior, la familia de
seminormas {P,}> ;| es separada, luego por el teorema 4.9, . (R) es de Hausdorft.

Solo nos falta probar que el espacio .(R) es completo con respecto a la familia numerable
de seminormas que definimos en el lema 4.34.

Sea { fi}72, una sucesién de Cauchy en .#(R), entonces se tiene que para cada n € N, dado
e > 0, existe jo € Ny tal que sup{|z!(f"(z) — f;r)(a:))\ xeR0<1<n,0<r<n}<e,
si J,k > jo. En particular, tenemos que para cada n € N, sup{\f,gr) (x)— fjm ()] :xeR,0<
r<n} <e,sij k> jo, luego para cada m € Ny, |]f,§m) — f;m)Hoo <esig k> jo.

Observemos que si f € .#(R), entonces para cada m € Ny, f™ € %,(R), por lo tanto
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tenemos que para cada m € Ny, { f,gm) 122, es una sucesion de Cauchy en %p(R). Como
%o(R) es un espacio de Banach, para cada m € Ny, existe g,, € %(R) tal que { f,gm)}zozo

converge uniformemente hacia g,, en R.

t
Tenemos que para cada k € Ny, fp(x +1t) — fru(x) = / fr(x + s)ds, luego si k — oo, por el
0

t
teorema de la convergencia dominada obtenemos que go(z + t) — go(z) = / g1(z + s)ds,.
0

Por el teorema fundamental del calculo, tenemos que g = g;. Supongamos que para r € Ny,

g((f) = g, probémoslo para r + 1:

t
fkr)(x +1) — flgr) (x) = / f,grﬂ)(x + s)ds, por lo que si k — 0o obtenemos por el teorema
0

de la convergencia dominada que g,(z +t) — g,(x) = /t gr+1(x + $)ds, luego por el teorema
fundamental del cdlculo, tenemos que g. = ¢ry1, yOaplicando la hipotesis de induccion
concluimos que g((f“) = i1

Probemos que para cada n € N, P,(fx —go) = 0si k — oo y que go € L (R). Sean € N,
como sup{|z'(f" (z) — f]m(x))| cx € R,0<1<n0<r<n} <e, entonces para cada
re€Ryparacada 0 <1 <n,0<r<n, |xl(f,§r)(x) —fj(r)(x))| < g, luego si j — oo tenemos
que para cada xr € Ry paracada 0 <[ <n, 0<r <n,

2 (f(x) = 98 ()| = |2 (£ () — g:(2))] < e

Se deduce de aqui que fr — go € L (R), luego como . (R) es un espacio vectorial, se tiene

que go € (R) y ademds, P,(fr — go) < ¢, por lo que {f;}32, converge a gy en . (R). [

Definicién 4.37. Sea n € N. Se define el espacio D,, como el espacio de las funciones
f € Z(R) tales que sop(f) C [—n,n].

Proposicién 4.38. Para cadan € N, D,, es cerrado en . (R).

Demostracion. Sea f € D,, entonces existe {f;}3%, de elementos de D, tal que para
cada m € N y para cada ¢ > 0, existe ky € Ny tal que P, (fr — f) < € para cada k > k.
Como esta convergencia implica la convergencia puntual, se tiene que el limite de funciones
con soporte en [—n,n] también tiene soporte contenido en este mismo intervalo, por lo que
feDb,. O

Corolario 4.39. Para cadan € N, D,,, dotado de la topologia inducida por la generada por

la familia de seminormas {P,}22, es un espacio de Fréchet.

Demostracion. El resultado es cierto ya que al ser D,, cerrado en . (R) y .(R) completo,

entonces por la proposicion 4.31, D,, es completo. O]
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Definicién 4.40. Sea 2 un abierto de R". Se denota por &(£2) al conjunto de funciones de
clase € en (.
Ademas, diremos que una sucesion {¢, }°, de elementos de &(£2) converge hacia ¢ en &(£2)

si {D%p,, }5°, converge uniformemente hacia D®p en los compactos de 2 para cada o € Nj.

En nuestro caso particular, nos restringiremos al caso en el que n =1 y Q = R, aunque
el razonamiento se puede generalizar a cualquier abierto de R™ con n > 1 considerando una

sucesion expansiva de compactos para ducho abierto.

Observacién 4.41. Razonando como en el lema 4.34, la aplicacién Py, : £(R) — R defi-
nida como Py, (f) = sup{|f®(x)| : # € [-n,n]}, f € &(R), es claramente una seminorma
para cada k € Ny y para cada n € N.

En la definicién 4.40, hemos definido la topologia de &(R) secuencialmente como la de la
convergencia uniforme de la funcién y sus derivadas en los compactos de R. Esta defini-
cién es equivalente a la convergencia en la topologia generada en &(R) por la familia de

seminormas { Py }keNg.nen-
Notacién 4.42. Denotaremos por || f(2)|co,[—nn & sup{|f(z)| : € [-n,n]}

Teorema 4.43. &(R), dotado de la topologia generada por { Py }keny nen, €5 un espacio de
Fréchet.

Demostracion. Empecemos observando que la familia de seminormas { Py, brengnen €8
separada, ya que si f € &(R) verifica que Py, (f) = 0 para cada k € Ny y para cada n € N,
entonces para cada n € N, f(x) = 0 para cada x € [—n,n], por lo que f = 0, luego por el
teorema 4.9, &(R) es de Hausdorff.

Probemos que &(R) es completo para la familia numerable de seminormas definidas en el
lema anterior.

Sea {f; 320 una sucesién de Cauchy en & (R), entonces para cada k € Ny, para cadan € N
y para cada ¢ > 0 existe jo € Ny tal que Py, (f; — fi) < € para cada j,l > jo. En otras
palabras, para cada k € Ny y para cada n € N se tiene que Hf;k) — fl(k)Hoo,[,n’n] < € para
cada 7,1l > jp. Por lo tanto, para cada k € Ny y para cada n € N la sucesién {f](k) 720 es de
Cauchy en € (|—n,n]) = B€(|—n,n|), el espacio de las funciones continuas y acotadas en
[—n, n].

Como para cada n € N, B%([—n,n|) es un espacio de Banach, se tiene que para cada
k € Ny, existe fx, € €([—n,n]) tal que {fj(k)}j’io converge uniformemente a f,, en [—n,n|.
Sea f : R — C, k € Ny, definida como fi(z) := ]lggo f](k) () = frn(z) stz € [-n,n] y como

fr.n es continua en [—n,n|, para cada n € N y para cada k € Ny, se tiene que f; € € (R)
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para cada k € Nj.
Sean k € Ny y = € R, se tiene que:

1@ = 100) = [ )

Por el Teorema de la Convergencia Dominada, se tiene, haciendo que j — oo en (4.1), que:
Ji(@) = fe(0) =[5 frura(t)dt, luego por el Teorema Fundamental del Calculo, tenemos que
para cada k € Ny, fi(x) = frr1(z). Por recurrencia, llegamos a que fék)(a:) = fr(x), y de
aqui se deduce que fy € &(R).

Por 1ltimo, si k € Ny y si n € N se tiene que:
Pin(f; = fo) = sup{| £{” () = £ (2)| : 2 € [-n, n]} = sup{| £ (z) = fu(2)| : & € [-n,n]}
= sup{| £\ (z) = fin(

Luego {f;}32, converge a fy en &(R). O

8

) :x € [-n,n]} <e, V5> jo.

Para el 1ltimo ejemplo de espacio de Fréchet que vamos a presentar, vamos a demostrar
primero un resultado, semejante al que asegura la existencia de una sucesion expansiva de
compactos para un abierto de R", pero considerando ahora los sectores que definimos en la
definicion 2.9.

Proposicién 4.44. Si S = S(r,a, ) es un sector circular, entonces existe una sucesion

{T,.}>2, de sectores circulares tales que:

1. Para cadan € N, T, \ {0} C T)y1.

Demostracion. Como r € (0, 00], existe una sucesiéon {r, }°°, estrictamente creciente que
converge a 1, como por ejemplo 7, =n en el caso de que r =00 0 7, =71 — 5~ 8i 17 < 0.

A su vez, también podemos definir una sucesién {w,}32, estrictamente decreciente que
converge hacia o y una sucesion {3, }22 , estrictamente creciente que converge hacia 3, de

manera que S > (87 > «a; > «. Estas sucesiones se pueden definir asi: £, = § — B_ni y

al—«a
n

a, = a+ , n € N, por lo tanto si tomamos los sectores circulares T,, = S(7, an, 5n),

tenemos la sucesion buscada. O

Lema 4.45. Sea S un sector circular y sea {T,}°°, una sucesidn expansiva de sectores

circulares, que puede estar definida como hicimos en la demostracion de la proposicion 4.44,

o m—1 k
entonces la aplicacion P, : <7/ (S) — R definida como P,(f) = sup F(2) = iz 0]

2€T, ,m<n |Z|m

)

oo
feds), con fr~g Zanz”, es seminorma para cada n € N.
n=0
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Demostracion. Sea n € N. Vamos a utilizar la linealidad del desarrollo asintético, que

hemos probado en la proposicion 2.4.

1. Sean f,g € &7(S), con f ~g Zanz” y g r~s anz”, entonces:

n=0 n=0
fZ +gz — m:_1 CLk—f-bk Zk
(g ap VETOE) - Tt b)Y
2€T, m<n |Z|
m—1 m—1
cwp VO-TRa  lele) =X bt
z2€TH,m<n |Z|m z€Tn,m<n |Z|m

= Pu(f) + Palg)-

2. Sean f € &Z(9), con f ~g Zanz” y A € C, entonces:

n=0
IMf(2) — S0 Aapzt]
PaM) = _sup_ B — A|Pu(f).

]

Para probar que &7 (.5) es un espacio de Fréchet, vamos a probar previamente un resultado
que nos dice que las aplicaciones definidas en la observacion 2.6 son continuas, y usaremos

el Teorema de Weierstrass, que ya enunciamos en el teorema 2.21.

Teorema 4.46. La aplicacion ¢, : <7 (S) — K definida como c,(f) = a,, con f ~g Zanz"
n=0

es lineal y continua para cada n € Ny.

Demostracion. Como en la observacion 2.6 ya probamos que es lineal, solo nos falta

o0
probar que es continua. Sea n € Nj. Supongamos que f; ~g g ai ;%' y que converge a
J=0

f~s ijzj en o/ (S), es decir, para cada m € N | fijado € > 0, existe ko(m,e) € Ny tal
=0
que P, (fr — f) < € para cada k > ko(m,¢).

Basta ver que, si se dan estas condiciones, entonces |ay, —b,| < € para cada k > ko(n+1,¢),

puesto que se satisface que |c,(fx) — cn(f)| = |ak.n — by|. Por la proposicién 2.8, se tiene que
- Sulz) = f(2) = Y (any — b)Y
lim = Qgn — bn,
z—0 n ’

por lo tanto,

) = ) = T (aws — b))

z—0 |Z‘"

= ]ak,n — bn’
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Entonces por el criterio secuencial, se tiene que para cualquier sucesion {z;}7°, de elementos
i (z0) = f(21) =270 (ak, j=bj) 7] |

de T;, que converge hacia 0, tenemos que la sucesion { }7°, converge

|zt |™
hacia |ag, — by|, luego se deduce que para cada k > ky(n + 1,¢):
n—1 j
2) — f(z) = >0 (ap; — b))z
|y — bl Ssup{’fk( )= fla) |Z|J‘0( by by .1 e No}
2™
m—1 i
z2)— f(z)— > ., (ax; — bj)2’
c oy BSOS
2€Tn+1,m<n+1 |Z|m

]

Teorema 4.47. </ (S), dotado de la topologia generada por la familia de seminormas
{P,}5°, definidas en el lema 4.45, es un espacio de Fréchet.

Demostracion. Empecemos observando que la familia de seminormas { P, }°°, es separa-
da ya que si f € &7(5) verifica que P,(f) = 0 para cada n € N, entonces f(z) = 0 para
cada z € T,, para cada n € N. Como 7,, es un abierto de S con puntos de acumulacion y
f € H(S), por el principio de los ceros aislados f = 0 en S, luego por el teorema 4.9, o7 (S)
es de Hausdorft.

Solo nos falta probar que 7 (.S) es completo. Sea { f}72, una sucesién de Cauchy en <7 (5),

de manera que f; ~g Z a2 para cada k € Ny, entonces para cada n € N, fijado € > 0,

existe Ko(n,e) € Ny t;TOque P,(fx — f;) < € para cada k,j > Ky(n,e). En particular, se
tiene que para cada n € N, sup,cp |fr(2) — fj(2)| < € para cada k,j > Ko(n,¢) .

Sea F' un compacto contenido en Sy sea {T,,}°°; una sucesién de sectores circulares como
la construida en la proposicién 4.44, entonces como S = U;2 T, existe ng € N tal que
F C T, para cada n > ng, y de aqui se deduce que sup,.p|fx(z) — f;(2)| < ¢ para cada
k,j > Ko(ng,e).

Puesto que para cada k € Ny f, € H(S), obtenemos que para cada k € Ny, fr € €(F) =
PBE(F), al ser F' compacto, por lo tanto tenemos que {fx}32, es una sucesién de Cauchy
en BE(F), que es de Banach, luego existe fr € BF(F) tal que { [}, converge unifor-
memente a fr en F' y como la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, se
tiene que khlEO fr(2) = fr(2) para cada z € F.

Vamos a definir f : § — C de la siguiente forma: si z € S, existe F' C S compacto tal que
z € F, luego definimos f(z) := fr(2). Observemos que por la unicidad del limite, tenemos
que f estd bien definida y ademads, se tiene que { f}32, converge uniformemente hacia f en
los compactos de S, ya que si F' es un compacto de S tenemos que para cada k > Ky(ng, €):

Sup | £(2) = F(2)| = sup |fi(z) = fr(z)] <&

zeF
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Entonces, por el teorema 2.21, f € H(S) y fr(zk) — f®) uniformemente en los compactos de
S. Veamos que f € &7(S). Por la proposicion 2.8, tenemos que para cada r € Ny:
Fz) = 30 b fu(2) = X0 g am 2

b, = lim = lim lim
z2—0 zr z—0 m—o0 2T m—o00

Por lo que, si vemos que {an,}ro_, es convergente para cada r € Ny, tenemos que los b,
existen y son finitos y f € &7(S). Tenemos que para cada n € N, P,(f; — f;) < ¢ para cada
k,j > Ky(n,¢e), luego como ¢, es continua para cada r € Ny, tenemos que |a;,—a;,| < € para
cada k,j > Ko(r + 1,¢), es decir, para cada r € Ny, tenemos que {a,,}oo_, es de Cauchy,

obteniéndose que para cada r € Ny, {an}3_, es convergente. Por lo tanto, f € <7(5), ya
[e.e]

que f ~g Z bpz".
n=0

Seann € N, z € T,, y m < n, se tiene que :

) = ) = S ey =) () = )+ T ey —bylle
im < lim =0

k=00 |z|™ ~ koo |z|™

Y

deduciéndose que para cada n € N, klim P.(fk — f) =0, es decir {fi}32, converge hacia f
—00
en &7 (95), y por lo tanto 27 (S) es completo. O

4.3. Problema de Momentos Generalizado

El problema que vamos a tratar a lo largo de esta seccion es el siguiente:
Dado un espacio vectorial topologico X localmente convexo sobre un cuerpo K, ya sea
K=RoK=C,{f,}r, una sucesién de funcionales de X' y {c, }72, una sucesiéon numérica
cualquiera, nuestro objetivo es ver si existe z € X tal que f,(x) = ¢, para cada n € N.
En caso de que siempre exista tal x, diremos que el problema de momentos generalizado

asociado a {f,}22, es resoluble.

Observacion 4.48. Como en principio {c, }22, puede ser una sucesién cualquiera, tenemos
que suponer que {f,}22, es una sucesiéon de elementos linealmente independientes, ya que
si tenemos una relacion de dependendencia lineal entre algunas de las f,, y el problema de
momentos generalizado asociado a { f,, }°2, es resoluble, entonces tendremos una relacién de

dependencia lineal entre los ¢, impidiendo que la sucesién {c,}>2 , sea arbitraria.

Definicién 4.49. Una sucesién {c,}52, de nimeros estrictamente positivos se dice que es
una mayorante para una sucesion de funcionales lineales {f,}°°, si para cada x € X, se
tiene que:

sup{|fn(2)|c,! i n € Ny} < o0.
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Observacién 4.50. Esta definicién es equivalente a que para cada z € X exista M, > 0

tal que | f,(x)| < M,c, para cada n € Ny.

Lema 4.51. Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente convero y tonelado. Son

equivalentes:
1. O ={fu}2y, fu € X' para cada n € Ny, tiene una mayorante,
2. Existe una seminorma p continua en X tal que f, es p-acotado para cada n € Nj.

Demostracion. 2 = 1) Supongamos que existe una seminorma continua p tal que
fn es p-acotado para cada n € Ny. Sea ¢, := p*(fn) = sup{|f.(x)| : z € B,(0,1)}, con
n e No.

1. Si z € X, con p(z) = 0, ya probamos en el corolario 4.17 que f,(x) = 0 para
cada n € Nj.

e
que ]fn(ﬁﬂ < ¢p, por lo que para cada n € Ny obtenemos que |f,(z)| < ¢,p(x).

2. Siz € X, con p(x) > 0, entonces p(-=) < 1, luego para cada n € Ny se tiene

Por lo tanto, por la observacién 4.50 llegamos a que ® tiene una mayorante.
1 = 2) Supongamos que P tiene una mayorante {c,}°° . Sea
B:={z € X :|f(2)] < cn,Vn € No} =N f7  ([—cn, en)), (4.2)

que es cerrado ser la interseccién de conjuntos cerrados (observemos que para cada

n € Ny al ser f, continua, f,!([—c,,cy,]) es cerrado). Veamos que B es un tonel:

1. Sean T,y € B y sea t € [O’ 1]7 |fn(tx + (1 - t)y)l = |tfn(x) + (1 - t)fn(y)| <
tfulz)] + (1 =) fuly)] < te, + (1 —t)e, = ¢, para cada n € Ny, por lo tanto
tr + (1 —t)y € B, es decir, B es convexo.

2. Sea a € K, |a] < 1, se tiene que aB = {azx : * € B}. Sea z € B, se tiene que
|fulaz)| = lal| frn(2)] < |fu(z)| < ¢, para cada n € Ny, luego ax € B, por lo que
B es equilibrado.

3. Sea x € X. Como & tiene una mayorante, existe M, > 0 tal que para cada
n € Ny, se verifica que |f,(z)| < M,c,. Por lo tanto, si |¢| > M,, se tiene que
para cada n € Ny, |f.(z)] < |c|e,, luego o € B, es decir, z € lc|B'y B es

absorbente.
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Por lo tanto, B es un tonel y como X es un espacio tonelado, B es un entorno del 0.
Sea pp : X — [0,00) el funcional de Minkowski de B definido de la siguiente manera:
pp(z) :=nf{r e R,r > 0:2 € rB}. Observemos que como B es un tonel, este infimo

existe y es finito. Veamos que pp es seminorma:

1. pp(z) > 0 para cada = € X por la definicién de pg.

2. Seanz,y € X, pp(x+y)=mf{reRr>0:24+yecrB} <inf{reR,r>0:
rerBY+mf{re R,r>0:y €rB} =pp(x)+ps(y).

3. Sea z € X ysea A € K, pg(Ar) = inf{r € R,r > 0 : \x € rB}. Como
Az € rB, entonces por (4.2), para cada n € Ny se tiene que |f,(Az)| < re,, luego

A

|fu(2)] < f[Cns POr lo tanto x € 5 B. Luego se tiene que si R = pe(Az), entonces
R _

A= pe(x), es decir, pg(Ax) = |\|pp(x).

Por lo tanto, pp es una seminorma continua, ya que B es un entorno de 0 (basta
observar que para cada & > 0, el conjunto pg'([—¢,€]) contiene por definicién al
conjunto B, que es un entorno de 0). Sea n € Ny, se tiene que pj(f,) = sup{|fn(x)] :
z € By(0,1)} = sup{|f(z)] :existe r € R,0 < r < 1,2 € rB}. Como B es equilibrado,
rB C B, por lo tanto p§(f,) < sup{|f.(z)| : * € B}. Ademas, por (4.2) se tiene que
|frn(z)] < ¢, para cada x € B, luego pi(f,) < ¢, para cada n € Ny.

O]

Notacion 4.52. Dado un conjunto A C X numerable, se define el espacio generado por A,

que denotaremos por (A), como el conjunto: {Z Aag :n € Nyag € A\ € K}
k=1

Definicién 4.53. Si M = {z,}2°, es una sucesion linealmente independiente de elementos

de un espacio lineal, entonces una sucesion en bloque de M se define como:

ng

— J
Y = g ATy,

Jj=ng—1+1
donde {n;}2°, es una subsucesién de los nimeros naturales.
Lema 4.54. Sea ® = {f,}°°, una sucesion linealmente independiente. Supongamos que

existe una sucesion linealmente independiente {g,}>2, de elementos de A = (®) con una

mayorante {c,}o° . Entonces existe una sucesion en bloque de la sucesion ® que tiene una

mayorante.
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M’VL
Demostracion. Como g, € A, entonces g, = Z i fj donde gy, -y pfy mo son nulos.

Jj=mn
Se tiene que, realizando un proceso similar a la eliminaciéon Gaussiana, podemos coger

una subsucesion {gn, }32, de {g,}>2, de manera que la sucesién {hy}°, definida como
k—1

hie = gn,, — Z pfgn]. tiene la siguiente forma:

3=0 a
hy, = Z 05 1,
J=p,
donde 6% y 6% son no nulos y donde las sucesiones {pi}72, v {ar}72, son estrictamente
crecientes. Ademds, podemos escoger una subsucesion {hy, }7°, de {hi}32, de manera que se
cumpla que py,,, > g, para cada | € Ny. A su vez, se tiene que para cada [ € Ny, hy, # 0 ya
que si fuese 0, {g, }22, no serfa linealmente independiente, entonces {hy, }7°, es una sucesién
en bloque de ®.

Acabemos la demostracién probando que esta subsucesion tiene como mayorante a {d,, }7°,.

ki1 ky—1
: _ ky _ ky
definida como d,, = Cny, T E |pj |cnj. Recordemos que hy, = Iy, — E Pj' gn;, entonces
= =0
k-1

i) < o, 2} + 3 16 o). 512 € X, s tiene g

k-1
sup{ |, ()|d,'} < sup{|g,, (@)|d;"} + Y 10} sup{lgn, (2)ld,,'} (4.3)
1Ny 1Ny o IS\

Observemos que para cada [ € Ny, d,,, > Cny, Y Para todo j =0,1,.. Gk —1,d,, > |p |Cn,

luego (4.3) queda asi:
k-1

sup{ |y, (z)|d,! : 1 € No} < sup{|gn,, (:L')|cgkll e Np}t+ Zsup{|gnj (x)]c;jl 11 e Ny},

y como {g,}°°, tiene como mayorante a {c,}>°,, concluimos. O
Teorema 4.55. Sea X un espacio de Fréchet y sea ® = {f,} una sucesion de elementos de

X'. Son equivalentes:
1. El problema de momentos generalizado asociado a ® es resoluble.

2. Para cada sucesion {c,}5°, de nimeros positivos, existe v € X tal que para cada
n € Ny se tiene que fo(z) # 0 y [fosa(2) [ ()] = cn.

3. La sucesion ® es linealmente independiente y ninguna sucesion en bloque tiene una

mayorante.
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4. La sucesion ® es linealmente independiente y ninguna sucesion linealmente indepen-

diente de elementos de A = (®) tiene una mayorante.

5. Existe una sucesion creciente de seminormas {pn}o,, es decir, ppi1(x) > pu(x) para
cada v € X y para cada n € Ny, que definen la topologia en X, y tal que para cada

n € Ny, fn es pny1-acotado pero no es p,-acotado.

Demostracion.
n—1

1=2)Seanby=1yb, = ch paran > 1. Por 1, existe un z € X tal que f,(x) =b, # 0
=0

para cada n € Ny, luego | f1(2) [, H(2)] = cn.

2 = 3) Tenemos que probar la independencia de ®, es decir, que ningin funcional de la

siguiente forma es nulo:
n—1
g = fn + Z )\jfj'
=0

Aplicando 2 con la sucesién {c,}32, definida como ¢; =1, j = 0,...,n —1y ¢, = ¢ =
n—1

1+ Z |A;| tenemos que existe x € X tal que |f;(x)] > |fj—1(x)]sil <j<n, folz)=1y
=0

ademads |f,(x)| > ¢|fn—1(x)|. Entonces, por la segunda desigualdad triangular:

92)| = (@) + 3 AFi (@) 2 [l Fule) Z e

Como para todo j, 0 < j < n, se tiene que |f;(z)] < |fu-1(x)] < ¢! fn(2)], entonces se

tiene que :
n—1

D)) = [fa@)le e =32 D] = ale)le™

=0
por la definicién de c. Como | f,(z)] > c|fo(z)]|, se tiene que |g(z)| > | fo(z)|c™ = | fo(x)| =
1, por lo tanto g # 0.

<.

Razonemos por reduccién al absurdo para probar la segunda parte. Supongamos que existe
una sucesién en bloque que tiene una mayorante {cx}3°, es decir, existen dos sucesiones

estrictamente crecientes de nimeros naturales, {n;}2, v {mr}i2,, que verifican que la
my

sucesion gy = Z A f; tiene una mayorante. Observemos que se tiene que cumplir que
Jj=ng
ni < my < ngyr y supondremos que A; € K, Ay, A\, # 0y que la sucesion {cg}72, es

creciente. Para my_; < j < ng, ponemos \; = 0.

Sea b, =1sin#my—1yseab, =1+ 2,41\ 1](n+ +2|/\n+1|2|/\|s1n—mk—1
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Nétese que si n = my — 1 entonces n + 1 = my, luego \,11 # 0. Por 2, existe z € X tal que

fo(@) =1y |far1(z)| > ba|fn(z)| para cada n € Ny, luego tenemos lo siguiente:

my—1 mp—1
Jj=ng Jj=ny
mp—1
> N || fomn @) = D 1115 (2)
J=ng
Observemos que |f;(x)| < b fiea(2)] < 07105 . by | e ()], y como el timico que es

distinto de 1 es by, 1, se tiene que |f;(x)| < b} 4| fm, ()], por lo que:

mk—l
96| 2 [ || frg ()] = by 1 Lo (@] Y A
J=ng
mk—l
Dado que b, 1 > 2|\, | Z |A;], tenemos que —b,! | > —%|)\mk|ﬁ, luego se
Jj=ng =

deduce que: . .
196 (@) 2 5 A fon ()] 2 5[ Ay [0 =1 | -1 ()]

Puesto que by, —1 > 2¢m, Mk |Am, |7, se tiene lo siguiente:

\96(2)] > ek frng—1(2)| > kg frnp—1(x)| > kegbm,—2 ... by > key,

lo que contradice que {c}2, sea una mayorante de {gx 72,

3 = 4) Supongamos que no se cumple 4, entonces existe una sucesién linealmente indepen-
diente de elementos de A = (®) que tiene una mayorante, y por el lema 4.54, existe una

sucesion en bloque de ® que tiene una mayorante, luego tampoco se verifica 3.

4 = 5) Sea {qi}32, una sucesién creciente de seminormas que generan la topologia de X,
que sabemos que existe tal sucesion por la observacion 4.29. Por 4 y por el lema 4.51, se tiene
que A, = {f € A: f es g,-acotada} es un subespacio vectorial de A de dimensién finita, ya
que si no lo fuese entonces encontrariamos una sucesion de elementos de A de manera que
sea qp-acotada, y por el lema 4.51, esta sucesion tendria una mayorante, en contra de 4.

Como la sucesion {gx }72, es creciente, se tiene que para cada n € Ny, A,, C A, 1. Para cada
f € A, tenemos que f € X'y por el corolario 4.15, tenemos que existe una seminorma ()
continua en X que verifica que f es Q-acotado, y existe k € Ny tal que Q(x) < gx(x) para
cada z € X. Por lo tanto, f es gi-acotado y f € Ax. Entonces, se tiene que A = U2 (A,,.

Sea m,, el minimo ndmero natural que verifica que A,, C (fo, f1, .-, fm, ). Para cada n €

Ny, se tiene que A,, C A1, por lo que {m,}32, es creciente y lim m, = oco. Podemos
n—oo
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suponer, recurriendo a una subsucesion de {qx }72 , que la sucesién {m,, }>°  es estrictamente
creciente.
Pongamos m_; := 0, ¢_1(x) = 0 para cada = € X, y supongamos que mgy > 1.

Definamos la sucesién {p,,}5°_, de seminormas como:
m—1
po(@) = 05 pu(@) = gur(2) + ) Ifs(2)], 2 € X, (4.4)
=0

si mp—1 <m < m,ym > 1. Claramente, {pn,}>>_, es creciente.

Efectivamente, para cada m € N, p,, es seminorma ya que para cada z,y € X y c € K:

L po(z 4+ y) = quor(z +9) + X050 1@ + ) < gooa(@) + X050 ()] + o (y) +
S W) = (@) + pn(y)-

2. plcx) = guor(ex) + Y75 |f5(ex)] = lel(gn-1(2) + 32750 1 5(2)]) = [elpm ().

Como la topologia de X es generada por {qx}2q ¥ Pm > ¢n 81 m > m, por (4.4), se
tiene que también es generada por {p,}5°_,. A su vez, también se deduce de (4.4) que
| fn(2)| < Pma1(x) para cada z € X y por lo tanto, f,, es p,1-acotada.

Probemos por reduccion al absurdo que f,, no es p,-acotada. Si f,, fuese p,,-acotada, en-
m—1

tonces existirfa ¢ > 0 tal que para cada x € X, |fn(2)| < ¢-pm(x) = c(gn-1(x)+ Z |fi(x)]).
7=0

m—1

Pero entonces existen A, ..., \,,—1 € K tales que f = f,, + Z A f; es gn—1-acotado. En-
=0

tonces f € A1 € (fo, -y frn,_, ), DETO cOMO m > m,_1, entramos en contradiccién con

respecto a la independencia lineal de .

5= 1) Sea {c¢,}22, una sucesién de elementos de K. Tenemos que probar que existe z € X
tal que f,(z) = ¢, para cada n € Nj. Por 5, existe una sucesién {p,}>2, creciente de
seminormas de X que define la topologia de X de manera que f,, no es p,-acotado pero
es pni1-acotado para cada n € Ny. Vamos a probar por inducciéon que podemos elegir una

sucesion {z,}5°, de elementos de X que satisfacen las siguientes condiciones:

J
Vi <4, ;) m) = (4.5)
k=0
Vk € Ng,pk(xk) < Q_k. (46)

Como fy no es continua en (X, pg), por el lema 4.25, tenemos que existe g € X tal que

fo(xo) = co y que verifica que pg(xy) < 2Y. Por induccién, supongamos que n > 1y que
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existen xg, 1, ..., £,—1 que verifican (4.5) y (4.6). Vamos a construir x,,.
n—1

Como f = f"+z Aj f; no es continua en (X, p,) para cada A, Ay, ..., A\,_1 € Kalnoserlo f,,

entonces f no ejs:((:)ontinua en H = ﬂ?:_& ker(f;), luego como en H, f = f,, f, no es continua
~1

en (H,p,). Por el lema 4.25, tenemos que existe =, € H tal que f,(z,) = ¢, — fn(nz: xj)y

que verifica que p,(x,) < 27". Entonces llegamos a que z,x1,...,x, satisfacen las coégiociones

(4.5) y (4.6) ya que como z, € H, entonces si j < n, fj(xz,) = 0.

Ademsas, por la monotonia de {p,, }>_, se tiene que para cada k > n, p,(zz) < pp(z) < 27%

y por lo tanto, tenemos que la serie Z x, converge en X. Sea r = Z Zp, por la condicion
n=0 n=0
(4.5) y por la continuidad de f, tenemos que f,(x) = ¢, para cada n € Ny, por lo que el

problema de momentos es resoluble. O

Ahora una vez probado el teorema, vamos a demostrar una serie de resultados que se

deducen de este:

Corolario 4.56. Sea X un espacio de Fréchet, ® = {f,}°°, una sucesion de elementos de

X'. Son equivalentes:

1. ® no tiene una mayorante.

2. Existe una subsucesion de la sucesion ® para la cual el problema de momentos gene-

ralizado asociado es resoluble.

3. Existe una sucesion en bloque de la sucesion ® para la cual el problema de momentos

generalizado asoctado es resoluble.
4. Para cada seminorma continua p en X, existe n € Ny tal que f, no es p-acotado.

Demostracion. 1 < 4) Se deduce del lema 4.51, ya que 1 y 4 son las negaciones de

las dos equivalencias de este lema.

2 = 3) Estd claro, ya que una subsucesién es una sucesion en bloque simplemente

tomando ai =0 para cada j #n, y a,* = 1si k € Ny.

3 = 1) Probémoslo por contrarreciproco. Supongamos que ¢ tiene una mayorante,
entonces cualquier sucesién en bloque de una sucesiéon en bloque, S, de ® tiene una
mayorante, por lo tanto no se verifica la condicién 3 del teorema anterior para S, luego
el problema de momentos generalizado asociado a S no es resoluble, entonces no se

verifica 3.
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1 = 2) Sea {pn};>, una sucesién creciente de seminormas que definen la topologia
de X. Vamos a probar por induccién la existencia de dos sucesiones estrictamente
crecientes {k,,}°° o v {mn,}>2, de nimeros naturales tales que f;, no es py,,- acotado
Y €S D, -acotado.

Tomamos mg = 1, como ® no tiene una mayorante, por el lema 4.51 se tiene que existe
ko € N tal que f, no es pp,,-acotado. Supongamos que para cada j < n—1 existen m;

y k; que verifican lo pedido. Como f;, , es continua, por la observacién 4.20, existe

no1
my, > m,_1 tal que fi, _, es pn,,-acotado. Aplicando otra vez el lema 4.51, llegamos a
que existe k, > k,_; tal que fi, no es p,,, -acotado.

Luego por induccién, hemos probado que es cierto, y si aplicamos el teorema 4.55 a
la sucesion { fx, }5°,, que verifica 5, llegamos a que esta subsucesién de ® verifica que
es linealmente independiente y que el problema de momentos generalizado asociado a
{fr, 22, es resoluble.

]

Corolario 4.57. Sea X un espacio de Fréchet y sean {f,}>2, y {gn}52, dos sucesiones de

elementos de X' tales que { fn, — gn}oo tiene una mayorante y se verifica que el problema de

momentos generalizado asociado a {f,}5°, es resoluble. Entonces el problema de momentos

generalizado asociado a {g,}>2, es resoluble si y solo si la sucesion {gn}>2, es linealmente

independiente.

Demostracion. =) Como el problema de momentos asociado a {g,}22, es resoluble,

<)

por el teorema 4.55, {g,}>2, es linealmente independiente.

Supongamos que {g,}5°, es linealmente independiente. Razonemos por reduccién

[e o]

al absurdo, es decir, supongamos que existe una sucesién en bloque de {g,}7°,,

Nk
wy, = g aj.gj, que tiene una mayorante.
Jj=ng-1+1

Como { fn — gn}22, tiene una mayorante, cualquier sucesién en bloque de { f, — g, }°°,
n

tiene una mayorante, por lo que y; = 5 a,(f; — g;) tiene una mayorante. Pro-
Jj=ng—1+1
ng
_ _ J ; .
bemos que 2z = yx + Wi, = E ay f; tiene una mayorante:
Jj=ng_1+1

Como las sucesiones {yr}72, v {we}32, tienen una mayorante, existen sucesiones
{er}i2o v {di}32, de nimeros positivos tales que para cada x € X, se tiene que existen
M., N, > 0 tales que para cada k € Ny, |yx(z)| < Mycr y |wg(z)| < Npdy, luego para
cada k € Ny, |zi(z)] < |yp(x)| + |wi(z)| < Mycr + Npdy, < max{M,, N, }(cx + di).
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Por lo tanto, {z}72, tiene como mayorante a {cy, + di }72,. Sin embargo, como es una
sucesion en bloque de {f,,}5°, llegarfamos, por el teorema 4.55, a que el problema de

momentos generalizado asociado a {f,}°2, no seria resoluble, llegando a un absurdo.

Corolario 4.58. Sea X wun espacio de Fréchet, gi,...,9m € X' y sea ® = {f,}°°, una
sucesion para la cual el problema de momentos generalizado es resoluble. Entonces si 11 =
SU{g1, ..., gm} es linealmente independiente, el problema de momentos generalizado asociado

a Il es resoluble.

Demostracion. Siel problema de momentos generalizado asociado a II no fuese resoluble,
por la equivalencia 1 < 3 en el teorema 4.55, existiria una sucesion en bloque, S, de II
con una mayorante. Si tomamos los términos de S que no involucren a los {g1,..., gm},
tendriamos una sucesion en bloque de ® que tiene una mayorante. Por lo tanto, el problema

de momentos generalizado asociado a ¢ no seria resoluble, llegando a un absurdo. O

4.4. Aplicaciones del Teorema

En esta seccion daremos una prueba alternativa, basada en el estudio de problemas de
momentos genralizados, de dos de los tres teoremas presentados en los otros capitulos, en

concreto, del Teorema de Borel y del Problema de Momentos de Stieltjes en .7 (0, 00).
Notacién 4.59. Denotaremos como {2 a un abierto de R™.

Definicién 4.60. Se define el espacio de las funciones test, D(€2), como
D) ={f:Q—C: fee>QC)}.
A continuacién, nos limitaremos a definir la topologia de D({2) secuencialmente.

Definicién 4.61. Diremos que la sucesién {f,}>°, de elementos de D(f2) converge hacia
f en D(Q), si existe K C  compacto tal que sop(f,) € K para cada n € Ny, y ademés

D* f,, — D* f uniformemente en K para cada o € Nj.

Definicién 4.62. Una distribucién es una aplicacién 7' : D(§2) — C lineal y continua, es
decir, un elemento del dual topolégico de D(£2). El espacio de las distribuciones se representa
por D'(Q).

El dual topolégico de .#(R) se puede identificar con un subespacio de D'(R), y por ello

recibe el nombre de espacio de distribuciones temperadas.
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Notacién 4.63. Se define el orden de a = (aq,...,a,) € N, que denotaremos por |a/,

como |a| =ag + ...+ ay.

Definiciéon 4.64. Dada una distribucion 7', se define su derivada de orden o € N}, que se
denota como DT, como DT(p) = (—1)l*IT(D%p).

Definicién 4.65. Se define el orden de una distribuciéon 7" € D'(2), que denotaremos por
o(T), como el menor m € Ny que verifica que para cada K compacto, existe M > 0 tal que
para cada ¢ € D(Q), sop(¢) C K, se tiene que |T(p)| < M sup{|D%p(z)| : z € K, |a] < m}.

Lema 4.66. Sea {g,,}5_, una sucesion de elementos de .#'(R) y pongamos oy, = 0(gm),

m € Ny. Si se tiene que sup o, = 00, entonces {gm}oo_, no tiene una mayorante.
meENp

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo, es decir, supongamos que {g,,}5°_,
es una sucesion de distribuciones temperadas que verifican que sup{o,, : m € No} = o0 y
que tiene una mayorante. Pasando a una subsucesion adecuada si es preciso, no es restriccion
suponer que para la sucesién {g.,}>_, se tiene que {o,,} tiende hacia oco.

Como {gm}>°_, tiene una mayorante, por el lema 4.51 y como la sucesiéon de seminormas
definida en el lema 4.34 es creciente, existe no € N tal que g,, es P, -acotado para cada

m € Ny. Sea Cy,, = sup{|gm(f)| : P, (f) < 1}, m € Ny, se tiene que:

1. Por la observacion 4.35, si P, (f) = 0, entonces f = 0.

2. Si Py, (f) > 0, se tiene que |g,(f)| = \gm(PL(f)ﬂPno(f) < Cn Py (f).

Por lo tanto, para cada f € ./ (R) y para cada m € Ny, g (f)| < CrnPry (f)-
Sea K un compacto de R, entonces existe M > 1 tal que si x € K, |z| < M. Sea f € D(R),
con sop(f) C K. Puesto que f € .#(R), se tiene que para cada m € Ny:

1Gm (f)] < ConPrg (f) = Crpsup{ |z f®(z)| : 2 € R,0 < j < 1p, 0 < k < mg}
< CpM™ sup{|fP(z)] : z € K,0 <k < no}.

Luego Om S Ngo para Cada m & NO, en contra de que sup o, = OQ0. UJ
meENy

Teorema 4.67. Sean ® = {f,,}>°, una sucesion de elementos de .#'(R) y o, = min{o(f,, +
n—1
Z)\jfj) A € K} Si 0, = 00 cuando n — oo, entonces el problema de momentos
7=0

generalizado asociado a ® es resoluble.
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Demostracion. Veamos que podemos aplicar el lema 4.66 a una sucesién en bloque de
{fn}zo:O'
ng—1

Sea {gr}72, una sucesién en bloque de {f,}>, definida como gy := f,, + Z al fi,
Jj=ng_1+1
entonces por la propia definicién de o,,, se tiene que o,, < o(gy). Como lim,_,,, 0, =

00, llegamos a que sup{o(gx) : k¥ € Ny} = oo. Entonces, por el lema 4.66, {gx}>, no
tiene una mayorante y aplicando el teorema 4.55, llegamos a que el problema de momentos

generalizado asociado a ® es resoluble. O]

Corolario 4.68. Sea ® = {f,}>°, una sucesion de elementos de /' (R) tal que {o(f,)}>2,
es estrictamente creciente. Entonces el problema de momentos generalizado asociado a P es

resoluble.

Demostracion. Sea {g;}7>, una sucesién en bloque de { f,,}7,, entonces también tenemos
que {o(gr)}72, es una sucesién estrictamente creciente de nimeros naturales, luego se tiene
que sup{o(gx) : k € No} = oco. Por lo tanto, {gx}72, no tiene una mayorante, luego por el
teorema 4.55 tenemos que el problema de momentos generalizado asociado a ® es resoluble.

]

Ahora daremos una prueba del teorema 1.7, donde lo podremos ver como un caso par-

ticular del problema de momentos generalizado en el que estamos trabajando.

Corolario 4.69 (Teorema de Borel). Para cualquier sucesion {c,}5°, de nimeros com-

plejos, existe f € S (R) tal que f™(0) = ¢, para cada n € Ny.

Demostracion. Hemos visto en la proposicién 4.36 que .(R) era un espacio de Fréchet.
Sea {gn}>2, la sucesién de distribuciones temperadas, donde g, : .(R) — C esta definida
como g, () = ©™(0). Veamos que verifica las hipétesis del corolario anterior.

Observemos que gy = dg y que se tiene que g, = (—1)"5(()”). Ademds, también se verifica que
o(go) = 0, ya que para cada compacto K y para cada ¢ € D(R), con sop(¢) C K, se tiene
que [0o(¢)| = |¢(0)| < sup{|p(z)| : x € K}. Andlogamente, probamos por induccién que
o(gn) = n para cada n € Ny, por lo tanto, la sucesién {o(g,)}22, es estrictamente creciente,
y por el corolario anterior, el problema de momentos generalizado asociado a {g,}>2, es
resoluble. O

Por lo tanto, puesto que .#(R) C ¢*>°(R), obtenemos una version refinada del teorema
clasico de Borel.
Ahora presentaremos unos resultados con los que obtendremos que el Problema de Momentos

de Stieltjes admite solucién en el espacio de funciones de Schwartz con soporte en (0, 00).
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Notacién 4.70. R, = {r € R: 2z > 0}.

Teorema 4.71. Sea {g,}>2, una sucesion de funciones localmente integrables, g, : Ry —

R, que verifican lo siguiente:
t
1. th'm |Grs1 ()G, ()] = o0, siendo G (t) :/ gn(s)ds.
—00 0

2. Para cada k € Ny, eziste n € Ny tal que limsup Gi(t)t™" =0y th Gn(t)t ™" = 00,
—00

t—o0
Entonces el problema de momentos generalizado asociado a la sucesion { f,}>2, de elementos

de '(0,00) definida como f,(p) = / ©(t)gn(t)dt, con n € Ny, es resoluble.
0

Demostracion. Veamos que para cada k € Ny, fi estd bien definida. Sea ¢ € (0, c0).

/O " o) aut)dt = o()Ga(t)[T — / SOt (47)

Observemos que G(0) = 0 y que por 2, tlg& e(t)Gi(t) = tlgilo e t"G(t)t™ = 0. A su
vez, tenemos que [;° ¢/ (£)Gy(t)dt = [;° S"/(t)thrj#dt, y por 2 y como ¢ € #(0,00),
para ¢ > 0 fijo, existe M > 0 tal que |Gp(t)t™| < ey | ()t"?| < e sit > M, luego

sit > M, w < i—j, por lo tanto por el criterio de comparacion, tenemos que
/ @(t)gr(t)dt < oo, luego fi estd bien definida.
0

Ahora probemos que para cada n € Ny, f,, € .#(0,00). Sean € Ny, es claro que f,, es lineal.

Por (4.7), tenemos lo siguiente:

[ etwawa] < [C1eoicna= [ docoas [T igocio

M

<R [ Gulode+ Pt [~

< PUQIGHMM + Pasa(e) [~ 5t < GOOM + [ * Zd)Prsati)

Luego por el corolario 4.15, f, es continua para cada n € Nj.

Por el teorema 4.55, basta probar que cualquier sucesion {yy }72, definida como py, = f,, —
ng—1

5 )\g? f; no tiene una mayorante para cualquier sucesion {n;}3°, de nimeros naturales y
Jj=0
para cada )\;? € K. Como vimos en el lema 4.34, la familia de seminormas {P,}32; define

la, topologia de .#, luego definen la de .#(0,00), por lo tanto por el lema 4.51, basta con
probar que para cada n € N existe un k£ € Ny tal que uy no es P,-acotado.
Razonemos por reduccion al absurdo, es decir, supongamos que todos los pu; estan P,-

acotados, para algin n € N. Considerando 2 con n+1, tengo que existe un k£ € Ny tal
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que limsup G,,(t)t™""! = oo, donde m = ny y, por 1, se tiene que si j > I, entonces
t—o0
G;(t Gi(t
lim ﬁ = 0. Por lo tanto, se tiene que lim 10 = 0. Luego, fijado € = 1 > 0, se tiene
t—o00 Gl( ) t—o0 G ( )
que para cada j = 0...m — 1, existe N; > 0 tal que 5 ((t)) < ZTJAIC sit> Nj.
J
Por lo tanto, si T > max{1, Ny, ..., Np,_1}, se tiene que si t > T":
m—1
G;(t)
21y ML <1
Vi —_ 7
2% G0
por lo que se tiene lo siguiente:
m—1
21 ) " NG;(t)] < Gu(t) (4.8)
§=0

Integrando por partes de un modo andlogo a como hicimos en (4.7), llegamos a que

m—1

== [ (Gl = NG O 0t = n() + ().

J=0

connte) = [ (G ZAk (dty vle) = = [ (Gult) ~ X NGyl )

Veamos que ¢ estd P, acotado Sea ¢ € .#(0,00), P,(¢) < 1, entonces se tiene que:

pEl < [ 160 - X M@0l < [ (G +Z|WG (O, (1.9)

luego como P,(¢) < 1, se tiene que |¢'(t)| < 1 para cada t € [0,7]. Ademads, para cada
t € [0,T] se tiene que para cada j = 0,...,m, G,(t) < G;(T), por lo tanto (4.9) queda

acotada por:

[ Gl 4 S IG e = TG (1) + Y WIG(T)) < o0

por lo que v esta P,-acotado, lo que implica que 7 esta P,-acotado.

Sean 7,y € €>(R. ) tales que x(t) > 0 para cada t > 0, z()(0) = 0 para cada j € Ny, z(t) =

tTsit>1,y(t)=1sit<ley(t)=0sit>2 Seau >0, consideramos y,(t) = z(t)y(L),

con t > 0. Como 7 es P,-acotada, entonces la sucesién {n(y,, )}, es acotada. Observemos
m—1

que si uw > T, como y,, no cambia de signo en [T',00) y como Z NG(t) < ]Z NEG(t)

J=0
se tiene lo siguiente:

o)l =] [ (Gt ZAG 0] = | [ (Gt =1 X MG Ol
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Por (4.8), obtenemos que:

oo

Como y es decreciente, tenemos que y/,(t) < 0, luego / G (t)y,(t)dt < 0, por lo tanto
T

‘/ G (1)1, (1) ] = / Gon(E)y (1)t = / G (1) (—y, ().
Observemos que y,,(t) = @' (t)y(L )+x(t)y (L)L <2/(t)=7Hvaquey(L) <1,0<z(t) <1
y—1<y (E>E <0, luegoz
ol = 5 [ 52 ar (1.10)
Como h’in sup Ci::r(f) = o0, existe tg € R, tal que G,,(t) > t"! para cada t > tg, por lo
—o0

que si 7 = max{T,ty}, se tiene que G,,(t) > t"T! para cada t > 7. Entonces, existe una
sucesion {t,}2, estrictamente creciente de elementos de [T, 00) tal que Gy (t,) > 77, para
cada ¢ € N. Sig € Ny u > 2t,, por (4.10) se tiene que:
2t n+1 2t n+1
n * G, (t t ) t t
In(y)| > / Pz [ e S =,
tq

2 e D g+l = g ontlgn+d

luego si ¢ — 0o, 27" ?t, — 00, y tenemos que {n(y.,)}u=0 no estd acotada, llegando a un
absurdo. Por lo tanto, concluimos que existe algin px que no estd P,-acotado para ningin
n € N. O

Corolario 4.72. Sea {g,}22, gn : Ry — Ry una sucesion de funciones localmente inte-

grables tales que:

1. th Gns1(t)g; t(t) = oo para cada n € Ny.
—00

k

2. Para cada k € Ny, existe n € Ny tal que th’m gt =00y th ge(t)t™" =0
— 00 — 00

Entonces el problema de momentos genemlizada asociado a la sucesion { f,}52, de elementos
de .7'(0,00) definida como fu(p) = [J° ¢ t)dt, con n € Ny, es resoluble.

Demostracion. Fijado M > 0, como th Gni1(t)g, (t) = oo, se tiene que existe N > 0
—00

tal que sit > N, g,1(t)g, ' (t) > M, es decir si t > N, g,11(t) > Mg,(t). Por la monotonia
de la integral, tenemos que si G,,(t) = /t gn(8)ds, entonces para t > N, G, 41(t) > MG,(1),
por lo que tlgTolo Gni1()G, () = 0. i

Sea k € Ny, por 2, tenemos que existe N > 0 tal que si t > N, entonces g,(t) > Mt*. Por

t
M
la monotonia de la integral, se tiene que si t > N, G, (t) > M/ sfds = k:——l—ltkﬂ’ es decir
0
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i —(k+1) 5 M { —(k+1) —
sit> N, Gy(t)t > =, por lo que tliglo Gn(t)t 0.

f+1)

Observemos que como G, .1(t) > MG, (t), entonces tlim G ()t = oo. Por lo tanto,
—00

tenemos lo siguiente:

tli{?o Gn+1 (t)tik = tli{{.ét : Gn+1 (t)ti(k+l) = Q.

Ademads, se tiene que fijado € > 0, existe K > 0 tal que si t > K, entonces gx(t) < et", luego
t

€
por la monotonia de la integral se tiene que si t > K, Gi(t) <e [ s'ds = ?t’”l, luego
0 n

tenemos que G, ()t~ ("1 < ~=5, es decir, tlim Gr(t)t~ ™) = 0. Por lo tanto, se verifican las
— 00
condiciones del teorema anterior y concluimos que el problema de momentos generalizado

asociado a {f,}52, es resoluble. O

Ahora resolveremos el problema de momentos de Stieltjes en .#(0, co) viéndolo como un

caso particular de este corolario.

Corolario 4.73 (Problema de momentos). Dada una sucesion {c,}:, de nimeros

complejos, existe una funcion p € ¥ (0,00) tal que Ht"dt = ¢, para cada n € Ny.
) ¥ ¥
0

Demostracion. Basta aplicar el resultado anterior a la sucesion de funciones localmente
integrables {t"}2° , ya que son funciones positivas en R, y ademds, para cada k € Ny, basta

tomar k + 1 como n para que se cumpla la condiciéon 2 del corolario. O
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