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INTRODUCCION

La gran evolucién tecnolégica que el mundo ha vivido desde mediados de siglo XX y
principios del siglo XXI no es fruto del azar. Una de las principales consecuencias de los
conflictos bélicos acaecidos durante los dos ultimos siglos es la aceleracion del progreso
cientifico. Y como todo progreso transversal, este tampoco hubiera sido posible sin el
creciente desarrollo de todas las areas de la matematica moderna. El interés continuo
por mejorar las comunicaciones humanas ha dado lugar a notables avances en la Teoria
de la Senal y muy en particular en el Analisis Armoénico o de Fourier y en el Analisis
no Armonico.

El concepto de frame fue introducido por primera vez en 1952, a traves del articulo
original de R. J. Duffin y A. C. Schaeffer sobre series de Fourier no armoénicas [1], es
decir, en el estudio de series de la forma
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donde los A, no son todos enteros. Duffin y Schaeffer demostraron que para una funciéon
g € L*(—m,7) y una sucesiéon ()\,)%; con ciertas propiedades de separacién, existen
constantes positivas A y B independientes de la funcion tales que
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A la familia de funciones {e*"*}°>° | la denominaron entonces frame, a causa de las
anteriores desigualdades. No obstante, no ha sido hasta los anos 80 cuando se ha
visto a los frames como una herramienta extremamente ttil en el procesamiento de
senales. En consecuencia, numerosos estudios se empezaron a redactar en torno a la
generalizacién de la definicion y teoria de frames para espacio vectoriales y espacios de
Hilbert arbitrarios.

Por la riqueza que ofrece un espacio de Hilbert, el presente trabajo se centra exclusi-
vamente en estos espacios. Un frame en un espacio de Hilbert puede verse como una
estructura que generaliza la nocién de base de Schauder a familias que pueden ser
linealmente dependientes, es decir, un vector del espacio puede representarse como una
combinacién (infinita o no) de elementos del frame, y no necesariamente de manera



unica. Esto tltimo es la principal diferencia con una base usual de un espacio de Hilbert.
La motivacion principal de obtener una familia que cumpla estas propiedades son
diversas:

= En ciertas situaciones es conveniente tener un vector escrito de distintas formas o
incluso con mas vectores de los requeridos. Tener distintas representaciones puede
resultar muy ventajoso en algunas aplicaciones.

= En la practica puede ser extremadamente dificil encontrar una base, de forma
que se parte de un sistema generador del espacio y se van eliminando vectores
del sistema hasta conseguir un conjunto linealmente independiente. Esto, de
nuevo, puede ser una ardua tarea en la practica o incluso imposible en espacios
de dimensién infinita.

= Los frames son estructuras muy estables mediante transformaciones y, bajo actua-
cién de un operador acotado sobreyectivo, conservan la propiedad caracteristica de
un frame. En cambio para conservar una base ortonormal, tan solo los operadores
unitarios son capaces de transformar la base ortonormal en otra base ortonormal.

= Una base ortonormal o incluso una base por si sola son ya estructuras muy
restrictivas. Si ademas se desea que la base cumpla alguna propiedad adicional,
en muchas ocasiones resultara imposible. Es por ello que es necesario poseer una
herramienta como un frame que permita actuar de forma similar a una base pero
que sea mucho mas flexible en caso de requerir condiciones extra.

El objetivo principal del trabajo es proporcionar una recopilacion de los resultados
basicos de la teoria de frames en espacios de Hilbert desde un punto de vista del Anélisis
Funcional. También se pretende profundizar en las relaciones entre los frames, las bases
ortonormales y las bases de Riesz. Ademas, aunque histéricamente los frames se han
desarrollado en espacios de Hilbert separables y las principales referencias bibliogréaficas
definen a un frame como una familia numerable, se ha querido generalizar la definicién
a familias de cardinal arbitrario. En consecuencia, las definiciones y resultados aparecen
de forma natural en términos de sumabilidad y familias sumables.

Desde un prisma tedrico, los operadores acotados juegan un fuerte papel en la
descripcion de los distintos resultados y propiedades de frames. En el capitulo 1 se
introducen algunos resultados sobre operadores acotados, que seran una herramienta
fundamental en el andlisis del resto de capitulos, y que no se encuentran entre los
contenidos del Grado en Matematicas.

El grueso del trabajo se encuentra en el capitulo 2 donde se presenta la definicion de
frame y sus primeras propiedades en un espacio de Hilbert cualquiera. Los resultados
mostrados, extraidos en su mayoria del maravilloso libro de O.Christensen [2], han sido
modificados para frames de cardinal no necesariamente numerable.

Mas adelante, en el capitulo 3, se introducen las bases de Riesz y se describen

las relaciones existentes con las bases de Schauder y los frames. Ademas, se prueban
diversas caracterizaciones en torno a las bases de Riesz y se estudian las condiciones
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para que un frame contenga una base de Riesz, lo que da lugar a la definicion de frame
de Riesz. Como aplicacién, en dicho capitulo se muestra como las bases de Riesz estan
conectadas con el problema clasico de momentos.

Por ltimo, el capitulo 4 se centra en un espacio de Hilbert concreto, L*(R), y en
particular en el estudio de los frames de traslaciones, que son familias que tienen la
misma estructura funcional. En él, se define la funcién caracteristica de traslacion, que
cobra importancia a la hora de describir las caracteristicas de una familia de funciones
de traslaciones equiespaciadas. Finalmente, se demuestra mediante las densidades de
Beurling, la imposibilidad de tener un frame de traslacion en el espacio completo L?(R).
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CAPITULO 1

OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT

El objetivo de este capitulo es presentar algunos resultados sobre operadores
de frecuente uso en espacios de Hilbert, que no forman parte de los contenidos
que se estudian en el Grado de Matematicas de la Universidad de Valladolid,
y que seran utilizados a lo largo del resto de capitulos. En concreto, en la
secciéon 1.1 se introducen los operadores adjuntos y autoadjuntos asi como sus
principales propiedades. Seguidamente, se proporcionan un par de resultados
respecto a operadores invertibles y unitarios en la seccion 1.2. Mas adelante,
se definen los operadores positivos y el operador raiz en la seccion 1.3, que
seran fundamentales para trabajar con frames cuando se defina el operador
de frame. Por 1ltimo, en la seccién 1.4 se generaliza la inversa de un operador
que no es estrictamente invertible mediante la pseudo-inversa de un operador
y sus relaciones con las proyecciones ortogonales.

Las proposiciones y teoremas de este capitulo corresponden a resultados
clasicos de Andlisis Funcional. En particular, se han seguido [3], [4], [5] v [6]
entre otros.

De ahora en adelante H representara un espacio de Hilbert y consideraremos
que el producto interno (-, -) del espacio de Hilbert H es lineal en la primera
entrada y que la topologia de H es la usual asociada a un espacio normado.

11



12 CAPITULO 1. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT

1.1. Operadores adjuntos y autoadjuntos.

Sean H1, Ho dos espacios de Hilbert y sea T' : H; — H, un operador lineal acotado.
Para un y € H, fijo, definimos el siguiente funcional lineal sobre H;: s,(x) = (T'x,y).
Observemos que s, es lineal por ser T y el producto escalar lineales. Ademas, s,
es acotado ya que es composicién de dos aplicaciones continuas. Por el teorema de
representacion de Riesz existe un tnico z € H; tal que sy(x) = (z,z2), es decir,

(Tx,y) = (z, 2).

Definicién 1.1.1. Dado T : Hy — Ho un operador lineal acotado, se define su
operador adjunto 7™ : Hy — Hi como el operador que envia cada y € Ho al unico
punto z € Hy que cumple que (T'z,y) = (x, 2).

A raiz de la definicién anterior, el operador adjunto de T es el operador T™* que
verifica que (T'z,y) = (x, T*y) para todo x € H;, y € Ha; donde ya se ha omitido el
espacio al que corresponde cada producto interno.

Las demostraciones que se presentan en toda esta seccion siguen el desarrollo descrito
en [3].

Proposiciéon 1.1.2. Sea T : Hi — Ho un operador lineal acotado. Su operador
adjunto T* es un operador lineal acotado.

Demostracion. Dados y1, yo € Ho y © € H; se tiene que
(2, T"y1) = (T, 1), (, T"y2) = (T, y2).
Sumando ambas expresiones obtenemos que
(x, T*y1 + T yo) = (Tx,y1 + ya).

Como consecuencia de la unicidad indicada en la definiciéon 1.1.1 se concluye que
T*(y1 + y2) = T*y1 + T*y,. Con el mismo razonamiento, si a € C, y € Ha:

(z,aTy) = (T, ay),

lo que implica que T*(ay) = aT™y.
Para la acotacién, si y € H,, utilizando la definicién de operador adjunto:

Ty > = (T"y. T*y) = (y, TT"y) <Ily|ITT*yll <|lyllITIII Tyl -

Si T*y # 0, se tiene que | T*y|| <||y||||T"]|. Si T*y = 0 es trivial que también se cumple
la desigualdad, luego se tiene la acotacién para todo y € Hs. m

Definicién 1.1.3. Se dice que un operador lineal acotado T : H — H es autoadjunto
st su operador adjunto coincide con el propio operador, es decir, si T = T™*.

A continuacion se muestran unas propiedades de utilidad de los operadores adjuntos.

Proposicién 1.1.4. Sean T : H1 — Ha, S:H1 —> Ho, T1 - H —> Ho, Th : H1 —
‘H operadores lineales acotados. Se cumple que:



1.1. OPERADORES ADJUNTOS Y AUTOADJUNTOS. 13

1. (T*)*=T.

2. Si o € C entonces (T + aS)* =T* 4+ o*S*, donde a* es el conjugado de o.

3. (D) = T;Tr.

4N =T y 17T =TT

5. Si T admite operador inverso acotado entonces T* también y (T*)~' = (T~1)*.
6. Ker(T) = Im(T*)* y Ker(T)* = Im(T™).

Demostracion. 1. Basta observar que

(Tw,y) = (2, Ty) = (T")"2,y)
para todo x € Hi, y € Ha, luego T' = (1),
2. Es directo, pues:

(. (T +aS)y) = (T + aS)z,y) = (Tr,y) + a(Sz,y)
= (x,T"y) + (z,a"S™y) = (z, (T" + a"S")y)
para todo x € Hy, y € Ha.
3. Por un lado se tiene que (T1z,y) = (x,T}y), mientras que por otro (Thx,y) =
(x,Tyy). Todo ello implica que
<T1T2$7/y> = <T2,Z',T1*y> = <ZL’,T2*T1*y>

para todo x € Hy, y € Ho, de donde se deduce el resultado.

4. Para cada x en H; con||z|| <1 tenemos la siguiente cadena de desigualdades,
|Tz|)* = (T, Ta) = (T*Tw, ) <||T*Ta|||z|| <|T*TI| <||T*||IT]-

Por tanto,
2 * *
1T <[ T <[ T[Tl - (1.1)

Cancelando || T’|| en lo anterior, llegamos a ||T'|| <||T*||. Razonando de la misma
manera pero con 7™ en vez de T' se obtiene que ||| <[|(T™*)*|| =||T|| y entonces
se da la igualdad | T'|| =||T*||. En consecuencia, todas las desigualdades de (1.1)
son igualdades y se tiene que | TT*|| =||T||||T*||-

5. Puesto que TT~! = Idy, y T~'T = Idy,, tomando adjuntos en ambas igualdades
se llega a que T*(T~')* = Id}, = Idy, y (T7')*T* = Id;,, = Idy,.

6. Si z € Ker(T'), entonces Tx = 0, luego para todo y € Ha: (T™y, z) = (y, Tx) = 0.
Esto implica que x € Im(T*)*.
Veamos la otra contencién. Sea z € Im(7T*)*. Si y € Im(T*) entonces existe z € H,;
tal que y = T*z. Como (x,y) = 0 para todo y € Im(7™) se tiene que (z,T*z) =0
para todo z € Hy, es decir, (T'z, z) = 0 para todo z € H;. De aqui se concluye que
ha de ser Tz = 0 y por tanto x € Ker(T'). En conclusién, Ker(T') = Im(T*)*.

Por otro lado, de la igualdad anterior se concluye que

Ker(T)* = Im(T*)** = Im(T™).
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Para operadores autoadjuntos tenemos otra forma de calcular la norma de un
operador como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.5. Si T es un operador autoadjunto entonces

1T = sup [(Tz, z)].

llz]l=1

Demostracion. Sea M = sup [(Tx,x)|. Si||z|]| = 1, entonces [(Tz,z)| < ||T; luego

llzll=

M <|T|.
Por otro lado, si ||z|| =|ly|| = 1, entonces:
(T +y),z+y) = (Te,x) + (T,y) + (Ty, ) +(Ty,y)
= (Tw,x) + (T, y) + (y, T"x) + (Ty, y).
(T(x—y),x—y) = (Tr,r) - (Tw,y) — <Ty, z) +(Ty,y)
= (Tz,2) = (Tw,y) = (y, T"x) + Ty, y).

Como T = T™, se tiene que

(T(x+y),xr+y) = (Tr,x) + 2Re(Tx,y) + (Ty,y).
(T(x —y),x —y) = (Tz,x) — 2Re(T'z,y) + (Ty,y).

Restando ahora las dos ecuaciones anteriores,
4Re(Tw,y) = (T(x +y), 2 +y) — (T(x —y),z —y).
Puesto que |(T'z, z)| < M| z||* para todo z en H, utilizando la regla del paralelogramo:
ARe(T,y) < Mz + yl12 +l}o — ylI?) = 2M Jall? +yll?) = M.

Ahora, si (T'z,y) = €|(Tz,y)|, entonces sustituyendo en la desigualdad anterior z
por e~z resulta que|(T'z,y)| < M si||z|| =|ly|| = 1. Tomando por tltimo y = Tx/|Tz||
(si Tz # 0; si no, es trivial) se llega a que ||Tz|| < M si||z|| = 1. Por tanto, ||T|| < M,
que es la otra desigualdad que se queria probar. O

Hasta ahora hemos visto las principales propiedades de los operadores adjuntos. De
aqui al final de la secciéon demostraremos que la imagen de un operador T' de H en si

mismo es cerrada equivale a que la imagen de su operador adjunto también sea cerrada.
Para ello, utilizamos la siguiente proposicién, demostrada en [7].

Proposiciéon 1.1.6. Sea T : ‘Hy — Ho un operador acotado. El operador T es
sobreyectivo si, y solo si, T™ estd acotado por abajo, es decir, si existe k > 0 tal que

kllz| <[|T"z|

para todo x € H,.
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Demostracion. Supongamos en primer lugar que Im(7") = Hy y que 1" no esta acotado
por abajo. Entonces existe una sucesion (z,)°; en Hs tal que ||T*z,|| <||z,|l /n para
cada n € N.

Sea para cadan € N, y,, = nx,/||x,||, y veamos que la sucesion (y,,)3> ; es débilmente
acotada. Sea F' : Hy — K un funcional continuo cualquiera. Por el teorema de
representacion de Riesz, existe y € Hy tal que F'v = (v,y) para todo v € Hs. Ahora,
como 1" es sobreyectivo por hipétesis, existe x € H; tal que Tx = y. Entonces:

[Eynl = [{ym, )| = [Ty, )| < ([ Tyl <],

para cada n € N, y por tanto (y,)2; es débilmente acotada en Hs. Del teorema de
Banach-Steinhaus, se deduce que (y,)5, es acotada en Ha, pero por cémo se han
definido los y,, resulta que ||y,|| = n, lo cual contradice que (y,)>2, sea acotada. En
consecuencia, T™ esta acotado por debajo.

Para la otra implicacion, supongamos ahora que
kll || < ([T

para todo x € Hy y cierta constante k£ > 0. Veamos primero que Im(7™) es cerrada
en Hy. Si (T*x,)32, es una sucesién convergente a y € Hy, entonces de la desigualdad

kl|wg — x|l < || T 2, — T 2,

con n,m € N, se deduce que (z,)5°; es una sucesién de Cauchy. Por ser Hs un espacio
de Hilbert, sea x € Hs el limite de dicha sucesién. Entonces T*x,, — T*x si n — oo.
Por la unicidad del limite, y = T*z € Im(T™) y por tanto Im(7*) es cerrado en H;,
luego también es un espacio de Hilbert.

Tomemos y € H. Definimos G : Im(7™*) — K por

G(T"w) = (w,y)

si w € Hso. El funcional G esta bien definido ya que T™ es inyectivo por ser acotado por
debajo y ademés es lineal. También es continuo pues si z € Im(7T™*) y z = T*w,

1
Gz| <llwlllyll < =Nyl

De nuevo por el teorema de representacién de Riesz, existe x € Im(7™) de forma que
Gz = (z,x) para todo z € Im(7™). Luego, para cada w € Hao,

(w,y) = G(T"w) = (T"w, z) = (w,Tx).
Esto tltimo implica que y = Tz € Im(7T') y por tanto Im(7T") = Ho. O

La proposicion anterior es simétrica con respecto al adjunto, esto es, se pueden
intercambiar los papeles de T"y T™.

Lema 1.1.7. Sea T : Hy — Hs un operador continuo. Entonces Im(T) es cerrado
en H si, y solo si, existe k > 0 tal que

kllz) <7z (1.2)

para todo x € Ker(T)* .
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Demostracion. Si Im(T) es cerrado, definiendo T : Ker(T)* — Im(T) como Tx = T
para todo z € Ker(T)4, se tiene que T es biyectivo. Por el teorema del isomorfismo, 7!
es acotado y en consecuencia existe k > 0 tal que k||z|| <||Tz| para todo z € Ker(T)= .

Reciprocamente, supongamos que se cumple que existe k > 0 tal que k||z|| <||Tz||
para todo x € Ker(T)*. Sea (y,), una sucesién de Cauchy en Im(7) donde y,, = Tz,
para ciertos x,, € Hy, n € N. Ahora, como H; = Ker(T)@®Ker(T)* entonces z,, = wy,+2,
con w, € Ker(T), z, € Ker(T)*, luego

Yo =T, =Tw, + Tz, =Tz,

es decir, podemos escoger z, € Ker(T)* tal que v, = Tz, para cada n € N. Utilizando
la desigualdad (1.2):

Ellzn = 2mll < | T20 — Tznll = [y — Ymll,

luego (2,)22; es también una sucesién de Cauchy y por tanto convergente hacia un
z € Ker(T)*. Sea y = Tz. Como Tz, — Tz si n — oo, por la unicidad del limite se
tiene que y = Tz € Im(T") y en consecuencia Im(7") es cerrado en H,. O]

Teorema 1.1.8. La imagen de un operador T : Hi — Hs es cerrada en Hs si, y solo
si, la imagen de T es cerrada en H;.

Demostracion. Supongamos que Im(7T) es cerrado, por el lema anterior se tiene que
existe k > 0 tal que k||z|| <||Tz| para todo = € Ker(T)*.

Como Ker(T)* es cerrado en H;, Ker(T)t es de Hilbert. Apliquemos entonces
la proposicién 1.1.6 al operador T* : Hy — Ker(T)* y veremos como la imagen
de T™ es precisamente Ker(T)*. Como T estd acotado por abajo en Ker(T)! (nos
restringimos a este espacio), entonces el operador T* es sobreyectivo, es decir, se tiene
que Im(7T*) = Ker(T)* y por tanto Im(7™) es cerrado.

Para el reciproco el razonamiento es analogo sustituyendo 71" por T% y viceversa. [

1.2. Operadores invertibles y operadores unitarios.

El conjunto de operadores lineales acotados sobre H, que se representa por L(H),
es un espacio de Banach. Ademas, un espacio normado es de Banach si, y sélo si, toda
serie absolutamente convergente de elementos del espacio es convergente. Teniendo estos
resultados en cuenta, pasamos a probar el siguiente resultado sobre invertibilidad.

Lema 1.2.1 (Lema de Neumann). Sea T': H — H un operador lineal acotado tal que
|T|| < 1. Entonces Id — T es un operador invertible y (Id —T)™ = 352, T*.

Demostracién. Consideremos la serie 2 o||T[|* . Como ||T| < 1, esta serie numérica
converge. Por tanto, como ||T*| <||T||", la serie 33, T* converge en £(H) hacia un
operador S. Basta probar entonces que S(Id —T) = Id = (Id —T)S. Ahora,

SId—T)=>"THId-T)=>TF =Y Tk!
k=0 k=0 k=0

=3 TF-N"TF=T"=Id.
k=0 k=1
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De manera andloga se demuestra que (Id —T')S = Id. Por tanto, Id — T es invertible y
su operador inverso viene dado por S. O]

Los operadores unitarios son un tipo de operadores muy especiales en los espacios
de Hilbert pues se caracterizan por conservar el producto interno y la norma del espacio.
En consecuencia conservan las propiedades topoldgicas.

Definicién 1.2.2. Un operador acotado U : H — H es unitario si UU* = U*U = Id.
De la siguiente proposicion se deduce que todo operador unitario es una isometria.

Proposicién 1.2.3. Sea U : H — H un operador acotado. Son equivalentes:
1. U es unitario.
2. (Uz,Uy) = (z,y) para todo x, y € H y U es sobreyectivo.
3. | Uz|| =||=|| para todo x € H y U es sobreyectivo.

Demostracion. Si U es unitario entonces es sobreyectivo y:
(x,y) = (x,U"Uy) = (Ux,Uy).

Luego 1 implica 2.

Reciprocamente, si U conserva el producto escalar, de la primera igualdad anterior
se tiene que (x,y) = (z,U*Uy) para todo x € H, es decir, U*Uy = y para todo y € H.
Esto equivale a que U*U = Id. Ademas, U es biyectivo pues es sobreyectivo por hipotesis
y es inyectivo ya que si Uz = 0, entonces en particular (x,z) = 0, lo que implica que
x = 0. Por tanto U admite inversa y es precisamente U*. Hasta aqui queda demostrado
que 1 es equivalente a 2.

Para la equivalencia de 2 y 3 basta tener en cuenta que el producto escalar determina
la norma por definicién y que la norma determina también el producto escalar por las
identidades de polarizacion. O

Observe que del punto 3 de la proposicion anterior se deduce que la norma de un
operador unitario es la unidad. Su operador inverso, que es U*, tiene norma unidad
pues también es un operador unitario.

1.3. Operadores positivos. Operador raiz.

A continuacién definiremos los operadores positivos, un tipo de operadores de gran
utilidad en Analisis Funcional. Se seguiran y detallaran las demostraciones que se
encuentran en [4].

Definicién 1.3.1. Un operador acotado T : H — H es positivo si (Tx,z) > 0, para
todo x € H.

Es facil demostrar que esta clase de operadores son autoadjuntos:

Proposicién 1.3.2. Todo operador acotado positivo T : H — H es autoadjunto.
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Demostracion. Puesto que T es positivo (T'z, z) € R para todo x € H, luego (T'z,z) =
(x,Tz) para todo x € H. Ahora, utilizando las identidades de polarizacién:

(Ta,y) =3 (T +9),7 +9) ~ (T — ), 2 — )

— (T (x +1y),z +iy) +i(T(z —iy),x — zy))
:i(@; +y,T(x+y) — (@ —y.T(x—y))

—ile+iy, T(e +iy)) +ile — iy, T(x = iy)}) = (2, Ty)
para todo x, y € H, por lo que se deduce que T' = T™. O
Los siguientes tres resultados pueden encontrarse en [6].

Lema 1.3.3. Si U, V son operadores acotados y tal que U es positivo y UV autoadjunto,
entonces se verifica que |[(UVz,z)| <||V|| (Uz,z) para todo x € H.

Demostracion. Como la desigualdad de Cauchy-Schwarz es cierta para semiproductos
internos y [z,y] := (Ux,y) es también un semiproducto interno (pues U es positivo)

entonces:
1/2

)] < (0} 0y 0) " < 5 (W) + Uy.1), (1.3)

donde en la ultima desigualdad se ha usado la propia de la media geométrica y aritmética.
Dado n € N, el operador UV"™ es un operador autoadjunto ya que como UV es
autoadjunto por hipdtesis y U también por ser positivo,

(UV"z,y) = (V" 2, UVy) = (UV" 2, Vy)

= (V" 2, UV = ... = (2, UV"y). (1.4)

Ademas, de (1.3),

[(UV" 2, 2)| = [{x, UV"z)| = (Uz,V"z)| <
_1
)

pues (UV?'z, x) = (x,UV*"z) = (UV"z,V"z) € R por (1.4). Partiendo ahora de
n = 1 e iterando las desigualdades en el ltimo sumando de (1.5) se llega a la siguiente
desigualdad:

(<U£L‘, x) + (UV"x, V”x))

DO | —

1 (1.5)
((Ux, x) + (z, UVQ":E>> = §(<UZL‘,SL‘> + (UVQ”:U,x))

1 1 1 1
UV, x)| < ( +-4... )(Ux,:c} + —(UV* 2, z). (1.6)
2 4 2n 2n
Si fuera ||V]| = 1, entonces como [({UV?z, z)| <||U||||z||* el tltimo término de (1.6)

tiende a cero, luego cuando n — oo se cumple que [(UVx,z)| < (Uzx,z). Si por el
contrario se tuviera que ||V|| # 1 entonces basta sustituir V' por V/||V|| (si V # 0) y se
tiene la desigualdad del enunciado. O]

Proposicion 1.3.4. La composicion de dos operadores positivos en H y que conmutan
entre si es un operador positivo.
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Demostracion. Sean U, V positivos tales que UV = VU. Si Id — U no fuera positivo
basta multiplicar U por ||U]|™" y se tiene que (|U||™" Uz, z) <|z||* para todo = € H;
es decir, Id —||U||"' U es positivo. Observe también que si fuera ||U|| > 1, haciendo
W :=U/||U]||, tenemos que W es positivo y que ||W|| = 1. Luego si el resultado fuera
cierto para operadores con norma menor o igual que la unidad, tendriamos que WV es
positivo, i.e, UV es positivo.

Supongamos pues, sin pérdida de generalidad, que Id — U es positivo y que ||U]| < 1.
Entonces, utilizando la proposicion 1.1.5:

[1d—U|| = sup [{(Id = U)z, )| = sup |1 — (Ua,2)| < 1,

llz[l=1 [lz]|=1

ya que
0 < (Uz,z) <|[U|l|l=]* =[U]| < 1.

Como V' conmuta con Id — U entonces el operador V(Id — U) es autoadjunto y por el
lema anterior: (V (Id —U)z,xz) < (Vz,z), es decir, (VUx,z) > 0. O

Corolario 1.3.5. Sean U, V', W operadores autoadjuntos. StV —U y W son operadores
positivos y W conmuta tanto con U como con V', entonces W (V — U) es positivo.

Demostracion. Es consecuencia directa de la proposicion anterior tomando los operado-
res WyV —U. [

Dado un operador acotado T', observe que siempre podemos construir un operador
positivo asociado a partir de él, pues si x € H, entonces (T*Tx,x) = ||Tx||2 > 0.
Para que tenga un comportamiento parecido a T', podriamos pensar en tomar la ‘raiz
cuadrada’ de este operador T*T'. A partir de ahora discutimos la posibilidad de definir
esta operaciéon para operadores acotados positivos.

Lema 1.3.6. El desarrollo en serie de potencias de la funcion compleja /1 — z en
torno a 0 converge absolutamente en el disco cerrado de radio 1, cuando se considera la
determinacion principal de la raiz.

Ademds, si los elementos de {c,}5°, denotan los coeficientes del desarrollo en serie
de potencias de dicha funcion, entonces se cumple que:

o0
co=1¢<0si n>1 y Y ¢, =-1
n=1

Demostracion. Sea z complejo tal que|z| < Ty sea g(z) =1 —z=1+c12+c2%+. ..
el desarrollo en serie en torno al origen, donde se considera que la rama de definicién
de la raiz compleja es la dada por los puntos z que cumplen que —7 < Arg(z) < 7.
Puesto que g es una funciéon holomorfa en el disco abierto unidad, la serie converge
absolutamente en ese conjunto. Ahora, la derivada primera de g en 0 es negativa.

Ademas,
. (2n—3)---1 (2
g )(z) D ra— (1—2) (2n—1)/2
para todo n > 2, luego g(”)(O) < 0 para todo n > 1. Esto implica que todos los
coeficientes ¢; del desarrollo son negativos, excepto ¢y = 1. Supongamos ahora que
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|z| = 1, entonces:

N N N
1+Z|cn|:1—20n:2—20n
n=1 n=1 n=0
N
=2 — lim chx”§2— lim v1—z =2,

r—1— =0 z—1—
lo que implica que ZnNzo|cn| < 2. Como esto tultimo es cierto para todo N € N, se tiene
que Yo% olen| < 2y en consecuencia la serie converge absolutamente también en la
frontera del disco unidad. Utilizando finalmente el teorema de Abel, puesto que >.7° ¢,
es convergente entonces ha de ser:

z—1-

> ¢y = lim vV1—2z=0,
n=0

ie, >0 ¢, =—1 O

Estamos en condiciones de demostrar la existencia de un operador 'raiz cuadrada’
asociado a un operador acotado positivo. La presente demostracion es ligeramente
compleja y la dividiremos en varios pasos.

Teorema 1.3.7. Todo operador acotado positivo T : H — H admite un unico operador
positivo V tal que V? =T.

Demostracion.

= Paso 1: Reducciéon del problema.

Basta demostrar el teorema para operadores con ||T'|| < 1. Si suponemos el resulta-
do cierto para operadores con norma menor o igual que la unidad y tuviéramos
|T|| > 1, definiendo entonces S = T'/||T|| tenemos que S es positivo y [|S|| = 1. Por
tanto existiria un tnico operador acotado W tal que S = W2, luego T =||T'|| W?

y es suficiente con tomar V =||T||"> W

» Paso 2: Existencia.

Sea T positivo con || T|| < 1. Por ser positivo es autoadjunto y en consecuencia
Id — T es autoadjunto. Por la proposiciéon 1.1.5,

l1d—T| = sup|(Id=T)f, f)] = swp [1—(Tf, )| <1, (17)
IFl1=1 IFl1=1
ya que
0 <(Tf.f) <ITIIfIF =TIl <1
si||f|| = 1. Por el lema anterior y como L£L(#) es de Banach, la serie

L+e(I=T)+e(I-T)*+ ...
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converge en norma a un operador acotado V. Previamente a demostrar que V? = T,
observe que si|z| < 1, puesto que la convergencia de la serie es absoluta, se tiene

que: R —
_ (20@ (2”> _ i (icncj_n>zj’ (1.8)

e igualando coeficientes llegamos a que

co=1, cpcr +creo=—-1y Z CnCj—n =0 (1.9)
para todo 7 > 2.

Consideramos ahora la familia {c,(/d—T)"¢c,,(Id— T)m}(n,m)ezi , que denotaremos

por F. Demostraremos que la suma de dicha familia es, por un lado, V2 y por

otro, T'. Como la suma de una familia es tinica se cumplird lo que buscamos, es
decir, que V2 =T,

Dicha familia F es absolutamente sumable: esto se debe a que
len(Id = T)"cu(Id = T)"|| < enllen|[|1d = T|"||1d = T|™

y a que la serie de la parte derecha de la siguiente igualdad,

oo 00 J

> leallenlI[1d =TI = S (Sleallegal ) I1d =TI, (110

n,m=0 7=0 *n=0

converge debido a (1.8) (pues los coeficientes son todos negativos excepto ¢
y tomar los términos con valor absoluto no cambia el cardcter de la serie).
La igualdad en (1.10) se debe a la proposicién A.1.10 tomando las familias
{enl lej—nlllId = T }n=o...;» 7 € N, pues estas son sumables por ser finitas y
la suma de todas ellas es sumable pues ya se ha comentado que la serie converge.
Puesto que £(H) es de Banach, la familia es sumable.

Si ahora aplicamos el teorema de sumacién por paquetes A.1.9 a la familia su-
mable F, como las familias {¢,(Id — T)"¢,,(Id — T)™}>°_, son sumables para
cada n y sus sumas son respectivamente c,(Id — 7)™V, entonces se tiene que la
familia {c,,(Id —T)"V}>°, es sumable y que su suma coincide con la suma de la
familia F. Como sabemos que la suma de {c,(Id — T)"V }22, es precisamente V2
entonces se concluye que la suma de F es exactamente V2.

Por otro lado, la familia F se puede reescribir de la manera que mostramos a
continuacién: {c,(Id—T)"c;_,(Id— T)jin}jEZi,nzo,...j (son los mismos elementos).
Si se toma como paquetes los conjuntos con un j fijo, la suma en n es sumable
por ser una suma finita y, aplicando de nuevo el teorema A.1.9, se obtiene que
la familia {3°],_o cncj—n(Id — T)7}52, es sumable. De hecho, utilizando la relacién
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dada en (1.9), la suma de {3} _ c,cj_n(Id —T) 2pesld—(Id—T)=T. Como

n
la suma de una familia es tinica se concluye finalmente que V? = T.

Paso 3: Positividad.
El operador V' es positivo ya que si || f]| =1,

VA =1+ elTd—T) f.f) > 143 e =0,
n=1

n=1
donde se ha utilizado que los ¢, con n > 1 son estrictamente negativos, que la suma
de los coeficientes ¢, con n > 1 del lema anterior es —1y que 0 < ((Id—=T)"f, f) <
1 para todo f con || f|| = 1. La primera desigualdad de esto tltimo se debe a que
el operador (Id — T)" es positivo para todo n por ser producto de positivos que
trivialmente conmutan (proposicion 1.3.4). La segunda desigualdad es consecuencia
de que
|(Id =T)"| <|[1d = T|" < 1.

Si ahora f tiene una una norma arbitraria y es distinto de 0, se tiene que
VED =IfIP(Vg,g) > 0con g = f/|If|l. Si f = 0, es obvio que se da la
misma desigualdad.

Paso 4: Unicidad.
Si existiera otro operador positivo V' con (V’)? = T, entonces como

VT =V =TV

se tiene que V'’ conmuta con Ty en consecuencia también con V ya que:

V'V =V c,(Id=T)" =Y e, V'(Id=T)" =Y c,(Id = T)"V' = VV".
n=0 n=0 n=0

Teniendo en cuenta que los dos primeros sumandos de
(V=VWEV =V)+ V=V =V)=(V:=VHV =V
=(T-T)(V-V)=0

son positivos, han de ser entonces igual a cero. El primer sumando es positivo

porque como V' y V — V' conmutan entonces se puede reescribir como V(V — V')2.

Este operador es positivo ya que es producto de dos operadores positivos: V' por

hipétesis y (V — V’)? por ser el cuadrado de un operador autoadjunto. El segundo

sumando se razona igual. Como cada sumando es nulo, la diferencia de ambos

también ha de ser nula, es decir, (V —V’)? = 0. Puesto que V — V"’ es un operador

autoadjunto, aplicando la propiedad 4 de 1.1.4,

IV =V[* =V =VIPI(V=V)|*= (V= V)Y =0,
y por tanto V = V',
m
Con este resultado, estamos en condiciones de definir el operador raiz de un operador
positivo dado.

Definiciéon 1.3.8. Sea T : H — H un operador positivo. Se define el operador raiz
asociado a T como el unico operador positivo V' tal que V2 = T vy se escribird como T2,
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1.4. Pseudo-inversa.

La mayoria de operadores no son invertibles. No obstante, podemos definir un
operador que funcione como un operador inverso por la derecha en un sentido amplio.
El siguiente teorema, demostrado en [2], da condiciones sobre la existencia de este tipo
de operador inverso por la derecha.

Teorema 1.4.1. Sean Hi, Ho espacios de Hilbert. Sea U : Hi — Hs un operador
acotado cuya imagen es cerrada en Hso. Entonces existe un operador lineal acotado
Ut Hy — Hy tal que

UU'y =y,

para todo y € Im(U).

Demostracion. Sea U la restriccién de U al complemento ortogonal de Ker(U), i.e.,
U = U|Ker(U)l — Ho.

Tenga en cuenta que U es lineal y acotada por ser la restriccién de un operador
lineal y acotado. Ademds, es un operador inyectivo ya que si Uz = 0 entonces z €
Ker(U) NKer(U)*+ = {0}.

Observemos también que el rango de U es el mismo que el de U. Siy € Im(U),
existe € H; tal que Uz = y. Como H; = Ker(U) & Ker(U)* (el nicleo de U es un
subespacio cerrado), podemos escribir = v +w con v € Ker(U), w € Ker(U)*. Por
tanto:

Uw=Uw=Uw+Uv=Uv+w)=Uz=y.

Si ahora redefinimos U con llegada en Im(U), tenemos que U es un operador acotado
biyectivo entre espacios de Hilbert, ya que Im(U) es cerrado por hipdtesis. Luego U
admite un operador inverso acotado,

U™ Im(U) — Ker(U)*.

Definiendo ahora Ut : Hy — Hy como Uy = U~y siy € Im(U) y Uly = 0siy €
Im(U)*, se tiene que UUty = y para todo y € Im(U). De hecho, como Ut = U~ o Py,
con M = Im(U), UT es un operador lineal y acotado por ser la composicién de dos
operadores lineales y acotados. Todo esto es consecuencia de que, como Im(U) es cerrado,

Hy = Im(U) @ Im(U)*. O

Definicién 1.4.2. Se denomina pseudo-inversa por la derecha de un operador acotado U
con imagen cerrada al operador Ut construido en el teorema 1.4.1.

El teorema de la proyeccién afirma que si F es un espacio prehilbertiano y M un
subconjunto completo, convexo y no vacio de F, entonces cada punto de E tiene una
Unica proyeccion sobre M. Es por ello que todo subconjunto cerrado y convexo M
distinto del vacio de un espacio de Hilbert H -en particular cualquier subespacio vectorial
cerrado no trivial- admite una tnica proyecciéon. De esta manera podemos definir el
conocido operador proyeccion ortogonal sobre un subespacio vectorial cerrado M, que
denotaremos por Pyy.
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Definiciéon 1.4.3. Sea M un subespacio cerrado de H. La proyeccion ortogonal sobre
M es el operador Py : H — H definido de tal manera que para cada © =m+m' € H,
conm € M, m' € M+, se tiene que Pyx = m.

Es importante resaltar que toda proyeccion ortogonal Pp; es un operador lineal
acotado con || Py|| = 1 si M # {0}.

Proposicién 1.4.4. Toda proyeccion ortogonal es un operador lineal autoadjunto.

Demostracion. Sean x,y € H y M un subespacio vectorial cerrado de H. Como Py, =
Id — Py, se tiene que (Pyx,y — Pyy) = 0 = (x — Py, Pyy) o, equivalentemente,
(x, Ppy) = (Pya, Pyy) = (Puyx,y). Por tanto, Py = Py O

Proposicion 1.4.5. Sea M un subespacio cerrado de H. La pseudo-inversa por la
derecha de Py; es exactamente Pyy.

Demostracién. En primer lugar note que Im(P) = M y que Ker(P)* = M. Tomando la
notaciéon de la demostracion de la construccion del teorema 1.4.1, en el que se construye
la pseudo-inversa, se tiene que P = Id. Luego P~ = Id y en consecuencia, redefiniendo
ahora P~! con valor nulo en M*, se tiene que PJL = Py. O

Proposicion 1.4.6. Sea U : Hy — Hs un operador lineal acotado con imagen cerrada.
Entonces:
1. Ker(U") = Im(U)*.
2. Im(UT) = Ker(U)*.
3. La proyeccién ortogonal sobre Im(U) es exactamente UUT y la proyeccién ortogonal
sobre Im(UT) es exactamente UTU.

Demostracién. 1. Supongamos que x € Hy pero x ¢ Im(U) y demostremos que
x ¢ Ker(UT). Como H = Im(U) @ Im(U)~* entonces = y+ 2z con y € Im(U) \ {0},
z € Im(U)* . Si se tuviera que x € Ker(UT) entonces se tendria que UTx = 0 y por
tanto llegariamos a que:

0=UUz=UUy+UUz=y+0=y,

lo que es absurdo ya que y # 0 pues x ¢ Im(U)*. Luego ha de ser x ¢ Ker(UT)

La otra contencién es clara por construccién de U, pues en el teorema 1.4.1 se
extendié con valor 0 a los elementos de Im(U)*. Con esto se demuestra la igualdad.

2. Es practicamente inmediato: el operador U~" construido en la demostracién del
teorema 1.4.1 es biyectivo y tiene llegada en Ker(U)+. Como para los elementos
fuera de Ker(U)* se les dio valor nulo por UT, se tiene que Im(UT) = Ker(U)*.

3. Basta observar que UUT = Id en Im(U), UUT = 0 en Ker(UT) = Im(U)* y que
UUT es una aplicacién lineal por ser composicion de lineales. Esto es equivalente a
la definicién de proyeccién ortogonal sobre Im(U).
Para la otra afirmacién es suficiente con notar que si z € Im(UT), entonces existe
y € Im(U) tal que x = UTy. Esto se debe a que como = € Im(UT), entonces existe
2 € Ho tal que z = UTz. Ahora, como

Hy = Im(U) @ Im(U)* = Im(U) & Ker(U),
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se tiene que z =y +w con y € Im(U), w € Ker(U'), y Uty = Uz = x.
Todo esto implica que Uz = UU'y = y. Por tanto:

UlUzs =Uly =z,

luego UTU = Id en Im(UT). Si ahora z € Im(UT)*, entonces = € Ker(U) por el
apartado anterior. Luego UTUz = 0 para todo € Im(UT)* y se concluye de nuevo

que UTU es la proyeccién sobre Im(UT) por ser un operador lineal.
m
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CAPITULO 2

TEORIA GENERAL DE FRAMES

Una de las caracteristicas principales de un espacio de Hilbert H es que
admite una base de Schauder, y si ademas H es separable entonces se puede
tomar una base numerable. Un frame es un familia que en cierto modo
se comporta como una base: todo elemento f en H se puede escribir co-
mo una combinacién lineal infinita de elementos del frame. Sin embargo,
a diferencia de lo que ocurre con las bases de Schauder, la expresion en
términos del frame no es unica, es decir, las condiciones sobre un frame
son mas débiles que las de una base. Esto permite dotar de mayor flexibi-
lidad a los frames y asi resultan de mayor utilidad bajo situaciones en las
que no se requiera restringirse a condiciones tan fuertes como las de una base.

En el presente capitulo se hard un estudio de la teoria de frames bajo un
punto de vista del Anélisis Funcional. Puesto que el concepto de frame en
espacios de Hilbert aparece originalmente en [1] en el estudio de series de
Fourier no armoénicas, las definiciones clasicas de un frame se sitian en
espacios de Hilbert separables. En consecuencia, los frames se definen en
términos de una familia numerable. Las definiciones y resultados mostrados
han sido adaptados de [2] a familias de cardinal arbitrario -numerables y no
numerables-. Para ello ha sido necesario apoyarse en resultados relevantes
de sumabilidad, mostrados en el apéndice A.1.

En primer lugar, en la seccién 2.1 se introducen las definiciones y propiedades
fundamentales de un frame. También se definen tres operadores que seran
usados constantemente a lo largo del trabajo, los operadores de sintesis,
analisis y de frame. De hecho, estos contienen gran informacién sobre el
frame y de ahi su importancia. En la seccién 2.2 se muestran resultados
relacionados con la construcciéon de frames a partir de operadores acotados
y diversas caracterizaciones a través también de operadores acotados y bases

27
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ortonormales. Para finalizar el capitulo se dedica la tltima seccion, 2.3, a los
frames inexactos y a los frames duales, donde los primeros toman el papel
de frames ‘redundantes’.

2.1. Frames. Definiciones y propiedades.
En primer lugar, demos la definicién de frame asociado a un espacio de Hilbert .

Definicién 2.1.1. Una familia {f;}ic; de elementos de H es un frame en H si existen
contantes positivas A, B que cumplen que

AFIP < DI )17 < BIFIP (2.1)

iel
para todo f € H. Las constantes A,B se denominan cotas del frame.

El conjunto de cotas superiores de (2.1) es un conjunto acotado inferiormente y no
vacio, en consecuencia admite un inferior By. Dicho inferior también cumple (2.1) y por
tanto diremos que By es la cota dptima superior del frame. Andlogamente, al supremo
Ag de las cotas inferiores lo llamaremos cota dptima inferior del frame.

Ejemplo 2.1.2. Observemos que toda base ortonormal {u;};c; de H es un frame
en H, ya que || f||* = Xicr (], uz>|2 Esta tltima igualdad se conoce como identidad de
Parseval. De hecho, las cotas del frame coinciden y A = B = 1. Ahora, no todo frame
es una base ortonormal pues por ejemplo pueden existir elementos de la familia que no
sean ortogonales como veremos.

De hecho, la ortonormalidad de una base garantiza que esta sea un frame pues existen
bases que no son frames. Por ejemplo, si {uy}72, es de nuevo una base ortonormal
entonces la familia {v;}32; = {4}, también es una base (todo elemento se puede
escribir de forma tnica respecto a estos nuevo elementos) y, ademas:

0 1
Z |<un7vk>|2 = o>
k=1

n2

es decir, no existe una constante positiva A que cumpla la definiciéon de frame, pues si
existiera dicha constante positiva, basta tomar el elemento wu, con n suficientemente
grande tal que 1/n? < A.

Por otro lado, las condiciones de cota inferior y cota superior son independientes.
Esto significa que dado un espacio ‘H existen familias que satisfacen la condiciéon superior
pero no la inferior y viceversa.
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Por ejemplo, si {u;}ier es una base ortonormal entonces dado j € I, la familia
{u; }ie 1\{j} no satisface la condicién inferior: basta tomar u;, que tiene norma uno pero
los productos escalares de u; por los u;, ¢ # j, son todos nulos y por tanto no existe
una constante positiva A que verifique la desigualdad primera de (2.1). No obstante, si
cumple la condiciéon superior con B = 1 para todo f € H.

En cambio, la familia { f,}72, := {u1 + fuy, ux }32, verifica la condicién inferior con
A =1 para todo f € H. Ahora, si tomamos u;, entonces la serie

> [, fi)?
k=1

contiene infinitos términos iguales a 1 ya que

1
(ug,uy + EUk> =1

para todo k > 2. Por tanto la serie diverge y no cumple la condiciéon superior.

Definicién 2.1.3. Un frame es ajustado si podemos tomar A = B en (2.1). Un frame
es exacto st al eliminar cualquier elemento del frame deja de ser un frame.

Todo sistema ortonormal completo de H es un frame ajustado y exacto. En efecto,
es ajustado debido a la identidad de Parseval y dada una base ortonormal {u;};c; de H,
si suprimimos uy entonces se tiene que

A= Allul® < 30 g, w)|* =0,
i€ I\{k}

por ser {u;};e; un sistema ortonormal, lo que contradice la definicién de frame en H.

Ejemplo 2.1.4. Sea {ux}7, una base ortonormal de H.

1) Consideramos la familia {fx}32, = {u1, u1, ug, ug, ug, us, . ..}. Esta familia es un
frame ajustado pero no exacto. En efecto, como se cumple la identidad de Parseval:

Z| £t 2Z| fou))? = 2| fI1,

de donde se deduce que A =B =2 Esta famlha no es exacta: si se suprime un término
de la familia entonces sigue siendo un frame, esta vez con cotas A =1, B = 2.

2) Si ahora solo un elemento wy, estuviera repetido entonces la familia dada por
{fe 1320 = {1, ugy oy Ukg—2, Ukg—1, Uk s Uy, Ukg+1, Ukg+25 -- } tAMbién es un frame con cotas
A =1, B = 2. Esta familia tampoco es exacta pues si se elimina uno de los términos
repetidos se tiene que la familia es ahora un sistema ortonormal completo y en conse-
cuencia un frame.

3) Si consideramos ahora la familia { f }32; = {u, \/»'LLQ, fu2, \[u3, \/»u?,, \}gu3, .

entonces
1

Z|ffk Zkl byl D =117,
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y por tanto se trata de un frame ajustado con cota igual a 1. Observemos ademas que
{fr}22, no es una base ortonormal.

Definicién 2.1.5. Una familia {f;}icr de elementos de H diremos que es de Bessel si
existe una constante positiva B tal que

USSP < BIfI? (2:2)

iel
para todo f € H.

Es trivial que todo frame es una familia de Bessel.

Recordemos que ¢%(I) representa el conjunto de familias de escalares cuya familia
de términos en modulo al cuadrado es sumable. Dicho conjunto dotado de la suma
y producto por un escalar habituales tiene estructura de espacio vectorial sobre C.
En ¢2(I) se puede definir el siguiente producto interno: si f = {fi}ier v 9 = {9: }ier
estan en (2(I) entonces se define (f, g) = >;c; f:9;. Este producto interno da lugar a
un espacio de Hilbert.

A continuacién introducimos un teorema que sera utilizado a lo largo de todo el
trabajo. Previamente se prueba el siguiente lema.

Lema 2.1.6. Sea {f;} una familia en H y supongamos que la familia {c;fi}icr es
sumable para cualquier {c;}ier € (2(I). Entonces el operador T : (*(I) — H dado por

T{citier = Z cifi (2.3)
icl

es un operador lineal acotado.
Su operador adjunto T* : H — (*(I) estd dado por

T*f - {<f7 fi>}i617

Y, ademds:

WP <ITIPIA (2.4)

el

Demostracion. El operador T es lineal y ademas queda bien definido por hipétesis.
Veamos ahora que T es acotado. Para cada J C [ finito, definamos los operadores

Ty : ¢*(I) — H por
Ti{citier =Yl
ieJ
Estos operadores son lineales por definicion y acotados por tratarse de sumas finitas.
Ademés, para cada ¢ = {c; }ier € £2(I) se tiene que

Zcifi

icJ

sup{|Ts(c)|| : J C I finito} = sup{

Jcl ﬁnito}<oo

ya que la familia {¢;f;}icr es sumable. Aplicando entonces el teorema de Banach-
Steinhaus se deduce que existe M > 0 tal que ||Ty|| < M para todo J C I finito.
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Sea ¢ = {¢; }ier € £*(I) fijo. Entonces dado cualquier J C I,

Zcifi

ieJ

=|T;()] < Mlle]-

Por la proposicién A.1.5, se tiene que

1Tl = || X cifi

el

< Ml

es decir, T es acotado. Por ser T acotado, T* : H — ¢*(I) es acotado.
Por otro lado,
<f7 T{Cz’}iel> = <fvzcifi> = Z(ﬁ fz‘>0?-
il i€l
Puesto que

(T*f Aeitier) = D (T" fic;

el

(donde (T f); denota la coordenada i-ésima de T*f), entonces

D (T fic; = At fides
iel iel
para todo {c;}ies € €3(I), luego ha de ser (T* f); = (f, fi;) para todo i € I.
Finalmente, de la acotacién de T* deducimos la desigualdad (2.4):

SOWLLIE =T AP < T IPIAP =T IPIF 11

iel
para todo f € H. O

Teorema 2.1.7. Sea { fi}ic; una familia de elementos de H. Entonces {f;}icr es una
familia de Bessel en H si, y sélo si, para toda familia {c;}icr en (*(I) se tiene que
{cifi}ier es sumable.

Demostracion. Si {f;}ier es una familia de Bessel con cota B, y {c;}ier € £*(I) entonces
basta con comprobar que {¢;f;}ic; cumple la condicién de Cauchy para la sumabilidad
(ver definiciéon A.1.2). Puesto que {c; };cr pertenece a (*(I), dado € > 0 existe Jy C [
finito tal que Y ;e |¢;|? < €?/B, para cada J C I conjunto finito tal que J N Jy = 0.
Ahora,

> cifj|| = sup <chfj79>’ < sup Y lei(fi, 9)]
jed llgll=1! e llgll=1 jeg 2.5)
p 1/2 e 1/2 P 1/2 .
<(Tlaf) " (s SHiaf) < VB(TloP) <=

donde en la segunda desigualdad se ha usado la desigualdad de Holder. De (2.5)
concluimos que {¢;fi}ier es sumable.

Para el reciproco basta definir 7' : £2(I) — H como en (2.3) y de la desigualdad (2.4)
del lema anterior se deduce que {f;}ic; es una familia de Bessel con cota ||T||. O
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Observacion 2.1.8. Del lema 2.1.6 se deduce que la cota 6ptima para una familia de
2 |2
Bessel es exactamente || T||” = |||

Pasemos a definir los siguientes operadores de interés.

Definicién 2.1.9. Sea {fi}icr una familia de Bessel.
El operador de sintesis T : £2(I) — H es el operador lineal definido por

T{citicr = Z ¢ifi-

il
El operador de andlisis G : H — (*(I) es el operador lineal definido por

Gf= {<f7 fi>}i€l-

Observacién 2.1.10. Estos operadores recién definidos tienen una relaciéon especial
entre si como se ha visto en el lema 2.1.6: dada una familia de Bessel {f;}ics, los
operadores de sintesis y analisis asociados, T'y (G, son adjuntos el uno del otro por lo
que, de ahora en adelante, escribiremos G' como T%. De hecho, podriamos haber definido
solo uno de ellos y definir el otro a partir del lema 2.1.6.

Ademaés, ambos operadores son acotados como se demostré en el lema 2.1.6.

El operador de sintesis esta bien definido por el teorema 2.1.7 y ademas es lineal. El
operador de anélisis también estd bien definido por ser {f;}ic; una familia de Bessel.

Probemos ahora que la condicién (2.1) de la definicion de frame es suficiente que se
verifique en un conjunto denso de H.

Proposicién 2.1.11. Sea {f;}icr una familia de elementos de H tal que existen A, B
constantes positivas tales que

AFIP < SZIF £ < BIFIP (2.6)

i€l

para todo f en un conjunto denso D de H. Entonces {fi}ier €s un frame en H con
cotas A, B.

Demostracion. En primer lugar, veamos que {f;};cr es una familia de Bessel que tiene
por cota superior B. Si no fuera asi, existiria g € H tal que

> g, £l > Bllal.

el

Por definiciéon de sumabilidad (definicién A.1.1), existe un subconjunto finito J C I de
forma que

> g, £l > Bllal*.

icJ
Ahora, ambos lados de esta ultima desigualdad son aplicaciones continuas sobre g luego
existe d perteneciente a D tal que

> l{d, f)I” > Blldl.

icJ
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Como se trata de una suma de términos positivos,
2 2 2
Y Id £l = > _Kd, fl” > Bldl,
il icJ
en contra de la hipotesis. Por tanto,
2 2
> g, fl” < Bllgll”,
icl

para todo g € H y {fi}icr es entonces una familia de Bessel en H. Para la cota inferior,
basta reescribir (2.6) como A||f||* <||T*f|°, donde T* es el operador de anélisis de
la familia de Bessel {f;}icr (luego T* esta bien definido). Esta tltima desigualdad se
cumple para todo f en D pero como de nuevo ambos lados de la desigualdad son
aplicaciones continuas sobre f (pues T* es continuo), se tiene que la desigualdad es
valida para todo f en H. O

Definicién 2.1.12. Sea { f;}icr una familia de Bessel. El operador de frame S : H — H
es el operador definido por

Sf=TT"f = (f. fif

el

El operador de frame S queda definido como la composicion de los operadores de
sintesis y analisis. Veamos algunas propiedades de este operador.

Proposiciéon 2.1.13. Sea {fi}ic; una familia de Bessel con cota B y operador de
frame S. Entonces se cumple que:

1. S es un operador positivo, lineal, acotado y||S|| < B.

2. Si{fi}icr es un frame, entonces S es un operador invertible.

Demostracion. Para todas las demostraciones utilizaremos las propiedades de los ope-
radores adjuntos y autoadjuntos, que pueden consultarse en la proposicion 1.1.4.

1. S'es lineal y acotado por ser composicién de operadores lineales y acotados. Ademas,
* * 2
IS =TT =TT =T < B,
como se indicé en la observaciéon 2.1.8. El operador S es positivo ya que

0< Y F P = (Sf. f), (2.7)

il
2. Si{fi}ier es un frame, por (2.7) y (2.1), se tiene que
AllfIP < (ST, f) < BlIfFIP (2.8)

para todo f en H.
Despejando de la segunda desigualdad de (2.8), tenemos que

(BT'SI. ) < (£, ),

es decir,

((Id—=B7'S)f, f) >0, (2.9)
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donde Id es el operador identidad. Por otro lado, de la primera desigualdad de
(2.8),

271 < (B0

esto tltimo implica que

2 —1 2 A 2 B-A 2
IAF = (B7SF ) <IFI7 = ZIAIT = =5~ 1A (2.10)

De (2.9) y (2.10) obtenemos finalmente que:

B-A

0<((Td- B8 f) < =

File

Como Id — B~'S es autoadjunto, entonces por la proposicién 1.1.5:

B-A
|1d — B'S| :H?“l@lu(zd— BT f. )l <

< 1.

Debido al lema 1.2.1 de Neumann, B~1S es invertible, es decir, S es invertible.
m

Hasta aqui se han visto unas propiedades del operador de frame pero no realmente
su relevancia. Dado un frame del espacio, el papel del operador S cobra importancia
cuando se quiere descomponer un elemento f de H como una combinacién de infinitos
términos de los elementos del frame. En el siguiente teorema veremos como un frame se
puede considerar como una especie de "base ampliada o generalizada'.

Teorema 2.1.14 (Teorema fundamental de descomposicién). Sea {f;}icr un frame con
operador de frame S. Entonces

f= Z<f> ST fi= Z(ﬁ fyS7'fi,

iel icl
para todo f € H.

Demostracion. Como S es autoadjunto e invertible, entonces su inversa también. Basta
entonces notar que, dado f € H,

F=8ST =Y UAST L i) fi =D (ST ) i
icl iel
Para la otra igualdad basta aplicar los operadores S y S™! en orden inverso
f =578 = ST (XU S ) = YU 1) ST e
iel iel
O

A los ntimeros (f, S71f;) se les denomina coeficientes del frame y a {S™!f;}icr el
frame dual de {f;}ic;. A partir del teorema fundamental de descomposicién podemos
demostrar el siguiente resultado.
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Proposicion 2.1.15. Si {fi}ier es un frame con cota inferior A y cota superior B,
la familia {S™' f;}ier es un frame con cotas B™', A™' y su operador de frame es S7!.
Si ademds A, B son cotas éptimas para {fi}icr, entonces B~', A™! son cotas dptimas

para {Silfi}iel'

Demostracion. Para cada f en H,

SOWSSTHIE =3 USTH flP < BISTHP < BISTHPIAN

el i€l

Por tanto, {S™!fi}ics es una familia de Bessel y el operador de frame para esta familia
esta bien definido. De hecho, si denotamos por S al operador de frame de la familia
{87 f;}ier v utilizamos el teorema fundamental de descomposicién:

SF =35 ST ST = ST (LS U) = 57U, @211)

iel iel
luego el operador de frame para {S™! f;}icr es S™1. Por otro lado, como

AllFIF < (SF. f) < BISI?

para todo f en H y puesto que S~ conmuta con S e Id, aplicando el corolario 1.3.5 a
los operadores positivos A™1S™! y S — A - Id se llega a que

(ST ) < AT AP

para todo f en H. Por otro lado, si se aplica ahora el mismo corolario a los operadores
positivos B~1S~t y B - Id — S se obtiene que

BMIfIIF < (STV ).

Realizando en (2.11) el producto interno por f, todo esto implica finalmente que

BUSIP<ASTHL ) =2 ST < AT, (2.12)

el

lo que quiere decir que {S™!f;}icr es un frame con cotas B!, A™1.

Supongamos ahora que A es una cota inferior éptima para { f;}ic; v C es una cota
6ptima inferior para {S!fi}ies tal que C' < AL, Razonando como antes, se llega a que
{fitier = {(S™1) 1S 1 f;}ies tiene como cota inferior C~1, y C~1 > A. Esto tltimo es
absurdo pues A era una cota inferior 6ptima. Para la cota éptima superior se razona de
manera analoga. [

Observacion 2.1.16. 1. Del primer punto de la proposicion 2.1.13 se deduce que
para un frame { f;}icr, su cota 6ptima superior es exactamente ||S]|. En cambio, de la
proposicion 2.1.15 se tiene que la cota éptima inferior es precisamente ||S~!||~!. Para
ello basta notar que la familia {S™! f;};c; es un frame con operador de frame S™!,
luego su cota éptima superior vendra dada por ||S7!||. Por la proposicién 2.1.15,
sabemos que la cota éptima inferior de {f;};c; debe ser entonces ||S™!||7!.
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2. Es interesante sefialar que si {f;}icr es un frame, entonces S™'T y T*S~! son los
operadores de andlisis y de sintesis de {S™!f;}ics, respectivamente. Si se toma una
familia {c; }ic; € ¢*(I), entonces

ST {¢;}ier = S_1<Zcifi) = ZCiS_lfi-

el i€l

Por otro lado, si f € H,

TS~ f = {{ST, fi) Yier = {{f, 57 fi) Yier,
pues S~! es autoadjunto.

Corolario 2.1.17. Sea {fi}ier un frame en H. El operador de frame, S, verifica la
siguientes desiqualdades:

AllfIF<ISfl < Bl
para todo f € H

Demostracion. La segunda desigualdad es consecuencia directa del apartado 1 de la
proposicién 2.1.13 pues ||Sf|| <||S|/||f]| < B||f|| para todo f € H.

Para la otra desigualdad, basta tener en cuenta que S es invertible y por tanto
para cada f € H existe g € H tal que g = Sf, es decir, f = S~'¢g. En consecuencia
es suficiente con demostrar que A||S7!g|| < |lg||. Razonando igual que la anterior
desigualdad, como S~! también es un operador de frame con cota superior A~! se llega
al resultado. O

Veamos ahora como los elementos de H son exactamente limite de elementos de
span({ f; }icr), donde {f;}icr es un frame en H y la notacién span hace referencia al
minimo subespacio vectorial que genera la familia.

Definicién 2.1.18. Una familia {f;}ic; en H se dice que es completa si

span({fi}tier) = H.
Si{fi}ier no es completa se dice que es una familia incompleta.

Proposicién 2.1.19. Una familia { f;}ic; es completa si, y sélo si, dado la condicion
(f, i) =0 para todo i € I implica que f =0 .

Demostracion. Sea G := span{ f;}ics.
Si {f;}ier es completa, entonces G es denso en H. Sea f € H tal que (f, f;) =0
para todo ¢ € . Ahora, existe una sucesién (g,)>° ; en G tal que f = lim, o gn. Como

gn €9,
gn = Z Cj f J
jeJ
para cada n € N y tal que J es un conjunto finito que depende de cada n € N. Por
linealidad del producto interno, (f, g,) = 0 para todo n € N. Como el producto interno
es continuo, tomando limites en la ultima igualdad se llega a que (f, f) = 0, es decir,

f=0.
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Para el reciproco supongamos que si (f, f;) = 0 para todo ¢ € I entonces f = 0. El
conjunto G es un subespacio y es cerrado, por tanto H = G @® ?l. Si f € ‘H entonces
f=g+h congecG,feq. Puesto que la familia {fi}ier estd contenida en G,
(h, f;) = 0 para todo i € I, lo que implica que h = 0 y en consecuencia f € G, i.e.,

G = H, luego { fi}ies es completa. ]

Proposicion 2.1.20. Sea {f;}icr un frame en H. Entonces se cumple que

span({ fi}tier) = H,
es decir, { fi}icr es completa.

Demostracion. Si (f, f;) = 0 para todo ¢ € I, por la definicion de frame (2.1),
AFIP < DCKE PP = 0.
i€l
Como A > 0 se llega a que f = 0. Por la proposiciéon anterior, { f;}ic; es completa. [

Corolario 2.1.21. Sea {f;}ic; un frame en H.
1. Si I es finito entonces dim(H) < oo.
2. Si I es numerable entonces H es separable.

Demostracion. 1. Si el conjunto I es finito, span({f;}icr) es cerrado y, utilizando la
proposicion anterior,

span({ fi}ier) = span({ fi}icr) = H;

esto significa que {f;};cr es un sistema de generadores finito y por tanto podemos
extraer una base finita de H.

2. Si I es numerable, de la proposicién 2.1.20 se tiene que span({ f;};cs) es un conjunto
denso en H. Si ahora denotamos por A al conjunto numerable dado por A =
{1 +1ig2 : 1,42 € Q} y aspan, ({ fi }ier) por las combinaciones lineales de elementos
de {fi}ier con escalares en A, entonces se tiene que

spany ({ fi}ier) = span({ fi}ier) = H,

pues A es denso en C. Como ademas span, ({f;}icr) es un conjunto numerable
por ser exactamente el conjunto de combinaciones lineales finitas de una familia
numerable considerando una familia numerable de escalares, se tiene que H es
separable.

m

Proposiciéon 2.1.22. Sea {f;}ic una familia de elementos de H. Si {f;}ic es una
familia de Bessel en span({fi;}icr), entonces es una familia de Bessel en H.

Demostracion. Supongamos que {f;};c es una familia de Bessel en span({ f;}ics) con
cota By sea f € H. Ahora, como H = span({ fi }icr) ®span({ fi }ier)*, existen elementos
g € span({fi}tic1), h € span({f;}ics)* tales que f = g + h. De esta manera se obtiene
que

SOl ="K, £ < Blgll* < Bl

iel i€l
Por tanto, {f;}ic es una familia de Bessel en todo H. O
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A raiz de estos resultados, damos la siguiente definicion.

Definicién 2.1.23. Sea {fi}icr una familia tal que es un frame para span({ fi}icr)-
Entonces se dice que es un sistema de frame.

Hay que destacar que span({f;}icr) es un espacio de Hilbert cuando se considera la
restriccion del producto interno de H a dicho espacio. Por tanto siempre que se hable
de operador de frame, operador de sintesis, operador de andlisis etc. de un sistema
de frame se considera que el dominio y/o espacio de llegada de dichos operadores es

span({ fi}ier)-

Ejemplo 2.1.24. Sea {u;};c; una base ortonormal de H y sea J C I un subconjunto
propio. La familia {u;};c; no puede ser un frame para H pues no es completa. Los
productos internos de la definicién de frame para un uy con k ¢ J son todos nulos
por ser un sistema ortonormal. Ahora, {u;};e;s si es un frame (de hecho, es una base
ortonormal) para Spani({u;};cs) luego es un sistema de frame.

2.2. Frames y operadores.

Hasta ahora se han visto las propiedades basicas de un frame y sus operadores
caracteristicos: el operador de sintesis, el operador de analisis y el operador de frame.
En esta seccion trataremos de generar y caracterizar nuevos frames y sistemas de frames
a partir de otros frames y bases del espacio H. La generaciéon de nuevos frames sera
realizada en general por transformaciones de operadores acotados como veremos en los
proximos resultados.

2.2.1. Construcciones de frames.

Dado un frame {f;}icr en H, podemos construir otros frames a partir de operadores
acotados U cuya imagen es un subespacio cerrado. Esto tltimo es necesario para que la
pseudo-inversa UT (ver definicién 1.4.1) de un operador esté bien definida.

Lema 2.2.1. Sea {f;}ics es una familia completa y U : Hy — Ho un operador acotado.
Entonces se tiene que:

span({U fi}ier) = Im(U). (2.13)

Demostracion. Puesto que U es acotado,

span({U fi}ier) O U(span({fi}tier)) = U(H1) = Im(U).
Como ademés span({U f; }ier) C Im(U), se da la igualdad (2.13). O

Proposicién 2.2.2. Sea {fi}ic; un frame en H con cotas A, B y sea U : Hy — Ho
un operador acotado cuya imagen es cerrada. En estas condiciones, {U f;}icr es un
sistema de frame con cotas A|UT||72, B||U||* respectivamente.
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Demostracion. La familia {U f;};c; es de Bessel pues, dado f € H;,
SHAUNT =Y KU f, P < BIU* FI* < BIU*IPI£I1* = BIUIPIFI
il il

donde en la primera desigualdad se ha usado que {f;}ic; es una familia de Bessel. Por
otro lado, si g € span({U f; }ics) entonces existe f € span({f;}ics) tal que g = Uf.
Como UU' = Id en Im(U) y el operador UU' es autoadjunto por ser una proyecciéon
ortogonal sobre Im(U) (proposicién 1.4.6),

g=Uf=UUYUf=U)UUf,

luego
lgll < IO IPIU-U £
B I LCAL S ST
— A 1 (2
iel iel

Queda asi demostrado el resultado para todo g € span({U f;}ics). Por la proposiciéon
2.1.11 se concluye para todo g € span({U f; }icr)- O

Proposicién 2.2.3. Si en las condiciones de la proposicion anterior ademds U es un

) _ 2
operador sobreyectivo entonces {U f;}icr es un frame en Hy con cotas A|UT|| 72, B|U]|
respectivamente.

Demostracion. Puesto que {f;}ic; es un frame en Hy, span({fi}ic;) = Hi por la
proposicion 2.1.20. Ahora, utilizando el lema 2.2.1, como U es sobreyectivo se da la
igualdad span({U f;}ic;) = H2 y basta aplicar la proposicién anterior. O

Corolario 2.2.4. Sea {f;}icr un frame en Hy con cotas A, B. Si U es un operador
lineal acotado de Hy en Ha, entonces {U f;}ier es un frame en Ho si, y solo si, existe
una constante k > 0 de forma que

IO FI1P = k£ (2.14)
para todo f € Hs.

Demostracion. Si{U f;}ier es un frame en Hy con cotas 0 < C' < Dy f € Ha, entonces
CIFIP <YL UM < DI
i€l
Como {f;}ies es también un frame,

CIAP < D WLULIP =3 KU f )P < BIU I,

el el
y basta tomar k = C/B > 0.
Para el reciproco, basta tener en cuenta que la condicién (2.14) implica que U es

sobreyectivo por la proposicién 1.1.6. De la proposicién anterior se deduce el resultado.
m
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Corolario 2.2.5. Sea {fi}icr un frame en Hy. Si U es un operador lineal acotado de
Hi en Hs cuya imagen es cerrada, entonces {U f;}icr es un frame en Im(U) si, y sdlo
st, se cumple que

10 fI = Kl (2.15)
para todo f € Im(U).

Demostracion. La demostracién es exactamente igual que la anterior. Observe que
Im(U) es un espacio de Hilbert por ser un subespacio cerrado del espacio de Hilbert
Ho. m

Podemos particularizar la proposicion 2.2.2 para operadores unitarios, como muestra
el siguiente corolario.

Corolario 2.2.6. Sea {f;}ic; un sistema de frame con cotas A, B y U : Hy — Hz un
operador unitario. Entonces {U f;}ic; es un sistema de frame con mismas cotas A, B.

Demostracion. Basta tener en cuenta que la imagen de un subespacio cerrado por
un operador unitario U es un subespacio cerrado. Ademas, como el operador inverso
de U coincide con la pseudo inversa de U y ||U|| = ||[U7Y| = 1, basta aplicar la
proposicion 2.2.2.

O

Hasta ahora hemos visto como construir frames a partir de operadores acotados con
imagen cerrada. Ademads, en cierta manera podiamos elegir el tamano de las cotas en
funcién de la norma del operador en cuestién. El teorema que se muestra a continuacion
utiliza el operador raiz (véase teorema 1.3.8) para la construccién de un frame ajustado
a partir del inverso de su operador de frame, S~!. El operador S~! es un operador
positivo como vimos en las proposiciones 2.1.13 y 2.1.15. Por tanto esta bien definida
su rafz, que denotaremos por S~1/2.

Teorema 2.2.7. Sea {f;}icr un frame en H con operador de frame S. Entonces
{S~Y2f}ier es un frame ajustado con cota igual a 1, y

f = Z<f7 S_I/in>s_1/2fi7
icl
para todo f € H.

1/2

Demostracion. Puesto que S~™!/2 conmuta con S~! entonces también conmuta con S

pues:
S728 = (88718728 = §571571/25 = §571/2(5718) = §51/2,
Luego para cada f € ‘H podemos escribir

f=S8T1Sf = 5TVRSS TR p = STV (SRS ) £

el
=> (S THEERNSTAf = > A, STV fNSTHAE,
iel iel
Realizando ahora el producto escalar por f en ambos lados de la ultima ecuacién,
LA = D20 ST ST 2 s £y = oI ST )P, (2.16)
icl iel

de donde se obtiene que {S™Y/2 f;};cr es un frame ajustado con cota igual a la unidad. [
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Observacion 2.2.8. De hecho, la demostracién del anterior teorema nos muestra que
si {gi}ier es una familia tal que f = > ,c;(f, g:)g; para todo f € H, entonces {g;}icr
es un frame ajustado. Basta partir de f = > ;c;(f, g:)g; y realizar el producto escalar
con f, como en (2.16). Es més, el operador del frame es el operador identidad y el frame
dual es la propia familia {g;}ic;.

Otro tipo de operadores interesantes son las proyecciones ortogonales, que juegan un
papel muy importante a la hora de buscar distancias minimas. Los siguientes resultados
muestran la relacién que tienen las proyecciones ortogonales con un frame.

Proposicion 2.2.9. Sea {f;}icr un sistema de frame en H y sea P la proyeccion
ortogonal sobre un subespacio cerrado M. Se cumple que:

1. Si{fitier es un frame en H con cotas A, B, entonces {Pf;}icr es un frame en M
con mismas cotas A, B.

2. Si {fi}icr es un frame en M con operador de frame S, entonces la proyeccion
ortogonal sobre M wviene dada por

Pf= Z(fv ST i
icl
para todo f € H.

Demostracion. 1. Lo demostramos de dos maneras:

a) Observemos en primer lugar que P f; € M para todo i € I. Como {f;};cr es un
frame en H, span{ f; }ic; = H. Aplicando entonces el lema 2.2.1, se obtiene que

Esto ultimo implica que la familia { P f;};c; genera M.
Ahora, si f € M,

SIS PRI = S IPF ) = S1E Sl
iel iel iel
De aqui se obtiene que A||f||* < Sie;|(f, Pf:)|° < B| f||* para todo f € M.
b) Este resultado también puede verse como un corolario de la proposicion 2.2.2,
ya que P es un operador acotado con imagen cerrada pues P(H) = M. Ademaés,
la pseudo-inversa del operador P es precisamente P (proposicién 1.4.5). Como
|P|| = 1, se deduce que {Pf;}ic; es un sistema de frame con cotas A, B.
Equivalentemente, {f;}icr es un frame en M con cotas A, B.
2. Si f € H entonces f=g+hcongeMyhe M, ycomo S~!f; € M para todo
i € I, se tiene que (h, S™'f;) = 0 para todo i € I. Puesto que

<f’ S_lfi> = <Q;S_1fi> + <h7 S_lfi> - <g’S_1fi>7

entonces

iel iel
donde en la dltima igualdad se ha utilizado el teorema fundamental de descomposi-
ci6én (teorema 2.1.14). Como Pf = g, se concluye.
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Proposicion 2.2.10. Sea { f;}icr un sistema de frame en H. La proyeccion ortogonal P
de una familia {c;}ic; € (3(I) sobre la imagen del operador de andlisis T* es exactamente

et (5o 08)

donde S es el operador de frame de {f;}icr en span({ fi}ier).

Demostracién. Sea @ el operador definido de ¢2(I) en ¢*(I) como Q := T*S™'T. El
operador () es lineal y acotado por ser composicién de operadores lineales y acotados.

Ademas, @ es la identidad en Im(7™) ya que si {¢;}ier € Im(7*), entonces existe
f € span({ fi}tier) tal que {c;}ier = T*f. Con esto se tiene que

Qfeitier =T STTT f =T*S™'Sf =T"f = {¢;}ier.
Por otro lado, si {¢;}ier € Ker(T),
Q{citier = T*S™'T{c;}ier = 0.

Esto implica que el operador @ es nulo en Ker(T) = Im(T*)* y en consecuencia Q es
exactamente la proyeccién ortogonal sobre Im(7™). Por tltimo, observemos que:

Qfcitier =TS 'T{ci}ier =TS (Zsz) = T*<ZS‘1fi)

i€l i€l

(T h))

el

que es lo que se queria probar. O

2.2.2. Caracterizaciones de un frame.

Hasta ahora, demostrar que una familia {f;};c; era un frame se basaba en compro-
bar que se trataba de una familia de Bessel y en encontrar una cota inferior A > 0
que cumpliera con la definiciéon de frame. En este apartado trataremos de dar otras
equivalencias de la definicién que venimos utilizando.

En esta linea, el siguiente teorema muestra una caracterizacion sin involucrar las
cotas del frame.

Teorema 2.2.11. Una familia {f;}icr en H es un frame en H si, y sélo si, el operador

T :0*(I) — H, dado por
T({citier) = Y _cifi, (2.18)
icl

estd bien definido y es sobreyectivo.

Demostracion. La condicién necesaria es inmediata del teorema 2.1.7 puesto que
si {fitier es un frame, en particular es una familia de Bessel. Ademads, por el se-
gundo punto de la proposicion 2.1.13, el operador de frame S = TT™* es invertible y por
tanto sobreyectivo. Esto conduce a que T' es sobreyectivo.
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Para la otra implicacion, el hecho de que T esté bien definido implica que la
familia {c;f;}icr es sumable para cada {c;}ic; € (*(I) y por el teorema 2.1.7 resulta
que { fi}iesr es una familia de Bessel. Ademaés, T es el operador de sintesis de la familia
y es un operador lineal y acotado. Falta ver la condicién inferior de frame. Como T es
sobreyectivo, basta aplicar la proposicién 2.1.6 para concluir que existe una constante
A > 0 tal que

AlLFIP < ITfIP = Z; (fs i)
ic

para todo f € H. m

Observaciéon 2.2.12. No obstante, podemos intentar buscas una cota inferior concreta
para {f;}icr pues nos serd necesario mas adelante. La imagen de T' es cerrada y en
consecuencia 7T queda bien definido en #. Ahora,

f=TTf=>(T"f):f, (2.19)

icl

donde (T f); denota la coordenada i-ésima de T f. Por tanto:

1A = 1 DP = 1@ it HIE < (STl 1 D)

iel i€l
< (1Tt P (i £) ) = It FIP Y1 )
el el el
< ITH 2SI f 1)
el

y se concluye que
2 - 2
AP T < DK HF = 1T fI%.
iel
Para un sistema de frame el resultado anterior es también valido:

Corolario 2.2.13. Una familia {f;}ic; en H es un sistema de frame si, y sdlo si, el
operador T : (*(I) — H dado por (2.18) estd bien definido en (*(I) y tiene imagen
cerrada.

Demostracion. La primera implicacion es consecuencia del teorema previo teniendo en
cuenta por un lado que span{ f;};c; es en si un espacio de Hilbert si se considera como
producto interno la restriccion de (-, -)3 sobre span{ f;};c;. Por el teorema anterior, la
imagen de T es precisamente Span{ f; }ics, que es cerrada en H.

Para la implicacién reciproca, si el espacio de llegada de T se reduce a Im(7),
entonces T' es sobreyectivo y, por el teorema anterior, {f;};c; es un frame en Im(7T), es

decir, es un sistema de frame.
O

Otra caracterizacién que utilizaremos en los siguientes capitulos es la siguiente.

Teorema 2.2.14. Una familia {f;}ic; en H es un frame en H con cotas A, B si, y
solo si, se cumplen las dos siguientes condiciones:

1. {fi}ier es completa en H.
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2. El operador de sintesis T estd bien definido sobre (*(I) y existen A,B > 0 tales que

A el < T{etier® < BY Jail, (2.20)

iel i€l
para todo {c;}icr € Ker(T)*.

Demostracion. La condicién de que { f;}ics sea de Bessel es equivalente a la desigualdad
derecha de (2.20) debido al teorema 2.1.7 y, como se indicé en la observacién 2.1.8: si
{fi}icr es una familia de Bessel con cota B entonces por dicho teorema el operador T
estd bien definido, es acotado y como ||T'|| < v/B, se tiene la desigualdad. Si suponemos
cierta la desigualdad derecha para todo {c;}ic; € Ker(T)* y que T estd bien definido,
por el teorema 2.1.7 se tiene que {f;}ics es una familia de Bessel; ademas, ||T|| < v/B,
por tanto, B es una cota superior.

Por tanto, supondremos que { f;}ic; es de Bessel y demostraremos la equivalencia
de la condiciéon inferior de frame y la desigualdad izquierda del enunciado junto con la
completitud de {f;}ies-

Si { fi}ier satisface la condicién inferior de la definicion de frame, entonces { f;}icr
es completa en H. Ademads, por ser {f;};cr un frame se tiene que Im(7T") = H, luego
Im(7*) es cerrado por serlo Im(7") (ver teorema 1.1.8). Ahora,

Ker(T)* = Im(T*) = Im(T™).

Esto implica que los elementos de Ker(T)* son exactamente las familias de la forma

{<f7 fi>}i€]7 con f € H Dado f € H)

(Zie. fi>|2)2 = (54, I SISFPISP SISSIE 5 SIS

el el
De esto ultimo se obtiene la condicién inferior de (2.20) pues

A S )l < ISFI® =T{(f, i) Yier -

i€l

Para la otra implicaciéon supongamos ahora que {f;};c; es completa y que se cum-
ple (2.20). Basta probar que Im(7") = H y por el teorema 2.2.11 se obtendrd que { f; }ies
es un frame. Puesto que span{f;}ic; C Im(7T) y {fi}icr es completa, es suficiente con
ver que Im(7") es cerrado. Pero que Im(7") es cerrado es directo de la condicion (2.20) y
del lema 1.1.7. Con esto se llega a que T' es sobreyectivo, lo que implica que {f;}icr es
un frame.

Falta por ver que la cota inferior de la definicién de frame es precisamente A. Si
probamos que A < ||T||72 habremos terminado, pues como se indicé en la observa-
cion 2.2.12:

pORIT A  a= val d d

i€l
para todo f € H. Puesto que Im(7T") = H, la pseudo-inversa por la derecha de T" esta bien
definida y, por la proposicién 1.4.6, TTT es la proyeccién ortogonal sobre Im(T) = H y
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TTT es la proyeccién ortogonal sobre Ker(T')1. En consecuencia la desigualdad inferior
de (2.20) se traduce en:

AT T {citied|® < ITT' T {ciier|* = I T{ci}ier|, (2.21)

para todo {c;}ie; € Ker(T)*.
Como T es sobreyectivo, de la desigualdad anterior se obtiene que:

1
I < S

para todo f € H, de donde se deduce que |T7]|> < A~!, que es lo que queriamos
obtener. 0

Aunque en el préoximo capitulo se estudiara con mas detalle las relaciones entre
frames, bases ortonormales y bases de Riesz, destacamos el siguiente teorema que
permite caracterizar frames a partir de bases ortonormales.

Teorema 2.2.15. 1. Sean H; y Hs espacios de Hilbert y sea {e;}icr una base orto-
normal arbitraria en Hy. ST U : Hy — Ho es un operador acotado sobreyectivo,
entonces la familia {Ue;};cr es un frame en H,.

2. St {fi}icr es un frame en Ho, existe un espacio de Hilbert Hy, una base ortonor-
mal {e;}icr en Hy y un operador U : Hy — Ha acotado y sobreyectivo tales que
fi=Ue; para cada i € I.

Demostracion. 1. Sea U un operador acotado y sobreyectivo de H; en Hs, v sea
T : 0*(I) — Hs el operador definido como:

T({citier) Zc,Uel = (Zciei),

el el

ie., T =Uo® ! donde ® : H; — (*(I), dado por ®f = {(f,e;) }ier es una
isometria lineal sobreyectiva. Se tiene entonces que 7' es sobreyectivo ya que es
composicion de dos operadores sobreyectivos. Por el teorema 2.2.11 se concluye que
la familia {Ue; };cr es un frame.

2. Dado un frame {f;}icr en Ha, sea {;}icr la base candnica de (*(I), es decir, los
elementos 0; estan dados por §; := {0k trer (delta de Kronecker). El operador de
sintesis T' del frame es un operador acotado y sobreyectivo y, ademas, T'9; = f;

para cada ¢ € I.
O

En el dltimo teorema se ha descrito como caracterizar un frame a partir de una
base ortonormal. Ahora nos preguntamos si es posible caracterizar de alguna forma un
frame a partir de otro frame. La respuesta es afirmativa y de hecho hay diversas maneras.

Ya hemos visto que si {f;}ier es un frame en H y tomamos la familia {g;};c; dada
por g; = U f;, entonces el operador U ha de cumplir ciertas condiciones para que {g; }icr
sea también un frame. Si por ejemplo se tuviera que Im(U) no es un conjunto denso

e
en H entonces existe un elemento no nulo h tal que h € Im(U) . Es decir, la familia
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{gi}ier no es un frame ya que no es completa.

En [8], Aldroubi construye nuevos frames a partir de otro frame, { f;}icr. En concreto
realiza las transformaciones

g; = Zu;‘kfk, jel, (2.22)

kel

dando condiciones sobre los escalares uj, = (Udy,d;) para que {g;}icr sea un frame.
Aqui, {8;}ic; denota de nuevo la base candnica de £2(I) y U es un operador lineal acotado
de (%(I) en (*(I). Los elementos g; estdn bien definidos: como {f;}ic; es un frame y
{u}.}ver € €°(I) entonces basta aplicar el teorema 2.2.11. Observe que efectivamente
{ultrer € (*(I) para cada j € I ya que {uj;}res € ¢*(I) para cada j € I, pues por la
identidad de Parseval,

ST UG, 6,017 = S 16, U*8;) > = [|U6,]|*.

kel kel

De cara a los siguiente resultados que dan condiciones sobre U para que la familia
{gi}ier definida en (2.22) sea un frame, se introduce la siguiente notaciéon para el
operador de andlisis T% : H — ¢*(I),

Tyf = {{[. fi) bier, J €N, (2.23)

donde A = {fi}iesr es frame cualquiera prefijado en H. Recordemos que de la definicién
de frame y de T tenemos que para todo f € H.

AlIFIP SITRAIP < BIFIP (2.24)

Veamos pues en qué condiciones la familia {g; }ic; es un frame. De ahora en adelante
denotaremos cuando convenga {f;}icr por Ay {g;}icr por T.

Lema 2.2.16. Sea U un operador lineal acotado de ¢*(I) en si mismo. Para cada f € H
se cumple que {(f, gi)}ier € (1) y

{(f, 9i) Yier = UT} f,
para todo f € H.

Demostracién. Es una igualdad de familias en ¢?(I). Veamos que todas las componentes
son iguales. Dadoi € I'y f € H,

(fr90) = (£, D uiifi) = D uig(f, f)-

jel jel
Por otro lado,

(UTxf)i = UL £ Yier, i) = (U DY _(f, )05, 000 = D ui(f, fi),

jel jel

y se tiene la igualdad. O]
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Teorema 2.2.17. Sea {f;}icr un frame en H y sea U un operador lineal acotado de
(*(I) en si mismo. Entonces la familia {g;}icr definida en (2.22) es un frame en H si,
y solo si, existe una constante k > 0 tal que para todo h € Im(T}) se tiene que

IUR]* > Kl|R]*.

Demostracion. Sea f € H. De (2.24) y la hipétesis de la condicién suficiente se demues-
tra que {g; }icr es un frame con cotas Ak y B||U||:

ARNFIP < KITRAIP <IUTRAIP <IUINTRA < BIOLAP (2.25)

ya que, por el lema previo,

IUTxfIIP =1{{f, 9i) Yoerl” = DIF 907

il

Para la otra implicacién, supongamos ahora que {g;}ic; es un frame con cotas
0 < C <D, es decir:

CIFI” <ITE AP =IUTRfI” < DI (2.26)

Utilizando ahora la desigualdad izquierda de (2.26) y la desigualdad derecha de (2.24)
se llega a que:

C * *
ST <V
para todo f € H, i.e,
C e 2
—IR|I” < ||UR
glIAl™ <[IUA]|
para todo h € Im(77). Por tanto es suficiente con tomar k = C'/B > 0. O

El reciproco del teorema anterior se puede enunciar de la siguiente manera.

Teorema 2.2.18. SiT' = {g;}icr v A = {fi}ics son frames en H, entonces existe un
operador lineal acotado U : (*(I) — (*(I) tal que

gi:Zuijfja i €1,

jel
con Uy = <U5j, 5z>
Demostracion. Definimos los escalares u;; como
uij = (S7"gi, ),

donde S es el operador de frame de { f;}ic;. Luego como { fi}icr es un frame, por el
teorema fundamental de la descomposicién se tiene que

9i = > ST g fi) fi = D wisf

jel jel
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Ahora, por el teorema 2.2.15 existen V : £2(I) — H y W : £*(I) — H lineales,
continuos y sobreyectivos tales que Vé; = f; y Wé; = g; para todo j € I. Entonces,
tomando U como V*S~'W se tiene que:

Uij = <S_lgl-,fj> = <S_1W5Z',V5j> = <V*S_1W6i,5j> = <U52,(5]>

Obviamente U es un operador lineal acotado por ser composicion de operadores lineales
acotados.

[]

2.3. Frames inexactos y frames duales.

En el teorema 2.1.14 ya vimos que dado un frame { f; }ie; en H, la familia {S™ f;}icr
también es un frame. Definimos este nuevo frame como el frame dual de {f;};c;. Observe
que tiene sentido la denominacién ‘dual’ pues el operador de frame de {S™'f;}ics es
precisamente S~1 (proposicion 2.1.15), luego el frame dual de {S™!f;i}icr es {fi}ier-

No obstante, podemos ampliar la definicion de frame dual como mostramos.

Definicién 2.3.1. Dado un frame {f;}icr en H, un frame dual de {f;}ics es un frame
{9i}ier que cumple que

i€l
para todo f € H.

Con esta nueva definicién, el frame dual de otro frame dado no tiene porqué ser
tinico. Por tanto, a partir de ahora denominaremos a {S™! f;};c; como el frame dual
canénico de {f;}ier.

El objetivo final de este apartado es estudiar qué frames tienen varios frames duales
y también dar una caracterizacion general de todos los frames duales asociados a un
frame dado. Previo a ello, introducimos la definicién de frame inexacto y unos lemas
necesarios para este objetivo, pero también ttiles en otros aspectos en la teoria de frames.

Definicién 2.3.2. Se dice que un frame {f;};cr en H es inexacto si existe una familia
{ci}ier en 0*(I) no nula tal que
iel
En el siguiente capitulo veremos el motivo de la denominacion de frame inexacto, y
demostraremos como todo frame inexacto no es un frame exacto y viceversa.
Este siguiente lema tiene una consecuencia importante en términos métricos: si un
elemento f de H admite varias representaciones de la forma ;.7 ¢; f;, los coeficientes

{{f,S71f;)} son aquellos que tienen norma minima entre todos las familias {c;}ics
posibles.
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Lema 2.3.3. Sea {fi}ier un frame en H y sea f € H. Si f = Y ic;¢ifi para ciertos
coeficientes {c; }ier € (*(I), entonces:

Z|Ci|2 = Z|<f7 S_lfi>|2 +Z|Cl - <f7 S_1>|2'

iel i€l i€l

Demostracion. Supongamos que f € H se escribe como en el enunciado. Reescribiendo
los coeficientes como

{citier = {ci = (f, S7 iy hier + {(f, 57" i) Yier,

entonces por la hipdtesis y el teorema fundamental de descomposicién:

T ({ei = (S i) bier) = (ci = (£,57 ) fi =0,

i€l
o equivalentemente, {¢; — (f, S fi) }ic; € Ker(T) = Im(T*)*. Ahora, puesto que

{{f,87 i kier = {{STV, fidbier = T*(S71f) € Im(T"),

basta utilizar el teorema de Pitagoras:

{eitierl® = I1{CF ST i Yier P + e = (F, 87" fi) Yaer I,
que es exactamente lo que queriamos demostrar. O

Teorema 2.3.4. Sea {f;}icr un frame en H. Para cada j € I se tiene que la familia
{fitiengjy es, o bien un frame, o bien una familia incompleta. En concreto:

w S0 (f;, STV f;) # 1, entonces { fiYiengjy es un frame en H.

» Si(f;,S71f;) =1, entonces {f;}ienygy es una familia incompleta en H. Ademds,
(f;,S7'fi) = 0 para todo i # j.

Demostracion. Sea j € I. Por el teorema fundamental de descomposicion,

fi =187l
iel
Denotemos los escalares (f;, S f;) por ¢;. Como también
fi=>"0if
iel
entonces por el lema anterior:

L= 1657 = lesl? + > e — 0l

icl i€l iel

=lgl*+ > lal*+lg =17+ X lal®
€N} €N}

(2.28)

Ahora, si ¢; = 1, como la suma en (2.28) es de términos positivos, entonces ha de
cumplirse que Y e p ¢4y |¢:|* = 0y por tanto

Ci = <Silfj7fi> =0



50 CAPITULO 2. TEORIA GENERAL DE FRAMES

para todo i # j. Ademds, como
;= (ST 5, fy) =1

entonces S™!f; # 0. De esta forma hemos encontrado un elemento S~ f; no nulo que
es ortogonal a todos los elementos de { f;}icn 53

Si fuera ¢; # 1, como

fi=cfi+ > afi
iel\{j}

entonces

fi=Q—=¢)t > afi
ieI\{j}

Utilizando ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

2

(AP =]1=e)™ X alhf)

ie\{j}
§|1_Cj‘_2 Z |Ci‘2 Z |<f>fl>‘2:C Z |<f>fz>‘27
iel\{j} ie\{j} ie\{j}

donde se ha escrito C' = [1—¢;| 7% X 5y il*- Basta comprobar entonces que { f; }ien g3
satisface la definicién de frame. Sean A y B las cotas inferior y superior de { f;}ics. Por
un lado:

AP <D KA P = X2 KA P+ 1 )

i€l ieN\{j}
<(1+0) X KM
i€\ {j}

luego la familia satisface la condicién inferior con cota A(1+ C)~!. Mientras que para
la condicion superior:

> WP <K P < Bl

ieN\{s} i€l
Por tanto, {fi}icn () es un frame. O

Con estos dos resultados demostraremos en la siguiente proposicion que todo frame
inexacto posee varios frames duales.

Proposicién 2.3.5. Sea {f;}ic; un frame inexacto. Entonces existen frames {g;}ier,
distintos de {S™1f;}, tales que {g;}icr es un frame dual de {f;}icr.

Demostracion. Distinguimos dos casos.

Supongamos inicialmente que existe k € I, tal que f, = 0. En este caso se tiene
que S7!f; = 0. Definiendo entonces g; = S™!f; para todo i # k y tomando g; como
cualquier vector no nulo, se tiene que {g;};cr satisface la definiciéon de frame dual de
{fi}icr v ademaés es distinto de {S™'fi }ier.
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Si tuviéramos que f; # 0 para todo i € I, como {f;}icr es inexacto, existe una
familia {c;}icr € €2(1) \ {0} tal que 0 = 3,c; cifi. Puesto que existe k € I tal que
¢ # 0, podemos establecer la siguiente relacion:

= Y A (2.29)

Como {f;}ics era una familia completa por ser un frame, de (2.29) deducimos que
{fiYier\fry es también una familia ortogonalmente completa. Por tanto, por el teore-
ma 2.3.4 llegamos a que {f;}icnqx} s un frame y en consecuencia admite un frame
dual canénico, que denotamos por {g;}icn k- Definiendo entonces g, = 0, tenemos
que la familia {g; }ic; es un frame y cumple (2.27). Ademds no es la misma familia que

{S_lfz‘}z‘eb ya que S~ fj, # 0. O

A continuaciéon mostramos tres lemas de cara a mostrar el resultado fundamental
de esta seccion.

El primero de ellos muestra como dado un frame {f;}ics, cualquier frame dual
{gi}ier de {fi}ier verifica que { f;}ics es uno de sus frames duales. El resultado es valido
para familias de Bessel:

Lema 2.3.6. Sean {f;}icr v {gi}ier familias de Bessel en H. Son equivalentes:

1 f = Yuer(f. g0 s para todo f € H.
2. [ =Yier([; fi)gi para todo f € H.
3. <f7 g) = Zi€l<f7 f1><g’ug> para todo f;g eH.

Si se cumple una de las equivalencias, entonces { fitier y {gi}ier son frames duales el
uno del otro en H.

Demostracion. Sean T, U los operadores de sintesis de { f; }ier v {¢i }ier respectivamente.
La condicién 1 se traduce en que

= Z(ﬁ gi)fi = Z(U*f>ifi = T<U*f)7

el iel

es decir, TU* = Id. De la misma manera, la condiciéon 2 es exactamente lo mismo
que escribir UT™* = Id. Ahora, estas dos igualdades son equivalentes pues basta tomar
adjuntos en una de ellas y se llega directamente a la otra. Por tanto la primera condicién
es equivalente a la segunda.

Supongamos que se cumple la condicién 3. Sea f € H, puesto que {f;}ier es de
Bessel, {(f, fi) }ier € (2(I). Y como {g; }ic; también es de Bessel, por el teorema 2.1.7
se tiene que la familia {(f, f;)g: }ic; es sumable. Ahora, partiendo de la condicién 3,

<f - (f, f¢>9i,g> =0

iel

para todo g en H. Luego se concluye que f = Y ..;(f, fi)g; para todo f € H, i.e.,
la condicién 2. Para la otra implicacion, basta tomar el producto interno por g en
f=>ici{f, fi)gi y se llega a la condicion 3.

Basta ver que si se cumple alguna de la tres condiciones entonces ambas familias
son frames. La condicién superior ya se cumple por ser ambas familias de Bessel. Para
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la condicién inferior, si se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz y que una de las
familias es de Bessel obtenemos que la otra familia satisface la condicién inferior:

1P = (1.1 =2 F )l f )
1/2

<(Sirar) (S nr) " < Vi (S ne) "

el icl il

donde B es la cota de Bessel de la familia {g; };c;. Despejando de la anterior desigualdad
se llega a que {f;}ic; cumple la condicién inferior con cota B~

A2 B < ST 1L )P

i€l

La demostracién para la familia {g;};cr es andloga pero utilizando que {f;}icr es de
Bessel. O]

Lema 2.3.7. Sea {f;}icr un frame en H y sea {d;}icr la base canonica ortonormal
de (2(I). Los frames duales de {fi}icr son precisamente las familias {g; }icr = {V 6; Yier,
donde V : (*(I) — H is un operador acotado tal que VT* = Id, siendo T el operador
de sintesis de {fi}ier-

Demostracion. Puesto que VT™ = Id, V es un operador sobreyectivo, del teorema 2.2.15
se sigue que {V'§; }ier es un frame. Ademds, dado ¢ = {c¢; }ier € 2(1),

Ve= V(Zci@) = ZciV(Si.

el iel
Observe que
T*f = {<f7 fi)}ieb

luego
F=VTF = U F)VE
i€l
De esta igualdad, por el lema 2.3.6, se deduce que {Vd;}ies es un frame dual de {f;}icr.
Reciprocamente, si {g;}ic; es un frame dual cualquiera de {f;};c; con operador de
sintesis U, entonces g; = Ud; y como f = > .c;(f, 9:) fi, por el lema anterior, UT* = Id,
que son las dos condiciones que se queria probar. O

Este ultimo lema ya muestra una caracterizacion de los frames duales de un cierto
frame. Podemos ir un paso mas alla y caracterizar los frames duales en términos de
familias de Bessel.

Lema 2.3.8. Sea {f;}icr un frame con operador de sintesis T'. Los operadores acotados U
que cumplen que UT* = Id son precisamente aquellos operadores de la forma

ST +W(Id—T*S™'T),

donde W : (*(I) — H es un operador acotado.
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Demostracion. Por un lado,
(ST'T+W(Id—T"S7'T))T" = SIS+ W(T* = T*S7'S)) = Id + 0 = Id.
Por otro, si UT* = Id, tomando W = U,
ST +WId—-T*S'T)=S"'"T+U~-UT*S'T=S5"'"T+U - S'T =0,
que es lo que se queria demostrar. O

Teorema 2.3.9. Sea {f;}icr un frame en H. Los frames duales de {f;}ic; son exacta-
mente las familias

{osher = {74 b= (ST fh )
jeI i€l
donde {h;}icr es una familia de Bessel en H.

Demostracion. Como consecuencia a los dos lemas anteriores podemos caracterizar
todos los frames duales de { f;}ier por

{gi}icr = {ST'T6; + W(Id — T*S™'T)6; }ier, (2.30)

donde T es de nuevo el operador de sintesis de {f;}ie; y W un operador acotado de
*(I) en H. Que W sea acotado es equivalente a que sea de la forma

WH{citier =) cih, (2.31)

i€l

siendo {h;};e; una familia de Bessel:
Si definimos h; = Wd;, i € I, entonces dado {c; }ier € £%(I) se tiene que

VV{CZ icl = (ZCZ Z) = ZCZW61 = Zczhz (232)

icl el i€l

y que la familia {h;};c; es de Bessel pues

SOWS R =Y 1W< IFIPIWIE N8l = 11w

el i€l i€l

Por otro lado, si W es de la forma de (2.31) entonces W es acotado pues {h;};cs es de
Bessel (teorema 2.1.7 junto con lema 2.1.6).
Por tanto, sustituyendo W en (2.30) por su expresién en (2.32), puesto que T7'9; = f;

y T*S7 fi = {(S7 i, f;) }jer tenemos que:
{g:Yier = {S7 fi + W0, — WT*S™'T6, }ier

jel

y hemos caracterizado asi los frames duales de {f;}icr. O]
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CAPITULO 3

FRAMES Y BASES DE RIESZ

En el anterior capitulo ya se ha visto a través del teorema fundamental de
descomposicién como un frame juega una especie de papel de base ampliada.
Si se quiere estudiar méas profundamente las relaciones entre bases y frames,
es interesante introducir las bases de Riesz. Estas bases permiten establecer
equivalencias con los frames bajo ciertas condiciones, que seran el principal
objetivo del capitulo.

En primer lugar, se presentan unas definiciones necesarias para el desarrollo
del capitulo. En la seccién 3.1 se definen las bases de Riesz y se describen
sus principales propiedades. Ademas, el teorema 3.1.9 ofrece una fuerte
caracterizacion para las bases de Riesz. Al final de la seccién se establecen
numerosas equivalencias para un frame, que permiten establecer las relaciones
deseadas entre frames y bases de Riesz. Luego, en la seccion 3.2, se presentan
los frames de Riesz. El capitulo termina con el problema de momento en la
seccion 3.3, donde se muestra una aplicacién de las bases de Riesz y frames
a un problema clésico.

3.1. Bases de Riesz.

Antes de comenzar con los resultados clave de este capitulo, damos las siguientes
definiciones que seran utilizadas en el transcurso del mismo.

Definicién 3.1.1. Sea {f;}ic; una familia en H.

25
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. {fi}ier es una base (de Schauder) en H si, para cada f € H existe una Unica

familia de escalares {c;}icr tal que

f=>alf)fi

el

. {fi}ier es w-independiente si cuando se da la igualdad Y ;c; c;fi = 0 para ciertos

escalares {c; }icr, entonces necesariamente se cumple que ¢; = 0 para todo i € 1.

. {[fi}ier se dice que tiene una familia biortogonal en H si existe una familia {g; }icr

en H tal que
(fiog0 =1y (fj,¢) =0

para todo i,7,k € I con j # k. Ademas, se dice que dos familias son biortogonales
st una de ellas tiene a la otra como familia biortogonal.

Es inmediato de la definicién que si una familia { f; };c; tiene una familia biortogonal

{gi}ier, entonces {g; }ies tiene a {fi}ic; como familia biortogonal.

Supongamos ahora que tenemos una base ortonormal {e;};c; en un espacio de

Hilbert ‘H. A partir de dicha base podemos construir otras bases (que no tienen por
qué ser ortonormales).

Lema 3.1.2. Sea {¢;}icr una base ortonormal en H y U : H — H un operador
acotado biyectivo. Entonces {Ue;}icr es una base en H.

Demostracion. Sea f € H. Existe g € ‘H tal que f = Ug. Por tanto:

[=Ug= U(Z(Q; €i>67;> = Z<9,€z‘>U€i,

el i€l

y esos coeficientes son tnicos pues si existiera otra familia {c¢;(f)}ies tal que

Y g e)Uei = ci(f)Ue;

el i€l

entonces se tendria que

Z(!% €i>€7; = Ul(ZCi(f>U€i) = Zci(f)Uferi = Zci<f)ei

el el il icl

y, en consecuencia, ¢;(f) = (g, e;) para todo i € I, por ser {e;};c; una base. ]

De hecho, las bases ortonormales son precisamente aquellas en las que U es ademas

unitario, como se demuestra en [2]. A raiz de este lema definimos el siguiente tipo de
bases.

Definicién 3.1.3. Una base de Riesz en H es una familia de la forma {Ue;}icr, donde
{ei}icr €s una base ortonormal en H y U : H — H un operador biyectivo acotado.
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Del primer lema se deduce inmediatamente que toda base de Riesz es también una
base, y no sélo eso, sino que también es un frame como consecuencia directa de la
proposicion 2.2.3 pues {e; };c; es una también un frame y U tiene rango cerrado por ser
sobreyectivo. De hecho, note también que toda base ortonormal es una base de Riesz
sin mas que tomar U = Id.

Si se quiere demostrar que una familia {f;};c; es una base de Riesz a partir de la
propia definicién entonces ha de encontrar una base ortonormal y un operador biyectivo
acotado adecuado. En muchas ocasiones lo mas cémodo es acudir a lo més conocido: el
espacio /*(I) y su base candnica {d; }ic;.

Proposicion 3.1.4. Una familia {f;}icr de elementos de H es una base de Riesz en H
si, y sdlo si, existe un operador V : (2(I) — H acotado y biyectivo tal que V§; = f;
para cada v € 1.

Demostracion. Sea {e;};c; una base ortonormal cualquiera de H y {0;}ic; la base
canénica de £2(I). Sabemos que existe una isometria lineal y biyectiva W : ¢*(I) — H
tal que W, = e; para todo i € I.

Si {fi}ier es una base de Riesz en H, existe un operador acotado biyectivo U tal

que {fitier = {Ue;}ier. Luego
{fitier ={Uei}ict = {UW &, }ier

y basta tomar V = UW.
Por otro lado, si f; = Vé; para todo ¢ € I, siendo V un operador acotado y biyectivo,
entonces
{fitict = {Véiticr = {VW 'e; }ics
y puesto que VIW ! es un operador biyectivo acotado por ser composicion de operadores
biyectivos acotados se tiene que {f;}ic; es una base de Riesz. O

Veamos ahora como el operador de frame, S, de una base de Riesz se puede escribir
en funcion del operador U.

Proposicién 3.1.5. Sea {fi}ic; una base de Riesz en H. Supongamos que {e;}icr es
una base ortonormal de H y U : H — H un operador biyectivo acotado. Entonces se
cumple que

S=U0U".

Demostracion. Dado f en H,

UUtf = U(Z(U*f, ei>ei> = S Uf e Ue; = S (f, Ue)Ue,

iel i€l el

=>"(f, f) fi = ST.

i€l
O
Al frame dual de una base de Riesz {f;}icr le llamaremos base de Riesz dual de

{fi}ier. La siguiente proposicion demuestra como el dual de una base de Riesz es tinico
y ademas también constituye una base de Riesz.
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Proposicién 3.1.6. Sea {f;}icr una base de Riesz en H. Entonces eziste una inica
familia {g;}icr en H tal que
f= Z<f> 91;>fi;
iel
para todo f € H. Ademds, {g;}icr es una base de Riesz y las familias { fi}ier v {gi}ier
son biortogonales.

Demostracion. Puesto que {f;}ic;r es una base de Riesz, podemos escribir {f;}ic; =
{Uée;}icr, siendo U un operador acotado biyectivo y {e; };c; una base ortonormal. Dado

fen,
1f Z 1f7 61 (i Z(fa (Uﬁl)*€i>€i-

el i€l

Tomando entonces g; = (U~ 1)*e;,

f=U0U07 =3 (f, (U ) e)Ues =D (f. gi) fi-
i€l el

La familia {g; };es es tnica por ser { f; };icr una base pues si existiera otra familia {h; }ics
en H tal que f = Y./ (f, hi) fi para todo f € H, entonces se tendria que (f, ¢;) = (f, hi)
para todo f € H, en consecuencia h; = g; para todo i € I. Ahora, U~! es acotado
por el teorema del isomorfismo, por tanto (U~!)* es acotado y ademds biyectivo por la
propiedad quinta de 1.1.4. De esta forma se concluye que {g;};c; es también una base
de Riesz.

Por tltimo, para ver que { fi }ier v {gi }ier son biortogonales basta realizar el siguiente
calculo directo:

(firg5) = (Uei, (U 'ej) = (U Ues, e5) = (ei, ¢5) = by,
para cualesquiera 7,5 € I. ]

La demostracién de la tiltima proposicién muestra como es la familia {g; };c;. Ademaés,
de la demostracién también se deduce que si un frame es de la forma {Ue; };c;, entonces
su frame dual es tinico y es precisamente {(U~1)*e; }ier.

Buscamos ahora dar algunas caracterizaciones de una base de Riesz. Puesto que
estamos interesados en encontrar las relaciones existentes entre frames y bases de Riesz,
daremos una caracterizaciéon que puede verse como una similitud de la definicién de
frame.

Lema 3.1.7. Sean H,, Ha espacios de Hilbert, {h;}ic; una familia completa en Hy y
{gi}ier una familia de Bessel en Ho con cota B. Si existe una constante A > 0 tal que

2
A el <D e

ieJ ieJ

(3.1)

para cualquier J C I finito y sucesion de escalares {c;}icr. Entonces se verifica que el
operador U : span{h;};c; — span{g; }ic;r definido por

U(Z cz-hi) = Z Cigi
icJ icJ
(donde J es un conjunto finito), es un operador lineal acotado y tiene una inica extension
a un operador acotado de Hi a Ho.
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Demostracion. Observe en primer lugar que si h € span{h;};c; se puede escribir como
h = Yicrcihi = Y icrbih; donde las familias de escalares {¢;}icr v {bi}ier son nulas
salvo un nimero finito de términos. Entonces, por (3.1) se tiene que:

2
0= EAZ‘Ci_biPa

el

el el

luego todos los sumandos han de ser nulos y por tanto ¢; = b; para todo ¢ € I, es decir,
h tiene una unica representacién y por tanto U estd bien definido. Por definicién, U es
lineal y, dado una familia de escalares finita {¢;}ic,

HU<ZCJ%) Zcigi

ieJ ieJ

2 2
= Z C; hz

ieJ

)

2 B
<B 12 < =
<BY |of <

ieJ

por tanto U es acotado. Como se verifica que span{h; };c; es denso en H, el operador U
tiene un unica extension continua a H; con llegada en Hs. O

Lema 3.1.8. Sea {fi:}icr una familia en H. Si existe una constante B > 0 tal que para
cualquier familia de escalares {c;}icr y cualquier conjunto J C I finito se tiene que

2
< B lal, (3.2)

e

Zcifi

icJ

entonces la familia {f;}ic; es de Bessel.

Demostracion. Sea {c;}ier € (*(I). Entonces la familia {|¢;|*}ic; es sumable y en
consecuencia verifica la condicién de Cauchy para la sumabilidad (apéndice A.1.2). Por
la desigualdad (3.2), esto ultimo implica que la familia {c;f;};c; también verifica la
condicién de Cauchy para la sumabilidad y, como H es de Banach, se tiene que {¢;f; }ier
es sumable. Por el teorema 2.1.7, se tiene que {f;}ic; es una familia de Bessel. O

Con estos dos lemas, estamos en condiciones de dar la caracterizaciéon mencionada.
Teorema 3.1.9. Sea {f;}ic; una familia en H. Son equivalentes:

1. {fi}ier es una base de Riesz.

2. {fi}ier es completa en H y existen constantes A, B > 0 tales que para cualquier
familia de escalares {c;}icr y cualquier conjunto J C I finito:

Zcifi

e

2

< BZ|C¢|2. (3.3)

icJ

AZ lci|? <

icJ

Demostracion. Supongamos que { f; }ies es una base de Riesz, es decir, {f;}ics es de la
forma {Ue;};c; siendo U un operador acotado biyectivo y {e;};c; una base ortonormal.
Por un lado, {f;}ic; es completa ya que como {e;};c; es completa y U sobreyectivo
entonces se deduce del lema 2.2.1 que

span{ f;}ier = span({Ue;}icr) = H.
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Por otro, dada una familia de escalares {c¢;};e; y un conjunto finito J C I cuales-

quiera,
2 2
et = HU(ZQ ) Ui ee| =101 3 Jaf
icJ icJ icJ icJ
También:
2 2
Z‘Cz Zczez - HU ( szi) S HU71H2 Zczfz )
e e i€ ieJ
de donde obtenemos que
2
U723 el < | S aafs| <NUIP Y Jeal.
= icJ icJ

Para la otra implicacién, observamos primero que la desigualdad derecha de (3.3)
implica que {f;}ic; es de Bessel por el lema 3.1.8. Con esto ya podemos demostrar
que {fi}icr es una base de Riesz sin méas que aplicar el lema 3.1.7: eligiendo una base
ortonormal {e; };cr en H podemos extender los operadores U y V tales que Ue; := f; y
V f; := e; a operadores acotados U y V en H, respectivamente. Ademés, VU = UV = Id
ya que {f;}icr es completa, luego U es biyectivo y en consecuencia { fz}ze ; una base de
Riesz, ya que f; = Ue; para todo i € I.

m

Si una familia {f;}ie; en H satisface (3.3), se dice que es una base de Riesz con
cotas A, B.

La utilidad del altimo teorema es que ofrece un criterio que permite identificar o
descartar si una familia { f;};c; concreta es una base de Riesz o no.

Observacién 3.1.10. Del teorema 3.1.9 se deduce que si { f;}icr es una base de Riesz,
entonces se ha de cumplir
para todo i € I y para ciertas constantes A, B > 0.

Ejemplo 3.1.11. Consideremos la familia numerable { f }7°, dada por f = key, k € N,
siendo {ex}72, una base ortonormal. Esta familia es una base pues, dado f € H,

i f ek ep = Z <f7kek> k:ek _ i <f7k€k>fk
k=1 k=1 k=1

Ahora bien, si {fx}32, fuera una base de Riesz entonces por la observaciéon 3.1.10 se
tendria que existen A, B > 0 tales que

VA<|fill =k < VB

para todo k € N, lo cudl es absurdo.

k41
k+1

Ejemplo 3.1.12. Consideramos la familia {u;}?2, = {ex + 12, donde {ex}72, es

una base ortonormal del espacio H.
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La familia {u;}32, es completa ya que dado un f € H, si (f,ux) = 0 para todo
k € N, entonces:

0= (fex+ ]:]:_Hl) = (f,ex) +kil<f7€k+1>a

es decir,
(f er1) = —(k + 1)(f ex).

De esta manera se obtiene que

<f7 ek) = (_1>k71k!<f7 61>'

Ahora, como {(f, ex)}32, € 2(N) por ser {e;}?2; una base ortonormal, entonces se ha

de cumplir que (f,e;) = 0, lo que implica que (f, ex) = 0 para todo k € N. Puesto que

{ex}2, es completa, ha de ser f =0, es decir, {ug}?2, es una familia completa.
Ahora, dada una familia arbitraria de escalares {cx}22,

— - < _k
1;1 CrUj 1;1 Crer + 1;1 Ckk n 1€k+1 < kgl Crek|| + 1;1 oy 1€1<;+1

e
D cker
k=1

. 1/2 (3.4)
<(1+3) -3 (ZH) /

donde la ultima desigualdad es debido a que

0 2 e’} 2 0
cr |ck| 1 2
——€py1|| = <= x|

2 PN PY

Por otro lado,

1/2
00 00 00 c 1 00 1 00
Z CrU Z Z CrLer|| — Z ﬁ€k+1 Z (1—2> Z |Ck|2 = 5 Z ’Ck|2 (35)
k=1 k=1 k=1 + k=1 k=1

Juntando (3.4) y (3.5) se llega a que la familia {uy}32, satisface la condicién 2 de 3.1.9
con cotas A =1/2y B =3/2y por tanto es una base de Riesz.

En realidad, el ejemplo anterior puede deducirse de manera casi inmediata del
siguiente resultado de estabilidad de bases, enunciado en [9].

Teorema 3.1.13. Sea {e;}ic; una base ortonormal en H y sea {f;}icr una familia tal
que

< A(Shar)” (3.6

icJ

Zcz’(ei — fi)

i€

siendo X una constante tal que 0 < X < 1, {¢; }ier una familia de escalares arbitraria
y J un conjunto finito cualquiera de I. Entonces {f;}icr es una base de Riesz.



62 CAPITULO 3. FRAMES Y BASES DE RIESZ

Demostracion. De la condicién (3.6) se tiene que la familia {c;(e; — f;) }ier es sumable
si la familia {c;}ie; € €(1), ya que cumple la condicién de Cauchy para la sumabilidad.
Como H es de Banach, se tiene que {c;(e; — fi) }ies es sumable.

Definimos ahora el operador lineal U : H — H como

U(%Q@) = iezlcz‘(@z‘ — fi).

Por el teorema A.1.12 se tiene que U es un operador lineal y continuo. Ademas, por la
proposicion A.1.5, se tiene entonces que

()]

iel
luego ||U]| < X < 1. Por tanto, por el lema 1.2.1 se tiene que Id — U es invertible y
ademds, como (Id —U)e; = e; — (e; — fi) = fi, se concluye que la familia { f;};c; es una
base de Riesz. ]

Z ci(ei — fi)

icl

Z C;€;

el

Y

1/2
<A(Zlel) =2

icl

Ejemplo 3.1.14. Volviendo a la familia {us}72, definida en el ejemplo 3.1.12, se
observa que

Z Ck-(ek - Uk)

keJ

ex |Ck|2 1 , 1/2
2o T X e S ol

para cualquier familia {c;}32, v J C N conjunto finito. Luego {uy}2, es una base de
Riesz.

Si una familia {f;}ic;r (no necesariamente completa) satisface la cadena de desigual-
dades (3.3), entonces es una base de Riesz para span{ f;}ics.

Definicién 3.1.15. Una familia {f;}icr que sea una base de Riesz en Spand f;}icr se
denomina sistema de Riesz.

Corolario 3.1.16. Toda subfamilia de una base de Riesz es un sistema de Riesz.

Demostracion. Si {f;}icr es una base de Riesz, entonces cumple la condicién (3.3),
luego cualquier subfamilia {f;}ics, J C I, también lo cumplird y serd completa en
span{ f; }ics, luego de nuevo por el teorema 3.1.9, {f;};c; es un sistema de Riesz. [

El siguiente teorema, de gran importancia, recoge las condiciones para que un frame
sea una base y su relacién con las bases de Riesz. Ademas, muestra como todo frame
inexacto es equivalente a que no sea exacto. Para una mejor presentacion, demostramos
previamente la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.17. Si {f;}icr es un frame exacto en H, entonces { fiYicr v {S7' fi bier
son biortogonales y { fi}icr es una base en H.

Demostracion. Sea {fi}icr un frame exacto y j € I. La familia { f;}icn ;3 no es enton-
ces un frame y, por el teorema 2.3.4, se tiene que (f;, S~ f;) = d;;, luego son familias
biortogonales.
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Dado f € H, por el teorema de descomposicion de frames: f = 3 (f, ST fi.
Luego basta demostrar que dicha expansién es tinica. Si existieran coeficientes ¢; tales

que f =Y ,;cr ¢ fi entonces
057450 = (St 57 0) = St s ™) =
jel jel
Por tanto {f;}ic; es una base en H. O

Teorema 3.1.18. Sea {f;}ic; un frame en H. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

{fi}ier es una base de Riesz.

{fi}tier es un frame exacto.

{fiYier v {S™fi}ier son biortogonales.

{fi}ier tiene una familia biortogonal.

{fi}ier es w-independiente.

S s e v~

{fi}ier mo es inezacto, es decir, si > ;c;cifi = 0 para alguna familia {c;}icr € (2(1),
entonces ¢; = 0 para todo i € I.

7. {fi}icr es una base.

Demostracion. Demostremos por implicaciones todas las afirmaciones hasta tener un
diagrama cerrado.

1 & 2 Toda base de Riesz es un frame exacto ya que al quitar el elemento j-ésimo de la
familia se tiene que la familia es no es completa pues, usando la proposicion 3.1.6
existe una familia {g;},c; biortogonal a {f;}icsr y, por tanto,

<fz'>gj> = 5ij7

ya que g; # 0 para cualquier j € I. Luego por la proposicién 2.1.20, se tiene que
{fitiengj3 no es un frame.

Para el reciproco consideramos {;}:cr, la base canénica de ¢*(I). Si {f;}icr es un
frame exacto, entonces por la proposicién 3.1.17 {fi}ic; es una base en H. Por
otro lado, el operador de sintesis T': ¢*(I) — H es acotado y sobreyectivo por
ser {fi}iesr un frame (teorema 2.2.11). Ademads, T9; = f; y como {f;}ic; es una
base entonces T es inyectivo (pues la representacién en esta base es tnica) y en
consecuencia biyectivo, luego {f;}ic; es una base de Riesz.

1 = 3 Es la proposicién 3.1.17.
3 = 4 Es trivial.
4 = 5 Supongamos que para una familia de escalares {c;};c; se cumple que

> cifi=0.

i€l
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5=06

6=1

1=7
7=25
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Sea {g; }icr una familia biortogonal a { f;}ier, es decir, (fi, gx) = dix. Sea j € I fijo,
realizando el producto escalar en ambos lados de la primera igualdad por g;, se
tiene que:
0= <Z Cifi7gj> = ci{fi,g5) = ¢j.
iel iel
Como esto es cierto para todo j € I, se tiene que ¢; = 0 para todo j € I,

luego { fi}ier es w-independiente. Observe que esta implicacién es siempre cierta,
independientemente de que {f;}ic; sea un frame o no.

También es claro pues si { f; }icr es w-independiente entonces en particular se cumple
para cualquier familia de coeficientes en ¢?(T).

Como {fi}icr es un frame, el operador de sintesis T : £2(I) — H es sobreyectivo.
Ademas, si T{¢; }ier = Yicr cifi = 0, como {f; }icr no es inexacto, ha de ser ¢; =0
para todo ¢ € I, luego T' es inyectivo y por tanto biyectivo. Como se tiene la relacion
T6; = f; para todo i € I, se concluye de la definicién de base de Riesz que {f;}ier
es en efecto una base de Riesz.

Es trivial.

Toda base es w-independiente, ya que si

Y oefi=0

el

para alguna familia de escalares {¢; };cr, como la familia de escalares nulos también
cumple dicha ecuacién y la representacion es unica, se llega a que ¢; = 0 para todo
1€ 1.

]

En el teorema 2.3.9 obtuvimos una caracterizacion de todos los frames duales de

{fi}ier- Con la notacién de dicho teorema, como las familias {fi}icr v {S™' fi}ier son
biortogonales, sea cual sea la familia de Bessel {h;};c; se tiene que

S ST iy fidhy = hy,

jel

luego

{gckier = {87 b = 457 s s )

jer i

= {57 fitier-
el

Ademas, si {e;};er es una base ortonormal de H y U : H — H un operador acotado y
biyectivo tal que Ue; = f; para cada i € I, como por la proposicion 3.1.5 sabemos que
S = UU*, entonces

{S7 fitier ={(UN U fikier = {(U ) ei}ier,

en coherencia con lo que se menciono en la proposicion 3.1.6.
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3.2. Frames de Riesz.

El lector puede preguntarse si dado un frame { f;}ic; en H, es posible extraer una
base del frame. La respuesta es en general negativa y se puede encontrar un ejemplo de
ello muy elaborado en [10]. No obstante, se pueden dar condiciones sobre {f;};c;r para
que contenga una base de Riesz. En este apartado nos centraremos en esto ultimo.

Definicién 3.2.1. Sea {fi}ic; un frame en H. Se dice que {f;}icr es un frame de
Riesz si toda subfamilia de {f;}icr es un sistema de frame y todos ellos con las mismas
cotas A, B.

En el préximo teorema veremos la utilidad de la definicion de frame de Riesz.

Lema 3.2.2. Sea {c¢;}icr una familia sumable de nimeros reales no negativos. Sea
{Jn}nen una familia numerable de subconjuntos de I tales que

]) J1 DS DJ3D ...
2) Ezxiste C > 0 tal que C < Y ;c; ¢, para todo n € N.

Entonces C' < Y icny, Ci-

Demostracion. Basta definir la funciéon de conjunto u en la o-algebra P(I) como
uw(M) = Yicmci, para cada M € P(I). La funciéon p asi definida es una medida
positiva. Por el lema A.2.2:

C<lim > ¢ =lim u(J,) =p(M, )= > «,
S =yA e i€nJn

que es lo que se buscaba probar. O

Una aplicacién directa del lema de Zorn basta para demostrar que un frame de Riesz
contiene una base de Riesz (este es el motivo de la denominacién ‘frame de Riesz’).

Teorema 3.2.3. Todo frame de Riesz contiene una base de Riesz.

Demostracion. Sea {fi;}ier un frame de Riesz y sea A la cota inferior comin de todos
los subsistemas de frame. Consideramos el conjunto

A={{fdies = T L AP S SIS vF €H.

ieJ

El conjunto A es no vacio pues {f;}icr € A, por ser un frame en H. Definimos el
siguiente orden en A:

{fiYiecs < {fitiex & K C J.

Sea entonces una familia totalmente ordenada {F)\} ep en Ay f € H arbitrario, de
forma que F\ = {f;}ies, con Jy C I y por tanto

AIFIP < X2 [KF DI

i€Jy

Consideremos el conjunto

Io={iel:(f fi) # 0}
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El conjunto Iy es numerable ya que la familia {|({f, f;)|*}ics es sumable (y en consecuencia
el cardinal de elementos no nulos de la familia es a lo sumo numerable por la proposicion
A.1.13). Si definimos ahora los conjuntos Jy = J\ N Iy, entonces

S P =32 1 DI = AlFIP. (3.7)

iejA ISHN

Sea ahora J = NyeadJy C Iy veamos que {f;}ics € A. Nétese que si J=Jn I,

entonces
icJ i€
Si se tuviera entonces J = J, ‘para algin A € A, se verificarfa que {fi}ic; € A

Supongamos entonces que J # J, para todo A € A y veamos que existe una sucesion
(An)22, en A tal que

Jr, D Ja,,, paracada neN y N Jn, = J. (3.8)
n=1
Sea A1 € A cualquiera, de manera que I\ J = {k1, ko, ..., }. Este conjunto es

no vacio ya que J # J\ para todo A € A. Puesto que J = ﬂ,\eAJ,\, existe Ay € A
tal que ki ¢ Jy,. Ademads, por ser F) totalmente ordenada, se tiene que Jy, C Jy,.
Equivalentemente, Jy, C Jy,. Escribamos entonces

JAQ\J { i1 ]2,...}Cj)\1\j. (39)

Observe que k; ¢ J N\ J. Procediendo de la misma forma, se puede encontrar A3 € A
tal que k;, ¢ Jy, y de manera que Jy, C Jy,, es decir,

ki & D \J = {kjp kjpo oo} C Iy \ .

De esta manera nos aseguramos de que ky, ks no estén en Jy, \ J (pues k;, se puede
elegir como ky en (3.9) si ky sigue estando en Jy, ). Continuando igual, en el paso n-ésimo
habremos eliminado %, y en consecuencia se tendra que N5 J e\ J =0, es decir,

m j)\n - j: ﬂ j)\
n=1 AEA

lo que implica que J = N%,.J;, vy por tanto conseguiremos (3.8).

Con todo lo anterior, nétese que por el lema 3.2.2 y (3.7):

AIFIP < 30 KA =K P =221 )l

iendy, ieJ ieJ

Como f era un elemento arbitrario de H, se tiene que {f;}ics € A. Ademads, como
J C Jy para cada A € A, {f;}ics es una cota superior de {F\} ep. Por el lema de
Zorn A tiene un elemento maximal {f;};cq.
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Veamos pues que { f; ey es una base de Riesz para completar la demostraciéon. La
familia { f;}icy es un frame (la condicién inferior la cumple por estar en A y la superior
es directo de que {f;}ier es un frame y de que {f;}icr < {fi}icm). Por tanto, por el
teorema 3.1.18 basta demostrar que {f;}icy es un frame exacto. Si no fuera asi, existiria
un elemento fi, k € H, tal que {f;}icm\ (k) es un frame. Pero esto va en contra de que
{fi}ien es maximal, pues obviamente H \ {k} estd contenido en H. Por tanto, {fi}ien
es un frame exacto y en consecuencia una base de Riesz. O

Como aplicaciéon de este ultimo teorema, se puede demostrar que todo frame de Riesz
es union finita disjunta de sistemas de Riesz. A continuacién mostramos el resultado,
enunciado por primera vez en [11].

Proposicién 3.2.4. Sea {f;}ic; un frame de Riesz en H. Entonces existe una familia
finita de conjuntos disjuntos Jy, ..., JJn tales que las familias { f;}ics,, conk=1,...,N,
son sistemas de Riesz y forman una particion de {f;}ic;. Ademds, se puede tomar

N < %, siendo A, B las constantes de la definicion de frame de Riesz.

Demostracion. Sea Hy :=H y {fi}icr un frame de Riesz en H;. Por el teorema 3.2.3,
existe J; C I tal que { f;}icy, es una base de Riesz en H;. Considerando ahora el conjunto
I\ Ji, {fitier\s, es un frame de Riesz en Hy := 5pan{ f; }icy\s, - De nuevo por el teorema
3.2.3 esto implica que {f;}icr\ s, contiene una base de Riesz { f;}ics, en Hy. Repitiendo
este proceso obtenemos una sucesion de espacios de Hilbert Hy D Ho D Hz D ...
y una sucesién de bases de Riesz {fi}ics, en Hy. Ademas, los Ji son disjuntos por
construccion.

Falta por ver que este proceso es finito, es decir, que existe N € N tal que Hyy; = {0}.
Si en el espacio Hy existe un elemento no nulo f, como

fErHNCHNflC...CHl

v {fi}ier es un frame de Riesz,

AILFIP < 32 KF 1)1

1€ Jy

para todo j € {1,..., N}. Por tanto,

ANIFIP <303 K P < DI £lP < BIFIP.

k=14i€Jy iel

Puesto que f # 0, de la cadena de desigualdades anterior se deduce que ha de ser
N < B/A, luego la familia de conjuntos Jj, es finita. O
3.3. Problema de momentos para frames.

Consideramos ahora una familia {f;}ic; en H y una familia de escalares {a;}ies
en (P(I). Nos preguntamos si existe f € H tal que

(f. fi) = ai, Viel (3.10)
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Esto es lo que se conoce como un problema de momentos para frames de orden p. Nos
centraremos en p = 2 y veremos que las condiciones de soluciéon de dicho problema
tienen relacion con las bases de Riesz.

Una rapida comprobaciéon nos da cuenta de que dicho problema no tiene siempre
solucién: si existen k,j € I tales que ay # a; y fi = f; entonces es imposible encontrar
un f en H que cumpla (3.10) pues

ar = (f, fr) = ([, fj) = @,

en contra de que a; # a;. Por tanto la existencia no esta asegurada bajo solo estas
condiciones. No obstante, en caso de existencia, tenemos una condicién para la unicidad:

Proposicién 3.3.1. Supongamos que el problema de momentos (3.10) admite solucion.
Entonces la solucion es unica si, y solo si, la familia {f;}icr es completa.

Demostracion. Si {fi}icr es completa y tenemos dos soluciones f, g del problema
distintas:

(f, fi) = ai = (g, fi),

para todo ¢ € I. Luego (f — g, f;) = 0 para todo ¢ € I. Como {f;};c; es completa, por
la proposiciéon 2.1.19 ha de ser f — g = 0 y la solucién es por tanto tnica.

Reciprocamente, si {f;}ie;r no fuera completa entonces existe f no nulo tal que
(f, fi) = 0 para todo i € I. Si g es una solucién del problema, i.e, (g, f;) = a; para todo
1 € I, entonces g + f es otra solucion del problema distinta de g pues

[

Observe que si la familia {f;}ic; es un frame, el problema de momentos se puede
reformular en términos del operador de andlisis. En primer lugar, observemos que la
unicidad de soluciones es equivalente a la inyectividad del operador T™*. Ademas, la
existencia de soluciones para el problema es equivalente a plantearse si el operador
T* es sobreyectivo. La relacion con las bases de Riesz es el siguiente resultado, que se
podria anadir perfectamente a las equivalencias del teorema 3.1.18.

Teorema 3.3.2. Sea {f;}ic; un frame en H. Entonces {f;}icr es una base de Riesz si,
y solo si, el operador de andalisis T™ es sobreyectivo.

Demostracion. Si {f;}ic; es una base de Riesz entonces por la proposicién 3.1.6 admite
una familia biortogonal {g; }:cr que también es una base de Riesz. Dado {a; }ie; en ¢3(I),
el teorema 2.1.7 muestra que el elemento f :=>",c;a;g; esta bien definido y ademaés,

"f = {<f7 fi>}z'61 = {az’}iel-

Esto implica que T™ es sobreyectivo.

Por otro lado, si T* es sobreyectivo entonces Ker(T) = Im(7*)* = {0}. Esto es, T
es inyectivo luego se cumple la condicién 6 del teorema 3.1.18 y en consecuencia { f; }icr
es una base de Riesz. [
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Si escogemos un frame que no sea una base de Riesz entonces por al proposicién previa
el problema de momentos no tiene por qué tener soluciéon para una familia {a; };c; € ¢*(1)
dada. Sin embargo, podemos buscar un elemento como mejor aproximacién, es decir,
un elemento f que minimice |la; — (f, fi)|]*.

Teorema 3.3.3. Sea {fi}ic; un frame en H y sea {a;}ic; € (*(I). Existe un tinico
elemento f en H que minimiza

{aitiei — {fs fi) Yoetll? = D las = (f, fi) I°.

iel
Dicho elemento es exactamente f =Y ;c; a;S™Lf;.

Demostracion. Ya se ha comentado que si 7™ es sobreyectivo entonces existe solucion.
Ademas, es conocido que la menor distancia entre un punto y un subespacio es preci-
samente la distancia del punto y de su proyeccion sobre dicho subespacio. Por tanto,
para minimizar (3.3.3) hay que escoger f de forma que {(f, f;) }ier = P{a;}ics, donde
P denota la proyeccion ortogonal sobre Im(7*). Ahora, por la proposicion 2.2.10,

Plai}ier = {< %ai‘g—lfi’ fj>}jef

Debido a esta igualdad entonces f ha de ser:

f=> a; S~ fi.

i€l
Si existiera un g € H distinto de f tal que
P{ai}iEI = {<g7fl>}7

entonces se tendria que (g — f, f;) = 0 para todo i € I. Como {f;}ic; es completa por
ser un frame, se concluye que debe ser f = g. O]
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CAPITULO 4

FRAMES DE TRASLACIONES

Los frames han encontrado su aplicaciéon en la teoria de la sefial y en concreto
en la teoria de ondiculas entre otras. Esto hace que tengamos que trabajar
con estructuras especificas de frames. En el resto de capitulos, el desarrollo se
ha llevado a cabo en espacios de Hilbert arbitrarios, pues tan solo interesaba
hacer un analisis teérico de los frames. En el presente capitulo estudiaremos
los frames de traslaciones, es decir, las familias de funciones en L*(R) de la
forma {¢(x — ai) }rez, donde los ax son constantes reales de traslacion.

Comenzaremos con unas definiciones basicas y seguiremos la linea de las
demostraciones de [2]. En la seccién 4.1 se analizaran los frames de trasla-
ciones equiespaciadas, mientras que en la seccién 4.2 se probara como una
familia de traslaciones arbitrarias puede ser a lo sumo un sistema de frame,
pero nunca un frame en L*(R).

En todo el capitulo trabajaremos en el espacio de Hilbert L?*(R). Este espacio
es separable y admite una base ortonormal numerable, por tanto a partir de
ahora los indices pasaran a ser discretos.

4.1. Traslaciones discretas.

Comencemos definiendo algunos operadores de utilidad para nuestro posterior
analisis.

71
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Definicion 4.1.1. Se llama el operador traslacién por a € R al operador T, : L*(R) —
L*(R), que actia como

(Ta)(x) = ¢(z — a).
Se llama el operador modulacién por b € R al operador Ej, : L*(R) — L*(R), que
actia como

(Eyo)(x) = ¥ ().

Se define la funcién de modulacién por b € R como la aplicacién E, : R — C que

actia como
Eb(IL‘) — e27rsz'

De aqui en adelante simplemente escribiremos dichos operadores como Too(x)
y Eyo(x). Observe ademas que Ey¢ = Ej - ¢.

Ademads, tenemos los siguiente resultados para el operador traslacién que seran
utilizados mas adelante:

Proposicion 4.1.2. El operador traslacion satisface las siquientes propiedades:

1. Tx =T, yT, es invertible con T;* = T*. En particular, T, es unitario.

2. Para cada ¢ € L*(R), la aplicacion y — T,¢ es continua de R en L*(R).

Demostracion. 1. Realizando un cambio de variable lineal se tiene que:

Olo —ay(e)do = [~ o) (s +a)ds = (6, T o),

— 00

(Tuot) = [

o0

para todo ¢, ¥ € L?(R). Por tanto, (¢, T*v) = (¢, T_,1) para todo ¢ € L*(R), lo
que implica que T =T_,.

De la propia definicién de traslacion se obtiene que 1,7, = Id = T_,T,, luego
T '=T_,.

2. En primer lugar, demostremos el resultado para una funciéon continua ¢ con soporte
compacto. Asumamos que dicho soporte esta contenido en el intervalo [¢,d] C R.
Sea 15 € R. Puesto que ¢ es uniformemente continua por ser continua y tener soporte
compacto, para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que para todo = € R se tiene que

|p(x —y) —p(x —yo)| < e si |y —yo| <6

Ademds, para cada y € (yo — 1/2,y0 + 1/2) la funcién
Y(x) = Ty¢(x> - Tyo¢(x) = ¢(x —y) — d(z — W)

tiene el soporte contenido en el intervalo compacto [yo — 1/2+ ¢, d + yo + 1/2]. Luego,

HTZ/¢ B Ty0¢

1 1/2
‘ _ </yo+d+2 lo(z —y) — oz — yo)IQd:v) <evi—erl
Y

1
0—5+c¢

para cada y € R, con |y —1o| < min{0, %} Es decir, la aplicacién y — T,,¢ es continua
si ¢ es continua y tiene soporte compacto.
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Si ¢ es ahora una funcién arbitraria de L?(R), puesto que el espacio de las funciones
continuas con soporte compacto es denso en L*(R), entonces para cada ¢ > 0 existe
una funcién continua ¢ con soporte compacto tal que

g
_ < —.
¢ — ol < 3

Luego dado y € R, como T}, es unitario,

|76 = Ty =llo - oll < <.

Ademas, por la primera parte de la demostracién, existe § > 0 tal que
€
HTySO - Tya‘PH < 3’
si |y — yo| < 6. Con todo esto, se tiene que si |y — yo| < 9:

HTy(b - Tyo¢

‘ - HTy¢ —Typ+ Ty =Ty + Typ — Ty ’
< Hqub - TygoH +HTygo - Ty0<pH T ’Tyoq/; — T,

PN
-3 3 3

Luego la aplicaciéon que envia y en T,¢ es continua en yy. Como y, era arbitrario,
dicha aplicacion es continua en R.

]

En esta seccién nos centraremos en las familias {7, ¢ }rez con Ay = kb, siendo b una
constante positiva y ¢ € L*(R). Esto es, consideraremos las familia de traslaciones por
puntos equidistantes y estudiaremos bajo qué condiciones dicha familia es un sistema
de frame. De hecho, caracterizaremos las propiedades de dicha familia a partir de la
funcién introducida en la definicion 4.1.3.

Definicién 4.1.3. Sea ¢ € L*(R) y sea ds su transformada de Fourier. Se define la
funcién caracteristica de traslacion, ® : R — R, como

o) =3 [5(*=F)

keZ
El sumatorio en Z que aparece en la definicion corresponde al de una familia
sumable. Ahora bien, por ser de indice discreto dicho sumatorio se puede tratar como
una serie debido a la proposicion A.1.11, pues consta de términos positivos. Por tanto,
los resultados clasicos de convergencia siguen siendo validos.

2

Lema 4.1.4. Sean o : R — C una funcién 1-periédica, medible y acotada, y 3 € L*(R).
Entonces, la funcion

F(z) = a(2) ¥ Bl — k)

keZ

estd definida casi siempre en R, es 1-periédica, F € L'([0,1]) y

/Oo a(z)p(x)dx = /01 F(z)dz. (4.1)

—0o0
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Demostracion. Supongamos que « esta acotada por M. Como ademds « es 1-periddica,
por el teorema de convergencia monotona,

[ @I 166 - Bldr =3 [ @56 - Blds

-3 / oz — B)||B(z — k)|dz -
—kz;/ (9)[18(5)lds
_/ s)||B(s |ds<M/ s)|ds < oo,

pues 3 € L'(R). Como la integral en (4.2) es finita, se deduce que la suma dada por

la(x)| Yopez |B(x — k)| toma valor infinito en a lo sumo un conjunto de medida nula,

luego F esta bien definida para casi todo ¢ € [0, 1] y ademés, F' € L*([0, 1]).
Aplicando el teorema de convergencia dominada y realizando un cambio de variable,

/OlF(x)dx—/ )y Ble—k dx—Z/ — k)dx

keZ keZ

—Z/ " s+ B)B(s)ds

kEZ

_Z/kl 3s)ds

kEZ

:/ a(s)p(s)ds

Observe que para afirmar que F € L'([0,1]) y la igualdad (4.1) basta que « este acotada
casi siempre.
Ahora, la funciéon F' es 1-periédica por ser producto de dos funciones 1-periédicas

ya que:
Fla+1l)=alz+1)) Bz+1—k)=alz) ) Blz—m)=F(z),

k€EZ meZ
donde se ha establecido m = k — 1. Puesto que F es 1-periddica, F' esta bien definida
casi siempre en todo intervalo [k, k + 1], con k € Z. Como la unién numerable de
conjuntos de medida nula es también de medida nula, se tiene que F' esta definida casi

siempre en R.
O]

Proposicién 4.1.5. Sea ¢ € L*(R) La funcién caracteristica de traslacion, ®, estd
bien definida casi siempre. Ademds, es positiva, 1-periédica y ® € L'([0,1]).

Demostracion. Que ® es positiva se deduce de la definicién. El resto de propiedades son
consecuencia directa del lema 4.1.4, pues basta tomar en dicho lema la funcién a como
la aplicacién constante igual a 1 (que es trivialmente periddica, medible y acotada) y

Observe que 3 € L'(R) pues ¢ € L2(R). O
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Con estos resultados previos, estamos en condiciones de presentar uno de los resul-
tados principales de la seccién. Denotamos también por F la transformada de Fourier.

Proposicion 4.1.6. Sea ¢ € L*(R) y b > 0. Entonces {Tiy¢}rez s una familia de
Bessel con cota B si, y solo st,
D(1) < B,

para casi todo t € [0, 1].

Demostracién. Notemos en primer lugar que el operador T : ¢*(Z) — L*(R) dado por

T{ci}rez = > kTt

keZ

estd bien definido en ¢go(Z), el espacio de todas las familias con un nimero finito de
términos no nulos. Consideremos pues solo este tipo de familias en ¢?(Z) y el polinomio
trigonométrico dado por p(t) = 3 ez cre” 2kt Teniendo en cuenta que la transformada
de Fourier es una transformacién unitaria (debido a la formula de Plancherel) y la
relacion F(Tyy) = E_ppF,

IT{ck}rezll* =| D Ckab¢

kEZ

Un virtud del lema 4.1.4, como p es 1-periddico, acotado y medible y la funciéon
B(x) := |¢(z/b)|* pertenece a L'(R) por estar ¢ en L?(IR), se tiene que

IT{cr }rezl? :2 /°° oly QB(Z) 2

L[ Sl

Si entonces suponemos que se cumple que ®(t) < bB para casi todo t € [0, 1], se obtiene
que, para familias con un ntmero finito de términos no nulos,

Z Cr e—27rzk:t

keZ

Z CkE,

kEZ

(g -

kEZ
Z c 672mkbt¢

kEZ

ot = / [p(b)? ()| dt.

dt

(4.4)

ds = [ () ®(s)ds

k:EZ

dt BY ol (4.5)

kEZ

IT{ck}rezl|” < B/ Ip(t)|?dt = B/

La desigualdad (4.5) implica que la familia {Tyy¢} ez es de Bessel por el lema 3.1.8.

Para la implicacion contraria, si suponemos que la familia {Ty,¢}rez es de Bessel,
entonces los calculos hechos hasta (4.4) son ciertos para cualquier familia {c; }rez €
coo(Z). Si la cota de Bessel es B, entonces:

2 [P e = T {adenl? < BY | = B [ po)Pdr, (10
keZ

para cualquier familia {cy }rez € coo(Z).
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Definimos entonces el operador lineal S : M — L*([0, 1]) por Sp = pV/®, donde
M denota el espacio de los polinomios trigonométricos. De (4.6) se deduce que S es un
operador continuo en M, con ||S|| < (bB)Y2, pues se obtiene que

1SplI* < bB]p|*-

Ahora, puesto que M es denso en L?([0,1]), existe una extension continua de S a
L2(]0,1]), que denotamos por S, con la misma norma. Por densidad, si v € L*([0,1]),
entonces existe una sucesion de polinomios trigonomeétricos (pn)S2, tales que p, — ¥
en L?([0,1]) si n — oo. Por tanto, (Sp,)%, converge hacia St en L?([0,1]). En
consecuencia, existe una subsucesion (p,, )72, que converge puntualmente c.s. a ¢ y
(Spnk)k , converge puntualmente c.s. a S¢. Luego, para casi todo = € [0, 1]:

$0(w) = Jim Spu, (o) = Jim po (2)y/0(x) = 0(2)/2(0).

El hecho de que S sea continuo y de que||S| = ||| conduce a

[ 1P @ = 1l < ISPl < o8 [ () P

para todo ¢ € L*([0,1]), lo que implica que (bB — @(t)) > ( para casi todo t € [0, 1].
Finalmente se tiene que ®(¢) < bB para casi todo t € [0, 1].
O

Proposicién 4.1.7. Sea ¢ € L*(R) y supongamos que la familia {Ty¢}rez €s una
familia de Bessel en L*(R). Dado {cy}rez € (*(Z), la suma Yyez cxTe¢p converge en
L2(R)7 ZkEZ CkE—k converge en LQ([O’ 1]) Y

F (Z Cka¢) = (Z CkE—k) ¢
k€EZ kEZ

Demostracion. Ambas sumas convergen en sus respectivos espacios por el teorema 2.1.7.
La primera por ser {Tj¢}rez una familia de Bessel y la segunda por ser {E_; } ez una
base ortonormal en L*([0, 1]).

Usando la linealidad y continuidad de la transformada de Fourier (teorema A.3.2) y
utilizando la relacién segunda de la proposicion A.3.3:

F (z cm) = S aF(Bid) = S (B-id).

keZ kEZ keZ

Por tanto, tan sélo tenemos que demostrar que

S (erE_19) = (Z - )

keZ keZ

Utilizando la desigualdad triangular en L?(R), si N € N:

S (crE_rp) — (Z ex B )

kEZ kEZ

<IN (rEwd) — Y (ewE_i)d

keZ k| <N
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El primer sumando converge a cero si N — 00, luego nos podemos centrar exclusivamente
en el segundo sumando. Ahora, la funcién >°cz i i es 1-periédica por ser una serie
de exponenciales complejas y tener el factor 2. Razonando como en el lema 4.1.4, si se
considera la funcién 1-periédica y medible | <y crEp — (Zrez et E—r)|? v la funcién
|6? € LI(R),

2

> h By — ( > CkEk> ¢

|k|<N keZ

2
SO+ )

jez

2

donde en la tltima desigualdad se ha usado el resultado de la proposicién 4.1.6 para
b =1y B denota la cota de la familia de Bessel {Ty¢}rcz. Hay que senalar que en
el primer término de la férmula anterior, la norma corresponde a la norma en L?*(R),
mientras que en el ltimo término la norma es la asociada a L?([0, 1]). O

El siguiente teorema junto con la proposicién 4.1.6 muestran diversas caracteri-
zaciones en funcién de desigualdades e igualdades sobre la funcién caracteristica de
traslacion ®.

Teorema 4.1.8. Sea ¢ € L*(R) y b > 0. Para cualquier par de constantes A, B > 0,
se tienen las siguientes caracterizaciones:

1. {Tp¢}trez es un sistema de frame con cotas A, B si, y solo si,
bA < ®(t) < bB, (4.7)

para casi todo t € [0,1] \ N, donde N' = {t € [0,1] : (¢t) = 0}.

2. {Two}rez es un sistema de Riesz con cotas A, B si, y sdlo si,
bA < ®(t) < bB, (4.8)

para casi todo t € [0, 1].

3. {Twd}rez es una base ortonormal en span{Ty,¢ trez si, y solo si,

para casi todo t € [0, 1].
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Demostracion. 1. Probaremos este punto utilizando el teorema 2.2.14 en el espacio
span{Typ¢}kez. Obviamente {1y, }rez es completa en ese espacio.
Supongamos entonces que {Tj¢}rez es sistema de frame. Entonces {Tipd}rez es
una familia de Bessel en L?*(R) con cota B debido a la proposicién 2.1.22 y de la
proposicién 4.1.6 se deduce que ®(t) < bB para casi todo punto ¢ € [0, 1]. Ademas, el
operador de sintesis de la familia {Ty,¢} kez esté bien definido y debido a la proposicién
4.1.7,

IT{cktrezll* =|| D Ck:ka¢ H]‘—< > Ckab¢)
kez keZ
_/ S cpe 2kt 1) “ot = / b(vt)? [o(0)|at
kez
para toda familia {c }rez € £2(Z), donde se ha escrito 1(x) = ¥ jez cke™ 2%, Anélo-
gamente a la ecuacion (4.3) se llega a la igualdad
1 /1
IT{eihueell® = 5 [ W) @)t (4.9)

para toda familia {cy}rez € €*(Z). Esto implica que que O(Ker(7)) = M, con
M ={y e L*([0,1)) : ¥ = 0 en [0,1]\ N}
y © : (*(Z) — L*([0,1]) la isometria biyectiva dada por
Ofcktrez = Z cpe” 2T

kEZ

Ahora, dado ¢ € L*([0,1]), se puede escribir ¢ = ¢ - xjo. 1w © ¢ - xar (x es la funcién
caracteristica del conjunto en cuestién). En base a esto tltimo se tiene que

Mt ={y e L2(0,1]) ;=0 en N},

Por tanto,

Ker(T)* =071 (M™*) = {{Ck}keZ EP(Z):> e =0 ente N} (4.10)

kEZ

Una vez hemos llegado a la igualdad (4.10), tomemos {cj rez € Ker(T)+. Se tiene

que:
> el = / = /
(0,1\N

keZ
usando la ecuacién (4.9), la condicién izquierda de (2.20) en el teorema 2.2.14 es
equivalente a

Z Cr 6—27rzkt

kEZ

ZC e 27Tzkt

keZ

7

Z Ck€727rz t

kEZ

1
dt<

A
b Jjo,1\W

d(t)dt,
[0,1\N ( )

Z Cr 6727mkt

keZ

para todo {c; }rez € Ker(T)*. Esta condicién es a su vez equivalente a que

A b (1)|2dt < (b () 2D (8, (4.11)

(0,1]\N b Jo,)\wW
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para todo 1) € M. Por tanto, si {Tiy¢}rez s un sistema de frame, como se da la
igualdad (4.9), se tiene la desigualdad (4.11). De esta desigualdad se deduce que
bA < ®(t) para casi todo t € [0,1] \ N, pues la misma condicién (4.11) se cumple
para cualquier funcién de L*([0, 1]); basta con descomponer una funcién de L*(]0, 1])
en M y M+ (la parte de M se hace nula).

Reciprocamente, si se da la condicion (4.7), se deduce que {Typod}rez es una familia
de Bessel en L*(R) por la proposicion 4.1.6. Observemos que para probar (4.9) solo
hemos usado que {Txp¢}rez es una familia de Bessel. Entonces de (4.7) se sigue

también que para cada {c; }rez € Ker(T)4,
o1t 2 1 2
| T{ck}rezll” = */ [ (@)]"®(t)dt = — ()" ®(t)dt
b Jo b Jio,)\W
> A (O))Pdt = A |l

[0’”\1\/ kez

En consecuencia {Ti¢ }rez €s un sistema de frame, por el teorema 2.2.14.

2. Probemos en primer lugar que Ker(7T') = {0} si, y s6lo si, N es de medida nula.
Si Ker(7T') = {0}, entonces el conjunto M del apartado anterior solo contiene también
a la funcién nula c.s. en [0, 1]. Por tanto, N ha de ser de medida nula pues de no ser
asi podriamos obtener una funcién no nula c.s. en M (dotdndola de un valor constante
en N y nula en el resto por ejemplo). Por otro lado, si N es de medida nula en-
tonces M solo contiene a la funcién nula c.s. en [0, 1] y en consecuencia Ker(T") = {0}.

Si la familia {Ty,®}rez es un sistema de Riesz entonces cumple las desigualdades (3.3)
del teorema 3.1.9 para toda sucesion {cx }rez € coo(Z), es decir, se tiene que:

2
A el <D afi]| =

keZ keZ

IT{cr}rezll> < B |al?, (4.12)

kEZ

ya que el operador T estd bien definido por ser {Typ¢}rez un sistema de Riesz.
Ahora, como cgy(Z) es denso en (%(Z), se tiene que dado ¢ = {c} }rez € (*(Z) existe
una sucesion (d,,)%; de elementos de ¢oo(Z) que converge a c. Aplicando las desigual-
dades (4.12) a d,, y tomando limites se tiene que c verifica las desigualdades (4.12)
ya que Ty la norma son continuos, luego Ker(T) = {0} y por tanto N es de medida
nula. Como {Typ¢}trez es también un sistema de frames (por ser sistema de Riesz)
entonces por el apartado 1 se tiene la desigualdad (4.8).

Reciprocamente, si se cumplen las desigualdades (4.8) entonces {Typd}rez €s un
sistema de frame por el punto 1 y ademas A es de medida nula. Por tanto, Ker(T) =
{0}. Esto tltimo implica por el teorema 2.2.14 que las desigualdades (3.3) se verifican
para toda sucesion en (?(Z) y, en particular, para las de coo(Z). En consecuencia,
usando el teorema 3.1.9 se llega a que {Tjp¢ trez es un sistema de Riesz.

3. Si ahora {Ti¢ }rez es una base ortonormal en span{7y,¢ }rez entonces en particular
es un sistema de Riesz con mismas cotas A = B = 1. Luego del punto 2 se deduce
que ®(t) = b para casi todo t € [0,1].
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Reciprocamente, si se cumple que ®(t) = b para casi todo t € [0, 1], entonces
{Txp®}kez es un sistema de Riesz con cotas A = B = 1. Por el teorema 3.1.9 se tiene
que para cada sucesion de escalares {cy}rez con un ntimero finito de términos no
nulos,

2
ST aTwd| = |l
ke ke
Luego en particular se obtiene que ||Tip¢| = 1 para todo k € Z. Por otro lado, se

tiene también que

117 = > 1(0, Trws)|”

kEZ

para todo ¢ € span{ Ty }rez, ya que por el punto 1, {70} rez también es un sistema
de frame con cotas A = B = 1. Por ltimo,

1= Hka¢H2 = Z ’<ka¢7 Tmb¢>|2 =1+ Z |<ka¢7 Tmb¢>‘27

meZ meZ\{k}

lo que implica que (Typ¢, Trp®) = Okm, i-€, {Tkpdtrez €s una base ortonormal en

span{ 10} kez.
Il

Ejemplo 4.1.9. Sea m € N. Consideremos la funcién ¢,, € L*(R) dada por

m+1
Om = X[o,] * - - * X[0,1] -

Vamos a construir la funcién caracteristica de traslacién para la familia {Ty¢,, }rez v
estudiar sus posibles acotaciones.

Como la transformada de Fourier de un producto de convolucién es el producto
puntual de las transformadas de Fourier en L'(R) (ver proposiciéon A.3.4) y xjo1] €
L (R)7

m+1
Gm = X[0,1] * - - * X[0,1]
y como
1 ] 1 ) effrix eﬂim . effrix ) SiIl(TI'.Z’)
~ —2mitx —2mix — X
X (x> /0 ¢ 2m'x<€ ) T 21 ¢ T
se tiene que:
. o ym+l _ , sin(mz:))"“r1
— — (m+1)mwie [ D22\
In() = (R00)" () = ¢ (Z2
La funcion caracteristica de traslacién serd entonces:
i m41)mi(z—k) | SiIl(T('CC) 2m+1)
O(r) = 3 |l = B)P = X [elmme b | 2
kEZ keZ (z ) (4.13)
B (sin(m:))z(mﬂ) 5 1 '
T = (x — k)2(m+1)’

ya que la exponencial de un niimero imaginario puro tiene médulo unidad y

sin?(7(z — k)) = sin?(rx — 7k) = sin®(rx)
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para todo k € Z.

Dado un z € R\ Z fijo, la serie 3,7 (I% puede calcularse mediante el teorema

e
de los residuos [12]:
1 t
Z — = —WRes(COg(WZQ),x).
P (x — k) (x — 2)
La funcién del residuo tiene un polo de orden 2 en x, luego

Res(COtg(WZ) ac) = lim 4 ((Z —z)? cc>tg(7rz)> = —7r<1 + Cotg(wx)2).

(x — 2)%’ 2=z dz, (x — 2)?

Por tanto,
1

E3AE = 7r2(1 + Cotg(ﬂx)Q).

D

keZ
Razonando de la misma forma tendremos que, si x € R\ Z,

5 1 . 1 o q@m+1) (2 — )2mD cotg(mz)
= 72ty (cotg(mz)?)

ya que ahora el polo es de orden 2(m + 1) y p,, denota un polinomio de grado m + 1
con coeficientes estrictamente positivos ag, ay ..., a,,+1. Observemos, por ejemplo, que
po(t) = 1+ t. La ultima igualdad de (4.14) es consecuencia de aplicar el principio de
induccion.

Teniendo en cuenta las expresiones (4.13) y (4.14), tenemos que:

O(x) = (

para todo x € R\ Z, es decir, ® esta definida en R \ Z. Como Z es de medida
nula, ® estd por tanto definida c.s. en R. Ademas, ® es continua y estrictamente
positiva en (0,1) pues por un lado, en z = 1/2, ®(1/2) = a9y > 0, donde qg es el
coeficiente independiente de p,,. Para el resto de puntos en (0,1), ®(z) > 0, ya que
sin?™m*Y(1x) > 0y p,u(cotg(mr)?) > 0 para todo z € (0,1)\ {1/2}, pues los coeficientes
de p,, son estrictamente positivos. Por otro lado, podemos escribir

m+1)<

= sin* 7x) p(cotg(mz)?).

sin(7z) ) 2A(m-+1) 1

T (z — k)2(m+D)

kEZ

2(m+1 m—+1)

sin ) (72) pm(cotg(mx)?) =ag sin (7z) + ay cos?(mz) sin® ™Y (1)

m+1)(

+ ag cos*(mx) sin® ™D (1x) + ... + Gy cos x).

De esta tdltima expresion se deduce que los limites en los extremos de este intervalo
existen y son finitos:

lim O () = am1s lim O () = am1s (4.15)
donde a,, 11 > 0 es el coeficiente de la potencia (m + 1)-ésima de p,,. Por todo lo
anterior, se deduce que ® estd, acotada inferiormente y superiormente en (0,1) por

constantes positivas, es decir,
A< ®(x)<B
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para todo x € (0, 1). Por el teorema 4.1.8, se tiene que ® verifica el punto 2 de dicho
teorema, luego {Tidm trez es un sistema de Riesz.

4.2. Traslaciones arbitrarias.

A diferencia del apartado anterior, consideramos ahora familias {7}, }xez donde
{Ak}rez es una familia de nimeros reales cualesquiera. Demostraremos que {71}, }kez
puede ser como mucho un frame para un subespacio propio de L*(R).

Para llegar a ese resultado es necesario dar unas definiciones y un lema previo.
Supondremos que I es ahora un conjunto numerable.

Definicién 4.2.1. Sea A = {\y}rer una familia en RY. Diremos que:

1. {M\i}ker es espaciada si infjzx|A\; — A\g| > 0; si & > 0 es una constante tal que
|X; — Akl > 60 para todo j # k diremos que § es una constante de separacion.

2. { i }rer es relativamente espaciada si es union finita de familias espaciadas.

Por supuesto, si una familia es espaciada es relativamente espaciada, pero el reciproco
no es cierto como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.2. La familia dada por {k, k + ﬁ}kez no es espaciada pues dado 6 > 0,
podemos encontrar un ky € Z suficientemente grande en valor absoluto tal que

1 1
fom (fo s 1 =<
’ O 1+ (ko 1+ |kol

No obstante, este familia si es relativamente espaciada pues podemos escribir

1 1
ko k4 } :Zu{k+ } .
{ 1+ |k| ) kez 1+ |k| ) kez

Ahora, Z es trivialmente espaciado con constante de separacion igual a 1 y el segundo
conjunto es espaciado con constante de separacién igual a 1/2.

Ademas de la definicién anterior, también introducimos la siguiente notacion. Para
cada r € R? y h > 0 denotamos por Q(x) el cubo semiabierto en R? centrado en x y
con lados de longitud h, es decir,

Qn(x) = [[lx; — 1/2,2; + 1/2),

j=1
donde z = (z1,...,24).
Observe ademas que para cada h > 0,
RY = | | Qu(hn); (4.16)
nez

o lo que es lo mismo, la familia de cubos {Qx(hn)},cze es una particién de RY, donde
|| representa una union disjunta.
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Por otro lado, sean v (h) y v~ (h) el mayor y el menor niimero de elementos de A
que estan en un cubo cualquiera de lado h,

vt (h) = sup #(A N Qu(x)), v~ (h) = fnf, #(A N Qu(x)).

z€R4

Con todo esta notacién, definimos lo que se conoce como densidades de Beurling:

Definicion 4.2.3. Las densidades de Beurling superior e inferior de una familia
A = { M\ }rez con elementos en RE son los limites

+ —
FOAY = 1 v (h) SOAY = T g Y ()
D (A)—llzrl_)s;jp T y D (A)—h]{gg}lf o (4.17)

respectivamente.
Si DT(A) = D= (A) se dice que A tiene densidad de Beurling uniforme.

Lema 4.2.4. Sea A = {)\.}rez una familia en R?. Son equivalentes:

1. DT(A) < .
2. A es relativamente espaciada.

3. Para algin h > 0 existe un nimero natural Ny, (que depende de h), tal que cada cubo
Qn(nh), con n € Z, contiene a lo sumo Ny, puntos de A, i.e,

sup #(A N Qh(nh)) < 0. (4.18)

nezd

4. Para todo h > 0 existe un nimero natural Ny, (que depende de h), tal que cada
cubo Qp(nh), con n € Z, contiene a lo sumo N, puntos de A, i.e, se verifica la
desigualdad (4.18).

Demostracion.

1 = 4 Puesto que el limite superior de (4.17) es finito entonces existe una constante N € N
y M > 0 tal que si h > M entonces

v (h)
ha

<N,

es decir,
sup #(A N Qh(nh)) <vT(h) < Nh* < Nm?, (4.19)

neza

donde m es un nimero natural mayor que h. Si h < M entonces los cubos @ (nh)
son mas pequenos y por tanto estan contenido en cubos con h > M; luego

sup #(A N Qn, (Nhl)) < sup #(A N Qh, (nhg)),

neczd nczd

donde h; es tal que 0 < hy < M y hy tal que hy > M. Basta entonces aplicar la
desigualdad (4.19).
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Trivial.

Sea h > 0 de forma que satisfaga el punto 3. Veamos como A puede ser dividida en
un numero finito de familias espaciadas con constante de separacion h.
Sean vy, . .., vqa los vértices del cubo unidad [0, 1]%. Consideramos también los siguien-

tes conjuntos:
Z; = (22)" + v, j=1,...,2¢

donde 2Z denota al conjunto {2n : n € Z}. Estos conjuntos son una particién de Z4
ya que dado n = (nq,...,ng) € Z¢ se tiene que si n;, con i € {1,...d}, es par (resp.
impar), se toma el vértice cuya componente i-ésima es 0 (resp. 1). Sea entonces v; el
vértice tomado para n. Podemos por tanto escribir n = fi + v;, donde 7 es el vector
cuya componente i-ésima es la misma que la componente i-ésima de n si (v;); =00
n; — 1 si (v;); = 1. De esta forma, n € Z;.

También se tiene que los conjuntos Z;, j = 1,...,2% son disjuntos ya que cada
conjunto Z; contiene a los puntos cuyas componentes tienen la misma paridad (par o
impar) que el vértice que lo genera y obviamente no hay dos vértices distintos del
cubo unidad cuyas componentes tengan todas la misma paridad.

Como ademés se cumple (4.16), si definimos los conjuntos

Bj: |_| Qh(hn)7 jzla"'72d7

nEZj

entonces se verifica que

Fijemos ahora un conjunto B;. Dados m, n € Z;, con m # n, la distancia entre un
elemento cualquiera del cubo Qp(hn) y otro del cubo @, (hm) es al menos h. Como
por hipdtesis cada cubo Qp(hn) tiene a lo sumo N, elementos de A y, ademas,

ANB; = || (ANQu(hn))

TLGZJ'

entonces se concluye que A N B; se puede dividir en, como mucho, N, conjuntos
que son espaciados con constante de separacién h. De esta manera se deduce que A
puede ser dividida en un nimero finito de familias espaciadas con constante de sepa-
racién i, ya que los conjuntos A N B; forman una particién de A. En concreto, A se
puede dividir en a lo sumo 2¢ N}, familias equiespaciadas con constante de separacién h.

Supongamos ahora que A puede ser dividida en un ntimero finito de familias espaciadas
A1, ..., A, con constantes de separaciéon 6y, ..., d,, respectivamente.
Sea,

5:min{ d O }

2Vd T 2Vd

De esta forma, la distancia entre dos puntos cualesquiera en un cubo @Qs(x) es menor
que min{dy,...,d,}, ya que en un cubo de lado § la méxima distancia se alcanza en
la diagonal de vértices opuestos, y esta es exactamente v/d§ = min{dy,...,6,}/2. Por
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tanto, Qs(h) contiene como mucho un punto de cada familia Ay, es decir, contiene a
lo sumo r puntos de A.

Ahora, si h es un nimero real positivo entonces veamos que Qps(x) contiene un
nimero de elementos de A menor que r(h+1)%. Un cubo de lado hd se puede recubrir
con h? cubos de lado 6 si h es un ntimero natural. Si A es un nimero real entonces el
cubo de lado hd puede recubrirse con el niimero natural mds cercano a (h + 1)¢ y
que sea menor que este. En consecuencia, Qps(z) contiene un nimero de elementos
de A menor que r(h + 1)¢. Todo esto implica que:

) vt(h) vt(hd) r(h+1)% r
D) =l sup =, = linsup T sy < Mnsup = s = ga < o

Vamos ahora con el resultado principal.

Teorema 4.2.5. Sea A = {\;}rez una familia de elementos en R y ¢ € L*(R) \ {0}.
Entonces:

1. Si{T\, ¢}rez es una familia de Bessel en L*(R), se cumple que DT (A) < co.

2. Si{T\, ¢} ez satisface la condicion inferior de frame en L*(R), entonces DT (A) = oo.

Demostracion. 1. Por el lema previo, la condicion DT (A) < oo es equivalente a que A sea
relativamente espaciada. Supongamos entonces que A no es relativamente espaciada
y veamos que no puede ser una familia de Bessel.
Sea L la funcién de R en R dada por L(x) = (¢, T,¢); L es continua por la propo-
sicién 4.1.2. Como L es no nula en z = 0 (ya que L(0) = ||¢||*) existe h > 0 tal
que

W= xel[I—lg,h] (o, T0)| > 0. (4.20)

Sea N € N. Si A no es relativamente espaciada entonces por el lema 4.2.4 existe un
intervalo [a — h,a + h|, a € R, que contiene al menos N elementos de A. Escribiendo

Av={keZ: ) e€la—ha+h|} ={ke€Z: )\ —ac]|[-h,h|}

y utilizando la proposicion 4.1.2 y la definicion (4.20), se tiene que

§:|<IL¢77&k 2: | ¢ Zkk

kEZ keAn

= Z |<¢7T)\k—a¢>| N:U’

kehn ||¢2||

H T.oll”,

donde en la tltima igualdad se ha utilizado que T, es unitario. Puesto que N € N
era arbitrario, de la desigualdad anterior se deduce que {7\, ¢ }rez no puede ser una
familia de Bessel.



86 CAPITULO 4. FRAMES DE TRASLACIONES

2. Supongamos que DT (A) < oo y demostremos que {7, ¢ }rez no satisface la condicién
inferior de frame sea cual sea A > 0.
Por el lema 4.2.4, {\}xrez es una unién finita de conjuntos espaciados, es decir,

Metrez = O { kS ren;

j=1
donde cada { A }re A, es espaciada. Como es una coleccién finita de conjuntos, elijamos
d > 0 de forma que sea una constante de separacién para todas las familias {A\;}rea,

y sea h € (0,0/2), I := [—h, h]. Si denotamos por x; a la funcién caracteristica en I,
10 Tud)? =30 3 [T < 30 3 Iall® T el (4.21)
keZ j=1keA, J=1keA,

Por como se tomé h, los intervalos {I — Ax}ren, = {{x — X i € I}}keA son

disjuntos. Definiendo

Aji= || (T =M),

ken;
se obtiene que

> I oll = > /W) (z — M)l dx—/v] o(z)*dz.

keA; keA;

De (4.21) llegamos a

S 1 Tned) | < llxall? Z/ x)|*dx. (4.22)

kEZ

Sea (h,,)o, una sucesion decreciente a 0. Aplicaremos para cada j € {1,...,s} fijo el
teorema de convergencia dominada a las funciones ¢, (x) = xa,, (z)|¢(x)[?, donde

Ajmy = U (=T, ha] = Ai).-

k‘EA]‘
Obviamente [, (z)| < |¢(z)|? para todo = € R, luego son integrables. Ademas,
1im ¢u(z) = lim xa,, @)é(@) =0, cs. en R
de donde se obtiene que
lim |p(z)|2dz = 0.

n—oo Aj(n)
Esto implica que, teniendo en cuenta la desigualdad (4.22), {7, ¢} ez no puede tener

una cota inferior en L?(R). De ser asi, existirfa A > 0 tal que

> xn Tn,0) 1P = Allxall? (4.23)
ke
para todo intervalo I = [—h, h], pero esto es absurdo pues podemos tomar I,, = [—hy,, hy)

suficientemente pequeﬁo tal que

S, T o |_z/ )P de < A,

HX nH2 keZ

en contra de (4.23).
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Corolario 4.2.6. Sea A = {\;}rez una familia de elementos en R y ¢ € L*(R) \ {0}.
Entonces {T», b} rez puede ser un frame para a lo sumo un subespacio propio de L*(R).

Demostracion. Directo del teorema anterior: si {T), ¢}rez fuera un frame en L*(R)
entonces es una familia de Bessel y también satisface la condicion inferior de frame, es
decir, DT (A) < 0oy DT(A) = o0, lo que es absurdo. O

Observacion 4.2.7. Aunque el teorema 4.2.5 y el corolario 4.2.6 se han demostrado
para familias de elementos en R, los resultados siguen siendo vdlidos en R? [13]. No
obstante, se han querido dejar asi para una mayor claridad.
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APENDICE A

APENDICE

A.1. Sumabilidad

Los resultados que se muestran a continuacién han sido en su mayoria extraidos de
[14] y de [15].
Sea E un espacio normado.

Definicién A.1.1. Una familia {fi;}icr de elementos de E se dice que es sumable
st existe un elemento f de E tal que para cada € > 0 existe Jo C I finito tal que
HZiEJ fi— fH < € para cualquier conjunto J finito, con Jo C J C I. En este caso,
se dice que [ es la suma de la familia sumable y se escribird f = Y ;cr fio Si 1 es el
conjunto vacio entonces por convenio su suma es cero.

La suma de una familia sumable es tnica.

Definicién A.1.2. Una familia {f;}ic; de elementos de E se dice que cumple la
condiciéon de Cauchy para la sumabilidad si para cada € > 0 existe Jy C I finito tal que

|Sies | <2 sig 1, finitoy Ty =0.

Teorema A.1.3. Sea E un espacio de Banach. Una familia {f;}ic; de elementos de E
es sumable si, y solo si, verifica la condicion de Cauchy para la sumabilidad.

Proposiciéon A.1.4. Sea E un espacio normado. Si {f;}icr v {9i}ier son familias
sumables de elementos de E hacia f y g respectivamente, y o y [ son escalares,
entonces la familia {cof; + 5g;}icr €s sumable hacia af + (9.

Proposicion A.1.5. Sea {f;}icr una familia sumable. Si para cada J C I finito se
cumple que || Y ics fill < M, entonces || Xicr fill < M.

Proposiciéon A.1.6. Sean E y F' espacios normados sobre C y T" una aplicacion lineal
y continua de E en F. Si {f;}icr €s una familia sumable de elementos de E, entonces
{T(f:) }ier es sumable en F' y ademds,

Y T(f) =T fi). (A1)

iel icl

89
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Teorema A.1.7. El espacio E es de Banach si, y solo si, toda familia {f;}ier de
elementos de E absolutamente sumable es sumable.

Para familias de nimeros reales no negativos la sumabilidad es equivalente a que el
conjunto de sumas finitas de dicha familia sea acotado, de manera similar al resultado
de sumas parciales para series.

Proposiciéon A.1.8. Sea {a;}ic; una familia de nimeros reales no negativos. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. {a;}ier es sumable.

2. El conjunto de las sumas finitas de elementos de la familia es acotado, es decir,

sup { i JcCl,J ﬁnito} < 00. (A.2)

ieJ

En ese caso, se tiene que

Z&i:sup{Zai:JCLJ ﬁnito}. (A.3)

el e

También incorporamos el siguiente resultado analogo a la féormula de sumacién por
paquetes en series.

Teorema A.1.9. Sea E un espacio de Banach, {f;}icr una familia sumable de elementos
de E e {Ix}xea una particion de I. Si sy = Y ,cq, fi, la familia {sx}ren es sumable y

S h=Y (X f) =Y s (A4)

icl AEN  iely AEA

Proposicién A.1.10. Sean {f;}icr una familia de nimeros reales positivos e {I}rea
una particion de I. Sila familia { fi}icr, es sumable hacia sy y la familia {sy}rex s
sumable hacia f, entonces la familia {f;}ic; es sumable hacia f.

Proposicion A.1.11. Sea {f;}icr una familia numerable de elementos de E. La familia
{fi}ier es absolutamente sumable si, y sdlo si, existe una biyeccion o : N — I tal que
la serie 32071 fo(n) €s absolutamente convergente.

Proposicion A.1.12. Sea E un espacio de Banach y F' un espacio normado, ambos
sobre el mismo cuerpo. Sea {T;}icr una familia de aplicaciones lineales continuas de E
en F. Se supone que para cada f € E la familia {T;(f)}icr es sumable. Entonces, el
operador T' definido para cada f € E por T(f) = >ic; Ti(f) es lineal y acotado.

Proposicion A.1.13. Sea {f;}ic; una familia sumable de elemento de E. Entonces
fi = 0 salvo para un conjunto numerable a lo mds de indices.
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A.2. Teoria de la medida

Sea X un conjunto y A un o-dlgebra de subconjuntos de X. En [5], podemos
encontrar la siguiente definicién y proposicion.

Definicién A.2.1. Una medida positiva sobre A es una funcion p: A — [0, 00] tal
que:

1. p(0) =0.
2. 1 es numerablemente aditiva, i.e, para cada sucesion de conjuntos disjuntos {Ey,}5°
de A cuya union esta en A y verifica que

u(g En) = ,i ((En).

Proposicion A.2.2. Sea p una medida positiva en A. Si la sucesion de conjuntos
{E.}22, C A es descendente, es decir, si

E,DFE,D>...OFE,D>...

y u(Ey) < oo, entonces
() Bn) = H )

A.3. Transformada de Fourier

En esta parte, se muestran algunos resultados bésicos [5] de la transformada de
Fourier usados en el capitulo 4.

Definicién A.3.1. Sea f € L'(R). La transformada de Fourier de f es la funcién dada
por

fa)= [ e mta,
st x € R.

También se denota a la transformada de Fourier de f como Ff.

La transformada de Fourier queda definida para funciones en L'(R). Ahora, como
LY(R) N L*(R) es denso en L*(R), el siguiente teorema muestra como establecer la
transformada de Fourier para funciones en L*(R).

Teorema A.3.2. Para cada funcién f € L*(R), existe una unica funcién f que cumple
que:
1. Si f € LY(R) N L2(R), entonces f es la funcién definida en A.3.1.

2. (Ecuacién de Plancherel) Para cada f € LA(R), ||f|| = ||f|l, donde la norma es la
asociada a L*(R).

3. La aplicacion que envia f en f es un isomorfismo de espacios de Hilbert de L*(R) en
L*(R).
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Observe como la condiciéon 2 del teorema anterior implica la continuidad de la
transformada de Fourier.

Proposicion A.3.3. Sea f € L*(R) y sea o € R. Entonces:

1. Sig(t) = f(t)e ™, entonces j(z) = f(z — ).
2. Sig(t) = f(t — a), entonces §(z) = f(x)e .
3. Sig(t) = f(t/a) y o> 0, entonces §(z) = af(ax).

La siguiente proposicion muestra como la transformada de Fourier del producto de
convolucion es el producto puntual de las transformadas de Fourier:

Proposicién A.3.4. Sean f, g € L*(R) y sea h = f * g su producto de convolucion.
Entonces h € L'(R) y se verifica que h(z) = f(x)§(x) para todo z € R.
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INDICE DE NOTACION

H Espacio de Hilbert

span Minimo subespacio vectorial generado

a* Complejo conjugado del escalar a

(1) Espacio de familias con indices en I cuyo médulo al cuadrado es sumable

F¢, & Transformada de Fourier de la funcién ¢
XA Funcién caracteristica del conjunto A

#A Cardinal del conjunto A

1d Operador identidad
U~ Operador adjunto del operador U
Ut Pseudo-inversa del operador U

Ul/? Operador raiz del operador U
U~12  TInverso del operador raiz del operador U
Ker(U) Nicleo del operador U

Im(U)  Imagen del operador U

Py Proyecciéon ortogonal sobre M
M+ Conjunto ortogonal al subespacio M
o Funcion caracteristica de traslacion

95



	Introducción
	Operadores en espacios de Hilbert
	Operadores adjuntos y autoadjuntos.
	Operadores invertibles y operadores unitarios.
	Operadores positivos. Operador raíz.
	Pseudo-inversa.
	Teoría General de Frames
	Frames. Definiciones y propiedades.
	Frames y operadores.
	Construcciones de frames.
	Caracterizaciones de un frame.

	Frames inexactos y frames duales.

	Frames y bases de Riesz
	Bases de Riesz.
	Frames de Riesz.
	Problema de momentos para frames.

	Frames de traslaciones
	Traslaciones discretas.
	Traslaciones arbitrarias.


	Apéndice
	Sumabilidad
	Teoría de la medida
	Transformada de Fourier
	Bibliografía
	Índice de notación


