Universidad deValladolid

Facultad de Ciencias

TRABAJO FIN DE GRADO

Grado en Matematicas

Teorema de Riemann-Roch para superficies de Riemann compactas

Autor: Juan Marcos Arranz Diez

Tutor: Jorge Mozo Ferndndez







Indice general

Introduccion

1.

Superficies de Riemann

1.1. Definiciones . . . . . . . . ...
1.2. Propiedades elementales de las aplicaciones holomorfas . . . . . . .
1.3. El género de una superficie . . . . . . . . . ...
1.4. Curvas algebraicas planas . . . . . . . . . ... ...
1.5. Haces . . . . . . .
1.6. Formas diferenciales . . . . . .. .. ... ... . o0
1.7. Integracién de formas diferenciales. . . . . . . . . .. .. ... ...

. Cohomologia

2.1. Grupos de cohomologia . . . . . . . .. ..o
2.2. Lema de Dolbeault . . . . .. ... ... ... ... .
2.3. Teorema de finitud . . . . . .. .. ...
2.4. La sucesion exacta de cohomologia . . . . . . . .. ... ... ...

. El Teorema de Riemann-Roch

3.1. El Teorema de Riemann-Roch . . . . . . .. . .. ... . ... ...
3.2. Teorema de Dualidad de Serre . . . . . . . . . . . . ... ... ...

A. Resultados topoldgicos

Bibliografia

49
49
25
o8
68

74
74
79

91

97



Introduccion

La nocién del género de una superficie, desde un punto de vista topolégico, fue
tratada inicialmente por Riemann en 1857 [2]. Este reconocié que dicho nimero
podia ser descrito analiticamente como el nimero de 1-formas diferenciales lineal-
mente independientes sobre una superficie. Uno de los objetivos de este trabajo
es mostrar la equivalencia entre ambas nociones de género, lo cual lograremos a
través de una de las formas mas simples del Teorema de Riemann-Roch.

Este teorema es resultado clasico dentro de la teoria de las funciones complejas
y la geometria algebraica. Fue planteado originalmente por Bernhard Riemann y su
estudiante Gustav Roch dentro del estudio de funciones meromorfas definidas en
una superficie con polos en ciertos puntos elegidos, con una primera demostracion
en 1865 [4]. Desde entonces el teorema ha recibido amplia atencién a lo largo de
los anos, lo que ha permitido otorgarle diferentes interpretaciones generalizaciones
por parte de mateméaticos como Hirzebruch, Grothendieck, Atiyah y Singer.

En este trabajo presentamos una demostracién para el caso de superficies de
Riemann compactas. Para ello definiremos y desarrollaremos una serie de concep-
tos y herramientas que permitirdn expresarlo con sencillez e interpretarlo. Algunos
de ellos no habian sido definidos cuando el teorema se planted: por ejemplo, la no-
ciéon de haz no fue tratada la mitad del siglo XX, casi cien anos después de la
formulacién original. El enfoque que emplearemos sera entonces analitico en lugar
de un tratamiento desde la geometria algebraica. Como veremos, toda curva alge-
braica plana puede considerarse como una superficie de Riemann; reciprocamente,
existen resultados como el Teorema de Chow [5, pag. 167] que permiten tratar una
superficie de Riemann como una variedad algebraica en un espacio proyectivo.

En el primer capitulo introducimos las superficies de Riemann y las herramien-
tas bésicas para trabajar con ellas. También presentamos la nocién del género de
una superficie y las curvas algebraicas planas, que nos a ayudaran a interpretar
parte del Teorema de Riemann-Roch.

A continuacion definimos los grupos de cohomologia, en términos de los cuales



enunciaremos el teorema, y probamos varios resultados técnicos que resultaran
clave para su demostracion.

En el tercer y ultimo capitulo llevamos a cabo la prueba del Teorema de
Riemann-Roch seguido por el Teorema de Dualidad de Serre, que ayudara a inter-
pretarlo y enlazarlo con otros resultados vistos a lo largo del trabajo.

El apéndice contiene una serie de definiciones y proposiciones topoldgicas re-
lativas a la teoria de recubrimientos los cuales no cabe incluir en el cuerpo del
texto.

La mayor parte del trabajo se basa en el desarrollo realizado por Forster en
Lectures on Riemann Surfaces [3], del cual se han incluido las secciones necesarias
para demostrar el Teorema de Riemann-Roch junto con consultas complementarias
a [9]. La conexién con las curvas algebraicas planas se ha realizado a partir de la
obra de Kirwan, Complex Algebraic Curves [7] y para algunos resultados puntuales
se hace referencia a [5], [6] y [8].



Capitulo 1

Superficies de Riemann

En este capitulo definiremos las superficies de Riemann, las cuales constituyen
el objeto principal de esta memoria; concretaremos en qué sentido una funciéon
definida sobre ellas puede ser holomorfa o meromorfa y exploraremos algunas pro-
piedades y resultados que se deducen de manera sencilla de estas definiciones.
Comentaremos también el sentido topoldgico del género de una superficie y habla-
remos de las curvas algebraicas planas, un caso particular especialmente relevante
de superficies de Riemann que permiten enlazar esta nocién de género con la que se
definira en el siguiente capitulo. A continuacién definiremos el concepto de haz en
un espacio topologico, que particularizaremos para las funciones y formas diferen-
ciales definidas en una superficie de Riemann. Por ultimo trataremos la integracion
de una forma diferencial, asentando asi las bases necesarias para demostrar los re-
sultados previos al Teorema de Riemann-Roch.

1.1. Definiciones

La definiciéon de superficie de Riemann es similar a la de una variedad dife-
renciable, estando ambas descritas por un atlas o un conjunto de cartas locales.
De hecho, debido a la identificacién C = R? y a que toda funcién holomorfa es
diferenciable, las superficies de Riemann son un caso particular de variedades dife-
renciables de dimension 2, estudiadas en las asignaturas de “Geometria de Curvas
y Superficies” y “Ampliacién de Analisis Matematico”. Veamos como se realiza
esta construccion.

Definicién 1.1.1. Una variedad n-dimensional es un espacio topolégico X de
Hausdorff tal que todo punto p € X posee un entorno abierto que es homeomorfo
a un abierto de R".
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Definicién 1.1.2. Sea X una variedad 2-dimensional. Una carta compleja en X
es un homeomorfismo ¢ : U — V de un abierto U C X a un abierto V' C C.
Dos cartas complejas ; : U; — Vi, i = 1,2 son holomorficamente compatibles si la
aplicacion

9020(,01_1 Ig01<U1ﬂU2) —>g02<U1ﬂU2) (COH UlﬂUQ#@)

es biholomorfa.

Definicién 1.1.3. Un atlas complejo en X es un conjunto 4 = {p; : U; — V;} de
cartas que son holomérficamente compatibles y recubren X, es decir, |J,c,; U; = X.
Dos atlas complejos U v &' son analiticamente equivalentes si toda carta de U es
holomérficamente compatible con toda carta de .

Gracias a la definiciéon de carta compleja es facil ver que esta relacion de
equivalencia analitica es de equivalencia.

Definicién 1.1.4. Una estructura compleja en una variedad 2-dimensional es una
clase de equivalencia de atlas complejos analiticamente equivalentes.

Definicién 1.1.5. Una superficie de Riemann es un par (X,3), donde X es una
variedad 2-dimensional conexa y ¥ es una estructura compleja en X. Habitual-
mente nos referiremos a una superficie de Riemann simplemente por X cuando el
contexto deje claro con qué estructura X se trabaja.

Para definir una estructura compleja ¥ es suficiente con elegir un atlas com-
plejo en X. Ademas, toda estructura compleja contiene un unico atlas maximal
i dado un atlas U arbitrario en X, el atlas maximal U* consiste en todas las
cartas complejas en X que son holomérficamente compatibles con todas las cartas
de Y. Cuando hablemos de una carta en una superficie de Riemann (X,3) nos
referiremos a una que pertenezca al atlas maximal de la estructura compleja 3.

Ejemplo 1.1.6. Veamos algunos ejemplos de superficies de Riemann:

= Kl plano complejo C puede considerarse una superficie de Riemann con un
atlas que contiene la aplicacion identidad como unica carta.

= Si X es una superficie de Riemann e Y C X es un subconjunto abierto y
conexo, Y obtiene de forma natural una estructura compleja considerando
el atlas de todas las cartas ¢ : U — V que verifican U C Y.

» La esfera de Riemann, P!, puede construirse como la compactificacién de
Alexandroff de C, P! := C U {oo} (cc es un elemento no contenido en C),
con una topologia formada por los abiertos U C C y los conjuntos del tipo
V U {0}, donde V es el complementario de un conjunto compacto K C C.
Con esta topologia P! es un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff,
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y es homeomorfo a la esfera P = S§? C R3. De forma equivalente podria
considerarse P! como la recta proyectiva compleja.

Construyamos ahora un atlas. Sean los abiertos
U :=P' —{x}=C, Uy:=P' —{0}=C"U{c0c}
y definamos o1 =id: U; - Cy

1/z para z € C*
s : Uy — C, <p2(2)={ /

0 para z = o0.
Estas aplicaciones son homeomorfismos y prueban que P! es una 2-variedad.
Ademsés, como U; N U # () y ambos son conexos, P! también lo es. Basta
comprobar que @1 y ws son holomérficamente compatibles para que consti-
tuyan un atlas. Pero esto es trivial, ya que ¢1(U; NUsy) = po(Uy N Uy) = C*
y

proprt i CF = CF proprl(z) =1/z

= El toro también es una superficie de Riemann. Sean w;,ws € C linealmente
independientes sobre R. Definimos el reticulo

I':=Zuw + Zws = {nwy + mwy | n,m € Z}

y diremos que dos niimeros complejos z1, 2o € C son equivalentes médulo I’
si z1 — 29 € I'. El conjunto de todas las clases de equivalencia se denota por
C/T, y sea m: C — C/I" la proyeccién canénica que envia cada elemento en
su clase de equivalencia. Con la topologia cociente (U C C/T" es abierto si y
sélo si m~1(U) C C es abierto) C/T" es un espacio topolégico de Hausdorff y
la aplicacién cociente 7 es continua. C/I" es conexo por serlo C y también es
compacto al estar cubierto por la imagen bajo 7 del paralelogramo compacto

P = {Aws + pws | A\, p € [0,1]}.
La aplicacion « es abierta: dado V' C C abierto resulta que
V=rtx(V)=Jw+V)
wel
es abierto al ser todos los w + V' abiertos.

Definamos ahora una estructura compleja en C/T". Sea V' C C un abierto tal
que no haya dos puntos de V' que sean equivalentes modulo I'. Entonces U :=
(V) es abierto y w|V — U es un homeomorfismo. Su inversa ¢ : U — V es
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una carta compleja en C/T". Sea il el conjunto de todas las cartas definidas
de esta manera y escojamos dos de ellas cualesquiera, @; : U; — V;,2 = 1,2
con U;NU, # (. Veamos que son holomérficamente compatibles, para lo cual
consideramos

= 097" o1 (UL NUs) = a(Ur N Us).

Para todo z € o1(U; N Us) se tiene que 7(¥(2)) = ¢;'(2) = 7(z) y por lo
tanto ¥(z) — z € I'. Por ser I' discreto y 1 continua, 1(z) — z es continua
en toda componente conexa de 1(U; N Uy), por lo que ¢ es holomorfa. De
forma ansloga se demuestra que 1)~! también es holomorfa, pudiendo asi
definir una estructura compleja en C/T" a partir del atlas 4L.

Para ver que efectivamente C/I" es un toro, consideremos la circunferencia
unidad S' = {z € C | |z] = 1} . La aplicacién que envia el punto de C/T
representado por Aw; + pws, A, 1 € R en

(eZﬂ’i}\’ e27ri,u) c Sl % Sl

es un homeomorfismo C/T" — S! x S!, y por el Teorema A.5 del Apéndice se
hereda en S! x S! una estructura compleja.

Habiendo definido las superficies de Riemann, ahora pasamos a definir funcio-
nes en ellas y entre ellas.

Definicién 1.1.7. Sea X una superficie de Riemann y sea Y C X abierto. Una
funcién f : Y — C se denomina holomorfa si para toda carta ¢ : U — V en X la
funcién

footipUNY)—C

es holomorfa en el sentido habitual de un abierto en C. El conjunto de todas las
funciones holomorfas en Y se denotard por &(Y). Es facil comprobar que &(Y)
tiene estructura de C-algebra con la suma y producto de funciones.

En particular, toda carta ¢ : U — V en X es holomorfa. Debido al papel que
juegan en la definicién anterior a una carta ¢ también la llamaremos coordenada
local, y nos referiremos a (U, ¢) como un entorno coordenado. En estos casos suele
utilizarse la letra z en lugar de .

La definicién de funciones holomorfas en una superficie de Riemann permite
trasladar a estas un gran ntmero de resultados de andlisis complejo en C y estu-
diadas en la asignatura “Variable Compleja”, pero todas las propiedades traidas
desde el plano complejo deben ser invariantes ante transformaciones biholomorfas,
o lo que es lo mismo, no deben depender de la carta elegida. El siguiente es uno
de estos resultados.
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Teorema 1.1.8 (de singularidades evitables de Riemann). Sea U un abierto de
una superficie de Riemann y sea a € U. Supongamos que la funcion f € O(U—{a})
esta acotada en algun entorno de a. Entonces f puede extenderse de forma tnica

a una funcién f € O(U).

Demostracion. Tomamos una carta compleja ¢ : U; — V; de forma que Uy C U
sea un entorno abierto de a en el que ademas f esta acotada. Entonces

fop™t:Vi=C

es una funcién holomorfa y estd acotada en el subconjunto Vi — {p(a)} C C, luego
por el Teorema de singularidades evitables en el plano complejo podemos extender
esta funcién a g € & (V}). Ahora podemos extender f por la funcién

. F (gop)(a) siz=a
f=gopeO(l), f(>_{f(z) si z € Uy — {a}

Esta definiciéon no depende de la eleccion de carta. O

También es posible definir funciones holomorfas entre dos superficies de Rie-
mann.

Definicién 1.1.9. Sean X e Y dos superficies de Riemann. Una funcién continua
f X — Y se denomina holomorfa si para cada par de cartas ¢ : Uy — Vi en X
y w9 : Uy — Us en'Y con f(Uy) C Us, entonces la aplicacién

pr0foprl Vi =V

es holomorfa en el sentido habitual.

Una funcion f : X — Y es biholomorfa si es biyectiva y tanto f : X — Y
como f~!:Y — X son holomorfas. Dos superficies de Riemann son isomorfas si
existe una aplicaciéon biholomorfa entre ellas.

Teorema 1.1.10 (de Identidad). Sean X eY dos superficies de Riemann y fi, fa :
X — Y dos funciones holomorfas que coinciden en un conjunto A C X con un
punto de acumulacion a € X. Entonces f1 = f.

Demostracion. Sea Z el conjunto de puntos x € X que tienen un entorno abierto
W tal que fi|W = fo|W. Por definicién Z es abierto.

Veamos que también es cerrado. Sea b un punto de la frontera de Z. Entonces
fi(b) = fa(b) por ser fi y fo continuas. Elegimos cartas ¢ : U — V en X y
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Y:U - V'enY conbe Uy f;(U) CU,i=1,2. Podemos asumir sin pérdida
de generalidad que U es conexo. Las aplicaciones

gi=vofiop VsV CC, i=12

son holomorfas. Como U N Z # (), el Teorema de Identidad para funciones holo-
morfas en dominios de C implica que ¢g; y g2 son idénticamente iguales. Entonces
f1lU = f5|U, lo que implica que b € Z y por tanto Z es cerrado. Por ser X conexo,
o bien Z = () o bien Z = X. Ahora bien, no puede ocurrir que sea vacio ya que
a € Z usando de nuevo el Teorema de Identidad en C. Entonces f; y f2 coinciden
en X. O

Definicién 1.1.11. Sea X una superficie de Riemann y sea Y C X abierto. Una
funcién meromorfa en Y es una funcién holomorfa f : Y’ — C, donde Y/ C Y es
un abierto tal que:

(a) Y — Y’ contiene inicamente puntos aislados.

(b) Para cada punto p € Y — Y’ se tiene

lim | f(z)| = oo.

T—p

Los puntos de Y — Y” se llaman los polos de f. El conjunto de todas las funciones
meromorfas en Y se denota por . (Y'), que de nuevo posee estructura de C-algebra.

Las funciones meromorfas pueden interpretarse como funciones holomorfas que
llegan a la esfera de Riemann, y asi las consideraremos gracias al siguiente resul-
tado.

Proposicién 1.1.12. Sea X una superficie de Riemann y f € .#(X). Para cada
polo p de f definimos f(p) := co. Entonces f : X — P! es holomorfa. Reciproca-
mente, si f : X — P! es holomorfa, entonces f es o bien idénticamente 0o o bien
f7H(o0) es un conjunto de puntos aislados y f : X\ f~'(oco) — C es holomorfa, es
decir, es una funcion meromorfa en X.

Demostracion.

(a) Sea f € #(X) y sea P el conjunto de polos de f. Entonces f induce una
aplicaciéon f : X — P!, que en particular serd continua. Supongamos que
0 :U — V¢ : U — V'son cartas en X y P! respectivamente con f(U) C U'.
Queremos demostrar que g := 1o fop™t:V — V' es holomorfa. Como f
es holomorfa en X — P, se sigue que g es holomorfa en V' — ¢(P). Aplicando
el Teorema de singularidades evitables 1.1.8, g es holomorfa en todo V.
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(b) El reciproco se sigue del Teorema de Identidad 1.1.10.
]

1.2. Propiedades elementales de las aplicaciones
holomorfas

Ahora estudiaremos algunas propiedades topoldgicas basicas de las funciones
holomorfas entre superficies de Riemann y demostraremos a partir de ellas resul-
tados famosos dentro del andlisis complejo.

Proposicién 1.2.1 (Comportamiento local de las aplicaciones holomorfas). Sean
X eY superficies de Riemann y f : X — Y wuna aplicacion holomorfa no cons-
tante. Sea a € X yb:= f(a). Entonces existe un entero k > 1 y cartas ¢ : U =V
en X yi:U — V' enY con las siguientes propiedades:

(a) a € Uyp(a)=0ybelU (b)) =0.
(b) f{U)CU.
(c) La aplicacion F :=1po fop™t:V — V' se escribe como

F(z) = 2" para todo z € V.

Demostracion. La existencia de cartas @1 : Uy — Vi (que luego modificaremos
para obtener ¢) y ¢ : U — V' que verifiquen (a) y (b) es trivial. Del Teorema de
Identidad 1.1.10 se tiene que

fir=vofopt: Vi =V CcC

es no constante. Como f;(0) = 0 existirda un k& > 1 entero con fi(z) = 2¥g(2),
siendo g una funcién holomorfa que no se anula en un entorno V; del cero. Esta
funcion tiene entonces una raiz k-ésima

h:=g:Vi —C".
Como h(0) # 0 la funcién
a:V1 = C, zm a(z)==zh(z)

es, gracias al Teorema de la Funcion Inversa, localmente biholomorfa en un en-
torno Vo C Vi del cero. De esta forma, la restriccion a : Vo — V = «(V,) es un
biholomorfismo entre V5 y V', ambos entornos del cero.
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Definamos U = ;' (V). Reemplazando ¢; por ¢ = ao (p|U) : U — V
obtenemos otra carta que verifica (a) y (b). Entonces la funcién

F:=v¢ofop'=fioa!
cumple que
F(2) = fi(a™'(2)) = fi(w) = (wh(w))" = 2*
para z = a(w) = wh(w) € V. O

El niimero k, que recibe el nombre de multiplicidad de f en a, tiene el siguiente
significado: para todo entorno Uy de a existen entornos U C Uy de a y W de
b = f(a) tales que el conjunto f~'(y) N U tiene exactamente k elementos para
todo y € W — {b}.

Corolario 1.2.2. Sean X e Y superficies de Riemann y f: X — Y una funcion
holomorfa no constante. Entonces f es abierta.

Demostracion. De la Proposicion 1.2.1 se sigue que si U es entorno de un punto
a € X entonces f(U) es entorno de f(a), lo cual implica que f es abierta. ]

Corolario 1.2.3. Sean X e Y superficies de Riemann y f : X — Y una funcion
holomorfa e inyectiva. Entonces f es una funcion biholomorfa de X en Y.

Demostracion. Como f es inyectiva, para la descripcién local de f dada por el
Teorema 1.2.1 siempre se tiene k = 1. Entonces la funcién inversa f~': f(X) — X
es holomorfa. ]

Corolario 1.2.4 (Principio del maximo). Sea X wuna superficie de Riemann y
f: X — C una funcion holomorfa no constante. Entonces el valor absoluto de f
nunca alcanza su maximo.

Demostracion. Supongamos que de hecho existe a € X tal que

R:=|f(a)] = sup{|f(2)],z € X}.
Entonces
f(X)cK:={2€C:|z| <R},

y como f(X) es abierto estara contenido en el interior de K, contradiciendo la
suposicién de que f(a) € 0K = {z € C: |z| = R}. O

Proposicién 1.2.5. Sean X e Y superficies de Riemann. Supongamos que X es
compacta y que f : X — Y es una funcion holomorfa no constante. Entonces Y
es compacta y [ es sobreyectiva.
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Demostracion. El Corolario 1.2.2 afirma que f(X) es abierto. Por ser X compacta
también lo es f(X), y en particular es cerrada. Como Y es conexo, los unicos
subespacios suyos que son abiertos y cerrados son el vacio y el total. Entonces
f(X) =Y, porlo que Y es compacta y f es sobreyectiva. O]

Corolario 1.2.6. Toda funcion holomorfa en una superficie de Riemann compacta
es constante.

Demostracion. Se sigue de 1.2.5 ya que C no es compacto. O

Corolario 1.2.7. Toda funcién meromorfa en P! es racional, es decir, puede es-
cribirse como el cociente de dos polinomios.

Demostracion. La funciéon f tiene un nimero finito de polos, pues de no ser asi
seria idénticamente oco. Supongamos que oo no es un polo de f. De no ser asi,
sumando una constante ¢ € C' adecuada e invirtiendo, 1/(f + ¢) no tendrd un polo
en co. Sean ag, ..., a, los polos de fy

-1

hs(z) = Z csj(z — as)!

j:_ks

la parte principal de f en el polo a,. Entonces g := f — (h;+- - -+ h,,) es holomorfa
en P! y por lo tanto constante debido al Corolario 1.2.6. De esto se sigue que f es
una funcién racional. O

Veamos ahora dos resultados clasicos del analisis complejo que podemos de-
mostrar de forma sencilla.
Teorema 1.2.8 (de Liouville). Toda funcion holomorfa acotada f : C — C es

constante.

Demostracion. Por el Teorema de las singularidades evitables de Riemann 1.1.8
podemos continuar a f de forma holomorfa a f : P! — C. Por el Corolario 1.2.6 f
es constante. [

Teorema 1.2.9 (Fundamental del Algebra). Sea n > 1 entero y sea
f(2)=2"+c2" T+t

un polinomio con coeficientes en C. Entonces existe al menos un punto zy € C tal
que f(z0) = 0.
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Demostracion. El polinomio f puede considerarse como una aplicacién holomorfa
[ : P! — P! considerando que f(oco) = oo. Aplicando la Proposicién 1.2.5 esta
aplicacién es sobreyectiva y por lo tanto 0 € f(C). ]

1.3. El género de una superficie

El estudio desarrollado en torno a las superficies, es decir, variedades de dimen-
sion 2, es mucho méas amplio que el conocimiento que se posee sobre las variedades
de dimensién superior a 2. Uno de los resultados que muestran esta diferencia
es el teorema de clasificacién de superficies compactas y conexas, que determina
cémo construir cualquier superficie de estas caracteristicas. Acompanando a este
teorema es posible definir invariantes que caracterizan a las superficies y permiten
determinar de forma sencilla si dos de ellas son homeomorfas.

Teorema 1.3.1 (de clasificacién de superficies compactas). Toda superficie com-
pacta y conexa es homeomorfa a una de las siguientes superficies:

= una esfera,
= una suma conexa de toros, o
= una suma conexa de planos proyectivos.

En particular, una superficie orientable nunca puede ser homeomorfa a una suma
conexa de planos proyectivos.

Para el caso de las superficies de Riemann, la estructura compleja define una
orientacion sobre ella. En lo siguiente consideraremos superficies orientables, pero
también existen resultados analogos para las no orientables.

La demostraciéon de este teorema queda més alla del objetivo de este trabajo y
puede encontrarse en el texto de Massey [8, Teorema 5.1], que asume la existencia
de una triangulacién. Sin embargo, cabe comentar ciertos aspectos acerca de ella:

» Es ilustrativo describir lo que se considera como la forma candnica de una
suma conexa de toros, que se resume en la Figura 1.1. Para ello representa-
remos a dos toros disjuntos 7 y 75 como cuadrados con sus lados opuestos
identificados. A continuacién debemos “recortar un agujero” en cada toro,
por ejemplo como se muestra en la Figura 1.1 (a). Si ¢; y ¢ son los bordes
de estos agujeros nos quedaremos con los pentagonos resultantes de tomar
el complementario de la region que delimitan los bordes, tal y como se re-
presenta en la Figura 1.1 (b). Por tltimo se identifican los segmentos ¢; y
¢2, obteniendo asi el octégono de la Figura 1.1 (¢). Este octégono con aristas
identificadas a pares y los ocho vértices identificados en un solo punto es la
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“forma candnica” de la suma conexa de dos toros. Repitiendo el proceso se
demuestra que la suma conexa de n toros es homeomorfa al espacio cociente
de un poligono de 4n lados cuyas aristas estan identificadas a pares de una
forma especifica.

= Uno de los pasos clave en la demostracion del teorema es la triangulacion de
la superficie, que de forma informal podemos definir de la siguiente mane-
ra: una triangulacién de una superficie compacta S consiste en una familia
finita de conjuntos cerrados {T7,...,T,} que recubren S y una familia de
homeomorfismos ¢; : T/ — T;,i = 1,...,n, donde cada 7T} es un tridngulo
en R2, es decir, es un conjunto compacto de R? cuya frontera estd formada
por tres segmentos rectos distintos. A los T; también se los llama tridngulos
y las imagenes a través de los homeomorfismos de los vértices y aristas de 77
reciben el mismo nombre. Por ultimo, se requiere que dos triangulos distintos
T; y T; sean disjuntos, tengan un dnico vértice en comuin o compartan una
de sus arista. Se denota por V., F'y F' a sus conjuntos de vértices, aristas y
caras, respectivamente.

El siguiente es uno de los invariantes que caracteriza a una superficie compacta:

Definicién 1.3.2. La caracteristica de Euler de una superficie X se define como

X(X) = V| = |E[ +[F].

Una esfera tiene caracteristica de Euler xy = 2, mientras que para una suma
conexa de n toros se tiene x = 2 — 2n [8, Proposicién 8.1]. Puede demostrarse
que el valor de x depende tnicamente de la superficie a la que se refiere y no de
la triangulacion elegida, por lo que esta bien definida y permite determinar si dos
superficies son homeomorfas o no.

Para cerrar esta seccion definiremos la nocion del género de una superficie, lo
que informalmente podria considerarse como el nimero de agujeros o asas que
tiene.

Existen definiciones de género diferentes de la dada a continuacion, que es el
género topologico. Mas adelante daremos otra definicion de género, demostrando
al final del trabajo que de hecho ambas coinciden.

Definicién 1.3.3. Se dice que una superficie compacta y conexa tiene género g,
con valor igual a n si es una suma conexa de n toros o n planos proyectivos. Si es
una esfera entonces su género es 0. Para el caso de superficies orientables tenemos

la relacién )

gr = 5(2 - X)
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bl aq b2 a2
ay b1 a2 b2
(a)
b1 aq bg s
ap bl s b2
(b)
aq bg
bl a2
aq b2
by a2

()

Figura 1.1: Suma conexa de dos toros. (a) Dos toros 71 y 7» disjuntos. (b) Toros
disjuntos con agujeros recortados. (¢) Resultado tras pegar.
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1.4. Curvas algebraicas planas

Esta seccion trata un subconjunto de las llamadas variedades algebraicas, el
conjunto de ceros de una colecciéon de polinomios dada. Algunas de las definiciones
y resultados aqui mencionados son tratados en la asignatura optativa “Curvas
Algebraicas”, que el autor no ha tenido la oportunidad de cursar. Nuestro objetivo
aqui es dar las definiciones y demostrar las proposiciones mas relevantes dentro de
este trabajo; otros resultados, como el clasico Teorema de Bézout, son utilizados
sin demostracion.

Recordemos que el plano proyectivo complejo P? es el conjunto de subespacios
vectoriales de dimensién 1 de C3. Con la notacién habitual para espacios proyec-
tivos, escribimos

HDQ = {[x,y,z} | (ZE,y,Z) < (C3 - {0}}

El plano proyectivo recibe una topologia cociente inducida por la de C* — {0} y
con ella resulta ser compacto.

Proposicién 1.4.1. El espacio proyectivo complejo P es compacto.

Demostracion. Sea
S = {(20,...,20) €C" | |20 + -+ |2za* = 1}

la esfera de dimension real 2n + 1, que es compacta por ser un conjunto cerrado y
acotado de C"*1. La aplicacién

IM:C"™ — {0} =P, (20, 20) = [20,- - 2]

restringida a S?"*! es continua, luego TI(S*"™!) es compacto. Para ver que esta
restriccion es sobreyectiva, consideramos [z, . .., z,] € P, tal que definiendo

A=zl + 4|z >0
tenemos que [2o, ..., 2] = [AN"V220,..., A2z, ] ¥
|)\—1/220|2 NS |)\_1/273n‘2 _ 17
luego [z, - . -, zn] € II(S?*"*1), probando asi el resultado. O
Por otro lado, un polinomio P(x,y, z) es homogéneo de grado d si
P(Az, Ay, Az) = XP(z,y, 2)

para todo A € C.
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Definicién 1.4.2. Sea P(x,y, z) un polinomio no constante homogéneo con coefi-
cientes complejos sin factores repetidos, es decir, no podemos escribir P(x,y, z) =
(Q(x,y,2))*R(z,y,2) donde Q y R son polinomios y @ es no constante. Entonces
una curva algebraica proyectiva plana C definida por P(x,y, z) es

C ={[z,y, 2] € P*| P(z,y,2) = 0}.

Esta definicién es independiente de la eleccién de coordenadas (z,y, z) gracias a
que P es homogéneo.

Definicién 1.4.3. El grado de una curva proyectiva en P? es el grado del polinomio
homogéneo que la define.

Definicién 1.4.4. Un punto [a, b, ¢|] de una curva proyectiva C' definida por P se
llama singular si

oP oP oP
a_x(a’a b, C) - a_y<a7 b, C) - E(aﬂ b, C) = 0.

Una curva C' se llama no singular si no posee ningtin punto singular. En particular,
C siempre es conexa.

A partir de ahora nos centraremos en curvas algebraicas planas no singulares.
Como subconjunto de P?, una curva proyectiva plana hereda su topologfa y en
particular también sera compacta. Teniendo esto en cuenta vamos a dotar a estas
curvas una estructura de superficie de Riemann.

Proposicién 1.4.5. Si C' es una curva proyectiva en P? no singular definida por
un polinomio P(x,y, z) entonces posee un atlas complejo.

Demostracion. Sea [a,b,c] € C, luego P(a,b,c) = 0, y supongamos que la derivada

%—Ig(a, b,c) # 0. Por la relacién de Euler para polinomios homogéneos

0P oP 0P
a%(a, b,c)+ bé?_y(a’ b,c) + ca(a, b,c) =0.
Si a = ¢ = 0 esto implicarfa que b = 0, imposible por la definicién de P2. Podemos
suponer entonces sin pérdida de generalidad que ¢ # 0. Si d es el grado de P, por
ser homogéneo se tiene que

oP oP

- — d=H=Z"
ay( /C,b/C,l) C ay (a,b,C)%O.

El Teorema de la funcién implicita [5, pag. 19] aplicado a P(z,y, 1) como polinomio
con variables z e y dice que existen entornos abiertos V de a/cy W de b/c en C
y una funcién holomorfa h : V-— W tal que si z € V e y € W entonces

P(z,y,1) =0 < y = h(x).
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El conjunto

U:={[z,y,2] € C|z#0,z/z € V,y/z € W}
={lzy,JeClzecVyeW}

es un entorno abierto de [a, b, ¢] en C'y la aplicacién
U=V o(lzy,2]) = /2

es un homeomorfismo con funcién inversa ¢ =1(¢) = [¢, h(£), 1].

De forma similar, elegido [a, b, c] € C' y considerando todas las combinaciones
en las que una de las tres derivadas parciales de P son no nulas y una de las tres
coordenadas homogéneas a,b o ¢ son no nulas, obtenemos seis homeomorfismos
¢ : U — V con U entorno de [a,b,c| y abierto en C' y V abierto de C, tal que
©lx,y, z] es uno de

y su inversa es de la forma

§ = (& 1(8), 1], [1, 1(§), &1, [1(€), &, 1], [R(€), 1, €], [€, 1, R(§)], [1, €, h(€))]

siendo h : V' — C holomorfa (distinta en cada caso y definida por el Teorema de
la funcién implicita). Esto nos permite obtener un atlas en C' formado por las seis
cartas anteriores, ya que se verifica que si ¢, son dos de estas cartas, tenemos
seis combinaciones ¢ o 1)~! posibles:

1 1 & h(€
= h(£)7 ) ) ( ) .

3 h(§) h(&)" €

Cada una de estas composiciones esta definida en un dominio en el que h es holo-

morfa y los denominadores no se anulan, por lo que son holomorfas y constituyen
un atlas complejo. O

£,

Para finalizar esta seccién probaremos la formula género-grado, que relaciona
el género de una superficie de Riemann definida por una curva algebraica plana
con su grado y es un caso particular de la féormula de Riemann-Hurwitz 3.2.15
que veremos mas adelante. La demostracion consiste en mostrar que una curva
algebraica plana puede considerarse, tras quitar una cantidad finita de sus puntos,
como un recubrimiento de la esfera de Riemann P!. Esto permitird construir una
triangulacién de la curva a partir de una triangulacién dada de la esfera y asi
una relacion entre sus géneros. De forma resumida, tomaremos un punto ajeno
a la curva y “proyectaremos” a la curva en P! C P? desde él. Resulta que una
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recta que pase por este punto cortard a la curva en un total de d puntos (que
tendran la misma proyeccién en P!) salvo en un nimero finito de ocasiones, donde
la recta resultara ser “tangente” a la curva, cortandola en los llamados puntos de
ramificacién.

Sea C' una curva algebraica plana no singular definida por un polinomio ho-
mogéneo P(z,y,z) de grado d > 1. Aplicando una proyectividad adecuada pode-
mos suponer que [0, 1,0] ¢ C, de forma que tenemos una aplicacién bien definida

¢:C =P, @,y 2] =[x 2]

Definicién 1.4.6. El indice de ramificacion vg|a, b, | de ¢ en un punto [a, b, c] € C
es el orden del cero del polinomio P(a,y,c) cuando y = b. El punto [a,b,c| se
denomina punto de ramificacion de ¢ si vyla, b, c] > 1.

Es inmediato comprobar que vy[a, b, c] > 0siy sélosi [a,b,c] € C'y que v, > 1
si y solo si

P(a,b,c) =0= g—];(a, b, c).

Como [0,1,0] ¢ C, la ecuacién
P(z,y,1) =0

define y como una funcion multivaluada de x de forma que, para cada valor x € C
tal que [z,y,1] no sea un punto de ramificacién, existen exactamente d valores
de y que verifiquen la relacion. El valor “xr = oo” haria referencia a un punto de
ramificacion si existe y tal que

oP
P(1 —0=—(1 .
(1,y,0) =0 ay( ,y,0)

Lema 1.4.7. La imagen inversa ¢~ *([a, c]) de un punto [a,c] € P* contiene exac-

tamente
d— Y (-1

pep™([ad])

puntos. En particular tendrd d puntos si y solo si la imagen inversa no contiene
ningun punto de ramificacion.

Demostracién. Un punto [a,b, c] de C pertenece a ¢ *([a,c]) si y sélo si verifica
que P(a,b,c) = 0. Por suposicién [0,1,0] ¢ C y por tanto P(0,1,0) # 0. Sin
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pérdida de generalidad supondremos que P(0,1,0) = 1, de forma que P(a,y,c) es
un polinomio monico de grado d en y y puede escribirse como

P(a’y>c) = H (y - bZ)ml

1<i<r

donde by, ..., b, son nimeros complejos distintos dos a dos y my, ..., m, son nime-
ros naturales tales que
my+---+m, =d.

Entonces
¢~ (la,c]) = {[a,bi, c] [ 1 <i <7}

y el indice de ramificacién de ¢ en [a, b;, ¢] es vyla, b;, c] = m;, de lo cual se sigue
el resultado. L

Definicién 1.4.8. Sea R el conjunto de puntos de ramificacién de ¢. La imagen
¢(R) se denomina locus de ramificacion de ¢.

La aplicacién ¢ : C — P! recibe el nombre de recubrimiento ramificado de P!,
pues ¢ : C — R — P! — ¢(R) resulta ser un recubrimiento de d hojas, donde d es
el grado del polinomio que define a la curva C'. Los detalles de estas definiciones y
afirmaciones pueden consultarse en el apéndice.

Lema 1.4.9. (a) ¢ tiene a lo sumo d(d — 1) puntos de ramificacion.

(b) Sivela,b,c] <2 para todo [a,b,c|] € C entonces ¢ tiene exactamente d(d —1)
puntos de ramificacion.

Demostracion. Como C' es no singular, es irreducible [7, Corollary 3.10], y como
[0,1,0] ¢ C el coeficiente P(0,1,0) de y? en el polinomio P(z,y,2) es no nulo.
Entonces el polinomio homogéneo

oP
a_y(xa Y, Z)

no es idénticamente nulo y es de grado d — 1, luego no puede ser divisible por
P(z,y,z). El Teorema de Bézout en su versién débil [7, Teorema 3.9] permite
deducir (a) al considerar la curva proyectiva D de grado d — 1 definida por este
polinomio, siendo R la interseccion de C'y D.

Supongamos ahora que vga, b, ¢] < 2 para todo [a, b, c] € C. Como consecuen-
cia del Teorema de Bézout en su versién fuerte [7, Corolario 3.25] basta mostrar
que si [a, b, c] pertenece a R = C'N D entonces [a, b, c| es un punto no singular de
D y que las tangentes a C'y D en [a, b, ¢] son distintas. De no ser asi entonces

P(a,b,c) =0= Py(a,b,c)
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(el subindice y representa la derivada parcial de P respecto de y) y los vectores
que definen a las rectas tangentes en [a, b, c] de D y C' respectivamente,

up = (Pyy(a,b,c), Pyy(a,b,c), Pyla,b,c))
uc = (Py(a,b,c), Py(a,b,c), P.(a,b,c)),
son tales que up es o bien nulo o un multiplo escalar de uc. Pero entonces
P(a,b,c) =0= Py(a,b,c) = Pyy(a,b,c)
llegando a una contradiccién, pues esto implica que vy[a, b, ¢] > 2. ]

Lema 1.4.10. Aplicando una proyectividad adecuada a C' podemos suponer que
vgla,b,c] <2
para todo [a,b,c] € C.

Demostracion. Puede probarse [7, Proposicién 3.33] que C' tiene un nimero finito
de puntos de inflexion, es decir, la matriz hessiana de P tiene determinante nulo en
un ntmero finito de puntos. Resulta que el conjunto de puntos de inflexion de C' con
tangente que contiene a [0, 1, 0] son precisamente aquellos que cumplen vy[a, b, ¢| >
2 [7, Observacién 4.4(iii)]. Una proyectividad adecuada permite suponer que [0, 1, 0]
no pertenece a C ni a las tangentes a C' por sus puntos de inflexion. O

Estos resultados nos permitirdan demostrar la férmula género-grado

g = 5(d—1)(d~2)

Antes de hacerlo debemos dar una definiciéon de triangulaciéon mas formal que la
vista en la seccién anterior. Sean

AN={(z,y) eR* | x>0,y >0,x+1<1},
A ={(z,y) eR*| x>0,y >0,v+y <0}
el tridngulo en R? de vértices (0,0), (1,0) y (1,1) y su interior, respectivamente.

Definicién 1.4.11. Sea C' una curva algebraica plana no singular. Una triangu-
lacion de C' esta dada por:

(a) un conjunto finito no vacio V' de puntos llamados vértices,

(b) un conjunto finito no vacio E de aplicaciones continuas e : [0,1] — C' llama-
das aristas, y
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(¢) un conjunto finito no vacio F' de aplicaciones continuas f : A — C' llamadas
caras

que verifican las siguientes propiedades:

(I) V.={e(0) | e € E}U{e(1) | e € E}, es decir, los vértices son los extremos
de las aristas;

(I) si e € E entonces la restriccién de e al intervalo abierto (0,1) es un homeo-
morfismo a su imagen en O, y esta imagen no contiene puntos de V' o de la
imagen de otro arista,;

(IT) si f € F entonces la restriccién de f a AY es un homeomorfismo a una
componente conexa Ky de C —T", donde

I =[] e(l0,1))

eeE

es la unién de las imagenes de las aristas, y si 7 : [0,1] — [0,1] y 0; : [0,1] —
A con 1 =1,2,3 estan definidas por

r()=1—t, o1(t) = (£,0), oa(t) = (1—t.1), o3(t) = (0,1—1)

entonces o bien foo; o foo;or es un arista ez} € Fparai=1,2,3;

(IV) la aplicacién f — K de F' al conjunto de componentes conexas de C'— I es
una biyeccion;

(V) para todo e € E hay exactamente una cara f;f € F tal que e = f.f o 0; para
algin i € {1,2,3} y hay exactamente una cara f, € F tal que e = f_ og;or
para algin i € {1, 2, 3}.

Atn necesitamos algunos resultados para demostrar la formula género-grado.

Lema 1.4.12. Sea {p,...,p.} cualquier conjunto de al menos tres puntos de P'.
Entonces existe una triangulacion de P! con pi,...,p, como sus vértices y con
3r — 6 aristas y 2r — 4 caras.

Demostracion. Probemos este resultado por induccién en r > 3. Supongamos que
r = 3. Identificando P! = CU{cc} podemos encontrar una proyectividad que envie
pral, pyae®3ypsae’™3 (7 Lema 2.22]. Considerando el circulo unidad, que
une a estos tres puntos, encontramos que su exterior junto con el punto co se
envian mediante la proyectividad z — 1/z al interior del circulo unidad. Como
existe un homeomorfismo

A—={zeC|lz <1}
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que lleva los vértices de A a 1, e?™/3 y *™/3 y envia las aristas de A a los segmentos

apropiados del circulo unidad, obtenemos asi una triangulacién de P! con tres
aristas y dos caras cuando r = 3.

Supongamos ahora que r > 3 y hemos construido una triangulacion con vérti-
ces Pi,...,Pr_1, 3r — 9 aristas y 2r — 6 caras. Si p, estd en el interior de una cara
f, es decir, p, € f(AY), podemos afiadir tres aristas que unen p, con los vértices
de la cara f, obteniendo asi una nueva triangulacién con un vértice adicional p,,
tres aristas nuevas y una cara vieja dividida en tres caras nuevas. En el caso de
que p, no esté en el interior de ninguna cara, debe encontrarse en un arista e, es
decir, p, = e(t) para algin t € (0,1). Podemos reemplazar e por dos aristas que
unen p, con e(0) y e(1) y anadir dos aristas que unan p, con el vértice final de las
dos caras fF y f. (estas dos caras son las que comparten a e como arista). Esta
nueva triangulacion tiene un vértice adicional p,., dos aristas nuevas y una antigua
dividida en dos, y dos caras viejas cada una separada en dos caras nuevas. Esto
demuestra el resultado. O

Proposicién 1.4.13. Sea
C ={lz.y,2] € P*| P(z,y,2) = 0}

una curva algebraica plana no singular que no contiene a [0,1,0] y sea el recu-
brimiento ramificado ¢ : C — P! definido por ¢[z,vy, z] = [z, z|. Supongamos que
(V,E, F) es una triangulacién de P* tal que el conjunto de vértices V contiene el
locus de ramificacion ¢(R) de ¢. Entonces existe una triangulacion (V,E,F) de
C tal que

V=¢"'(V),
E={¢:[0,1] = C | & continua,p o é € E}

F = {f A — C | f continua, o f € F}.
Ademds si vy(p) es el indice de ramificacion de ¢ enp y d es el grado de C entonces

VI=dVI =Y (vsp) — 1),

PER
|E|=d|E| y |F|=d|F]

De esta proposicion se sigue que la caracteristica de Euler de la curva C' esta dada
por

X(C) = V] = |E| + |F| = dx(B") = ) _(vs(p) = 1).

pER
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Demostracion. Debemos mostrar que V, E y F verifican las propiedades (I) a (V)
de la Definicion 1.4.11 y que las férmulas para sus cardinales son correctas.

Resulta que ¢ verifica la Proposicién A.21: dadas f € F'y p € C con ¢(p) =
f(t)yte A —{(0,0),(1,0),(0,1)} entonces existe una tnica aplicaciéon continua

f:A=C

talque pof = fy f( t) = p. Por el Lema 1.4.7 el conjunto ¢! (f(¢)) contiene exac-
tamente d puntos de C, de lo que podemos deducir la existencia de d aplicaciones
continuas f A — (C tales que ¢ o f f. Esto implica que

|| = d|F).

También podemos deducir que

C—o¢ ' (V)=o¢7'({f(t) | f€ Fit € At #(0,0),(1,0),(1,1)}) =
={f(t)| fe F.t € &t #(0,0),(1,0), (1, 1)}

En particular G = Uz f(A) contiene a C'— ¢~(V) y es por lo tanto denso en C
gracias a la finitud de ¢~*(V') demostrada en el Lema 1.4.7. La compacidad de A,
la continuidad de las f y el ndmero finito de caras implican que G es por definicién
compacto, luego cerrado en C. Esto implica que G =C'y

_1(‘/) = {f(t) ‘ fE Fat € {(070)7 (1’0)7(171)}}'

Si f € F entonces ¢o f € F de forma que o bien ¢o foo; € E o bien ¢o foo;or € E
para i = 1,2,3, con 01,09,03,7 como se definieron en 1.4.11(III). Por lo tanto, si
fE Fentoncesoblenfoal EEoblenfoazorEE y

f(t) e {e(0) e e EYu{e(l) | e e B}
sit € {(0,0),(1,0),(1,1)}. Esto nos dice que
(V) ={e(0) |ee Eyu{e1) | e e E},

es decir, la propiedad (I) de 1.4.11 se cumple.

Aplicando de nuevo A.21 se sigue que sie € E'y p € C con ¢(p) = e(t) para
algin ¢t € (0,1) entonces existe una unica aplicacién continua

¢:0,1]—C
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tal que poé = ey é(t) = p. Ademds, por A.14 la restriccion de € a (0,1) es un
homeomorfismo a su imagen en C. La propiedad (II) se sigue de esta unicidad.
También se sigue que

o '{e(t)|ec E,t € (0,1)}) ={é(t) |e€ E,t €(0,1)}.
Por lo tanto, si
I'=[Je(0,1) =V U{e(t) | e € E,t € (0,1)}

entonces

¢ '(M) =0 '(V)U{e(t)|éc E,te(0,1)} = J&(0,1]) =T.

éec

o5

Por el Lema 1.4.7sit € (0,1) y e € E entonces ¢~ '(e(t)) consiste en exactamente
d puntos de C', luego hay exactamente d aplicaciones continuas é : [0,1] — C' tales
que ¢ o € = e. Entonces )

|E| = d|E]|.

Por A.14 si f € F entonces la restriccién de f a A es un homeomorfismo a su
imagen, que es una componente conexa de ¢~ (f(A?)) donde f = ¢ o f. Como
f(A%) es una componente conexa de P! —T' se sigue que f (A%) es una componente
conexa de

PP D) =C—-¢p'(IN=C-T.

Esto demuestra la primera parte de (I1I), y ya hemos visto que la segunda también
se cumple. Por ltimo, (IV) y (V) se siguen facilmente de la construccién realizada.
Solamente falta mostrar que

VI=d[V] =) (vs(p) = 1),
PER

lo cual es consecuencia inmediata del Lema 1.4.7 ya que V' contiene a ¢p(R). O

El siguiente resultado tendra como corolario inmediato la formula género-grado.

Teorema 1.4.14. Sea C' una curva algebraica plana no singular de grado d en
P2. Sir es un nimero natural y r > d(d — 1) y r > 3 entonces C tiene una
triangulacion con rd — d(d — 1) vértices, 3(r — 2)d aristas y 2(r — 2)d caras.

Demostracion. Sea P(x,y, z) un polinomio homogéneo de grado d que defina a C'.
Por el Lema 1.4.10, tras aplicar una proyectividad adecuada a C' podemos asumir
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que ¢ : C' — Pl @[z, vy, 2] = [z, 2] estd bien definida, es decir, [0,1,0] ¢ C'y que el
indice de ramificacién de todo punto [a, b, ¢|] € C' satisface

vgla,b, c] < 2.

Por el Lema 1.4.9 ¢ tiene exactamente d(d — 1) puntos de ramificacién, es decir,
|R| = d(d—1). A partir del Lema 1.4.12 si r > 3y r > d(d — 1) entonces podemos
elegir una triangulacién (V, E, F') de P! tal que

o(R)CV

y |[V] = n|E] = 3r —6y |F| = 2r — 4. Por la Proposicién 1.4.13 existe una
triangulacién (V, E, F') de C' con

|E| = d|E| = 3(r - 2)
|F| = d|F| =2(r — 2)d

VI=dVI =Y (vs(p) — 1)

PER

Puesto que |R| = d(d — 1) y vg(p) = 2 para todo p € R entonces
V| =rd—d(d—1)
[

Corolario 1.4.15 (Férmula género-grado). La caracteristica de Euler x y el géne-
ro g, de una curva algebraica plana no singular de grado d estan dados por

X =d(3—d)

g = 5(d—1)(d~2)

Demostracion. Sustituyendo el nimero de vértices, aristas y caras de la triangu-
lacién se obtiene que

X=V|=|E|+|F| =rd —d(d—1) — 3(r — 2)d + 2(r — 2)d =
= 2d —d(d—1) = d(3 — d).

g =52-X) =52~ d3 - ) = 3(d~1)(d - 2).
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Ejemplo 1.4.16. Si consideramos el caso de una cubica, d = 3, su género sera
gr = 1, es decir, una curva algebraica plana no singular es topolégicamente un
toro. Es posible construir explicitamente un homeomorfismo que aqui solamente
definiremos y cuyos detalles pueden encontrarse en [7, § 5.1]. La construccién
involucra a la conocida como funciéon p de Weierstrass asociada a un reticulo I' y
es la funcién meromorfa

1 1 1
=Gt L e

que esta bien definida y permite construir un homeomorfismo entre el toro y la
cubica C,

[p(2), ¢'(2), 1] siz T,

u:C/T = C, u(z+F):{[010] G.eT

1.5. Haces

Aqui definiremos el concepto de prehaz y de haz. Podriamos entender un prehaz
como una familia de objetos locales, mientras que un haz es una familia de objetos
locales que “encajan” para formar un tnico objeto global. Esto, sin embargo, no
serda siempre posible: el desarrollo de la teoria de la cohomologia en el capitulo 2
dard una manera de medir las “obstrucciones” que impiden formar un elemento
global.

Definicién 1.5.1. Sea X un espacio topolédgico y 7 su topologia, es decir, la familia
de los abiertos en X. Un prehaz de grupos abelianos en X es un par (%, p) que
consiste en

(1) una familia .# = (% (U))ye, de grupos abelianos y

(2) una familia p = (p¥)vver, ver de homomorfismos de grupos

o F(U) > F(V)

tal que
pg =idgw) paratodo U €T,

pr o pY = ph, paraW CV CU.

Los elementos de los grupos abelianos .% (U) reciben el nombre de secciones de .#
en U, mientras que los homomorfismos p¥ se llaman homomorfismos de restriccion,
y en vez de pl(f) se suele escribir f|V, con f € Z(U).
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De forma andloga a los prehaces de grupos abelianos se pueden definir prehaces
de espacios vectoriales, anillos, conjuntos, ...

Por lo general la nocién de prehaz no es lo suficientemente fuerte como para
deducir resultados importantes en una superficie de Riemann. El haz, sin embar-
go, si que lo es. Las condiciones adicionales que le pediremos garantizan que las
secciones locales que coinciden en su dominio comun se “pegan” para crear una
seccion global tnica.

Definicién 1.5.2. Un prehaz .# en un espacio topolégico X es un haz si para
todo abierto U C X y toda familia de subconjuntos abiertos U; C U,i € I tal que

U = U,e; Ui se satisfacen las siguientes condiciones, conocidas como los Aziomas
de Haz:

(I) Si f,g € Z(U) son tales que f|U; = g|U,; para todo i € I, entonces f = g.
(II) Dados f; € #(U;),i € I tales que
filU;nU; = f;lU;NU;  paratodo i,j € 1,
existe un f € Z(U) tal que f|U; = f; para todo i € I.
Gracias a (I), el elemento f que aparece en (II) es tnico.
Ejemplo 1.5.3. Veamos algunos ejemplos de haces y prehaces:

s Para todo abierto U C X sea
¢U):={f:U— C| f es continua}

el espacio vectorial complejo de funciones continuas en U. El prehaz €(U)
con U C X abierto y las restricciones

plcU)y—=CV), fefIV,VcU
es un haz.

» Sea X una superficie de Riemann y sea ¢'(U) el anillo de funciones holomorfas
definidas en el abierto U C X. Con las restricciones habituales 0(U) —
O(V) para V' C U se obtiene el haz ¢ de funciones holomorfas en X. De
forma andloga se define el haz .# de funciones meromorfas en X.

= Sea X un espacio topolégico y G un grupo abeliano. Para cada abierto U C X
definamos
F(U):={f:U— G| f es constante}.

y Z(0) := 0. Para las restricciones, sea pj} =idg si V # 0y pfj el homomor-
fismo nulo. Con esta estructura .# es un prehaz.



28 Superficies de Riemann

Supongamos que G tiene dos elementos distintos ¢; v g2 y que X tiene
dos abiertos disjuntos U; y Us; no vacios. En este caso % no es un haz,
puesto que no verifica el Axioma de Haz II. Como U; NU,; = () se tiene que
g1|U1 NUy = ¢g2|Uy N Uy = 0, pero no existe ningun f € % (U; U Us) tal que
flUL=g1y flUz = ga.

Podemos modificar ligeramente la construccion para obtener un haz. Consi-
deremos ¥4 (U) el grupo abeliano de todas las aplicaciones localmente cons-
tantes g : U — G. Si U es un abierto conexo no vacio, entonces 4(U) = G.
Para V' C U consideremos la restriccion habitual 4(U) — ¢(V'). Entonces
¢ es un haz en X y suele denotarse por G.

Sea . un prehaz de conjuntos en un espacio topoldgico X y un punto a € X.
En la unién disjunta
L7

Usa
donde la unién se toma en todos los entornos abiertos U de a, introducimos la
relacién ~,, que ademads es de equivalencia: dos elementos f € F(U)y g € F(V)
estdan relacionados f ~, g cuando existe un abierto W tal quea e Wy W Cc UNV
con f|W = g|W. El conjunto de todas las clases de equivalencia, también llamado

limite inductivo, que denotamos por .%,, se define por

Fo = lim F(U) = <|_| ﬁ(U))/wa.

Usa Usa

Definicién 1.5.4. La fibra %, de .% en a es el conjunto de las clases de equi-
valencia respecto a ~,. Si .# es un prehaz de grupos abelianos (resp. de espacios
vectoriales, anillos. .. ), entonces la fibra %, con la operacién definida en las cla-
ses de equivalencia por la operacién en los representantes es también un grupo
abeliano (resp. espacio vectorial, anillo. . . ).

Dado un prehaz .# y un abierto U C X, denotaremos por
po: FU) = F,
a la aplicacion que envia f € #(U) a su clase de equivalencia médulo ~,,.

Definicién 1.5.5. El germen de f en a, donde f € #(U), U abierto, es su clase
de equivalencia p,(f).

Ejemplo 1.5.6. Consideremos, por ejemplo, el haz de funciones holomorfas & en
un dominio X C C, y sea a € X. Un germen de una funcién holomorfa ¢ € 0,
tiene como representante una funcién holomorfa en un entorno abierto de a, por
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lo que tiene una expansién en serie de Taylor Y > c,(z — a)" con un radio de
convergencia positivo. Dos funciones holomorfas en entornos de a determinan un
mismo germen en a si y solo si tienen la misma expansion en serie de Taylor en
torno a a. Por lo tanto existe un isomorfismo entre la fibra &, y el anillo C{z—a} de
series de potencias convergentes en z — a con coeficientes complejos. Ademds, para
cualquier germen de funcién ¢ € 0, el valor de la funcién en este punto, ¢(a) € C,
no depende de la eleccion de representante y por tanto estd bien definido.

Proposicion 1.5.7. Sea % un haz de grupos abelianos en el espacio topolégico
X y sea U C X un abierto. Entonces un elemento f € F(U) es cero si y solo si
todos los gérmenes p(f) € Fp,x € U, se anulan.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Axioma de Haz 1. OJ

Para terminar este capitulo vamos a definir el espacio topoldgico asociado a un
prehaz. Consideremos X un espacio topolégico y % un prehaz en X. Definimos

| F| = |_| F,
rzeX

la unién disjunta de todas las fibras. Denotaremos por
p: |7 — X

la aplicacién que envia cada elemento ¢ € %, a x. Para definir una topologia en
Z# construiremos una base formada por los conjuntos

U, f1:=A{p:(f) |z € U} C |7
donde U C X es abiertoy f € #(U).

Proposicién 1.5.8. La familia B de todos los conjuntos [U, f|, donde U es abierto
en X y f e F(U), es base de una topologia en |F|. La proyeccion p : | F| — X
es un homeomorfismo local.

Demostracion. Para probar que B es una base deben verificarse dos condiciones:

(a) Todo elemento ¢ € |F| pertenece a algin [U, f]. Esto es trivial por la defi-
nicién de [U, f].

(b) Sip e [U, fIN[V,g], entonces existe un [W,h] € B tal que [W,h] C [U, f] N
[V, g]. Supongamos que p(p) = x. Entonces x e UNV y v = p.(f) = p.(9).
Esto implica que existe un entorno abierto W C U NV de x tal que h :=
fIW = g|W, de forma que ¢ € [W,h] C [U, f]N[V,g].
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Solamente falta por demostrar que p : |.#| — X es un homeomorfismo local. Sea
v € |F|yple) = x. Existe [U, f] € B con ¢ € [U, f], luego [U, f] es entorno abierto
de ¢ y U es entorno abierto de z. La aplicacién p|[U, f] — U es bijectiva, continua
y abierta gracias a las definiciones. Entonces p : | #| — X es un homeomorfismo

local. O

Definicién 1.5.9. Un prehaz % en un espacio topolégico X satisface el Teorema
de Identidad si verifica lo siguiente: si Y C X es un dominio y f,g € F(Y)
son elementos tales que para algin a € Y sus gérmenes p,(f) v pa(g) coinciden,
entonces f = g.

Esta condicién la satisfacen, por ejemplo, los haces & de funciones holomorfas
y .# de funciones meromorfas en una superficie de Riemann X.

Teorema 1.5.10. Sea X un espacio localmente conexo de Hausdorff y % un
prehaz en X que satisface el Teorema de Identidad. Entonces el espacio topolégico

|7 | es de Hausdorff.

Demostracion. Sean @1, ps € | F| y 1 # p2. Queremos encontrar entornos dis-
juntos de estos dos elementos, para lo que distinguiremos dos casos.

Primero supongamos que = := p(p1) y que y := p(p2) # x. Como X es
Hausdorff, existen entornos disjuntos U y V de z e y respectivamente. Entonces
p Y (U) y p~*(V) son entornos disjuntos de ¢; y o respectivamente.

Ahora supongamos que z := p(p1) = p(ps). Sean f; € F(U;) representantes
de ¢; € #,, donde U; son entornos abiertos de x, parai = 1,2. Sea U C U;NUs un
entorno abierto y conexo de z. Entonces [U, f1|U] y [U, f2|U] son entornos abiertos
de 1 ¥ 9 respectivamente. Supongamos que existe ¢ € [U, f1|U]N[I, fo|U], y sea
y = p(¢). Entonces ¢ = p,(f1) = py(f2), luego por el Teorema de Identidad 1.5.9
se sigue que f1|U = fo|U y por lo tanto @1 = ¢9, llegando asi a una contradic-
cién. Entonces [U, f1|U] y [U, f2|U] son necesariamente disjuntos, lo que termina
la demostracion. O

1.6. Formas diferenciales

En esta seccion trabajaremos con la idea de formas diferenciales en superficies
de Riemann, que no seran tnicamente holomorfas y meromorfas sino también
formas diferenciales en el sentido real. Estas tultimas se encuentran bien definidas,
ya que considerando C =2 R? podemos considerar las cartas complejas como cartas
infinitamente diferenciables.
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Identificamos los planos real y complejo de la forma z = x + iy, siendo x, y las
coordenadas reales canénicas. Dado un abierto U C C, denotamos por & (U) a la
C-élgebra de todas las funciones f : U — C infinitamente diferenciables respecto
a x e y. Junto a las derivadas parciales a% y 8% definimos otros dos operadores

diferenciales:
0 1/0 .0 0 170 o,
— === —i=—], —i==|=+i=
dz 2\0x Oy 0z 2\0x Oy

Utilizando esta definicién, el espacio vectorial &(U) de las funciones holomorfas
en U, que son aquellas funciones que verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

coincide con el nicleo de la aplicacién 2 : &(U) — &(U).

Lema 1.6.1. Se tiene que

o) = {f e 6W) | 2L =0y

Demostracion. Si f =u+iv € &(U), con u y v la parte real e imaginaria respec-
tivamente, se verifica que

of  Ou+iv) %—g—zz
@—T—O‘:*{

donde las dos ecuaciones de la derecha son las correspondientes a la parte real e
imaginaria de la ecuacion de la izquierda. O

Las cartas complejas nos permiten ahora definir la nocién de funciones dife-
renciables en una superficie de Riemann X. Para cualquier abierto Y C X sea
&(Y) el conjunto de todas las funciones f : Y — C tales que para toda carta
z:U =V CCen X con U CY existe una funcién f € &(V) con f|JU = f o z.
Sie: V — U es la inversa de z, es fcil ver que f estd determinada por f, ya que
f = f o). De forma mds compacta:

EY)={f:Y -C| foz'e&V) paratoda carta z : U — V}.

De esta forma podemos construir el haz & de funciones diferenciables en la super-
ficie de Riemann X (junto con las funciones de restriccién naturales). A partir de
ahora, por diferenciable nos referiremos a infinitamente diferenciable.

Todo lo anterior nos permite, elegida una carta o entorno coordenado (U, 2)
de X, definir en la forma obvia los operadores diferenciales

o 0 0 0

%,a—yyaagig(U)—)g(U)
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Sea un punto a € X y la fibra &, compuesta por todos los gérmenes de funcio-
nes diferenciables en a. Denotamos por m, C &, el subespacio vectorial de todos los
gérmenes de funcién que se anulan en a, y por m?> C m, el subespacio vectorial de
esos gérmenes de funcion que se anulan en orden 2. Por esto ultimo nos referimos
al conjunto de los gérmenes ¢ € m, que pueden representarse por una funcién f
de forma que, respecto a un entorno coordenado (U, z = = + iy) de a, se tiene que

of . of .
%(a) = a—y(@) =0,

y las propiedades de las cartas complejas permiten garantizar que la definicién es
independiente de la eleccion de z.

Definicién 1.6.2. El espacio cotangente de X en un punto a es | espacio vectorial
cociente
70 = M
a mg
Si U es un entorno abierto de a y f € &(U), entonces la diferencial d,f € 7V de
f en a es el elemento

dof == (f = f(a))  méd m2.
Por anularse en a, f — f(a) representa un elemento de m,, y por definicién su clase
de equivalencia médulo m?2 es d, f.

Proposicién 1.6.3. Sea X una superficie de Riemann, a € X y (U,z = x + iy)
un entorno coordenado de a. Entonces los elementos d,x y dy,y forman una base
del espacio cotangente TV Por otro lado, {d,z,d,z} también es una base de TV,
Si f es una funcion diferenciable en un entorno de a, entonces

of =Y ya+ Y

daf:%(a')dax+_ ?/—% a +£

(a)d,z

Demostracion. Para ver que d,z, d,y forman una base veremos que son un sistema
de generadores y son linealmente independientes. Sea t € T, ) y supongamos que
» € m, es un representante de ¢. El desarrollo en serie de Taylor de ¢ alrededor
de a puede escribirse

p =z —x(a) + c2(y — yla) + ¢,
donde ¢y, ¢y € Cy ¢ € m2. Tomando mddulo m2 obtenemos
t=cid,x+ codyy.

Veamos ahora que efectivamente son linealmente independientes. De c¢; d,z +
co day = 0 se sigue que

ci(x — x(a) + 2y — yla)) € mg,
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y realizando derivadas parciales con respecto a x e y se tiene que ¢; = ¢ = 0,
terminando con esta parte de la demostracion.

Sea ahora f diferenciable en un entorno de a. Se tiene

F= $@) = L@~ ala) + 3 @l vl@) +g

donde ¢ se anula en a en orden 2. Entonces

af of

dof = ()dx—l—ay()day.

De forma similar puede probarse el resultado correspondiente para {d,z,d,z}. O
Acabamos de ver que Tél) es un espacio vectorial de dimensiéon 2 y que el par

{d.z, d,z} es una base, donde a € X y (U, z) es un entorno coordenado. Si ahora
tomamos otro entorno coordenado (U’, 2’) de a, hallamos que

0z 0z 07 0z
=P Law-e Zw-Lw-0

Esto implica que daz’ =cdyz y d,zZ' = éd,z. Por lo tanto, los subespacios vecto-
riales de dimensiéon 1 generados por d,z y d,z son independientes de la eleccién
de (U, z). Denotaremos a estos subespacios asi:

T :=Cd,z, T :=Cd,z,

donde sus elementos son llamados vectores cotangentes de tipo (1,0) y (0, 1) respec-

. s 1 . ., . .
tivamente. Por construccién, To" = T ¢ TO!. Si f es una funcién diferenciable
en un entorno de a, definimos d,, f y d. f como

dof =d,f +dif, df €TH, dleTd.

Entonces

f of

0
4 — _—
duf = 0z

( Vdoz, df = —==(a)d,z.

Definicién 1.6.4. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Una forma
diferencial de grado uno, o 1-forma, en Y es una aplicacion

w:Y — UTCSI)

acY

con w(a) € TV para todo a € Y. Si w(a) pertenece a T 0 T%! para todo a € Y
diremos que es de tipo (1,0) o (0, 1) respectivamente.
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Ejemplo 1.6.5. Veamos algunos ejemplos de formas diferenciales que se utilizaran
en lo que continua:

» Si fe&(Y), se definen las 1-formas
(df)(a) :=duf, (df)(a):=dof, (d"f)(a) = df

para todo a € Y. En particular f es holomorfa si y sélo si d”f = 0. Si
(U, z = x+1y) es una carta compleja entonces cualquier 1-forma en U puede
escribirse como

w=fdr+gdy=pdz+1dz,

donde las funciones complejas f, g, , ¥ definidas en U no son necesariamente
continuas.

= Siwesuna l-formaenY y f:Y — C es una funcién, entonces la aplicacién
(fw)(a) := f(a)w(a) también es una 1-forma en Y.

Definicién 1.6.6. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Una 1-forma
wen Y se llama diferenciable si, con respecto a toda carta (U, z), puede escribirse
W como

w=fdz+gdz enUNY, donde f,g € &KUNY).

Una 1-forma sera holomorfa si

w=fdz enUNY, donde fe O(UNY).

Siguiendo esta definicion, para cualquier abierto U de una superficie de Rie-
mann X denotaremos por &M (U) el espacio vectorial de 1-formas diferenciables y
EWO(U) y £%1(U) serén los subespacios de 1-formas de tipo (1,0) y (0, 1) respecti-
vamente. El espacio vectorial de las 1-formas holomorfas lo denotamos por Q(U).
Junto con las restricciones naturales, &1, &0 &% v Q son haces de espacios
vectoriales sobre X.

Sea Y un abierto de una superficie de Riemann, ¢ € Y un punto y w una
1-forma holomorfa en Y — {a}. Elegimos un entorno coordenado (U, z) de a con
UcCYyz(a)=0. En U — {a} puede escribirse w = f dz, donde f € O(U — {a}).

Escribimos
o0

expansion de f en serie de Laurent en torno a a. Cuando ¢,, = 0 para todon < 0, w
puede continuarse de forma holomorfa a todo Y. En este caso a es una singularidad
evitable de w. Si existe k < 0 tal que ¢ # 0y ¢, = 0,n < k, entonces w tiene un
polo de orden k en a. Si hay infinitos n < 0 con ¢, # 0 se dice que w tiene una
singularidad esencial en a.
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Definicién 1.6.7. El coeficiente c¢_; recibe el nombre de residuo de w en a y se
denota por
c_1 = Res,(w).

Lema 1.6.8. El residuo es independiente de la eleccion de carta (U, z).

Demostracion. Sea V' un entorno abierto de a y ¢ una funcién holomorfa en
V — {a}. Elegimos un entorno coordenado (U, z) cualquiera de a con z(a) = 0

y consideremos
o0

g = Z 2"

n=—oo

la serie de Laurent en torno a a. Entonces

dg = ( i ncnzn_l) dz

y el coeficiente de z~! dz es cero, luego no depende de la carta elegida.

Sea ahora ¢ una funciéon holomorfa en V' con un cero de primer orden en a y
una carta como antes. Entonces ¢ = zh, donde h es holomorfa en a y h(a) # 0.
Entonces dp = hdz + zdh y

de hdz+zdh dz

dh
© zh z h-

Puesto que h(a) # 0, la forma diferencial h~! dh es holomorfa en a y tiene residuo

cero. Esto implica que
Res, (d_go) = Res, <%) = 1.
® z

Teniendo en cuenta todo lo anterior estamos en condiciones de probar el re-
sultado. Con una carta (U, z) tal que z(a) = 0 sea w = f dz, donde

o0

f= Z cn 2.

n=—oo

Definamos
2

g = Z nc—_:lznﬂ—i_nz:;nj_nlznﬂ

n=—oo

Entonces w = dg + c¢_127 ' dz. Aplicando todo lo anterior se tiene que Res,(w)
= c¢_1 con independencia de la carta elegida. O
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Definicién 1.6.9. Una 1-forma w en un abierto Y de una superficie de Riemann
es una forma diferencial meromorfa en Y si existe un abierto Y’ C Y tal que:

(a) w es una 1-forma holomorfa en Y”,
(b) Y — Y’ consiste tinicamente en puntos aislados, y
(¢) w tiene un polo en todo punto a € Y — Y.

Denotando por . (Y) el conjunto de todas las 1-formas meromorfas en Y,
con las operaciones habituales y las restricciones naturales .#( es un haz de
espacios vectoriales sobre X. Las 1-formas meromorfas en X también reciben el
nombre de diferenciales abelianas.

Habiendo definido las formas diferenciales de grado uno pasamos ahora a definir
las de grado dos. Para ello es necesario considerar el producto exterior de un espacio
vectorial consigo mismo.

Dado V un espacio vectorial sobre C, consideramos el producto exterior AV,
el espacio vectorial cuyos elementos son sumas finitas de elementos de la forma
vy A vy con vy,vy € V' y satisfacen las siguientes propiedades, que caracterizan
completamente a A2V: si vy, v9,v3 € V v A € C, entonces

L] (U1+U2)/\U3:U1/\U3+U2/\U3,
L] ()\Ul) A vVy = )\('Ul A ’02),
I’U1/\’l)2:—1)2/\211

» Si{eq,...,e,} es base de V, los elementos e; A e;,i < j forman una base de
A%V, que tendrd (g) elementos.

Aplicamos esto al espacio cotangente TV de una superficie de Riemann X en
un punto a. Definimos

T® .= A2TW,

Sea (U, z) un entorno coordenado de a con z = z + iy. Entonces d,x A d,y forma

una base de Ta(z), al igual que lo hace d,z A d,z = —2i d,x N dyy. En particular
Ta(2) tiene dimension 1.

Definicién 1.6.10. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Una 2-
forma en Y es una aplicacion

w:Y — UTLEQ),

acY
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donde w(a) € T para todo a € Y. La forma w se denomina diferenciable en Y
si para toda carta compleja (U, z) en X puede escribirse

w=fdzANdz con fe&UNY),
donde esto quiere decir que w(a) = f(a)d,z Ad,z para todo a € UNY . Denotamos
por &@(Y) el espacio vectorial de todas las 2-formas diferenciables en Y.

El siguiente paso es expresar la diferenciacién exterior de formas, es decir,
operadores que transformen 1-formas en 2-formas. Definimos asi tres derivaciones

d,d, d":EVU) = EDWU)

donde U es un abierto de una superficie de Riemann. Localmente una 1-forma
diferenciable puede escribirse como una suma finita

w= kadgk,
P

donde las f, g, son funciones diferenciables (por ejemplo, si z es coordenada local,
w = fidz + fsdz). Definimos

dw =Y dfy A dgy,
k

dw:=">"d fi Adgs,
k

d'w =Y " d"fi \dgy.

k

Hay que comprobar que esta definiciéon no depende de la representacién w =
> fr dgy. elegida, lo cual veremos para el operador d (los otros dos casos son simi-
lares). Supongamos que w = Y fr dgr = > f] dg; y fijemos un entorno coordenado
(U, z) con z = x + iy. Queremos probar que Y dfy, Adgy = > dfj A dg;. Puesto
que

agk dr + 29k Ogr,
O dy

y la expresiéon andloga para dg;, por hipdtesis se tiene que

> g = Zfagﬂ >y = Zfag].

dgi = dy
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Tomando derivadas parciales respecto a x e y y restando ambas expresiones obte-
nemos la igualdad

T Ofi 09 _ Ofk Ogi -y 0f;09; _ 0§;95;
—~ \ Oy dx Oz Oy - oy Ox  Ox Oy |~
Por otro lado,

Ofk Ogr.  Ofk Ogy
k k

con una expresion equivalente para » ;d fj A dg;, y se sigue el resultado buscado.

Veamos ahora algunas propiedades elementales de estos operadores. Sean U un
abierto de una superficie de Riemann, f € &(U) y w € &1 (U). De las definiciones
se sigue inmediatamente que:

(a) ddf =d'd f=d"d"f =0 (por ejemplo, ddf = d(1- df) =dl ANdf =0),
(b) dw =dw+ d"w
(¢) d(fw) =df Nw+ fdw, con reglas andlogas para d' y d”.

(

De (a) y (b) se tiene que
O:(d,+d,/)(d/+d//)f:d/d,/f+d,/d/f:>d/d//f:_d”d,f.

Con respecto a una carta compleja (U, z), con z = x + iy, se tiene

2 2 2
dd'f =2 4o paz - —(ﬂ+ﬂ) dz A dy.

020Z ox?  0y?
Una funcién diferenciable f definida en un abierto de una superficie de Riemann

se denomina armdnica si d'd” f = 0.

Definicién 1.6.11. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann. Una 1-forma
diferenciable w € &M (Y) se denomina cerrada si dw = 0 y exacta si existe f €
&(Y) tal que w = df.

Como ddf = 0, toda forma exacta es cerrada. Sin embargo, el reciproco no es
en general cierto.

Teorema 1.6.12. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann . Se verifica
que:

(a) Toda 1-forma holomorfa w € QYY) es cerrada.
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(b) Toda 1-forma cerrada w € &X°(Y') es holomorfa.

Demostracion. Sea w una 1-forma diferenciable del tipo (1,0). Respecto a un en-
torno coordenado (U, z) puede escribirse w = f dz para alguna funcién diferenciable
f. Entonces

dwo=df Ndz = %dz—l—a—{di /\dz:—a—‘fdz/\dé.
0z 0z 0z
Entonces dw = 0 es equivalente a (0f/0z) = 0 y se sigue el resultado. ]

En particular, si f es armonica, entonces d’ f es una 1-forma holomorfa, pues
dd' f=d"d' f =0.

Por tltimo, veremos cémo una funcion holomorfa F': X — Y entre dos super-
ficies de Riemann induce un homomorfismo entre formas diferenciales. Para todo
abierto U C Y:

F*:&U)— EFHU)), F(f):=foF.
Podemos generalizar esta idea, obteniendo aplicaciones para formas diferenciales
F W) - &W(FHU)), k=12

Localmente podemos escribir 1-formas y 2-formas como sumas finitas
ij dgj, ij dg; N dh;
J J

respectivamente, donde f;, g;, h; son diferenciables. Sean

E" (Z fi dgj) =) (Ff;)d(F*g;),

F (Z fidg; N dhj) =Y (Ff;) d(F*g;) Nd(F*hy).

J
Se comprueba que estas definiciones no dependen de la representacion local elegida,
y por tanto definen homomorfismos globales tinicos como hemos indicado arriba.
Para f € &(U) y w € EW(U) se tiene

(a) F*(df) = d(F"f), F(dw)=d(F'w),
(b) F(d'f) = d'(F"f), F(dw)=d(Fw),
(c) F*(d'f) = d"(F*f), F*(d'w)=d"(Fw).

En particular , si f € &(U) es arménica, entonces F*f = fo F € &(F1(U()))
también es armoénica, pues d'd"(F*f) = d (F*d"f) = F*(d'd"f) = 0.
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1.7. Integracién de formas diferenciales

Es posible integrar 1-formas diferenciales a lo largo de una curva. Para las
formas cerradas, la integral indefinida a lo largo de una curva en una superficie
simplemente conexa estard bien definida. En una situacion general, sin embargo,
la integracién de estas formas no presenta este comportamiento.

Sea X una superficie de Riemann y w € &M (X). Supongamos que tenemos
una curva diferenciable a trozos en X, es decir, tenemos una aplicacién continua

c:0,1] - X
tal que existe una particiéon 0 = tq < t; < ... < t, = 1 del intervalo [0, 1] y cartas
(Uky 21), 26 = T +iyg, k = 1,2, ..., n tales que ¢([tg_1,tx]) C Uy y las funciones
zpoc: [te_1,te] > R, yroc:[tr_1,t] = R

tienen derivadas continuas. La integral de w a lo largo de ¢ se define como si-
gue: en Uy, podemos escribir w = fi dxy + gx dyx, donde las funciones fy, gr son
diferenciables. Definimos

[ —Z / (e ) g DY gy,

Es facil comprobar que esta definicién no depende de la eleccién de particiones ni
de cartas.

Teorema 1.7.1. Sea X wuna superficie de Riemann, ¢ : [0,1] — X wuna curva
diferenciable a trozos y F € &(X). Entonces

/dF = F(c(1)) — F(c(0)).
Demostracion. Elegimos una particion 0 = to <t < ... < t, = 1y cartas (U, zx)
como en la definicién. En cada U}, se tiene

oF oFr

~ Ony Y

Entonces

o

dxk(c(t)) oF Oy (c(t))
<(9a:k TR TGOy )dt:

>
> () @

(F'(c(tr)) = Flc(tr))) = F(e(1)) = F(c(0))-

I
: ”M: \.M

>
Il
—
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]

Definicién 1.7.2. Sea X una superficie de Riemann y w € &M (X). Una funcién
F € &(X) es una primitiva de w si dF = w.

Por la Definicién 1.6.11 cualquier forma diferencial que tenga primitiva es
necesariamente cerrada. Es inmediato que si F' es una primitiva entonces F'+c¢, ¢ €
C también lo es. Reciprocamente, dos primitivas difieren en una constante, pues
si dF' = 0, se puede deducir aplicando el teorema anterior que F' es una constante.

De este teorema podemos deducir mas resultados: conocer la primitiva de una
forma diferencial permite calcular cualquier integral de linea, y la integral de una
forma diferencial exacta a lo largo de una curva depende tinicamente de los puntos
inicial y final. Sin embargo, no siempre dispondremos de una de las primitivas de
una forma diferencial — puede que ni siquiera exista. Aun asi, es posible probar la
existencia de primitivas locales.

Sea U = {z € C | |z] < r}, donde r > 0, un disco abierto centrado en 0 del
plano complejo y w € &M (U). Podemos escribir

w=fde+gdy, f,ge&U),

siendo z,y las coordenadas reales habituales en R? = C. Supongamos que dw = 0,
es decir, es cerrada. Puesto que

dw=df Ndz +dg \Ndy = (g—i—%) dx A dy,

esto equivale a (0g/0z) = (0f /0Jy). Vamos a demostrar que w tiene una primitiva
F' dada por

F(z,y) := /0 (f(tx, ty)x + g(tz, ty)y)) dt, parazx,y € U.

F es por definicién infinitamente diferenciable. Queremos comprobar que en efecto
dF = w, es decir, (0F/0x) = f y (0F/0y) = g. Derivando bajo el signo integral:

OF(z.y) _ /1 <gf(tx,ty)tx+ %(taf,ty)tw f/tfcat’y)) dt.
0

Xz

or
Puesto que
dg Of d _of af
oc oy " ot ty) = = (te, ty)a + 3y (tz, ty)y
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se deduce que

OF (z,y) = /01 <t%f(tx,ty) -+ f(t:c,ty)) dt =

ox
:/0 %(tf(t:c,ty)) dt = f(z,y)

De manera similar se halla que (0F/dy) = g, probando asi que dF = w.

Si se da el caso de que w es holomorfa, escribiendo w = fdz con f € O(U),
podemos escribir f como su serie de Taylor

flz) = Z cn2"

n=0

y definiendo

oo cn .
F(z) ::Zn+1z 1

n=0

obtenemos mucho més facilmente una funcién F' € 0(U) tal que dF = w.

De forma global sélo podemos garantizar que la primitiva de una forma dife-
rencial cerrada existe como una funcién multivaluada.

Teorema 1.7.3. Sea X una superficie de Riemann y w € EN(X) una forma
diferencial cerrada. Entonces existe un recubrimiento p : X — X con X conezxo y

A~

una primitiva F' € &(X) de la forma diferencial p*w.

Demostracion. Para un abierto U C X sea .# (U) el conjunto de todas las funciones
f € &) tales que df = w en U. Entonces .# es el haz de primitivas de w que
ademads satisface el Teorema de Identidad 1.5.9, ya que dos elementos fi, fo €
Z(U), siendo U un dominio de X, difieren unicamente en una constante.

Consideremos el espacio p : |.#| — X. Por el Teorema 1.5.10 |.Z| es un espacio
de Hausdorff. Vamos a probar que p : |#| — X es un recubrimiento. Para todo
a € X existe, como ya hemos visto, un entorno abierto y conexo U y una primitiva
f € .Z(U). Entonces f + ¢ para ¢ € C son todas las primitivas de w en U. Por lo
tanto

p ' (U) =W f+d.

ceC

Los conjuntos [U, f+c| son disjuntos dos a dos y todas las aplicaciones p|[U, f+c| —
U son homeomorfismos. Esto prueba que p : |#| — X es un recubrimiento.
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Sea X C |.#| una componente conexa. Entonces p|X — X también es un
recubrimiento. Como X es un conjunto de gérmenes de funcion, se puede definir
de forma natural una funcién F : X — C, F(p) = ¢(p(¢)). Se sigue directamente
de las definiciones que F' es una primitiva de p*w. O

La definicion de recubrimiento universal y alguno de sus resultados elementales,
utilizados a continuacion, pueden consultarse en el Apéndice.

Corolario 1.7.4. Sea X una superficie de Riemann, 7 : X — X su recubrimien-
to universal y w € &V (X) una forma diferencial cerrada. Entonces existe una
primitiva f € &(X) de mw.

Demostracion. Sea p : X — X el recubrimiento construido en el Teorema 1.7.3
ysea F' € & (X ) una primitiva de p*w. Como m : X — X es el recubrimiento
universal, existe una aplicacién holomorfa que conserva fibras 7 : X — X en el
sentido de la Definicién A.1. Sea f := 7*F € &(X). Entonces f es una primitiva
de T*(p*w) = T w. O

Corolario 1.7.5. En una superficie de Riemann X simplemente conexa toda for-
ma diferencial cerrada w € &Y (X) tiene una primitiva F € &(X).

Demostracion. Se sigue de 1.7.4, ya que id : X — X es, de acuerdo con el Teorema
A.27, el recubrimiento universal. n

Teorema 1.7.6. Sea X una superficie de Riemann yp : X — X su recubrimiento
universal. Sean w € EM(X) una forma diferencial cerrada y F € &(X) una
primitiva de p*w. Sic:[0,1] = X es una curva diferenciable a trozos y ¢ : [0,1] —
X una elevacion de ¢, entonces

[ =Few) - Peo) = [

C

Demostracion. Para toda curva diferenciable a trozos v : [0,1] — X y toda forma
diferencial w € &) se tiene debido a las definiciones que

/p*w —/ w.
v pov

El resultado se sigue del Teorema 1.7.1. O]

Este teorema permite definir la integral de una forma diferencial cerrada a
lo largo de una curva ¢ : [0,1] — X cualquiera. La definicién no depende de la
eleccién de primitiva F' ya que dos primitivas difieren en una constante, que al
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restar desaparece. También puede probarse que la definiciéon no depende de la
elevacion elegida; los detalles de esta afirmacién pueden encontrarse en [3, §10.1].

Ahora nos centraremos en la integracién de 2-formas diferenciales en el plano
complejo. Sea U C C abierto y w € &®. Entonces w puede escribirse como

w= fdrAdy= %fdz/\di, donde f € &(U).

Supongamos que f se anula fuera de un subconjunto compacto de U. Definimos

//Uw:z //Uﬂx,y)d:vdy,

donde el lado derecho es la integral doble habitual.

Sip=wu-+1ww:V — U es un biholomorfismo con otro abierto V" C C, con

. . . . 9
las ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos el determinante Jacobiano % =

|¢’|*y podemos escribir la integral como

//dexdy://V<f°<ﬂ)lso’|2d:cdy.

O (dz NdZ) =dp Ndp = (' dz) A (@ dz) = |¢'|*dz A dz

Por otro lado,

y por tanto ¢*w = (f o v)|¢’'|* dz A dy. Esto implica que

ol

Sea ahora X una superficie de Riemann . El soporte de una forma diferencial
w en X se define como el conjunto cerrado

Sop(w) :={a € X | w(a) # 0}.

De forma analoga se define el soporte de una funcion f: X — C.

Sea ¢ : U — V una cartaen X y w € & una 2-forma con soporte compacto y
contenido en U. Entonces (¢!)*w es una forma diferencial con soporte compacto
en V C C y podemos definir, con independencia de la carta elegida,

Jle= el
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Sea ahora w € &® una forma diferencial arbitraria con soporte compacto. Existen
entonces un numero finito de cartas oy : U — Vi, bk = 1,...n tales que

Sop(w) C U Uk.
k=1

Podemos encontrar una particién de la unidad, es decir, funciones f; € &(X) que
verifican

(a) Sop(fk) C Uk,
(b) Z fr(xz) =1 para todo x € Sop(w).

Entonces fyw es una forma diferencial con Sop(frw) € U (relativamente compacto
enU)y w=>,_, fyw. Definimos

[l =2 [

Gracias a las definiciones previas esto tiene sentido y es facil comprobar la inde-
pendencia frente a la eleccion de cartas.

Por tltimo, probaremos un caso especial del Teorema de Stokes en el plano
complejo, visto en la asignatura “Ampliacion de Analisis Matematico” para super-
ficies orientables, suma de superficies paramétricas con borde correspondientes a
dominios de Jordan.

Teorema 1.7.7 (de Stokes). Sea U C C abierto y A C U un subconjunto compacto
con frontera regular OA. Entonces para toda forma diferencial w € &M (U) se tiene

[l ],

Entendemos que la frontera esta orientada de forma que el vector normal a
A que apunta hacia fuera y el vector tangente a JA forma una base orientada
positiva en el plano. Aqui nos centraremos en demostrar el teorema para el caso
particular en el que A es un disco o un anillo,

A={z€eC|e<|z2|<R}, 0<e<R.

Demostracion. Para el anillo, 0A estd formada por las circunferencia |z| = R
y |z| = € con orientacién positiva y negativa respectivamente. Lo que afirma el
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teorema es que, si w = fdx + gdy, entonces

// (%‘j) de dy = /(fdx+gdy /fdx+gdy

e<|z|<R |z|=R |=¢
Para probar esto de forma directa, introducimos coordenadas polares z = re, x =
rcosf,y = rsind. Supongamos que w = gdy. Entonces dw = (0g/0x)dz A dy.
Puesto que

0 0 sinf 0
— =cosf— —

ox or 00

si escribimos g(r, ) := g(re?) obtenemos

B Jg B dg sinfdg
//Aw—// axalacdy—// (cosﬁar " 89> drdf =

S
// cos@— a(mH) dr df
(rg) — pgsindg) ) drdé.
c<|2|<R
0<6<2r

Si fijamos r € [¢, R],
2

., 00

2w Ra
dw:/ cosG(/ —(rg dr) do =
//A 0 € ar( )
2m 2
:/ Q(RQ)RCOSQdQ—/ g(e,0)e cosfdb = /gdy— /gdy:/ w.
0 0 0A

|z|=R |2|=¢

—(sinf g) df = sinf g(r,0) [5=2" =0,

por lo que

Para el caso w = fdx basta considerar el cambio de coordenadas (z,y) +—
(y, —x), que tiene jacobiano 1. Con esto el teorema queda probado para el anillo,
mientras que para el disco solo se necesita tomar el limite ¢ — 0. O]

Teorema 1.7.8. Sea X una superficie de Riemann y w € &W(X) una forma
diferencial con soporte compacto. Entonces

flwo
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Demostracion. Utilizando de nuevo una particién de la unidad podemos escribir
w = wi + -+ w,, donde cada w;, tiene soporte compacto contenido en una carta.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que X = C. Tomamos R > 0
suficientemente grande para que

Sop(w) C {z € C | |2| < R}.

Lo ff ol e oo

|z|I<R

Entonces

[]

Teorema 1.7.9 (del residuo). Sea X wuna superficie de Riemann compacta ¥y
ai, . ..,a, puntos distintos de X. Definamos X' := X\{ay,...,a,}. Entonces para
toda 1-forma holomorfa w € Q(X') se verifica

Z Res,, (w) = 0.
k=1

Demostracion. Elijamos entornos coordenados disjuntos (Uy, zx) de los ag. Po-
demos asumir sin pérdida de generalidad que zx(ax) = 0 y que z(Uy) C C es
un disco. Para cada k = 1,...,n elegimos una funciéon f; con soporte compacto
Sop(fix) C Uy tal que existe un entorno abierto U, C U de a; con fi|U] = 1.
Definimos g :== 1 — (f; + - -+ + f,). Entonces g|U], = 0 para todo k. De esta forma
podemos extender gw a a; asignandole el valor cero, y puede asi considerarse un
elemento de &M Por el teorema anterior,

/ /X d(gw) = 0.

Como w es holomorfa, dw = 0 en X’. En U, N X’ se tiene que frw = w 'y
por lo tanto d(frw) = 0. Entonces d(frw) puede considerarse como un elemento
de &® cuyo soporte es un conjunto compacto de Uy, — {a}. La igualdad d(gw) =

— > d(frw) implica que
d(fyw) =0,
WIRE

luego basta con probar que

J[ dtieo) = —2riRes, o).
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Puesto que el soporte de d( frw) esta contenido en Uy, solo tenemos que integrar
en este conjunto. Mediante la carta z; podemos considerar Uy como el disco unidad.
Entonces existen 0 < ¢ < R < 1 tal que

Sop(fr) C {lzl < R} v fil{llal <} =1
En tal caso,

//X d( frw) = // d( frw) =

e<|zk|<R

= / Jrw —/ frw = —/ w = —2mi Res,, (w).
|zx|=R |zx|=¢ |2k |=¢

por el teorema del residuo en C. O

Corolario 1.7.10. Toda funcion meromorfa no constante f en una superficie de
Riemann compacta X tiene, contando multiplicidades, tantos ceros como polos.

Demostracion. La forma diferencial w := df /f es holomorfa excepto en los ceros
y en los polos de f. Si a € X es un cero de orden m, entonces Res,(w) = m, y
si es un polo de orden m, Res,(w) = —m. La afirmacién se sigue del teorema del
residuo. O



Capitulo 2

Cohomologia

En este segundo capitulo desarrollaremos la teoria de la cohomologia en el sen-
tido de Cech. Serd con este lenguaje con el que podremos expresar ideas como el
género de una superficie de Riemann compacta y enunciar el Teorema de Riemann-
Roch, entre otros muchos resultados. Comenzaremos definiendo los grupos de co-
homologia para un haz en un espacio topolégico junto con algunas propiedades y
resultados bésicos. A continuacién probaremos dos resultados auxiliares: por un
lado, el Lema de Dolbeault permitira calcular algunos grupos de cohomologia;
por otro lado, el teorema de finitud permitird definir el género de una superficie
de Riemann constante y demostrara que en ella existen funciones meromorfas no
constantes, un hecho nada trivial. Por ultimo estudiaremos sucesiones exactas de
haces y la sucesion exacta larga de cohomologia, que resultaran ser herramientas
imprescindibles para demostrar el Teorema de Riemann-Roch.

2.1. Grupos de cohomologia

En esta seccién definiremos los grupos de cohomologia H'(X,.%), donde .7
es un haz de grupos abelianos en un espacio topolégico X. Para ello comenzamos
considerando un recubrimiento abierto de X: una familia de abiertos & = {U; }ies
tales que |J,c, U; = X.

Definicién 2.1.1. El ¢-ésimo grupo de cocadenas de % con respecto a i, con
q=20,1,2,..., se define como

ClULU, 7)) = H F (U, N---NU;,)
(20,...y5q)ETITT

Los elementos de CY(4, %) se llaman g¢-cocadenas. Una g-cocadenas es entonces
una familia (fi,,...i,)Go,...i)erett tal que fi, i, € F(Uy N---NU;,) para todos

49
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los (ig,...,i,) € 17T, Se define una operacién suma para g-cocadenas de forma
natural, sumando componente a componente.

En ocasiones omitiremos algunos subindices para lograr mayor claridad: por
ejemplo, para una 1-cocadena (f;;); jer podemos escribir (f;;) si no hay confusién
respecto al recubrimiento 4 = (U;)e;.

Definicién 2.1.2. Dados C?(4,.%) con ¢ = 0, 1,2, se definen los operadores co-
frontera (gracias a la notacién y el contexto sabremos a cudl de los dos nos referi-
mos):
§:CO'U,F) — CH W, .F), §:CYU,.F)— C*U,.ZF)
(a) Para (fi)ier € CO(84,.F) sea §((fi)ier) = (9i5)ijer donde
Gij = fz — fj € Lg‘([]Z N U])

(b) Para (fzj)zhjEI S Cl(ﬂ, ﬁ) Sea 5((fl])l,]61) = (g’bjk‘) donde
Giji = fik — fie + fij € F(U;NU; N UY).

Estos operadores cofrontera son homomorfismos de grupos. Daremos un nom-
bre concreto a la imagen de uno y al nicleo de otro:

Definicién 2.1.3. Sea Z;(4,.7) := ker(C1(U, .F) LN C?*(U,.F)). Los elementos
de Z'(U, .F) son los I-cociclos. Una 1-cocadena (fi;) € C*(4,.F) es un cociclo si
y s6lo si cumple la relacion de cociclo:

La relacién de cociclo implica que f; = 0y que f;; = —fji.
Definicién 2.1.4. Sea Bl(8,.F) := Im (C°(&, . F) 2 C1(U,.F)). Los elementos

de BY(U,.#) se denominan I-cofronteras. En particular, toda cofrontera es un
cociclo.

Se dice que un l-cociclo (f;;) € Z'(4,.F) se separa si y sblo si existe una

0-cocadena (g;) € C°(4, .F) tal que fi; = gi — g; en U; N U; para todo 4,5 € I. Las
cofronteras son los cociclos que pueden separarse.

Definicién 2.1.5. El grupo cociente
HY (U, F) = Z (U, F)/B (U, F)

es llamado el primer grupo de cohomologia con coeficientes en .# respecto al re-
cubrimiento 4. Sus elementos reciben el nombre de clases de cohomologia y dos
cociclos que pertenecen a la misma clase de cohomologia se denominan cohomdlo-
gos. Dos cociclos son cohomodlogos si y sélo si su diferencia es una cofrontera.
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Para definir grupos de cohomologia que dependan unicamente de X y % y
no del recubrimiento elegido tomaremos un limite a partir de recubrimientos cada
vez més finos. Decimos que un recubrimiento U = (Vi )rex €8 mds fino que otro
recubrimiento 4, hecho que denotaremos por U < i, si cada V) estd contenido
en al menos un U;. Podemos entonces definir una aplicacién (que no es tnica)
7: K — I tal que V, C U, para todo k € K. Empleando esta aplicacién podemos
definir otra,

tyy 1 ZH U, F) — 71V, F)
tal que (f;;) € Z' (8, .F) es enviado a t§((fi;)) = (gr) donde

gkt = fren1|Ve NV, para todo k,l € K.

Puesto que esta aplicacion envia cofronteras en cofronteras, induce de forma na-
tural una aplicacién H'(4, #) — H* (U, .#) que denotaremos igual.

Lema 2.1.6. La aplicacion
ty - H' (U, F) — H'(D,.7)
es independiente de la eleccion de 7 : K — 1.

Demostracion. Supongamos que o : K — I es otra aplicacién tal que V, C U,y
para todo k € K. Sea (fi;) € Z'(U,.F) y definamos

gk = frealVe OV Yy G = foret|Ve NV

Nuestro objetivo es probar que los cociclos (gx) v (Gr) son cohomdlogos. Puesto
que Vi C U, N Uy, podemos definir

hy == frk,ak\vk e F(Vi).
En la interseccion Vi, N'V] se tiene

9kt — Git = Jrkpl — Jokot =
= ka,Tl + le,Uk — le,ok - fo‘k,al =
= f‘rk,ok - le70'l = hk - hl-

Entonces el cociclo (gx) — (gx1) es una cofrontera, como queriamos demostrar. [

Lema 2.1.7. La aplicacion
ty - H' (U, F) — H'(D,.7)

es inyectiva.
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Demostracion. Sea (fi;) € Z' (4, F) cuya imagen en Z'(U,.F) se separa. Quere-
mos ver que (f;;) también se separa, es decir, que el niicleo de t3; es trivial.

Supongamos que frx- = gr — ¢ en Vx NV}, donde g, € % (V}). Entonces en
U, NV, NV, se tiene

9k — 91 = frert = frii + firi = firt — firk

y por tanto f;x + gx = fi1 + ¢ Aplicando el Axioma de Haz II a la familia de
abiertos (U; N Vi )rek, se obtiene h; € Z (U;) tal que

hi= fizk+gx enUNV.

Con estos elementos h;, en U; N U; NV}, se tiene que

f flTk+ka,J f17k+gk_f]Tk gk:hz‘_hj-

Puesto que la eleccién de k es arbitraria, se sigue del Axioma de Haz I que es-
ta ecuacion es vélida en U; N Uj, es decir, el cociclo (f;;) se separa respecto al
recubrimiento (. O

Si consideramos tres recubrimientos abiertos tales que 20 < U < 4, entonces
tay © ty; = tay. Podemos definir una relacién de equivalencia ~ en la unién disjunta
de todos los H' (4, %) donde 4 recorre todos los recubrimientos abiertos de X: dos
clases de cohomologia £ € H' (U, F) y n € H' (W, .F) son equivalentes si existe un
recubrimiento %0 con U < Uy U < U tal que t5(€) =t (n).

Definicién 2.1.8. El primer grupo de cohomologia de X con coeficientes en el
haz .# se define como el limite inductivo

HY (X, .F) = @Hl(uy (|_|H1uy)>/

Dados dos elementos z,y € H'(X,.%) con representantes §¢ € H' (U, .F) y
n € HY(W,.Z) respectivamente, se define la suma en H'(X,.#) de la siguiente
forma: si U es un refinamiento de $ y $' entonces z +y € H'(X,.Z) se define
como la clase de equivalencia de t5(£) + ty () € H'(U,.F). Esta definicién no
depende de las elecciones realizadas y otorga a H'(X,.#) la estructura de un
grupo abeliano. Si .% es un haz de espacios vectoriales entonces tanto H'(4,.7)
como H'(X,.#) son de forma natural espacios vectoriales.

Del Lema 2.1.7 se sigue que para todo recubrimiento abierto 4 de X la apli-
cacién candénica H'(U,.F) — H'(X,.#) es inyectiva. En particular, se tiene que
HY (X, Z)=0siysélosi H (U, F) = 0 para todo recubrimiento abierto 4 de X.
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Teorema 2.1.9. Sea X una superficie de Riemann y & el haz de funciones dife-
renciables en X . Entonces H'(X, &) = 0.

Demostracion. Trabajaremos bajo la suposicion de que X verifica el segundo axio-
ma de numerabilidad, es decir, su topologia posee una base numerable, lo cual es
inmediato en el caso de las superficies de Riemann compactas. En realidad es-
to ocurre para toda superficie de Riemann, como afirma el Teorema de Radé |[3,
Teorema 23.3].

Sea U = (U;)ie; un recubrimiento abierto de X. Existe una particién de la
unidad (¢;);es, una familia de funciones ¥; € &(X) tal que

(a) Sop(¢) C U

(b) Todo punto de X tiene un entorno que interseca con un niumero finito de
conjuntos Sop(t);).

(c) Zwi =1

Veamos que todo cociclo (fi;) € Z'(4, &) se separa.

La funcién v f;;, definida en U;NUj, puede extenderse de forma diferenciable a
todo U; de forma que se anule fuera de su soporte. De esta forma puede considerarse
un elemento de &(U). Definamos

9i ‘= Z Vj fij.
jeI

Debido a (b), en el entorno de cualquier punto de U; esta suma tiene un nimero
finito de términos no nulos y por tanto define un elemento g; € &(U;). Parai,j € I

gi—9; =Y el — Y WS =Y Uelfx = fir) = D _ufiy = fis

kel kel kel kel

en U; N U, y (fi;) es una cofrontera, por lo que H'(4, &) = 0. O

De forma similar a este teorema se muestra que en una superficie de Riemann
X los primeros grupos de cohomologia con coeficientes en los haces &1, &0, £0:1
y & también son triviales.

Teorema 2.1.10 (Leray). Sea .# un haz de grupos abelianos en el espacio to-
poldgico X y U = (Uy)ies un recubrimiento abierto de X tal que H (U;, F) = 0
para todo i € I. Entonces
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Un recubrimiento asi recibe el nombre de recubrimiento de Leray (de primer orden)
para el haz % .

Demostracion. Basta ver que para todo recubrimiento abierto U = (V,)aea con
U < il la aplicacién tg; : H' (8, F) — H'(U,.F) es un isomorfismo. Por el lema
2.1.7 sabemos que es inyectiva.

Sea 7 : A — I una aplicacion con V,, C U,, para todo a € A. Debemos probar
que dado cualquier cociclo (fag) € Z'(,.F) existe un cociclo (Fy;) € Z'(U, F)
tal que (fap) — (Frarp) €s un cociclo cohomoélogo al cero respecto a . Para cada
i, la familia (U; NV, )aeca €s un recubrimiento abierto de U;, que denotamos U; N*Y.
Por hipétesis tenemos que HY(U; NY0,.7) = 0, es decir, existe gio € F(U; NV,)
tal que

faﬁ’:gia_giﬁ en Uzmvaﬂvﬂ
En la interseccion U; N U; NV, N Vj se tiene
Jia — Gja = 9ip — Y9jp>
luego por el Axioma de Haz II existen elementos Fj; € #(U; N U;) tales que

Fij = gjoa — 9ia en U; NU; N'V,. La cocadena (F};) verifica la relacién de cociclo y
por lo tanto estd en Z' (4, 7).

Sea hy = Gra.a|Va € Z(V,). Entonces en V,, N Vj se tiene

fa,B - F‘ra,'rﬁ = (g'rﬁ,a - 976,5) - (gTB,a - gTa,a) =
= G9ra,0 — 98,8 = ha - h,B
y por tanto (fas — Fra,r3) se separa. O

Definicién 2.1.11. Sea .# un haz de grupos abelianos en el espacio topologico X
y U = (U;)ier un recubrimiento abierto de X. Definimos

2980, F) = ker(CO(U, F) > CH (YU, F)),
B(U,.Z) =0,
HOU, 7)) = Z2°U, 7)) /B (U, .F) = Z°(U, F)

Por la definicién de §, una O-cocadena (f;) € C°(4, . F) pertenece a Z°(U, F) si
y solo si f;|U; N U; = f;|U; NU; para todo i,j € I. Por el Axioma de Haz II
los elementos f; se juntan para dar un elemento global f € #(X), y existe un
isomorfismo natural

HY(U,.7) = Z2°U, F) = 7 (X).
Entonces los grupos H°(4,.7) son independientes del recubrimiento {4 y puede

definirse
HY (X, 7) = F(X).
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Vista esta ultima definicion intentemos mostrar una idea del significado de
los grupos de cohomologia de Cech. Esta teorfa es un instrumento matematico
que resulta de gran utilidad a la hora de medir obstrucciones a la extension de
objetos locales. Consideremos, por ejemplo, el problema de Mittag-Leffler: dado
un dominio U C C, un conjunto discreto de puntos A = {z;}7>, C U y una familia
de polinomios en (2 — z;)~" sin término independiente, Pi(2) = > "™ apj(z —
2;) ™7, quiere hallarse una funcién meromorfa en U, con polos en A y cuyas partes
principales son las descritas por los polinomios anteriores. Si 4 = {U;}ie; es un
recubrimiento de U con la propiedad de que cada z; pertenece a un tnico Uyy),
podemos tomar f;(z) meromorfa en U; que resuelve nuestro problema.

El conjunto de funciones {f; — f;}ijer se interpreta como un elemento de
HY(U, 0), ya que por definicién tienen las mismas partes principales en su dominio
de definicién comin. Si este espacio resulta ser nulo, existiran funciones g; € 0(U;)
tales que g; — g; = f; — f; en cada U; NU;. Entonces f; — g; = f; — g; se “pegan”,
definiendo una funciéon meromorfa f en U que resuelve el problema de Mittag-
Leffler.

El conocido teorema de Mittag-Leffler de la variable compleja [1, §6.3.1] puede
entonces interpretarse como que H'(U, &) = 0 para todo abierto U C C. Esta
interpretaciéon puede trasladarse a otras superficies de Riemann [3, §18], y ello
constituye el origen del problema de Riemann-Roch que estamos tratando en esta
memoria.

2.2. Lema de Dolbeault

Aqui resolveremos la ecuaciéon diferencial de Cauchy-Riemann para el caso no
homogéneo, (0f/0z) = g, donde g es una funcién diferenciable dada en un disco X.
Esto se utilizard para probar que el grupo de cohomologia H'(X, 0) es el trivial.

Lema 2.2.1. Para toda funcion g € &(C) con soporte compacto existe una funcion
f € &(C) tal que

of

0z 7

Demostracion. Definimos la funcion f: C — C,

1(2) :z%//@%d(/\d(.

Para ver que la integral estd bien definida para cada z € C la expresaremos en
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coordenadas polares alrededor de z, ¢ = z+re, d¢ Ad( = —2ir dr A df. Entonces

149
:__// gz +re7) drdG_——// (= + c®)e drdo,
re

donde R > 0 suficientemente grande para que Sop(g) C B(z, R). Por lo tanto f
estd bien definida.

Volviendo a la expresién original realizamos el cambio de variable w = ¢ — z,
y por ser esta variable muda la renombraremos por (:

_ 1 9(¢) =1 9(z +w) i
=g L g [ T

1 9(z+ Q) -
== //BR(O) = ¢ A dC.

Debido a la regularidad de la dependencia con z podemos derivar respecto a z bajo
el signo integral:

2m//BR(O ch d“d“g_mlbo// agz+< dCAdC

donde A, es el anillo A. = {( € C| e < |¢| < R},e > 0. Aplicando la regla de la

cadena a
dg(z +¢) 0g(z + ()
oz = 0z

se tiene que, para ( € A,,

8g(z+<)1_8g(z+<)1_§(g(z+c>>
0z ¢ ¢ ¢ I ¢

ya que (0¢/A¢) = 0. Llegamos asi a
af
(92 27ma—>0// 8C< )dCAdC——l%//gdw
d¢ € £Y°(A,).

con la forma diferencial

w(¢) = %g(z;ré‘)

Aplicando el Teorema de Stokes en un disco del plano complejo 1.7.7:

:—hm// dw = — lim w = lim w
e—0 . e—0 DA, e—0 IC|=e
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ya que para |¢| = R se tiene que w(() = 0. Parametrizando la circunferencia de
radio €, ¢ = e, d¢ = ice® df) = i0 df se tiene

of, . .. 1 [* 0\ 10 _
E(z)—}g%%/o g(z+¢ee”)db = g(2).

]

Ahora generalizaremos este resultado para los casos en que g no tenga soporte
compacto.

Teorema 2.2.2 (Lema de Dolbeault). Sea X = {z € C | |z] < R} = Bg(0),0 <
R <o yge€&(X). Entonces existe f € &(X) tal que

of _
0z Y

Demostracion. A partir de ahora abreviaremos 0 := (9/0z).

Sean 0 < Ry < Ry < --- < R, < --- una sucesién de radios tales que
lim,, 00 R, = Ry sean X,, := Bpg, (0). Para cada n existe una funcién 1,, € &(X)
con soporte compacto Sop(¢,) C Xp11 ¥V ¥n|X,, = 1. Como las funciones 1, se
anulan fuera de X,,,1, pueden extenderse por 0 a funciones en todo C. Por el lema
anterior existen funciones f, € &(X) tales que df, = ¥,g en X. Por induccién
vamos a alterar la sucesién (f,) a otra (f,) que para todo n > 1 satisface:

(a) Ofs =g en X,
(b) | fuss = £

donde || f]| 4 := sup,e4 | f(x)| es la norma del supremo.

<27
Xn—l

Definimos fl = f1. Supongamos que fl, cee fn ya estan construidas. Entonces
5<fn+1—fn) =0 en X, y por lo tanto f,+1 — f, es holomorfa en X,,. Debido a esto
existe un polinomio P, formado por un numero finito de términos de la serie de
Taylor de esta diferencia, tal que

||fn+1 - fn - PHXn,l < 27"
Definiendo f,.1 := for1 — P, esta funcién satisface (b). Ademas, en X, ;1 se tiene

5.fn+1 = 5fn+1 - 5P = 5fn+1 = ?/1n+19 =9,

luego (a) también se verifica. Como todo punto z € X estd contenido en todos
salvo un numero finito de X,,, el limite

F() =l f,(2)
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existe. En X,, podemos escribir
f:fn+2(fk+l_fk)-
k=n
Para k > n, las funciones fk+1 — fk son holomorfas en X,,. Debido a (b), la serie

F, = i (fk—i—l - fk)
k=n.

converge uniformemente en X,, y es holomorfa en este conjunto. Finalmente, f =
fn + F, es infinitamente diferenciable en X,, para todo n y por tanto f € &(X),
ademads de verificar 0f = 0f,, = g en X,,, concluyendo que 0f = g en todo X. [

Teorema 2.2.3. Sea X = Br(0),0 < R < co. Entonces H' (X, 0) = 0.

Demostracion. Sea 4 = (U;) un recubrimiento abierto de X y sea (fi;) € Z'(U, 0)
un cociclo. Puesto que Z!'(U, 0) C Z' (U, &) y H' (X, &) = 0, existe una cocadena
(g:) € CO(4U, &) tal que

fij=9i—g9; enU;NUj.

Como df;; = 0, se tiene que 5@» = 0g; en U; N U; y por tanto existe una funcién
global h € &(X) con h|U; = dg;. Por el Lema de Dolbeault podemos encontrar
una funcién g € &(X) tal que dg = h. Definimos

fi=9i—9.

f; es holomorfa, ya que df; = dg; — dg = 0 y entonces (f;) € C°(U, €). Como en
U; NUj se tiene que

fi_fj:gi_gj:fz‘j7

se concluye que el cociclo f;; se separa. O

2.3. Teorema de finitud

En esta seccion probaremos que para cualquier superficie de Riemann X el
grupo de cohomologia H'(X, 0) es un C-espacio vectorial de dimensién finita.
Una de las consecuencias importantes de este resultado es la existencia de funciones
meromorfas no constantes en cualquier superficie de Riemann compacta.
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Definicién 2.3.1. Sea D C C un conjunto abierto. Dada una funciéon holomorfa
f € O0(D) definimos su norma L*:

1/2

1l oy = / / flatip)Pdedy)  €R*U {oo).
D

Denotaremos por L?(D, &) al espacio vectorial de todas las funciones holomorfas
de cuadrado integrable en D, es decir, aquellas con norma L? finita.

Si
Vol(D) := // dx dy < oo,
D
entonces para toda f € (D) acotada se tiene

11l 2y < VVOID) [ -

Dentro de L?(D, &) podemos definir un producto interno: para f, g € L*(D, 0)

se define
(f.9):=[] fgdxdyecC
é/

y existe ya que para todo z € D se cumple |f(2)g(z)| < 1(|f(2)|* + |9(2)[*). Con
este producto interno tenemos una nocién de ortogonalidad en el espacio. Ahora
sea B = B(a,r) el disco con centro a y radio r > 0.

Proposicién 2.3.2. La familia de monomios (1, )nen definida por i, := (z — a)"
forma un sistema ortogonal en L*(B,0) y

7TT7L+1
Wall oy = Y
vn+1

para todo n € N.

Demostracion. Con un cambio a coordenadas polares hallamos que

Wostow) = [ [imdrdy = [ [ = 0y~ ay" dody =

B

r

B
2T r 27
_ / / pnemepme—inwp d,O do = / pn—|—m+1 dp / ei(n—m)@ de.
6=0

0=0 p=0 p=0
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La integral en # se anula cuando n # m y vale 27 cuando n = m. En este tltimo

caso 2n+2 ntl\ 2
(s = Wl = 2n3 = (o)
O
Si fel*B,0)y N
f(2) =) calz—a)
n=0
es su serie de Taylor alrededor de a, del teorema de Pitdgoras se tiene
sy = 3 el ()

n=0

Proposicién 2.3.3. Sea D C C abierto, r >0 y
D,:={z€C| B(z,r)C D}

el conjunto de puntos de D con distancia a la frontera mayor que r. Entonces para
todo f € L*(D, O) se tiene

1
7o, < = 1 -

Demostracion. Sea a € D,y f(z) =Y cu(z —a)" es la serie de Taylor alrededor
de a. Aplicando (x) se obtienen las desigualdades

1 1
|f(a)] = |eo| < Jar 11l 2B < Jr 11l 22y -

Como a es arbitrario se cumple el resultado. O

Corolario 2.3.4. El espacio L*(D, 0) es completo y por lo tanto es un espacio de
Hilbert.

Demostracion. Sea (fn)neny una sucesion de Cauchy en L?*(D, ). La proposi-
cién anterior muestra que (f,), también es uniformemente de Cauchy, por lo
que converge hacia una funciéon f, —— f uniformemente en los compactos
n—oo
de D, y en particular f es holomorfa en D. Esto es suficiente para probar que
1fn = fll g2y —— 0, es decir, la sucesién (f,)nen es convergente en el sentido de
n—oo

L*(D, 0). 0
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Lema 2.3.5. Sean D' C D dos abiertos de C tal que D' es relativamente compacto
respecto de D, lo cual denotaremos por D' @ D. Dado cualquier € > 0 existe un
subespacio vectorial cerrado A C L*(D, 0) de codimensién finita tal que

||f||L2(D/) S £ ||f||L2(D) para todo f - A.

Demostracion. Como D’ es compacto y estd contenido en D, existe 7 > 0 y un
numero finito de puntos a;, ..., a, € D tales que:
(a) B(aj,r) C Dparaj=1,... k,
k
(b) D" c U;-, Blaj,r/2)

Elijamos n lo suficientemente grande como para que 27" 'k < €. Sea A el conjunto
de todas las funciones f € L*(D, 0) que se anulan en todos los puntos a; en un
orden al menos n. Entonces A es un subespacio vectorial cerrado de L?(D, &) de
codimension < kn. Sea f € A. Entonces f tiene serie de Taylor alrededor de a;

F(2) =) evla —ay)".

Para cada p < r se tiene

2 N C ™ 2
HfHLQ(B(aj,p)) - Z U"— 1 ‘C'U|

y por tanto || fll 2, 2y < 27" 1 f | 2(B(a, ) - Empleando (a) y (b) se deduce
que
K
1 c2sapey S WFllieoy ¥ I leon < D IF M cecmiay o
j=1

Se concluye que

Hf“L?(D' < k27 Hf”L?(D) <e¢ HfHLQ(D) :

O

Definicién 2.3.6. Sea X una superficie de Riemann y sea una familia finita de
cartas (U}, 2),i = 1,...,n, 0" = (U})1<i<n , tal que 2;(Uf) C C es un disco
(U* no es necesariamente un recubrimiento). Sean también U; C U} abiertos y
= (Uj)1<i<n- Respecto a estas cartas (U, z;) podemos definir las siguientes
normas:

||9||L2(UZ-) = Hgo Zi_lHLz(Zz‘(Ui))
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191l 22007,y == lgo Zi_lHLQ(zi(U,ﬂUj))'

Podemos asi definir una norma L? en los grupos de cocadenas C° (U, ) y C' (4, 0),
definidas en |U| := U; U--- U U, de la siguiente forma:

(a) Paran = (f;) € C°4U, O) sea

2 2
HUHL?(u) = Z HfiHLQ(Ui)‘

(b) Para & = (fi;) € CH(4, O) sea

2 2
1€z = > Wfisllz2e0) -
,J

El conjunto de cocadenas con norma finita, C,(4, @), es un subespacio vec-
torial de C9(L, &), q = 0,1, y estos subespacios son espacios de Hilbert. Los co-
ciclos de C}, (4, €) forma un subespacio vectorial cerrado que denotaremos por
Z1, (4, 0).

SiV; € Ui, i =1,...,n, son abiertos relativamente compactos y U = (V;)1<i<n,
denotaremos este hecho como U < 4. Para cualquier cocadena £ € CI(4, &) se
tiene ||{[[ 2y < 00. Se sigue del Lema 2.3.5 que dado cualquier € > 0 existe un

subespacio vectorial cerrado A C Z7,(4, &) de codimensién finita tal que

160l 220y < € ll€ll 2y Para todo € € A

Lema 2.3.7. Sea X una superficie de Riemann y * una familia finita de cartas en
X como en 2.3.6. Supongamos que tenemos reducciones de U* tal que W < Y K
U < U*. Entonces existe una constante C > 0 tal que para toda § € Z},(0, 0)
existen elementos ¢ € Z1,(U, O) (5 es el operador cofrontera) y n € CY,(2W, O)
con

(=&+0n enW

e (116 a1l e ) < C 1€ 2gm)-

Demostracion. Sea & = (f;;) € Z},(%0, €). Olvidandonos por ahora de las normas,
primero construiremos ¢ € Z} (U, 0) y n € C} (2, 0) tal que ¢ = £ + n en 2.
Por el Teorema 2.1.9 existe una cocadena (g;) € C°(, &) tal que

fij=9i—g; enViNVj
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Puesto que d"f;; = 0 esto implica que d"¢g; = d"g; en V; NV}, y por tanto existe
una forma diferencial w € &% (|U|) con w|V; = d”g;. Ya que |20| € |V|, existe una
funcién ¢ € £(X) con

Sop(v) C 1Dy ||W|=1.

Entonces ¢Yw puede considerarse como un elemento de &(|t4*|). Por el Lema de
Dolbeault 2.2.2 existen funciones h; € &(U}) tal que d"h; = Yw en Uf. Como
d"h; = d"hj en U7 NU; se sigue que

Definamos ¢ := (F};)|¢h. Como 4 < 41*, se tiene ¢ € Z] (U, ). En W; se verifica
que d"hi = Yw = w = d"g;, luego h; — g; es holomorfa en W;. Como también estéd
acotada en W; se tiene

1= (h; — g:)|12 € C1-(W, 0).
Ahora Fj; — fi; = (hi — ¢;) — (hj — gj) en W; N W; y por lo tanto
(—&=0n enW.

Para lograr la restriccion deseada en las normas consideramos el espacio de
Hilbert

H:=7Z},(U,0) x Z1,(0, 0) x CL, (23, 0)

con la norma

2 2 2 1/2
166 & M = (1 ey + 10y + Il )
Si L C H es el subespacio

L:={(¢,&n) € H|(=¢+ 0o en W},

por ser cerrado en H también es un espacio de Hilbert.

Con todo lo anterior podemos afirmar que la aplicacién lineal continua 7 :
L — Z1,(0,0),(¢,&,n) — & es sobreyectiva. Por el Teorema de Banach, 7 es
abierta. Entonces existe una constante C' > 0 tal que para todo £ € Z1,(%, 0)
existe v = ((,£,n) € L con m(x) =&y |2 5 < C €]l 12y, - Esta constante cumple
las condiciones buscadas. O
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Lema 2.3.8. Bajo las mismas suposiciones que en el lema anterior existe un
subespacio vectorial de dimensidn finita S C Z'(M, O) con la siguiente propiedad:
para todo £ € Z* (M, O) existen elementos o € S yn € C°(2W, O) tal que

c=£E64+0n en,

es decir, la restriccion natural H'(U, 0) — HY(20, O) tiene imagen de dimension
finita.

Demostracion. Sea C' la constante del lema anterior y definamos ¢ := 1/(2C).

Sabemos que existe un subespacio vectorial cerrado de codimension finita A C
Z2, (4, 0) tal que

||€||L2(m) <¢ ||€||L2(u) para todo § € A.

Sea S el subespacio ortogonal complementario de A, es decir, A® S = Z},(U, 0).
Sea ahora § € Z'(U, 0) cualquiera. Como U < 4, entonces M := ||| L2y < 0.
Por el lema anterior existen {y € Z1.(4, O) y no € CV:(2, O) tales que

<0:§+5T]0 en 20

y HCOHLZ(}J.) S CM, ||770||L2(QH) S CM

Supongamos que (y = & + 09, & € A, 00 € S es la descomposicién ortogonal.
Construiremos por induccién elementos

Co € Z12(U,0), m, € CYL(W,0), & €A, o,€S8

con las siguientes propiedades:
(a) = &—1 + 6my en 2.
(b) ¢ =& + oy
(©) [1Goll oy < 27°CM, (0ol p2qmy < 27°CM.
Consideremos el paso de v a v + 1. Como (, = &, + 0, es una descomposicion
ortogonal se verifica que [|& |2y < [[Goll 2y < 27"C'M. Entonces
Il sy S € Eullagy S 277=CM < 277 1M

Aplicando de nuevo el lema anterior, existen elementos (11 € Z1.(4, O) y 141 €
C,(20, 0) tales que
gv—i-l = &; + 5771}—&-1 en W
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max <HC@+1HL2(H) ) H77v+1HL2(w)) < 27vloM.

Ahora se tiene una descomposicién ortogonal (, 11 = &, 41 + 0yy1, donde §,41 € A
y 0,41 € 5, terminando asi el paso inductivo.

De la ecuacién (o = £ + 0mo, junto con las ecuaciones (a) y (b) hasta v = k se

obtiene i i
€k+zov=§+5<zm> en 2. (%)
v=0 v=0

De (b) y (c) se sigue que

max (vaHLQ(u) g Hav”LQ(ﬂ) J H%Hp(m})) <27°CM.

Entonces limy,_,, & = 0 y las series

(0]
J::Zav es
v=0

ni=>Y m € Ch(W,0)
v=0
convergen. Finalmente de (x) se tiene que o = £ + én en 20. ]

Sean X un espacio topoldgico, Y C X un subconjunto abierto y .# un haz
de grupos abelianos en X. Para todo recubrimiento abierto & = (U;);¢; la familia
UNY = (U;NY)er es un recubrimiento abierto de Y y la restriccién natural

ZY F) — ZH U NY,.Z) induce un homomorfismo H' (U, #) — H'(UNY, F).
Todos los homomorfismo de cada 4 posible dan lugar al homomorfismo de restric-
cion

HY(X,.Z%) — HY(Y,.F).
Si tenemos Y/’ C Y C X abiertos, claramente la restriccion

HYX,Z)— H' (Y %)
es composicion de los homomorfismo

HYX,Z)— H'Y,#) y HWY,Z)— H'(Y'%).

Teorema 2.3.9. Sea X una superficie de Riemann e Y, € Yo C X son abiertos.
Entonces el homomorfismo de restriccion
HY(Y,, 0) — H' (Y1, 0)

tiene una imagen de dimension finita.
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Demostracion. Existe una familia finita de cartas (U, 2;)1<i<n en X y conjuntos
abiertos y relativamente compactos W; € V; € U; € U con las siguientes propie-
dades:

(a) iCcU_ , W,=Y eY":=J_,U; CYs,
(b) Todos los z(U}), z;(U;) v z;(W;) son discos en C.

Sea i = (U;)1<i<n, W = (W;)i<i<n. Aplicando el Lema 2.3.8 la restriccién
H'(U4,0) — H'(20,0) tiene imagen de dimensién finita. Ademads, por el Teo-
rema 2.2.3, H'(U;, 0) = H'(W;, 0) = 0. Aplicando el Teorema de Leray 2.1.10,
HYU,0)=H'\Y",0)y H(2,0) = H(Y',0). Como H'(Y,,0) — H' (Y}, 0)
puede factorizarse asi:

HY(Y,;,0) — H'(Y",0) — H'(Y',0) — H' (Y, 0),
queda probado el teorema. O

Corolario 2.3.10. Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces
dim H'(X, 0) < <.

Demostracion. Como X es compacto, puede tomarse Y; = Y5 = X en el teorema
anterior. [

Definicién 2.3.11. Sea X una superficie de Riemann compacta. El valor
g :=dim H'(X, 0)
recibe el nombre de género de X.

Podria parecer que esta definicién de género para una superficie de Riemann
compacta cualquiera no esta relacionada con el género topoldgico g, d, que hace
referencia al nimero de agujeros o asas que tiene la superficie. Sin embargo, el Teo-
rema de Riemann-Roch nos permitird demostrar que ambas definiciones coinciden
al considerar curvas algebraicas planas.

Para finalizar probaremos que realmente existen funciones meromorfas no cons-
tantes en superficies de Riemann compactas (o en conjuntos relativamente com-
pactos de las no compactas). Este no es un resultado trivial — se necesita gran parte
del desarrollo aqui realizado para demostrar su existencia. De hecho, este es el ma-
yor obstaculo para la prueba de Riemann-Roch al compararlo con la simplicidad
que tiene para curvas proyectivas, donde las restricciones de funciones racionales
a la curva definen funciones meromorfas sobre la misma (y son, de hecho, todas
las que existen).
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Teorema 2.3.12. Sea X una superficie de Riemann e Y € X es un abierto relati-
vamente compacto. Entonces para todo punto a € Y existe una funcion meromorfa
fe#(Y) que tiene un polo en a y es holomorfa en Y\{a}.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.9
k= dimIm (H'(X, 6) — H\(Y, 0)) < .
Sea (Ui, z) un entorno coordenado de a con z(a) = 0. Definamos Uy := X\{a}.

Entonces 4 = (Uy, Us) es un recubrimiento abierto de X.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, donde horizontalmente se
encuentran aplicaciones de restriccion y verticalmente las proyecciones al limite
inductivo:

HY U, 0) —— HYUNY,O)
Hl()l(, 0) —— Hl(}l/, 0)
Del Lema 2.1.7 se sigue que
m: H'UNY,0) = HY(Y, 0)
es inyectivo. Entonces para la restriccién horizontal superior
dimIm (H'(Y4, 0) — H'(UNY,0) < k.

En Uy NU; = U; — {a} las funciones holomorfas
1
; € ﬁ(UlﬂUQ),j:17...,k+]_

representan k + 1 cociclos
¢ € ZNU, 0).
La condicion de finitud implica que las clases de estos cociclos se vuelven lineal-

mente dependientes al restringirlas a Y: existen ¢y, ..., crr1 € C no todos nulos y
una cocadena n = (f1, f2) € C°(UNY, ) tal que en UNY

k+1

> ¢i¢ = on,

j=1

es decir,
k41

1
E Cj—.:fg—fl enUlﬂUgﬂY.
—
‘77

Entonces existe una funcién f € .#(Y') que coincide con f; + Zf;l Cj% en U;NY

y que es igual a fo en Uy NY = Y\{a} Esta es la funcién buscada. O
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2.4. La sucesion exacta de cohomologia

En esta ultima seccion del capitulo trataremos homomorfismos y sucesiones
exactas de haces, asi como la sucesién exacta larga de cohomologia. Los resultados
que veremos nos ofreceran formas de calcular varios grupos de cohomologia.

Definicién 2.4.1. Sean . y ¢ dos haces de grupos abelianos en el espacio to-
pologico X. Un homomorfismo de haces a : F# — ¢ es una familia de homomor-
fismos de grupos

ay : F(U) - 4U), U abierto en X
que son compatibles con los homomorfismos de restriccién, es decir, para cada par

de abiertos U,V C X con V C U el diagrama

F(U) 2 g ((U)

lrestr. lrestr.

F (V) 25 9(V)

es conmutativo.

El nicleo de un homomorfismo de haces se define de la siguiente manera: para
cada U abierto de X sea

H(U) :==ker(F(U) S 4(U)).
Es fécil ver que la familia de grupos £ (U) junto a las restricciones inducidas por
% forman un haz, #°, que llamamos nicleo de o y denotamos por .# = ker av.

Definicién 2.4.2. Sea o : % — ¢ un homomorfismo de haces en el espacio
topolégico X. Por cada x € X hay un homomorfismo inducido en las fibras

Oy @ Fy — Y,

y B .
Una sucesién de homomorfismos de haces .# = & = J se llama ezacta si para

cada x € X la sucesion
7, g P o

es exacta, es decir, ker 5, = Im «,. Una sucesiéon
« « Qap—1
FL— Ty~ o= Ty —— Py, (n>3)
de homomorfismos es exacta si la sucesion

a. %k o a7
Fr — Jk;-&-l — J]H_Q
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es exacta para 1 < k <n — 2.

Un homomorfismo de haces a : . ¥ — ¢ es un monomorfismo si la sucesion
0 - Z 35 & es exacta, y es un epimorfismo si # - 4 — 0 es exacta. Una
sucesion exacta de la forma 0 — % — 4 — 5 — 0 se llama sucesion exacta
corta.

Lema 2.4.3. Sea o : . % — 4 un monomorfismo de haces en X. Entonces para
cada abierto U C X la aplicacion ay : F (U) — 4 (U) es inyectiva.

Demostracion. Sea f € F(U) y ay(f) =0. Como «, : .#, — ¥, es inyectiva para
todo x € X, todos los z € U tienen un entorno abierto V, C U tal que f|V, = 0.
Por el Axioma de Haz I se sigue que f = 0. O]

Lema 2.4.4. Sea 0 — F % G 55 0 es una sucesion exacta de haces en el
espacio topologico X . Entonces para todo abierto U C X la sucesion

0— F(U)S9U) S 2U)
es exacta.

Demostracion. La exactitud de 0 — F(U) = 4(U) es consecuencia del lema
anterior.

Para ver que Ima C ker 3, sea f € Z(U) y g := a(f). Como la sucesion de
fibras %, — ¥, — H, es exacta para todo x € U, se sigue que todo punto x € U
tiene un entorno V,, C U tal que £(g)|V, = 0. Entonces por el Axioma de Haz I se
tiene que 5(g) = 0.

Reciprocamente, sea g € 4(U) con f(g) = 0. Como para todo = € U se
tiene que ker 5, = Im a,, hay un recubrimiento abierto (V;);c; de U y elementos
fi € Z(V;) tal que a(f;) = ¢0; para todo i € I. En la interseccién V; NV} se
tiene que o f; — f;) = 0. Entonces el Lema 2.4.3 dice que f; = f; en V; N'Vj. Por
el Axioma de Haz II existe un f € #(U) con f|V; = f; para todo i € I. Como
a(NHVi = a(f|V;) = g|Vi, se sigue del Axioma de Haz I, aplicado al haz ¢, que

a(f)=g. O

A continuacién vamos a definir varios homomorfismos entre grupos de coho-
mologia. Cualquier homomorfismo « : .% — ¥ de haces en el espacio topoldgico
X induce homomorfismos

o’ HYX, . 7) - H'(X,9),

ol HY(X,.F) = H'(X,9),
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donde a® no es sino ayx : F(X) — 4(X). En el caso de o', el homomorfismo se
construye de la siguiente manera. Sea il = (U;);c; un recubrimiento abierto de X.
Consideremos

oy CH U, F) — CHU, 9)

que manda las cocadenas £ = (f;;) € C*(4,.F) a las cocadenas

ay(€) = (a(fiy) € CH (L Z).

Esta aplicacién lleva cociclos en cociclos y cofronteras en cofronteras, y por tanto
induce un homomorfismo

agy : HY(U, .F) — H' (U, 9).

La coleccion de todos los ay, donde i recorre todos los recubrimientos abiertos de

X, induce el homomorfismo a'.

Consideremos ahora la sucesién exacta de haces en X
073595 7.
Un homomorfismo conector
5 HY (X, ) — H' (X, .F)

se define de la siguiente forma. Sea h € H°(X,#) = #(X). Como todos los
homomorfismos (3, : ¥, — £, son sobreyectivos, existe un recubrimiento abierto
U= (Uy)ier de X y una cocadena (g;) € C°(L, ¥4) tal que

B(g;) = h|U; para todoi € I. (1)

Por tanto 5(g; — ¢g;) = 0 en U; N U;. Por el Lema 2.4.4 existe f;; € #(U,NU;) tal
que

a(fi;) = gi — 95- (2)
En U; N U; N Uy, se tiene que o(f;; + fix — fir) =0, y por 2.4.3 fi; + fir = fir, €s
decir,

(i) € Z (W, F).

Ahora sea §*h € H'(X,Z) la clase de cohomologia representada por (fi;). Se
comprueba que la definicién no depende de las elecciones realizadas.

Teorema 2.4.5 (Sucesién exacta larga de cohomologia). Sea X un espacio to-
pologico. Una sucesion exacta corta de haces en X

0 Z395% w_o
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mduce una sucesion exacta larga entre grupos de cohomologia:

0 —— HYX, 7) " B(X,9) 2 HOX, )

T X, F) —2 HA(X,9) s HY(X, )

Demostracion.

(a)
(b)

(c)

La exactitud en H(X, #) y H*(X,¥) se sigue del Lema 2.4.4.

Sea g € H'(X,¥) y h := °(g). En la construccién de 6*h anterior puede
elegirse g; = g|U;. Pero entonces f;; = 0 y entonces 6*h, probando que
Im 3° C ker §*.

Reciprocamente, sea h € ker §*. Recuperando de nuevo la notacién de la cons-
truccién anterior podemos representar 6*h por el cociclo (fi;) € Z'(i, F).
Como 0*h = 0 existe una cocadena (f;) € C°(8,.%) tal que fi; = fi — f;
en U; N Uj. Definimos §; := ¢; — a(f;). Entonces §; = g; en U; N U; porque
a(fi;) = g; — gj. Entonces los g; son restricciones de algin elemento global

g € H(X,9). En U se tiene que 3(g) = B(3:) = B(gi — a(fi)) = Blgi) = h,
es decir, h € Im 3°, concluyendo que ker §* C Im 30 y por tanto se tiene la
igualdad.

Im §* C ker o' se sigue de (2) en la construccién anterior.

ker ! C Imd*. Sea & € ker o' representado por el cociclo (fi;) € Z (4, .F).
Como o (£) = 0, existe una cocadena (g;) € C°(4,9) tal que a(fi;) = i — g,
en U; N U;. Esto implica que

0= pB(a(fij) = B(g:) — B(g;) en U;NU;.
Entonces existe h € 7 (X) = H°(X, ) tal que h|U; = B(g;). La construc-

cién anterior muestra que 0*h = &.

Im o' C ker 8. Esto se sigue de que
FUNU) S 9UNU) S 200U,

es exacta por el Lema 2.4.4.

ker 8! C Ima'. Sea 1 € ker 8! representado por el cociclo (g;;) € Z*(U,9),
donde 4 = (U;);er. Entonces existe una cocadena (h;) € C°(U, ) tal que
B(gi;) = h; — h;. Para todo z € X elegimos 7o € I con z € U,,. Como
By 9, — J, es sobreyectivo existe un entorno abierto V, C U,, de x
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y un elemento g, € ¥4(V,) tal que B(g.) = hre|Ve. Sea B = (Vy)pex ¥
Gey = Grory| Ve NV,. Entonces (g.,)) € Z*(0, %) es un cociclo que representa
la clase de cohomologia 7. Definamos ¢y := Gz — ¢ + gy El cociclo (¢,,)
es cohomoélogo a (§yy) ¥ B(¢sy) = 0. Entonces existe f,, € .Z#(V, NV,) tal

que o fzy) = Yuy. Puesto que
a: FV,nV,NV,) =>94(V,NnV,NV,)
es inyectivo por el Lema 2.4.3, (f,) € Z' (0, .#). Entonces la clase de coho-
mologia £ € H'(X,.F) de (f.,) satisface o' (&) = 7.
0

Teorema 2.4.6. Sea 0 — . F 5 & i FC — 0 es una sucesion exacta de haces en
el espacio topoldgico X tal que H'(X,9) = 0. Entonces

HY(X,.7) = #(X)/pY(X).

Demostracién. Como H'(X,%9) = 0, por el Teorema 2.4.5 se tiene la sucesion

exacta i
9(X) %5 #(X) S HY(X, F) — 0.

El resultado se sigue del primer teorema de isomorfismos. O

Vamos a describir como es este isomorfismo
D : Hl(X,?) 5 H(X)/PY(X).

Por el Lema 2.4.4 siempre podemos asumir que .% = kerfy a : . F — 4 es la
inclusion.

Sea £ € H'(X,.#) una clase de cohomologia representada por el cociclo (f;;) €
ZY U, F) € ZYU,9). Como H'(U,9), existe una cocadena (g;) € C°(U,¥) tal
que fij = gi — gj en Uz N Uj. COI’HO ﬁ(f”) = O, ﬁ(gz) = ﬁ(gj) coinciden en Uz N
U; y existe un elemento global h € J#(X) con h|U; = ((g;). Entonces ®(&) es
la clase de h médulo f¥(X). El hecho de que ® es el inverso del isomorfismo
H(X)/pY(X) = HY(X,.Z) inducido por la sucesién exacta de cohomologia se
sigue de (e) de la demostracién del Teorema 2.4.5.

Teorema 2.4.7 (de Dolbeault). Sea X wuna superficie de Riemann. Existen iso-
morfismos

(o) H(X,0) = &%(X)/d"8(X),
(b) H'(X,Q) = & (X)/dEM(X).
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Demostracion. Buscamos aplicar el teorema anterior a dos sucesiones exactas cor-

tas.

(a)

(b)

0= 0 = &2 &0 50 La aplicacién @ — & es la inclusién. Por el
Teorema 2.1.9 sabemos que H'(X,&) = 0, y gracias al Lema de Dolbeault
2.2.2 tenemos la exactitud.

0= Q&0 L £ 0. Para ver que H' (X, &) basta con aplicar el teo-
rema 2.4.5 a la sucesién del apartado anterior. Como €2 = ker <£0’1 4, 5’(2)),

falta probar que d : &' — &) es sobreyectiva. Respecto a una carta (U, z),
se tiene que

d(fdz) :%dz/\dz.

Para todo abierto V' C U tal que z(V) C C es un disco podemos aplicar el
Lema de Dolbeault de nuevo para ver que d : &0(V) — & (V) es sobre, y

por tanto d : &0 — &P es sobreyectiva para todo a € X.

]



Capitulo 3

El Teorema de Riemann-Roch

Habiendo realizado todo el trabajo previo necesario, en este capitulo demostra-
mos finalmente el Teorema de Riemann-Roch. Probaremos también otro resultado,
el Teorema de Dualidad de Serre, que nos ayudara a interpretarlo y a conectar las
dos definiciones de género que hemos dado a lo largo del texto.

3.1. El Teorema de Riemann-Roch

El Teorema de Riemann-Roch es un resultado fundamental dentro de la teoria
de las superficies de Riemann compactas y también en la geometria algebraica.
En nuestro caso, establecera restricciones en el nimero de funciones meromorfas
linealmente independientes que pueden definirse en una superficie de Riemann
compacta cuando se dan ciertas restricciones en sus polos.

Definicién 3.1.1. Sea X una superficie de Riemann. Un divisor de X es una
aplicacion

D:X =7

tal que para cualquier compacto K C X existen tinicamente un nimero finito de
puntos x € K tal que D(z) # 0. Junto a la suma, el conjunto de todos los divisores
en X forman un grupo abeliano, que denotaremos por Div(X). También existe un
orden parcial: si D, D’ € Div(X), decimos que D < D' si D(z) < D'(x) para todo
r e X.

Definicién 3.1.2. Sean X una superficie de Riemann y un abierto Y C X. Para

74
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una funcién meromorfa f € #(Y) y a € Y definimos el orden de f en a como

0 si f es holomorfa y no nula en a,

k si f tiene un cero de orden k en a,

ord,(f) ==

—k si f tiene un polo de orden £ en a,

oo si f es idénticamente nula en un entorno de a.

Entonces para cualquier funcién f € #(X) — {0}, la aplicaciéon x — ord,(f) es
un divisor en X que recibe el nombre de divisor de f y se denotard por (f).

Definicién 3.1.3. Se dice que f un maltiplo del divisor D si (f) > D. En parti-
cular, f es holomorfa si y sélo si (f) > 0.

Para una 1-forma meromorfa w € .#(Y") podemos definir su orden en a € Y
de la siguiente forma. Elijamos un entorno coordenado (U, z) en a. Entonces en
U NY podemos escribir w = fdz, donde f es una funcién meromorfa. Definiendo
ord,(w) := ord,(f) no hay ambigiiedad por la eleccién de carta. De nuevo, para 1-
formas w € .M (X)—{0} la aplicacién o + ord,(w) es un divisor en X, denotado
por (w). Para f,g € 4 (X) — {0} y w € .4V (X) — {0} se tiene:

(fg) =) +(9), A/f)==(), (fw)=({)+ W)

Definicién 3.1.4. Un divisor D € Div(X) se denomina divisor principal si existe
una funcién f tal que D = (f). Se dice que dos divisores D, D’ € Div(X) son
equivalentes si su diferencia D — D’ es un divisor principal. Por un divisor candénico
nos referimos al divisor (w) de una 1-forma meromorfa w € .#" — {0}.

Dos divisores canénicos son siempre equivalentes: si wy,w, € 4 — {0}
entonces existe una funcién f € #(X) — {0} tal que w; = fw,, y entonces

(w1) = (wa) = (f).

Definicién 3.1.5. Sea X una superficie de Riemann compacta. Para todo D &€
Div(X) sélo existiran un ntimero finito de x € X con D(z) # 0, luego podemos
definir una aplicacion llamada grado,

deg : Div(X) = Z, degD:=)» D(x).

zeX
Esta aplicaciéon es un homomorfismo de grupos.

En particular, deg(f) = 0 para cualquier divisor principal (f) en una superficie
de Riemann compacta de Riemann, ya que por el Corolario 1.7.10 una funcion
meromorfa tiene tantos ceros como polos. Esto implica que divisores equivalentes
tienen el mismo grado.
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A continuacién vamos a definir los haces de funciones meromorfas a los que se
referira el teorema de Riemann-Roch.

Definicién 3.1.6. Sea D un divisor en una superficie de Riemann X. Para un
abierto U C X se define el haz de funciones meromorfas que son miltiplos de —D,

Op(U) = {f€.#WU)|(f)>-DenU}.

Junto con la restricciones naturales &p es un haz.

En topologia algebraica es habitual denotar a H°(X, 0p) por L(D) y a su
dimensién por [(D) := dim £(D), que como veremos a continuacion es finita para
superficies de Riemann compactas.

En particular, si D = 0 se tiene que 0y = €. Si dos divisores D, D’ € Div(X)
son equivalentes, entonces 0p y Op: son isomorfos. Para ver un isomorfismo que
los conecta escogemos ¢ € #(X) — {0} tal que D — D’ = (¢). Entonces el
homomorfismo de haces inducido por la multiplicacién por v,

Op — Op, [—=yf

es un isomorfismo.

Proposiciéon 3.1.7. Sea X wuna superficie de Riemann compacta y sea D €
Div(X) un divisor con deg D < 0. Entonces H*(X, Op) = 0.

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo: supongamos que existe f €
H°(X,0p) con f # 0. Entonces (f) > —D y por lo tanto deg(f) > —deg D > 0.
Pero deg(f) = 0 por ser un divisor principal, llegando asi a un absurdo. O

Definicién 3.1.8. Sea P un punto de una superficie de Riemann X. Definimos el
haz rascacielos Cp en X por

C siPel,

Crll) = {0 SiP¢U

para todo U C X abierto y con las restricciones obvias.

Por un lado, es trivial que H°(X,Cp) = C. Por otro lado, observemos que
HY(X,Cp) = 0: sea £ € H(X,Cp) representado por un cociclo en Z*(4, Cp).
El recubrimiento 4 tiene un refinamiento U = (V,)aca tal que el punto P estd
contenido en un solo V. En tal caso, Z!(%0,Cp) = 0 y por lo tanto £ = 0.

Consideremos ahora un divisor arbitrario D de X. Para un punto P € X
denotaremos también por P al divisor que toma valor 1 en P y 0 en el resto de X.
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Entonces D < D + P, de lo cual se construye una inclusién natural &p — Op, p.
Sea (V,z) un entorno coordenado de P en X tal que z(P) = 0. Definamos el
homomorfismo de haces

B:0pip —Cp

de la siguiente manera. Sea U C X un subconjunto abierto. Si P ¢ U, entonces [y
es el homomorfismo nulo. Si P € Uy f € Op,p entonces f admite una expansién
en serie de Laurent en torno a P, que respecto a la coordenada z es

f= i cn2"

n=—k—1

donde k = D(P). Definimos
5[](]0) =c_p1 €C= Cp(U)

Obviamente § es un homomorfismo de haces y 0 — 0p — Op.p E) Cp — 0O es
una sucesion exacta corta. Por el Teorema 2.4.5 esta induce la sucesion exacta

0 —— HY%X,0p) —— HYX,0p.p) » C >
(%)

E— Hl(X, ﬁD) E— Hl(X, ﬁDer) — 0.

Corolario 3.1.9. Sean D < D’ divisores en una superficie de Riemann compacta
X. Entonces la aplicacion de inclusion O'p — Op: induce un epimorfismo

HY(X,0p) — H'(X,0p) — 0.

Demostracion. Si D' = D + P, con P el divisor dado por un punto, por el ra-
zonamiento anterior (x) se tiene el resultado. En general, puede escribirse D' =
D+ P +---4+ P, con P; € X no necesariamente distintos, y en un nimero finito
de pasos se demuestra la igualdad. O]

Teorema 3.1.10 (de Riemann-Roch). Sea D un divisor de una superficie de Rie-
mann compacta X de género g = dim HY(X, 0). Entonces los espacios vectoriales

H(X,0p) y HY(X, Op) son de dimension finita y
dim H(X, Op) — dim H' (X, Op) =1 — g + deg D.
Demostracion. En primer lugar, el resultado se verifica para el divisor D = 0, ya

que H°(X, 0) = 0(X) consiste tinicamente de funciones constantes y por lo tanto
dim H°(X, 0) = 1, asf como g = dim H*(X, &) por definicién.
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Supongamos que D es un divisor, P € X un puntoy D’ = D+ P de forma que
el resultado se cumple para uno de los divisores D o D’. Las sucesiones exactas de
cohomologia (*) pueden separarse en dos sucesiones exactas cortas: si definimos

Vi:=Im(H(X,Op) — C), W:=C/V
entonces dimV 4+ dim W =1 = deg D’ — deg D y las sucesiones

0— H'X,0p) = H(X,Op) =V =0,

0—W — H'(X,0p) = H (X,0p) =0

son exactas. Por lo tanto todos los espacios vectoriales involucrados poseen dimen-
sién finita y se obtienen las igualdades

dim H*(X, Op/) = dim H*(X, Op) + dim V,
dim H' (X, Op) = dim H' (X, Op/) + dim W.
Sumando ambas ecuaciones y reordenando se llega a
dim H*(X, Op/) — dim H' (X, Op/) — deg D' =
= dim H%(X, 0p) — dim H*(X, Op) — deg D.

Esta ecuacion implica que si para uno de los dos divisores el teorema es cierto,
también lo es para el otro. Puesto que un divisor cualquiera puede escribirse como

D:P1+"'+Pm_Pm+1_"'_Pn7

con P; € X puntos, empezando desde el divisor cero podemos probar en un ntimero
finito de pasos que el teorema es cierto para cualquier divisor D. O

En el caso de trabajar exclusivamente con curvas algebraicas planas no singula-
res es posible realizar demostracién del Teorema de Riemann-Roch sin la necesidad
de definir los grupos de cohomologia. Esta prueba, que puede encontrarse en [7,
§6.3|, afirma lo siguiente:

Teorema 3.1.11 (Riemann-Roch, versién geométrica). Si D es un divisor de una
curva algebraica plana no singular C' de género (topoldgico) g, en P? y K es un
divisor canonico en C, entonces

dim H°(C, Op) — dim H(C, Ok _p) =1 — g, +deg D.
La siguiente seccién nos permitird ver como ambos enunciados del teorema son

equivalentes, con lo que podremos hallar la igualdad entre ambas definiciones de
género.



Teorema de Dualidad de Serre 79

3.2. Teorema de Dualidad de Serre

Con el Teorema de Dualidad de Serre podemos dar una interpretacién a
HY(X,Op): su dimensién es igual al méximo nimero de 1-formas meromorfas
linealmente independientes que son multiplos del divisor D. Con él podremos con-
cluir que las dos definiciones de género de una superficie dadas en este trabajo,
tanto el nimero de agujeros como la dimension del primer grupo de cohomologia
de funciones holomorfas, son equivalentes: por un lado veremos cémo los enuncia-
dos de los Teoremas 3.1.10 y 3.1.11 son equivalentes y por otro lado aplicaremos
la férmula de Riemann-Hurwitz para considerar una superficie de Riemann com-
pacta como un recubrimiento de la esfera de Riemann P!, que es en realidad lo
que hicimos para obtener una triangulacién de una curva algebraica plana en la
Seccion 1.4.

Sea X una superficie de Riemann compacta. Por el Teorema de Dolbeault 2.4.7
la sucesion exacta
05004 60 50
induce un isomorfismo H'(X,Q) = £®/d&'0(X). Sean € € H'(X,Q) y w €
&@(X) un representante suyo segtin el isomorfismo. Definamos la siguiente forma

lineal )
RGS(S) = %/\/A}V( W,

que esta bien definida gracias al Teorema 1.7.8.

Definicién 3.2.1. Dado un recubrimiento 4 = (U;);c;, una cocadena p = (w;) €
CO(U, .4 ™M) recibe el nombre de distribucién de Mittag-Leffler si las diferencias
w; — w; son holomorfas en U; N Uj, es decir, du € Z (84, Q). Por [ou] € H'(X,Q)
denotamos la clase de cohomologia de dpu.

Dado a € X vamos a definir el residuo de la distribucion de Mittag-LefHer
i = (w;) de la siguiente forma. Elegido ¢ € I tal que a € U; definimos

Res, (1) == Resq(w;).

Si a € U;NUj, la diferencia w; — w; es holomorfa, por lo que w; y w; tienen el
mismo residuo en a y Res, (1) no depende de la eleccién de 1.

Si ahora suponemos que X es compacta solo habra un nimero finito de a € X
con Res,(p) # 0. Podemos asi definir

Res(p) = Z Res, (1).

Con el siguiente resultado veremos la relaciéon entre este residuo y la forma lineal

Res.
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Proposicién 3.2.2. Utilizando la notacion anterior,

Res(u) = Res([0p]).

Demostracion. Para calcular Res([dp]) debemos construir el isomorfismo
HY(X, Q)= &P Jds0.

Como du = (w; —w;) € Z1 U, Q) € 21, &) y HY(X, &) = 0, existe una
cocadena (0;) € CO(4h, &10) tal que

Wi —W; =0; — 05 enUiﬁUj.

Entonces d(w; — wj) = d"(w; — w;) = 0 implica que do; = do; en U; N Uj, luego
existe una 2-forma global 7 € &@ tal que 7|U; = do;. Esta forma diferencial es

representante de [du] y
1
Res([6)1]) = %//XT

Sean a;, ...,a, € X el numero finito de polos de py sea X' = X — {ay,...,a,}.
En X'NU;NU; se tiene 0; —w; = 0; —w;. Por lo tanto existe una forma diferencial
ce&V(X)talque o =0, —w;en X' NU;, y7=do en X'

Para cada aj, existe un i(k) € I tal que aj, € Usy. Elegimos cartas (V4, ay) tal
que Vi C Uy v 2r(ar) = 0; sin pérdida de generalidad podemos asumir que los
Vi son disjuntos dos a dos y que zx(Vy) C C es un disco. Para cada k elegimos
una funcién fi, € &(X) tal que Sop(fx) C Vi y tal que existe un entorno abierto
V! C Vi de ai, con fi|Vi = 1. Definamos

g=1=(fi+-+/n)

Como g|V} = 0, go puede extenderse en los puntos a; con valor cero y puede
considerarse un elemento de &°(X). Por el Teorema 1.7.8 se tiene

/ /X d(go) = 0.

En V) — {a;} se tiene d(fro) = do = d(oi) — wik)) = doiwy, y d(fro) puede
continuarse de forma diferenciable a a;. Como fro se anula en X'\Sop(fx), d(fro)
puede considerarse un elemento de &), Entonces podemos escribir 7 = d(go) +
> d(fxo), lo cual implica que

/ /X .- ; / /X A(fro) = kg / /V dlfion ~ osun)
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De nuevo por el Teorema 1.7.8,

//Vk d(froik) =0

y al igual que en el Teorema del residuo 1.7.9 se muestra que

// d(fkwi(k)) = —QWiReSak (wi(k)).
Vi

Juntando todo se obtiene

1 n
o //X = ; Resg, (wiky) = Res(u).

]

Sea X una superficie de Riemann compacta. Para cualquier divisor D €
Div(X) consideramos el haz Qp, tal que si U C X es abierto entonces

Qp(U) == {w e .Y (U)|ord,(w) > —D(x)Vz € U}.

En particular Qy = €2 es el haz de todas las 1-formas holomorfas.

Sea w € #M(X) es una 1-forma meromorfa no trivial en X, por ejemplo
w=dg con g € #(X) es una funcién meromorfa no constante, y denotemos por
K al divisor de w. Para un divisor D € Div(X) cualquiera la multiplicacién por w
induce un isomorfismo de haces

Opix = Qp, [ fw.

Lema 3.2.3. Existe un entero kg € Z tal que para todo D € Div(X),
dim H°(X,Qp) > deg D + k.

Demostracion. Conservando la notaciéon, consideramos w, K y g el género de X.
Definimos kg := 1 — g 4+ deg K. Por el Teorema de Riemann-Roch 3.1.10,

dim H(X,Qp) = dim H(X, Op k) =
=dim HY(X,Opyr) +1—g+deg(D + K) >
> deg D + k.
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Dada X una superficie de Riemann compacta y D € Div(X) un divisor, el

producto
Q_DXﬁD—)Q, (w,f)l—>wf

induce una aplicacién
HY(X,Q_p) x H'(X,0p) — H'(X,Q).

La composicién de esta aplicacién con la forma lineal Res : H'(X, Q) — C produce
una aplicacién bilineal

(,):H(X,Q_p) x HY(X, Op) — C,
(w,€) = Res(we).
Este producto induce una aplicacion lineal
rp: H(X,Q,) - H'(X, Op)*
de H°(X,Qp) en el dual de H'(X, Op).

Teorema 3.2.4 (de Dualidad de Serre). Para cualquier divisor D de una superficie
de Riemann compacta X la aplicacion

rp: HY(X,Q_p) = H' (X, 0p)*

es un isomorfismo.

Dividimos la demostracion de este teorema en los Lemas 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7 y 3.2.8.
Lema 3.2.5. La aplicacion rp es inyectiva.

Demostracién. El objetivo es probar que para todo w € H°(X,Qp) no nulo existe
¢ € HY(X,Op) tal que (w,&) # 0. Sea a € X tal que D(a) = 0y (Up,2) un
entorno coordenado de a con z(a) = 0y D|Uy = 0. En Uy podemos escribir
w = fdz, f € O,), y sin pérdida de generalidad podemos suponer que f no

tiene ceros en Uy — {a}. Definimos U; = X — {a} y U = (Uy, U;). Sean = (fo =
1/(2f), f1 =0) € C°(U, A). Entonces

d
wn = (5,0) e COu, .M
es una distribucién de Mittag-Leffler con Res(wn) = 1. Ademds se tiene que 07 €

ZY U, Op) — denotamos & = [dn] € H' (X, Op). Como wé = w - [dn] = [6(wn)] del
Teorema 3.2.2 se sigue

(,€) = Res(w) = Res((3(wn)]) = Res(wn) = L.
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Ahora nos centraremos en probar su sobreyectividad. Consideremos dos divi-
sores D, D' € Div(X) de una superficie de Riemann compacta X con D' < D. Por
el Corolario 3.1.9 la inclusién 0 — &p — O'p induce el epimorfismo

HYX,0p) — H' (X, 0p) — 0,

que a su vez induce un monomorfismo en los espacios duales, denotado por i3, :

iD,
0— HY(X,0p)" 2 H (X, Op)*.

Es facil comprobar que el siguiente diagrama conmuta:

iD,
0 —— Hl(X, ﬁD>* L) Hl(X, ﬁD’)*

TDT TTD'

0 —— HY(X,Q_ p) — H'(X,Q_p)

Lema 3.2.6. Sean A € H'(X,0p)* yw € H°(X,Q_p/) tal que
iD(\) = rp(w).

Entonces w también es un elemento de H*(X,Q_p) y A = rg(w).

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo suponiendo que w no es un
elemento de H°(X,€_p). Entonces existe a € X tal que ord,(w) < D(a). Sea
(Uy, z) un entorno coordenado de a con z(a) = 0. En Uy podemos escribir w =
fdz, f € #(Uyp). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Uy verifica que

(a) DIUy —{a} =0, D'lUy—{a}=0.
(b) f no tiene ni ceros ni polos en Uy — {a}.

Definamos Uy = X — {a} y U = (Uy,Uy). Sean = (fo = 1/(2f), f1 = 0). Como
ord,(w) < D(a) se tiene también que n € C°(4, Op). En tal caso

on e ZV 4, 0) = Z' (4, Op) = Z'(Y, Op)

Denotemos por &'y € las clases de cohomologia de én en H(X, Op) y HY(X, Op)
respectivamente; en particular &€ = 0. Por hipoétesis,

(w, &) =i (N)(E) = AE) = 0.
Por otro lado, como wn = ((dz/z),0), se tiene que
(w, &) = Res(wn) =1,

llegando asf a una contradiccién, por lo que w € H°(X,Q_p). Como i, = rp/(w) =
i (rp(w)), la igualdad A = rp(w) se sigue de la inyectividad de i5,. O
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Consideremos ahora dos divisores D, B de una superficie de Riemann compacta
X y una funcién meromorfa ¢ € H°(X, Oz). El morfismo de haces

Op-p xat Op, [f—=if
indice una aplicacién lineal H(X, 0p_p) — HY (X, Op) que a su vez induce otra
HY(X,0p)* - H' (X, Op_p)"
que denotaremos también por . Por definicién
(WA)(E) = A(¥€), para A € H'(X,Op)*, & € H' (X, Op_p).

El diagrama

HY(X, Op) —— H\(X,Op_p)"

rdT PD,B

HY(X,Q,) —% HY(X,Q pip)

conmuta, donde la aplicacion indicada por la flecha horizontal de la segunda fila
es la multiplicacién por 9. Esto se tiene gracias a que (Yw, &) = (w, ¥E).

Lema 3.2.7. Si € H(X, Op) no es el elemento cero, entonces
Y : HY(X,0p)* = H (X, Op_p)*

es inyectiva.

Demostracion. Sea A := () > —B el divisor de . La aplicaciéon Op_p N Op
factoriza por Opy 4, es decir,

P
Op-p — Opia — Op,
donde Opy 4 N Op es un isomorfismo. Como la aplicacion HY(X,Op_g) —

HY(X,0p, 1) inducida por la inclusién &p_p — Op, 4 es un epimorfismo por
el Corolario 3.1.9, se sigue que

Y :HY(X,0p ) — H' (X, Op)
también es un epimorfismo, obteniendo asi la inyectividad para los duales. O

Ahora estamos en condiciones de probar la sobreyectividad de rp.

Lema 3.2.8. La aplicacion rp es sobreyectiva.
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Demostracién. Dado A € H' (X, Op)* queremos probar que A € Imrp, para lo
cual crearemos un elemento que rp envie en A. Sea P un divisor con deg P =1y
para cualquier n natural sea

D, =D —nP.

Denotemos por A C H' (X, Op,)* el subespacio vectorial de todas las formas linea-
les ¢\, donde ¢ € H°(X, O,p). Gracias al Lema 3.2.7 A es isomorfo a H(X, 0,p),
y se sigue del Teorema de Riemann-Roch 3.1.10 que

dimA>1—-g+n
donde g es el género de X. Por el Lema 3.2.3 el subespacio vectorial
Im (rp,) € H'(X, Op,)*

satisface
dimIm (rp,) = dim H*(X,Q_p, ) > n + kg — deg D.

Para n > deg D se tiene deg D,, < 0y por lo tanto H°(X, @p_) = 0. Por Riemann-
Roch 3.1.10,

dim H (X, 0p, ) =g—1—degD, =n+g—1—degD.
Para n suficientemente grande se verifica
dim A + dimIm (rp,) > dim H' (X, Op, )",
lo cual implica que ANTm (rp,) # 0. Entonces existen ¢ € H*(X, 0,,p) con ¢ # 0

ywe HY(X,Q p,) con Y\ =rp, (w). Sea A := (), luego v € HY(X, 04), y sea
D' := D, — A< D. Entonces

1 1 1
iD= =Y\ =—r w:r/<—w>.
Solo falta aplicar el Lema 3.2.6 de forma que wy := (1/¢)w € HY(X,Q_p) y
A= TD((JJ()). ]

Con esto queda demostrado el Teorema de Dualidad de Serre 3.2.4. Una de
sus principales aplicaciones es la igualdad

dim H'(X, Op) = dim H*(X,Q_p),
que permite reescribir el Teorema de Riemann-Roch 3.1.10 como

dim H°(X, 0_p) — dim H*(X,Qp) =1 — g — deg D
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Si en particular tomamos D = 0 obtenemos
g =dim H' (X, 0) = dim H°(X, Q),

es decir, el género de una superficie de Riemann compacta es igual al maximo
nimero de 1-formas holomorfas linealmente independientes que pueden definirse
en ella.

Proposicion 3.2.9. Sea D un divisor en una superficie de Riemann compacta X .
Entonces
HY(X,0_p) = H'(X,Qp)".

Demostracion. Sea w € MW (X) una I-forma meromorfa no nula en X y sea
K su divisor. Hemos visto que multiplicando por esta forma podemos inducir
isomorfismos Qp = Op.x v O_p = Q_p_k, y aplicando el Teorema de Dualidad
de Serre 3.2.4

HY(X,0_p) = H'(X,Q_p_g) 2 H (X, Oprx)" = H'(X,Qp)".
O

Siguiendo la demostracion de esta proposiciéon podemos reescribir una vez mas
el Teorema de Riemann-Roch para obtener una expresién idéntica a su version
geométrica 3.1.11: considerando que

dim H'(X, 0p) = dim H*(X,Q_p) = dim H*(X, Ok _p)
el Teorema de Riemann-Roch es
dim H(X, Op) — dim H*(X, Ox_p) =1 — g + deg D,

y si X es en particular una curva algebraica plana no singular C' obtenemos la
igualdad de géneros g = g, buscada.

Corolario 3.2.10. La aplicacion
Res: H'(X,Q) — C
es un isomorfismo.

Demostracion. Se deduce tomando D = 0 en la Proposicién 3.2.9 y observando
que dim H'(X,Q) = dim H(X, 0) = 1. O

Veamos algunas consecuencias mas de los Teoremas de Riemann-Roch y de
Dualidad de Serre.
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Proposicion 3.2.11. El divisor de cualquier 1-forma meromorfa no nula w en
una superficie de Riemann compacta de género g verifica

deg(w) = 29 — 2.
Demostracion. Sea K = (w). Por Riemann-Roch
dim H°(X, Og) —dim H* (X, Ok) =1 — g + deg K.
Puesto que se tiene 2 = O, entonces
1—-g+degK =dimH(X,Q) —dim H'(X,Q) =g —1
y por lo tanto deg K = 2g — 2. O]

Proposicién 3.2.12. Sea X una superficie de Riemann compacta de género g y
un divisor D en X. Si deg D > 2g — 2 entonces

HY (X, Op) = 0.

Demostracion. Sea w € .4V (X) - {0} y sea K = (w) su divisor. El producto por
esta forma crea un isomorfismo Q2_p = Ok _p, por lo que

H'(X, 0p)" = H'(X,Q_p) = HY(X, Ox_p).

Si deg D > 2g — 2 entonces deg(K — D) < 0 debido a la Proposicién 3.2.11.
Aplicando la Proposicién 3.1.7 se concluye que H°(X, Ox_p) = 0, de lo que se
deduce el resultado. O]

Corolario 3.2.13. Sea X una superficie de Riemann compacta y sea M el haz
de funciones meromorfas en X. Entonces

HY(X,.#) = 0.

Demostracion. Sea & € HY (X, .#) una clase de cohomologia con representante
(fij) € ZY(U, A). Tomando refinamientos de 4 puede suponerse sin pérdida de
generalidad que el nimero total de polos de cada f;; es finito. Entonces existe un
divisor D con deg D > 2g—2 tal que (f;;) € Z*(U, Op). Por la proposicién anterior
este cociclo es cohomoélogo al cero segin el haz 0y, luego también lo es relativo al
haz . O

Para finalizar demostraremos la féormula de Riemann-Hurwitz, que permite
conectar de manera alternativa el concepto topoldgico del género con el definido a
partir del primer grupo de cohomologia.
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Definicién 3.2.14. Sean X e Y superficies de Riemann compactas y sea f : X —
Y una aplicacién holomorfa no constante. Para x € X sea vy(x) la multiplicidad
de f en z (cf. Definicién A.19). El nimero

by(e) = vy(a) — 1

se denomina el orden de ramificacién de f en x. En particular bs(z) = 0 si y sélo si
f no esté ramificada en x. Como X es compacto existe un ntimero finito de puntos
x € X tales que bs(z) # 0. Podemos asi definir el orden total de ramificacion de

s
= by(x)

zeX

Teorema 3.2.15 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sea f : X — Y un recubri-
miento holomorfo de n hojas entre superficies de Riemann compactas X eY con
orden total de ramificacion b = b(f). Sea g el género de X y ¢’ el género de Y.
Entonces

b
—+n(¢'—1)+1.

9:2

Demostracion. Sea w una 1-forma meromorfa no idénticamente nula definida en
Y. Entonces deg(w) = 2¢' — 2 y deg(f*w) = 2g — 2. Supongamos que =z € X
y f(x) = y. Por la Proposicién 1.2.1 existen entornos coordenados (U, z) de x y
(U’,w) de y con z(z) = 0 = w(y) tales que respecto a estas coordenadas podemos
escribir f como w = z¥, donde k = v;(x). En U’ sea w = ¢(w) dw. Entonces en U
se tiene que

frw = (") dF = k2F1p(2F) dz
Esto implica que

ord, (f*w) = bs(x) + vs(x) ord, (w).

> i) =n,

zef~1(y)

Puesto que

para todo y € Y se tiene que

Z ord,( Z bf )+ nord,(w).

z€f~1(y) zef-t

deg(f*w) =Y _ordy(f'w) =Y Z ord, (f*w) =

reX yeY zef-1

—be +n20rd (f) +n deg(w),

zeX yey

Por lo tanto
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lo que implica que 2g — 2 = b+ n(2¢’ — 2) de lo que se deduce la férmula. ]

Para el caso especial de un recubrimiento de n hojas 7 : X — P! de la esfera
de Riemann con orden total de ramificacién b = b(7), el género de la superficie de
Riemann puede expresarse como

b
=—-—n+1
9=3 +
Si recordamos lo visto en la Seccién 1.4 dedicada a las curvas algebraicas planas, y
en especial la Proposicién 1.4.13, habiamos deducido que la caracteristica de Euler
de una curva C' dada a partir de un polinomio homogéneo de grado d verificaba la
relacion

X(C) = dx(P') —b=2d —b,

donde utilizamos que x(P!) = 2, lo cual puede verse a partir de una sencilla
triangulacién de la esfera formada por 3 vértices, 3 aristas y 2 caras. Si ahora
calculamos el género topologico

1 1 b
9= 52— X)) = 5(2 -2+ =2 —d+1,
2 2 2
solamente tenemos que ver que n = d para poder unir las dos definiciones de
género.
Proposicién 3.2.16. Una curva algebraica plana no singular C' de grado d es un

recubrimiento de d hojas de la esfera de Riemann P!,

Demostracion. Suponiendo sin pérdida de generalidad que [0, 1, 0] ¢ C'. De acuerdo
con el Corolario A.22 la aplicacién

es un recubrimiento de n hojas para cierto n € N. Ahora bien, siguiendo el Lema
1.4.7 y el Teorema A.20 ¢ toma cada valor [a, c] € P! un total de d veces contando
multiplicidades, es decir, es un recubrimiento de d hojas. O]

Con esto hemos concluido una vez mas la igualdad de los géneros g = g,. Para
finalizar veamos cémo la formula género-grado 1.4.15 no es sino un caso particular
de la formula de Riemann-Hurwitz:

Corolario 3.2.17. El género g de una curva algebraica plana no singular C de
grado d es

g=5(d—1)(d~2)
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Demostracion. De los Lemas 1.4.9 y 1.4.10 podemos suponer que b = d(d — 1).
Basta entonces con sustituir b en la férmula de Riemann-Hurwitz y el recubrimiento
¢:C — P

b
g:——d—|—]_:

) 1
5 (d —d—2d+2)—§(d—1)(d—2).

| —



Apéndice A
Resultados topoldgicos

En este apéndice se recogen resultados de cardcter topoldgico pertenecientes a
la teoria de espacios y aplicaciones recubridores que por su naturaleza no resulta
adecuado incluirlos en el cuerpo del trabajo. Para la mayoria de ellos consideramos
unicamente su enunciado; las demostraciones pueden encontrarse en el libro de
Forster [3, §4 y §5] con las excepciones de la Proposicién A.21 y el Corolario A.22
que pueden encontrarse en el Apéndice C del libro de Kirwan [7].

En lo que sigue se presupone lo expuesto en las secciones 1.1 y 1.2, es decir, la
definicion de carta, atlas y superficie de Riemann y las propiedades elementales de
funciones holomorfas, en concreto su comportamiento local. Para la Proposicién
A.21 y el Corolario A.22 resulta necesaria la seccién 1.4 para la definicién de curva
algebraica plana y la aplicaciéon de proyeccion ¢.

Definicién A.1. Sean X e Y espacios topoldgicos y p : Y — X una aplicacion
continua. Para z € X el conjunto p~!(x) recibe el nombre de fibra de p sobre x. Si
p:Y — X, q: Z — X son continuas, entonces una aplicacién f : Y — Z conserva
fibras si p = qo f. Esto quiere decir que para cualquier y € Y que pertenezca a la
fibra p~!(x) es enviado a un punto que también estd en la fibra ¢~!(z).

Una aplicacién p : ¥ — X se denomina discreta si la fibra p~'(z) es un
conjunto discreto en Y para todo z € X.

Proposiciéon A.2. Sean X e Y superficies de Riemann yp:Y — X una funcion

holomorfa no constante. Entonces p es abierta y discreta.

Demostracion. Por 1.2.2 p es abierta, y si la fibra de algin punto a € X no fuese
discreta, por el Teorema de Identidad 1.1.10 p seria la funcién constante igual a
a. O
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Una funcién holomorfa f : Y — C o meromorfa f : Y — P! también puede
considerarse como una funcién holomorfa o meromorfa multivaluada en X. Si
re€Xyp Hx)={y;,j € J} entonces los f(y;),j € J son los distintos valores de
esta funcién en x, y siempre cabe la posibilidad de que p~!(x) sea un tinico punto
o el conjunto vacio.

Definicién A.3. Sean X e Y superficies de Riemann y p : ¥ — X una funcién
holomorfa no constante. Un punto y € Y es un punto de ramificacion de p si no
existe ningin entorno V de y tal que p|V sea inyectiva. La funcién p recibe el
nombre de aplicacion holomorfa sin ramificaciones.

Teorema A.4. Sean X e Y superficies de Riemann. Una funcion holomorfa no
constante p : Y — X no tiene puntos de ramificacion si y solo si p es un homeo-
morfismo local.

Demostracion. Supongamos que p no tiene puntos de ramificacién y sea y € Y.
Entonces y tiene un entorno abierto V' tal que p|V es inyectiva. Como p es continua
y abierta, p|V es un homeomorfismo entre V' 'y U = p(V'), un abierto de X.

Reciprocamente supongamos que p es un homeomorfismo local. Entonces para
todo y € Y existe un entorno abierto V de y que p envia de forma homeomorfa
a un abierto de X. En particular p|V es inyectiva, luego y no es un punto de
ramificacion. O]

Teorema A.5. Sea X wuna superficie de Riemann, Y un espacio topoldgico de
Hausdorff y p : Y — X un homeomorfismo local. Entonces existe una unica es-
tructura compleja en'Y tal que p es holomorfa.

Demostracion. Sea @1 : Uy — V C C una carta de la estructura compleja de
X tal que existe un abierto U C Y con p|U — U; un homeomorfismo. Entonces
p:=@i0op:U — V es una carta compleja en Y. Sea i el conjunto de todas las
cartas obtenidas de esta manera. Es facil ver que estas cartas recubren Y y que son
holomérficamente compatibles entre ellas. Dotando a Y de la estructura compleja
definida por 4, p es localmente biholomorfa, luego en particular es holomorfa.

Para probar la unicidad supongamos que i’ es otro atlas complejo en Y tal
que p : (Y,') — X es holomorfa y por tanto localmente holomorfa. Entonces
la identidad (Y,4) — (Y,4') es localmente biholomorfa, luego es una aplicacién
biholomorfa. Entonces 4 y &l definen la misma estructura compleja. [

Definicién A.6. Sean XY y Z espacios topolégicosyseanp: Y — X, f: Z — X
continuas. Una elevacion de f respecto a p es una aplicacién continua g : Z — Y

tal que f =pog.
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Proposicion A.7. Sean X e Y espacios de Hausdorff yp : Y — X un homeo-
morfismo local. Sea X un espacio conexo y f : Z — X wuna aplicacion continua.
Si g1,90 : Z — Y son dos elevaciones de [ y g1(z0) = go(20) para algin z, € Z
entonces gy = ¢s.

Proposiciéon A.8. Sean X,Y y Z superficies de Riemann, p : Y — X una
aplicacion holomorfa sin ramificaciones y f : Z — X es una funcion holomorfa
cualquiera. Entonces toda elevacion g : Z — 'Y de f es holomorfa.

Teorema A.9. Sean X eY espacios de Hausdorffyp:Y — X un homeomorfismo
local. Sean a,b € X ya €Y tal que p(a) = a. Sea ademds una aplicacion continua
A :[0,1] x [0,1] — X tal que A(0,s) = a y A(1,s) = b para todo s € [0,1].
Definamos

us(t) == A(t, s).

Si toda curva ug tiene una elevacion U, con punto inicial a entonces g y Uy tienen
el mismo punto final y son homdtopas.

Definicién A.10. Sean X e Y dos espacios topoldégicos. Una aplicacion recubri-
dora o recubrimiento es una aplicacion p : Y — X que verifica lo siguiente: todo
punto z € X tiene un entorno abierto U tal que su contraimagen puede escribirse

como
pH(U) =V
jeJ
donde los Vj, j € J son abiertos disjuntos de Y, y todas las aplicaciones p|V; — U
son homeomorfismos. En particular p es un homeomorfismo local.

Definicién A.11. Una aplicacion continua p : Y — X verifica la propiedad de
elevacion de curvas si para toda curva u : [0,1] — X y todo punto yo € Y con
p(yo) = u(0) existe una elevaciéon o : [0,1] — Y de u tal que 4(0) = ypo.

Proposicion A.12. Todo recubrimiento p : Y — X de espacios topologicos X e
Y werifica la propiedad de elevacion de curvas.

Proposicion A.13. Sean X eY espacios de Hausdorff con X conexo por caminos
yp: Y — X un recubrimiento. Para dos puntos xi,ro € X cualesquiera los
conjuntos p~(x1) y p~t(x2) tienen el mismo cardinal. En particular, si Y es no
vacio entonces p es sobreyectiva.

Proposiciéon A.14. Sean X e Y espacios de Hausdorff y sea p:Y — X un recu-
brimiento. Sea Z un espacio topologico simplemente conexo. conero por caminos
y localmente conexo por caminos. Dada una aplicacion continua f : Z — X, para
cada par de puntos zg € Z e yp € Y con f(z) = p(yo) existe una unica elevacion
f:Z =Y con f(zo) = yo. Si ademds f es un homeomorfo a su imagen f(Z),
entonces F' es un homeomorfo a una componente conexa de p~*(f(Z2)).
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Proposiciéon A.15. Sea X una variedad, Y un espacio de Hausdorff yp:Y — X
un homeomorfismo local que verifica la propiedad de elevacion de curvas. Entonces
p es un recubrimiento.

Definicién A.16. Sean X e Y dos espacios localmente compactos, es decir, son
espacios de Hausdorff y todo punto posee un entorno compacto. Una aplicacién
f X — Y entre espacios localmente compactos es propia si la contraimagen de
todo conjunto compacto también es compacta.

Toda aplicacién propia es cerrada, lo cual se deduce de que en un espacio
localmente compacto un conjunto es cerrado si y solo si su interseccion con todo
conjunto compacto es a su vez compacta. En particular, si X es compacto entonces
toda f: X — Y es propia.

Lema A.17. Sean X e Y espacios localmente compactos y p : Y — X wuna
aplicacion propia y discreta. Entonces se verifica:

(a) Para todo x € X el conjunto p~'(z) es finito.

(b) Siz € X yV es un entorno de p~*(x) entonces existe un entorno U de x
conp ' (U)C V.

Proposicion A.18. Sean X e Y espacios localmente compactos yp:Y — X un
homeomorfismo local propio. Entonces p es un recubrimiento.

Consideremos dos superficies de Riemann X e Y y una aplicacién f: X — Y
holomorfa, no constante y propia. A partir de la Proposiciéon 1.2.1 se deduce que
el conjunto de puntos de ramificacion de f, A C X, debe ser discreto y cerrado.
Gracias a que [ es propia, el conjunto B := f(A) es de nuevo discreto y cerrado.

Sea Y =Y —-By X =X — f}(B) C X — A Entonces f|X' — Y’ es
un recubrimiento holomorfo propio sin ramificaciones, y por A.18, A.13 y A.17(a)
cada valor ¢ € Y’ se toma exactamente un nimero finito de veces, n. Decimos
que esta aplicacién tiene n hojas. Para extender esta nocién a los puntos b € B
debemos tomar en cuenta las multiplicidades.

Definicién A.19. Dado z € X denotamos por v¢(z) la multiplicidad (en el sentido
de la Proposicién 1.2.1) con que f toma los valores f(z) en el punto x. Entonces
diremos que f toma en el valor ¢ € Y en X un total de m veces si

m = Z ve(z).

zep~'(c)

Es facil comprobar que esta definiciéon coincide para el caso particular visto en la
Definicién 1.4.6.
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Teorema A.20. Sean X eY superficies de Riemann y f : X — Y una aplicacion
holomorfa, no constante y propia. Entonces existe un niumero natural n tal que f
toma cada valor ¢ € Y un total de n veces contando multiplicidades.

Las aplicaciones holomorfas, no constantes y propias se denominaran recubri-
mientos de n hojas, donde n es el nimero encontrado en el resultado anterior.
Estos recubrimientos pueden tener puntos de ramificacién: en el caso de que no
tengan ninguno los denominamos sin ramificaciones.

Proposicion A.21. Sean X e Y espacios de Hausdorff yp:Y — X una aplica-
cton continua tal que todo x € X tiene un entorno abierto U en X tal que cada
componente coneza de p~(U) contiene a lo sumo un punto de p~*(z). Suponga-
mos que Y es compacto y que V C X es un abierto tal que p : p~ (V) — V es un
recubrimiento. Si f : [0,1] — X es continua y f~*(V) contiene el intervalo abierto
(0,1) entonces, dados T € (0,1) ey € Y tales que p(y) = f(7), existe una unica
aplicacion continua F : [0,1] =Y tal que F(1) =y ypo F = f.

Este resultado también cierto si sustituimos [0,1] por A y (0,1) por A —

{(07 0)7 (]" 0)7 (17 1)}

Corolario A.22. Sea C una curva algebraica plana que no contenga al punto
[0,1,0] y sea ¢ : C — P! dada por

Olz,y, 2] = [z, 2].
St R es el conjunto de puntos de ramificacion de ¢ entonces
¢:C—R—P'—¢R)

es un recubrimiento y verifica las hipotesis de la Proposicion A.21.

Corolario A.23. Sea X una superficie de Riemann compacta. Toda funcion me-
romorfa no constante f : X — P! tiene tantos ceros como polos (contando multi-
plicidades).

Demostracion. La aplicacion f : X — P! es propia, luego f tomard el valor 0 e co
el mismo numero de veces. 0

Corolario A.24. Cualquier polinomio de grado d
f(z) =2+ a1z +--- 4 aq € C2]

tiene, contando multiplicidades, exactamente d ceros.
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Definicién A.25. Sean X e Y espacios topologicos conexos y p : Y — X un
recubrimiento. p : Y — X recibe el nombre de recubrimiento universal de X si se
satisface la siguiente propiedad universal: para toda aplicacion recubridora ¢ : Z —
X con Z conexo y para toda eleccién de puntos yg € Y,z € Z con p(yo) = q(20)
existe exactamente una aplicacién continua que conserva fibras f : Y — Z tal que

f(yo) = Z0-

Un espacio topoldgico conexo X tiene salvo isomorfismo un tnico recubrimien-
to universal. Conservando la notacion, supongamos que ¢ : Z — X es también un
recubrimiento universal. Entonces existe g : Z — Y continua que conserva fibras
tal que g(z9) = yo. Las composiciones gof : Y =Y y fog: Z — Z son continuas
y conservan fibras, verificando ademds que go f(yo) = yo ¥ fo9g(20) = 2. Debido a
la condicién de universalidad solamente puede existir en cada caso una aplicacién
continua que conserve fibras y satisfaga estas condiciones. Entonces go f =idy y
fog=1idyz. Entonces f : Y — Z es un homeomorfismo que conserva fibras.

Teorema A.26. Sean X e Y wvariedades conexas, Y simplemente conexa y p :
Y — X un recubrimiento. Entonces p es el recubrimiento universal de X .

Teorema A.27. Sea X una variedad conezxa. Entonces existe una variedad conezxa
y simplemente conexa X y un recubrimiento (universal) p: X — X.
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