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Introduccion

Poincaré comenzo con el analisis topologico de variedades 3-dimensionales en una serie
de articulos sobre Analysis Situs, donde inventé algunas de las herramientas bésicas de la
topologia algebraica. Al principio Poincaré usaba métodos puramente diferenciables, pero
finalmente se apoy6 en gran medida en técnicas combinatorias. Durante los treinta anos
siguientes, los topdlogos se concentraron de manera casi exclusiva en métodos algebraicos
y combinatorios.

Aunque ya en 1912 Herman Weyl habia definido variedades diferenciables en su libro
sobre superficies de Riemann, no seria hasta la publicaciéon de una serie de articulos de
Whitney en 1936 que el concepto de variedad diferenciable fuera firmemente estableci-
do como un objeto matematico de gran importancia. Desde ese momento, la topologia
diferencial ha experimentado un desarrollo rapido, y han aparecido muchas conexiones
fructiferas con la topologia algebraica y lineal.

Las preguntas que intenta responder la topologia diferencial son de caracter global:
ipuede una variedad ser embebida en otra?, ;si dos variedades son homeomorfas seran
necesariamente difeomorfas?; jtienen los invariantes topolégicos de una variedad alguna
propiedad especial?

En este trabajo nos vamos a centrar en variedades diferenciables (con o sin borde)
sumergidas en R", y se van a recoger como ideas centrales la transversalidad y la aproxi-
macion. La transversalidad va a servir para garantizar que la preimagen por una aplicacion
diferenciable de una subvariedad de otra va a ser de nuevo una variedad, y la aproxima-
cion cuando las condiciones de partida de un problema se van a poder cambiar por unas
condiciones similares sobre las que podamos trabajar empleando la topologia diferencial.
Con estas técnicas se van a demostrar una serie de resultados importantes que se pueden
obtener como fruto de una teoria subyacente comin, mucho méas intuitiva que la extre-
madamente compleja maquinaria matematica de la topologia algebraica, la homologia y
la cohomologia. Estos teoremas son, por orden de aparicién, el teorema de clasificacion
de curvas topologicas y diferenciables, el teorema del punto fijo de Brouwer, el teorema de
mwvarianza del dominio y el teorema de separacion de Jordan-Brouwer.

Los titulos de los capitulos y secciones dan una idea clara del proceso que se sigue para
llegar a demostrar esos teoremas partiendo de la construccion de variedades diferenciables.
En el capitulo 1 se hace la construccién basica de las variedades diferenciables sumergidas
en R" y de las herramientas que podemos emplear sobre ellas, es decir, de cémo se extiende
a ellas el calculo diferencial. Se introducen también los conceptos de inmersién y sumersion,
que van relacionados con una de las preguntas bésicas sobre como podemos entender unas
variedades dentro de otras.

En el capitulo 2 se desarrolla la nocién de transversalidad. También demostramos
en este capitulo el teorema de Sard-Brown, que se usa para demostrar el teorema para-



metrizado de densidad de la transversalidad (que en muchos textos se puede encontrar
simplemente como teorema de la transversalidad o transversality theorem) y el teorema de
inmersion de Whitney, que son dos teoremas fundamentales para centrar la utilidad de la
transversalidad y acotar la construccion de las variables sumergidas tal como se plantea.

En el capitulo 3 se recopilan algunos resultados relativos a la aproximacion, exponien-
do resultados sobre como podemos aproximar funciones dependiendo del espacio en que
estén definidas. De gran importancia para poder demostrar el teorema de separacién de
Jordan-Brouwer es el resultado de aproximacion que se da para funciones sin perturbar
la transversalidad.

Por tltimo, en el capitulo 4 se recogen los teoremas clasicos ya mencionados. También
se mencionan en este capitulo otro par de resultados a los que se puede llegar con técnicas
similares a las anteriores, como son el teorema de la esfera de Brouwer y el teorema de
Borsuk-Ulam.

A lo largo del trabajo se enuncian algunos resultados sin demostracion. La razén de
ello no es la dificultad de las mismas, sino el hecho de que incluirlas alargaria el trabajo
mas de lo razonable.

La inspiracién principal del texto reside en el curso de topologia diferencial de Oute-
ruelo, Ruiz y Rojo [1]. En este marco siempre resulta imprescindible mencionar el libro de
Milnor [5], cuyo titulo resume muy bien nuestra intencién, que es hacer topologia desde
el punto de vista diferenciable.



Capitulo 1

Variedades con borde

En fisica, la aparicién de problemas sujetos a ligaduras conduce de manera natural a
la necesidad de considerar variedades y extender a ellas el calculo diferencial clasico.

A lo largo del texto trabajaremos siempre con aplicaciones tan regulares como se quiera,
por lo que directamente definiremos como aplicaciéon diferenciable a las aplicaciones de
clase C*.

La topologia diferencial estudia variedades diferenciables, que son espacios topoldogi-
cos que localmente son como abiertos de espacios afines n-dimensionales, y aplicaciones
diferenciables, buscando y analizando sus propiedades.

En la seccion 1.1 se hace un breve recordatorio de conceptos del analisis diferencial en
abiertos de R™, para luego extender la definicion de diferenciabilidad a aplicaciones entre
conjuntos arbitrarios de espacios afines tipo R", asi como la nocién de difeomorfismo. En
la seccién 1.2 se introducen las variedades diferenciables, y se definen cuidadosamente
el borde y el interior de las mismas, asi como la dimension y codimension. También se
introduce la nocién de espacio tangente a una variedad y cémo este estd intrinsecamente
relacionado con la variedad, pese a que se defina a través de parametrizaciones.

El apartado siguiente (1.3) se dedica al estudio de algunas propiedades topoldgicas
de las variedades, demostrando el teorema de existencia de particiones de la unidad,
pasando por el lema de Urysohn y la introduccién de ciertas nociones neserias sobre
paracompacidad. Se culmina con la demostracion del teorema de Tietze diferenciable.

En la seccion 1.4 se construye también el fibrado tangente, que es una variedad. Se
extiende la nocion de aplicacion derivada a aplicaciones entre variedades a través de los
espacios tangentes, y destaca el teorema de inversion local con borde, que da cuenta
de la importancia del borde y de como este ha de ser invariante por una aplicacion
para que pueda ser un difeomorfismo. En los apartados 1.5 y 1.6 se definen, a través de
la caracterizacién de la derivada de una aplicacién entre variedades, las inmersiones y
las sumersiones, y se construyen sendas formas locales candnicas. Dentro del apartado
dedicado a inmersiones, destaca la definicién de las inmersiones difeomoérficas, nocion que
coincide con los llamados habitualmente embeddings en la literatura matematica en inglés.

1.1. Calculo diferencial en conjuntos del espacio afin.

Comencemos haciendo un recordatorio de terminologia y notaciones del célculo dife-
rencial en abiertos de R".



CAPITULO 1. VARIEDADES CON BORDE

Definicién 1.1.1. Sea U un abierto de R™, xq € U y f una aplicacién de A en R™. Dado
un elemento v € R™\ {0}, se dice que f admite derivada direccional en el punto xo segin
la direccion v si existe y es finito el limite

1
Jim o-(f(xo + hv) = f(x0)); (1.1.1)

dicha derivada direccional se denota como

dvf(XO) 0] va(xo)
i)
Cuando se considera el vector e; = (0,...,1,...,0) de la base canénica en R™, la corres-
pondiente derivada direccional recibe el nombre de derivada parcial de f respecto de la
variable x; en el punto X y se denota por

Dif(X()) 0 aa:f (Xo)

Si la aplicacién f admite derivadas parciales respecto de todas las variables en el punto
Xg se dice que la aplicacion es derivable en dicho punto.

Definicién 1.1.2. Dado un abierto U C R™ y una aplicacién f = (fy,..., fn) : U = R",
diremos que f es diferenciable si todas sus derivadas parciales

ok f;

_ O :U—=R
823]'1 <O ik

existen y son continuas.

Si f es diferenciable, su diferencial (o derivada) en un punto z € U es una aplicacién

lineal Df(z) : R™ — R™ con matriz en las bases candnicas de ambos espacios:

pfw) = (%)

1<j<m

Esta nocién de diferenciabilidad con la que trabajaremos se extiende a conjuntos ar-
bitrarios.

Definicién 1.1.3. Sean X C R™ Y C R” conjuntos arbitrarios y f : X — Y una
aplicacion; se dice que f es diferenciable si para cada x € X existe un entorno abierto U
de z en R™ y una aplicacién diferenciable f : U — R" de manera que f|xrv = f|xnu-
Bajo estas condiciones diremos que f es una extension local de f.

Denotamos por C*(X,Y) al conjunto de las aplicaciones diferenciables de X en Y.

Observacion 1.1.4. Se verifica ademas que cuando f : X — R" es diferenciable, su
derivada direccional en el punto x € X segun la direccién u € R™ se puede calcular por

la férmula:
Df(z)(u) =lim flottu) — @)

t—0 t

cuando el limite del segundo miembro tenga sentido.
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1.1. CALCULO DIFERENCIAL EN CONJUNTOS DEL ESPACIO AFIN.

Observaciéon 1.1.5. Si f : X — Y es una aplicacion diferenciable en un punto z € Int.X,
tiene sentido la definicién de D f(z) : R™ — R™ de 1.1.2, puesto que dadas dos extensiones
locales de f: f1 v f2, que suponemos definidas en un entorno abierto U de z contenido en
X (esto es posible por ser x un punto interior y dado que al restringirnos a abiertos mas
pequefios la diferenciabilidad se mantiene) entonces necesariamente fi(y) = fo(y) Vy € U
y también Df, (y) = Df,(y) luego esto se da para el punto z y tiene sentido definir
Df(z) = Df(z), siendo f cualquier extensién local en z de f.

Teniendo en cuenta la continuidad de las aplicaciones lineales, el argumento anterior se
puede generalizar a cualquier punto que sea adherente a Int.X.

Proposicién 1.1.6. Las propiedades elementales bien conocidas en caso de que X es un
abierto de R™ valen también para X arbitrario.

1. La suma y el producto de funciones diferenciables es diferenciable.

2. La composicién de aplicaciones diferenciables es diferenciable y la diferencial (en
caso de tener sentido) se calcula mediante la regla de la cadena:

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x) (1.1.2)
cuando ambas estén definidas.

3. Dado un recubrimiento abierto X = Ui6 ; X; y funciones f; : X; — R" diferenciables
de manera que para cada par de indices i,j € I se tenga f;
sentido definir la aplicaciéon f : X — R"™ dada por f
aplicacion diferenciable.

XiNX; = fleiﬂXj7 tiene
x, = [i vy se trata de una

Definicién 1.1.7. Sean X C R™, Y C R"™ dos conjuntos arbitrarios.

1. Una biyeccién f : X — Y es un difeomorfismo si tanto f como f~! son diferencia-
bles.

2. Una aplicacién f : X — Y es un difeomorfismo local en x € X si existen entornos
abiertos U de z en X y V de f(z) en Y de manera que la restriccién f|y sea un
difeomorfismo entre U y V.

Un difeomorfismo local se puede caracterizar a través de la diferencial en el punto.
El siguiente resultado es un resultado tipico de andlisis matematico y no se incluird su
demostracion.

Teorema 1.1.8 (de la aplicacién inversa). Sea U C R™ un abierto, f : U — R™ una
aplicacién diferenciable y x € U. Entonces f es un difeomorfismo local en x si y solo si la
diferencial D f(x) es un isomorfismo lineal.

Obsérvese que el resultado anterior esta dado para aplicaciones definidas en abiertos
y no bajo la generalizaciéon a conjuntos arbitrarios que se ha ido dando a lo largo de la
seccion.

Por la utilidad que tendra se introduce la siguiente definicién:



CAPITULO 1. VARIEDADES CON BORDE

Definicién 1.1.9. Dadas dos aplicaciones f: X - Y yg:Y — X tales que fog = Idy,
entonces se dice que g es una inversa por la derecha de f o que f es una inversa por la
1zquierda de g.

Observacién 1.1.10. Sean f y g dos aplicaciones diferenciables. Si g es una inversa por
la derecha (resp. izquierda) de f entonces la diferencial de g es una inversa por la derecha
(resp. izquierda) de la diferencal de f.

1.2. Variedades diferenciables con borde.

Definicién 1.2.1. Sea A : R? — R una forma lineal. Llamaremos semiespacio afin (aso-
ciado a \) y denotaremos H” al conjunto:

HP = {x € R : A\(x) > 0}
Notemos que dado un semiespacio afin, tendremos que:
Int H? = {\(x) > 0}; OH? = {\(x) =0}

Nosotros trabajaremos con los semiespacios afines dados por las proyecciones coordenadas
(que claramente son formas lineales), es decir, conjuntos del tipo HP = {(x,...,z,) € R :
Claramente Int HP es homeomorfo a R? y JHP es isomorfo a RP~1L,

Definicién 1.2.2. Un subconjunto X C R™ es una variedad diferenciable si para cada
punto x € X existe un difeomorfismo ¢ : A — U de un abierto A de un semiespacio afin
H? sobre un entorno abierto U de x en X (i.e. X localmente difeomorfo a HP).

Tal difeomorfismo ¢ se llama parametrizacion (o carta) local de X, el difeomorfismo inver-
so ¢! se llama sistema local de coordenadas de X vy U se llama dominio de coordenadas.
Dadas dos parametrizaciones de una misma variedad diferenciable, p : A - U y ¢ : B —
V', el difeomorfismo

vroprpT(UNV) =y (UNV)

se denomina cambio de coordenadas.

En otras palabras, una variedad diferenciable es un conjunto localmente difeomorfo a
un semiespacio afin. Por otr lado, llamaremos variedad topoldgica a un conjunto localmente
homeomorfo a un semiespacio afin.

Observacion 1.2.3. 1. Por ser una variedad diferenciable localmente homeomorfa a
un semiespacio afin, sera localmente compacta y localmente conexa por caminos.

2. Un subconjunto abierto de una variedad es una variedad (sin mas que atender a la
definicién). En particular, las componentes conexas son variedades (las componentes
conexas de un conjunto localmente conexo son abiertos en el conjunto).

Lema 1.2.4. Sea W un abierto de R”, A : R? — R una forma lineal no nula, y f : W — R?
una aplicacién diferenciable cuya imagen esté totalmente contenida en H? = {\ > 0} C
RY. Si x € W es tal que A(f(x)) = 0, entonces A o Df(x) = 0, o lo que es lo mismo:
Im Df(x) C Ker .
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1.2. VARIEDADES DIFERENCIABLES CON BORDE.

Demostracion. En primer lugar, como D f(x) es una aplicacién lineal de R? en RY, la
condicion del enunciado equivale a comprobar que dado u € RP cualquiera, se tiene que
A(Df(x)(u)) = 0.

Para ello, empleemos la definicion de la diferencial en un punto como cociente incremental
(esto se puede hacer por ser W un abierto de RP):

Df(x)(u) = lim fx+tu) - f(x)

t—0 t

Como el limite anterior por hipdtesis estd definido, podemos asegurar que dado ¢ > 0,
existe un 0 > 0 de manera que si 0 < |t| < 0, entonces:

fx+tu) = f(x)
t

<e€

HDf(X)(U) -

Fijamos € > 0 y definimos

o=t <Df(X)(u) -

€

f(x+1tu) = f(x)
t

)ERpparaO<|t]<(5

De la desigualdad anterior es claro que ||u|| < 1, y ademés se tiene la siguiente igualdad:

t(Df(x)(n) — ew) = f(x +tu) = f(x)

Aplicando el operador A\ a ambos lados de la iltima igualdad, teniendo en cuenta que
A(f(x)) = 0 por hipdtesis, llegamos a:

tADf(x)(a)) — eA(w)] = A(f(x + tu)) >0

puesto que por hipdtesis Im f C HY.

Teniendo en cuenta que A es una forma lineal, es continua y tiene norma finita y se tiene
que A(ug) < [JA[|[lug]| < [JA])

Entonces:

e Sit>0, ADf(x)(u) > eA(w,) > —€|[A].
« Sit <0, \Df(x)(u) < eAuy) < e]|A]l.

De manera que |A(Df(x)(u))| < €||]A]| para cualquier € > 0, y entonces necesariamente
A(Df(x)(u)) = 0. .

A partir de este lema se va a deducir que el borde de una variedad es invariante por
parametrizaciones.

Proposiciéon 1.2.5. Sean X C R™ una variedad diferenciable, ¢ : A — U, A C HP,
Y:B—V,BCH!de X yaeUNV.Entonces necesariamente p = ¢y ¢~ *(a) € OHP
siy solo si ! (a) € OHY.

Demostracion. Sean A= " (UNV)y B=v¢"YUNV),y sea el cambio de coordenadas

-1

f=ylop: ASUNV Y5 B



CAPITULO 1. VARIEDADES CON BORDE

Como A es un abierto de HP no vacio, se tiene que Int A # @) y por ser f un homeomorfismo,
f(Int A) = Int B, y entonces f|,,, i : Int A — Int B es una aplicacién diferenciable definida
en un abierto de RP, y necesariamente es un difeomorfismo. En virtud del teorema de la
funcién inversa, la diferencial de f|;,, 4 en cualquier punto es un isomorfismo de R? en R?,
y por tanto p = gq.

Mediante un cambio lineal de coordenadas podemos suponer que H? = H? = {(xy, .., x,) €
R? : 21 > 0}. Entonces OHP = {0} x RP~!. Llamemos A a la forma lineal de R? en R dada
por la proyeccion sobre la primera coordenada.

Veamos que si ¢~ !(a) € OHP entonces también ¢~'(a) € JHP (la inversa es cierta por
simetria).

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que ¢~ '(a) ¢ {0} x R~ pero

[(p @) = (a) € {0} x RV

Sea W = {z; > 0} N A que es precisamente el interior de A visto como conjunto de R,
luego es abierto, y por hipétesis contiene a p~!(a). Resulta

fW)c f(A) =B CHP = {z; >0}

y ademds A(f (¢ (a))) = A(¥»"'(a)) = 0. Teniendo en cuenta que la restriccién de f a W
es una aplicacion diferenciable, podemos aplicar el lema anterior para concluir que bajo
estas condiciones necesariamente Im D f(p~!(a)) C Ker A = 0HP = {x; = 0} = R en
contra de que D f(¢'(a)) es un isomorfismo en R?, llegando a un absurdo y concluyendo
por tanto que necesariamente ¢~ '(a) € {0} x RP~1, O

En virtud del resultado anterior, la definicién siguiente no depende de parametriza-
ciones y es consistente.

Definicién 1.2.6. Sea X C R™ una variedad diferenciable. Se dice que un punto x € X
esté en el interior (resp. borde) de X si para alguna parametrizacién ¢ : A — U, A C HP
con x € U, ¢ () no estd (resp. ¢ () estd) en la frontera de HP; el conjunto de esos
puntos se denota como Int(X) (resp. 0.X). Diremos que X es una variedad sin borde si
0X = (); en caso contrario diremos que es una variedad con borde.

Corolario 1.2.7. Sea X C R™ una variedad diferenciable.

1. Int(X) es abierto de X y 0X = X \ Int(X) es cerrado en X.

2. Int(X) y 0X son variedades diferenciables, ambas sin borde.

Demostracion. Sea x € Int(X). Sea ¢ : A — U, A C H? una parametrizacién y z € U. El
conjunto Int(A) = A\ OHP = o~ }(UNInt(X)) es un abierto de R? y la restriccién de ¢ da
un difeomorfismo entre Int(A) y UNInt(X), luego el dltimo es un abierto de X de manera
que x € UNInt(X) C Int(X), y por tanto Int(X) es abierto en X. Inmediatamente, como
90X = X \ Int(X), se tiene que es un cerrado en X. Ademsds, ¢~ '(z) ¢ OHP.

Ya es conocido que Int(X) es una variedad (por ser un subconjunto abierto de una) y
necesariamente es sin borde.

Asimismo, el borde 0A = AN IJHP = o 1(U N OX) es un abierto en JHP = RF~! y
Yloa : OA — U N IX es un difeomorfismo, lo que nos permite concluir que dX es una
variedad. Para concluir que es ademéas una variedad sin borde basta tener en cuenta
que a través de las parametrizaciones de X obtenemos parametrizaciones de X siempre
definidas en abiertos de OHP, o lo que es lo mismo, de RP~!, luego X es localmente
homeomorfo a RP~! y por tanto a Int HP~!. Por tanto X es una variedad sin borde. [
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1.2. VARIEDADES DIFERENCIABLES CON BORDE.

Teorema 1.2.8. Sean X C R™ y Y C R" variedades diferenciables y f : X — Y un
difeomorfismo. Entonces f(0X) = 9Y', y en consecuencia f(Int(X)) = Int(Y').

Demostracion. Sea v € 0X y ¢ : A — U, A C HP, una parametrizaciéon de X en =z.
Entonces ¢ = f o ¢ es una parametrizacién de Y en y := f(x). Se sigue ¥ '(y) =
o1 (fHy)) = ¢ (z) € OHP y en consecuencia f(x) € JY. O

Observacion 1.2.9. Nuestra definicién de aplicacién diferenciable f : X — Y depende
de las inclusiones X C R™, Y C R". Sin embargo, para variedades tenemos que f es
diferenciable si y solo si para cada x € X existen parametrizaciones ¢ : A — U de X y
Y :B—VdeYconzxeU, f(x) e Vy f(U) CV, de manera que la ezpresion local
1o foyp:A— B sea diferenciable.

/| Js

7100
Aw—N>B

Proposiciéon 1.2.10. Si f : X — Y es un difeomorfismo local en € X entre dos
variedades X e Y, entonces existen parametrizaciones ¢ : A - X y ¢ : A — Y con
mismo dominio de definicién, z € ¢(A), f(z) € ¥(A), de manera que la expresién local
g=1"to fopeslaidentidad en A.

Demostracion. Sea U un entorno abierto de x en X de manera que f|y : U — f(U) sea
un difeomorfismo (f(U) es un entorno abierto de f(z) en V). Sea ¢ : A — p(A) cualquier
parametrizacién de x en X con ¢(A) C U, entonces ¥ = fop : A — f(¢p(A)) es una
parametrizacién de x en Y que cumple lo pedido. Ademds claramente g ="t o fop =

ptof o fop=1Ida. O

El comportamiento del borde es muy relevante en la manipulacién de aplicaciones
entre variedades, es por ello que se introduce la siguiente definicién:

Definicién 1.2.11. Se dice que una aplicacion entre variedades f : X — Y conserva el
borde en T C X si todo punto = € T tiene un entorno U en X tal que f(UN0OX) C 9Y.

Observacion 1.2.12. Si x € Int(X) entonces existe un entorno abierto U de z en X de
manera que UNOX =0y f(UNOX) = f(0) =0 C 9Y, luego f conserva el borde en
todo x € Int(X).

Introducimos el concepto de dimension de una variedad:

Definicién 1.2.13. (1) Sea X C R™ una variedad diferenciable, z € X y p : A - U
una parametrizacién con A C HP. Se dice entonces que la dimension de x en X es
p v se escribe dim, X = p. Se llama dimension de X y se denota dim X al maximo
de las dimensiones dim, X, x € X.

(2) Si la dimensién es constante en todo X se dice que X es de dimension pura. Una
variedad de dimension pura 1 se llama curve y una de dimensién pura 2 se llama
superficie.
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CAPITULO 1. VARIEDADES CON BORDE

(3) Si X C Y son dos variedades de dimensiones p y ¢ en un punto x € X, denominamos
codimension de X en'Y en el punto x al nimero codim, (Y, X) = p — ¢. Si esté co-
dimensién es constante se dice que la codimensién es pura y se denota codim(Y, X).

Una variedad X C Y de codimension pura 1 en Y se denomina hipersuperficie de
Y.

Observacion 1.2.14. (1) Segtn se observa en la demostracion 1.2.7, dada X C R™ una
variedad diferenciable, si x € Int(X) entonces dim,Int(X) = dim, X, y si z € 0X,
dim,0X = dim, X — 1.

(2) La dimensién de una variedad es localmente constante y por tanto constante en
cada componente conexa de la variedad.

(3) Notemos que ademés directamente de la construccion de la demostracién del teorema
1.2.8 se concluye que si f : X — Y es un difeomorfismo entre dos variedades,
entonces dim, X = dimy,)Y" para todo z € X.

Ejemplo 1.2.15. (1) R? es una variedad diferenciable sin borde, puesto que es difeo-
morfo a Int HP, luego tiene dimensién pura p.

(2) La esfera unidad S? = {x € RP™! : ||z|| = 1} es una variedad diferenciable sin borde.
Por ejemplo, usando dos proyecciones esteredgraficas (una dejando fuera el polo
norte (1,0,...,0) y otra dejando fuera el sur (—1,0,...,0)) podemos parametrizar
adecuadamente toda la variedad. Las proyecciones estereograficas son definidas con
llegada (para el caso de las parametrizaciones obtenidas a partir de ellas serd salida)
en R? que es difeomorfo a Int HP, luego ademas es una variedad de dimensién p.

Definicién 1.2.16. Sea X C R™ una variedad diferenciable y « € X. Para cualquier
parametrizacion ¢ : A — U de X, A C HP, con x € U, la imagen de la aplicacién lineal
Do(p7t(x)) : R? — R™ se denomina espacio tangente a X en x y se denota T, X.

Se hace necesario ahora justificar la validez de la definicién anterior comprobando que
efectivamente T, X estd definido univocamente.
Recordemos que por como estan definidas las parametrizaciones tiene sentido considerar
las derivadas de dichas aplicaciones.
Sea X C R™ una variedad diferenciable, ¢ : A — U una parametrizacién, x € U y
A C HP. Veamos en primer lugar que la aplicacién lineal Dp(p~!(z)) : R? — R™ es
inyectiva (lo que nos garantizard que dim(7,X) = dim, X = p).
Como la cuestion a tratar es local en x nos bastara con que los dominios de definicién
de las aplicaciones con las que trabajemos sean entornos en dicho punto (ya que por el
caracter local de algunas de las definiciones dadas nos veremos obligados a quiza restringir
dichos dominios por no poder asegurar que para todas las aplicaciones valga el mismo).
Sea ¢ = ¢t : U — A, que es una aplicacién diferenciable. Por definicién, existird un
entorno abierto de z en R™, W (con U = W N X C U) de manera que exista una
extension local ¢ : W — RP cumpliendo que 5|(7 = ¢.
Llamemos ¥ a la restriccién de ¢ al conjunto A= gb(U ) v notemos que necesariamente
tendremos que Dy(¢~1(z)) = Dp(p(x)).
En consecuencia la composicién ¢ o : A — RP es la inclusién, v aplicando la regla de la
cadena para derivar se tiene por tanto que Idgy = D¢(x)o DB(F*(x)) es un isomorfismo,

12



1.2. VARIEDADES DIFERENCIABLES CON BORDE.

luego necesariamente Dp(p~!(z)) es inyectiva.
Sea ahora ¢ : B — V otra parametrizacion de X en x y consideremos el cambio de
coordenadas

f=0¢o0y: 0 (UNV)—=oUNV) (1.2.1)

que es un difeomorfismo y por tanto sus diferenciales son automorfismos de R™.

Se abusa de la notacién y se llama igual a la restricciones adecuadas de las aplicaciones
por aligerarla un poco y porque donde estén definidas no juega un papel mas alla del
hecho de que estemos trabajando con entornos del punto x y sus imagenes por las para-
metrizaciones.

A través de las diferenciales se obtiene el siguiente diagrama:

R D@ @)

Df(yp~! (JC))l
RP

Como p o f =1, por la regla de la cadena tenemos

Rm

(e~ (2))

Dyp(p~(x)) o Df (¥~ (2)) = Dy (¢~ (2)) (1.2.2)

y como D f(¢»~(z)) es un isomorfismo, se concluye que

Im (Dp(o™!(x))) = Im (D (4~ (2)))

y por tanto el espacio T, X esta bien definido y es un subespacio lineal de dimension p de
R™.

Dada una carta cualquiera se tiene que D (1)~'(x)) es un isomorfismo de RP sobre
T.X.

Proposicién 1.2.17 (Producto de variedades). Sean X C R™, Y C R" dos variedades
diferenciables, una sin borde (que podemos suponer que es Y, ya que la permutacién de
coordenadas R" x R™ — R™ x R™ es un difeomorfismo). Entonces X x Y C R™ x R"™ es
una variedad diferenciable, con borde (X xY) =0X x Y.

Ademéds, si (z,y) € X x Y

dim(zy) (X X Y) = dim, X + dim,Y y Tiayy (X x Y) = T,X x T,V (1.2.3)

Demostracion. Consideramos sendas cartas locales de X en x, ¢ : A — U con A C HP; y
deY eny,v:B —V con B C HY Por las propiedades de las aplicaciones diferenciables,
resulta que p X1 : AX B — U XV es una parametrizacién de X XY en (z,y), siendo U x V/
un entorno abierto en el punto. Teniendo en cuenta que por ser Y una variedad sin borde
podemos suponer que B no corta al borde de HY, entonces podemos tomar A = W N HP
donde W es un abierto de R?, B un abierto de R?, y entonces (A x B) = (W x R?) NHP*4
un abierto de HP™?, lo que nos garantiza que entonces X x Y es una variedad diferenciable
de dimensién p + ¢ = dim, X + dim,Y. Estas misma afirmaciones y la construcciéon de
la carta local en (x,y) son suficientes para afirmar que precisamente el borde de X x Y
estard constituido por los puntos de la forma (z,y) con z € 0.X.
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CAPITULO 1. VARIEDADES CON BORDE

Como se tiene que Dy x ¥)(¢~1(x), ¥ (y)) = De(e(x)) x D(w1(y)) se siguen
las afirmaciones sobre los espacios tangentes (la igualdad de diferenciales es un resulta-
do conocido del cédlculo diferencial en abiertos que se puede generalizar sin més a las
aplicaciones diferenciables que consideramos nosotros). O

Observacion 1.2.18. Notemos que la hipétesis de que una de las variedades no tuviera
borde es fundamental para poder afirmar que X X Y es localmente difeomorfo a un
semiespacio HP'?, Si ambas variedades tuvieran borde podrfamos afirmar que X X Y es
localmente difeomorfo a un abierto de H? x H? = {(z1,...,Zp, Tpi1, ..o, Tprq) € RPTL :
1 > 0y xpr1 > 0}, lo que no es suficiente para afirmar que es X X Y sea una variedad
diferenciable como las hemos definido.

Es claro también que si ambas variedades no tuvieran borde el producto seria una variedad
sin borde (localmente difeomorfo a Int HPT? = RPT?).

1.3. Particiones diferenciables de la unidad.

La demostracion del siguiente resultado se basa en el astuto empleo de una serie de
funciones, llamadas funciones meseta, para realizar una construccién que cumpla con las
condiciones buscadas. Por su poco interés conceptual se omitira dicha demostracion, que
se puede encontrar en [1, pag 13-14].

Proposiciéon 1.3.1. Sea X C R™ un subconjunto arbitrario. Todo subconjunto cerrado
C de X es el conjunto de ceros de una funcién diferenciable f : X — [0, 1].

De este resultado se deduce inmediatamente:

Corolario 1.3.2 (Funciones de Urysohn o separantes). Sea X C R™ un conjunto arbitra-
rio. Dados C'y D dos conjuntos cerrados, disjuntos y no vacios de X, existe una funcién
diferenciable f : X — [0, 1] de manera que C'={f =0}y D ={f = 1}.

Demostracion. Por el lema anterior existen funciones diferenciables g, h : X — [0,1] de
manera que C es el conjunto de ceros de g y D de h.
Entonces la funcién f = g/(g + h) cumple las condiciones del enunciado. Efectivamente
es diferenciable puesto que g y h son funciones diferenciables positivas y por hipdtesis se
tiene que {g = 0} N{h =0} = C N D = ().Ademés, por ser g y h positivas se tiene que
0<g/(g+h) <1,y evidentemente f toma el valor 1 en Dy 0 en C.

O

1.3.1. Espacios paracompactos.

Se recogen a continuacién algunas definiciones y resultados béasicos de construcciones
topoldgicas que van a jugar un papel en la demostracion del teorema fundamental de esta
seccion.

Definicién 1.3.3. Sea M un espacio topoldgico. Una familia {U,} de subconjuntos de M
es un recubrimiento de un conjunto W C M siW C |, U,. Se dice que es un recubrimiento
abierto si cada U, es un abierto de M. Un subrecubrimiento es una subfamilia {Vz} C {U,}
que verifica la condicién de recubrimiento.
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Definicién 1.3.4. Dado un recubrimiento {U, }, un refinamiento {Vs} es un recubrimien-
to del mismo conjunto de manera que para todo 3 existe un a de manera que V3 C U,,.

Observemos que un refinamiento no tiene por qué ser un subrecubrimiento.

Definicién 1.3.5. Dado un espacio topologico X, se dice que una familia A de subcon-
juntos de X es localmente finita en X si todo punto de X tiene un entorno que solo corta
a un numero finito de elementos de A.

Definicién 1.3.6. Se dice que un espacio topologico es paracompacto si para todo recubri-
miento abierto existe un refinamiento abierto localmente finito.

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio topolégico localmente compacto, de Hausdorff, y dos-
numerable. Entonces X es paracompacto. Es mas, todo recubrimiento abierto tiene un
refinamiento localmente finito y numerable de conjuntos abiertos con adherencia compac-
ta.

Demostracion. En primer lugar probaremos que existe una sucesién {G, : n € N} de
conjuntos abiertos que cumplen:

G, es compacto; G, C Gpi1; X = UpenGa (1.3.1)

Sea {B,, : m € N} una base numerable para la topologia en X compuesta por abiertos
con adherencia compacta. Como X cumple 2AN, toda base contiene una base numerable.
Asi que basta con partir del conjunto de todos los abiertos con adherencia compacata,
que son una base por ser X localmente compacto y Hausdorff.

Damos una definicién recursiva para los conjuntos de la familia {G,,}:

Sea (G1 = B;. Supongamos definido

G) = By U---U B, (en particular G, es compacto)
y sea jri1 €l menor entero positivo mayor que j, cumpliendo que

Jk+1
(;k C L~J lgnl,
m=1

definimos entonces .
Jk+1

(;k+1:: Llegm
m=1

Asi se define recursivamente una colecciéon {G,} que cumple las condiciones en el enun-
ciado de 1.3.1.

Observemos que el conjunto G, \G,,_1 es compacto (cerrado contenido en un compacto)
y estd contenido en el conjunto abierto G, 1 \ Gy_2.

Sea {U, : a € A} un recubrimiento abierto de X. Para cada n > 3 tomamos un
subrecubrimiento finito del recubrimiento abierto del compacto G_n\ G,—1 dado por {U, N
(Gn+l \m) : o € A}, denotémoslo {V,,; : i € J,}, donde J,, es un subconjunto de
N de la forma {1, .., j,}. Escojamos aparte un subrecubrimiento finito del recubrimiento
abierto {U, NG5 : a € A} del conjunto compacto G, y denotémoslo {Va; : i € Jo}.
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CAPITULO 1. VARIEDADES CON BORDE

Entonces la familia J,-,{Va; : ¢ € J,} es un refinamiento del recubrimiento {U,}
formado por conjuntos abiertos de adherencia compacta (por construccion).

Veamos que ademas se trata de una familia localmente finita en X y que por tanto X
es paracompacto.

Sea r € X, entonces existe £ € N de manera que x € Gj. Luego Gy es un entorno
abierto de x que como maximo podria intersecar a los V,,; para n € {2, ..,k + 2} (que son
una cantidad finita de conjuntos del refinamiento). ]

Notemos que la mayor parte de la demostraciéon anterior atane al objetivo de com-
probar la existencia de un refinamiento que cumpla las exigencias finales del lema. Para
probar que un conjunto verificando las hipdtesis anteriores es paracompacto bastaria con
una construccion mucho menos exigente.

Corolario 1.3.8. Una variedad diferenciable X C R™ es paracompacta, y en particular,
cualquier subconjunto abierto de R™ es paracompacto

Demostracion. X cumple las hipdtesis del teorema 1.3.7 por ser localmente difeomorfo a
un semiespacio HP. O

Proposicion 1.3.9. Todo espacio de Hausdorff paracompacto X es regular.

Demostracion. Sean a € X y B un conjunto cerrado de X disjunto con a. Para cada
b € B, la condicién de Hausdorff nos permite elegir un conjunto abierto U, entorno de
b cuya clausura no contenga a a. Consideremos un recubrimiento abierto de X formado
por los Uy y el conjunto X \ B. Por ser X paracompacto, podemos tomar un refinamiento
abierto localmente finito A del anterior que recubra X. Si consideramos la subcoleccion
D C A formada por todos los conjuntos de A que intersecan a B, entonces D recubre a
B. Por construccién, cada D € D esté contenido en alguno de los Uy, luego D no contiene

a a. Sea
v=|JD

DeD

entonces V' es un conjunto abierto en X que contiene a B. Dado que D es localmente

finita,
v-UD
DeD
y se tiene que a € X \ V que es un abierto disjunto con V. [

Proposicién 1.3.10. Sea X un espacio de Hausdorff paracompacto. Sea {U,}aecs una
familia indexada de conjuntos abiertos que recubran X. Entonces existe una familia inde-
xada localmente finita {V,},cs de conjuntos abiertos que recubre X y tal que V, C U,,
para cada o € J.

Demostracién. Sea A la coleccién formada por los conjuntos abiertos A tales que A estd
contenido en algun elemento de la coleccién {U,}. La regularidad de X implica que A
recubre X. Dado que X es paracompacto, podemos encontrar un refinamiento abierto
localmente finito B de A. Representemos B = {Bs}gerk.
Como B refina A, podemos definir una fucién f : K — J eligiendo, para cada f € K un
elemento f(f) € J tal que

Bg C Uy
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Entonces para cada para cada « € J definimos B, = {Bsz € B: f() = a} y definimos

Vo = U Bg (que podria ser vacio).
BgEBa

Como la familia B es localmente finita, también lo son las B,, y como por construccion
para cada Bg € B, se tiene que Bg C U,, entonces

Vo= |J BscUl..

BﬁGBa

Finalmente comprobemos que la familia {V,}.c; es localmente finita. Sea = € X y sea
un entorno W de z que interseca B para una cantidad finita de valores 8 € K, digamos
que son [y, ..., Bx. Entonces W solo puede intersecar a los V,, para o € {f(51), ..., f(Br)},
que son una cantidad finita. O

Definicién 1.3.11. Sea X un espacio topolégico v {U,}acs una familia indexada de
conjuntos abiertos que recubran X, entonces se dice que una familia localmente finita
{V,}aes de conjuntos abiertos que recubre X y tal que V,, C U, para cada a € J es un
refinamiento preciso de la familia {U, }aes.

1.3.2. Teorema de existencia de particiones de la unidad.

Definicién 1.3.12 (Particién diferenciable de la unidad). Una particién diferenciable de
la unidad en un conjunto X C R™ es una coleccién {6; : i € I} (donde I es un conjunto
de indices arbitrario) que cumple:

(1) Cada 6; : X — [0, 1] es una funcién diferenciable.

(2) Los soportes abiertos {6; # 0}(y por tanto sus adherencias en X') son una familia
localmente finita en X.

(3) La suma Y _._,6; estd bien definida y es = 1.

il
Una particién de la unidad {6; : i € I} se dice que estd subordinada al recubrimiento
{U, : o € A} si para todo i € I existe o € A de manera que {0; # 0} C U,. Diremos que
esta subordinada al recubrimiento {U; : @ € I} con mismo conjunto de indices si se tiene

que {0; #0} CU; Vi€l

Teorema 1.3.13. Sea X C R™ un subconjunto arbitrario. Todo recubrimiento abierto
{U; 1 i € I} de X tiene subordinada una particién diferenciable de la unidad con mismo
conjunto de indices de manera que a lo sumo una cantidad numerable de ellas no son
idénticamente nulas.

Demostracion. Teniendo en cuenta que los U; del recubrimiento son de la forma Ul NX
donde U; es un abierto de R™, si resolviéramos el problema de encontrar una particién
diferenciable de la unidad para el recubrimiento {U, 24 € I} del conjunto Y =, U, que
es un abierto en R™, las restricciones de los elementos de dicha particién de la unidad
serian necesariamente diferenciables y resolverian el problema inicial.

Entonces podemos suponer que los elementos del recubrimiento {U;};c; son abiertos de
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R™ y que X es su unién.

Por el teorema 1.3.7, teniendo en cuenta que X es un abierto de R”, podemos tomar un
refinamiento abierto numerable {Vj }ren de {U; }ier localmente finito en X cuyos elementos
tengan clausura compacta. A continuacion, en virtud de la proposiciéon 1.3.10, tomamos
dos refinamientos precisos sucesivos {Wj }ren de {Vitren v {W/ }ken de {Wi }ren. Dichos
refinamientos precisos son localmente finitos en X. Disponemos entonces de dos recubri-
mientos abiertos de X ({Wy} y {W]}) tales que

Wi C Wy, C Wy C Vi C Uy

para cierto i(k) que elegimos y donde las adherencias son en X. Podria haber més de un
U; que cumpliese la condicién, pero para la construccién posterior nos interesa quedarnos
con uno fijo. El conjunto {i(k) : k € N} es numerable.
En esta situacion, los cerrados X \ Wy, y W,g son disjuntos y por el corolario 1.3.2 existe
una funcién separante diferenciable g, : X — [0, 1] que toma el valor 0 en X \ Wy y 1 en
WIQ. En particular se tiene que {g; # 0} = W}, y esos soportes son una familia localmente
finita en X.

Como las propiedades que hemos de comprobar son de caracter local, tomemos x € X
y un entorno abierto W del punto que corte a un niumero finito de Vi, {Vi,, ..., Vi.}.
Entonces g|w = gk, +- - - + gr, esté bien definida y es diferenciable por ser una suma finita
de funciones diferenciables.

Por tanto, la funcién g = >, gi esta bien definida y es diferenciable, y al ser los W,g
un recubrimiento (pues lo eran los W}) se tiene que

glx) >1VereX
Ahora, para cada i € I se define la funcion
0i= > gi/g: X =R (6;=0sino existe k € N con i(k) = i) (1.3.2)
k:i(k)=i

Comprobemos que asi definidas las funciones {6; };c; son una particién diferenciable de la
unidad adecuada.

(1) Evidentemente 0 < 6;(x) < 1.

(2) Sik ¢ {ky,...,ks} se tiene que W C X\ V,, C X\ W, es decir, g = 0 en W, tenemos

que
Oilw =Y /9
Jiky)=i
estd bien definida y es diferenciable.

Veamos que la familia {{0; # 0} : i € I} es localmente finita en X. De lo anterior
se deduce que

{w:0@)£0nwWc | {zig@#0tc | Wi, €W U U,
Jri(k;)=i Gui(kj)=i
que ya demuestra que es localmente finita y que implica

{z:0;(x) #0}NW C U Wi, = U Wi, C U,

jeilks)=i jeilky)=i
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de lo que se sigue {6; # 0} C U;.

D 0= olg=9/9=1

puesto que por construccién cada g aparece en un tinico 6; (el que llamariamos ;)
siguiendo la notacién).

(3) Se tiene que:

]

Observacién 1.3.14. También es cierto que todo recubrimiento {U; : i € I} de X
tiene subordinada una particiéon diferenciable de la unidad constituida por una coleccién

numerable de funciones de soporte compacto, las {%’“} de la demostracién anterior. Pero

en este caso, el conjunto de indices cambia.
Del teorema anterior se puede deducir el siguiente resultado, que es de gran interés.

Teorema 1.3.15 (Teorema de extension de Tietze diferenciable). Sea X € R™ un con-
junto arbitrario y una aplicacion diferenciable f : X — R". Existe una aplicacion dife-
renciable f : U — R” que estd definida en un abierto U de R™ que contiene a X y que
extiende a f, es decir, f|x = f.

Demostracion. Por definicién, X se puede recubrir por abiertos U; de R™ de manera que
en cada uno esté definida una extension diferenciable de f|y,nx, fi. El conjunto U = |, U;
es un abierto de R™ y en él podemos elegir una particién diferenciable de la unidad {6;}
subordinada al recubrimiento {U;} con mismos fndices. La funcién f = >, 6;f; cumple
las condiciones del enunciado. O]

1.4. Calculo diferencial en variedades.

Veremos a continuacién como formar una variedad diferenciable con todos los espacios
tangentes a una dada.

Definicién 1.4.1. Sea X C R™ una variedad diferenciable (con o sin borde) de dimensién
pura p. Se define

TX ={(x,u) e X xR™" 1w e T,X} = | | T.X C X xR™ CR™ xR™ (1.4.1)
reX
y denotamos 7 : T'X — X la restriccién de la proyeccién (x,u) — x a TX.
El par (T'X, 1), denotado simplemente como T'X, se denomina fibrado tangente de X.

La aplicacién 7 es diferenciable (por ser la restriccién de la proyeccién que es una
aplicacién diferenciable bien definida en R™ x R™). Notemos ademads que para cada punto
x € X, su fibra es 77 (z) = {a} x T, X.

Proposicion 1.4.2. Dada una variedad diferenciable X C R™ de dimensién pura p, el
fibrado tangente TX C R?™ es también una variedad diferenciable de dimensién pura 2p,
con borde

NTX)=7"(0X)={(z,u) €0X xR™ 1w e T,X} = | | T.X.

re0X
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Demostracion. Para ver que T'X es una variedad diferenciable tendriamos que comprobar
la existencia de parametrizaciones locales en cualquier punto; pero vamos a ver que a partir
de una parametrizacion de X en x podemos construir una comun para todos los puntos
de la fibra 771(z) en T'X.

Sea ¢ : A — U una carta local, con A C HP y U = UNX un abierto de X, y sea ¢ = oL
Consideramos el abierto A* = A x R? de H? y el abierto U* = (U x R™)NTX de TX.
Sea entonces la aplicacion

"+ A* — U” dada por ¢*(a,t) = (¢(a), Dp(a)(t)) (1.4.2)

donde recordemos que Dy(a) es un isomorfismo de R? en T, )X . Claramente se trata
de una aplicacién diferenciable (ambas componentes lo son), y entonces para terminar
de probar que en efecto es una carta local para los puntos de la fibra 77! (p(a)) C TX
solo tendriamos que ver que es un difeomorfismo, para lo cual nos queda probar que tiene
inversa diferenciable.

Como ¢ es un difeomorfismo y Dg(a) es un isomorfismo podemos concluir que ¢* es
biyectiva. Entonces tiene sentido considerar su inversa ¢* := (©*)~!. Para comprobar que
dicha inversa es diferenciable veamos que tiene una extensién diferenciable.

Elijamos una extensién diferenciable ¢ de ¢, definida en un abierto W de R™ con U € W
(esto se puede hacer gracias al teorema de Tietze 1.3.15). Se sigue que la composicién
¢ o @ = Idgo|A, y entonces por la regla de la cadena tenemos la siguiente igualdad en el
punto a € A:

Idz» = De(p(a)) o Dip(a)
Entonces (Dg(a)) ! = D¢(p(a)) y si tenemos que para cierto t € RP Dip(a)(t) = z € R™,
necesariamente D¢(p(a))(z) = t. En consecuencia, la aplicacién

@ W xR™ — RP x R? dada por ¢ (z,u) = (¢(x), Do(x)(u)) (1.4.3)

es una extension diferenciable de la inversa ¢* puesto que ambas componentes son diferen-
ciables, estd definida en un abierto de R?*™ y coincide con ¢* en el dominio de definicién
de esta tltima, pues ¢* o ¢* = Id 4.

Con esto hemos demostrado que efectivamente T'X es una variedad diferenciable. El hecho
de que sea de dimension pura 2p es una consecuencia de que al ser X de dimension pura
p, todas las cartas locales construidas vienen definidas en abiertos de HP x RP = H?.
Finalmente, notemos que para todas las parametrizaciones locales obtenidas de T'X, los
puntos con contraimagen en JA* = 0A x RP son necesariamente aquellos (z,u) € U* que
verifican que x € 90X, puesto que ¢ identifica dA con 0X NU, y por tanto I(TX) =
771(0X). n

Observacion 1.4.3. En la observacién 1.2.9 se expuso que para aplicaciones entre va-
riedades la diferenciabilidad era equivalente a la existencia de expresiones locales diferen-
ciables. Para la aplicacion 7 : TX — X, con la notacion de la demostraciéon anterior,
tenemos:

TX U™ = U~¢ X

v*] Tsﬁ
~lorop*

A* 2 °T%% 4

y la localizacién p~toTop* aplica (a,t) en a (es una proyeccién) y por tanto diferenciable.
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Definicién 1.4.4. Dada una variedad diferenciable X, su fibrado tangente (T'X,7) y
una aplicacién £ : X — R™ que verifique que &(x) € T, X para cada x € X. Un campo
tangente de X asociado a £ es una inversa por la derecha de 7 dada por

X =>TX: x— (z,&(x)).
Diremos que z € X es un cero del campo si se tiene que &(x) = 0.

Ejemplo 1.4.5. Dada X C R™ una variedad de dimensiéon pura p, para todo x € X
podriamos tomar {(x) = 0V z € X, y definir a partir de esta el campo tangente que se
denomina campo nulo.

Proposicion 1.4.6. Sean X C R™ e Y C R" dos variedades diferenciables, f : X — YV
una aplicacién diferenciable, z € X e y = f(z) € Y. Sea también f : U — R" una
extension diferenciable de f definida en un entorno abierto U de x en R™. Entonces:

(1) Df(z)(T.X) C T,Y.

(2) Larestriccién d, f : T, X — T,Y de Df(z) : R™ — R" solo depende de f y no de la
extension f elegida.

Demostracion. Como f es una aplicacién diferenciable, es continua, y entonces serd po-
sible realizar una eleccién de entornos U de x en R™ y V de y en R" de manera que
tengamos parametrizaciones p : A - UNXcon ACHyy:B—-VNY con BCH?y
se verifique f(U) C V.

Consideramos la expresién local g = 1~ o f o ¢, que es una aplicacién diferenciable,
y sea a € A el tnico punto tal que ¢(a) = z. Teniendo en cuenta que necesariamente
fow =1 og, tendremos que dado z € T, X existird un tnico t € R? de manera que
z = Dp(a)(t). La situacién queda expuesta en los siguientes diagramas conmutativos:

UﬂX—f>VﬂY ZETIX@TJC(Z)Y
Tsﬁ Td) TDcp(a) TDzb(g(a))
A—2 B teRre 219 R
Entonces:
Df(x)(z) = Df((a))(Dp(a)(t)) = Dy (g(a))(Dg(a)(t)) (1.4.4)

y como g(a) = vt o fop(a) =1 o f(x) =1~ (y), se tiene que la segunda parte de
la igualdad es un punto de T,Y, como querfamos probar en (1). El hecho de que esta
segunda parte de la igualdad no dependa de f constituye la prueba de (2). O

Definicién 1.4.7. En la situacién anterior, la aplicacion lineal d, f : T, X — T,Y se llama
derivada de f en x.

Observacién 1.4.8. (1) Atendiendo a la ecuacién 1.4.4 teniendo en cuenta que a =
o 1(x), que g~ (x)) = v f(x)) y que Dp(a) : RP — R™ es un isomorfismo, se
tiene la igualdad entre aplicaciones siguiente:

d.f = DY~ (f(x)))Dg(p (x)) (Dl (x))) (1.4.5)
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donde g = ¢¥1o foy, lo que nos da una expresién para d, f a partir de cartas locales
sin necesidad de tener una extensién de f. Es decir, d, f es la tnica aplicaciéon que
hace conmutativo el diagrama

T,X 2L 1y v
DLp(cp_l(:r))T TDw(g(so‘l(w)))
RP R4

Dg(p~' ()
y eso la define.

Si tomamos Idx : X — X, sin mas que sustituir en la ecuacién 1.4.5 eligiendo v, ¢
iguales, se tiene que d,(Idy) = Idr, x.

La derivada de una aplicaciéon constante f : x — yo es nula: d,f(u) = 0, Vo €
X, Yu € T,X. Es una consecuencia directa del mismo resultado conocido para
aplicaciones entre abiertos de R™ y R", teniendo en cuenta que una extensién de f
podria ser la aplicaciéon constante definida en todo el espacio, que tiene diferencial
nula de manera que su restriccion d, f sera necesariamente nula también.

Se cumple la regla de la cadena. Dadas sendas aplicaciones entre variedades: f :
X =Y, g:Y — Zylacomposicion go f: X — Z, se tiene

de(go f)=dpwygod.f (1.4.6)

Vedmoslo con mayor detalle.

Consideremos = € X,y = f(z) € Yy z = g(y) = g(f(x)) € Z. Sean también
p:A—-UconzxeU, v : B —VconyeVyy:C—WcomnzeW
parametrizaciones locales de manera que tenga sentido el siguiente diagrama

v—J sy 9w

/| o K

ALl g e ¢
Y~ to(fog)op

Denotemos hy = 1o fop, hg =7y togotypyh=hyoh =7y 1o(fog)opa
las expresiones locales que aparecen en el diagrama y sea a = ¢~ *(x). Entonces, la
situacién anterior se traslada a las aplicaciones diferenciales de la siguiente manera:

dz f dyg

T,X T,y T.7
Dw(a)] D¢(h1(a))T TDW(h(a))
Dh(a)

De donde se deduce que dyg o d,f = Dvy(h(a)) o Dh(a) o (Dy(a))™!, y entonces
necesariamente se sigue de la observacién (1) que dyg o d, f = d,(g o f).
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(5) La derivada de una aplicacién diferenciable h = (f,g) : Z — X XY con valores en un
producto de variedades es d.h = (d.f,d.g) : T.Z — Tpy X x Ty)Y = Ty (X xY).

Definicién 1.4.9. Sean X C R™, Y C R" dos variedades diferenciables, Y sin borde, y
sea [ : X xY — Z una aplicacién. Para cada x € X se define la aplicacion parcial o
seccion de f en x como f, : Y — Z dada por f.(y) = f(x,y). De la misma manera se
define la seccién para y € Y como f, : X — Z dada por f,(z) = f(z,y).

Observacién 1.4.10. Notemos que en la defincién anterior si f fuera diferenciable en-
tonces se tendria que f, y f, serfan aplicaciones diferenciables con independencia de los
x € X ey € Y. Basta tener en cuenta que este mismo resultado es ya conocido para
aplicaciones definidas en abiertos del espacio global y bastaria con elegir una extension
adecuada de nuestras aplicaciones para poder particularizarlo.

Definicién 1.4.11. Sean X C R™, Y C R"” dos variedades diferenciables, Y sin borde, y
sea f: X XY — Z una aplicacion diferenciable. Las aplicaciones lineales

dx(fy) : TIX — Tf(x’y)Z y dy(fx) : TyY — Tf(%y)

se denominan derivadas parciales, y se denotan respectivamente

B )
a—i(x,y) y 8—£<w,y)

Observaciéon 1.4.12. Bajo la definicién anterior, se tiene la siguiente igualdad:

0 0
o (1:0) = G (@) 0) + 5 ()0
para (u,v) € T(z (X xY) =T, X xT,Y. Consideremos cartas locales p : AxB — UxV
con (z,y) € U x W donde A es un abierto de H?, Bloes de R, U de X y V de Y,y
Y C'— W cumpliendo que f(U x V) C W, con C un abierto de H* y W de Z. Denotemos

(a,b) = ¢ !(z,y). Entonces la situacién en que nos encontramos queda detallada en los
siguiente diagramas:

UxVtow U-—Low v-Low
SOT ]'Y @b{ T’Y Saa] Y

A través de la observacion 1.4.8(1) se tienen las siguientes igualdades:
dizy) [ (u,v) = (Dy(g(a,b)) o Dg(a,b) o (Dp(a, b)) ™) (u,v),
dy fy(u) = (Dv(go(a)) © Dgy(a) o (Dpy(a)) ") (u),
dy f+(v) = (D7(ga(b)) © Dga(b) © (Dipa())™") (v),

y tomando una extension adecuada de g que nos proporciona sendas extensiones de g, y
gy, como el resultado es conocido para abiertos de RPT?, teniendo en cuenta la igualdad

(Dep(a, b))~ (u, v) = ((Dpp(a)) ™ (u), (Dipa (b))~ (v)), se tiene que
Dyg(a,b) o (De(a, b))~ (u,v) = Dgs(a)((Des(a)) ™" (u) + Dga(b) (Dpa (b))~ (v),
de donde se deduce que dz ) (u, v) = dy fy(v) + dy fo(v).
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Teorema 1.4.13 (Teorema de inversion local con borde). Una aplicacién diferenciable
f: X — Y esun difeomorfismo local en x € X siy solo si la derivada d, f : T, X — Tj,)Y
es un isomorfismo lineal y f conserva el borde.

Demostracion. En primer lugar supongamos que f es un difeomorfismo local en x € X.
Entonces existen entornos abiertos U de x en X y V de f(x) en Y de manera que h =
flu : U =V es un difeomorfismo. Por el teorema de invarianza del borde 1.2.8 tenemos
que entonces h(OU) = 0V y como h(OU) = f(0X NU) =0V = 9Y NV ya tenemos que
bajo estas condiciones f conserva el borde en z.
Por ser h un difeomorfismo, su expresion local en cartas adecuadas también lo es y por
construccién también lo sera d, f, y necesariamente entonces d,. f es un isomorfismo lineal
como queriamos ver.
Veamos a continuacion la otra implicacion.
Queremos comprobar que dado x € X y bajo las hipotesis del enunciado, existe un entorno
Udexen X yVdey= f(xr)enY de manera que f|y : U — V sea un difeomorfismo.
Consideramos sendas parametrizaciones locales en x ey, o : A — U con A C H? y U
entorno abierto de x en X;y 1 : B — V con B C H? y V entorno abierto de y en Y, tales
que f(U) C V. Sea en estas condiciones la expresién local g = ' o (f|¢) o ¢, que es una
aplicacién diferenciable y denotemos a = o~ !(z) y b = ¥ ~!(y). Notemos que las hipétesis
del enunciado implican que Dg(a) : R? — R? es un isomorfismo lineal (por tanto p = q)
y que g(ANOHP) C OHP.

Distinguiremos dos casos.

(1) Caso en el que x ¢ 0X, i.e., a ¢ OHP.
Entonces W = A\ OHP es un entorno abierto de a en R? y gl : W — RP es una
aplicacion diferenciable definida en un abierto del espacio afin cuya derivada es un
isomorfismo lineal, y por el teorema de inversion local 1.1.8 se tiene que existen
abiertos A* C Ay B* C B de manera que g|4+ : A* — B* es un difeomorfismo.
Por tanto la restriccién de f a U* = p(A*) es un difeomorfismo con llegada en
f(U*) =¢(B*), y entonces f es un difeomorfismo local en z.

(2) Caso en el que z € 0X, i.e., a € OHP.
Recordemos que podemos suponer que H? = {(zy,...,z,) € RP : x; > 0}. Por ser
g diferenciable podemos elegir una extensién g definida en un abierto W de R?, de
manera que W NHP C A. Necesariamente Dg(a) = Dg(a), que es un isomorfismo

lineal, y de nuevo por el teorema 1.1.8 se tiene que existe un entorno abierto 1% “de
a en R? de manera que gl es un difeomorfismo y podemos suponer que D = g(W)

es una bola abierta de centro b y radio € > 0. Sean A* = WNHP C Ay B* =
DNHP C B. Queremos ver que g(A*) = B* y por tanto g es un difeomorfismo entre
A* y B*, de manera que f lo seria entre p(A*) y ¢¥(B*).

Observemos que W \ OHP no es conexo, para lo cual basta ver que

W\ HP = (’Wn{xl >o})U(’Wn{x1 <o})
es una descomposicién en abiertos no vacios y disjuntos. En consecuencia
g(W \ 9H?) = D\ g(W N oH)
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tampoco es conexo. Como dijimos anteriormente, bajo las condiciones del enunciado,
se tiene que g(A N OHP) C JHP, por lo que E(W N oHP) = g(W NOoHP) C OHP; y
para desconectar la bola D necesariamente tiene que ser E(W NOHP) = D N oHP.
Asi se tiene que D \ §(W NOHP) = D\ OHP tiene dos componentes conexas, y lo
mismo tiene W \ OHP. Una de ellas sera W M Int(HP). Se sigue que g(W N Int(HP))
es una componente conexa de D \ OHP, y es precisamente D N Int(HP), puesto que
G(W NHP) C HP. Por tanto, (A*) = g(W NHP) = D NHP = B* como querfamos
demostrar.

O

Ejemplo 1.4.14. La condicién de que f conserve el borde es imprescindible. Por ejemplo,
consideremos dos variedades diferenciables X e Y en R"™ de misma dimensién pura p de
manera que X C Y (podriamos tomar dos bolas concéntricas). Supongamos que 0X ¢ Y
y sea a € 0X \ 9Y. Consideremos f : X — Y la inclusién. Entonces claramente d, f es un
isomorfismo lineal (una extension es Idg» cuya derivada vuelve a ser la identidad) pero
claramente, puesto que a € 0X \ Y, f no transforma entornos abiertos de a en X en
entornos abiertos de a en Y, ya que no se conserva el borde.

Del teorema 1.4.13 se deduce el siguiente corolario:

Corolario 1.4.15. Sean X C Y dos variedades diferenciables de dimensién pura p tales
que 0X C 9Y. Entonces X es un subconjunto abierto de Y.

Demostracion. Veamos que para cualquier x € X existe un entorno abierto U de z en Y
tal que U C X. Sea j la inclusion de X en Y.

Por hipétesis se tiene que dim, X = dim,Y. Sea ¢ : A — V una carta local de Y en
x, donde V' es un abierto de Y. Entonces U = V N X es un abierto de X y la restriccion
@lo—1wy 1 ¢ (U) — U es una carta local de X en . Entonces se tiene que la expresion
local de la inclusién j|y : U — V es la inclusién i : o~ }(U) — A, luego su diferencial es
una inyeccién entre espacios de misma dimensién, y por tanto d,(j|y) : T.X — T,Y es
un isomorfismo lineal. Ademés, por hipdtesis tenemos que j(0X) C Y y entonces por el
teorema 1.4.13 se tiene que j es un difeomorfismo local en x, y por tanto existen entornos
abiertos U de x en X y V de z en Y cumpliendo j|y : U — V es un difeomorfismo, luego
U=V NX =V ypor tanto X es abierto en Y. O

1.5. Inmersiones.

La definiciéon que hemos adoptado de variedad es por naturaleza sumergida, pues la
vemos contenida en R™. Sin embargo, resulta muy importante analizar los distintos modos
en que una variedad estd representada dentro de otras y a esto atane el contenido de la
seccion.

Definicién 1.5.1. Una aplicacion diferenciable f : X — Y es una inmersion en x € X
si su derivada d, f : T, X — Tj)Y es inyectiva. Si esto ocurre para todo punto z € X
decimos que f es una inmersion.

Si f tiene una inversa diferenciable por la izquierda entonces también la tiene su
diferencial, y por tanto es inyectiva, con lo que f es una inmersién.
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Observacion 1.5.2. Notemos que efectivamente para que f pueda ser una inmersion en
r € X necesariamente se debe cumplir dim,X < dimj,)Y .

Proposicién 1.5.3. Dadas dos inmersiones f : X — Y y g:Y — Z, entonces go f :
X — Z también es una inmersion de X en Z.

Demostracion. Por la regla de la cadena, dado x € X, se tiene que d,(go f) = dyygod. f
que es inyectiva por serlo tanto d(,)g como d, f. O]

Proposicion 1.5.4. Sea f : X — Y una aplicacién diferenciable. Los puntos de X en los
que f es una inmersion forman un conjunto abierto en X.

Demostracion. Que f sea una inmersion en un punto x € X es lo mismo que decir que
la matriz de la aplicacién derivada de f en x es de rango maximo y entonces habra un
entorno abierto U de z € X de manera que f sea inmersion en todos los puntos de U, es
decir, un entorno donde la diferencial de f siempre sea de rango maximo.

Razonando mediante cartas. Dados abiertos x € U C X y V C Y de manera que
f(U) c V, y dadas parametrizaciones en estos abiertos, tenemos la siguiente situacién,
que se traslada también a variedades tangentes:

v—Lt-v T.X =L 1,7

] P dwT Tdbw

A-2-pB RP RY
dag

donde se han llamado a = ¢ '(z) y b = ¢~ '(f(z)). Ahora bien, si tomamos en T, X
y en Ty, Y bases que sean las imagenes de las bases canodnicas en R? y R? a través
de los isomorfismos d,p y dpi) respectivamente, se tiene que la matriz de d,f en esas
bases coincide con la matriz jacobiana de g en ¢ ~!(x), cuyas entradas son continuas como
funciones de U en R. Por tanto, que d,f sea inyectiva es equivalente a que d,g lo sea, y
como p < ¢, esto es equivalente a que el rango de la matriz sea p, y por tanto a que exista
un menor p X p cuyo determinante sea no nulo. Como dicho determinante también es una
funcién continua de U en R, el hecho de que sea no nulo en x € U implica que existe un
abierto U C U donde se conserva dicha condicién. Como el rango no puede ser mayor que
P, Sera p en U y por tanto f es inmersién en todos los puntos de U. O

Ejemplo 1.5.5. Las inclusiones lineales f(xy,...,z,) = (21, ..., 2}, 0, ..., 0) son los ejemplos
mas sencillos de inmersion.

Teorema 1.5.6 (Forma local candnica de una inmersién con valores interiores). Sea
f: X — Y una aplicacién diferenciable y a € X tal que f(a) € Int(Y"). Si f es inmersién
en a, existen parametrizaciones ¢ : A - U C X y ¢ : B - V C Y, A abierto de
H? = {z; > 0} y B abierto de R, de manera que a € U, f(U) C V y la expresion local
correspondiente tiene la forma:

wilfgp(:vl, ey Xp) = (21, .00, 7,0, ..., 0).

Demostracion. Por ser f una aplicacién diferenciable, existiran parametrizaciones locales
ena € Xy f(a) €Y de manera que el siguiente diagrama tenga sentido:
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i

-1
Ao g

donde A es un abierto de HP, B es un abierto de R? (lo podemos asegurar por ser f(a) €
Int(Y)) y f(U) C V. Denotemos g a la expresién local de f representada en el diagrama,
y sea g : A — RY una extensién diferenciable de ¢ definida en un abierto A de R? tal que
ANHP = A. Entonces la aplicacién diferencial de g en ¢~ 1(a) es inyectiva, puesto que se
tiene la igualdad

dw—l(a)g = df(a)’y_l odyf o dw—l(a)SO :RP — R?

y por hipdtesis f es una inmersion en a. Esto implica que si tomamos la matriz jacobiana
(09,(¢~*(a))/0x;); ; esta tendrd un menor de orden p no nulo. Haciendo una permutacién
adecuada de las coordenadas de R? (permutando las g;), lo que se puede hacer puesto que
B es un abierto de RY, podemos suponer que se cumple

@) e G )
0# A = det : : (1.5.1)
) e e @)

Consideremos ahora la aplicacion diferenciable
h:AxRIP - R? dada por h(z,z') = g(z) + (0,2"),

cuyo determinante jacobiano en el punto (¢~*(a),0) es

Do) - %%w%w»
0
0q oq
0£A = det 5%w1m»-~ 5%w1m» (1.5.2)
1
) 1

Por el teorema de la aplicacién inversa, existen entornos abiertos U; C A x R7? C R? de
(p71(a),0) y Vi CR? de h(¢~*(a),0) de manera que hly, : Uy — Vi es un difeomorfismo.
Podemos suponer que V; C B, puesto que B es un entorno abierto en R? de g(p~*(a)) =
v H(f(a)).
Es evidente ahora que 1) = v o h|y, es una parametrizacién local en f(a) € Y, y por la
construccién tendrfamos que, en un entorno de (¢ ~1(a),0) de la forma Uy x Uy, para todos
los puntos del entorno abierto de ¢~ (a) en H?, U;; N A, se cumplirfa h(z,0) = g(z) = g(z)
y entonces (z,0) = h™ 'y fo(z) =¥~ fo(x) que es lo que querfamos probar.

]
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Ejemplo 1.5.7. La aplicacién f : X = R — Y = H? dada por ¢ — (¢, ) es diferenciable
y su derivada en t = 0, dof : R — R? serd tal que dof(z) = (0,), siendo por tanto
inyectiva, y entonces f es una inmersién en 0 € X. Veamos que el hecho de que f(0) =
(0,0) ¢ Int(H?) imposibilita la existencia de una expresiéon local como la del teorema
anterior.

Supongamos que si que existieran cartas locales como en el teorema anterior, es decir,
cartas locales ¢ : A — U donde A es un intervalo abierto de R (se puede elegir abierto
porque 0 € Int X = IntR), U es entorno abierto de 0 € X, ¢ : B — V donde B es
un abierto en H?, V es un entorno abierto de (0,0) € Y, de manera que f(U) C V' y
la expresién local g cumple que g(s) = (s,0) 6 (0,s) para cualquier s € A. También, la
igualdad 1 o g = f|y o ¢ se cumple por construccién de g.

En el caso en que g(s) = (s,0), como 9 es un difeomorfismo conserva el borde y por tanto

U(g(A) \ OH?) = (g(A)) \ OH* = flu(o(A)) \ OH* = f(U) \ OH.

Pero esto es imposible puesto que g(A)\dH? = A x {0} es conexoy f(U)\dH? no lo es (es
un trozo de parabola a la que le quitamos el punto (0,0) de manera que queda dividida en
dos trozos que suponen una descomposicién del conjunto en abiertos disjuntos). El hecho
de que g(A)\ OH? = A x {0} se sigue de que hemos supuesto que A es un intervalo abierto
(a,b), y como g(A) = A x {0} = (a,b) x {0} C H?, se tiene que (a,b) C {z > 0} y por
tanto 0 ¢ (a,b) = A, por lo que g(4) N 9H? = ). Llegamos a un absurdo y se concluye
que tales cartas locales no pueden existir.

En el caso de que g(s) = (0, s), tendriamos que f(U) = 1(g(A)) = ({0} x A) C OH?,
lo cual no es cierto.

Corolario 1.5.8. Sean f : X — Y una aplicacion diferenciable. Si a tiene un entorno
abierto U C X tal que la restriccion f|y : U — f(U) es un difeomorfismo, entonces f es
inmersién en a. El reciproco se cumple si f(a) € Int(Y).

Demostracion. Supongamos que existe U con a € U tal que fly : U — f(U) es un
difeomorfismo. Entonces U es una variedad (por ser abierto de una variedad) y f(U)
también lo es (por ser difeomorfo a U), y la derivada d,(f|v) : ToU — Ty f(U) es un
isomorfismo lineal. Tenemos que T,U = T, X y como la inclusién ¢ de f(U) en Y es una
aplicacion diferenciable, necesariamente se tiene la siguiente igualdad entre aplicaciones
lineales
dof = dyayi © da(fv),

y como d(q)t es una aplicacién inyectiva y dy,)(f(U)) hemos visto que es un isomorfismo,
tenemos que d, f es necesariamente una aplicacion inyectiva y por tanto f es una inmersién
en a.

Reciprocamente, supongamos ademés que f(a) € Int(Y') y f es inmersién en a € X, luego
estamos en situacion de aplicar el teorema anterior y podemos elegir parametrizaciones
locales ¢ de a € X y ¢ de f(a) € Y de manera que g(x) = ¢~ fp(z) = (2,0), y
como la aplicacién lineal dada por z — (z,0) de R? en R? x {0} es un difeomorfismo,
f =1 o0gop ! serd un difeomorfismo entre los abiertos donde estuvieran definidas las
cartas locales. O]

Ejemplo 1.5.9. Un contracjemplo es la lemniscata dada por f : R — R? : t —

t t3
1+t47 144

figura.

). Entonces f es una inmersién de R en R? cuya imagen se muestra en la
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(0, 0)f

Figura 1.1: Lemniscata.

Se tiene que:

SO _ gy 20

tl}f_noo h(t) = }H{T}O fo(t) =0, lim

Es claro que f no es homeomorfismo de ningtin entorno de ¢t = 0 sobre uno de f(t) = (0,0)
en f(R), puesto que en particular ningin entorno suficientemente pequeno de (0,0) en

f(R) es conexo.

Definicién 1.5.10. Se dice que una inmersién f : X — Y es difeomorfica cuando es un
homeomorfismo sobre su imagen f(X).

Teorema 1.5.11. Una aplicacion diferenciable f : X — Y es una inmersién difeomorfica
siysolosi f: X — f(X) es un difeomorfismo.

Demostracion. Que la condicién es necesaria es evidente, si es un difeomorfismo en par-
ticular sera un homeomorfismo, y f serd una inmersion sin mas que atender al corolario
1.5.8.

Supongamos ahora que f es una inmersién difeomérfica. En particular, f =iof : X — R®
es también una inmersién, donde 7 hace referencia a la inclusién de Y en R™. Por el teorema
de la forma local candnica 1.5.6, teniendo en cuenta que T(X ) C IntR™ = R", tenemos,
dado x € X, cartas locales de manera que se da el siguiente diagrama conmutativo

U flu e

I I
A P flo)e B

donde A es abierto de HP, U de X con x € U, B de R" y V de R". De manera que
ademds la expresién local envia a € A en (a,0) € By f|y es un difeomorfismo de U
en V', lo que se puede asegurar a través del corolario 1.5.8 restringiendo los abiertos de
manera adecuada. Ahora bien, como f es un homeomorfismo, es una aplicacién abierta y
entonces f(U) es un abierto de f(X), y claramente f(U) C V N f(X). Por ser f(U) un
abierto de f(X), existird un abierto W C R"™ de manera que f(U) = W N f(X), luego
VAW N f(X)=VnNf(X) es abierto de f(X) y cambiando U por U = f~4(V N f(X))
se tiene que f(U) =V N f(X), luego podemos suponer que f(U) =V N f(X) y se tiene
el siguiente diagrama:
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v p) v

4 ]W;;(A? Tw

A—2-g(A)——B

Y por ser ¢, gy Vg : 9(A) = f(U) difeomorfismos, también f|y : U — f(U) es un
difeormorfismo. Como f : X — f(X) es un homeomorfismo, es una aplicacién biyectiva, lo
que con el resultado local precedente prueba que f: X — f(X) es un difeomorfismo. [

Corolario 1.5.12. Sea f : X — Y una aplicacion diferenciable, y supongamos que Y no
tiene borde. Entonces:

(1) La aplicacién I'y : X — X x Y dada por I'f(z) = (z, f(z)) es una inmersién
difeomoérfica, y su imagen, el grafo Gy = {(z, f(z)) : = € X}, es una variedad

diferenciable con borde 0 Gy = {(z, f(z)) : x € 0X}.

(2) La derivada de I'y en 2z € X es la aplicacion:

Lap: ToX = To X x Ty)Y dada por u+— (u,d, f(u)).

(3) El espacio tangente al grafo de f es el grafo de la derivada, esto es, la imagen de la
aplicacién anterior

T(me(m))Gf = Gdzf = {(u, dxf(u)) Tu e TxX} C TZX X Tf(x)Y

Demostracion. (1) En primer lugar, observemos que eligiendo cartas adecuadas, la de-
rivada de I'y en cualquier punto # € X tiene matriz jacobiana

1 0 0
0 1 0
0 0 1
on ... ... %4
0y oz,
O ... ... Ok
83:1 8xp

por lo que es inyectiva, luego I'; es una inmersiéon de X en X x Y, y evidentemente
es un homeomorfismo (su inversa es la proyeccién sobre la componente en X)), luego
I't es una inmersién difeomérfica. Por el teorema de invarianza del borde, ya que
'y © X = Gy es un difeomorfismo por el teorema anterior, se sigue que 0 Gy =
I'p(X).

(2) Basta con prestar atencién a la forma de la matriz jacobiana expuesta antes.
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(3) Es trivial, por ser I'; un difeomorfismo de X en el grafo, la aplicacién es un isomor-
fismo entre sus espacios tangentes.
]

Corolario 1.5.13 (Parametrizaciones adaptadas). Sean X C Y C R" variedades dife-
renciables, x € X \ Y, dim, X = p. Existe entonces una parametrizaciéon ¢ : B — V de
Y, B abierto de RY, con x € V, tal que:

(1) XNV =9y (Bn(HP x{0})) si z € 0X.
(2) XNV =9 (BN (RP x {0})) sixz ¢ IX.

Demostracion. La inclusién j : X — Y es una inmersién (su derivada en cualquier punto
es la inclusién del espacio tangente a X en el espacio tangente a V). Ademads, por hipétesis,
x ¢ 0Y, luego podemos aplicar el teorema de la forma local canénica 1.5.6, y obtenemos
un diagrama

XNnvisv
I
A—2 . p

donde g(z) = (,0), A es un abierto de H?, V 1o es de Y, y se tiene que X NV = p(A) =
J(p(A)) =1(g(A)). Y ademds, puede que teniendo que reducir By V:

_f BN (H? x {0}) si z€0X,
g(A)_{Bﬂ(Rpx{O}) si x¢0X.

1.6. Sumersiones.

Definicién 1.6.1. Una aplicacién diferenciable f : X — Y es una sumersion en ¢ € X
si su derivada d, f : T, X — Tj(,)Y es suprayectiva. Si esto es asi para cada punto de un
conjunto C' C X, decimos que f es sumersion en C, y si C' = X decimos simplemente
que f es una sumersion.

Si f tiene una inversa diferenciable por la derecha entonces también la tiene su dife-
rencial, y por tanto es sobreyectiva, con lo que f es una sumersion.

A través de la regla de la cadena se ve que la composiciéon de sumersiones es una
sumersion, puesto que la composicion de aplicaciones lineales suprayectivas sigue siendo
suprayectiva.

Observacion 1.6.2. Notemos que efectivamente para que f pueda ser una sumersion en
r € X necesariamente se debe cumplir dim, X > dimy.)Y".

Proposiciéon 1.6.3. Sea f : X — Y una aplicacion diferenciable. Los puntos en los que
f es una sumersion forman un conjunto abierto.
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Demostracion. Al igual que en inmersiones, la condicion de sumersién pasa por el hecho
de que la matriz jacobiana de la aplicacién lineal en un punto tenga rango maximo y como
esto es una condicion abierta se tiene el resultado. O]

Ejemplo 1.6.4. Los ejemplos mas basicos de sumersiones son las proyecciones lineales
f(z1,...,xp) = (21, ..., 24) donde p > gq.

Teorema 1.6.5 (Forma local candnica de una sumersién que conserva el borde). Sea
f + X — Y una aplicaciéon diferenciable y sea a € X un punto en el que f conserva
el borde (lo que siempre se cumple si a € Int(X)). Si f es sumersién en a, existen
parametrizaciones ¢ : A > U C X y ¢ : B—V CY tales que:

(1) ac U, f(U) CV.

(2) B es un abierto de H? = {z; > 0} y A = Bx W C HP = H? x RP~7 para cierto
abierto W de RP™1.

(3) v (@, oy ap) = (21, ..y Ty).

Demostracion. Elegimos parametrizaciones locales en a y f(a) de manera que el siguiente
diagrama tenga sentido

v—1 vy

S
~ —1 ~
P v fy B
donde A es un abierto de HP = {z; > 0}, B lo es de H? = {z;, > 0}, f(U) C V, ¢ <p
y f conserva el borde en U, i.e., f(U NJX) C Y. Denotamos por g = ¥~ fv, y sea
g : Uy — V} una extensién diferenciable de g, donde Uy "NHP = Ay V; N HY = B. Por la
conservaciéon local del borde de f, y teniendo en cuenta que las parametrizaciones locales
lo dejan invariante, se tiene que g(U; N {xy; = 0}) = g(U; N {xy; = 0}) C OH? = {z; = 0}.
Denotemos para x € R?, z = (z1,2’) donde z’ € RP~.
Ahora bien, a través de la regla de la cadena, necesariamente se tiene la siguiente igualdad

Dg(v ' (a)) = dy1(0)9 = dy@y " 0 dof 0 dy-1(0yy : R? — RY

y por tanto, como f es sumersién en a € X, se tiene que Dg(y~!(a)) es sobre, luego su
matriz jacobiana tiene un menor de orden ¢ no nulo.

A través de una permutacion de coordenadas en RP podremos suponer que dicho menor
estd formado por las primeras ¢ columnas, teniéndose

) G0 )

0# A =det : : (1.6.1)
Jg ag,
e 07@) 50 @)

Estos es porque si a € Int(X) = v (a) € Int(A), el borde no juega ningtin papel y
no hay problema en permutar las coordenadas en RP. Pero si a € 90X, entonces si es
importante la precisién en la permutacién, pues en la expresion g(z1, ..., x,) = (21, ..., Z4)
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debe forzosamente aparecer 1, que es la forma lineal que define H? y H?. Ahora bien, si

a € 0X entonces v '(a) € A, por la invarianza del borde y por tanto g,(y*(a)) = 0.

Derivando en v~ !(a) = (0, 2’) se tiene que la primera fila de la matriz jacobiana ha de ser
0g,

de la forma <8—m('y_1 (a)),0,...,0), dependiendo exclusivamente de la primera coordenada.

Luego si prescindiésemos de la primera coordenada (serfa prescindir de la primera columna
de la matriz jacobiana) el rango es estrictamente menor que ¢, y entonces para conseguir
A solamente deben permutarse las variables xo, ..., z, de RP, mientras que x; queda fija.
A continuacién consideremos la aplicacion diferenciable

h:A— Bx R dada por h(z) = (G(x), Zgs1, ..., Tp)

cuya diferencial Dh(y~!(a)), sin més que atender a la definicién, tiene matriz jacobiana
asociada

) e G0 )
a_ a_ . %
0#A=det | Z(7(@) - a—i‘;<r1<a>> (16.2)
1
0
1

y es por tanto un isomorfismo lineal. Ademads, h(0,2') = (0,v’), es decir, h(aﬁ) C
0 <§ X R”_q> , v podemos aplicar el teorema de inversién local para variedades con borde
1.4.13, con lo que h es un difeomorﬁsgno local en v7!(a), luego existe un entorno abierto
A C Ade~yYa)yotro BxW C B xRP?de g(y!(a)) (con W abierto de RP7) de

manera que hly : A — B x W es un difeomorfismo. Asi tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

A gla B

hlAl 4¢1,..,xq)

B x W

Como la proyeccién es una aplicacién abierta se tiene que 7(B x W) es abierto en B,y
ademas tendremos que ¢ =y o (h|4)™!: B x W — 7(A) es una parametrizacién local de
X en a definida entre abiertos adecuados. Restringiendo las primeras cartas locales a los
abiertos adecuados (a partir de la restriccion de v a A podemos adaptar todos los abiertos
que intervienen) tendremos que por construcciéon

Yplofop=gohl=m,

donde se consideran las restricciones adecuadas de las aplicaciones, como queriamos pro-
bar. [

Corolario 1.6.6. Una sumersion que conserva el borde es una aplicacion abierta que
transforma puntos interiores en puntos interiores.
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Demostracion. El hecho de transformar punto interiores en puntos interiores es una cues-
tion local que podemos justificar sin mas que tomar parametrizaciones cuya expresién
local sea la forma candnica del teorema anterior. Ademas, que la expresion local sea
la proyeccion implica que es abierta, y entonces necesariamente la sumersion ha de ser
abierta. O

Vamos a ver qué podemos alcanzar cuando la sumersion no conserve el borde. Traba-
jaremos con puntos del borde de la variedad porque recordemos que cualquier aplicacién
conserva siempre el borde en puntos del interior de la variedad.

Proposiciéon 1.6.7. Sea f : X — Y una aplicacién diferenciable y sea a € 0X. Si
flox : 0X — Y es sumersién en a, existen parametrizaciones ¢ : A — U C X y
v : B —V CY tales que:

(1) ac U, f(U)CV.
(2) B es un abierto de R? y A = A* x B C HP = HP~? x RY para cierto abierto A* de
HP— = {z, > 0}.
(3> wilf@(xl’ ) xp) = (xp—q+17 ) xp)‘
En este caso f(a) € Int(Y).

Demostracion. El hecho de que f(a) € Int(Y') se sigue del corolario anterior, teniendo en
cuenta que f|px es una sumersién en a y 0X es una variedad sin borde.

Bajo lo anterior, podemos suponer que existen cartas locales en a € X y f(a) € Y de
manera que el siguiente diagrama conmutativo tenga sentido

f|U1

Uy Vi

Lpl] d}l] lwl_l
—1

A, Y1 (fluy)er B,

donde A; es un abierto de H? = {x; > 0} y B es un abierto de R? (puesto que ya sabemos
que f(a) € Int(Y)). Denotamos g a la expresién local representada en el diagrama y sea
g : W — R? una extension diferenciable de ¢ definida en un abierto W de RP tal que
W NHP = A;. Entonces, por ser f|gx una sumersiéon en a y teniendo en cuenta que las
parametrizaciones locales identifican los bordes, es decir ¢1(0A4;) = 9U; = U; N 0X, se
tiene que
Im Dglaa, (a) = Dg(a)({0} x RP™') = R

95

8xj .
2<5<p

nulo. Con una permutacién de coordenadas en R? que no cambie x1, es decir, permutando
T2, ..., Tp podemos suponer

En consecuencia p — 1 > ¢ y la matriz ( (a)) tiene un menor de orden ¢ no
1<i<q

T lert@) e )
04 A = det : ; (1.6.3)
ag, ag
G (e @) G @)
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Ahora, consideremos la aplicacion diferenciable
h: Ay — HP dada por h(z) = (21, ..., Tp—q, §1(2), ..., g, () = (2',9(x)),

cuya derivada en @] '(a) tiene matriz jacobiana con determinante no nulo tal como se
muestra abajo

1
0
1

8?1 -1 8?1 —1
0# A =det a)) -+ —— a 1.6.4
7& amp_q+1 (QOI ( )) axp (QOI ( )) ( )

*
99, 1 994,
a — a
Go e @) e )

y por tanto d - a) h es un isomorfismo, y como claramente h conserva el borde, estamos

en condicién de aplicar el teorema de inversion local 1.4.13, por lo que existen entornos
C de p;*(a) en Ay y A= A* x B de h(a) = (a’,g(a)) en H? con B C By, de manera que
hlc : C' — A es un difeomorfismo. Nos encontramos en la situacién del siguiente diagrama
conmutativo, donde 7 es la proyeccién de R? en R? dada por (z1, ..., 2p) — (Tpgi1s -y Tp):

U=p(C) ——— (B

90
wlcT

CL’/
donde 7(h(C)) C B por ser w(h(x)) =g(z) € B.
Para obtener el resultado basta tomar ¢ = p1|c o (h|c)™! y ¥ = ¥1|5. En efecto:

)=V
o
B

o flu o p(z) = m(2) = (Tp-gi1, -, 7p) Vo € A.
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Capitulo 2

Transversalidad

La simplificacién de los problemas a partir de cambiar ligeramente las hipétesis consti-
tuye una herramienta fundamental en las matematicas. Con este objetivo se desarrolla la
nocion de transversalidad, con cuyo hallazgo en los anos cincuenta Thom dié nacimiento
a la Topologia Diferencial como rama propia de las matematicas. Durante el capitulo se
busca la descripcion de variedades como imagenes inversas y en particular mediante ecua-
ciones implicitas, bien sean globales o locales. En la seccion 2.1 se desarrolla este objetivo
de construir variedades como contraimagenes empleando sumersiones, y a través de varios
resultados se ve bajo qué condiciones se puede asegurar este fin. En la seccion 2.2 se abor-
da el enfoque a través de ecuaciones implicitas, viendo qué condiciones deben cumplir las
ecuaciones para que verdaderamente definan una variedad, y qué podemos decir de dicha
variedad a través de las ecuaciones, definiendo asi el concepto de interseccion completa.

En la seccién 2.3 se aborda la definicion de transversalidad a través de lo visto para
sumersiones e intersecciones completas, llegando a una condicion necesaria y suficiente
para que podamos asegurar que la contraimagen de una variedad es una variedad, y
ademas se construye la forma local de la transversalidad. También se definen, partiendo
del concepto de transversalidad previamente definido, nociones de transversalidad entre
variedades y aplicaciones, que seran ttiles para evaluar la transversalidad de una manera
mas intuitiva.

En las secciones 2.4 y 2.5 se demuestran el teorema de Sard-Brown y el teorema
parametrizado de densidad de la transversalidad, que tiene como consecuencia el lema
de posicion general, que serda de gran utilidad. Como una consecuencia del teorema de
Sard-Brown se demuestra en las seccion 2.6 el teorema de inmersion de Whitney, que se
enlaza con algunos comentarios acerca de cémo podemos equiparar variedades abstractas
a variedades sumergidas, siendo entonces estas ultimas fundamentalmente todas las que
hay:.

2.1. Construccion de variedades mediante sumersio-
nes.

Teorema 2.1.1. Sea f: X — Y una aplicacion diferenciable y Z C Y una tercera varie-
dad, de manera que f conserva el borde en f~!(Z) y es sumersién en f~!(Z). Entonces:

(1) f~%(Z) es una variedad con borde y df~1(Z) = f~1(92).
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(2) Tof YZ) = (dof) Ty Z) para x € f~1(Z).
(3) codim, (X, f1(Z)) = codimy (Y, Z) para x € f~1(Z).

Demostracion. Todas las afirmaciones requieren justificaciones de caracter local en X,
por definicion de variedad, y en Y por continuidad de f. Este cardcter local nos permite
hacer una simplificacién, puesto que en entornos abiertos de cada punto sabemos que
hay difeomorfismos con abiertos de semiespacios afines apropiados, de manera que basta
razonar a través de una expresién local de f en entornos de cada punto x € f~!(Z2).
Es decir, para ver lo que se pide de f~!'(Z) basta verlo localmente para subconjuntos
de semiespacios afines que sean difeomorfos a subconjuntos de f~1(Z). Dado un punto
r € f~1(Z) podemos restringirnos a un entorno abierto U de x € X y trabajar en un
abierto difeomorfo A C H? a él, y lo mismo en f(z) € Z C Y.

Podemos entonces suponer que X es un abierto de H? = {z; > 0} e Y loes de H? = {x; >
0}, y que ademés por el teorema 1.6.5 tengamos que X =Y x W donde W es un conjunto
abierto de RP~¢ y que f(x,...,x,) = (21, ..., 74). De esta manera se tiene inmediatamente
que f7Y(Z) = Z x W, que es una variedad diferenciable por ser un producto de una
variedad Z y una variedad sin borde W, por ser un abierto de RP~9. Ademas es conocido
que en estas circunstancias

Of UZ)=0(Z x W)= (0Z) x W

y claramente

(0Z) x W = f~1(02),

con lo que ya tenemos probado el primer apartado del teorema.
Ahora bien, de nuevo por resultados conocidos para el producto de variedades, tenemos
que

T(xlwwffp)fil(z) = T(:Bl,...,xq)Z X T(fl'qulwn,ivp)W = Tf(x)Z X Rpiq

Notemos que la matriz jacobiana de la derivada d, f tiene la forma

(1di|0)

qxp
puesto que la derivada de f es de nuevo la propia f, por lo que

TiwyZ X R = (do f) " (Ty() Z)

como querfamos probar en el punto (2) del enunciado.
En cuanto a la codimension, si denotamos m = dimy,)Z, se tiene que

dim, f~*(Z) =m +p —q, y por tanto
codim, (X, f71(Z2)) =p—(m+ (p—q)) = ¢ — m = codimy,)(Y, Z)
donde recordemos que p = dim, X y ¢ = dimy(, Y por hipétesis. O

Ejemplo 2.1.2. Consideremos f : R™™ — R dada por f(z1,...,2p41) = 2 + ... + 22,
que es claramente diferenciable.
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» Sea a > (. Entonces f es una sumersién en todo punto de f~!(a?) = S” la esfera de
radio a, puesto que todo punto x € S! debe tener al menos una coordenada x; no
nula, y por tanto la matriz jacobiana asociada a d,f que es

2([[‘1, -y Lg 7£ Oa Lit1y ey xn-‘rl)

define una sobreyeccién de R"*! en R. Entonces estamos en la situacién del teorema
anterior (ni R ni R"*! tienen borde que considerar), y tendriamos que Z = {a} C
R es una variedad de dimensién 0 sin borde, y por tanto f~'(a?) = S? es una

variedad sin borde de dimension n, y por el teorema anterior, dado x € S” entonces
codim, (R"*! S") = dim,R — dim,Z = 1.

» Ahorasi tomamos 0 < a < b, tendrfamos Z = [a?, b*] C R una variedad de dimensién
pura 1y con borde 07 = {a?,1?}. Entonces por el teorema anterior, f~1(Z), que es
la corona circular entre las esferas S y S, es una variedad con borde de dimensién
pura n + 1 y cuyo borde son precisamente las esferas mencionadas.

» Si en el apartado anterior tomdsemos a = 0, tendriamos que f~1(Z) es el disco
Dt = {z € R*™ : 0 < ||z|| < b}, que sf es una variedad, pero no lo podemos
justificar a través del teorema anterior porque f no es sumersién en x = 0 € R+,

Para solucionar el problema del ultimo apartado del ejemplo nos servimos de la si-
guiente proposiciéon. Obsérvese que f~1([0,b%]) = f~!((—o0, b?]) en el ejemplo.

Proposicién 2.1.3. Sea f : X — R una funcion diferenciable y ¢ € R un valor tal que
fHa)NdX =0y f essumersién en f~1(a). Entonces f~(—o0,al (resp. f~!{a,+00)) es
una variedad diferenciable de la misma dimension que X con borde

Of ' (—o0,a] = (f'(—00,a) NOX) U f(a)
(resp. Of a,+00) = (f~Ha,+o0) NOX) U f~(a)).

Demostracion. Probamos el enunciado para (—oo, al, el otro caso es andlogo.

El conjunto f~!(—o0,a) es un abierto de X y por tanto una variedad diferenciable de
igual dimensién con borde f~!(—o00,a) NdX. Ahora bien, dado z € f~*(a), por hipdtesis
r ¢ 0X y f es sumersién en z. Bajo estas condiciones podemos de nuevo aplicar el
teorema 1.6.5 y hacer las simplificaciones igual que en el anterior teorema. Entonces
podemos suponer Y = (a—¢€,a+¢€) con e >0y X = (a—¢€,a+€) x W abierto de R? (por
tanto W abierto de RP™!), y de manera que f(xy,...,2,) = 1. Bajo estas circunstancias,
fHa —¢€a] = (a —€,a] x W, que es una variedad diferenciable de dimensién pura p
con borde {a} x W = f~!(a). Con esto hemos probado que existe ¢ > 0 de manera que
/7' (a — €,a] es una variedad diferenciable. Juntando esto con el hecho de que también
f~Y(—00,a) es una variedad diferenciable y ambas tienen misma dimensién, se tiene que
(00, a] es una variedad diferenciable de dimensién p con borde

0f (=00,a] = (f'(~00,a) NIX) U f}(a)
como queriamos probar. O
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CAPITULO 2. TRANSVERSALIDAD

Como se puede ver en el teorema 2.1.1, la interacciéon con el borde es fundamental.
Resultara util en el futuro considerar otro escenario para poder construir variedades a
través de sumersiones. En esa linea introducimos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1.4. Sean f: X — Y una aplicacién diferenciable y Z C Y una tercera
variedad tal que 7 = ) de manera que f es sumersién en f~1(Z)\0X y f|ox es sumersién
en f~1(Z)N 0X. Entonces:

(1) f7Y(Z) es una variedad con borde y df~1(Z) = f~1(Z) N dX.
(2) Tof~1(2) = (dof) " (T} Z) para x € f7(2).
(3) codim, (X, f~1(Z)) = codimy (Y, Z) para z € f~1(2).

Demostracién. Como se trata de cuestiones locales en puntos de f~!(Z) basta con hacer
los razonamientos en entornos adecuados de los puntos del conjunto. Si z € f~1(Z) N
Int(X) entonces f conserva el borde en un entorno de x en X y basta con aplicar el teorema
2.1.1 para obtener el resultado. Ahora bien, si z € f~}(Z)NJX, como f|sx es sumersién en
x por hipdtesis, entonces estamos en condiciones de aplicar el resultado 1.6.7, y razonando
de manera andloga a como se hizo en la demostracion del teorema 2.1.1, podemos suponer
entonces que Y es un abierto de R?, X uno de H? = {z; > 0} de la forma A* x Y donde
A* es un abierto de HP~? = {x; > 0} v f(x1,...,2p) = (Tp_g+1, --., Tp) que es la proyeccion
sobre las tltimas ¢ coordenadas. Ahora bien, tendremos que f~'(Z) = A* x Z, luego es
una variedad diferenciable con borde por 1.2.17, puesto que 07 = (). Ademés, es conocido
que en estas circunstancias

Of HZ)=0(A* x Z) = 0A* x Z.

Notemos que en estas circunstancias Y es un abierto de R?, luego 0Y = (), y por tanto
0X = 0A* x Y, de manera que evidentemente

of Y(Z)=f1Z)noX.
Por otro lado, también de la proposiciéon 1.2.17 es conocido que:
Tef (2) = Tarory A" X Ty gy Z = R X Ty Z

y teniendo en cuenta que ademds d, f = f, también R? x Ty Z = (d, f) " (Ty@)Z) y por
tanto
Tof(2) = (dof) " (Tpi0) 2).

Por 1ltimo, si denotamos m = dimy,)Z, teniendo en cuenta que

(ihThnf_l(éz) ::(hln(mh“ )/4* +m = (p _'Q) +m

»Tp—q

se tiene la conclusion
codim, (X, f7(2)) =p—((p—q)+m) = ¢g—m = dim )Y —dim(,)Z = codimy(, (Y, Z),
con lo que finaliza la demostracion, pues queda probado para todo punto de f~1(Z). O
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2.2. INTERSECCIONES COMPLETAS.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos la variedad X = R x [0, 1], cuyo borde es 0X = Rx {0, 1},
y sea Y = R. Definimos la aplicacién

f:X — Y dada por f(x,y) =16 <x2+(y—%> —%) (y—x+3).

Consideramos la variedad Z = {0} C Y, y queremos ver que f~*(Z) es una variedad, que
se cumplen las hipdtesis del resultado anterior, y que efectivamente f~!(Z) es como dice
la proposicién.
En primer lugar, f~*(Z) = f~!(0) consiste por un lado en la esfera dada por la ecuacién
1

16 (:U2 + (y — %) — E) = 0 y por otro lado en el segmento dado por (y —z + 3) = 0, que

se ven en la siguiente figura:

Figura 2.1: Representacién de X y f~1(Z), denotado como Z'.

Claramente f~!(Z) es una variedad de dimensién uno cuyo borde consiste en los puntos
(4,1) y (3,0). La derivada d(,) f no se anula en ningtin punto de f~'(Z), puesto que la
parte de la esfera y la de la semirrecta no se cortan. Entonces f es una sumersion en todos
los puntos de f~1(Z)\ 0X. Ademés,

[ (162> +3)(4—x) si y=1,
Flox = (162* +3)(3 —z) si y=0.

De manera que con un sencillo célculo se obtiene que (flox)'(4,1) = —259 v (flox)'(3,0) =
—259, luego f|ax es sumersién en todos los puntos de f~1(Z) N dX.

Noétese que hemos obtenido una variedad no conexa, una de cuyas componentes tiene
borde y otra no, a través de la contraimagen de un punto por una sumersion.

2.2. Intersecciones completas.

En el ejemplo 2.1.2 de la seccién anterior hemos visto como una sumersion de X en
R nos proporciona hipersuperficies de X a través de las contraimagenes de los puntos de
la recta. Esto se puede generalizar a variedades contenidas en X de codimensiéon mayor
como sigue:

Teorema 2.2.1. Sean f1, ..., fr : X — R aplicaciones diferenciables, y denotemos
Z={rxeX: fi(r)=..= fi(x) =0}

Suponemos:
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CAPITULO 2. TRANSVERSALIDAD

(a) Las derivadas d fi, ..., d; fx son formas lineales independientes para todo = € Z\0X.

(b) Las derivadas d.(fi|ox), .-, dz(fx|ox) son formas lineales independientes para todo
r € ZNoX.

Entonces se cumple:

(1) Z es una variedad con borde 0Z = Z N 0X.
(2) T,Z = Ker(d, f1) N...N Ker(d, fx) para cada = € Z.
(3) codim,(X,Z) = k para cada x € Z.

Demostracion. Consideramos la aplicacién f = (f1,...,fr) : X — Y con Y = R* que es
una aplicacién diferenciable. Tomemos W = {0} C R*, que es una variedad sin borde
y de dimensién 0. Por la hipdtesis (a) se tiene que necesariamente f es sumersién en
7Y W)\ 0X y por (b) flox lo es en f~'(IW) N 0X. Basta aplicar la proposicién 2.1.4
para obtener que Z es una variedad diferenciable con borde 07 = Z N 90X y verificando
codim, (X, Z) = k para cada = € Z. Ademds, para cada = € Z se tiene que

1.2 = (dof)  (Ty)W) = (dof) " (To{0}) = (dof)~"(0) = Kex(d, )

y claramente por la definicion de f un punto esta en su nucleo si y solo si esta en todos
los nicleos de sus componentes simultaneamente, de manera que

Ker(d, f) = Ker(d, f1) N ... N Ker(d, fx)
y se tiene lo buscado. O

Definicién 2.2.2. Si Z C X son dos variedades tales que
Z={zeX: fi(zr)=..= fr(x) =0}

para ciertas fi,..., fr : X — R diferenciables que cumplan las condiciones (a) y (b) del
teorema 2.2.1, decimos que fi, ..., fr son ecuaciones de Z en X,y que Z es una interseccion
completa en X.

En el caso particular de una hipersuperficie Z C X ser interseccién completa implica
la existencia de una funcién f : X — R diferenciable verificando que f es sumersiéon en
Z\ 0X, que flox loesen ZNOX y que ademds Z = f~1(0). En estas circunstancias se
dice que f es una ecuacion global de Z.

Observaciéon 2.2.3. Localmente, cuando no haya problemas ligados al borde, todas las
variedades son interseccion completa, y decimos que todas las variedades tienen ecuaciones
locales. Veamos que dados un par de variedades Z C X, que suponemos sin borde, entonces
para cada x € Z existe un entorno abierto de x en X de manera que ZNU es interseccion
completa en U. Para ello, aplicamos el corolario 1.5.13 a Z C X en x, de manera que
tenemos una parametrizaciéon adaptada ¢ : A — U,z € U, con ZNU = p(AN(R4 x {0})),
donde d = dim,. ~.

Entonces las funciones:

fi :U — R dadas por =+ ¢ ' (z) = (Y1, Yp) = ¥, d < i < p
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2.3. CONCEPTO DE TRANSVERSALIDAD.

son diferenciables y tienen derivadas linealmente independientes (por ser ¢ un difeomor-
fismo) y puesto que ZNU ={z € U: fy(x) = ... = f,(x) = 0}, son ecuaciones de Z NU
en U.

Con este mismo argumento se comprueba que dada una variedad X C R", en cualquier
punto x € X se tienen ecuaciones locales en R”, es decir, todos los puntos de la variedad
tienen un entorno que es interseccién completa en R™.

En el siguiente teorema, cuya demostracién no incluimos (se puede encontrar en [,
Pag. 56]), se expone una situacién en la que podemos asegurar la existencia de ecuacién
global.

Teorema 2.2.4. Sea Z C X variedades conexas y sin borde, Z una hipersuperficie cerrada
de X. Entonces Z tiene una ecuacion global f : X — R si y solo si desconecta X. Si este
es el caso, se verifica ademas:

(1) X \ Z tiene dos componentes conexas, que son {f >0} y {f < 0}.

(2) {f >0}y {f <0} son dos variedades con borde igual a Z.

2.3. Concepto de transversalidad.

En las secciones anteriores hemos visto como construir variedades como imégenes in-
versas de otras variedades. El objetivo ahora trata de hacer una construccién mas general
que conduzca de manera natural a la definicién de tranversalidad.

Sea f : X — Y una aplicacion diferenciable entre variedades y Z C Y una tercera
variedad. Supongamos por ahora que ninguna de las variedades tiene borde, puesto que
ya quedd claro en resultados anteriores que el borde puede ser problematico. El interés
ahora radica en ver bajo qué condiciones f~!(Z) es una variedad, y esto como ya se ha
dicho otras veces es un problema local en X e Y.

Notemos que fijado z € f~1(Z), entonces Z es interseccién completa en un entorno
abierto V' de f(z) en Y, siguiendo el argumento de la observacién 2.2.3. Es decir, existe
una sumersiéon g : V. — R* de manera que Z NV = ¢~(0). Entonces, si tomamos
U = f~1(V), que es un abierto en X, la aplicacién h = go f|ly : U — R* es tal que
YUZ2)nU = fYZnV)= f1g*0)) = h~(0). En estas circunstancias, para poder
asegurar que f~1(Z)NU es una variedad bastarfa con que h fuera una sumersion, es decir,
que la aplicacion lineal d,h = dyygod, f: T, X — ToR* sea suprayectiva, donde notemos
que por ser U y V abiertos respectivamente de X e Y se tienen las igualdades T, U = T, X
YTtV =Tiw)Y.

Como hemos visto g es sumersién en f(x) y por tanto dyg es suprayectiva, luego existe
un isomorfismo g entre Ty, Y/Ker(dy)g) v Im(d()g) = ToR* de manera que se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

ToR¥
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donde 7 es la aplicacion de paso al cociente y ff_: mod,f.
Entonces estd claro que se tiene la igualdad g o d, f = dfu)g o d, f = d.h, luego d,h serd
suprayectiva si y solo si lo es d f (puesto que ¢ es un isomorfismo), es decir, si y solo si

Tf(x)y = Ker(df(x)g) + Im(dxf)

Recordemos ahora que en las condiciones expuestas se tiene que Ker(dgw)g) = Tr@)(Z N
V) = Ty Z y entonces la condicién anterior se puede expresar a través de la siguiente
igualdad

Ti)Y =Ty Z + do f (T X). (TR)

En conclusién, que se verifique la condicién TR implicaria directamente que f~1(Z) N U
es una variedad, i.e., que f~1(Z) es una variedad en un entorno de x. Consideremos la
aplicacion lineal inducida por d, f

[f]: T X/(de f) ™ (Tr)Z) = Ty)Y/ Ty Z-

Puesto que (d,f) ' (T Z) C Ker(mod, f), la aplicacién [f], cuya imagen es (Im(d, f) +
Tt@)Z) /Ty Z, esté bien definida, y [f] es suprayectiva si y solo si T,)Y = Im(d, f) +
T't(w)z, es decir, se cumple TR. En particular, si [f] es isomorfismo se cumple TR. Recipro-
camente, supongamos TR, es decir, que h es sumersién en f~1(Z) N U = h=1(0). Por el
teorema 2.2.1, en este caso se tiene:

To(f71(2)) = Kex(dyh) = (dsh) ™ (0) = (dof) " ((ds()9) " (0)) = () (Tyw) Z),

donde la ultima igualdad es consecuencia también del teorema 2.2.1. Y ademads, de este
mismo teorema se deduce que

codim, (X, f7(2)) = k = codim (Y, Z)

luego, puesto que [f] es suprayectiva, es isomorfismo por igualdad de dimensiones. Asi,
TR equivale a que [f] sea un isomorfismo.

Definicién 2.3.1. Sea f : X — Y una aplicacién diferenciable y Z C Int(Y) una
variedad sin borde. Decimos que f es transversal a Z en un punto x € [f~Y(Z) si se
cumple la condiciéon TR anterior. Convenimos ademas que f es transversal a Z en todo
punto z ¢ f~'(Z). En ambos casos usamos la notacién f M, Z

Por la construccién anterior, si f es sumersién en x, entonces f M, Z.

Notacién 2.3.2. Decimos que f es transversal a Z en un conjunto C' C X y escribimos
f Me¢ Z cuando f i, Z para todo x € C.
Decimos también que f es transversal a Z y escribimos f M Z si fhx Z

Observemos que para que la condicién f Mg Z tenga sentido nos valdria con que f
fuera diferenciable en un entorno de C.

Como en el caso de inmersiones y sumersiones, la transversalidad se define a través de
una condicion abierta.
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Proposicién 2.3.3. Sea f : X — Y una aplicacién diferenciable y Z C Int(Y) una
variedad sin borde. Los puntos de f~'(Z) en los que f es transversal a Z forman un
conjunto abierto de f~1(Z).

Demostracion. La transversalidad equivale a que la aplicacién h definida en la construc-
cion que condujo a la condicion TR sea una sumersion, lo que constituye una condicion
abierta. O]

Teorema 2.3.4 (Forma local de la transversalidad). Sea f : X — Y una aplicacién
diferenciable tal que f y flsx son transversales a una variedad sin borde Z C Int(Y") en
un punto a € f~1(Z). Entonces existen parametrizaciones ¢ : A - U y¢: B =V CY
tales que:

(1) ac U, f(U)CV.

(2) A es un abierto de HP = {z; > 0} de la forma A* x W y B uno de R? de la forma
B=B*"xW,con A*CH", BES.CR*yp—r=gq—s.

(3) ZNV = w(B N (RS X {0})), s = dimf(a)Z.

(4) v fp(ar,oyzp) = (Y1, s Ys, Trat, -, Tp) donde yy, ..., ys son funciones de z =
(xl,...,xp).

Demostracion. Como Z C Int(Y'), podemos elegir ¢’ : B — V una parametrizacién de
Y adaptada a Z en f(a) € Z C Y con B’ un abierto de R?. Se cumple entonces que
Y'(B'N(R* x {0})) = ZNV donde s = dimy(,)Z. Tomemos ahora (¢')~' : V — B’ C RY
y denotemos (¢')~! = (g1, ...,9,). Entonces se tiene que la aplicacién diferenciable g =
(Gst1,--19¢) = V — RI7% es una sumersién (por ser 7' difeomorfismo) y se verifica por
construccion que Z NV = {g = 0}.

Sea U = f~}(V) que es un abierto de X y sea, como en la construccién del inicio de
la secciéon, h = go f|ly : U — R?7°. Distinguimos dos casos (en todo lo siguiente se
sobreentiende que los abiertos se van reduciendo convenientemente):

(1) Sia ¢ 0X, como f es transversal a Z, la aplicacién h es una sumersion. Entonces
por el teorema de la forma local de sumersiones 1.6.5 (que podemos aplicar puesto
que R?7° no tiene borde), existen parametrizaciones ¢ : A - U C X y ¢ : By —
Wy C R?7% con A abierto de R? y By de R7* y verificandose que a € U, h(U) C W,
donde U quiza no sea exactamente el de antes, sino una reducciéon conveniente, y
con expresion local asociada

¢ tho(x1, ..y 2p) = (Try1, ..., 7p) donde 7 = p — (g — ).

En el teorema 1.6.5 la expresion local es la proyeccion sobre las primeras coordena-
das, pero por estar trabajando en un punto que no esta en el borde, no hay ninguna
coordenada privilegiada, y podemos permutarlas para que sea la proyeccion sobre
las ultimas coordenadas.

La situacion en que nos encontramos se ve representada en el siguiente diagrama

Wy—32" vt

T

By C RT* B’ C R? A
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Reduciendo los abiertos involucrados y teniendo en cuenta como se define g a partir
de la inversa de v’, podemos suponer que B’ = By x W5 para cierto abierto B; C R?,
y definimos una nueva parametrizacién v : B = B; X By — V de Y adaptada a Z
mediante la formula

¢(y17 [ED) yq) - wl(ylv s Ysy ¢(ys+1, LS le))

Veamos en primer lugar que Z NV = (BN (R* x {0})) = (B, x {0}), con lo
que se tiene (3) del enunciado. Notemos que tal como se han definido, se tiene que
=1 o(ldp, X ¢). Como ¢’ es una parametrizacién de Y adaptada a Z, entonces:
ZNV =9y'((By x Wy) N (R* x {0})) =
='(B1 x {0}) = ¢((Idp, x ¢)"'(B1 x {0})) =
= P(B1 x ¢71(0)).

Se puede suponer que ¢ '(a) = 0, y por tanto 0 = ¢ hp(p~(a)) = ¢~thp(0) =

¢ Hg(f(a)) = ¢71(0), puesto que f(a) € Zy ZNV = {g = 0}, se tiene que
ZNV =1(B; x {0}).

Se puede suponer analogamente que A = A* X By donde A* es un abierto de R",
atendiendo a la forma de la expresién local ¢~'hy, con lo que se tiene (2).

Operemos para ver que la expresién local 1)~ f tiene la forma dada en (4). Veamos
primero que:

O w) = (gr(w), - g9s(u), & (gspa (W), -, gg(w))) = (g1 (), ., gs(u), ¢~ (g(u)))
Entonces facilmente se obtiene:

¢_1f90(m1’ "'7‘Tp) = (91(f(90($1, "'71:17)))’ '-'7gs(f(90($17 "'7xp)))7 ¢_lgf90(x17 ey mp)) =

= (YLy ooy Ysy T 1y ooy Tp)
donde y; = g;0 fop parat=1,...,s.

Sia € 0X, como f|sx es transversal a Z, la aplicacion hlgx es sumersion, y en-
tonces h tiene la forma local descrita en la proposicién 1.6.7, es decir, existen pa-
rametrizaciones ¢ : A - U C X y ¢ : By — Wy C R?9° B, abierto de R9™* y
A = A* x By C HP para cierto abierto A* de H" (con r = p — (¢ — s)), de manera
que a € U, h(U) C Wy y la expresion local correspondiente tiene la forma

O ho(T1, .oy 1) = (Trgts oy Tp)
A partir de este punto el razonamiento es andlogo al anterior.

]

Como consecuencia se obtiene que la imagen inversa transversal es una variedad con
codimensién y espacios tangentes determinados.

Proposicién 2.3.5. Sea f : X — Y una aplicacién diferenciable y Z C Int(Y) una
variedad sin borde. Si f y f|ox son transversales a Z, entonces:
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(1) f7Y(Z) es una variedad con borde 0f~1(Z) = f~4(Z) N 0X.

(2) T, fYZ) = (do f) (T})Z) para cada z € f~1(2).
(3) codim, (X, f~1(Z)) = codimy (Y, Z) para cada z € f~(Z).

Demostracion. La condicién (2) es ya conocida por ser f transversal a Z. Que sea una
variedad es consecuencia directa de que f sea transversal a Z, por la construccion del
principio de la seccién.

Como se trata de una cuestién local, aplicando el teorema 2.3.4 y bajo las sim-
plificaciones habituales, podemos suponer que X es un abierto de HP, Y uno de RY,
Z =Y N (R* x {0}) (a través de una parametrizacién adaptada) y f(z1,...,2,) =
(Y1 s Ys, Tpi1, -, Tp) cON p — 1 = q — 5. Entonces claramente f~!(Z) = X N (R" x {0}),
lo que nos da de manera evidente los puntos (1) y (3) del enunciado. O

Observacion 2.3.6. Consideremos la situacién de la proposicién anterior. Deducimos
que entonces las parametrizaciones proporcionadas por el teorema 2.3.4 son adaptadas
tanto en Z como en f~1(Z), lo cual es especialmente interesante para el dltimo, puesto
que entonces sabemos que el par f~1(Z) C X es localmente difeomorfo al par H" C HP, es
decir, en un entorno de un punto de Z se puede dar una parametrizacion en X, definida en
un abierto A C H? de manera que restringiéndola a AN(H" x {0}) sea una parametrizacién
de Z en ese punto.

Proposicion 2.3.7. Consideremos dos aplicaciones diferenciables f : X - Y g: Y - W
y una variedad V' C W. Supongamos que las variedades Y, W y V no tienen borde. Si g
es transversal a V', entonces:

(1) Z=g%V) CY es una variedad sin borde.

(2) go f es transversal a V siy solo si f es transversal a Z.

Demostracion. La primera parte es consecuencia inmediata de la proposicién anterior.
Para ver el segundo apartado, denotemos h = g o f y observemos que las derivadas en
los puntos correspondiente bajo las hipétesis del enunciado inducen el siguiente diagrama
conmutativo:

[h]

T, X/(dsh) ™ (Tha)V) Thi@yW/Th@)V
7 ]
Ty@)Y/(ds@)9) ™ (Thi) V')

donde recordemos que por ser g transversal en V' se tiene que (d¢)g)  (Thw)V) = Ty Z
y ademds también por ser [g] isomorfismo se tiene (dyh) ™ (Thw)V) = (dof) (Tt Z).
Por el diagrama es claro que [h] es isomorfismo si y solo si lo es [f], y por tanto h h, V'
si y solo si f i, Z, lo que concluye la demostracién. O]

La nocion de transversalidad se puede introducir desde otros puntos de vista. En los
siguientes apartados, con el objetivo de hacer una presentacién simple, supondremos que
las variedades no tienen borde, puesto que como hemos venido viendo el borde, si bien
no anade dificultad conceptual a los planteamientos, hace necesarias unas construcciones
méas cuidadosas y la distinciéon de un mayor ntimero de casos.

47
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2.3.1. Transversalidad de variedades.

Sean X, X, dos variedades contenidas en una tercera variedad Y, decimos que son
transversales en x € X; N Xy si se cumple T,.,Y = T, X; + T, X5, es decir, si la inclusién
j: X7 CY estransversal a X, en z. Denotaremos X; M, Xo.

Teniendo en cuenta que en estas condiciones ademas d,j : T, X; — T,Y es también la in-
clusién entre sendos espacios, retomando el resultado 2.3.5, se tiene que j~1(Xy) = X;NX5
serd una variedad si j es transversal a X, y ademas tendremos que:

To(X1 N Xs) = (dy)) (T Xo) = T, X1 N T, X,

Y por otro lado, en cuanto a las codimensiones de los espacios considerados, tenien-
do en cuenta que codim, (Y, X;) 4+ codim, (X7, X7 N Xy) = codim, (Y, X; N X5) y que
codim, (X1, X7 N X3) = codim, (Y, X3), se tiene que:

codim, (Y, X; N Xy) = codim, (Y, X;) + codim, (Y, X5)

Por ejemplo, dos hipersuperficies que sean transversales en todos los puntos de su inter-
seccion se cortaran a lo largo de una hipersuperficie de ambas.

Reciprocamente, una aplicacién f : X — Y es transversal a Z C Y en z € f~}(Z)
si y solo si su grafo Gy loes a X x Z en (x, f(x)) como variedades contenidas en X x Y,
como vamos a ver. Por definicién, Gy M, X x Z si y solo si

T, (X X Y) = T 1)) (X X Z) + T, 2 Gy

y tomando el cociente en ambos lados de la igualdad por T(, sz (X x Z) lo anterior
equivale a

T 1) (X X Y) /T, 1) (X X Z) = (Ta, @) (X X Z) + Tia @) G 1) [ T, g2 (X X Z)

lo que, teniendo en cuenta que T, ;)G = Ga,r = {(u,dof(v) : u € T, X} (1.5.12), es
equivalente a:
Tr)Y [Ty Z = (do (T X) + Ty 2) | T () 2

lo que equivale a
Tf(x)Y = dzf(TxX> + Tf(x)Z

y por tanto a que f rh, Z.

Observacion 2.3.8. La transversalidad de variedades depende del espacio ambiente en el
que estén contenidas. Por ejemplo, dos rectas distintas siempre se cortan transversalmente
en R?, puesto que R? siempre se puede obtener a partir de dos vectores no colineales, pero
no es asi si el espacio ambiente es R" para cualquier n > 2.

2.3.2. Transversalidad de aplicaciones.

Si X4, X5 e Y son variedades, decimos que dos aplicaciones diferenciables f; : X1 — Y
y fo : Xo — Y son transversales en un punto r = (x1,z2) € X7 x X5 tal que fi(x;) =
fo(z2) =y €Y si se verifica

TyY X TyY = dxlfl(Tlel) X d:mfg(TmQXg) + D
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2.4. TEOREMA DE SARD-BROWN.

donde D = {(u,u) : u € T,Y'} es la diagonal de T,Y x T,Y. Equivalentemente diremos
que f1y fo son transversales en (x1,23) € X; X Xy tal que fi(z1) = fa(xe) =y €Y sila
aplicacion lineal

o, fi — duy fo : To, X % Ty, Xo — T,Y (2.3.1)

es sobreyectiva.

Veamos que f; y fo son transversales en x si y solo si la aplicacion f; x fo : Xj X
Xy = Y XY es transversal en = a la diagonal A de Y x Y. Teniendo en cuenta que
d:}clfl(Tm1X1) X dw2f2(Tx2X2> = d(:c1,:62)<f1 X f2)(Tz1X1 X TIQXQ) Yy que claramente para
cualquier punto de la diagonal A se tiene que T}, ,)A = D, se tiene que la definicién dada

es equivalente evidentemente a que f; x fo: X7 X X9 = Y X Y sea transversal en x a la
diagonal A de Y x Y.

También se tiene que un aplicaciéon f : X — Y es transversal a una variedad Z C Y
enz € f71(Z) siysolosifylainclusién j: Z C Y son transversales en (z, f(z)). Esto
es evidente teniendo en cuenta la expresion 2.3.1. La aplicacion lineal

dxf — df(x)j 2T, X X Tf(m)Z — Tf(m)Y
es sobreyectiva si y solo si
do (1o X) + dp(@)) (Th(0)Z) = do f(ToX) + Ty(a) Z = Ty()Y

lo que implica directamente el resultado.

Ejemplo 2.3.9. Una idea que se concretard un poco mas adelante con el teorema de
densidad de la transversalidad, es que si no hay transversalidad, esta aparece después de
un perturbacién suficientemente pequenia. Por ejemplo, la aplicacién f : R — R? dada
por f(t) = (¢,%%) no es transversal a Z = {y = 0} en t = 0 (puesto que ambas curvas
tienen misma variedad tangente, no puedes obtener R? a partir de la suma de ambas
variedades), pero sf lo es f.(t) = (t,t* —¢) en cualquier punto. De manera mas global, f s
es transversal a cualquier traslaciéon de Z que no sea paralela al eje de abscisas. (Situacién

de la figura 2.3.9)
z \\/

2.4. Teorema de Sard-Brown.

A continuacién vamos a introducir una serie de definiciones y enunciar algunos resul-
tados relativos a aplicaciones propias, que se pueden encontrar en [4, pdg 118-121]. Como
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siempre trabajamos con espacios localmente compactos y Hausdorff se han particularizado
algunos resultados a este caso, que es el de nuestro interés.

Definicién 2.4.1. Decimos que una aplicacion entre espacios topoldgicos f : X — YV
es propia si la contraimagen de cualquier subconjunto compacto de Y es un subconjunto
compacto de X.

Definicién 2.4.2. Sea X un espacio topolégico, decimos que una sucesién {x,, } ,en diverge
hacia infinito si para todo conjunto compacto K C X hay como mucho una cantidad finita
de n € N de manera que z,, € K.

Proposicion 2.4.3. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una aplicacion propia.
Entonces f envia cualquier sucesién que diverja hacia infinito en X a una sucesién que
diverge hacia infinito en Y.

Proposiciéon 2.4.4. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una aplicacion
continua. Entonces:

(a) Si X es compacto e Y es Hausdorff entonces f es propia.

(b) Si X es dos-numerable y Hausdorff y f envia sucesiones que divergen a infinito en
X a sucesiones que divergen a infinito en Y, entonces f es propia.

(c) Si f es cerrada y tiene fibras compactas entonces es propia.

(d) Si Y es Hausdorff y f tiene una inversa continua por la izquierda, entonces f es
propia.

Proposicién 2.4.5. Sea X un espacio topoldgico e Y otro que sea localmente compacto
y Hausdorff. Entonces si f : X — Y es una aplicacién continua y propia también es
cerrada.

Corolario 2.4.6. Sea f una aplicacién continua y propia de un espacio topoldgico en un
espacio localmente compacto y Hausdorff. Entonces si f es biyectiva, es un homeomorfis-
mo.

Para hacer rigurosa la idea de que la transversalidad es la condicién mas frecuente y
que podemos reducirnos a ella necesitamos el teorema de Sard-Brown. Para formularlo
introducimos la siguiente definicién:

Definicién 2.4.7. Sea f : X — Y una aplicacion diferenciable. Un valor regular de f es
un punto y € Y tal que f es sumersién en toda la fibra f~*(y). Convenimos que esto se
verifica trivialmente si y ¢ f(X). El conjunto de valores regulares de f se denota V R(f).
Un punto y € Y se llama valor critico cuando y ¢ VR(f).

Observacién 2.4.8. (1) Que un punto y € Y sea valor critico implica que existe x €
/7' (y) de manera que d,f : T,X — T,Y no es sobreyectiva. Tal = se llama punto
critico de f.

(2) Sidim,X < dimg(,)Y claramente 2 es un punto critico y f(x) un valor critico.
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2.4. TEOREMA DE SARD-BROWN.

(3) El conjunto C'(f) C X de puntos criticos es cerrado en X, puesto que es complemen-

tario al conjunto de puntos donde f es sumersién, que sabemos que es un abierto
de X. Ademas VR(f) =Y \ f(C(f)).

(4) En entornos adecuados de un valor regular una aplicacién propia se comporta como

un recubrimiento ramificado. Més concretamente, si f : X — Y es diferenciable,
propia y conserva el borde, con X de dimensién pura, ey € VR(f) es tal que dimX =
dim, Y, entonces f~!(y) = {x1,..., 24} y existen entornos V de y en Y, Uy, ..., Uy de
1, ...,z en X, de modo que U; NU; =@ para i # j, f~1(V)=U;U---UUy y cada
restriccién f|y, : U; — V es un difeomorfismo.
En efecto, como f conserva el borde y es sumersién en f~!(y), entonces por el
teorema 2.1.1 tenemos que f~!(y) es una variedad (que ademds es compacta por
ser f propia) y que tiene dimension 0, luego necesariamente se trata de un conjunto
finito de puntos de X. Por el teorema de inversiéon local con borde 1.4.13, que
podemos aplicar teniendo en cuenta que por ser f sumersion en xi,...,T; y tener
dimX = dim,Y entonces d,f es un isomorfismo para i = 1,...,k, se tiene que
existen entornos abiertos disjuntos W; de z; en X y W de y en Y de manera que
flw, : W; — W es un difeomorfismo, con ¢ = 1, ..., k. Por ser f propia es en particular
cerrada, y entonces podemos tomar

V=W(X\WiU---UW,); Uy = W,n f4(V)
y son abiertos cumpliendo lo pedido.

Definicién 2.4.9. Un conjunto X se dice que es un espacio de Baire si se satisface la
siguiente condicién: dada cualquier familia numerable { A, },en de conjuntos cerrados de
X, todos ellos con interior vacio, su unién J, A, también tiene interior vacio.

Observacion 2.4.10. Obviamente, X es un espacio de Baire si y solo si dada cualquier
familia numerable {U, },en de conjuntos abiertos en X, cada uno de los cuales es denso
en X, su interseccion (), U,, es también un conjunto denso en X.

Teorema 2.4.11 (de Baire). Si X es un espacio topoldgico de Hausdorff localmente
compacto entonces X es un espacio de Baire.

Demostracion. Supongamos {V, }n,en conjuntos abiertos densos en X y veamos que en-
tonces V =), V,, también es denso en X, y por tanto que X es de Baire.

Sea By un conjunto abierto no vacio, arbitrario, de X, queremos ver que entonces VN B, #
() para asi comprobar que V es denso. Entonces By NV} # () por ser V; denso. Por ser
X localmente compacto y de Hausdorff, podemos elegir un abierto B; de manera que
B, C BonW y B sea compacto. De manera recursiva se eligen abiertos B, para todo
n € N de manera que B, C B,_1 NV, y B, compacto. Entonces tenemos una familia
decreciente de conjuntos compactos { By, }n>1 ( B, C B,_1). Consideremos

K (\E
n=1

Entonces K # () por compacidad. Y la construcciéon muestra que K C By y K C V,, para
todon € N, luego K C VN By y entonces V' es denso y en conclusién X es de Baire. [
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Observacién 2.4.12. Notemos que las variedades diferenciables con que estamos traba-
jando son por tanto de Baire.

Definicién 2.4.13. Se dice que un conjunto A de X es residual cuando contiene una
interseccién numerable de abiertos densos en X.

Proposicién 2.4.14. Si X es un espacio de Baire y A es un conjunto residual en X,
entonces A es denso en X.

Demostracion. Sean {V,,},en una familia de abiertos densos en X tales que V.=, V, C
A, que existe por ser A residual. Entonces por ser X de Baire se tiene que V, y en
consecuencia A, es denso en X. O

Teorema 2.4.15 (de Sard-Brown). Sea f : X — Y una aplicacién diferenciable. El
conjunto de valores regulares de f es residual, por tanto denso, en Y.

Por ser VR(f) el complementario del conjunto f(C(f)), donde C(f) son los puntos
criticos de f, el enunciado anterior equivale a decir que f(C(f)) estd contenido en una
union numerable de conjuntos cerrados de interior vacio.

Veamos que el problema se puede reducir a una cuestién local tanto en X como en
Y. Supongamos que para cada x € X existen entornos abiertos U C X dexy V C Y
de y = f(z) tales que f(U) C V' y f(C(f)NU) esta contenido en la unién numerable de
ciertos cerrados F), de interior vacio en V. Por ser V abierto de Y y ser Inty (F)) = 0,
si tomamos F} la adherencia de Fj en Y, se tiene que Inty (F}) = (). Si ahora tomamos
un recubrimiento abierto numerable de X, que se puede tomar por ser X dos-numerable,
por abiertos U, concluimos que f(C(f)) esta contenido en la unién numerable de las
uniones numerables (por tanto también numerable) de los cerrados de interior vacio Fy;,
correspondientes a U,,.

Entonces comprobar el resultado local en un punto arbitrario x € X implica el resultado
general en X que buscamos.

Como ya es habitual, esta posibilidad de tratar el planteamiento de manera local nos
permite simplificar el problema y suponer que X = UNHP e Y = VNHY donde U es abierto
de R? y V lo es de R?. Ademas, por ser f diferenciable también podemos suponer que
tenemos una extensién g : U — R%. Entonces f(C(f)) C g(C(g)) NY, y el resultado para
f se seguiria del resultado para g. Asi, trabajando con una extensién g de f definida en
un abierto de R? (que no tiene borde), es como eludimos realizar consideraciones respecto
al borde de X.

Después de las reducciones precedentes, la demostracién pertenece en realidad a la
teoria de la medida, pues demostraremos lo siguiente:

Proposicion 2.4.16. Sean U un abierto de R y g : U — RY una aplicacién diferenciable.
Entonces ¢g(C(g)) tiene medida nula.

Recordemos que un conjunto de medida nula tiene interior vacio y que la unién nume-
rable de conjuntos de medida nula tiene también medida nula. Ya sabemos que C(g) es
un subconjunto cerrado de U, luego por ser U localmente compacto y dos-numerable, se
puede tomar C'(g) como unién numerable de compactos, y por tanto también g(C(g)) es
unién numerable de compactos (la imagen de un compacto por una aplicacién continua
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sigue siendo un compacto), cada uno de los cuales tendré interior vacio por estar contenido
en g(C(g)) que probaremos de medida nula.

Entonces, bajo los comentarios realizados, si demostramos la proposicién 2.4.16 inme-
diatamente obtendremos el teorema 2.4.15.

Demostracion de la proposicion 2.4.16. Se razona por induccién sobre p > 0. Sip =0 o0
q = 0 el resultado es evidente (los conjuntos unipuntuales son de medida nula). De modo
que supondremos que p,q > 1 y cierto el resultado si la dimensién del espacio de salida
es < p. Denotamos

C; = {x € U : todas las derivadas parciales de orden < i de g se anulan en z}

y tenemos asi una sucesion de conjuntos cerrados
0(9)3013023033"'

Son cerrados puesto que si una derivada parcial es no nula en un punto también sera no
nula en un entorno abierto del mismo.
Demostraremos varias afirmaciones para llegar a la conclusion:

(a) El conjunto g(C(g) \ C1) tiene medida nula.

Observemos que C(g) \ C; es un abierto de C(g). Veremos que cada a € C(g) \ C}
tiene un entorno V en U tal que g(C(g) N'V) tiene medida nula. Entonces por ser
C(g)\C1 C U C RP dos-numerable podremos recubrirlo por una cantidad numerable
de esos entornos V' y se seguird que ¢g(C(g) \ C1) tiene medida nula.

Fijamos entonces a € C(g)\C1, y una derivada parcial de g que no se anula en a, que
podemos suponer es %(a) # 0. Entonces la aplicacion diferenciable definida como
h(z) = (¢1(x), x2,...,xp) : U — RP es un difeomorfismo local en a por lo anterior.
Entonces podriamos trabajar con h(a) en lugar de con a y con go h™! en lugar de
con g. Es decir, no perdemos generalidad por suponer que g;(z) = x; en un entorno
V' de a, con lo que g manda cada hiperplano {x; = ¢} en si mismo. Denotamos por
f larestriccion de g a VN {x; = t}. Entonces en cada punto z = (t,2') € V se tiene

pate) = (< priey)

de donde se deduce que si Dg(x) no es suprayectiva, es decir, x € C'(g), tampoco lo
es Df(2") y entonces 2’ € C(f). Como lo anterior sera valido para cualquier valor de
t, obtenemos que dado = € C(g) NV, entonces 2’ € C(f). Asi, para cada ¢ tenemos

9(Clg) NV n{a = t}) = g(Clg) N V) N {ay =t} C f(C(f))

y como por hipédtesis de induccién en el espacio afin {z; = t} de dimensién p — 1
tenemos que f(C(f)) es de medida nula, tenemos que g(C(g) NV)N{x; =t} es de
medida nula para todo ¢t € R, y en virtud del teorema de Fubini, esto implica que
g(C(g) N'V) es de medida nula, como queriamos comprobar.

Entonces g(C(g) \ C1) es de medida nula.
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(b)

o4

Cada conjunto ¢g(C; \ Ci;1) tiene medida nula.

Haremos igual que antes y comprobaremos que para cada a € C; \ C;y; existe un
entorno V' de manera que ¢g(C; N'V) tiene medida nula.

Por definicién existe una derivada parcial de orden i que denotaremos como w
p) . 9 .

(w = W con Y, my = i) que se anula en a pero tal que %(a) # 0 para cierto

J € {1,...,p}. Supongamos que j = 1. Notemos que w es una aplicacién de R en

R. Entonces la aplicacion diferenciable definida como h(z) = (w(z), z, ..., z,) es un

difeomorfismo local en a puesto que

_ (gl #0] #
Dh(“)_(a 0 IdRp_1>‘

Existe entonces un entorno V' de a = (ay, ...,a,) en R? y W de h(a) = (0, az, ..., a,)
en RP de manera que hl|y : V' — W es un difeomorfismo. Por definicién de C; se
tiene que w(x) = 0 para todo = € C}, y en particular, tendremos que h(C; N V') C
{z1 = 0} C R”. Entonces tendremos que C; NV C (hly) ' (W N {z; = 0}), luego
podemos considerar f = g o (h|y)|wn{z;=0} que es una aplicacién definida en un
abierto de un espacio afin de dimension < p y que verifica que todos los puntos de
h(C; NV) estan en C(f) (puesto que C; NV C C(g)). Entonces tenemos que:

g(CinV) = foh(C;NV) C f(C(f))

y como por hipétesis de induccién tenemos que f(C(f)) es de medida nula, g(C;NV)
también lo es y se sigue (b).

Sii> (p/q) — 1, el conjunto g(C;) tiene medida nula.

Consideremos un cubo compacto K C U de lado 6 > 0 y veamos que f(C; N K)
tiene medida nula. Recubriendo C; por una cantidad numerable de cubos como ese
se obtiene el resultado.

Por la férmula de Taylor y la definicién de C; obtendremos
9(y) = 9() + R(z,y), donde ||[R(z,y)|| < clly — [

paray € K, x € C; N K, y ¢ € R una constante adecuada que depende de g y
del compacto K (seria una cota para lo que se obtendria al sacar factor comun
|ly — z||"t! al resto de sumandos del desarrollo de Taylor). Ahora subdividimos el
cubo en n? cubos L de lado d/n y diagonal /pé/n, y nos quedamos con los L que
cortan a Cj;. Para cada uno de ellos elegimos zo € L N C;, y a través de la férmula
de Taylor, para cada y € L se obtiene

. p5 i+1
loGeo) = 9001 < 1RG0 )] < iyl < e (V22

puesto que pr(s es una cota para la distancia entre cualquier par de puntos de un

i+l
cubo L. Denotemos p = ¢ <@> .

n

En virtud de lo anterior se tiene que g(L) esta contenido necesariamente en un cubo
de centro g(zo) y lado 2p. En consecuencia, g(C; N K) estard contenido en la unién
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de a lo sumo n? cubos de lado 2p. Entonces el volumen total de g(C; N K') estard
acotado por

nP . (QP)Q — (26(\/55)1'-&-1)‘1 . np—q(i-‘rl) - np_q(i_H)

donde p —q(i + 1) < p—q((p/q) — 1 + 1) = 0, por lo que lim,_,o ¢ - nP~9+D) =
0. Entonces tomando n suficientemente grande podemos encontrar una cota del
volumen de ¢(C; N K) tan pequena como queramos, por lo que se concluye que
g(C; N K) es de medida nula y por tanto se tiene (c).

Entonces por (c¢) podemos claramente elegir un k& € N de manera que ¢g(Cj) sea de medida
nula. Teniendo en cuenta la cadena de contenciones que relaciona C(g) y los C; se obtiene
la siguiente igualdad:

C(g) = (Cg) \C) U (C1\ C2) U+ U (Cy—1 \ Cy) U Cy
y por tanto:

9(C(g9)) = g(C(g) \ C1) Ug(C1 \ C2) U ---U g(Cr—1 \ C) U g(Cy),

por lo que hemos expresado g(C(g)) como una unién finita de conjuntos que son de medida
nula, y por tanto g(C(g)) es de medida nula como queriamos demostrar. O

2.5. Densidad de la transversalidad.

Teorema 2.5.1 (parametrizado de densidad de la transversalidad). Sean B, X e Y
variedades diferenciables, B sin borde, y Z C Int(Y") otra variedad diferenciable sin borde,
todas de dimensién pura. Sea F': B x X — Y una aplicacién diferenciable tal que F'y
F|pxax son transversales a Z. Denotamos por By al conjunto de los puntos a € B tales
que la aplicacién parcial F, : X — Y y surestriccion F,|sy son transversales a Z. Entonces
By es residual, y por tanto denso, en B.

Demostracion. Bajo las hipétesis del enunciado es conocido que B x X es una variedad
diferenciable con borde 9(B x X) = B x 0X.

Ahora bien, si F~1(Z) = 0, entonces claramente F, 1 (Z) =0y (F,|ox) ' (Z) = 0 para
todo a € B, y por tanto F, y F,|sx son transversales a Z para todo a € B, luego By = B
y habriamos terminado.

En otro caso, por las hipétesis y en virtud de la proposicién 2.3.5, N = F~1(Z) € BxX
es una variedad diferenciable con borde 9N = NN (B x 0X). Consideremos la aplicacién
diferenciable 7 : N — B dada por 7(a,z) = a. Entonces por el teorema de Sard-Brown
2.4.15 es conocido que V R(7) de valores regulares de 7 es residual y por tanto denso en
B. Por el mismo motivo tendriamos que V R(m|sn) es residual en B.

Se trata ahora de demostrar que dado a € V R(7), entonces F, es transversal a Z, y
también que dado a € V R(m|sn) se tiene que F,|gx es transversal a Z.

Sea a € VR(m) y veamos que f = F, es transversal a Z en un punto z € f~'(Z).
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Denotemos z = Fy(x) = F(a,x) € Z y sea g : B — Y la aplicacién parcial de F
correspondiente a fijar la variable z (g(b) = F(z,b)). Es conocido entonces que

dion)F : T,B x T,X = T.Y
(@, B) = dag(@) + du f(5).

Y por ser F' th Z tenemos:
T.Y = T.Z + dauyF(Tiaw)(B x X)) = T.Z + dog(T, B) + do f (T, X)

Para ver que f es transversal a Z en x queremos comprobar que se tiene la siguiente
igualdad:
T.Y =T.7Z +d,f(T,X)

Se trata pues de estudiar el término d,g(7T,B). Sea w € T,B. Por ser a un valor regular
de my como (a,z) € N, entonces d(q)7 : T(q N — ToB es sobreyectiva. Entonces existe
(a,B) € TiauyN C T,B x T, X tal que w = dq (v, 3). Por ser m lineal, dq ) (7) = T,
luego w = a. Ahora bien, por la proposiciéon 2.3.5 sabemos que en estas circunstancias
Tao)N = (d(a,m)F)*l(TzZ) y entonces tenemos que

Aoy F(w, B) = dog(w) + do f(B) € T.Z = dog(w) € T.Z + d f (T, X) Vw

y por tanto T.Y = T,Z 4+ d.g(T,B) + d. f(T,X) = T.Z + d,. f(T,X), luego f = F, es
transversal en x a Z para x € f~!(Z) arbitrario, y por tanto F, es transversal a Z para
cualquier a € V R(7).

Sea ahora a € VR(7w|sn) vy veamos que f = F,|sx es transversal a Z en todo punto
r € f74(Z) C N con z € 9X. Denotemos z = F,|ox(x) = Flsx(a,z) = F(a,z) € Z
y g : B = Y la aplicacién parcial de F|gxgx correspondiente a fijar la variable z. Es
conocido entonces que

Ao Flxox : TuB x T,0X = T.Y
(@, B) = dag(ar) + do f ()

Y por ser F|pxox M Z tenemos:
T.Y =T,7 + d(a,x)F|Ban(T(a,x)(B x 0X)) =T,Z + d.g(T,B) + d, f(T,0X)

Sea entonces w € T,B. Por ser a un valor regular de 7|sy y como (a,x) € ON =
N N (B x 0X), esto implica que d(q)7|on : T(az 0N — To,B es sobreyectiva. Entonces
existe (o, 8) € T(q2)0N C ToB x T,,0X de manera que d(q )7 |on (v, ) = w. De nuevo por
ser 7 la proyeccién sobre las primeras coordenadas se tiene que necesariamente o = w.
Ahora bien, es conocido que en estas circunstancias T(qz)ON = (d(q,z)F| Bxox) H(T.Z)y
entonces tenemos que

d(a,x)F|Bx8X(w>B) = dag(w) + dwf(ﬁ) S TZZ = dag<w) S TzZ + d:cf(Ta:aX>

luego se tiene que T,Y =T, Z +d,g(T,B) + d, f(T,0X) =T, Z +d, f(T,0X),y [ = F.lox
es transversal en = a Z para x € f~!(Z) arbitrario, por tanto F,|sx es transversal a Z.
El resultado entonces se tiene para cualquier a € VR(m|gn)-

Ahora bien, claramente por lo anterior tendremos que VR(m) N VR(w|on) C Bz, y
por ser ambos conjuntos de la parte de la izquierda residuales en B, necesariamente By
lo es también. ]
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Ejemplo 2.5.2. Sea f : X — R" es una aplicacién diferenciable, y sea Z C R™ una
variedad diferenciable sin borde. Consideramos la aplicacion F' : R™ x X — R™ dada por
F(a,z) = a+ f(z), entonces F' cumple las condiciones del teorema anterior (en realidad
es mas que transversal, F' es sumersion); y por tanto el conjunto de puntos de a € R™ tales
que F, es transversal a Z es denso en R”. Notemos que Fy, es la traslacion x — a + f(x).

En partircular, si se toma f = Idy, se obtiene que casi cualquier traslacion a + X es
transversal a Z, lo que se conoce como el lema de posicion general.

2.6. Teorema de inmersion de Whitney.

Con el enfoque dado en este trabajo las variedades ya estan sumergidas dentro de
un espacio afin. Sin embargo, es interesante poder sumergirlas con la menor codimension
posible, es decir, encontrar el espacio afin mas pequeno en el que podamos sumergir la
variedad. Este es el objetivo del teorema que ocupa la seccién.

El resultado que damos nosotros habla de que exista una inmersién difeomérfica. En
este contexto no se puede mejorar la cota, sin embargo, si relajamos la exigencia a la
existencia de una inmersién se puede probar que la cota éptima es 2p, en vez de 2p + 1.
Esta argumentacion se puede encontrar en [7, Pag 26-27].

Teorema 2.6.1. Sea X C R™ una variedad diferenciable de dimensién pura p. Existe
una inmersién difeomérfica cerrada f @ X — R2PFL

Demostracion. Supongamos primero que m > 2p + 1. Consideramos para cada u =
(U1, ey Upy) € S™1 donde S™1 = {u € R™ : |ju|]| = 1}, con u,, # 0,+1, la proyec-
cién paralela siguiente

Y R™ = R™ 1 x {0} dada por 7, (z) = 2 + Au, A = —Zp, /U,

Identificamos R™! x {0} con R™!. La restriccién g, = vulx : X — R™! es una
aplicacion diferenciable. Afirmamos:

(1) El conjunto de los u tales que g, es inyectiva es residual en S™!.

Consideramos la aplicacién

a: X x X\ A— S"! dada por a(zy,15) = %
Tr1 — X2

donde A es la diagonal de X x X. Como =, proyecta de manera paralela a u, dos
puntos tendran su misma imagen a través de v, cuando el vector que los una sea
paralelo a u. Teniendo en cuenta esto, queda claro que las aplicaciones g, no seran
inyectivas precisamente cuando el vector u esté en la imagen de a. Ahora bien, la
imagen de a claramente se puede descomponer como sigue

Ima = a(X x 0X \ A)Ua(X x Int(X)\ A)
en donde es conocido que X x 90X\ A y X xInt(X)\ A son variedades, lo que permite

aplicar Sard-Brown. Ademds dim(X x 0X) =2p—1<m—1y dim(X x Int(X)) =
2p < m — 1, por lo que ningin elemento de la imagen de a puede ser un valor
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regular (dimS™! = m — 1). Entonces llegarfamos, aplicando el teorema de Sard-
Brown 2.4.15, a que los conjuntos de valores regulares de las restricciones de o son
residuales y por tanto también lo es su interseccion. Llegamos a que el siguiente
conjunto es residual

(Sm_l \ Im(Oé|X><ax\A)) N (Sm_l \ Im(a\Xth(X)\A)) = Sm_l \ Im(a)

Quitandole al anterior conjunto las intersecciones con los hiperplanos de R™ dados
por u,, = 0,%£1, se sigue que este ultimo conjunto sigue siendo residual y ademas
coincide con los u tales que g, es inyectiva.

A continuacién construimos el denominado fibrado tangente unitario
SX ={(z,u) e TX : |Jul| =1} = {(z,u) € X xR" :u € T, X, |Jul| = 1}.
Queremos comprobar que SX es una variedad, para ello consideramos la aplicacion
Q:TX — R dada por Q(xz,u) = ||ul|*.

En esta situacién Q7 !(1) = SX, y para ver que SX es una variedad basta con ver que
tanto @ como Q|srx son una sumersién en cada punto (z,u) € SX. Consideramos la
aplicacion

0 :(0,2) = TX dada por o(t) = (z, Vtu)

definida en relaciéon a un punto (z,u) € SX. Esta claro que en estas circunstancias
Qoo = Id(g2) y por tanto o es una inversa por la derecha de Q, lo que implica directamente
que la derivada de Q en el punto (z,u) € SX admite una inversa por la derecha y por
tanto necesariamente es sobreyectiva, es decir, Q es sumersion en todos los puntos de
SX. El mismo argumento vale para probar que Q|srx es sumersién en todo punto de
SX NITX, puesto que si z € X, o toma valores en dTX. Como {1} C R es una
variedad de codimensién 1, se tiene por la proposicién 2.1.4 que SX es una hipersuperficie
de T'X y su dimension es 2p — 1 <m — 1.

La proyeccién v, : R™ — R™ ! es inyectiva en un subespacio vectorial W C R™ si
y solo si u ¢ W. Por tanto, puesto que d,g, es la restriccién de 7, al subespacio T,X,
no sera inyectiva cuando u € T, X, y esto para todo x € X. Es decir, g, es inmersion, es
decir, d,g, es inyectiva para todo x € X, si y solo si u ¢ T, X para todo x € X, luego no
serd inmersion si existe algin z € X tal que u € T, X.

En efecto, g,(x1,....,xp) = (z1 — T, Ty = U, ey Typ1 — i—:um_l), Y Y, €S una
extension diferenciable de g, dada por la misma expresion, cuya derivada D, (z) : R™ —
R™~! tiene matriz jacobiana

1 0 - 0 ;“

Oo1 --- 0 —;‘—i
D%<x> B R : : ’

00 --- 1 —“;"—:

es decir, Dv,(z)(y) = v.(y) para cualquier y € R™ y por tanto d,g.(y) = ¢.(y) para
cualquier y € T, X, de donde queda claro que d,g, = Yu|7,x-
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Definimos ahora la aplicaciéon diferenciable
B:SX — S™ ! dada por B(x,u) = u

cuya imagen son precisamente los elementos de S™ ! que estdn en T, X para algin z € X.
Entonces de lo anterior se sigue que g, no sera inmersiéon si y solo si u € Imf.

Ahora bien, como dimSX =2p—1 < m —1 = dimS™ !, tenemos que 3 no puede ser
sumersién en ningun punto, y por el teorema de Sard-Brown, necesariamente V R(f) =
S™=1\ Imf es residual en S™!, de donde se deduce:

(2) El conjunto de los u tales que g, es inmersién es residual en S™1.

Juntando (1) y (2) queda claro que existen inmersiones inyectivas g : X — R™"1 Si X
fuera compacta, entonces por continuidad también lo seria g(X) y bajo estds condiciones
serfa g : X — ¢(X) un homeomorfismo y en consecuencia g seria una inmersién cerrada
(cerrada por compacidad). En este caso la demostracién terminaria aqui, puesto que si
m — 1 > 2p + 1 podemos simplemente iterar el razonamiento.

Tratemos ahora el caso en que X no es compacta. Primero construiremos una apli-
cacion propia y diferenciable. Es conocido, por la construccion en la demostracion del
teorema 1.3.7, que podemos tomar un recubrimiento abierto numerable {Uy }ren de X de
manera que U, es compacto para todo k. Tomamos entonces una particién diferenciable
de la unidad {6} subordinada a {Uy}, y definimos 6 = ), k0.

Entonces si x ¢ U U---UUg

0(x)=> 16,(x) > k> Oi(x) =k

>k >k

donde la ultima igualdad es consecuencia de que las #; sean una particién de la unidad.
Entonces si tomamos una sucesién de puntos {x, },en de X que diverja a oo, podremos
asegurar que a partir de un ny € N todos los z,, estardn fuera de la unién U, U- - -UU}, (que
es un conjunto compacto para cualquier k, y por tanto cerrado y acotado), de manera
que 0(x,) > k. Como esto se puede hacer para cualquier k£ € N, tenemos por tanto que la
sucesion {0(x,,) bnen diverge a 0o y por tanto 6 es propia.

Ademas consideramos la contraccion radial

T

r:R™ 5 R™ ! dada por r(z) = ————
L [l]|?

cuya imagen es la bola abierta de radio 1 en R™!, y consideramos la inmersién inyectiva
g: X — R™ ! ya construida para definir

f: X —=>R":x— (rog(z),(z)).

Por ser g una inmersién inyectiva y ser r un difeomorfismo estd claro que r o g sigue
siendo una inmersién inyectiva de X en R™™ !, lo que implica que f es inmersién inyectiva
(puesto que anadir la componente 6(z) no estropea el rango de la matriz asociada a la
derivada) y el hecho de 6 sea propia hace directamente que f sea propia (se comprueba
inmediatamente que como 6 cumple la condicién (b) de 2.4.4 entonces también la cumple

f)-
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Entonces f : X — f(X) = Y es una inmersién biyectiva y propia. Por ser propia,
biyectiva y ser Y C R™ localmente compacto y Hausdorff, aplicando el corolario 2.4.6,
tenemos que es un homeomorfismo, luego f es una inmersion difeomorfica cerrada, y
entonces por el teorema 1.5.11 es un difeomorfismo y por tanto Y es una variedad de
dimensién p. Por el mismo argumento podemos encontrar una inmersion inyectiva h :
Y — R™ ! donde h es la proyeccién paralela a un vector v = (v/,v,,) € S™! con
v # 0,%£1,. Entonces ho f : X — R™! es una inmersién difeomérfica cerrada, lo que
concluye la demostracion.

Veamos esto ultimo. En efecto, basta ver que ho f : X — R™ ! es propia. Querrfamos
comprobar que para cualquier sucesion de puntos que diverja a infinito necesariamente la
sucesién de imagenes también divergera a infinito. Teniendo en cuenta que una sucesion
diverge a infinito si y solo si no tiene ninguna subsucesién convergente, razonemos por
contrarreciproco y consideremos una sucesioén de puntos z, € X, k € N, cuyas iméagenes
ho f(x)) convergen en R™~!. Teniendo en cuenta las definiciones involucradas, obtenemos

ho f(xy) =rog(xy) — iQ(xk)v’
Um
Como la sucesién {r o g(xy)} estd contenida en la bola unidad de R™~!, que es acotada,
podemos tomar una subsucesion que converja en ese espacio afin, y en consecuencia tam-
bién convergerd la subsucesién correspondiente de los {i@(xk)v’ }, y por tanto también
la subsucesion de {0(zx)}. Como ya sabemos que 6 es propia, el hecho de que la sucesién
{6(zx)} tenga una subsucesién convergente, y por tanto no diverja a infinito, implica di-
rectamente que la sucesion de los x; no diverge a infinito, es decir, tenga una subsucesion
convergente. Con esto hemos comprobado que efectivamente h o f es inmersion inyectiva
propia, necesariamente cerrada por 2.4.5, por tanto un homeomorfismo sobre su imagen
y en consecuencia una inmersion difeomoérfica. O]

A partir de este resultado se puede probar que si X es una variedad diferenciable
abstracta, entonces X es difeomorfa a una variedad sumergida en un espacio afin, pero
con este procedimiento la dimension que se obtiene de dicho espacio es mucho mas alta
que el 2 - dimX + 1 que da el teorema de Whitney 2.6.1. Se puede encontrar en [1, Pag
77-79].
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Capitulo 3
Aproximacion

En este capitulo haremos una recopilacién de las construcciones y resultados que nos
resultaran necesarios para el proximo capitulo que se dedicara a aplicaciones.

El objetivo de los resultados de este capitulo es darnos herramientas para reemplazar
los datos de partida por otros cercanos de manera que sean diferenciables. Este reemplazo
se formaliza por aprorimacion.

En la seccion 3.1 se define la topologia fuerte, para formalizar esta nocién de cercania.
En la seccion 3.2 se dan dos teoremas de aproximacién para aplicaciones con llegada en un
espacio o en una variedad respectivamente. Por ultimo en la seccién 3.3 se da un resultado
de aproximacion de aplicaciones mediante otras que sean hométopas a ellas, manteniendo
la transversalidad. No se han incluido aquellas demostraciones que necesitarian de una
proposicion previa y que harian este trabajo excesivamente extenso.

3.1. Espacios de aplicaciones.

Sean X C R™, Y C R" subconjuntos de espacios afines. Denotamos como C(X,Y") al
conjunto de aplicaciones continuas de X en Y.

Definicién 3.1.1. Sea f : X — Y una aplicacién continua. Para cada aplicacion continua
positiva € : X — R denotamos:

B(f) ={g€C(X,Y):llg = fl < e},

donde ||g — f]| < e significa que ||g(z) — f(x)| < e(x) para todo x € X. Todos estos B.(f)
forman una base de entornos abiertos de f para una topologia en C(X,Y).

Esta topologia se denomina topologia fuerte; la funciones € se denominan radios de
aprorimacion.

La existencia de tal topologia se deduce de lo siguiente. En primer lugar, si €, €
son dos radios de aproximacién, entonces claramente B, (f) N B, (f) = B(f) donde
e = min{ey, e2}. Y si g € Be(f), la aplicacién

d=e—||f—gll: X >R
es continua y positiva, y claramente se cumple Bs(g) C B.(f).
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Si X es compacto, entonces Im e tiene minimo ¢y > 0, y

B(f) 2 Beo(f) = {g € C(X,Y) : supllg — fI| < eo}-

Por tanto en este caso, la topologia fuerte es la topologia definida por la norma del supremo

en C(X,Y).

3.2. Aproximacién de aplicaciones.

Definicién 3.2.1. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X, se dice que A es localmente
cerrado en X si todo elemento de A tiene un entorno V en X tal que ANV es cerrado
en V.

Proposicion 3.2.2. Dado X C R™ localmente cerrado, entonces X es localmente com-
pacto.

Teorema 3.2.3 (Aproximacion de aplicaciones con rango en un espacio afin). Sea X C
R™ un conjunto localmente cerrado, y sea C' C X un subconjunto cerrado. Entonces,
toda aplicacién continua f : X — R”™ cuya restricciéon a un entorno de C' es diferenciable
puede aproximarse arbitrariamente en la topologia fuerte por aplicaciones diferenciables
que coinciden con f en un entorno de C'.

En particular, el conjunto de C*°(X,R™) de las funciones diferenciable de X en R" es
denso en C(X,R™).

Demostracion. Serd f de la forma f = (fi,..., fn) donde las f; : X — R son también
funciones continuas que verificardan que su restriccion a un entorno de C' es diferenciable.
Dada cualquier otra aplicacién continua g = (g, ..., gn) : X — R" se tiene la acotacion

If = gll < Vnmax{|fi — gi], .. |fa = gul}

que se deriva de una relaciéon bien conocida entre las normas 2 y 1 en R™, de manera
que para aproximar f basta aproximar cada una de sus componentes. En otras palabras,
basta demostrar el resultado para funciones continuas de X en R, asi que a partir de
ahora suponemos n = 1. Sea € : X — R un radio de aproximacion.

Por ser X C R™ y localmente cerrado, es localmente compacto, y cada punto x € X\ C
tiene un entorno compacto K, C X \ C en el que € alcanza extremos. En particular ex,
alcanza su minimo, al que denotamos por €,, que es estrictamente positivo. En particular
€z < €(x). Ahora bien, como f : X — R es continua podemos tomar un entorno abierto
U, C K, C X\ C dex tal que

|f(2) — f(z)| < e, < €(z) para todo z € U,.

Sea V un entorno abierto de C' en el que f es diferenciable (que existe por hipdtesis), y
sea {0, 0, } una particién diferenciable de la unidad subordinada al recubrimiento formado
por V' y {U,}sex\c de X con mismo conjunto de indices. Definimos

h=f0+ > f@)f,: X >R,

zeX\C
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donde notemos que el sumando f6# es nulo fuera de V', luego como f es diferenciable en
V,ylas 8 y 6, lo son en X, esto implica que h es una aplicacién diferenciable en X, y se
verifica

[h(z) = f(2)] = |h(z) = | 6(z) + Y 6:(2) | f(2)| =

zeX\C

= f(2)0) + Y f@)0u(2) = | 0() + D 0u(2) | f(2)| =

zeX\C zeX\C

=) 0@ - )< D 0(2)f() - fl2)] <

zeX\C zeX\C

< Y Ou(2)e(2) < €(2)

zeX\C

es decir, h € B.(f), donde la desigualdad * se debe a que si z ¢ U, se tiene que 0,(z) = 0.
Ademas,

U (6. #40yc |J v.cx\C,

zeX\C zeX\C

y como la familia de soportes de los elementos de la particién de la unidad es localmente
finita, se tiene que

D= |J {6.#0}

zeX\C

es cerrado en X, con lo que X \ D es un entorno abierto de C' en el que todas las 6, se
anulan, luego en el que § =1y h = f, con lo que concluye la prueba. O]

Una consecuencia del teorema anterior es que para definir la topologia fuerte basta
considerar radios de aproximacién diferenciables, como vemos en la siguiente proposicion:

Proposicion 3.2.4. Sea X C R™ un conjunto localmente cerrado y sea € : X — R una
funcién continua positiva. Entonces existe una funcion diferenciable positiva n : X — R
tal que 0 <7 <e.

1

Demostracién. Aplicando el teorema a la funcién je con radio de aproximacién %e vy a

C' = (), obtenemos una funcién diferenciable 7 : X — R tal que

1
< §e($) para r € X,

et = 1o

y en consecuencia 0 < n < e. O
El teorema anterior se puede extender a funciones con rango en una variedad con

borde. Para demostrar dicho resultado se requiere de construcciones que no se incluyen en
el texto. La demostracion del resultado siguiente se puede encontrar en [1, pag. 102-103].
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Teorema 3.2.5 (Aproximacién de aplicaciones con rango en una variedad con o sin bor-
de). Sean X C R™ un conjunto localmente cerrado e Y C R™ una variedad, posiblemente
con borde. Sea C' C X un subconjunto cerrado. Toda aplicaciéon continua f : X — Y
cuya restriccion a un entorno de C' es diferenciable puede aproximarse arbitrariamente en
la topologia fuerte por aplicaciones diferenciables que coinciden con f en un entorno de
C.

En particular, el conjunto C*°(X,Y") de la funciones diferenciables de X en Y es denso
en C(X,Y).

3.3. Aproximacion y transversalidad.

Para aproximar funciones continuas con condiciones de transversalidad, la transversa-
lidad hay que conseguirla de manera explicita. Esta seccién tiene como objetivo demostrar
el teorema de aproximacion transversal, para cuya demostracion necesitaremos valernos
del siguiente lema, cuya prueba requiere de construcciones que se escapan del alcance del
trabajo.

Lema 3.3.1 (de deformacion transversal). Sean X C R™ un conjunto localmente cerrado,
Y C R™ una variedad diferenciable sin borde y v : X — [0, 1] una funcién diferenciable.
Sea f : X — Y una aplicacion (resp. una aplicacion propia) diferenciable. Existe una
aplicacion diferenciable F': B x X — Y, donde B C R" es la bola abierta de centro el
origen y radio 1, tal que:

(1) F(0,z) = f(x) para cada z € X.

(2) Las aplicaciones parciales F, : X — Y, a € B, estdn arbitrariamente préximas a f
para la topologia fuerte.

(3) Todas las F;, son hométopas (resp. propiamente homdétopas) a f por una homotopia
(resp. homotopia propia) diferenciable.

(4) Siz € X es tal que y(x) # 0, la aplicacién parcial F, : B — Y es una sumersion.
(5) Siz € X es tal que y(z) = 0, entonces se tiene que F(a,x) = f(z) vy

OF oF
—(a,z) =0, —(a,x) =d ara todo a € B.

En el enunciado anterior se introducen conceptos como homotopia propia o aplicacio-
nes propiamente homotopas, que hacen referencia a situaciones en las que la homotopia
entre dos aplicaciones es una aplicacién propia.

Observacion 3.3.2. Los resultados de aproximacién como el 3.3.1 se dan de forma ge-
neral, pero por conveniencia para la demostracion del teorema principal de esta seccion,
es conveniente recuperar una construccion explicita de la familia de homotopias asociada
a las funciones del punto (3) del enunciado. Con la notacién del lema anterior, asumimos
como cierto que la aplicacion diferenciable definida como sigue

Hy(x) = Fu(r) = (f(2) + 7*(2)d(x)ta)
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donde 7 : V' — Y es una retraccién siendo V' localmente cerrado, Y C V (verifica que
mly =1Idy) y 0 : X — R es una funcién diferenciable positiva arbitrariamente pequena,
es una homotopia.

Teorema 3.3.3 (de aproximacién transversal). Sean X una variedad diferenciable, Y
una variedad diferenciable sin borde, y Z C Y otra variedad diferenciable sin borde, las
tres variedades de dimensién pura. Sea C' un subconjunto cerrado de X. Entonces, toda
aplicacién continua (resp. propia) f : X — Y diferenciable en un entorno de C' en el que
ademds fy f|ax son transversales a Z, se puede aproximar por aplicaciones diferenciables
g: X — Y tales que:

(1) La aplicacién g es homdtopa (resp. propiamente hométopa) a f.
(2) La aplicacién g coincide con f en un entorno de C' en X.
(3) Las aplicaciones g y g|ox son transversales a Z.

Demostracion. En primer lugar, por el teorema de aproximacion de aplicaciones con rango
en variedades con borde 3.2.5, podemos suponer que f es una aplicacién diferenciable. Por
hipdtesis, existe un entorno abierto V' de C' en X tal que f My Z 'y flox Myvrox Z. Ahora,
podemos considerar un entorno U abierto de C' tal que U C V y una funcién separante
v : X —[0,1] de manera que {y =0} =U y {y=1} = X \ V (por 1.3.2).

Estamos ahora en condiciones de aplicar el lema 3.3.1 y obtenemos la coleccion de
aplicaciones diferenciables

F,: X =Y :zw—a(f(z) +~*@)d(z)a), a € B,

que aproximan y son homdétopas (resp. propiamente homdtopas) a f. Por construccién
de v, F,(x) = f(x) para todo = € U. Veamos ahora que F' : B x X — Y dada por
F(a,z) = F,(z) es transversal a Z. Sea F(a,x) € Z.

= Siy(x) # 0, directamente del lema 3.3.1[(4)] obtenemos que F, : B — Y es sumer-
sién, y por tanto F es transversal a Z en F~'(F(a,x)) C F~1(Z).

» Supongamos ahora que y(z) = 0. Entonces, por el lema se tiene que g—s(a, x) =0

y g—i(a,x) = d.f, y por tanto Im(d( ) F) = Im(d,f) = E C Tj»)Y, pero como
y(x) =0, entonces x € U C V, y se tiene que

fhe Zy flox My Zpara x € 0X.

De esto ultimo y la igualdad entre las imagenes de las diferenciales expuesta antes,
se deduce directamente definiciéon de transversalidad que

F Mz Z ¥ Flaxox M) Z para (a,z) € B x 0X.

En estas condiciones podemos aplicar el teorema 2.5.1 a la aplicacién F', de manera que
los a tales que la aplicacién F, cumple la condicién (3) del enunciado son un conjunto
residual, por tanto denso, en B. Luego las aplicaciones F, cumplen la condicién (3). La
condicién (1) es la condicion (3) del lema 3.3.1 , y la condicién (2) se deduce de la (5) de
3.3.1, pues F, = fen U. O
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Capitulo 4

Aplicaciones

Este capitulo constituye la culminacion del trabajo, demostrando teoremas importan-
tes con las técnicas diferenciables desarrolladas previamente, haciendo aparecer a todos
como resultados de una misma teoria subyacente, y no solo como los hallazgos geniales
que fueron en su momento.

La seccion 4.1 contiene la clasificacion topoldgica y diferenciable de curvas, que, ademas
de ser interesante por si misma, constituye una parte de los argumentos que prueban el
resto de teoremas. En la seccion 4.2 se demuestra el teorema del punto fijo de Brouwer,
que se usara para probar en la seccion 4.3 el teorema de invarianza del dominio, resultado
fundamental que implica la invarianza topolégica de la dimensién y el borde. La seccion
4.4 esta dedicada al célebre teorema de separacién de Jordan-Brouwer. Por tltimo en
la seccion 4.5 se hace mencion al hecho de que, bajo las herramientas de la topologia
diferencial, también se pueden demostrar otros resultados como el teorema de la esfera de
Brouwer o el teorema de Borsuk-Ulam, a los que no se ha llegado en este trabajo.

4.1. Clasificacion de curvas.

Proposiciéon 4.1.1. Sea X una curva conexa. Si X es unién de dos abiertos U, V ho-
meomorfos a R, entonces X es homeomorfa a R o a S.

Demostracion. Sean ¢ : U — Ry ¢ : V — R homeomorfismos. Si U C V oV C U,
el resultado es obvio. Por tanto, supondremo que o(UNV) C Ry (VNU) C R son
abiertos de R distintos del total. En consecuencia, se pueden tomar como unién disjunta
de intervalos abiertos. Supongamos que alguno de esos intervalos es acotado: sea, por
ejemplo, (a,b) una componente conexa de (U NV), a < b. Por ser una componente
conexa, tenemos que necesariamente [a,b] N (U NV) = (a,b), y por tanto (a,b) es un
cerrado de p(UNV). Ademds, ¢ (a,b) = p~'a,b]NV, que es un cerrado de V por ser ¢
un homeomorfismo, y un abierto de U y por tanto de X y de V. En consecuencia, como
V es conexo por ser homeomorfo a R, tenemos que ¢~ '(a,b) es abierto y cerrado en V' y
no vacfo, y por tanto V' = ¢~1(a,b) C U en contra de la suposicién hecha.

En consecuencia, o(UNV) y ¢ (UNV) no tienen componentes acotadas. Notemos que
e(UNV) yy(UNV) son homeomorfos, puesto que ambos son homeomorfos a U NV (que
es un abierto de U y de V'). Hay ahora dos posibilidades.

(1) Los conjuntos o(UNV) y (U NV) son conexos.
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Como son conexos, abiertos y no acotados, reparametrizando si es necesario, pode-
mos suponer que

e(UNV)=(-00,a),a<0,
Y(UNV)=(b,+00), b>0.

Teniendo en cuenta que la restriccion de un homeomorfismo a un abierto sigue
siendo un homeomorfismo de dicho abierto en su imagen, se tiene el siguiente dia-
grama conmutativo (donde no especificamos que cada aplicacién serfa la restriccion
adecuada por aligerar la notacion):

UmVT(b,+m)

©
l A"l

(—OO, a)

donde « es un homeomorfismo estrictamente creciente, pues la otra opcion es que sea
decreciente, y entonces lim;_,, a(t) = by se deducirfa que p~(a) = ¢~1(b) e UNV,
lo que es imposible. Fijado un punto o € U NV, a(p(xg)) = ¥(xg), y se verifica

X = o p(xg), +00) U ™ (=00, (o)),

puesto que si p(z) < p(zg) entonces ¥(z) = ap(r) < ap(xy) = ¥(xp), y andloga-
mente

{zo} = ¢ (w0), +00) ﬂ P~ (=00, 9(x0)].

Entonces la aplicacién

_ _ o(x) € [p(zg), +00) six e p(x), +00),
X = Rere { () + @(zo) — (a0) € (—00, 9l(w0)] s @ € B (—00, (z0)].

estd bien definida pues ambas definiciones coinciden en xg, es continua por serlo las
restricciones y es cerrada por serlo ¢ y ¥, luego es un homeomorfismo.

Los conjuntos o(UNV) y (U NV) no son conexos.

Teniendo en cuenta que no pueden tener componente conexas acotadas, el hecho de
que no sean conexos implicara que tendran unicamente dos componentes conexas,
una acotada por la izquierda y otra por la derecha.

Reparametrizando como se hizo antes, podemos suponer que
e(UNV)=(-00,a) U (b,+0), a <0 <b,
YU NV) = (—o0,c)U(d,+00), c <0 <d,
con la condicién adicional de que W, = ¢~ !(—o00,a) = ¢~!(d,+o0) (y entonces

necesariamente Wy = ¢~ (—00, ¢) = ¢! (b, +00)). Tenemos entonces dos esquemas
andlogos a los del caso (1),

Wi ; (d,4+00) W — (—o00,¢)
(=00, a) (b, +00)



4.1. CLASIFICACION DE CURVAS.

donde a7 y s son homeomorfismos estrictamente crecientes. Elegimos ahora un
punto en cada componente conexa de U NV

71 € p Y (—o00,a) =~ H(d, +0)
Ty € Y (—00,c) = p (b, +0)

y denotamos I = ¢t p(z1), p(x2)] y J = ¥ (22),1(x1)], que son cerrados en X,
y verfican
X=1IUJ

puesto que si p(z) ¢ [p(z1), ¢(x2)], 0 bien ¢(z) > p(x2) o bien p(z) < ¢(x1). En
el primer caso (el otro es andlogo), se tiene que ¥ (x1) > d > ¢ > asp(x) = ¥(x) >
asp(xe) = 1(x2), y andlogamente

{.CCl,JZ'Q} =INnJ

Consideremos la unién dsijunta de los segmentos ¢(I) y ¥(J) , o(I) U(J), y una
aplicacion
—1 .
e (y) st ye ),
co(HUuyY(J) = X iy — _ .
q: () U(J) ) {1/)1(9) si oy e ().
Esta aplicacién es continua y sobreyectiva, de un compacto en X Hausdorff, luego
es una aplicacion cociente. Al pasar al cociente se obtiene el espacio Q, homeomorfo
a S' (es tomar la unién disjunta de los intervalos e identificar ¢(x1) con p(z;) vy
¥ (xa) con p(xg)) y el homeomorfismo ¢ : @ — X, cuyo inverso es el homeomorfismo

. . [p(x)] si zel,
”XﬁQ”H{ﬁm]ﬁer

]

Observacién 4.1.2. Sea X una curva diferenciable con borde. Por definicién X es local-
mente difeomorfo a H' = [0, +00). En virtud de esto, dado un punto z € 90X, podemos
tomar una parametrizacion ¢ : I — U donde U es un entorno abiertode z en X e I = [0, a)
para cierto a € R, a > 0 de manera que ¢(0I) = p({0}) = {z} = 0U = U N 0X, por
tanto 0X es discreto.

El mismo razonamiento sirve tomando una curva topoldgica, es decir, exigiendo solo
que sea localmente homeomorfa a un semiespacio de la recta.

Teorema 4.1.3 (de clasificacién de curvas topoldgicas). Una curva conexa es homeomorfa
a uno de los siguiente cuatro modelos: R, [0,1), [0, 1], S'.

Demostracion. Sea X una curva conexa. Vamos a considerar varios casos por separado.

(1) X es compacta y no tiene borde.

Gracias a que X es una variedad compacta podemos recubrirla mediante una can-
tidad finita de imagenes de parametrizaciones ¢; : R — U;, i € {1,...;s}, defi-
nidas en R por ser X sin borde y ordenadas de manera que U,_4 N U, # 0, lo
que es posible por ser X conexa. Por la proposicién anterior, 4.1.1, tenemos que
Us,_1 U Uy es homeomorfo a R o S'. Si fuera a R considerar una parametrizacion
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Vs—1 R — Vi1 =Us_1 UU,. Renombramos Us;_1 = V,_1 v ps_1 = ¥s_1. De nuevo
por ser X una curva compacta, conexa y sin borde podemos reordenar los indices
{1,...,s — 1} para que U;_»NU,_; # () y podemos volver a aplicar 4.1.1. Reiterando
este procedimiento, en algtin momento tiene que ser U;_; U U; homeomorfo a S!,
puesto que si no fuera asi llegariamos a que X es homeomorfo a R, lo que es ab-
surdo porque X es compacta y R no. En consecuencia U;_; U U; es abierto, por ser
uniéon de abiertos, y cerrado, por ser homeomorfo a un compacto, en X y por ser X
conexo necesariamente en estas circunstancias tendremos que X = U;_; UU;, y por
tanto X homeomorfo a S*.

X no es compacta y no tiene borde.

Por ser X localmente compacta existe, por la construccién de la demostracion de
1.3.7, {K, }nen una sucesion de compactos que recubre X y tal que K, C K, 1.
Ahora, cada K, se puede recubrir con abiertos Wi, ..., W, de X homeomorfos a R
por ser X sin borde; y por ser X conexo, podemos anadir abiertos W para poder
suponer que los Wy, ..., W, cumplen que W;NW;,; # () parat = 1,...,7— 1. Entonces
siguiendo la linea de razonamiento del apartado anterior, de manera reiterativa a
través de 4.1.1 llegariamos, por ser X no compacto, a que U, = Wy U ---U W,
es un abierto de X homeomorfo a R. Haciendo esto para cada K, obtenemos una
coleccién de abiertos {U, }nen todos ellos homeomorfos a R. Ademds necesariamente
por ser K, C U, para cada n y la condicién inicial de que K, C K, para cada
n, necesariamente tendremos que U, N U, ;1 # (. Por induccién entonces se puede
probar que U; U- - -UU,, es homeomorfo a R para cualquier n € N dado. Ahora bien,
reemplazando U,, por U U- - -UU,, para cadan € N obtenemos un recubrimiento de X
por abiertos {U, },en de manera que U,, C U, 41 para todo n > 1. Vamos a construir
de manera recursiva un homeomorfismo h de X sobre un intervalo abierto de R
mediante la definicién de las restricciones de h a los abiertos U,. Sea ¢, : U, —+ R
homeomorfismo que existen por construccién. En primer lugar definimos

hl . UILR;Il = (—]_, 1)
donde 7(t) = t/v/1 + t? es un difeomorfismo de R en I;. Ahora, po(U;) C R serd un
intervalo (por ser conexo), tal vez infinito, (a,b), a < b, y consideramos la aplicacién
a1 = QOQOhfl : [1 — (a,b)

que es un homeomorfismo por ser composicién de homeomorfismos. Ahora bien, ya
que «; debe ser o creciente o decreciente podemos suponer que es creciente (sino
bastarfa cambiar y por —s), y observemos que también hy = o' o @y|y,. Ahora
extendemos oy a as : Iy — R donde

(—=2,2) si a,beR,

)

[ (—1,2) si a=—o0,beR,
27) (=2,1) si a€R, b= oo,
(—=1,1) si a=—00,b=+oc.

Por ejemplo, si a € R, existe lim,_,, a1 (t) y por lo tanto «; se puede extender a un
homeomorfismo s : Iy — 3(Us) y definir el homeomorfismo

hgz()é;logOQ:UQ—)IQ
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que extiende hi, ya que como am extiende a, se tiene hs|y, = a;l ° palu, = alo

©2luy, = hi. Reiterando el proceso con az = @3 0 hy ! obtenemos hs, y asi, de
manera recursiva, vamos obteniendo h,, para cada n € N, de modo que se construye
h:X=U,U,—1=U,I, vy como h(z) = h,(x) si x € U,, se obtiene que I es
homeomorfo a R.

X tiene exactamente un punto en el borde.

Sea z ese punto y denotemos V' = Int X = X'\ {x}. A través del apartado anterior,
por ser V una variedad conexa no compacta y sin borde, tenemos que es homeomorfo
a R. Entonces podemos considerar un homeomorfismo ¢ : (—1,1) — V. Podemos
tomar una parametrizacién de la forma ¢ : [0,a) — U con ¢(0) = zo y U un
abierto de X, y suponer que "t o ¢ : (0,a) — (—1,1) es creciente (si no lo fuera
se reemplaza 1) (t) por ¢(—t)) y entonces existe lim; o1~ o ¢(t) = 5. Pero s > —1
implicaria zo = lim; o ¢(t) € V, luego s = —1 y 9 se extiende a un homeomorfismo
[—1,1) — X tomando ¢ (xg) = —1.

X tiene al menos dos puntos en el borde.

Para cada punto z € 0X consideramos una parametrizacién ¢, : [0,a) — U, con
©:(0) = x, y consideramos para el interior de X un recubrimiento numerable por
abiertos V' homeomorfos a R. Como al menos hay dos puntos x # y en el borde, por
la conexién de X tenemos una cadena U,, Vi, ..., V,, U, en la que cada dos abiertos
consecutivos se cortan y por el caso (3) tenemos dos homeomorfismos

{oz:U:UzUVlU---UVTU(Uy\{y})—>[0,a) a(x)

; 0,
B:V=U\{z}hhuWru---uV,uU, — (b,1], B(y) =1.

Ahora bien, el homeomorfismo 8o a™ : (0,a) — (b,1) es creciente. Si no lo fuera
tendriamos que lim;_,o Boa™1(t) = 1 y entonces tendriamos que y = lim; o a1 (t) =
x lo cual contradice la hipétesis de que = # y. Por tanto

1f =1

lim o a™(1)

y podemos extender a a y tomando a(y) = a. Resulta entonces que el conjunto
abierto W = U, UV, U--- UV, UU, es homeomorfo a [0, a], luego es compacto, y
entonces es cerrado ademéas de abierto en X, y por ser X conexo, necesariamente
W = X y en conclusién X es homeomorfo a [0, a].

Con estos cuatro casos cubrimos todas las posibilidades y la demostracion queda termi-

nada.

]

La demostracion anterior es vélida para curvas topoldgicas, que son un conjunto defini-
do a través de condiciones menos exigentes que las que definen a las curvas diferenciables,
pero el resultado se puede ampliar a estas tltimas.

Teorema 4.1.4 (de clasificacion de curvas diferenciables). Una curva diferenciable conexa
es difeomorfa a uno de los siguiente cuatro modelos: R, [0, 1), [0, 1], S'.
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Este resultado se puede demostrar aprovechando el resultado ya probado para cur-
vas topologicas, y usar que las construcciones hechas en esa demostracion y el hecho de
que ahora las cartas sean diferenciables nos permiten asegurar que los homeomorfismos
anteriores seran ahora difeomorfismos locales en todos los puntos salvo a lo sumo una
cantidad discreta de ellos. En esos puntos podemos adaptar la definicién para lograr que
sean difeomorfismos. La idea es perturbar los homeomorfismos en esos puntos, mediante
el uso de ciertas funciones que se construyen usando las siguientes ideas:

1. Sean [ = [0,1) y f : I — I un homeomorfismo creciente cuya restriccién a (0, 1)
sea diferenciable. Entonces existe un difeomorfismo ¢ : I — I igual a f fuera de un
entorno arbitrariamente pequeno de 0.

2. Sean [ = (0,1), a € 'y f: I — I un homeomorfismo creciente cuya restriccién a
I\ {a} es diferenciable, entonces existe un difeomorfismo ¢ : I — I que coincide con
f salvo en un entorno arbitrariamente pequeno de a.

Por otro lado, en [5, pdg. 55-57], Milnor hace un desarrollo para obtener una demos-
tracion directa del resultado.

Corolario 4.1.5. Dos curvas diferenciables que son homeomorfas son difeomorfas.

Demostracion. Notemos que en el corolario anterior no se pide que las curvas sean co-
nexas. Dadas X e Y dos curvas diferenciables y f : X — Y un homeomorfismo. Cada
componente conexa de X serd entonces homeomorfa a una componente conexa de Y.
Recordemos que las componentes conexas de las curvas siguen siendo curvas diferencia-
bles. Entonces el problema se reduce a ver que dadas dos curvas conexas diferenciables
homeomorfas, entonces son difeomorfas. Por ser curvas diferenciables son homeomorfas
(y también difeomorfas) o a la esfera o a un intervalo de la recta, y por ser homeomorfas
entre si necesariamente deben ser homeomorfas y por tanto difeomorfas al mismo modelo,
y en consecuencia difeomorfas entre si. O]

4.2. Teorema del punto fijo de Brouwer.

La idea fundamental para la demostracién dada para el teorema se debe a Hirsch [7,
Pag 73].

Teorema 4.2.1 (del punto fijo de Brouwer). Toda aplicacién continua del disco cerrado
D™ C R", n > 2, en si mismo tiene algiin punto fijo.

Demostracion. El disco D" = {z € R" : ||z]| < 1} es una variedad con borde D" =
S" ! = {z € R": ||z|| = 1}. Supongamos que existe una aplicacién continua f : D" — D"
sin puntos fijos. Entonces la funcién a : D" — R dada por a(z) = || f(x) — || es continua
y siempre estrictamente positiva y « tiene un minimo ¢ > 0. Nétese ademéas que se tiene

e <[If(0) =0l = [lF ()] < 1.

Por el teorema 3.2.3 aplicado a (1 — %5) f:D" - R"y C = (), existe una aplicacién
diferenciable g : D" — R tal que

1
< = c D™
‘ 26, T
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Se cumple que g(D™) C D" y g no tiene puntos fijos.
Veamos que dado = € D", entonces g(x) € D™

-2 ] < 2o (1) -
Por otra parte, si tuviéramos un = € D" tal que g(z) =  tendrfamos

e < a@) = @) ~ ol = 1£(2) - )l =
1) - (1-3¢) f0) + (1= 52) £0) - ate)
< || = (1= 3e) | + || (1 3¢) 00 - 9t

1 1
< 55”]‘(1‘)\\ + 55 <e

lo(o)l < |o(o) = (1= 3¢) st

<

<

llegando a una contradiccion, por tanto g no puede tener puntos fijos.

Dado z € D", se tiene que g(x) es otro punto de D™ distinto de z. Entonces, si tomamos
la semirrecta con origen en g(x) que pase por x, {g(z) + Az — g(z)) con A > 0}, se tiene
que corta a S*! en un unico punto.

Entonces, para cada r € D" existe A(z) > 0 tal que [|g(z) + A(z)(z — g(x))||* =
1. Operando explicitamente en la ecuacién anterior llegamos se obtiene la ecuacion de
segundo grado

lz = g(2)PA(x)? + 2(g(x), z — g(x))A(x) + [|g(=)|> — 1 = 0.

Que no es una expresiéon muy intuitiva, pero que tiene la virtud de ser un polinomio
cuadrético en A(x), que por razones geométricas tiene una unica solucién positiva (también
tiene una solucion negativa, correspondiente al punto donde la semirrecta que va de = a
g(x) corta a la esfera).

Por tanto A(x) se calcula con la féormula de la ecuacién de segundo grado y la raiz
positiva, lo que prueba que asi definida A : D" — R es diferenciable y entonces, la
aplicacion

h:D" — S" ! =9D" dada por h(z) =z + \z)(z — g(x))

es diferenciable.
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Ademds h|gpn es la identidad, luego hlsn-1 : S*™1 — S"7! es una sumersién suprayec-
tiva. En virtud del teorema de Sard-Brown 2.4.15 h tiene algin valor regular a € S*!,
por lo que h es sumersién en el conjunto h=!(a).

Por ser h|sp» una sumersién en todos sus puntos y puesto que h es sumersiéon en
todos los puntos de h~'(a), el hecho de que {a} C S"! sea una variedad de codimensién
n — 1 implica por la proposicién 2.1.4, aplicada a h : D" — S"~! y Z = {a} que por lo
comentado cumplen las hipétesis, que h~1(a) es un variedad con borde A~ (a)NOD"™ = {a}
y dimensién 1, es decir, una curva con un tinico punto en el borde. Ademéas, h~'(a) es
una curva compacta ya que es cerrada en D". Por el teorema 4.1.3, una curva compacta
o bien es homeomorfa a S' y no tiene puntos en el borde, o bien es homeomorfa a [0,1] y
tiene dos puntos en el borde y entonces llegamos a una contradiccién, lo que implica que
f ha de tener algiin punto fijo. n

4.3. Teorema de invarianza del dominio.

Teorema 4.3.1 (de invarianza del dominio). Sea f : U — R™ una aplicacién continua
inyectiva definida en un abierto U de R™, n > 2. Entonces f(U) es un conjunto abierto
de R™ y f un homeomorfismo de U sobre f(U).

Demostracion. Si probamos que f(U) es un conjunto abierto, entonces inmediatamente f
es una aplicacién abierta, y por ser continua y abierta se tiene que es un homeomorfismo
sobre su imagen.

Veamos entonces que f(U) es abierto. Para ello bastard con probar que si D C U es
una bola cerrada de centro z( y radio r. Entonces f(zg) es un punto interior de f(D).

Claramente a través de traslaciones podemos suponer que zo = 0. Supongamos enton-
ces que f(0) no es un punto interior de f(D).

En primer lugar, como D es compacto, por estar trabajando en un espacio de Haus-
dorff, f|p : D — f(D) = C es un homeomorfismo, luego su inversa g : D — C' C R" es
continua. Como C' es compacto, por el teorema de extensiéon de Tietze, g tiene una ex-
tensién continua G : R" — R", y como G(f(0)) = ¢g(f(0)) = 0, por continuidad tenemos
que existe d > 0 tal que si ||y — f(0)|| < 8, entonces ||G(y) — G(f(0))| = [|G(y)|| < ;-

Ahora bien, como f(0) por hipétesis no esta en el interior de C existe un punto ¢ ¢ C'
tal que || f(0) — ¢|| < 36, de modo que f(0) no estd en el conjunto

T={yeC:ly—d > 35} =0n (R”\B(c,%é))

que es compacto (por ser un cerrado de un compacto), y donde B(c, (1/2)d) es la bola de
centro ¢y radio (1/2)4.
Como g es inyectiva y g(f(0)) =0, g no se anula en T" y por tanto existe

n=min{r, [[g(y)|| : y € T} > 0.

Sea S C R" la esfera S = {y € R" : |ly — ¢|| = 26} y consideramos el conjunto compacto
K =T US. Entonces definimos una aplicacién continua A : C' — K mediante la férmula

yer sifly — ol > 14
)\ — —c . 2
W) { ct30pzg €8 silly—cf <30
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que estd bien definida puesto que ¢ ¢ C, y ambas definiciones coinciden si ||y — ¢|| = 34.

Aplicando el teorema de aproximacion polinomial de Stone-Weierstass (cuya construc-
ci6én se puede ver en [6, Pag 330-339]) que daremos por conocido y que se puede aplicar
por ser K C R™ compacto, existe una aplicaciéon polinomial P : K — R"™ tal que

1
IP) = Gv)] < n para y € K.

Puesto que S C K es una esfera de dimensiéon n — 1, P|g : S — R™ no puede ser una
sumersion en ningin punto y por tanto no contiene valores regulares. Del teorema de Sard-
Brown se deduce por tanto que P(S) tiene interior vacio, puesto que su interior deberia
estar contenido en el complementario de V R(P), que es denso en K. Existe entonces un
vector u ¢ P(S) con [lu| < 7. Entonces la aplicacién @ = P — u no tiene ceros en K,
pues si Q(a) = 0 para cierto a € K, claramente no puede ser a € S y entonces tiene que
ser a € T. Luego tendriamos a € T tal que P(a) = u, y entonces:

lg(@)ll = [IG(a)|| < [[P(a) = G(a)]| + [[Pa)|| < i?ﬁ lull <n

en contra de la definicion de 7.

Entonces, la aplicacion continua h : C' — Q(K) dada por h = @ o A no tiene ceros
en (. Veamos que esto supone una contradiccion. Comprobaremos més adelante que se
verifica la siguiente desigualdad:

lg(y) = h(y)|| < r para todo y € C. (4.3.1)

Entonces la aplicacién continua definida en D dada por p(z) = x — h(f(z)) tiene llegada
en D, pues siy = f(z) € C, de 4.3.1 se sigue que

()]l = [l = h(f ) = llg(y) = ) <7 = p(x) € D.

Como D es homeomorfo a D", podemos aplicar el teorema del punto fijo de Brouwer 4.2.1
a la aplicacién p, de manera que existe a € D verificando u(a) = a. Entonces:

p(a) = a—h(f(a)) = a= h(f(a)) =0
y h tiene un cero en C' = f(D), llegando asi a una contradiccién, lo que demostraria el

resultado deseado.

Solo nos faltaria ver entonces que efectivamente se tiene la acotacion 4.3.1. Vamos a
distinguir dos casos.
Si |y — ¢ > 46, entonces A(y) =y € Ty se tiene que

l9(y) = hw)ll = llg(y) — QAW = llg(y) — P(y) +ull <
< llo(w) — PO+ llll = 1GG) = P)]| + lull < 30+ 30 =30 <7

Supongamos ahora que ||y — ¢|| < 36 con lo que A(y) € S, es decir [|A(y) — ¢|| = 30.
Entonces tenemos:

Iy~ FO < ly — ell +1£0) — el < 56+ 56 =

M) = FO < IAY) = el + 1£0) = ¢l < %5 + %5 _s
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luego por la continuidad de G y la condicién definida al principio se tiene que ||G(y)|| < 37
v IG(\(y))|| < 7. Entonces se deduce

lg(y) —hW)Il = llg(y) — QAW = llg(y) — P(M(y)) +ull =
l9(y) — P(\(y)) + G(M(y)) — G(My)) +ull <

< gl + IGAWI + [1P(AMy)) = GAWDI+ fJull <
11 11

< = - - —_n <
4r+4r+4n+477_r,

lo que prueba 4.3.1 y concluye la demostracién. O]

En la demostracion precedente, el teorema de extensién de Tietze empleado no es la
version contemplada en el trabajo 1.3.15, sino que se trata de un resultado conocido para
espacios normales. Se puede encontrar mas contenido sobre ello en [3, Pag 250].

Observacion 4.3.2. El teorema también es cierto para n = 1, y su demostracién solo
necesita de razonamientos bésicos de topologia general, pues basta tener en cuenta que
los tnicos intervalos de R que se desconectan al quitar cualquiera de sus puntos son los
abiertos.

Observacién 4.3.3. Dos consecuencias importantes del resultado anterior son las si-
guientes:

(1) La dimensién es un invariante topoldgico.

Si existiera un homeomorfismo h entre sendos abiertos U y V de R™ y R™ con
1 <m < n,laaplicacion H : U — R™ x R"™™ : H(x) — (h(x),0) seria continua e
inyectiva, pero H(U) no es un abierto en R", lo cual contradice el resultado anterior.

(2) El borde es un invariante topolégico.

Sea h : X — Y un homeomorfismo entre dos variedades topolégicas con borde de
R"™, n > 2, que tengan la misma dimensién. Considerando parametrizaciones locales
de ambas variedades y componiendo con h obtenemos un homeomorfismo [ entre
abiertos A y B de HP. Restringiéndonos a IntA como subespacio de RP, se tiene
[(IntA) C B es abierto de R? (por el teorema de invarianza de dominio), luego
[(IntA) C IntB, y utilizando la inversa de h se obtiene la otra contencién. Como
por definicién las parametrizaciones locales respetan interiores y borde, se tiene que
h conserva el interior de las variedades, y por tanto también el borde (que es el
complementario).

4.4. Teorema de separacién de Jordan-Brouwer.

El clésico teorema de la curva de Jordan dice que toda curva cerrada en R?, simple en
el sentido de que sea hométopa a S, divide el plano en dos trozos, el interior v el exterior
de la curva, lo que resulta algo obvio de manera intuitiva. En esta seccién tenemos como
objetivo probar un resultado similar pero para hipersuperficies que sean compactas en un
ambiente de dimensién arbitraria.
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Teorema 4.4.1. Cualquier hipersuperficie compacta y sin borde del espacio afin lo des-
conecta.

Demostracion. Sea Z C R™! una variedad compacta y sin borde de dimensién n. Para
ver que el conjunto R"*\ Z no es conexo bastarfa con ver que para una componente co-
nexa Z' de Z se tiene que R"™!\ Z’ no es conexo. Teniendo en cuenta esto ultimo, queda
claro que podemos suponer Z conexa. El problema ahora se va a centrar en encontrar dos
puntos ag, a; € R"™\ Z que no estén en la misma componente conexa de R"™\ Z. El
planteamiento se hara en varias etapas:

Etapa primera. Existe una recta | C R"™! que corta transversalmente a Z en una
cantidad finita de puntos.

Sea x € Z y un vector u € S™ ortogonal a H, siendo H es espacio tangente afin a
Z en x, cuya variedad de direccién es T,Z. Sea 7 : R"™' — H y @ : R*™! — T,Z las
proyecciones ortogonales, con lo que dr = 7. En particular (dr|z), = T = (d7|g). es
isomorfismo puesto que 7|y = Idy. Por el teorema de inversién local existen entornos U
de xen ZyV dexen H tal que 7 : U — V es difeomorfismo, y como consecuencia
para todo y € V la recta que pasa por y con direccién w corta a U, luego corta a Z.
La recta [ paralela a u que pasa por z corta transversalmente a Z en z (claramente
R = T,Z @ l(u) con l(u) la recta vectorial generada por u), pero puede no ser asi
en otros puntos de Z N I. Sin embargo, ya se comentd en el apartado de densidad de la
transversalidad que casi cualquier traslacion de [ tendra la propiedad deseada. Entonces,
la existencia de un entorno de x en H tal que todas las rectas paralelas a [ en dicho
entorno cortan a Z, junto con lo expuesto en el ejemplo 2.5.2, garantizan que existe una
recta afin paralela a [ que corta transversalmente a 7.

Estamos en situacién de tomar [ que corta transversalmente a Z, y por lo expuesto
en el apartado de transversalidad de variedades 2.3.1, se tiene que Z N[ es una variedad
de dimensién 0, es decir, un conjunto de puntos aislados, y que ha de ser finito por la
compacidad de Z.

Etapa segunda. Consideramos [ como al final de la anterior etapa, es decir, una
recta que corta transversalmente a Z en una cantidad finita de puntos. El vector v que
habiamos escogido induce en [ una orientaciéon. Cada punto a € [ divide la recta en
dos rayos, que segin la orientacién elegida denotamos (+—,a) y (a,—), siendo la prime-
ra la semirrecta que se recorre desde a en el sentido contrario al de u y la segunda la
que se recorre en el sentido de u. Supongamos ahora que a ¢ Z, con lo que se puede
definir la aplicacion diferenciable f, : Z — S" : 2z — ﬁ Esta aplicacién es transver-

sal a u, siendo f,'(u) = Z N (a,—). Es claro por la definicién de f, que efectivamente
Y u) = Z N (a,—). Ahora bien, para ver que f, es transversal a u podemos probar
que para cada z € Z N (a,—) la derivada d.(f,) : T.Z — T,S" es sobreyectiva, y por
tanto f, sumersion en z. Para verlo nétese lo siguiente. La aplicacién f, es de hecho la
restriccion de otra, F: R"™\ {a} — S", definida mediante la misma férmula. Atendien-
do a dicha férmula, es claro que la restriccion de F' a la esfera S de centro a y radio
|z — al| es un difeomorfismo sobre S”, luego d.F|p.g : T.S — Tr(.)S™ es isomorfismo
y por ello d,F' debe ser necesariamente sobreyectiva. Por ser [ transversal a Z se tiene

que R"™ = Tl & T.Z, y se sigue que dp(R"™) = d (F|,)(T.l) + d.(F|z)(T.Z). Pero

7



CAPITULO 4. APLICACIONES

F|(a,—) es la aplicacién constante igual a u, luego d.(F|,—)) = 0, y entonces el hecho de
que d, F' sea sobreyectiva implica que también lo es d, f,, con lo que termina el argumento.

Etapa tercera. Elegimos ag,a; € [\ Z tales que a; € (ag,—) y Z N (ag,a), donde
(ap,ay) es el segmento de [ comprendido entre ambos puntos, consista exactamente en un
punto. Veamos que ag, a; pertenecen a distintas componentes conexas, con lo que concluye
la demostracion.

En primer lugar, como R"™!\ Z es un abierto, también son abiertas todas sus compo-
nente conexas, por tratarse de un espacio localmente conexo. Entonces, supongamos que
ap y a; se encuentran en la misma componente conexa U de R*™\ Z. Como U es un
abierto conexo afin, se puede tomar un camino que una ag y ai, esto es una aplicacion
a:[0,1] = U con a(0) = ag y a(l) = a; y de forma que « sea afin a trozos, de manera
que dicha curva serd diferenciable en un entorno de ¢t = 0, 1. Definimos a continuacion la
aplicacion continua

f:X=[0,1xZ—S": (t,z)r—>z_—a<t>,
Iz — a(t)]]

bien definida pues «(t) ¢ Z para todo t y que es diferenciable en un entorno en X del
cerrado C' = {0,1} x Z, por construccién de a. Notemos que también X es una variedad
por ser Z una variedad sin borde. Queremos aplicar ahora a f el teorema de aproximacion
transversal 3.3.3. Para ello, analicemos las condiciones de transversalidad. En este caso,
por ser C' = 90X, solo hace falta considerar la restriccién f|yx y ver que es transversal a
u, puesto que como el espacio tangente a un punto es 0, la condiciéon de transversalidad
TR equivale a que df{; .) sea suprayectiva para todo (¢,z) € f~*(U)NV, con V un entorno
abierto de C' en X. Pero si esto pasa en {0} x Z, por ser una condicién abierta lo tenemos
asegurado en [0,0+ €) X Z para cierto € > 0 (Z es compacto), y por lo mismo, si pasa en
{1} x Z, pasa en (1 —¢€,1] x Z, luego basta con comprobarlo para el borde.

Pero 0X = ZyU Zy, siendo Zy = {0} x Z y Zy = {1} x Z, con lo que fl|z, v flz se
identificarian con f,, y f,, como en la segunda etapa, que ya vimos que eran transversales
a u. Entonces, por el teorema 3.3.3, se tiene que existe una aplicacién g : X — Y
diferenciable que coincide con f sobre C'y tal que g y g|ax son transversales a u. Entonces,
por la proposicién 2.3.5 se tiene que g~ '(u) es una curva diferenciable, que ademds es
compacta por ser X compacta, con borde:

0g~'(u) = g~ (u) N OX = ({0} x go ' (u)) U ({1} x g1 ' (u))

donde go = gz, = flz, = fao ¥ 91 = 9lz = far-

Por el teorema de clasificacion de curvas, si una curva diferenciable es compacta, cada
componente conexa sera a su vez una curva diferenciable compacta y entonces o bien es
difeomorfa a [0, 1] o bien lo es a S', luego tiene 2 o 0 puntos en el borde respectivamente,
de manera que la curva global tiene necesariamente un niimero par de puntos en el borde.
Puesto que g; = f,,, se deduce que

#(fao (W) + #(f0, (0) = #(Z N (a0, =) + #(Z N (a1, —))

es un numero par. Ahora bien, habiamos supuesto que #(Z N (ag,a1)) = 1, y la expresién
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anterior se puede reescribir como sigue:

#(Z N0 (ag, =) + #(Z N (a1, =) = #(Z 0 (a0, a1)) + 2 - (#(Z N (a1, =) =
=142 (#(Z2N (a1, =)))

de manera que llegamos a una contradiccién. Con esto termina la tercera etapa y con ella

la demostracion del teorema.
O]

Observacion 4.4.2. Si en el anterior teorema exigimos que Z sea una hipersuperficie
conexa, ademéas de compacta y sin borde, directamente del teorema de ecuacién global
2.2.4 se deduce que Z tiene ecuacién global y que ademds R"™! \ Z tiene exactamente
dos componentes conexas, y que estas son dos variedades cuya frontera coincide con Z.
Ademads, en estas circunstancias, Z separa el espacio ambiente en exterior e interior,
siendo el interior una variedad acotada de dimension igual a la del espacio ambiente.
Podriamos imaginar una esfera en S* C R"*!, que obviamente cumple lo dicho.

Observaciéon 4.4.3. Existe también un teorema de separacion para variedades topologi-
cas, pero requiere de herramientas mas avanzadas de topologia algebraica ([10]).

4.5. Otros resultados.

A través de la construccion hecha se puede llegar a més resultados sumamente co-
nocidos, y que son habitualmente demostradas usando técnicas la topologia algebraica.
Algunos de interés son:

Teorema 4.5.1 (De la esfera de Brouwer). Una esfera S C RP*! tiene un campo tangente
sin ceros si y solo si p es impar.

El concepto de campo tangente se definié en 1.4.4.

Teorema 4.5.2 (De Borsuk-Ulam). Sea f : S — SP tal que f(—x) = —f(x) para todo
x € SP. Entonces f tiene grado impar, y en particular no es hométopa a una aplicacion
constante.

Las construcciones necesarias en el marco de la topologia diferencial y las pruebas de
los resultados precedentes se pueden encontrar en [1, Pag 147-149].
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