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Introduccion

Los espacios de Sobolev constituyen una herramienta fundamental en
numerosas ramas del Andlisis Matematico. En particular la teoria de ecua-
ciones en derivadas parciales, tanto lineales como no lineales, se desarrollan
de forma esencial en base a estos espacios. La idea que subyace a su construc-
cién es similar a la de los espacios de funciones diferenciables hasta cierto
orden, pero en lugar de utilizar la norma del méaximo sobre dichas funcio-
nes se utilizan normas integrales asociadas a los espacios LP. Estos espacios
son esencialmente mas faciles de manejar y poseen mejores propiedades que
los espacios de funciones continuas: en particular los espacios de Sobolev
correspondientes a la norma L? son espacios de Hilbert, lo que posibilita
utilizar todas las herramientas asociadas a la geometria euclidea de estos
espacios. El problema que acarrea este enfoque es que la derivacion no debe
entenderse en el sentido usual de las diferenciales en cada punto, sino en el
sentido de las distribuciones, lo que hace necesario utilizar varios teoremas
de aproximacién por funciones regulares para demostrar los teoremas funda-
mentales. Los espacios de Sobolev poseen una rica estructura de inclusiones
entre si y con otro tipo de espacios de funciones, una introduccién a la cual
se realiza en esta memoria. Estos resultados son mucho maés faciles en di-
mensién uno, pero utilizar dimensiones superiores es fundamental para las
ecuaciones en derivadas parciales; por ejemplo para los teoremas elementales
de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones elipticas, que se desa-
rrollan en el siguiente texto. Otra ventaja de los espacios de Sobolev es que
admiten el producto de funciones, lo que no ocurre con las distribuciones y
es fundamental en el estudio de ecuaciones no lineales. Incluso los teoremas
bésicos de esta teoria requieren una considerable habilidad técnica y el uso
de herramientas relativamente avanzadas del Anélisis Matematico.






Capitulo 1

Espacios de Sobolev.
Definicion y propiedades
elementales

Recuérdese que dada una funcién f € L}OC(Q), se dice que f admite

derivadas hasta el orden m € N en el sentido de las distribuciones si para
todo a € Ny con |a| < m existe una funcién g, € L, () en Q tal que

loc
para toda ¢ € D(Q):
/ fo%p = (-1 / 9o
Q Q

y en este caso se dice que g, es la derivada en el sentido de las distribuciones

de orden « de f, y se escribe 9% f 4 Ja-

Definicion 1.1.
Sea Q C RN abierto no vacio y sea p € [1,00]. Se define el espacio de
Sobolev WP(Q) como:

WLP(Q) = {u € LP(Q) /Y < N3g; € LP(Q) | dju 2 gj}.
Se define en WP(Q) la aplicacion:
whtr(Q) — R

I oo )
L P R A o

Para uw € WHP(Q), se define el gradiente de u como:
Vu = (D1u, Bau, ..., Onu) € (LP(2))".

Dada v = (v1,v2,...,0N) € (LP(Q))N, se define:
N
HvHLP(Q) = Z ij||LP(Q)'
j=1
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Lema 1.2.
Si (w)§2, es una sucesion en WP () convergente en LP(Q) y tal que (Vuy)52,

converge en (LP(Q))N, entonces converge en WiP(Q), y su limite es preci-
samente el limite en LP(S).

Demostracion:
Existen funciones u € LP(Q2), g; € LP(§2) para todo j < N tales que:

u; — wen LP(§2),
l—o0

8jul — gj en LP(Q).
l—o0

Basta ver que 0ju 4 g; para todo j < V.
Para toda ¢ € D(1):
Sea p’ el exponente conjugado de p. Aplicando la desigualdad de Holder:

L e e T e

l—00

| [ @ =001 2] < 050 = 051l 0y Nl oy 0 O

Q) l—00

Por lo tanto:

‘o=l o= — i ) — 0.
/Quagcp lggo/gw@so lg})lo/ﬂ(agw)so /Qggso

O
Teorema 1.3.
Sea @ C R abierto no vacio y sea p € [1,00|. La aplicacion H . HWL”(Q) es
una norma en WHP(Q).

. 1, .

Ademds, (W P(Q2), || - HWLP(Q)) es un espacio de Banach.
Demostracion:
Las propiedades de las normas de H . H Lr(Q) permiten deducir que H . le,p @

también las verifica.

Veamos que esta norma es completa:
Sea (u;)72; una sucesion de Cauchy en (WLP(Q), H : HWLP(Q))'
Las sucesiones (u7);°, (0ju;)7°, para todo j < N son de Cauchy en LP(£2).
Luego son convegentes.
Por lo tanto, por el lema 1.2, se deduce el resultado. ]

Ahora se van a tratar la reflexibilidad y la separabilidad de los espacios
de Sobolev:



Lema 1.4.
Todo subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo es reflexivo.

Demostracion:

Sea F un espacio de Banach reflexivo y sea M un subespacio cerrado de F.
Si ¥ = M no hay nada que probar; veremos el caso de un subespacio propio.
Consideramos las aplicaciones naturales:

J : FE — FE*
r — . B — R

¢ — ¢(x)

Jv + M — M*
y +— yy: M* — R
v YY)

Como E es reflexivo, J(E) = E**. Se trata de ver que Jy (M) = M**.
Sea a € M™**:
Definimos @ € E**:
a : B — R

¢ a(¢|M)

Existe x € F tal que a = z**.

Supongamos que x ¢ M:
Por el teorema D.1 (recordemos que M es cerrado y que entonces por ser
subespacio propio no puede ser denso), existe ¢ € E* tal que ¢(z) # 0y
¢p=0en M.
Entonces, a(¢) = a(¢),,) = 0, pero a(¢) = **(¢) = ¢(z) # 0 lo que lleva a
contradiccién, por tanto x € M.

Veamos que a = x3;:
Para todo ¥ € M*:
Por el teorema de Hahn-Banach, existe 1 € E* tal que %M = ).
Bntonces, () = a(¥,,) = a(%) = #**(§) = Blx) = ¥(x) = 23;(¥). Esto
prueba que Jyr (M) = M**. O

Proposicién 1.5.
Sea Q) C R abierto no vacio.

i) WiP(Q) es separable para todo p € [1,00).
i) WLP(Q) es reflexivo para todo p € (1,00).

Demostracion:
Tomamos la aplicacién:

T . W(Q) — LP(Q) x (Lr()Y
u — (u, Vu)



Si consideramos en LP(Q) x (LP(Q))N:

1€ == el ooy + 1V oy

que es una norma, 7' es una isometria. Por lo tanto:

' HLP(Q)> — (T(Wl’p(m)a

es un isomorfismo topolégico.

T (WLP(Q),

)

i) Para p € [1,00):
Como LP(Q) x (LP (Q))N es separable, como puede deducirse del teo-
rema B.4, el subespacio T (W!P(€)) es separable. Luego WP(Q) es
separable.

ii) Para p € (1, 00):
LP(Q) x (LP(Q))N es reflexivo. Como W1P(Q) es un espacio de Banach,

T(WhP(Q)) es un subespacio cerrado de LP(§) x (LP(Q))N. Por el
lema 1.4, T(W'P(Q)) es reflexivo. Luego W'P(€) es reflexivo.

O

Antes de continuar, se muestra un resultado sobre extension de funciones
de WHP(Q) que serd de utilidad en diversos puntos.

Proposicién 1.6. B
Dada f:Q — R, sea f la extension de f por 0 a RY, es decir:

F(x) :{ 109 izg | (11)

Sea u € WHP(Q). Sea:
» O bien § € D(Q).

= O bien 0 € C°(RN) N L>®(RYN) tal que VO € (LOO(Q))N y que cumpla
que Sop(6) C RN\oS.

En ambos casos, Qu € WHP(RN) y:
aj (%) = (@9) u—+6 8ju.

Demostracion:
En ambos casos, 0|, u € L, ().
Para todo ¢ € D(RY):

/ 9“5;#9:/u93j<ﬂ=/u3j(990)—/U(3j9)90-
RN Q Q Q
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En ambos casos, (6 ¢)|, € D(?). Por lo tanto:
Tude = [u000)~ [ u@)e=- [ (@uoe- [u@o)
RN Q Q Q Q

:—/ ((8ju)0+u8j9)<p:—/ (Oju) 0 4+ w050 .
Q

RN
En ambos casos, (9ju) 0 +ud;0 € LP(RY). O

1.1. Aproximacion por funciones test. Consecuen-
cias

Recuérdese que, dados 2 € RY abierto no vacio y p € [1,00), el espacio
D(Q) es denso en LP(Q) (teorema B.2). En esta seccién se iniciara el estudio
de la densidad de D() en el espacio de Sobolev W1#(Q). Para concluir dicho
estudio serdn necesarias herramientas que se desarrollardn posteriormente.

Se comienza con un resultado sobre convoluciones que serd de utilidad:

Proposicion 1.7.
Sea p € LY(RY) y seau € WIP(RN), p € [1,00]. Entonces pxu € WIP(RY)
y ademds:
0;(p *xu) = p* dju.
Demostracion:
p € LYRY) y u,0ju € LP(RY).
Por tanto, por el teorema de Young (B.1), p* u, p* 0ju € LP(RM).
Falta ver que 0;(p * u) 4 p * Oju.

Caso 1: p tiene soporte compacto.
La distribucién asociada a p tiene soporte compacto. Por lo tanto, por el
teorema C.3, la distribucién asociada a p* 0;u estd bien definida, y ademads

0;(p*u) 4 p * Oju.

Caso 2: caso general.
Existe una sucesién (p;)%°, en D(RY) convergente hacia p en L'(RY) por el
teorema B.3.
Por el teorema de Young (B.1):

lo e w = poxul| gy < llw = pll oy el o vy -

105 (p1 % w) = pox Bjul| 1y ey = |1 % O — px Ojul| vy

< lloe = pll o2 s 1950l o vy 77 0-
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Por tanto, por el lema 1.2, (p, * u)°, converge en W1P(RY), y su limite ha
de ser p *x u.
Entonces:

10 (1 * ) — 8j(P*U)HLp(RN) < lpexu—px uHWLP(RN) PR 0.

Luego 0;(p * u) = p * dju. O

Lema 1.8.
Sea (f1)$2, una sucesién convergente hacia f en LP(Q). Sea ¢ € D(RY) tal

que B(0,1) < ¢ < B(0,2) (para la notacion y su significado, ver teorema
A.1). Para todo | € N sea:

1
G(z) == C(Ta:).
La sucesion (¢ f1)i2, converge hacia f en LP(2).

Demostracion:
Las funciones (; estan acotadas en valor absoluto por 1, tienen norma infinito
1, y ademads la sucesion converge puntualmente hacia 1.

Qh—-f=ah—-Gf+qf—f;

HQ Ji— fHLP(Q) < HQ (fi = f)HLP(Q) + Hle - fHLP(Q)
= HCZHLOO(Q) Hfl - fHLP(Q) + ”Cl f= fHLP(Q)
= [lfi = fll oy + 6 = Fll oy

donde H -7 H Lo(n) Cconverge hacia 0 por hipétesis, y ( f)72; converge
puntualmente hacia f por la convergencia puntual de ()72, v |¢ f] < |f];

luego por el teorema de la convergencia dominada HQ f—- fH Le(e) Converge
hacia 0.

Luego HQ fi— fHLp(Q) converge hacia 0. O
Lema 1.9.

Sea (v;)52, una sucesion en WP(Q) acotada en LP(Q) (en particular si es
convergente) tal que (O;v)7°, converge hacia w en LP(Q). Sea (()i2, una
sucesion construida como en el lema 1.8. Entonces, (0;((vy))i2, converge
hacia w en LP($2).

Demostracion:
Aplicando la regla de Leibniz (para producto de funcién por distribucién,
teorema C.2) y la proposicién 1.7:

0j(Gur) = (0;Q) vi + G Ojuy.
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Se verifica:
10(Gv) = wHLP(Q) = H(ajg)leLp(m + |G 95u — wHLP(Q)
< HajClHLC’O(Q) HUIHLP(Q) + |G 95u - wHLP(Q)’

donde (v;)72, es acotada en LP(2) por hipétesis y:
1 1
056u(x) = 7 95¢ (7). (12)
Por tanto, teniendo en cuenta (1.2) y que HQ -0ju; — wHLP(Q) converge hacia
0 por el lema anterior:

1956 1] oo e
10;(Gv) = wHLP(Q) < % H”lHLP(Q) + |G 9o — wHLP(Q);

10;(Gror) — wHLp(Q) oo 0.

O]

Teorema 1.10.
Sea v € WIP(RN), p € [1,00). Existe una sucesion en D(RN) convergente
hacia u en WHP(RY).

Demostracion:
Sea (p)f°, una sucesién regularizante en RY (ver teorema B.2).
Se verifica, por este mismo teorema, que para toda f € LP(RN):

pux f —— fen LP(RY),
l—00

Entonces:
pr ¥ u — uwen LP(RY),
l—o0

y, por la proposiciéon 1.7:
d;(p1 % u) = p x Oju — dju en LP(RY).
l—o0

Luego:
pr*xu — uen WHP(RY),
=00

Sea ((;);2, una sucesién construida como en el lema 1.8.
Sea u; = ¢ (p * u); u; € D(RY) para todo [ € N.
De los lemas 1.8 y 1.9 se deduce el resultado. O

Para Q # RY no es en general D(£2) denso en W1P(Q).
No obstante, se puede demostrar, bajo determinadas condiciones adicionales
del conjunto Q, que las restricciones de funciones de D(RY) a  son densas
en u € WIP(Q). Esto deberd ser demostrado més adelante; de momento
se puede probar un resultado mas débil, para lo cual se usard la siguiente
definicion:
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Definicién 1.11.
Sea Q C RY abierto. Se dice que un conjunto abierto Y estd fuertemente
contenido en Q; Y CC €, si es relativamente compacto y T C €.

Teorema 1.12 (Friedrichs).
Sea u € WHP(2), p € [1,00). Exziste una sucesion (u;)72, en D(RYN) tal que:

= (uy,)2, converge hacia u en LP(S2).

» (V)2 converge hacia Vuy, en (LP(T))N para todo T CC €.

Demostracion:

Consideramos la extensién u, como en (1.1).
Sea (p)$°, una sucesién regularizante en RY.
Sea vy := p; *uw para todo [ € N.

Tenemos que (v;)7°, converge hacia w en LP(RY) por el teorema B.2.

Sea una sucesién ((;);°, como en el lema 1.8.
Definamos u; = ¢ vy; w; € D(RY).

Veamos que (uy, )2, converge hacia u en LP(£2):
Por el lema 1.8, (u;);°; converge hacia @ en LP(£2). Luego:

— 0.

) S HUI l—o0

Hullsz _UHLP(Q _HHLP(RN)

Sea T CC Q. Veamos que (8jul|T)f§1 converge hacia dju _ en LP(Y):
Notemos que @ no pertenece necesariamente a WP(R™). Por ello utilizare-
mos una funcién como en la proposicién 1.6 que sea idénticamente igual a 1
en un entorno de Y.

Existe V' C Q abierto relativamente compacto tal que Y C V. C V C Q.
Sea 0 € C*°(2) tal que V < 0 < €, que existe en virtud del teorema A.1.

Lema 1.13. o
Existe Iy € N tal que (py * 0 u), = (p =), para todo | > ly.

Demostracion:
Para todox e Y :

porlu) = p= 0 = [ o= y) (Faty) —aly)dy
- /Q pilx —y) ((0u)(y) — uly))dy.

Como T es compacto, r := dist(Y,Q2\V) > 0.
Existe ly € N tal que Sop(p;) C B(0,r) para todo I > ly.

14



Para todo [ > Iy, para todo x € T y para todo y € Q\V:
lx -yl > dist(T,Q\V) =r > 0.

Entonces, x —y ¢ B(0,r), luego p;(x —y) = 0.
Luego:

porTut) = i) = [ pioe =) (09 uly) = uly)dy,
donde A(y) = 1 para todoy € V.
Por tanto: o

pr*xOu(x) — ppxu(x) = 0.

O]
Tenemos por la proposicién 1.6 que:
0j(pr* Ou) = prx 05(0u) = py + 9; (0 u) = py + ((9;0) u + 0 9ju).
Por lo tanto, en Y, para todo [ > Iv:
5o = (o1 % Ou) = pr  9;(0u) = pr % ((9;0) u+ 0 Dju) = py * Jju,
yvaque# =1enV DT,y por tanto ;0 =0en Y.
Por el teorema B.2:
10501 = 5| 1y = [0 g = s 1y oy < 2 Dy = Dju]| 1y
= ||o1 % 8ju — Bjul| 1y ) 0 (1.3)

donde hemos usado el lema 1.13.
Entonces, de (1.3), por el lema 1.9, como (|, );<; converge en LP(T) por ser
(w1)i2, convergente en LP((2), (8jul|T)?21 converge hacia dju, en Lr(Y). O

Ahora se veran tres consecuencias del teorema de Friedrichs de utilidad
practica.

Proposicién 1.14 (Diferenciacién de un producto).
Sean u,v € WIP(Q) N L>®(Q), p € [1,00]. Entonces uv € WHP(Q) N L>®(Q)
y ademds:

0;j(uv) = djuv + v ojv.

Demostracion:
Como u,v € WHP(Q) N L®(Q); uv € LP(Q) N L>®(Q) y dju, d;v € LP(L),
deducimos que uv € LP(Q) y djuv +udjv € LP(Q).
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Tenemos que ver que 9j(uv) 4 Ojuv + u0;v.

Para p € [1,00):
Existe sucesiones (u)j;, (v){2, verificando las condiciones del teorema de
Friedrichs (1.12), que podemos construir como en el proceso de demostracién
del citado teorema.
Para toda ¢ € D(1):
Existe T CcC Q / Sop(p) C T.
Para todo I € N:

/UlvzﬁjWZ/wwaﬂDZ—/aj(”zﬂz)@
T 0 Q

= / ((Bjul) v+ up 83'1)1) = / ((8jul) v+ uy ajvl) Pp. (1.4)
Q T

Veamos que:

/ulvl(?jgo—>/uv8jg0: (1.5)
T l—=oo Jy

Por la desigualdad de Holder:

/T\Uz v O —uvdjp| < HajSOHLp’(T) 100 = uvHLP(T)

= HaJ'@HLP'(T) (H“l v = “l“HLp(T) + [lurv = “”Hm(r))
= Haj‘pHLp’(T) (HulHLOO(T) o — UHLP(’I‘) + HUHLOO(T) [ — UHLP(’I‘))’

donde, por la construccién de (u;);°,, tomada de la demostracién del teorema

de Friedrichs, (u;)7°, estd acotada en norma H . HLOO(T), pues:

| = |G (o + D] < |(pr @) < [ oo+ T| oo vy
= leHLl(RN) HHHLOO(]RN) = HHHLOO(]RN) = HUHL‘”(Q)’

con u € L*>(£) por hipdtesis, donde hemos utilizado el teorema de Young
(B.1) y el hecho de que leHLl(RN) =1.
Por tanto:

/ |ug v 050 —uwvdjp| —— 0,
T l—o0
de donde se deduce (1.5).

Veamos que:

/T @) ve — | Oru)ve: (1.6)

l—o00 T

16



Tenemos:

(Bur) v — (Oju) v o = ((O5ur) vy — (Dju) v) @
= ((95w) v — (Oju) v + (O5u) vp — (Dju) v) @;

[ 100 = @001 < el @510 1= @)l
S H‘PHLOO(T) (H(ajul) v — (Oju) UZHLl(T) +1[(95u) v — (aj“)”HLI(T)>

= HSOHLOO(T) (HUZHLP’('I‘) [8ju1 — 8]'“HLP(T) + Haj“Hm(T) o — UHU"(T))’
por la desigualdad de Holder, donde:

- Por un lado, al igual que antes, podemos deducir que la sucesién (v;)7,

estda acotada en norma H . HLoo(T) y por ser Y acotado, lo estd en

para todo ¢ € [1,00), en particular, en H .

” ’ HLq(T) HLP'(Y)‘

- Por otro lado, como v € L>®(T) e T es acotado, v € L4(Y) para todo
q € [1,00), en particular, v € L” (T). Por la construccién de (v;)3°,,
tomada de la demostracion del teorema de Friedrichs, aplicando el
teorema B.2, deducimos que v; converge hacia v en Lpl(T).

Entonces:
/ |(0jw) v ¢ — (Oju) v o] —— 0,
T l—o00

y se deduce (1.6).

Andlogamente:

Ju@we [ wome (17)

Tomando en (1.4) los limites (1.5), (1.6) y (1.7):

/uvﬁjwz/uvﬁjgo: h’m/ulvl@jgo
QO T =00 Jv

= — lim ((ajul) v+ ajvl) %

l—oo Jy
= —/ ((@u)v + uajv) 0= —/ ((@u)v + uajv) ©.
T Q

Sip=oo:
Para toda ¢ € D():
Existe T CC 2/ Sop(p) C Y.
Como T es compacto, deducimos que u,v € WHP(T) para todo p € [1, c0).
Entonces, obtenemos el resultado por el caso anterior. ]
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Proposicién 1.15 (Regla de la cadena).

Sea G € CY(R) con G(0) = 0 y tal que existe M > 0 tal que |G'(s)] < M
para todo s € R, y sea u € WHP(Q), p € [1,00]. Entonces, G ou € WHP(Q)
y ademds:

0j(Gou) = (G ou)dju.

Demostracion:

Tenemos que |G(s)| < M |s| para todo s € R.

Por tanto, |G o u| < M |u|. Luego G o u € LP(2).

Ademss, |(G' o u) 0ju|l < M |0;ul. Luego (G’ o u) dju € LP(Q).

Hay que ver que 0;(G o u) 4 (G ou) Oju.

Para p € [1, 00):
Existe una sucesion (u);°, verificando las condiciones del teorema de Frie-
drichs.
Igual que con u, |G owy| < M |, (G’ owy) Oju| < M |0ju.
Luego (G o), (G’ owy) Oju; € LP(Q).
Para toda ¢ € D(Q):
Existe T CcC Q / Sop(¢) C Y.
Para todo [ € N:

/T(GOUZ)@'@: /Q(GOW)@WZ —/Qaj(GOw)so
- / (G ow) (Dju) 9 = — / (G'ow) (Oyu) . (18)
Q T

Veamos que:

A(Goul)ﬁjgo — | (Gou)djp, (1.9)

l—00 T

o que al menos lo verifica una subsucesién suya:
Por la propiedad de acotacién de G:

g (

e "
G o (x) — G o u(x)| = ‘/ ¢/(s) ds| g/ G () ds
u(x) U

< M |uy(x) — u(x)|.

()

Por tanto:

AKGOUI) Ojp — (G ou)djp| < HajSOHLp’(T) HGOUZ - GouHLp(T)
<M Haj‘PHLP’(T) [ — uHLP(T)’

de donde se deduce (1.9).
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Veamos que:

/Y (G o) (Ou) o — | (G o) (Dyu) o (1.10)

l—00 Y

Tenemos:

[ 16 0w) @) o = (& 0w (G ¢l = [ 1el(G o)y~ (6 0w) 9y
T T

< / 0] [(G o) B — (G owr) Byul + / 101 (G our) Byu— (G ow) Bu
T T
< HSOHLoo(T) (G 0 w) Dy — (G/Oul)aj“HLl(r)
@l Lo oy (G 0 1) Bju = (G 0 w) Dy 1 oy
< H‘PHLOO(T) HG,OU’ZHLP'(T) Hajul_ajuHLP(T)

+H‘PHL°°(T) (G ow) = (G0 U)HLP'(T) HajuHLP(T)
1
<M (m(T))¥ H‘PHLw(T) |95 — 83‘“”1;17(1()

+H90HLOO(T) [(G"ow) = (G0 u>HLP'(’I‘) HajuHLP(T)’

por la desigualdad de Holder y la propiedad de acotacién de G'.

Por un lado, ||0;u; — 6juHLp(T) H—@) 0.
Por otro, por el lema de Riesz-Weyl, existe una subsucesién (ug, )3, con-

verge puntualmente casi siempre hacia u. Por lo tanto, por la continuidad
de G', (G' owy,)32 , converge puntualmente casi siempre hacia G’ o u. Como
(G owy,,)32, esta acotada por M en el conjunto acotado Y, por el teorema

de la convergencia dominada, ||(G'ow,) — (G’ ou — 0, de lo que
— 00

)HLP’(T)
se deduce (1.10) para la subsucesién (uy, )72 ;.

Tomando en (1.8) los limites (1.9) y (1.10) en la subsucesién (uy, )72 ;:

[Gewoe= [ Gonop=tim [(Gow)op
9] e k—o0 T

= — lim (G/Oulk)ajulk@: _/(G/ou)aj’U/go
T T

k—o0
= —/Q(G’ou) djup.

Sip = oo:
Para toda ¢ € D():
Existe T CC 2/ Sop(p) C Y.
Como T es compacto, deducimos que u € WHP(T) para todo p € [1, o).
Entonces, obtenemos el resultado por el caso anterior. ]
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Proposicién 1.16 (Férmula del cambio de variables).

Sean Q,Q C RN dos subconjuntos abiertos y sea H : Q' < Q un difeo-
morfismo tal que D(H) € (LOO(Q’))NXN y D(H™Y) € (LOO(Q))NXN, donde
D(H) y D(H™') representan las matrices jacobianas de H y de H™' res-
pectivamente. Sea u € WHP(Q), p € [1,00]. Entonces, uo H € WhP(QY) y

ademds:
N

Odj(uo H) = Z(@iuoH) 0;H;.

=1

Demostracion:

Para p € [1,00):
Veamos que uo H € LP(Q):
Por el teorema del cambio de variables:

J e B = [T < (70 ey [l < o2

donde J(H™!) es el determinante jacobiano de H~!.

Veamos que (Q;uo H)0;H; € LP(QY):

Igual que antes, por el teorema del cambio de variables, d;u o H € LP(£)).
Ademss, 0;H; € L (V).

Por lo tanto, (Q;uo H)9;H; € LP(Y).

Veamos que 0;(uo H) 4 Zfil(ﬁiu o H)0;H;:

Existe una sucesion (u);, verificando las condiciones del teorema de Frie-
drichs.

Para toda ¢ € D(Y), existe T/ CC Q' tal que Sop(p) C T’

Tengamos en cuenta que como H es un difeomorfismo, H(Y’) C Q es rela-
tivamente compacto.

Para todo [ € N:

/,<uloH>ajso:/Q<uloH>ajso: [ ooy

Q/
/Z@uloH ) (0;H;) /Z@uloH (0;H;) . (1.11)

Veamos que:
/ (woH)0jp —— | (uo H)0Ojp: (1.12)

l—00 Y/

Tenemos, por el teorema del cambio de variables:
[ Nwwo 0) 00 = (wo H)oyel = | (o H) = (wo )] 10,6
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= - -1 ) -1 B '

< HJ(H_I)HLOO(H(Y’)) HaJ‘PHLp/(H(T')) ur — uHLP(H(T’)) ——0.

l—00
y deducimos (1.12).
Veamos que, para todo ¢ < N:
/ (Oyuy o H) (0;H;) ¢ l—) (Oiuo H) (0;H;) ¢ : (1.13)
/ —00 e

Tenemos:

| WO @,1) ¢~ @ot) 0,1 0l = [ 1031 Il |00 )~ (@ruo)
< 05 ey, [ 1l (@u 0 1) — (@i )
= |0; Hi|| ; oo s / O;u; — Oju jHil
195 HL (1) H(T/)VPH ! [1T( )|

< 105 Hil| oo )

T H D e ey /

] [Ouy — Ozul
HT)

< HajHZ’HLw(T/) ‘j(H_l)HL“’(H(T/)) HSOHLP’(H(TI)) |G — 8iuHLP(H('I"))’

y deducimos (1.13).

Tomando en (1.11) los limites (1.12) y (1.13):

/(uoH)ﬁjwz/ (uoH)Ojp = lim [ (w0 H)0jp
/ ’r/

l—o00 Jy/

N
= — lim / Z(azul o) H) (Q]Hl) (2
"i=1

l—o00

N

N
= / Z(@lu oH)(0jH;)p = / Z(&U o H) (0;H;) ¢
,i:1 Q

’ e
=1

Sip = oo:
Para toda ¢ € D(Y):
Existe Y cC ' / Sop(¢) C Y.
Como H(Y’) es compacto, u € WIP(H(Y’)) para todo p € [1,00).
Entonces, deducimos el resultado del caso anterior. ]
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1.2. Espacios W"P()

Ahora se definirdn espacios de Sobolev que incluyan derivadas de orden
superior:

Definicion 1.17.
Sea 2 C R abierto no vacio y sea p € [1,00]. Se define el espacio de Sobolev
WmP(Q) como:

W e(Q) = {u e Q) /Ya e N / la] Sm Iga € L/(Q) / 0°u L go }.
Se define en WP (Q) la aplicacion:

Wmr(Q) — R

u = Dlalm HaauHLP(Q)

-l

Los espacios de Sobolev WP(£) pueden definirse alternativamente de
forma recursiva como:

wme(@) = {ue WrIn@) /v < N 3g; € W) /ot ).

Esta definicién alternativa, unida a las propiedades de los espacios W1P(Q)
demostradas anteriormente, permiten demostrar propiedades andlogas a pa-
ra los espacios W™P ().

1.3. Los Espacios de Hilbert H™ ()

Al igual que los espacios L?(2), los espacios de Sobolev W12(£2) pueden
dotarse de un producto interno que tenga asociada una norma equivalente
a la norma de Sobolev.

Definicién 1.18.
Sea Q C R abierto no vacio. Se denota H*(Q) := WH2(Q).
Se define:

HY(Q) x H'(Q) — R
(u,v) — <“7’U>L2(Q)+Z§V=1<8j“’ajU>L2(Q)

<'7 '>H1(Q)

<-, ‘>H1(Q) es un producto escalar en H'(f2), y la norma del espacio de

Sobolev H . es equivalente a la asociada a este producto escalar:

w120

N 2
ey = (el + S0l ) - (19
j=1

Del mismo modo, se puede definir un producto interno coherente en los
espacios W2(Q):
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Definicién 1.19.
Sea Q C R abierto no vacio. Se denota H™(Q) :== W™2(Q).
Se define:
H™(Q)x H™(Q) — R
(u,v) — Z|a\§m <8°‘u, 6“0>L2(Q)

<" '>Hm(9)

Andlogamente, <-, > ) €s un producto escalar en H™(2) que tiene

H™(Q
por norma asociada:

3
il = (3 1070l ) (1.15)

laj<m

que es equivalente a la del espacio de Sobolev, || - me,2 @

Ademés de la completitud de la norma de Sobolev se deduce que H™ ()
es un espacio de Hilbert.
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Capitulo 2

Operadores extension

En el capitulo anterior se anticipd que bajo ciertas condiciones del con-
junto Q se puede aproximar una funcién de W1P(Q) por restricciones de
funciones test en RV. Para ello, ha de poder extenderse una funcién de
Wr(Q) a WHP(RYN) de forma continua. En este sentido va la siguiente:

Definicion 2.1.

Sea Q@ C R abierto no vacio y sea p € [1,00]. Un operador extensién para
WLP(Q) es una aplicacion:

P:WP(Q) - WHP(RY),
tal que:
i) (Pu)|, =u para toda u € Whr(Q).
ii) Eziste C = C(Q) > 0 tal que:

HPUHLP(RN) S CHUHLP(Q)’
para toda u € W1P(Q).
iii) Eziste C = C(Q) > 0 tal que:

HP“HWLP(JRN) = 6HUHW1>P(Q)’
para toda u € W1P(Q).

El proximo objeto de estudio es una condicién de existencia de operado-
res extension, concretamente la regularidad de la frontera del conjunto 2.
Para formalizar esto, se introduce la siguiente notacion:

Definicién 2.2. (Notacién)
para todo x € RN escribimos:

x = (21,792, ...2n) = (X, zn); X' = (z1,22,....,xN_1) € RN-L

Se definen los siguientes conjuntos:

25



» RY = {x=(x/,2n) / 2y > 0}.

» Q= {x=,2y)/IX| <1, |zn] <1} = Bgn-1(0,1) x (—=1,1).

u Q+ = QQRE
= Qo= {x=(x,0) / |x|| <1} = Bgv_1(0,1) x {0}.

Definiciéon 2.3.

Se dice que un conjunto Q C RY abierto no vacio es de clase C™ si para
todo x € OQ existen un abierto U C RN con x € U y un homeomorfismo

H:Q — U tales que:
» HelC™Q).
= HleC™U).
» HQ4)=UNKN.

« H(Qo) = U N .

Se dice que el par (U, H) es una carta local de 0Q2. Una familia de cartas

locales de 0N que la recubre es un atlas de 0f2.

Lema 2.4 (Extensién por reflexién).
Sea A C RY un subconjunto de la forma:

A=Ay x (—R,R),
con Ay € RV=1 abierto. Sea:

A+ = AﬁRf

Para f: Ay — R definamos la extension por reflexion de u a A:

fD(X) _ { f(X/,Q,’N) xny >0

fx,—zy) azny <0~
Sea u € WHP(AL). Entonces, u® € WYP(A) y ademds:

= e®lliocay < 2llull oy -

‘UDHWLP(A) <2 H“HWLP(A+)'

Demostracion:
Para f: A, — R definamos la extensién impar a A:

fEI(X): { f(x’,acN) $N>0

—f(X/,—(I}N) TN <0 -
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Veamos que 9;u” 4 (0ju)” para todo j < N — 1y dyu” 4 (Onu)B:
Para ello, usaremos una funcién n € C*(RV) tal que 0 <n < 1 y:

_JO0 t<g
y definimos, para todo [ € N:

m(t) = n(l).

Observemos que:
m(t) =n(lt) — 1.

l—0o0

Para todo ¢ € D(A):
Definamos:

G(X/7 CE'N) = go(xlv _xN)

Para todo j < N — 1:
Haciendo un cambio de variable:

/umajcp:/ uD8j90+/ u” 9
A Al A\Ay

[ woe+ [ wop= [ woera. @)
Ay Ay Ay

Notemos que en general ¢ + ¢ ¢ D(A,), pues no se anula necesariamente
en entornos de puntos de Ag x {0} C OA; pero si definimos:

DX xn) = man) (o + @)X, 2n),
Y € D(A4) para todo I € N, y por tanto tenemos:
/ wdjhy=— [ juiy,
Ay Ay
donde:
Oun(xan) = 0 (mlow) (9 + DK, 2n)) = mlan) O3 + K, o).

Ademas, como () l—> 1, por el teorema de la convergencia dominada:
—00

/ wdi(p+ @) =lm [ uwdh=—1im [ (@)
Ay |—

0 JA, l—o0 Ap

- / (05) (¢ + B). (2.4)
Ay
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Encadenando (2.3) y (2.4) y deshaciendo el cambio de variable de antes:

Auﬂajw_é+uaj<w+¢> - —/A+<6ju> (0+ )

_ /m(aju)ga //ﬂ(@-u)@

Para j = N:
Haciendo un cambio de variable como antes

/uuaNgo:/ uD8N<p+/ u” Oy
A A A\Ay

:/ u@Ngo—/ u@N[ﬁ:/ uON(p —@). (2.5)
Ay Al Ay

Notemos que (¢ — @)(x’,0) = 0 por ser ¢ — ¢ simétrica impar respecto de
{l’ N = 0}.
Veamos que existe una constante M > 0 tal que:

}(SO_ &)(lexN)} < M‘$N|7

para todo (x',zy) € A:

Como por la forma del conjunto A el segmento que une (x’,0) con (x', xy)
esté contenido en A, podemos aplicar el teorema del valor medio a estos dos
puntos:

Existe A € [0,1] tal que:

(0 = @)X, 2n) — (¢ — §)(xX,0) = On(p — ) (X, Azn) N
Sea M = sup {|On(¢ — @)(x', Azn)| / (X', zn) € A, X € [0,1]}. Entonces:
(¢ = @)X, an)| < M |zy].
Definamos:

D ox) = m(en) (0 = B, 2w);
151 € D(Ay) para todo [ € N. Para estas funciones tenemos:

| wondi=— [ @xuyi
Ay Ay
donde:

Onthi(x,on) = Oy (nlaw) (¢ = B)(X,on) )
= /(L) (0 = @) on) + 1l aw) (o = @) (K san). (2:6)
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Veamos que:

I = lu(x';zn)n'(lzy) (¢ — @) (X 2n) d(xX',2n) —— 0 :
A+ l— o0

Tengamos en cuenta que, como 7n(lzy) = 0 para todo t > 1, n(xy) = 0

para todo xn > %
Entonces, usando el teorema de Fubini en Ay = Ay x (0, R):

n<i | : (Wumr /. e, a3) o = D 2| dx') d,
:lM/O% (n'(lxN):rN /AO \u(x’,xN)}dx’> dzy

1

<Ml || ( / |u<x',xN)\dx'> diy —— 0. @7
0

l—o0

Por lo tanto, como ;(t) l—) 1, aplicando el teorema de la convergencia
_>

o0
dominada y teniendo en cuenta (2.6) y (2.7):

/A (Onw) (p— P) = lim | (Oxu)dy=— lim [ wondy

=00 A+ =00 A+

l—00

= — lim Il—/A udn(e — @)
. / uwdn (o — ). (2.8)
Ay

Encadenando (2.5) y (2.8) y deshaciendo el cambio de variable de antes:

AuDaN¢=A+uaN<w—¢>:—/A+<6Nu><so—¢>
:—/AJr(BNu)go-i-/AJr(@Nu)@
-/ v /. CUES [ owe.

Es evidente que u” extiende a u. Ademds, como las extensiones de u y
de sus derivadas se construyen o bien de forma par o bien de forma impar,
es inmediato que:

= el oy < 2lull oy

= [e®llwrnca < 2lullwina, )
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En particular, este lema sirve para extender funciones de WP (Rf ) a
WP (RY), 0 de WP(Q,) a WP(Q).

Teorema 2.5 (Operador extensién).
Sea Q@ C RN un conjunto de clase C* o bien con frontera 0Q acotada o bien
Q =RY. Eziste un operador extension (definicion 2.1):
P:Wh(Q) = WhP(RY).
Demostracion:
El lema anterior prueba el resultado para 2 = Rf .

Para Q de clase C! con frontera 9 acotada usaremos particiones de la
unidad (ver teorema A.2).

Sea {(Ux, H*)}xcan un atlas (ver definicién 2.3) de 9.

Como 0f) es acotado, es compacto, y podemos extraer un subatlas finito
(U HO)Yy = {(Us )},

Pongamos Uy = RV\99.

Existe una particién de la unidad de RY subordinada al recubrimiento
{Uk}?_,, es decir, funciones {0 }7_, de D(RY) verificando:

» Sop(0y) C Uy para todo k, 0 < k < n.
s 0< 0, <1lparatodok, 0<k<n.
= ko =1

Para toda u € WHP(Q):
Definamos uy = 0}, u;

n n
u = Z 0, u = Z Uy,
k=0 k=0
Extendamos uy:

Extensién de ug:
Sea Ty, la extensién de ug a RN por 0, como en la proposicién 1.6:

moo ={ o 150

0o € C®°(RN) N L®°(RN) y:

1= 60 0= Vb, Voo=- Ve (L))"
k=0 k=0 k=1

Ademés Sop(6y) C Up = RN\99.
Por tanto, por la citada proposicién, g € WHP(RN) y:

8j% = (8j00) u—+ 6y ﬂ

Entonces:
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i) wg extiende a ug por definicién.

ii) HITOHLP(RN) = HuoHLp < H HLP por construccion.

iii) Veamos que existe Co > 0 tal que HUT)HWLP(RN) <Oy Hunl’p(Q):

76l 1. vy = 0| oy + D 110570 o vy
j=1

N
< @l oy + D (110580 | gy + 1160 Bl vy )
=1

N
= [[woll oy + = (11 (@s60) ull oy + [0 Dyl )

J=1

N
<(1+ 5 10300 ) 1] oy + D 105001 e
j=1 j=1
N
< (14119580 ) [l
7j=1

Extensién de ug, 1 < k < n:
Sea:

vk oH*: QL - U,NnQ—R.

= Uy, na

H* es un homeomorfismo entre Uy y @ luego Uy, ha de ser compacto.

Por tanto, D(H*) € (L=(Q))" y D(H*)~ € (L>=(Uy)) """,

Entonces, por la férmula del cambio de variables (proposicién 1.16), se de-
duce que vy, € WHP(Q4) vy

N
8j1)k = Z(@,uk (e] Hk) 8JHZk

i=1
Sea v,? la extensién por reflexién de vi, a @, segin (2.1), y sea:
wp =vg o (HM)™: Uy —» Q = R
Nuevamente, por la férmula del cambio de variables, wy € W1P(Uy) y

N
Ojwy, =Y Oy o (H*) ™) 0, (H*);*

i=1

Sea uy, la extensién a RY:

) { 000 05 z;gz }_ekmx)-
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05, € D(Uy). Por tanto, por la proposicién 1.6, uy € WHP(RN) y:
djur = (0;0k) Wy + Ok Ojwy,.
Entonces:
i) uy, extiende a wuy:

Para todo x € Q:
Six € Uy, (Hk)’l(x) €Qy;

ug(x) = Or(x) wi(x) = O (x) u(x) = ug(x).
Si x ¢ Uy, Or(x) = 0;

up(x) = 0 = (%) u(x) = up(x).

ii) Escribamos la expresion de uy, explicitamente:

up = 0 ((uon)D o (Hk)_l).

Vamos a probar que existe C, > 0 tal que H@HLP(RN) < C H“HLP(RN)'
Para p < oc:

el oy = lloR o Moy < 1T E o gy 108 ] oy

< 2[|T(H) " oo gy N0kl 2o

=2||TH) ™| oo gy 140 Hil| 11,

< 2[|TH) ™ oo | THO | oo ey 1l o 0
<2 Hj(Hk)ilHLOO(Q) HijHLOO(Uka) [ll 1o ey

H@HLP(RN) = [|0 wk’HLP(Uk) = HekHLOO(Uk) HwkHLP(Uk) = HwkHLP(Uk)
< 2{|TH) ™ oo 1 TH | oo ey 1l oy

donde hemos usado el teorema del cambio de variables y el lema de
extension por reflexion (2.4).
Para p = oc:

1] o vy = 106 well ooy < N0t ooy = 107 © )7 o

:2Huon

= HUEHLOO(Q) <2 HkaLoo(Q+) HLOO(Q+)

=2 HUHLOO(Ukrm) <2 H“HLoo(Q)'
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iii) Si tenemos en cuenta que en Uy:

N
Oty = (030k) wi + O Y _(Dsvi o (HF)™1) 0;(HM) 1,
s=1

y que en Q4 = (H*)"! (U, NQ):

N
OV = Z(Gru o Hk) 8SH,]f,
r=1

por un procedimiento anélogo al anterior, probamos que existe Cj, > 0
tal que:

Hu/\kHWLP(RN) < Cy H“HWLP(RN)'
Por tanto, podemos tomar como operador extension:
P : W'(Q) — WLRN) -
u — Oouo + Y pey Ok uk
O

Ahora se puede demostrar la densidad de las restricciones de funciones
test en W1P(Q), con la hipétesis de regularidad de 9.

Corolario 2.6 (Densidad).
Sea Q C RN un conjunto de clase C* con frontera acotada. Seau € W1P(Q),
p € [1,00). Existe una sucesion (u;)32, en D(RN) tal que:

u”Q l—00 s

en WHP(Q).

Demostracion:

Sea P : W'P(Q) — WIP(RY) un operador extension.

Existe una sucesion (), en D(RY) convergente hacia Pu en W1HP(RY).
Tenemos que (uy, )72, converge hacia u en W'2(Q).
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Capitulo 3

Espacios W,"""().
Desigualdad de Poincaré

Ya se ha mencionado que en general D(£2) no es denso en W1P(Q). Se
estudiardn ahora las adherencias de los espacios D(f2) en los espacios de
Sobolev.

3.1. Los Espacios W;""(Q)

Definicion 3.1.
Sea Q@ C RN abierto y sea p € [1,00). Se define el espacio W§"P(Q) como la
adherencia en W™P(Q) de D(Q);

m,p —
W5 () = Ol ) (P(V))-
Denotamos para los espacios de Hilbert:
HE Q) = W2 ().
Por el teorema 1.10, W, ?(RV) = W'P(RN).

Proposiciéon 3.2.
Sea u € WHP(Q), p € [1,00), tal que Sop(u) C Q es compacto. Entonces,
ue WyP(9).

Demostracion:

Sea T CC Q tal que Sop(u) C Y.

Sea 6 € D(T) tal que # = 1 en Sop(u), que existe por la versién C* del lema
de Urysohn (teorema A.1). Tenemos que u = 6 u.

Sea (u;)?°, una sucesién en D(RY) que verifique las condiciones del teorema
de Friedrichs.

Entonces:

35



» 0wy, — Ouen LP(Q),
l—o0

» V(Ow), = V(0u), = Vu, en (LP(T))N7

donde 6 u; € D(Q2) para todo I € N.
Como 0,u =0 en Q\7T, se deduce que:

V(60 u) - Vu en (Lp(Q))N.
—00
Luego:
Ou; — u en WHIP(Q).
l—00
O

Proposicién 3.3. -
Sea Q C RN un conjunto de clase C'. Sea u € WIP(Q)NC(Q), p € [1,00).
Son equivalentes:

a) u=0 en ON.
b) ue WyPt(Q).
Demostracion:

a) = b):
Caso 1: Sop(u) es acotado.
Fijemos G € C(R") tal que para todo t € R:

GO <1,

(0 <1
G(t)—{t >3

Para todo I € N sea:

~|

(Go(lw)).

Por la regla de la cadena (proposicién 1.15), u; € WHP(Q) y:

u; =

6jul = % (G/ o (l u)) laju = (G/ o (l u)) 6ju.
Como u = 0 en 912, de deduce que:

Sop(u;) C {x €N/ |lu(x)| > %} C Sop(u).

Como Sop(u) es acotado, Sop(u;) es compacto para todo [ € N.
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Veamos que ()5, converge en W1P(Q):
Tengamos en cuenta que u; < uy u; =u Si u > % Entonces:

[ b= = /{ NI /{ b+ /{ N

/{u< <2 (2)7 m(Sop(w) — 0.

l—o00

Por otra parte, para probar la convergencia de las derivadas, tengamos

en cuenta que:
0 |¢f<1
! o >
G(t)—{ 1t > 2

Como G’ es continua, estd acotada en el compacto [—2,2]. Luego G’
estd acotada. Por tanto:

0w < |G" o (lu)] |05u] < [IG"]loc |05ul.
Ademas, (0ju;);2, converge puntualmente:

e Six e Q, u(x)#0:
Existe Ix € N tal que lx |u(x)| > 2. Para todo | > Ix:

du(x) = [G' o (lu(x))] d5u(x) = Oju(x).

o SixeQ, ux)=0:

Bjul(x) = G/(O) aju(x) =0.

Entonces, por el teorema de la convergencia dominada, (9;u;);°, con-
verge en LP(Q).

Luego, por el lema 1.2, (9;u)°; converge en WP() y ha de hacerlo
hacia u.

Notemos que esto implica que el conjunto:

{x € Q/u(x)=0,Vu(x) #0},

es de medida nula.

Caso 2: caso general.

Consideramos la sucesion ((;)7°, definida como en los lemas 1.8 y
1.9. Por estos dos lemas, deducimos que ({;u)7°; converge hacia u
en W1P(Q).

Ademss, Sop(¢;u) C QN B(0,2l) para todo [ € N, y por el caso ante-
rior, u € Wol’p(Q) para todo [ € N.

Luego u € Wy(Q).
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b) = a):

Veamos primero que, dada u € W()l’p(Q+) NC(Q+), u=0en Qp:

Sea (u;);2; una sucesién en D((Q+) convergente hacia u en W()l’p(Q+).
Para todo (x',zn) € Q4

TN TN
luy (%', zn)| = ‘/ Onu (X', t) dt‘ < / |Onu (X, t)| dt.
0 0

Por lo tanto, para todo e > 0:

1/ (/ |ul(x’,:vN)|dzN> dx’
€ J{xl<1} \Jo
1 c h / /
< / / / |Onu(x',t)|dt ) dey | dx
€ J{xI<1y | Jo 0
< E / [/ </ |8Nul(x’,t)|dt> dmN] dx’
€ Jxll<1y [ Jo 0
g/ </ \3Nul(xl,t)|dt> dx’. (3.1)
{Ixfl<1} \Jo

Veamos ahora los limites del primer y del iltimo término:

/ (/ luy(x', 8) — u(x', s)| ds> dx’
{Ixl<1} \Jo
1
S/ (/ luy (%, 8) — u(x’,s)]ds) dx’
{lIxll<1} \Jo

1
- /Q g =l < (m(Q)” ur — ] gy —— O,
+

l—00

y:

£
/{” 1<1) </0 |Onu (X', 8) — 3NU(X’,s)d3> dx!
x'||<

1
< / </ |ONu (X', 8) — Onu(xX', )| ds) dx’'
{IIx"lI<1} \Jo

= [ 1o = ol < (m(@0) [own = 0wl g, 5 0
Qs l—o0

por la desigualdad de Holder, siendo p’ el exponente conjugado de p;

1
si p' = o0, (m(Q4))? =1.
Tomando los limites cuando [ — oo en (3.1):

1/ </ |u(x',xN)|da:N> dx’
€ JIxl<1y \Jo
S/ (/ laNu(x',t)|dt> dx’. (3.2)
{Ixl<1} \Jo
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Por el teorema fundamental del calculo integral:

e—0 ¢

1 (3
lim — / lu(x', xn)| den = |u(x,0)],
0

ya que u es continua.

Ademas: )
3
/ lu(x’, s)| ds §/ lu(x', 5)| ds,
0 0

€ 1
/ |Onu(x', s)| ds < / |Onu(x', 8)| ds,
0 0

siendo fol lu(x', s)| ds, fol |Onu(x', s)| ds integrables en {||x'|| < 1} por
ser u, dyu integrables en Q. , ya que LP(Q4) C L'(Q.) por ser Q; de
medida finita.

Luego, tomando limites cuando ¢ — 0 en (3.2), por el teorema de la
convergencia dominada:

€
/ lu(x’,0)] dx’ < lim (/ |Onu(x',t)] dt> dx' = 0.
{lIx'|[}<1 =0 |r<t \Jo

Por tanto, ha de ser u(x’,0) = 0 para casi todo x’ con ||x|| < 1.
Como u es continua, ha de ser entonces u(x’,0) = 0 para todo x" con
x| < 1.

Consideremos ahora una funcién u € VVO1 P(Q):

Sea {(U;, H")};cs un atlas de 99Q. Pongamos V = R¥\00.

Existe una particién de la unidad de R subordinada al recubrimien-
to I' = {V} U {Ui}ier, es decir, funciones {9} U {6;};c; de D(RY)

verificando:
e Sop(¥) CV, Sop(#;) C U; para todo i € I.
e 0<9¥<1,0<6; <1 paratodoi€ 1.
° 19—{—22-6191' =1.

e Para todo abierto U de la familia I', existe a lo sumo una cantidad
finita de funciones de la familia {9} U {6;};c; que no se anula en

U.

Para todo y € 0:
Existe 9 € I tal que y € Uj,.
Existe {0;, }7_, tal que 9+ > ;_; 0, =1 en Ujy; en Uy, N

n
uzﬁu—i—ZHiku.
k=1
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Se verifica que Sop(¥) C V = RM\9Q = J(y)u(y) = 0 y que para
todo k con 1 < k <n, Sop(6;,) C Uj,.

Veamos que 6;, u se anula en y:

Siy ¢ U,, 0, (y)u(y) =0u(y) =0.

Siye€ Uik:

Veamos que (6;, u) o H* € Wol’p(QJr):

Existe una sucesion (¢;)72; en D(£2) convergente hacia u en W1HP(Q).
0i. o1 € D(U;, N QY), pues Sop(6;,) C Us, y Sop(¢r) C Q, y por tanto
Sop(6;,) N Sop(¢y) C Ui, N2 es compacto.

Luego (6;, ¢;) o H* € D(Q+), pues H%* es un homeomorfismo, y por
tanto transforma compactos en compactos.

Ademés, 6;, ¢, — 0;, w en WLP(U;, N Q).

Aplicando la férmula del cambio de variables (proposicién 1.16), y
utilizando el teorema del cambio de variables, podemos deducir que
(9% ¢l) o H' m (eik u) o H' en WLP(Q—F)'

Entonces, (0;, u) o H%* se anula en Qp, como demostramos antes.
Por tanto, como y € U;, N9Q = H*(Qo), (6;, u)(y) =0.

Por tanto:

u(y) =9(y)uly) + Y _ 0i,(y) u(y) = 0.
k=1

3.2. La Desigualdad de Poincaré

Lema 3.4.
Sea Q C RN abierto no vacio y sea p € [1,00). Sea u € Wol’p(Q) y sea u la
extension por cero a RN (proposicién 1.6). Entonces w € WHP(RY) y

Gﬂ = @

Demostracion:
Sea ()72, una sucesién en D(§) convergente hacia u en W1P(().
Para toda ¢ € D(RY):

/ majsazfulajso:—/aul / D, (33)
RN Q

pues u; € D(Q) para todo [ € N.

Pero:
‘/RN(W_U) aj@’ = )/(ul —u) ajsﬂ‘ < / [y — ul |05

< e = ll o 11| v ) 77557 ©: (34)
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[ G- =| [ @] < [ 0 0ullel
RN Q Q

< oy~ g1l ey el @y 0 (35)

Por tanto, utilizando en (3.3) los limites (3.4) y (3.5):
/ U0jp = — / djuep,
RN RN
_d 75—
luego 0;u = Oju.
u

L= 0j
Como @, dju € LP(RN), w € WIP(RN). O

Teorema 3.5 (Desigualdad de Poincaré).
Sea Q2 C RN abierto no vacio y acotado y sea p € [1,00). Eziste una cons-
tante C = C(, p) tal que:

lell oy < ClIVUll Loy,

para toda u € Wol’p(Q).

Demostracion:
Lo probaremos primero para un caso particular de € y luego lo veremos
para €2 general:

Caso 1: Q = (—a,a)", a > 0, es un cubo:
Para toda ¢ € D(Q):
TN TN

p(x) = p(x', —a) + Onp(x' t)dt = Onp(x' 1) dt.

—a —a

Por la desigualdad de Holder:

A

TN TN %
e00l < [ vl de < (o +a)? ( / \amx',t)rpdt) ,

siendo p’ el exponente conjugado de p.

Entonces:
TN

(P < (an +a)¥ / Oye(x, P dt.

—a

Por tanto:

TN
/( JN-1 |<'0(X/’xN)‘p dX, < (xNﬂLa)ﬁ /( )N-1 </ |8N<'0(X,’t)|p dt) dX/

<@ | ( / |aNso<x',t>|Pdt) ix = a7 [ ol
(—a,a)N-1 —a Q
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aplicando el teorema de Tonelli. Aplicando de nuevo este teorema:

L= ([ e x) doy
—a a,a)N—
S/ <2G /\8N¢p> dey = (2a)’ /@\W’p

Luego:

H‘PHLP(Q) (2a)7 p d HaN“PHLP(Q) 2a HaN‘PHLp(Q) <2a HV‘PHLP(Q)
Por densidad, para toda u € Wol’p(Q):

HUHLP(Q) < 2a HVUHLI’(Q)

Caso 2: (2 general:
Sea () = (—a,a)™ un cubo tal que Q C Q, que existe porque {2 es acotado.
Sea u € Wol’p(Q).
Existe una sucesién (u;)f, en D(f2) convergente hacia u en W1P(().
Sea T la extension de u por 0 a RY, y sea 7; lo andlogo con ;.
u € WHP(RN) y 9;u = 0;u por el lema 3.4.
i € DRY) y u) € D(Q), y 4 — 1 en WIP(RN), U —— U|, en
l—00 l—00
Whe(Q). ~
Por tanto, @ € Wy (RN) y up, € W, P ().
Entonces, por el caso anterior:

el ooy = 1l oy < 20 [V o) = 2@2\}0 i P
7j=1

N N
= 2a Z HajUHLp(ﬁ) =2a Z Hajuum(ﬂ)
=1 j=1

O]

Se cierra esta seccién con una adaptaciéon de la desigualdad de Poincaré
a las normas de Hilbert de los espacios H'(£):

Corolario 3.6 (Desigualdad de Poincaré para el espacio H').
Sea Q C RY abierto no vacio y acotado. Existe una constante Cy tal que:

i <1 (S 10l

para toda u € HL(Q).
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Demostracion:
Por la desigualdad de Poincaré, existe una constante C' = C(€2,2) tal que:

HUHLQ(Q) <C HVUHL2(Q)’

para toda u € HZ (). Luego:

N

N N
il 20y < C Nl ey = € S 10l ey < € (3 oral)

7j=1 7j=1

Entonces:

N
2
[y = (e + 3 100l
j=1

N N 2

2

< (32t 3 ol + D 0wl
=1 Jj=1

N
2
(14 N2 (Z Hajuuiz(m) .

J=1
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Capitulo 4

Desigualdades de Sobolev

Este capitulo tratard la posibilidad de sumergir de forma continua los
espacios de Sobolev en ciertos espacios LP. El término “desigualdades de
Sobolev” hace referencia a las acotaciones que caracterizan que caracterizan
la continuidad de aplicaciones lineales entre espacios normados. Asi que bien

se podria titular este capitulo “inyecciones continuas”.

Los resultados serdn validos para dimensién N > 2. Para todo p € [1, N)

se denotard p* al exponente tal que:

1
N

=
*
AR

Lema 4.1 (Gagliardo).
Sea {f;}I¥., una familia de N funciones de LN~1(RN-1).
Dado x € RN, denotamos:

N-1
X/\i:((1}1,...,Jii_l,a?i—‘,—lw”?x]v)GR )

es decir, el resultado de extraerle a x su i-ésima coordenada.

Sea la funcion:
Fy : RV — R
X = Hi]ilfi(x/\i)

Entonces, Fy € L'(RN) y ademds:
N
HFNHLl(RN) < H HfiHLNfl(RNfl)'
i=1

Demostracion:
Induccién sobre N:

Para N = 2:
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Es cierto por el teorema de Fubini:

/‘Fg(l‘l,xgﬂdxld(la:/ ‘fl(xl)fg(l’g)‘dajldxg
R2 RQ

:/R|f1(:p1)]dx1 /R|f2(x2)!dac2,

Supongamoslo cierto para N.

Para N + 1:
Tenemos:

Fyii(x,2n41) = Fn (X528 41) fve1(x),

donde:
N

Fy(x;zngn) = [ [ fitxnis enga),
i=1

esto es, la misma funcién del lema para dimensién N + 1.

Fijemos xn4+1 € R.

/ P (x, @41 dx = / P (o 2 40)| | v ()] dx
RN RN

N

N-1
< |[fv+1ll v @y (/RN |Fy (3 2y41)| 5T dx) o (4.2)

por la desigualdad de Hélder.
N
fi € LNRN); f871 € LN-L(RY), para todo i < N.
Por tanto, por la hipétesis de induccién, Fy( - ;:cN)% € LY(RN) y:

1
L N—-1
/N |Fn(x;2n41)|F-1 dx < H </ | fi XAZ,$N+1)’ dxM-> . (4.3)
R

Luego, utilizando (4.3) en (4.2):

N

/RN [FN41 (%, 2n41) ] dx < HfN-‘rlHLN(RN) E (/RN_l !fz‘(Xm‘,xNH)!NdXAi)

Por lo tanto:

/(/ |FN+1(X,$N+1)\dX> dry 1
R \ JRV

< || v oo ®V) / H(/ | fi(xnis wnvg) Y dxAi) dryyr.  (4.4)

zl=
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Consideremos las funciones:
1

ao = ([ 1noray)”
Llaoras= [ ([ 1neoray)as= [ 5

y fi € LY (RY), se deduce que g; € LV (R).
Entonces, aplicando la desigualdad de Holder generalizada (teorema B.5) a
las funciones {g;} Y ,:

1 :
/R ].;[1 (/RNl |fi(XAi,3:N+1)!NdxM> dz N1
N
: zl_Il [/R (/RN1 |fi(XAi’xN+1)|NdX/\i> deNJrl] : (4.5)

Por tanto, utilizando (4.5) en (4.4):

/ (/N |Fni1(x, $N+1)\dx> dry 1
R \JR

N

< [ fv+ill v gy I1 [/R </RN_1 |fi(Xm,afN+1)\NdX/\i) dwNH]

=1

Como:

z|~

z|-

N

= HfN+1HLN(RN) H </]RN !fi(XAi,OCNH)\Nd(Xm‘,90N+1))

i=1

2=

N
= HfNHHLN(RN) H HfiHLN(RN)'
i=1

Luego:

HFN—‘,-IHLl(RN+1) = /]RN+1 |[FNn1(x, ony1)] d(x, 2N 1)

N+1

= /R </]RN [Finvya(x, 96N+1)|dX) dryi1 < H HfiHLN(RN)'
i=1

Utilizando el principio de induccién, queda probado el resultado para todo
NeN, N>2. O

Teorema 4.2 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg).
Sea p € [1,N), y sea p* dado por (4.1). Ezxiste C = C(p,N) > 0 tal que:

HUHLP*(RN) <C HVUHLP(RN)’

para toda u € WHP(RY).
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Demostracion:
Dividiremos la prueba en tres casos:

Caso l: p=1y u € D(RY):
En este caso:

1l _, 1 _N-1
p* N N
Tenemos:
z;
|U(X)’ = ‘/ 8iu($1,...,$i_1,t,$i_1,...,l‘N) dt
—o
“+o00
S/ laiu(xl,...,xi_l,t,xi_l,...,mN)\dt. (4.6)
—0oQ
Sea:

fz‘ : ]RN_I — R
XNi — fj;oﬁiu(xl,...,:vi,l,t,:vi,l,...,:rN)dt

Teniendo en cuenta (4.6) para todo i < N:

N N N 1
H (xpi); |u(x)| V-1 < Hfi(x/\i)ma (4.7)
i=1 i=1

1
donde f; € L*(RN=1) por pertenecer d;u € L' (RY); fNte LN=H RN,
Por tanto, aplicando el lema 4.1 a (4.7):

N

N yrey
1o ey < T ooy = TS

=1

N AL N L
[ LETRN) [~ HLiV(]RN) S H Hfngl(RN—l)’
i=1
donde:
il = [ odlixn= [ ([ oGolds,) dx,
= [ or)ldx = 0]

Luego:

N 1
ol g, < ET 0 e
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Caso 2: p > 1y u e DRY):
Sea r > 1.
Apliquemos el caso anterior a |u|"~!u

ol s, g, < TTIOG iy 45
=1
Por un lado:
%
- TL T
I el gy = (o 57) T =l 49
Por otro lado, la funcién real de variable real f(t) := [t|""!t es de clase

C1(R), ya que:

tr t>0 , rttt t>0
f(t>:{ (—t)" t<0 ) f(t):{r(_t)r—l t<0

conr >1; r—1>0,y por tanto f’ es también continua en 0.
Por tanto, apliando la regla de la cadena:

Oi(lu" "t u) = r (sgn(u) u)ril i = 7 |u|""! d;u. (4.10)

Utilizando (4.9) y (4.10) en (4.8):

1
™" Oul| 72

',:]z

lall} 2 vy <7

(RN)
i=1
N 1
sr H H " 1” p (RN) Haiqup(RN
i=1
=r H HLP (r=1)(RN) H H8 ”HLp RN) (4.11)

donde hemos aplicado la desigualdad de Holder.
Escojamos r tal que:

]\7,“?1 =p'(r-1),
esto es:
/ N /
) -
Asi, el r buscado es:
1 1 N
PP NT



luego:
N—-1 pN-p

N  N-p’

Es inmediato comprobar que p* = ]\T[ivl = p/ (r — 1). Por tanto, (4.11) se

convierte en:

1
el o vy < 7 [l vy T 1000l 3 s
=1
pN P
[l Lo vy < HHf)uHmw
=1

Caso 3: caso general:
Sea u € WHP(RY).
Existe una sucesién (u;)2°, en D(RY) convergente hacia u en W1P(RY).
Por los dos casos anteriores, existe una constante C' = C(p, N) > 0 tal que:

N 1
HSDHLP*(RN) <C H HaiQDng(RN)a (4.12)
=1

para toda ¢ € D(RY). Aplicando este resultado a u — u;:

N 1
o =l vy < © TL 101G = ey
i=1

para todos k,l € N, lo que prueba que la sucesién (u;);°; es de Cauchy en
LP" (RN).

Por lo tanto (u;)$, converge en LP" (RY). Pero como (1), converge hacia
u en LP(RY), ha de ser u también su limite en LP" (RY), por el lema de
Riesz-Weyl.

Ademas, aplicando la desigualdad (4.12) a la sucesién y pasando al limite:

N 1
HUHLP*(RN) <C H HaiUng(RN)- (4.13)
i=1

Por 1ltimo, tengamos en cuenta que:

H\xz| < ( max |zi]) N < Z |2; |V

=1

Aplicando esto a (4.13) se obtiene el resultado. O
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Corolario 4.3.
Sea p € [1,N). Entonces, para todo q € [p,p*], WHP(RN) ¢ LIRYN) y la
inyeccion es continua, es decir, existe C = C(p,q,N) > 0 tal que:

lell oy < € llellwro ).
para toda u € WHP(RY).

Demostracion:

Sea q € [p, p*].
Para toda u € WHP(RV):
Por la desigualdad de interpolacién (teorema B.6):

lell oy < lull oy + el e )

El resultado se deduce acotando HuH Lo* () POT HVUH Lp(RN) segun el teorema
anterior. [

Teorema 4.4 (caso p = N).
Para todo q € [N,00), WHY(RN) € LY(RYN) y la inyeccion es continua, es
decir, existe C = C(q,N) > 0 tal que:

H“HLq(RN) <C HuHWLN(RN)’
para toda u € WHN (RN).

Demostracion:

Para toda u € D(RY):

Aplicando el mismo procedimiento que en el caso 2, ecuacién (4.11) de la
demostraciéon del teorema de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (4.2), como el

exponente conjugado de N es

N_1

N
T r—1 L
||UHL1\Tfiv1 (RN) <r HUHL“*”N(RN) }_[1 HaiuHiVN(RN)

N-1

N
AT T o

Utilizando que para todos A, B >0, si r € N:

(A+B)=>" (Z) Ak Bk >p A1 B,
k=1

tenemos:

N r
02 ny < (0, g, + 22 B0 )

o1



por lo que:

lell 2

N
a < el o o+ ; Ol gy (414)

Demostraremos las inclusiones y su continuidad por induccién sobre r,

o
segun pertenezca q a cada intervalo de la familia { [(';PIN, ]G]fl] } N:
r=

Parak:();r:N—l-k':N;qe[N’J\]fvl]'

HUHLN(RN) = H“HWLN(RN)’
Por (4.14):

el e gy = Nl RN)+ZI|MHLN wvy = el ey
i=1

y por la desigualdad de interpolacién (teorema B.6) para ¢ € (N , NN—fl)

el oy < Ml oy + 1l e ) < Hello gy + el ey
HuHLq(RN) <2 HUHWLN(RN)'
Supongamos que para r = N + k; q € [(Nt\?:ll)N, (N]\J;f)lN], existe una

constante C(q, N) > 0 tal que:

<C(q,N

HuHLq(RN) )Hunwl,N(RN)a

para toda u € WHP(RY).

Parak:+1 T‘—N+k+1 q € [(N-l-k)lN’(N—;\l[cj—ll)N].

Por (4.14) y por hipétesis de induccién:

L S D) LY

(N+k)N 3
< C(ﬁaN> HUHWLN(]RN) + ZZ; HaiuHLN(RN)

< (1 + C((N]\;r_k)lN7 N)) lecll g vy

lo que demuestra el resultado para g = M, y por la desigualdad de
(N+k)N (N+k+1)N).

N-1 > N-1

interpolacién, para q € (

HUHL‘I(RN) = HUHLW(RN) * HUHLW(RN)7
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que por la ultima desigualdad y por la hipdtesis de induccién, podemos aco-
tar por Hunl N(RY) multiplicada por una constante apropiada.

Por densidad, podemos acotar de la misma manera cualquier u € WHY (RV).
O

Teorema 4.5 (Morrey).
Sea p € (N,00). Entonces WIP(RYN) C L>®(RY) y la inyeccion es continua.
Ademas, eziste K = K(p, N) > 0 tal que:

1—N
uy) — )| < K [Vl Iy — %7
para toda u € WIP(RN), para casi todos x,y € RV,

Demostraremos primero el siguiente:

Lema 4.6. Sea QQ un cubo abierto cuyas aristas, de longitud r, son paralelas
a los ejes coordenados. Sea u € D(RY). Entonces:

= Para todo x € Q):

no(u) — u(x)| < — HVUHLp (4.15)

siendo:
1

”Q(u):m(Q)/Qu:rN Qu(x)dx

la media de u en Q.

s Para todos x,y € Q:

N

a(y) ~ w9 <27 [Vl gy (4.10
p

Demostracion:

Lo probaremos primero para cubos () que contengan el origen.
Para toda u € D(RY):

Dado x € RY, se define:

Se tiene:



donde:

Oux (t) ijautx

Por tanto:

1 N N
fu(x) —u(0)] < /0 jZl|xj||8ju<tx>|dtSerI /0 07u(t )| dt.

Entonces, utilizando el teorema de Tonelli y el del cambio de variables:

Inglu) — u(®)] = H w5y [ o)

‘/ ) —u(0 dx_rN/]u ) —u(0)] dx
N
|dt) dx
)\dx) dt
tiN Dju(y)| dy) dt. (4.17)

Por la desigualdad de Holder:

Il
<
=
~

Il
<
==
“\
< |2
VN
S—
/N
[]=
K
£
<
Nanb
bl
IS8
<
N—

ya que tQ C @ para todo t € (0,1), debido a que 0 € Q.
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Utilizando esto ultimo en (4.17):

o (u) —u(0)] < 7,]\[1—1 /01 (/tQ

Il
N
<
5 =
| —
=
N
o\
>,
~
-]
.
~
N
S~
VN
NE
S
=%
N
N,
y
<&
N————
|

N
rr» 1
- ([ (o) ay)
P Jj=1
([ (Sl a5
= ULy y
1-5 Ve
rlf% N :
<ox ([ 1tray)
p j=1
1-N¥ N -y N
T P T P
~1_N Z HajuHLP(Q) < 1_N Z HajuHLP(]RN)
r j=1 p j=1
1-
rp

donde hemos utilizado la desigualdad de Minkowski.
Con esto queda probada (4.15) para x = 0 en cubos que lo contienen.

Como las traslaciones x +— x + a conservan la medida y las normas de
espacios LT (RY), podemos deducir (4.15) para todo cubo @Q de aristas de

longitud r paralelas a los ejes coordenados.

Ademids, para todos x,y € Q:

1-N
rp
[uy) = ()| < Juy) = po(w)| + lg(u) — u(x) < 2 — [[Vul g,
P
con lo que queda probado (4.16). O

Demostracion del teorema:
Lo probaremos primero para funciones de D(€2).

Caso 1: u € D(Q).
Para todo x € RY:
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Sea @ un cubo de aristas de longitud 1 paralelas a los ejes con x € Q).
Por (4.15):

1
lpQ(u) —u)| < —x [Vl Lo gy
p

de donde se deduce:

\u@ors|uQ@o\+qumo-—uoo\squuor+]<fAfHVuHLNRN)

P
1
- \ / = kum o < / i+ = [Vl
/ |U|p N HVUHLP (RN)
1
HUHLP + 1_ N HVUHLP(RN < HUHLP @~y T 1 _N HVUHLP(RN)
P

SN HUHWLP(RN)'

p

Ademds, para todos x,y € RY:
Existe un cubo @ de aristas de longitud r = 2|y — x|| paralelas a los ejes
con x,y € Q. Por (4.16):
9N
27 » 1—-&
[u(y) = u(x)| < T Iy =" || Vel
P

Caso 2: caso general.
Sea u € WHP(RY). Sea (u;)$°, una sucesién en D(RY) convergente hacia u
en WLP(RY).
Por el lema de Riesz-Weyl, podemos extraer una subsucesion (ug, )72, pun-
tualmente convergente casi siempre hacia u.
Por el caso anterior, para todo k € N:

1
‘ulk (X)‘ S 177& HulkHWLP(RN)’ (418)
p
227% 1N
fur (¥) = w, (O] < T lly == [Vt ]| o vy (4.19)
p

Pasando al limite en (4.18), para casi todo x € RV:

1 1
lu(x)] < 1_ % H“HWLP(RN) = H“HLoo(RN) S q H“HWLP(RN)’
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y en (4.19), para casi todos x,y € RV:

N

2 _N
[uy) = u()] < =5 Iy =" [ Vul g
p

O]

Sea  un conjunto de clase C' con frontera acotada. Sea un operador
extension:
P, : WP(Q) — WIP(RY),
con HPPUHLP(RN) = Co H“HLP(Q) Y HPPUHWLP(RN) = H“HWLP(Q) para toda
u € WHP(Q).
Si dado ¢ € [1,00] se verifica que H’UH
v € WEP(RN), se tiene:

Lr(RN) < CHUHWL:D(RN) para toda

) S HPP“HLq(RN) <C|B <Ca

H“HLq(Q uHWLP(RN) ‘UHWLP(Q)’

para toda u € WHP(Q).
Utilizando esto se puede demostrar:

Teorema 4.7.
Sea Q C RN un conjunto de clase C* con frontera acotada y sea p € [1,00).
Se tiene:

1

* 1
» WHP(Q) C LP°(Q), si LN >0,

1
» WP(Q) C LYQ) para todo q € [p*,00), si — —
p

1 1
» WHP(Q) C L®(9), si ,TN <0,

y las correspondientes inyecciones son continuas.
Ademds, en este ultimo caso, existe una constante K = K(p, N) > 0 tal que
para toda u € WiP(Q):

_N
fu(y) = w0 < K [[ull gy Iy = %I,

para casi todos X,y € €.

Definiendo por recurrencia, a partir de (4.1), los exponentes:

1 1 1 1 k
A N p N (4:20)

1
mientras sea — — N > 0, se demuestran desigualdades de Sobolev para
p

espacios WP (RN):
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Teorema 4.8.
Sean m € N y p € [1,00). Se tiene:

o 1 m
» WP(RV) ¢ LP™(RN), si = — — >0
(R™) ( ),szp ~ >0
N N " .1 m
» WP(RY) C LYRY) para todo q € [p™*,00), si ,_N:O}
p

1 m
- m,pRN LOORN - -
WP (RY) < L( ),szp N<0,

y las correspondientes inyecciones son continuas.

. p_ . N
Ademds, en este iltimo caso, si m — — no es entero y llamamos:
p

l:{m—ZZJ,a:m—ZZ—l,

donde | - | denota la parte entera, existe una constante K = K(m,p, N) >0
tal que para toda u € W™P(RN):

HaauHLOO(]RN) <K HU’HWm,P(Q)’
para todo o € NN con |a| <1, y:
0u(y) — 0%u(x)| < K Jull gy Iy — 7
para casi todos x,y € R, para todo o € Ny con |a| =1
0°uly) = 0°u(x)| < K ||y ey Iy = X

para casi todos X,y € RN, para todo o € NON con |af < 1.
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Capitulo 5

Los teoremas de Stampacchia
y de Lax-Milgram

Este capitulo estd dedicado a dos resultados para espacios de Hilbert ar-
bitrarios, que serdn utilizados en la formulacién variacional de los problemas
elipticos que se trataran mas adelante.

Proposicién 5.1.
Sea (H, (-, >) un espacio de Hilbert real. Sea a : H x H — R una forma
bilineal. Son equivalentes:

a) a es continua.

b) Existe una constante C > 0 tal que:

la(z, y)| < C =] lyll,
para todos xr,y € H.

Definicion 5.2.
Sea (H, (,)) un espacio de Hilbert real. Se dice que una forma bilineal
a:H x H— R es coerciva si existe una constante o > 0 tal que:

a(z,x) > allz|® = a(z,z),
para todo x € H.

Lema 5.3.
Sea (H7 (-, >) un espacio de Hilbert real, sea K C H un subconjunto cerrado,
convexo y no vacio, y sean x € H, y € K. Son equivalentes:

a) y es la proyeccion ortogonal de x sobre K; y = Pg(x).
b) Para todo z € K:
<$—y,2—y> <O0.
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Demostracion:

a) = b):

Sea z € K.

Para todo t € [0,1], v; := (1 —t)y +tz € K, por convexidad de K.
Por la caracterizaciéon de proyeccion ortogonal como elemento que mi-
nimiza las distancias; ||z — y|| = min,ex {||z — v||}, para v;, para todo
t € (0, 1] tenemos:

0< —2t<x—y,z—y)+t2t<z—y,2—y>;

2<33—y,z—y) §t<z—y,z—y>.
Por tanto, haciendo tender t — 0:

(x —y,z—y) <0.

b) = a):
Para todo z € K:

lz—yl* =z — 2| =(z —y,z—y) — (z — 2,2 — 2)
=((z—y)+(z—2),(x—y) - (r - 2))
=Q2r—y—2z,2—1y)
=Q2r—y—y—2+y,z2—y)
=22 -2y,z—y)+ (—2+y,2—y)

2 —y,z—y) —(z—y,2—Y)

< —(z—-y,2—y) <0,

por hipétesis. Por tanto:
lz = yl* < o —21% Jle =yl < ||z — =],

para todo z € K, luego y es la proyeccion ortogonal de = sobre K.
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Lema 5.4.
Sea (H, (-, >) un espacto de Hilbert real y sea K C H un subconjunto cerrado,
convezo y no vacio. La aplicacion proyeccion ortogonal sobre K :

Pyx:H — K,
es no exrpansiva, es decir:
1Prec(z) = Pr ()| < ll= =yl
para todos x,y € H.

Demostracion: Por el lema anterior:

(x — Pg(x), 2 — Pg(z)
(y — Px(y),z — Px(y)

para todo z € K. En particular:

Por tanto:

=
&
!
>
S
|
8
!
s
;U
g

— Px(y))
= (Pg(y) — Px(x), Px(x) — Px(y)) — (x —y, Px(y) — Px(x));

(Pg(z) — Pk (y), Px(x) — Pr(y)) < (& —y, Px(z) — Px(y));

1P (z) — Pr(y)lI* = (Pr(z) = P ( ) w(z) = Pr(y))
(@ -

) —
Yy, Pr(z (y)>
|z =yl HPK( ) — P ()ll;

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Luego, si || Pk (z) — Pr(y)|| # 0, podemos cancelarlo:

1Pk (x) = Pr(y)l| < llz —yll,
y si | P (z) — Pr(y)] = 0:

1Pr(z) = Pr(y)| = 0 < [l —yl|.

61



Teorema 5.5 (Stampacchia).
Sea (H, (-, >) un espacio de Hilbert real y sea a : H x H — R una forma
bilineal continua y coerciva. Sea K C H un subconjunto cerrado, convexo y
no vacio. Entonces, para cada funcional lineal y continuo ¢ € H* existe un
unico elemento ug € K tal que:

a(ug,v —up) > ¢(v —up),

para todo v € K.
Ademds, si a es simétrica, u se caracteriza por:

%a(uo, ug) — d(ug) = iréllr(l {% a(v,v) — qﬁ(v)}.
Demostracion:
Existen constantes C, a > 0 tales que:

v Ja(z,y)| < C|z| ||y||, para todos z,y € H.

» a(z,7) > a|z||? = a(x,z), para todo z € H.

Podemos tomar a < C.
Por el teorema de representacién de Riesz-Fréchet (D.2), existe un tnico
f € H tal que:
p(v) = (f,v),
para todo v € H. Ademéds, ||f|| = [|¢|.
Por otra parte, para todo u € H, la aplicacion:

a, : H — R
v — a(u,v)

es continua por ser ¢ continua. Ademas, a,, es lineal, pues H es un espacio
de Hilbert real.

Entonces, nuevamente por el teorema de representacién de Riesz-Fréchet,
para todo u € H, existe un tnico Au tal que:

a(u,v) = (Au,v),

para todo v € H. Ademéds, ||Aul| = ||ay]|-
Se considera el operador en H:
A: H — H
u +— Au

Veamos que A es lineal:
Sean uy,ug € H, A1, A\a € R. Sea w = A(A\ u1 + A2 ug).
Para todo v € H:

(w,v) = a(A1ur + A uz,v) = A1 alug, v) + A2 a(us, v)
=\ <AU1, 1)> + Ao (AUQ, U) = <)\1 Auq + Ay Aus, ’U>.
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Por lo tanto, por la unicidad en el teorema de representaciéon de Riesz-
Fréchet:
A()\l UL + A9 ’UQ) =w = A\ Auy + Ao Aus.

Ademids, A verifica:

» Para todo u € H, [jay,(v)|| = [Ja(u,v)|| < C|ul| ||v|| para todo v € H;

[Au]l = [lau]| < C'lu]. (5.1)

s Para todo u € H:

(Au,u) = a(u,u) > o ||ul)?. (5.2)
En particular, A es continua.

Se trata de buscar ug € K tal que:
<A’U,0,’l} - ’LLO) Z <f,'U - U0>,

para todo v € K.

Lema 5.6.
Sea u € K. Son equivalentes:

a) (Au,v —u) > (f,v —u) para todo v € H.
b) u= Pr(pf—pAu-+u) para todo p > 0.
c) Eziste p >0 tal que uw= Pk (pf — pAu+u).

Demostracion:
Dados u € K, p > 0:

<A’LL,’U—U> > <f,v—u><:>p<Au,v—u>2,0(f,v—u>
< (pf—pAu,v—u) <0
Spf—-pAu+u—u,v—u) <0,

para todo v € K.
Esto equivale, por el lema 5.3, a que:

u=Pr(pf—pAu+u).
Con todo esto, podemos deducir la equivalencia entre los tres asertos. [
Para todo p > 0, se considera la aplicacion:
S, - H — H
u +— Pg(pf—pAu+u)
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Lema 5.7.
Eziste pg > 0 tal que la aplicacion S,, : H — H es contractiva.

Demostracion:
Para todos x,y € H, utilizando el lema 5.4:

1S0(x) = SpW)II* = 1P (p f — p Az + ) — Px(p f — p Ay +y)|°

<lpf-pAzta)—(pf—pAy+yl?
= [z = y) — p(Az — Ay)|?
=z =yl = 2p{z -y, Az = y)) + P* | A(z — »)[I”
<z —yl? = 2ap|lz —y|I> + C?p* ||z — y|?
= (1=2ap+C%) |lz -y,

donde hemos tenido en cuenta (5.1) y (5.2).

Busquemos pg >a0 tal que 1 — 2apg + C%p¢ < 1; 2apy — C?p3 > 0.

Tomemos pg = o con el cual:

202 C?%a? a?
L=2ap0+ o= 1= o+ g =1 G <L

O]

Hemos encontrado, pues, py para el cual S, es contractiva.
Aplicando el teorema del punto fijo de Banach (D.3), S,, tiene un tnico
punto fijo.
Sea ug dicho punto fijo; ug = Pr(po f — po Aug + ug). ug € K pues es la
proyeccién ortogonal sobre K de pg f — po Aug + uo.
Por el lema 5.6, ug verifica, para todo v € H:

a(ug,v — ug) = (Aug,v — up) > (f,v —ug) = (v — ug).

ug es el unico que lo verifica, pues si hubiera dos distintos, por el lema 5.6,
serian dos puntos fijos distintos de S,,.

Ademas, si a es simétrica:
a define un producto escalar en H.
Por el teorema de representacion de Riesz, existe un Unico g € H tal que
¢(v) = a(g,v) para todo v € H. Entonces:

a(up,v — ug) > ¢(v — up) = a(g,v — up),

para todo v € H. Aplicando entonces el lema 5.3, ug es la proyeccién orto-
gonal de g sobre K para el producto escalar a, es decir:

alg = uo,g — uo) = min{a(g — v, g —v)}.
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En otras palabras, ug minimiza la funcién:

K — R
v a(”?“)_2a(gvv)+a(gag)

Como a(g,g) no depende de v, minimizar la funcién anterior equivale a
minimizar:
K

—
v

o= =

(v, ) ~ alg,v) = 5 afv,v) — 6{0)
O

Teorema 5.8 (Lax-Milgram).

Sea (H, (-, >) un espacio de Hilbert real y sea a : H x H — R una forma
bilineal continua y eliptica. Entonces, para cada funcional lineal y continuo
¢ € H* existe un unico elemento ug € H tal que:

a(ug,v) = ¢(v),

para todo v € H.
Ademds, si a es simétrica, u se caracteriza por:

1 , (1

5 aluo, uo) = é(uo) = min { 5 a(v,v) = 6(v) }.
Demostracion:
Aplicando el teorema de Stampacchia al propio H, existe un tnico elemento
ug € H tal que:

a(ug,v — ug) > ¢(v —up), (5.3)

para todo v € H.
Ademss, si a es simétrica, u se caracteriza por:
7 )

%a(um ug) — ¢(uo) = min {% a(v,v) - ¢(v)}’

veH

Veamos que en (5.3) se da la igualdad:
Por el teorema de representacién de Riesz-Fréchet, existe un tnico f € H
tal que ¢(v) = (f,v) para todo v € H, y existe un tnico Augy tal que
a(ug,v) = (Aug,v) para todo v € H.
Entonces:

(Aug, v — ug) = a(ug,v — ug) > ¢(v —ug) = (f,v — o),
para todo v € H, y por el lema 5.6:

ug = P (f — Aug +ug) = f — Aug + uo; f = Auyp.
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Por tanto:

a(ug,v —ug) = (Aug,v — ug) = (f,v — ug) = ¢(v — up),

para todo v € H.
Esto equivale a que:

CL(U(), U) = ¢(U),

para todo v € H, ya que H es un espacio vectorial.
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Capitulo 6

Formulacion variacional de
algunos problemas de
contorno elipticos en
dimension N

En este capitulo se presentardn algunos ejemplos de problemas de con-
torno elipticos, para los cuales se estudiard la existencia y unicidad de solu-
ctones débiles.

6.1. El problema de Dirichlet homogéneo para ope-
radores de segundo orden elipticos

Sea 2 ¢ RY abierto, acotado y no vacio, y sea f: Q — R.
Se considera el problema:

(6.1)

—Au=f en
u=0 end?

Una solucion cldsica de (6.1) es una funcién u € C?(2) N C(Q) que
verifique la ecuacién en derivadas parciales y la condicion frontera.

Proposiciéon 6.1. B
Supongamos que f € L*(). Si u € C?(Q) es una solucion cldsica de (6.1),
entonces u € HY(Q) NC(Q) y verifica:

/QVU-Vv:/va,

para toda v € H(9).
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Demostracion:

Como u € C3(Q) y  es acotado, en particular u, Oju son continuas y acota-
das en Q, y por tanto, u, dju € L?(Q); u € H(Q).

Ademds, por ser u continua, u € H}(£2) por la proposicién 3.3.

Para toda ¢ € D():

N
/VU-W:Z/ajuaj@.
Q =179

Dado que:

/ Drudyp = — / (02 o,
Q Q

se tiene:

/wa,o:—é/@(a?ju>so=—/g<Au>so=/Qf¢.

Por densidad, se deduce que:

/QVU-Vv:/va,

para toda v € HE(Q). O
Esto motiva la siguiente:

Definicién 6.2.
Se dice que una funcién u € H} () es una solucién débil del problema (6.1),
con f € L*(Q), si verifica:

/QVU-VU:/va,

En estos términos, el teorema de Lax-Milgram (5.8) permite establecer
la existencia y unicidad de soluciones débiles:

para toda v € HE ().

Teorema 6.3.
Supongamos que f € L?(Y). Eriste una tnica solucion débil u € HE(Q) del
problema (6.1), que estd caracterizada por:

J(u) = in J(v),
= il 7

J(v) ::;/QHVQ;HQ—/Q]”U. (6.2)
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Demostracion:
Notemos antes de nada que H&(Q) es un espacio de Hilbert, pues es la ad-
herencia de un subespacio del espacio de Hilbert H'(€2).

Se definen la forma bilineal (simétrica) en H}(€):

o HNQ)x HNQ) — R
(v, w) —  JqVv-Vuw

y la forma lineal:
¢ : HMQ — R
v — Jo f

¢ es continua por la desigualdad de Holder:

1< [ 1501 < 1y Iolaey < W a Il oy
Veamos que a es continua y coerciva:

= Para todas v, w € H(Q):
N
a(v,w)| S/ Vv - Vuw| < Z/ |0;v 0jw|
Q j=1 Q

N
= Z 10095 wHLl(Q) < Z ||8J”HL2(Q) HaijLZ(Q)

7j=1 7j=1
bl !
< (S ola) (10w
j=1 j=1

< ol @) 1l @)

= Para toda v € H}(Q):

a(v,v) /Vv VU—Z/(?U ZH@UHLQ

Por la desigualdad de Poincaré para espacios H'! (teorema 3.6), existe
una constante C7 > 0 tal que:

ollo < & (3 Iowliay)

para toda w € H ().
Entonces:

=



Por lo tanto, por el teorema de Lax-Milgram, existe una tinica u € H{(Q)

tal que:
/Vu-VU—/fv,
Q Q

para toda v € H}(Q), y ademds se caracteriza por minimizar (6.2). O

En la proposicién 6.1 se vio que una soluciéon clasica es una soluciéon
débil. Surge la cuestion de si una solucién débil lo suficientemente regular
es una solucion clasica. La siguiente proposicion responde a esta pregunta.

Proposicién 6.4.
Supongamos que f € L2 (Q)NC(Q). Siu e HLQ) es una solucion débil de
clase C*(Q) NC(Q) de (6.1), entonces es una solucion cldsica.

Demostracion:

u € C(2), luego por la proposicién 3.3, u = 0 en 0.

Veamos que —Au = f:

/VU-V(p:/fgo.
Q Q
Para toda v € H} ().

Entonces, para toda ¢ € D(Q):

N
f :/vazz /aua,
/Q(p Q SO;QJJSO

/@uajcp: —/(Eﬁju) @Y.
Q Q

donde:

Luego:

/waz/QVu-Vsoz—é/{z(@fjuwz—/ﬂ(ﬁws@-

Entonces, por el teorema C.1, —Au = f casi siempre. Y como u € C3(Q) y

fecE), —Au=f. O

Se puede abordar un problema eliptico méas general:
Sea Q C RY abierto y acotado.
Sean a;; :  — R, 1 < 4,57 < N, funciones de clase C*(Q) N C(Q) que
verifiquen la siguiente condicion eliptica: existe una constante a > 0 tal

que:
N

Y ai(x) ziz > alzl, (6.3)

1,j=1
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Para todos z € RY, x € Q.
Sea cp : 2 — R una funcién continua en 2. Sea f : 2 — R. Se considera el
problema:;:

—Zgj:lai(aijaju)—i-mu:f en ) (6.4)
u=0 en o2 '

Una solucion cldsica de 6.4 es una funcién u € C2(Q) NC(Q) que verifica
la ecuacion diferencial y la condicion frontera.

Proposicién 6.5. Supongamos que f € L*(2). Siu € C%(Q) es una solucién
clasica de (6.4), entonces u € H}(Q) NC(Q) y verifica:

N
/Zaijajuaiv%—/couv:/fv,
Q Q 9]

i,j=1
1
para toda v € Hy(Q).

Demostracion:
Como u € C%(Q) y Q es acotado, en particular, u, Oju son continuas y aco-
tadas en Q, y por tanto, u, dju € L?(Q2); u € H(Q).

Ademsds, por ser u continua, u € H&(Q) por la proposicién 3.3.
Para todo ¢ € D(Q):

N N N
/QZa,-j(?ju&-tp: Z/QaijajuaiSOZ_ Z/Qai(aijaju)SOZ

ij=1 ij=1 Q=1
N
- —/ S 0i(as; ) ¢ Z/(f—cw)sO-
Q521 Q

Como las funciones a;j, ¢y son continuas en el compacto Q, estan acotadas.
Entonces, podemos aplicar la desigualdad de Holder y pasar al limite para
demostrar que:

N
/ Z a;j Oju0jv = /(f —cou)v,
Q55 Q
para toda v € H}(Q). O

Definiciéon 6.6.
Se dice que una funcién u € H} () es una solucién débil del problema (6.4),
con f € L*(R), si verifica:

N
/Zaijajuaiv—l—/couv:/fv,
Q; Q Q

7,7=1

para toda v € H(9).
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Se definen la forma bilineal en H}(€):

N
a(v,w) ::/ ( Z a;j @-v@-w—i—covw),
Q

ij=1

y la forma lineal en H}(€):

6(v) = /Q fo.

¢ es continua por la desigualdad de Holder.

Veamos que a es continua:
Para todas v, w € H}(Q):

N N
la(v, w)] g/ ) Z aijajv@-w%—covw‘ < Z / |aij(9jv81-w+/ |co v w|
@ ig=1 ij=179 Q

N
< Z HaiJ'HLoo(Q) HGJUHB(Q) Hajwum(ﬂ)

1,j=1

+leol oo 0y 101l 220y 10l 22

N

< 81 ([l 0l + 3 105000 0501
ij=1

=M HUHWM(Q) HwHWL?(Q)’

utilizando la desigualdad de Holder, donde:

) N
M = maX{HCOHLoo(Q)} U {HainLoo(Q)}z‘,jzl'

Como la norma de Sobolev es equivalente a la norma de Hilbert, se deduce
la continuidad de a.

Supongamos que ¢y > 0. Veamos que a es coerciva:
Para toda v € H}(Q):

N
a(v,v):/Q Zal-jﬁjv@iv+/gcov22/ﬂa||Vv|2

i,j=1

N N 2
—a Y [100P =a 3 [050]ae
j=179 j=1

por la propiedad eliptica (6.3). Por la desigualdad de Poincaré para espacios
H! (teorema 3.6), existe una constante C; > 0 tal que:

N 2
HwHHl(Q) <G (Z HaijiQ(Q)> g
j=1

72



para toda w € H} ().
Luego:

N
8]
a(v,v) >« Z H@‘UH;(Q) Z 02 H“Hi{l(n)'
=1

Entonces, igual que para el problema del laplaciano, se puede aplicar el
teorema de Lax-Milgram para demostrar la existencia y unicidad de solucio-
nes débiles. Ademas, si se verifica a;; = a;;, la forma bilineal a es simétrica,
y por lo tanto se puede caracterizar la soluciéon débil por minimizar el fun-
cional 3 a — ¢ en H}(Q).

Se podria considerar un problema eliptico més general:

SR o)+ S o= e
u=0 endf) '

donde a;j, bj,co : 2 — R, 1 <4, j < N son funciones continuas en Q, con ajj
de clase C%(Q2) y verificando la propiedad eliptica (6.3).
Se definen la forma bilineal en H}(€):

N N
a(v,w) = /Q ( Z aij6j08¢w+2bj8juv+covw>,
j=1

1,j=1

y la forma lineal en H{(9):

o) = [ fo

En general, a no es simétrica. Tampoco es en general coerciva. No obstante,
existe un resultado que proporciona una condicion necesaria y suficiente para
la existencia de soluciones, pero para demostrarlo seria necesario el teorema
de Rellich-Kondrashov, sobre la compacidad de las inyecciones de espacios
de Sobolev en espacios LP.

6.2. El problema de Dirichlet no homogéneo para
operadores de segundo orden elipticos

Sean 2 C RY abierto, acotado y no vacio, y f: Q — R, g: 0Q — R.
Se considera el problema:

{ —Au=Ff enQ (6.:6)

u=g enJf)

Una solucién cldsica de (6.6) es una funcién u € C2(Q) que verifique la
ecuacion en derivadas parciales y la condicién frontera.
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Supongamos que existe una funcién g € H'(Q) NC(Q) tal que Gloo = 9-
Se define:

Ky ={ve H(Q) /v—-ge H) ()} =g+ Hj(Q).

El conjunto K3 no depende de la extensién particular de g:
En efecto, si h € HY(Q) N C(Q) otra funcién tal que Elan = ¢, veamos que
K; = Kg:
Sea v € Kg; v es de la forma v = g+ w, con w € H} ().
Entonces, v = h + § — h + w, donde (§ — E)Ian
to, por la proposicién 3.3, g — h e H(Q); g — h+w € HQ). Luego
veh+ HY(Q) = K.
Analogamente, se prueba que K7 C Kj.

=g—g = 0y por tan-

Concluimos que el conjunto K3 depende tnicamente de g; Kz = K.

Por un procedimiento idéntico al de la proposicion 6.1, se concluye la de-
finicién apropiada de soluciones débiles para los problemas no homogéneos:

Definicién 6.7.
Se dice que una funcion u € K4 es una solucion débil del problema (6.6)

f € L3(R), si verifica:
/ Vu- Vv = / fu,
Q Q

Nétese que el conjunto Ky es un subconjunto de H(£2) cerrado, convexo
y no vacio, ya que es el trasladado del subespacio cerrado H}(Q) por la
funcién g, cuya existencia se supone.

para toda v € HE ().

Por el teorema A.3, si la funcién g es continua en 02, existe una extensién
suya g a RY de clase C°(RV\09). En particular, como € es acotado, esta
extensién pertenecerd a H2(f). En estas condiciones se puede probar la
existencia y unicidad de soluciones:

Teorema 6.8.
Supongamos que f € L?(Q) y que g es continua en 0S). Existe una tinica
solucion débil ug € ICy del problema (6.6), que estd caracterizada por:

J(up) = min J(v),

vely

donde: .
J(v) ;:2/Q||W||2—/qu. (6.7)
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Demostracion:
Consideramos el problema homogéneo:

{ —Au=f+Ag en{) (6.8)

u=0 en 0N}

Por el teorema 6.3, (6.8) tiene una tnica solucién débil uy € HE (), carac-
terizada por minimizar:

5@ =5 1997 = [ 7+ a9

Sea ug = Up + g; ug € K4. Se verifica:

{—AUo:—M—M:HA'g—Ag:Jf en 0
UQ‘89:ﬂ0‘89+§‘BQ:g en 09)

Entonces, ug es la tnica solucién débil del problema (6.6).
Ademds, para toda v € D(Q), si llamamos v = v + g, tenemos:

J(’ﬁ):é/ﬂ%ﬁ'ﬁ—/ﬂ(ﬁ@)a

3 [Ve-9-Y0-9- [(¢+80 -7
:J(v)+/g(;va-va’+§A§+f§)
_/(’5+§)A’§—/(V5+V§)-V§
9] Q
— )+ [ (F5-595-v9) - |

mg—/v%-vg,
Q Q

donde:

N N
vAg = /5827:— /8-58-~:—/V5-V~.
/Q g jz; Q _]jg ]z; Q J ]g Q g
Por tanto:
- ~ 1 __ __
T@ =30+ [ (1555 Va) (6.9)

Veamos que, por densidad, se verifica (6.9) para toda v € H{ (), siendo
vV=04g:
Sea (17)£2, una sucesién en D(f) convergente hacia ¥ en H'({2). Llamemos
v = U, + g; (v)2, converge hacia v en H'(Q).
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Entonces, utilizando la desigualdad de Holder:

‘/Vﬁl-V@—/Vﬂ-V’ﬁ
Q Q

g/ V& - V5, — Vi - VU + V5 - Vi — Vi - V7
Q

< [ (Ivai- (93 = Vi) +|(vai - va - 3])

N
< Z (/ |0;01 (050, — 0;01)| +/ (951 — 3]'171)8]-’6])
j=1 N8 Q
N
<. (105811 2(0y + 1952 2y ) 1591 = D52 2y D

—_

<

ya que la sucesién (9;7;)%°, estd acotada en L?(f2) por ser convergente.
Andlogamente, se prueba que:

— 0.
l—0o0

‘/VU;-VU;— Vv - Vo
Q Q

También, por la desigualdad de Holder:

‘/Q(erAg)ﬂl—/Q(f+Ag)5

< [ 17+l 5= 7] < 1 + A0l 0 10571 = 957 oy 0

=00

y analogamente:

— 0.
=00

/val_/ﬂfv

J(0) — J(®) y J(v) — J(v).

l—00 l—o00

Por lo tanto:

Entonces, se deduce (6.9) para v.

Como:
1
/(fg—2Vg'Vg),
Q

no depende de v, que Uy minimice J equivale a que uy minimice J.
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6.3. El problema de Neumann homogéneo para
operadores de segundo orden elipticos

Sea Q C RY abierto, acotado de clase C', y sea f: Q — R.
Se considera el problema:

{ —Au+u=f enf

Gu=0 endQ (6.10)

donde % =n - Vu es la derivada normal exterior de u en 0f).

on

Una solucién cldsica de (6.10) es una funcién u € C2(Q) N CH(Q) que
verifica la ecuacién en derivadas parciales y la condicion frontera.

Recordemos la identidad de Green:
Dadas u € C%(Q), v € C}(Q), se verifica:

/Q(Au)v: o an /Vu Vo. (6.11)

Proposicién 6.9.
Supongamos que f € L*(Q2). Siu € C*(Q) es una solucion cldsica de (6.10),
entonces u € HY(Q) y verifica:

/Vu-Vv+/uv:/fv,
Q Q Q

para toda v € H(Q).

Demostracion:
Como u € C3(Q) y Q es acotado, en particular u, dju son continuas y acota-
das en ), y por tanto, u € H ().

Para toda v € C1(Q) NC(Q):
Por la férmula de Green:

/fv——/ (Au) v—i—/uv—/Vu Vv—/(mv%-/
:/QVu'Vv—i-/qu.

Entonces, para toda v € H(Q):
Por el corolario 2.6, existe una sucesién (v;)7°, en D(RY) tal que:

T
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Dado que vy, € CH(Q)NC(Q) para todo I € N,

N
’/QVU-V(UIQ—’U)’ = ‘/QVU-V(UZ—’U)’ <]§::1/Q|8]u| |8jv1—8jv|

N
< > 195ull 2y 1850 = 050 12y 2 0.
j=1

|t =) =] [ wtoi—o) zuuup o=l

‘/Qf(vzQ

Luego:

/Vu-Vv—i—/uv: 11'm/Vu~Vvl+11’m uv = hm/fvl /fv.
Q Q =0 Jo l—00 l—o0

Definicién 6.10.
Se dice que una funcion uw € H'(Q) es una solucién débil del problema
(6.10), con f € L?(2), si verifica:

/Vu-Vv+/uv:/fv,
Q Q Q

‘/f Ul—v ZHme [or = UHLQ(Q 00

para toda v € H(Q).

Andlogamente al problema de Dirichlet, se demuestra la existencia y
unicidad de soluciones débiles por el teorema de Lax-Milgram (5.8):

Teorema 6.11.
Supongamos que f € L?(Y). Eriste una tnica solucion débil u € H*(Q) del
problema (6.10), que estd caracterizada por:

J(u) = J
()= ity T

donde:
J(v) ;:;/Q(WUHQHQ)—/QJCU. (6.12)
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Demostracion:
Se definen en H(Q):

a(v,w) ::/QVU-Vw—i-/va, o(v) ::/va.

¢ es continua por la desigualdad de Holder.
a también es continua:
Para todas v, w € H'(Q):

N
Ia(ww)lé/IVv'leJr/\fv\SZ/\ajvaij/\fv\
Q Q oJe Q

N N
=> 1850 05| 110 + > [owl]] 1 g
j=1 =1
N

|
=1

N
< }OJUHL%Q) Haijm(m + Z HUHL2(Q) HwHL2(Q)
j j=1
N N
< (1050l + ol ) (1050 + Nl
j=1 Jj=1

= H”HWL?(Q) HU’HWL?(Q)'

a es también simétrica. Veamos que es coerciva:
Para toda v € H'():

a(v,v):/QVU-VU—F/QvZ:jé/Q(ﬁjv)Q—i—/QUQ

N
=S 110503 aey + ol = 0ll51 -
j=1

Por lo tanto, por el teorema de Lax-Milgram, existe una tinica v € H'(£2)

tal que:
/Vu'Vtw—/uv:/fv,
Q Q Q

para toda v € H*(Q), y ademds se caracteriza por minimizar (6.12). O

Nota: en el problema (6.10) es necesario que aparezca el término u en la
ecuacion diferencial para que la forma bilineal sea coerciva, ya que al ser el
espacio de definicién de las soluciones débiles H'(£2), no se puede aplicar la
desigualdad de Poincaré. El método es igualmente valido para la ecuacion
—Au+Au=f, con A > 0.
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6.4. El problema biarmoénico homogéneo

Sea Q C RY abierto, acotado de clase C!, y sea f: Q — R.
Se considera el problema:

A(Au)=f en

u=0 endQ (6.13)
g—ﬁ:() en 0f)

Una solucion cldsica del problema (6.13) es una funcién u € C*(Q) N
CH(Q) que verifique la ecuacién en derivadas parciales y las condiciones fron-
tera.

En el estudio del problema Dirichlet homogéneo, el espacio apropiado
para definir las soluciones débiles era el espacio H&(Q), por la caracteriza-
ciéon de anulacion en la frontera. En los siguientes resultados, ademas de
establecer la igualdad que debe verificar una solucion débil, se demostrara
que el espacio en donde se verifican las dos condiciones frontera homogéneas
(para funciones continuas) es HZ ().

Proposiciéon 6.12.
Supongamos que f € L*(Q). Siu € C*(Q) es una solucion cldsica de (6.13),
entonces u € H?(2) N HL(Q) NCL(Q) NC(Q) y verifica:

| auav= | fo

para toda v € H3(Q).

Demostracion:

Como u € C*(Q) y Q es acotado, u y sus derivadas parciales hasta el cuarto
orden son continuas y acotadas en €, por tanto, u € H*(Q2), en particular
u € H%(Q). Por la condicién frontera u = 0 en 9Q, u € H} ().

Ademas, para toda ¢ € D(Q):
[ o= s,
Q Q

N

A(Au) = ﬁ: afi(z aﬁju).
i=1

J=1

donde:

Tengamos en cuenta que:

2 42 _ 2 92
/Qaiiajjw_/gajjuawp.
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Entonces:

N N N N
o= [ XS e = [ 32 auote

i=1 j=1 i=1 j=1

N N
:/Zaﬁju Z@%@z/AuAcp.
=1 i=1 Q

Por tanto, para toda v € HZ(£):
Existe una sucesién (v;)72, en D() tal que:

— 0.

[ _UHWQ»Z(Q) oo

Entonces:

N N
’/AuA(vl—v)’ S/ ‘Z@iu ‘Z(@?jvl—afjv)
@ i1 j=1
N N
< ZZ/Q@%M 1620, — 20

i=1 j=1

N
< Z Haz%'“HL?(Q) H&fjvl _8323'”HL2(Q) o 0,
ij=1

N
[ 0= 0] € oWl =l 20

Luego:

/AuAv: Iim [ Auluv = h'm/fvl:/fv.
Q =0 J =0 Jo Q
O

Se demostrard ahora que una funcién de H3 () lo suficientemente regular
y continua en ) verifica la condicién frontera de Neumann homogénea:

Lema 6.13.
Siu € HE(Q), entonces, para todo j < N, d;u € H} ().

Demostracion:
Existe una sucesién (u;)?°; en D() convergente hacia u en H?(£2). Veamos
que (9;u;)§2, converge hacia dju en H(Q):

N
185w — 3JUHW172(Q) = || 95w — aj“”L?(Q) + Z Haizjul - aizjuHL?(Q)
i=1

< lu— ——0.

ulHWZ?(Q) oo

Por tanto, ;u € H} (). O
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Corolario 6.14. 5
Siu € H3(Q)NCLQ), entonces, 8731 =0 en 0N.

Demostracion:
Se tiene que dju € HJ () para todo j < N.
Por la proposicién 3.3, dju = 0 en 92 para todo j < N. Por tanto:

ou
— =n-Vu=0,
on
en 0f). O
Por lo tanto, el espacio adecuado para estudiar la existencia y unicidad
de soluciones débiles por el teorema de Lax-Milgram es el espacio HZ(€2).

Definicion 6.15.
Se dice que una funcion u € HZ()) es una solucién débil del problema
(6.13), con f € L*(R), si verifica:

/QAuAv:/va,

para toda v € H3(Q).

Teorema 6.16.
Supongamos que f € L?(Y). Eriste una tnica solucion débil u € HE(Q) del
problema (6.10), que estd caracterizada por:

J(u) = in J(v),
= il 7

donde: )

J() =+ / (Av)2 — / fo. (6.14)

2 Ja 0
Demostracion:
HZ(9) es un espacio de Hilbert, pues es la adherencia del subespacio D({2)
del espacio de Hilbert H?().
Definamos en H3(Q):
a(v,w) = / AvAw, ¢(v) = / fo.
Q Q

¢ es continua por la desigualdad de Holder.

a es simétrica. Veamos que es continua:
Para todas v, w € HZ(Q):

la(v,w)| < ‘/QA“ Aw‘ S HAUHL2(Q) HAwHL2(Q) < H“HW?@(Q) HwHWM(Q)‘

Veamos que a es coerciva:
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Lema 6.17. Sean v,w € HZ(SY). Entonces:

/AvAw— 2/621)82

t,j=1

Demostracion:
Para toda ¢ € D(Q):

/AUA(/D— /82v8]g0——2/810<9mcp—
Q
2,7=1

1,7=1 2,J=1

/ 6»2jv 83]-@

Por tanto, para w € HZ(Q):
Existe una sucesion (w;);2; en D(Q2) tal que:

[ — wHWw(Q) o0

Entonces:

‘/QAU A(wl —w)‘ < HUHLQ(Q) le _wHLQ(Q)

< [lollwez) o =wllyazio) 52 0

N
‘/82@3 )‘ < Z HainUHH(Q) 07w — wHLQ(Q) oo 0-

Luego:

N
w =Y /Qai?jvafjw

AU Aw = hm Av Aw; = hm / 8-2]-1) 8%
i, i,j=1

l—00

Por lo tanto, para toda v € HZ(€):

a(v,v) /A’L)AU— 2/8%02 (6.15)

i,j=1

Lema 6.18.
Eriste una constante C* tal que para toda v € H3(Q):

N
HvHiﬂ(Q) <c Z Hal?jv“i?(ﬂ)

4,j=1

Nota: este resultado permite demostrar una propiedad andloga a la desigual-
dad de Poincaré para el espacio Hg(Q) Por un procedimiento recursivo, se

demostrarfa para todos los espacios Hg*(€2), con € acotado.
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Demostracion:
Por la desigualdad de Poincaré para espacios H' (teorema 3.6), existe una
constante C] tal que:

N
ol < €1 ( Lloseling)

para toda w € H} ().
Entonces, para todo i < N, por el lema 6.13, d;v € HE(Q). Por tanto:

N[

N
HaivH?{l(Q) <t Z Haizj”Hi%Q)

j=1
Luego:
N i )
ol = ol + 2= D 1050l 2
i=1 j=1
al 2 al 2
<0y 10:0]| 720 + > 10501112 @
i=1 ij=1

N N N
<0y’ 2012 Z HaZ?jUHi?(Q) + H%”Hi?(ﬂ)

1,7=1

1+ ZH ”H;(g)'

i,j=1

Aplicando este ultimo lema a (6.15), obtenemos:

0= 3 [0 = 3 1980 2 s Il

1,7=1 7,7=1

Por lo tanto, por el teorema de Lax-Milgram, existe una tnica u € H*(£2)

tal que:
/Vu-Vv—i—/uv:/fv,
Q Q Q

para toda v € H'(R), y ademds se caracteriza por minimizar (6.14). O
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Apéndice A

Resultados previos sobre la
topologia de RV

Teorema A.1 (Versién C* del lema de Urysohn).
Sean K C RN compacto y V. C RN abierto tales que K C V. Eziste una
funcion ¢ € C®(RY) tal que:

= 0<C<1,

m (=1len K,

» (=0en RV\V.
Se escribe K < ( < V.

Teorema A.2 (Particiones de la unidad). [3]

Sea {U;}ier una familia arbitraria de subconjuntos abiertos de RN y sea
Q = U,cr Ui. Entonces, existe una familia {1;}ic; de funciones de D(Q)
verificando:

i) Sop(v;)) CU; Viel.
i) 0 < <1Viel
i) Yo i =1.
w) La familia de conjuntos {{x € Q /v;(x) # 0}}iel es localmente finita,
es decir, la familia de indices {i € I /{x € U; / ¥i(x) # 0}} es finita.

Se dice que {1; }icr es una particién de la unidad (i) de 2 localmente
finita (iv) subordinada al recubrimiento {U;}icr (3).

Teorema A.3 (Whitney). [6]
Sea F C RN cerrado y sea f una funcion real definida en F. Si f es continua,
eriste una extension f de f a RN continua en RV\F. De hecho, se puede
tomar f de clase C* en RN\ F.
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Apéndice B

Resultados previos sobre
espacios L? y sobre
convoluciones

Teorema B.1 (Young). [1]

Sean f € LY(RN) y g € LP(RN), p € [1,00]. Entonces, su producto de
convolucion f * g estd bien definido casi siempre en RN, f+g e LY(RY), y
ademds:

Hf*gHLP(]RN) S HfHLl(RN) HgHLP(]RN)'

Teorema B.2 (Sucesiones regularizantes). [1]
Sean f € LP(RN), p € [1,00). Sea (p;)°, una sucesién regularizante, es
decir, una sucesion (pl) ©, en D(RY) tal que:

- SOp(pl) - B(07 %)7
. fRN pr=1,
para todo | € N. Entonces, (p; * f){2, converge hacia f en LP(RN).

Teorema B.3 (Densidad de D(Q2) en LP(Q)). [1]
Sea Q C RN abierto. D(Q) es denso en LP(Q) para todo p € [1,00).

Teorema B.4 (Separabilidad de LP(12)). [1]
Sea Q C RN abierto. LP(Q) es separable para todo p € [1,00).

Teorema B.5 (Desigualdad de Holder generalizada). [1]
Sean {p;}¥_, exponentes de [1, 0] tales que:

k
1
;7
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Sea f; € LPi(Q) para todo i < k y sea f = Hle fi- Entonces, f € LP(Q) y:

k
HfHLP(Q) < H HfiHLpi(Q)'
i=1

Teorema B.6 (Desigualdad de interpolacién). [1]
Sea Q C RN abierto no vacio. Sean p,q € [1,00] conp < q y sear € (p,q).
Entonces, LP(Q2) N L9(Q2) C L"(2). Ademds, si A € (0,1) es tal que:

1

A 1=2A
=4
p

)
q

<

entonces, para toda f € LP(Q) N LI(Q):

A —-A
172y < I 10 2ty < 17 2oy + 1 ooy
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Apéndice C

Resultados previos sobre
distribuciones

Teorema C.1. [3]
Sea f € L} (Q) tal que para toda ¢ € D():

loc
/fcp:().
Q

Teorema C.2 (Regla de Leibniz para producto de funcién por dis-
tribucién). [3]
Sean u € D'(Q) una distribucidn y sea a € C*(Q). Entonces:

Entonces, f =0 casi siempre.

Oj(au) = djau+ adju.

Teorema C.3 (Derivada distribucional de la convolucién). [3]
Sean u,v € D'(RY) dos distribuciones tales que para todo K C RN compac-
to:

{(x,y) € Sop(u) x Sop(v) / x+y € K},

es compacto (lo cual ocurre si u o v tiene soporte compacto). Entonces, la
convolucion de distribuciones u x v estd bien definida, y ademds, para todo
a € NyV:

0% (u*v) = (0%) xv = u* (0%).
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Apéndice D

Resultados previos sobre
espacios métricos, normados

y de Hilbert

Teorema D.1 (Consecuencia del teorema de Hahn-Banach).
Sea E un espacio normado y sea M un subespacio no denso de E. Seax € E.
Son equivalentes:

a) v ¢ M.

b) Eziste un funcional lineal y continuo f sobre E tal que f(x) # 0 y
f|M =0.

Teorema D.2 (de representacién de Riesz-Fréchet). [1]
Sea H un espacio de Hilbert y sea ¢ € H* un funcional lineal y continuo.
Eziste un dnico f € H tal que:

¢(x) = (f, ),
para todo x € H. Ademds, ||f|| = ||ol-

Teorema D.3 (del punto fijo de Banach - principio de la contrac-
cién). [5]

Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea f : X — X una aplicacion
contractiva, es decir, tal que existe una constante ¢ € (0,1) tal que:

d(f(x), f(y)) < cd(z,y),

para todos x,y € X. Entonces, f tiene un unico punto fijo, es decir, existe
un unico xg € X tal que f(xg) = xo.
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