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Capitulo 1

Introduccion.

El Premio Princesa de Asturias de Investigacion Cientifica y Técnica vol-
vio a ser otorgado, tras muchos anos, en el ambito matematico. Este premio,
representante de contribuciones importantes a la humanidad en los campos
cientifico y tecnoldgico, fue concedido en 2020 a los matematicos Ingrid Dau-
bechies, Yves Meyer, Emmanuel Candes y Terence Tao. Los dos primeros
fueron galardonados por sus importantes aportaciones a la teoria de wa-
velets, fundamentales en el procesamiento de datos. A su vez, Emmanuel
Candes y Terence Tao recibieron el premio por su aportacién al ambito de
compresién de senales con una nueva técnica bautizada como Compressed
sensing o deteccion comprimida, objeto de estudio de este trabajo.

En los ultimos anos, los avances en compresion de datos han sido de vital
importancia. Esto es debido a que la cantidad de informacion y de datos se
ha multiplicado de forma significativa por el uso de internet y el desarrollo
y demanda de contenido multimedia, entre otras razones. Por ello, surge la
necesidad de investigar nuevas técnicas de compresién que nos permitan al-
macenar y transportar senales de forma eficiente y sin pérdida de informacion
en el proceso.

El método clasico de reduccion de la dimensién en tratamiento de da-
tos es el andlisis de componentes principales (PCA). Se trata de una técnica
que permite transformar matrices de gran dimensiéon en otras que contie-
nen informacién més condensada, facilitando la busqueda de patrones o la
visualizacién de los datos. Sin embargo, este método presenta una serie de
desventajas, entre ellas el hecho de que las direcciones finales de las proyec-
ciones dependen de los datos originales. Esta dependencia puede ocasionar
problemas si queremos anadir datos al estudio, aunque sea en una cantidad
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pequena, puesto que seria necesario calcular de nuevo las componentes prin-
cipales. Esto hace que se trate de un método computacionalmente costoso en
grandes dimensiones. Por ultimo, el PCA requiere un acceso total a los datos
iniciales, acceso que en algunos casos puede estar restringido de tal forma
que solamente se muestren unos pocos datos en cada periodo de tiempo.

Para salvar las desventajas mencionadas anteriormente, surge la técnica
del compressed sensing, que fue introducida entre 2005 y 2006 por Candes y
Tao [1] y por Donoho [2].

Supongamos que queremos almacenar una senal de gran dimensién como
por ejemplo una imagen o una senal de audio. En lugar de tomar grandes
cantidades de datos para seguidamente desechar la mayor parte de ellos en su
compresion, el compressed sensing requiere solamente una pequena cantidad
de medidas repartida de forma aleatoria y permite reconstruir la senal original
sin apenas pérdida de informacién en el proceso. A partir de ahora se hablard
de senales dispersas, lo que se refiere a senales con un nimero pequeno de
entradas no nulas. El compressed sensing asume la dispersion de la senal
en una base determinada. La sefal original € R? es K-dispersa en alguna,
base si su representacién en dicha base presenta K < d entradas no nulas.
Matricialmente, escribimos

z=U«

siendo « la representacién dispersa de x en la base formada por las columnas
de la matriz U € M%4(R). Como se ilustra en la figura (1.1), el vector de
mediciones y € R"”, con K < n < d viene dado por la expresion

y=Wz (1.1)

donde W € M™%(R) es la matriz de compressed sensing. La eleccién de esta
matriz es un aspecto clave del proceso, que abordaremos en la el capitulo 4. La
opcion mas habitual es tomar una matriz de proyecciones aleatorias, en cuyo
caso las entradas de W son variables aleatorias siguiendo una distribucién
normal o de Bernoulli.



Figura 1.1: Esquema inicial del compressed sensing

Teniendo la informacion adicional de que la senal x es dispersa en cierta
base formada por las columnas de una matriz U, podemos reconstruirla a
partir de (1.1). Asi, el objetivo es encontrar el vector av més disperso posible
que cumpla

y=Wzx=WUa,

como se muestra en la figura (1.2). Ademads, denotando por Z a la matriz
Z = WU obtenemos el sistema representado en (1.3).
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Figura 1.2: Esquema de compressed sensing tomando una expresion dispersa
a de z en la base formada por las columnas de U.
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Figura 1.3: Esquema final del compressed sensing.

El sistema anterior es indeterminado, puesto que hay infinitos vectores «
que satisfacen la condicién pedida. La solucién méas dispersa entre todas las
posibles la encontramos resolviendo el siguiente problema de optimizacién

argminl|a||o tal que y = WU« (1.2)

donde definiremos ||.||o como el nimero de entradas no nulas de un vector.
Veremos en el capitulo 5 que el problema (1.2) es no convexo, y en gene-
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ral solamente podemos encontrar la solucién recorriendo todas las posibles
opciones. Este problema es computacionalmente intratable. Es por esto que,
probaremos que bajo ciertas condiciones sobre la matriz W o la matriz WU,
es posible relajar el problema de optimizacién (1.2) a un problema convexo
de minimizacién en I

argminlja||; tal que y = WUa.

Un problema convexo se puede resolver mediante métodos numéricos clésicos.
Estudiaremos el descenso por coordenadas, con el cual podremos recuperar
a completando asi el proceso de compressed sensigng.

1.1. Objetivos y estructura.

El objetivo de este trabajo es describir y estudiar en detalle las distin-
tas etapas de desarrollo del compressed sensing. Ademads, se programara el
proceso mediante R y se propondran algunos ejemplos de recuperacion de la
senal en imagenes.

El trabajo se estructura de la siguiente forma. En primer lugar se in-
troducira la técnica del andlisis de componentes principales, que es uno de
los antecedentes del compressed sensing. Seguidamente se propondran en el
capitulo 3 dos opciones de construcciéon de matrices ortogonales que permitan
expresiones dispersas de la senal. En el capitulo 4 se estudiaran las propieda-
des de las matrices de proyecciones aleatorias, para proponer en el capitulo
5 un problema de minimizacién cuya resolucion permita recuperar la senal
dispersa. Ademas, se estudiaran una serie de condiciones que debe cumplir
la matriz de compressed sensing para poder relajar el problema de optimiza-
ciéon a un problema convexo. En ltimo lugar, en el capitulo 6 se estudiard
el método del descenso por coordenadas para la resolucion del problema de
minimizacion convexo y finalmente se mostraran los resultados obtenidos en
la programacion del proceso.
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Capitulo 2

Antecedentes del Compressed
Sensing: PCA.

2.1. Introduccion.

El andlisis de componentes principales (PCA) es una técnica de reduccién
de la dimension muy utilizada en campos como el procesamiento de imégenes
o el tratamiento de datos. Se trata de una técnica que utiliza una transfor-
macién ortogonal para convertir un conjunto de observaciones posiblemente
correlacionadas en un conjunto de variables sin correlacion llamadas compo-
nentes principales. El nuevo conjunto es de dimension mucho menor que el
inicial, lo que es de gran utilidad cuando tratamos con grandes cantidades
de datos. Supongamos que queremos comprimir m vectores 1,...x,, € R? de
forma que los vectores comprimidos sean de dimensién n < d. Podemos reali-
zar la compresién mediante una matriz ortogonal W € M™4(R) de tal forma
que se envie cada vector x € {z1, ...,z } en el vector comprimido v € R”

z—v=Wa.

Seguidamente, la descompresion se lleva a cabo mediante otra transformacion
de matriz U € M®*(R), teniendo

v=Wr—z=Uv=UWzg.

Veremos mas adelante que esta transformacién esta definida de manera
que la primera componente principal, que sera la primera columna de la
matriz U, tiene la mayor varianza posible. Cada una de las columnas, o
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componentes principales sucesivas tendra a su vez la mayor varianza posible
bajo la condicién de ortogonalidad con las componentes anteriores.

Un aspecto muy interesante es que el conjunto de vectores obtenido tras
el PCA constituye una base ortogonal, que se utiliza en diversos textos, como
en [11] para lograr la dispersién necesaria en en desarrollo de la técnica de
compressed sensing.

2.2. Interpretacion geométrica.

[lustremos en qué consiste el PCA con un ejemplo en dos dimensiones.
Supongamos que tenemos un conjunto de observaciones en R2. El vector que
define la primera componente principal (PC1) sigue la direccién en la que las
observaciones varian mas. La proyeccién de cada punto sobre esa direccién
equivale al valor de la primera componente para dicho punto.

Wariable 2

\arizble 1

Figura 2.1: PCA en dos dimensiones

La segunda componente (PC2) sigue la segunda direccién en la que los
datos muestran mayor varianza y que no esta correlacionada con la primera
componente. La condicién de no correlacién entre componentes principales
equivale a decir que son ortogonales, por lo que como estamos trabajando
en dimensién 2 tenemos que los vectores de PC1 y PC2 forman una base
ortogonal de R2. En el caso de aplicar el andlisis de componentes principales
en un espacio de dimensién mayor, las componentes se ordenan de mayor a
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menor cantidad de varianza reflejada.

El proceso de PCA identifica aquellas direcciones en las que la varianza
es mayor. Por lo tanto, como la varianza de una variable se mide en su misma
escala elevada al cuadrado, si antes de calcular las componentes no se estan-
darizan todas las variables para que tengan media 0 y desviacién estandar 1,
aquellas variables cuya escala sea mayor dominaran al resto. De ahi que sea
recomendable estandarizar siempre los datos.

2.3. Base tedrica.

Veamos a continuaciéon dos interpretaciones equivalentes del PCA que
podemos encontrar en [3]. La primera construccién se realiza mediante la
minimizacion del error entre los datos originales y su reconstruccién impo-
niendo la condicién de ortogonalidad en la transformacién, mientras que la
segunda procede mediante la maximizacion de la varianza explicada por cada
componente.

El motivo por el que desarrollamos las dos contrucciones es que en la pri-
mera aseguramos que el error cometido en la transformacion pequeno, y por
otra parte la segunda proporciona la base para entender el proceso geométri-
camente.

2.3.1. PCA como minimizacién del error.

Consideramos m observaciones, 1, Zs, ..., T, vectores de R¢ con m >
d. Queremos reducir la dimensién de los vectores anteriores mediante una
matriz W € M™4(R), n < d correspondiente a una transformacién lineal.
Buscamos también la matriz de descompresién U € M%"(R) de tal forma que
se minimice el error entre el vector original y el recuperado tras el proceso,
es decir, para cada = € {x1, ..., 2,,} queremos resolver el problema

argmin |z — UWz|3. (2.1)
UeMdn (R),WeM™d(R)

El siguiente lema muestra que la soluciéon al problema anterior se da
cuando U es ortonormal y W su matriz traspuesta.
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Lema 2.3.1. Sea (U, W) una solucién de (2.1). Entonces las columnas de U
son ortonormales, es decir UTU es la identidad de dimension n, y W = UT.

Demostracion. Fijamos U y W cualquiera y consideramos la aplicacion x —
UW x. El subespacio Im = {UWx : x € R?} es un subespacio de R? lineal por
ser imagen de una aplicacion lineal, y tiene dimension a lo sumo n. Elegimos
una base ortonormal {vq, vy, ..., v, } del subespacio imagen, y consideramos la
matriz V € M®%"(R) cuyas columnas son los vectores v, i = 1, ..., n. Tenemos
que VIV = I y cada vector & en Im se puede expresar como & = Vy con
y € R™. Entonces, para todo € R? e y € R" tenemos

|z —Vyll3 = (- Vy) ' (xz—Vy) = (" —y"V)(z - Vy) =
z))* +y"VIVy = 2¢" VT2 = ||z|* + [ly|]* — 2y (VTz). (2.2)

Minimizamos la expresion anterior igualando el gradiente respecto a y a 0
obtenemos que y = V2. Por lo tanto para todo = tenemos que

VVIie = argmin||z — z|l3. (2.3)

zelm
y podemos sustituir U, W por V', V7 puesto que para todo (U, W) se verifica
lz = VVTa[f} < |lo — UW]f3.
O]

Utilizando el lema anterior, reescribimos el problema de optimizacién
(2.1) de la siguiente forma

argmin ZH% UUT z|3. (2.4)
UeMdn(R):UUT=I ;=

Simplificando la expresién, se verifica que para todo = € R?
|z —UU |]? = (¢ — UUT ) (v — UUT 2)

= (27 —2"UU")(z — UUT2) = ||z||* — 227 UU 2 + 2T UUTUUT 2
= ||z|* = 2TUUTx = ||z|* — tr(UT 22" V),

donde el operador tr denota la traza de la matriz, es decir la suma de los
elementos de su diagonal principal.
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El problema de optimizacién (2.4) es por lo tanto equivalente a

argmin ZHleZ —tr(UT 22l U) (2.5)
UeMEn(R):UUT=I ;.|

y puesto que Y ;" ||z;||* no depende de la matriz U y la traza de una

matriz es un operador lineal escribimos

argmaz  tr(UT Z zixl U)
UeMdn(R):UUT =1 -

Sea A = Y xx]. A es simétrica, por lo que por la versién real del
teorema espectral para operadores simétricos podemos descomponerla como
A =VDVT donde D es diagonal y VIV = I. Los elementos de la diagonal
de D son los autovalores de A y las columnas de V los autovectores correspon-
dientes. Asumimos sin pérdida de generalidad que D11 > Dos > ... > Dgqy
como las entradas de A son mayores o iguales a 0, A es semidefinida positiva
con lo que Dgq > 0.

Veamos en el siguiente resultado que la solucién al problema (2.4) es la
matriz U cuyas columnas son los n autovectores de A correspondientes a los
n mayores autovalores.

P d A4 _Nm T
Teorema 2.3.2. Sean 1, %, ..., T, vectores arbitrarios de R*, A =" | x;x;

Y sean uq, ..., u, n autovectores de la matriz A correspondientes a los n ma-
yores autovalores. Entonces la solucion al problema de optimizacion (2.4) es
la matriz U cuyas columnas son wuy, ..., Uy.

Demostracion. Sea VDVT la descomposicién espectral de A. Fijamos una
matriz U € M%*(R) con columnas ortonormales y la matriz B = VTU.

Tenemos VB =VVIU =U, y
UTAU = B"VTVvDVTVB = B'DB,

con lo que
d n

r(UTAU) = Z D, Z

Tenemos que 2?21 > iy B, = n, puesto que B"B = UTVVTU = UTU =
I. Ademés, si tomamos otra matriz B € M%(R) tal que las primeras n
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columnas son las columnas de B y tal que BTB = I tenemos Zle l—?fZ =1,
lo que implica que Y 7', BJQZ < 1. Por consiguiente, tenemos

d
tT(UTAU) < max Z Dj,jﬁj‘
1

- BelI Bl <n =

Se comprueba facilmente que el lado derecho de la desigualdad es igual
a Z;;l D ;. Hemos probado que para toda matriz U con columnas ortonor-
males se cumple que tr(UTAU) < Z?Zl Dj ;. Si tomamos U la matriz cuyas
columnas son los n mayores autovectores de A obtenemos la igualdad, con lo

que se concluye la prueba.
m

A los vectores uyq, ..., u, se les conoce con el nombre de componentes prin-
cipales. Toda senal de entrada Z se puede expresar como combinacién lineal
de estas n componentes de forma que:

ZJ = qblul + ...+ anun
Escribiendo esta expresién componente a componente tenemos:
Zi = QrU1; + oo+ O il

Los coeficientes ¢; ; reciben el nombre de loadings o pesos, e indican la im-
portancia que tiene la entrada j de la componente principal ¢ sobre nuestra
senal Z.

Observacién:

Sabemos que la matriz de covarianzas de un vector x puede calcularse como

donde pp = L 377" z;.
Puesto que estamos trabajando con datos centrados, esta matriz S sera

1 m
S:E;I?,

que es la matriz A considerada en el teorema (2.3.2) multiplicada por una
constante 1/m. Esto muestra que para datos centrados las componentes prin-
cipales se obtienen calculando los autovectores de la matriz de covarianzas.
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2.3.2. PCA como maximizacion de la varianza.

En la observacion anterior se introduce otra interpretacion del andlisis de
componentes principales como maximizacién de la varianza, que se detalla a
continuacion. Esta segunda interpretacion consiste en que dados xq, ..., x,, €
R? y otro vector aleatorio z con la misma distribucién que 1, ..., Z,, v con
E[z] = 0, queremos encontrar un vector unitario w € R? tal que la variable
aleatoria (w,x) tenga varianza méxima.

Buscamos resolver el problema

m

1
argmazxVar[(w, x)] = argmazr— Z((UJ, z;))*.
wf|wl|=1 wil|wl|=1 T 5=

Utilizando que para todo vector unitario w € R se verifica que

((w, 23))? = tr(w" ;2] w)
llegamos al mismo problema de optimizacion estudiado en (2.5) tomando n =
1, U € M*(R). Por lo tanto la solucién al problema de maximizacién de la
varianza es el primer autovector de la matriz A = > | z;z:7. Ahora teniendo
el autovector anterior w; como primera componente principal, buscamos wy €
R? unitario que maximice la varianza de (wy, ) y que no esté correlacionado
con (wy,x). La solucién al problema de optimizacién

argmax Var[(w, x)]
wil[w]|=1E[((w1,2)) ((w,z))]=0

serd la segunda componente principal, o segundo autovector de la matriz A.
Veamoslo: Tenemos en primer lugar que

E[((wy, 2))({(w, z))] = w] E[zz"|w = mw] Aw.

Como w es autovector de A, tenemos que Aw = A\, w siendo A, el autovalor
de A asociado a w. Por tanto,

mw! Aw = 0 <= (w;,w) =0

Nuestro problema de optimizacion es entonces

m

m
wx = argmar —— E (w,z2))* = argmaz  tr(w" 5 rirlw).
w:lle:17<w17w>:0m =1 w:”w”:17<w17w>:0 =1
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Recordemos que el problema de PCA en el caso n = 2 es equivalente a
encontrar W € M%%(R) tal que se maximice la expresién

1 m
W= "z W.
m
=1

Denotamos por wy, wsy las dos primeras columnas de W, que sabemos que son
las dos primeras componentes principales. Veamos que w* = ws: Tenemos

E a:xTW—wl g TiT; w1+w2 E Tiw] wo

y como wx y w; son ortonormales

m
E T;T; w1+w2 E xlx Wy > wl E T;T; wl—l—w* — E xlx W,

con lo que concluimos que w* = ws.
Podemos proceder de la misma forma para ws, ..., w, hasta obtener todas
las componentes principales requeridas.

Esta interpretacion del PCA justifica la interpretaciéon geométrica expli-
cada anteriormente.



Capitulo 3

Expresion de la senal en forma
dispersa.

Las senales normalmente presentan una cantidad enorme de datos, entre
los cuales la informacion relevante es extremadamente dificil de encontrar.
Por ello, el procesamiento de una senal se vuelve mucho més simple y rapido
cuando trabajamos con una representacién dispersa de la misma, en la cual
unos pocos coeficientes revelan la informacion que estamos buscando. Debido
a lo anterior, la dispersion es la estructura en la cual se apoyan muchos de
los modelos de compresion, en concreto el compressed sensing.

Para introducir la nocion de dispersién nos basamos en la representacion
de nuestra senal en una base dada {u;}%, de R%. Toda senal x € R? se puede
representar en términos de la nueva base de tal forma que

d
xr = E ujozj
Jj=1

donde u; son las columnas de la matriz U y a = [a, g, ..., ag]” un vector
de coeficientes de R?, el vector disperso que utilizaremos en el compressed
sensing. Puesto que los vectores de la base son linealmente independientes,
tenemos que la matriz U es inversible, y

r=Uaq+— a=U'2.

Para encontrar un método de compresion con error minimo es conveniente
que la matriz anterior U sea ortogonal, es decir, que UTU = I, donde I es la

17
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matriz identidad. Tenemos entonces que U~! = U? y cada coeficiente a; se
obtiene proyectando la senal en el vector j-ésimo de la base U, es decir,
n

aj = (w,u) = (wiuig)

i=1

y en forma matricial o = U x.

Definicién 3.0.1. Decimos que z es K-disperso en la base U si existe un
vector a con K < n entradas distintas de 0 que satisfaga la ecuacion x = Ua.

Una senal K-dispersa se puede comprimir de forma eficiente preservando
solamente las entradas no nulas y su posicion en el vector, para lo que se
utilizan O(K log, n) bits: log, n para expresar la posicion de cada entrada en
forma binaria (puesto que con un nimero de bits [ se pueden representar los
nimeros del 1 al 2!) y una cantidad de bits independiente de n para almace-
nar cada coeficiente. Este proceso se llama codificacién por transformacion,
y estd basado en la existencia de una base adecuada en la que nuestra senal
sea dispersa. Para senales que no son exactamente dispersas la compresién
depende de la cantidad de coeficientes de o que queramos preservar, tomando
aquellos con mayor valor absoluto.

En el desarrollo de la técnica de compressed sensing, nuestro primer ob-
jetivo es encontrar una representacion dispersa del vector original x. Por lo
tanto, en la siguiente seccién desarrollaremos algunas de las posibles bases
ortogonales en las cuales se ha comprobado que la mayoria de las senales de
la naturaleza son dispersas.

3.1. Métodos para encontrar bases ortogona-
les adecuadas.

3.1.1. Transformada de coseno discreta (DCT).

La DCT [4] (transformada de coseno discreta) es una transformacion co-
munmente utilizada en el procesamiento de datos que nos permite expresar
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nuestra senal en términos de una suma de sinusoides con diferentes frecuen-
cias y amplitudes. Existen varias expresiones de la DCT, la que emplearemos
a continuacion por ser la mas comun es la DCTII.

DCT en senales de una dimensién.

Partimos de una senal en forma de vector, que podria ser una senal de
audio, un electrograma o un vector que contenga los valores tomados por
cierta variable. Tenemos que la senal x € R" estd formada por n puntos
x1,...x, correspondientes a las entradas del vector z. Los puntos Xi,..., X,
tras aplicar la DCT se obtienen mediante la siguiente transformacién:

n—1
T 1
Xp =2 i —(i+ 2)k).
k Zéox cos(n(H— 2) )

La version ortonormal de la expresion anterior se consigue introduciendo

/1 /1
un reescalado de factor ™ cuando k =0y o para k > 0, con lo que
n n
X, = \/>330 + g xl\/jcos (14 = k:) (3.1)

En forma matricial, podemos escribir la DCT como
X =Cx

donde z = (21,29, ..., x,), X = (X1, X, ..., X;,) y C es una matriz real n x n
cuyo elemento (k, i) se define como:

1
— sik=0

Cri= n
’ \/2 (Cli+ S)k) sik>0
nCOS n 5

C es la matriz de la DCT. Se trata de una matriz invertible, con lo
que podemos afirmar que sus columnas forman una base de R™. Ademas, se
cumple C' x CT = [,,, como se demuestra en [4].
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DCT en senales de dos dimensiones.

Si nuestro interés se centra en el andalisis de imagenes, necesitamos una
transformada para senales de dos dimensiones [5]. Para ello, basta con aplicar
la DCT de la seccién anterior sobre las filas y luego sobre las columnas (o vi-
ceversa) de nuestra matriz de datos. Sea M una matriz nxn, su transformada
X en forma matricial es

X =Cc"MC

donde C' € M™™(R).
Dicho de otra forma, la transformada viene dada por la expresion
n—1 n—1

Xivty = 30 Gl)Gliz) Moy cos[~ i+ 5) b)) cos

11=0 i2=0

Z(ia+5) ),

donde hemos utilizado la funcion

siu=20
G(u) =
siu>0

55 -
N S

para expresar el reescalado que garantiza la ortogonalidad visto en (3.1).

En la préactica, el coste computacional de la DCT bidimensional es de-
masiado grande, por lo que se ha desarrollado una técnica de calculo mas
eficiente, denominada transformada rapida de coseno discreta que se detalla
en [6].

3.1.2. Bases de Wavelets.

La transformada Wavelet se propuso como una alternativa al andlisis me-
diante la transformada de Fourier. La senal de entrada no se escribe como
combinacion lineal de sinusoides, sino como una combinacion de escalamien-
tos y traslaciones de una funcion prototipo llamada generalmente wavelet
madre. La primera wavelet madre surgié en 1910, cuando Haar construy?é la
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siguiente funcién constante a trozos llamada wavelet de Haar:
1si0<t<1/2
Ut)y=¢ —1sil/2<t<1
0 en otro caso

Se trata del wavelet mas simple posible, en el que la no continuidad de ¥
constituye una ventaja para el analisis de senales con transiciones repenti-
nas, tales como el monitoreo de fallo de una herramienta en una fabrica. A
partir de la propuesta de Haar, se disenaron otras wavelets madre ttiles para
distintos tipos de senales.

Ademas, en los sistemas wavelet, las wavelet madre vienen acompanadas
de una funcién auxiliar llamada funcién de escala, que se denota ¢. La funcion
de escala del wavelet de Haar se define como

1si0<t<1
o(t) =

0 en otro caso

En la figura (3.1) se representan las funciones wavelet y de escala del wavelet
de Haar.

0 - ek .. .
1 ” ] :

(&) ()

Figura 3.1: (a)Funcién de escala ¢. (b)Funcién wavelet .

El aspecto mas importante de las wavelet madre es que mediante trasla-
ciones y dilataciones de las mismas se origina una base ortonormal de L*(R).
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Si U es la wavelet madre considerada, la familia de funciones que forman la
base esta definido de la siguiente manera:

et = gt (57)

donde m € Z se denomina parametro de escala y n € 7Z pardmetro de
traslacion. En muchos casos la wavelet madre esa dilatada o re-escalada en
escalas que son potencias de 2, es decir,

Upn(t) = 2720 (27 — ),

donde m,n € Z. Veamos un ejemplo de dilataciones y traslaciones en el
wavelet de Haar en la figura (3.2).

¥, Y21 |_l‘P2.z Y33
U - h Ut
Y10 ¥

Figura 3.2: Dilataciones y traslaciones del wavelet de Haar W.

Transformada wavelet discreta (DWT).

A partir de la wavelet madre es posible definir, para una funciéon f €
L*(R) la transformada wavelet discreta (DWT) de la siguiente manera:

oo
Flmm) = [ B (o) (@) = (Wi )
—00
siendo (.) el producto escalar en L2
En el caso de que los parametros m, n se reemplacen por niimeros reales
cualquiera obtenemos la transformada wavelet continua. Para mas detalles
sobre la transformada wavelet continua se puede consultar [8].
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Teoria de bancos de filtros para el desarrollo de la DWT.

La forma de estudio mas comun de la transformada wavelet es el estu-
dio mediante bancos de filtros. Por ello, a continuacion se van a introducir
nociones superficiales de filtros. Para més detalle se puede consultar [9].

= Un filtro es una secuencia de valores que se emplea para destacar o
suavizar ciertos aspectos en una senal. El filtro es desplazado sobre la
senal calculando un producto interno entre los coeficientes del filtro y
aquellos de la senal sobre los que se encuentra.

= Los filtros pueden ser finitos o infinitos. Aquellos que tienen un ntmero
finito de coeficientes son llamados filtros de respuesta de impulso finita
o FIR (Finite Impulse Response).

= Dadas la funcién de escala ¢ y la wavelet madre ¥ existen dos tipos de
filtros h y g que cumplen

donde k toma valores discretos en 0,1,...L — 1, siendo L la longitud
del filtro elegido. Las ecuaciones anteriores son llamadas la ecuacion de
dilatacién y la ecuacién wavelet, respectivamente. Para unos coeficien-
tes h(k) y g(k) que cumplan unas condiciones determinadas podemos
crear las funciones de escala y wavelet correspondientes. En la practi-
ca no es necesario construir las funciones y basta con trabajar con los
coeficientes de los filtros.

= Un conjunto de filtros constituye un banco de filtros. Un ejemplo simple
de banco de filtros es el formado por los filtros definidos en el punto
anterior: un filtro de paso-bajo g, que permite el paso de las frecuencias
mas bajas y atenua las frecuencias mas altas, y un filtro de paso-alto
h, que permite el paso de las frecuencias mas altas. Si a una senal se le
aplica este banco de filtros, se tiene como resultado dos nuevas senales,
una con las frecuencias bajas de la senal y la otra con las frecuencias
altas.
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» En 1976 A.Croisier, D.Esteban y C.Galand [10] introdujeron el concep-
to de filtro espejo en cuadratura (QMF del inglés quadrature mirror
filter). Dos filtros que cumplen que el filtro de paso-alto es calculado
como el filtro espejo en cuadratura del filtro de paso-bajo garantizan
una compresion sin pérdidas, como se muestra en la referencia citada.
Esto quiere decir que si se satisface la siguiente féormula:

glL —1—1] = (=1)A[i],

siendo L la longitud de los filtros, podemos aplicar a la transformada
su inversa y recuperar completamente la senal de inicio.

Forma matricial de la DWT.

En esta seccién buscamos, al igual que para la DCT, la forma matricial
de la transformada wavelet discreta. En [7] (pdg.136) se propone el siguiente
método de calculo de una matriz ortogonal para la expresion de la DW'T. La
recuperacion de la senal original se hallard utilizando la matriz inversa, la
cual sera igual a la traspuesta por la ortogonalidad de la matriz.

Para entender la formacion de la matriz de la DWT, comenzaremos con
un ejemplo de transformada en el que intervienen los elementos siguientes:

» La senal z € RS,

» Dos filtros de longitud 6, uno paso-alto (h) y otro paso-bajo (g) que
cumplen la propiedad de QMF.

Consideramos la matriz T siguiente:

Th[1] A0 0 0 0 0 0 0] [ y[0] ]
glt] g0 0 0 0 0 0 O y[1]
R3] B2l RO RO 0 0 0 0 | [z0]] |y
gl3] gl2] g[1] gl0] O O 0 O | |z y[3]
h[5] h[4] R[3] R[2] R[] RO} O O | |z[2] y[4]
7o |90 g4l g3 g2] g[1] gl0) O 0 | y23]) _ | y[5]
0 0 h[5] h[4] A[3] Al2] R[] A[0]| |x[4] y[6]
0 0 g5] gl4 g[8 g[2] ¢[1] g[0]| |=[5] y[7]
0 0 0 0 K5 k4] K3 n2| |26 yI8]
0 0 0 0 g5 g4 g3 g2]| |=[7]. y[9)
0 0 0 0 0 0 &[5 hH4 y[10]
0 0 0 0 0 0 g5 g y[11]]
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Observamos que de esta forma 7' tiene dimension 12 x 8, con lo que el
vector transformado y tiene dimensién 12. Con el objetivo de obtener como
salida un vector de igual dimension que el de entrada, vamos a considerar
la matriz truncada eliminando las dos primeras y las dos tltimas filas. Este
truncado no es tnico, elegimos esta forma para conservar la ”forma simétri-
ca”de la matriz.

R3] R[2] R[] RO] O O 0 0 Mo
gl3] gl2] g¢[1] g0 0 0 0 0 m
hi5] 4] R[3] h[2] R[] RO] O O Mo
o |91 g4 9Bl g2l glt] gl0] O O\ . mg
0 0 &5 R[4 KB K2 AA] Al0] my |’
0 0 g[5 g4 g¢[3] g[2] g[1] g[0] ms
0 0 0 0 &5 K4 K3 K2 me
00 0 0 g5 g4 93] g[2]] | m7 |

donde my, k=0,1,...,7 es la k-ésima fila de la matriz.

Las filas de T” son linealmente independientes, lo cual es obvio por la pro-
piedad QMF de los filtros, y podemos entonces aplicar el proceso de ortogo-
nalizacién de Gram-Schmidt. Las filas ms a ms ya son ortogonales, puesto
que no han sido truncadas. En primer lugar ortogonalizamos mg respecto a
mao, Mg, My, Ms.

5 T
mo myo E mg,
— [Imi]?
1=2

mhm? > m;mT
m my 01 /_Z it S
' [ml2° & lma?

Hacemos lo mismo con mg y my; teniendo en cuenta que ya son ortogonales
a mo y my puesto que los ceros se sitian en distinto lugar. Asi

i=2 v
mLmZ 5 m;mT
my =mg — ——o ’—Z T
N A R [[mil|2
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El resultado es entonces la matriz ortogonal

- -
my
m

M/

!

Mg

/
117 ]

con la que podremos representar la senal x de forma dispersa como queriamos.

Caso general:

En el caso general, si tenemos una sefial + € RY con N par, para cualquier
filtro siempre es posible truncar la matriz T de forma que el resultado sea
una matriz N X N. Este truncado siempre origina una matriz M de rango
maximo. Si tenemos filtros de longitud L, Los m; seran filtros truncados por
la izquierda parai = 0,1,...,L/2—1, filtros enteros parai = L/2, N—L/2,y
filtros truncados por la derecha en las L/2 — 1 dltimas filas. Ortogonalizamos
mediante Gram-Schmidt las filas desde mg hasta mp/,_o respecto a ellas
mismas:

m;m
my=myp— Yy —km;, k=0,1,..,L/2-2,
y de la misma forma los vectores desde my_r 242 hasta my_;.

DWT en dos dimensiones.

Consideramos ahora la transformada wavelet discreta en una senal bidi-
mensional, en nuestro caso una imagen. Supongamos que tenemos la matriz
M almacenando los valores numéricos de los pixeles de la imagen. M €
M™™(R), donde n = 2% para algtin R. Hallamos como en la seccién anterior
la matriz ortogonal 7" € M™"(R) de la DWT unidimensional, y aplicamos
la transformacién primero por filas y luego por columnas (o viceversa). En
forma matricial

X =TMT".
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En conclusién, hemos presentado dos métodos distintos para la obtencion
de una base ortogonal en la cual la senal de entrada x tenga una represen-
tacion dispersa. La eleccion de un método u otro dependerd de la naturaleza
de la senal y del coste computacional de cada uno de los métodos.
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Capitulo 4

Proyecciones aleatorias.

En la seccién anterior hemos visto la forma de transformar una senal x
calculando su expresién en una base ortogonal de matriz U € M%%(R) de tal
forma que la senal resultante « sea dispersa. Una forma simple de comprimir
el vector z serfa multiplicarlo por U y almacenar los pares (coeficiente, po-
sicién) indicando las entradas no nulas del vector « resultante. Sin embargo,

esto requiere en primer lugar medir z, almacenarlo y después multiplicarlo
por UT.

Entonces, la pregunta que se nos plantea ahora es, ;por qué medir tantos
datos si una enorme cantidad de ellos va a ser desechada en el proceso de
comprimido?

Esta pregunta es la base del método de compressed sensing. Concreta-
mente, en lugar de adquirir directamente el vector z, el método se basa en
tomar n < d medidas de la forma y = Wz (repartidas de forma aleatoria)
utilizando como matriz de compresién W € M™4(R). W serd la matriz de
compressed sensing correspondiente a una proyeccién aleatoria.

El objetivo de esta secciéon serd estudiar las propiedades de las proyeccio-
nes aleatorias, para concluir que una matriz aleatoria nos permite comprimir
y descomprimir la senal con poca pérdida de informacién en el proceso.

Ademas, veremos en el capitulo 5 que bajo ciertas condiciones sobre la
matriz de compressed sensing W podemos pasar de un problema de minimi-
zacion que no se resuelve con los métodos numéricos clésicos, a otro equiva-
lente y que se puede resolver mediante métodos de descenso del gradiente.
En concreto, una de las condiciones que veremos es la propiedad de isometria

29
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restringida (RIP), propiedad que satisfacen las matrices aleatorias con pro-
babilidad alta cuando la dimensién es lo suficientemente grande.

El método de las proyecciones aleatorias se basa en proyectar los datos
en direcciones aleatorias que son independientes de los datos en si, lo que es
computacionalmente sencillo y eficiente sobre todo a medida que la dimensién
de las senales aumenta. Un aspecto interesante de las proyecciones aleato-
rias es que con una probabilidad alta preservan la distancia entre los datos
originales y los transformados. En el plano tedrico, el método de las proyec-
ciones aleatorias se basa en el lema de Johnson-Lindestrauss [12], propuesto
en 1984, que afirma que un conjunto de puntos en un espacio de dimension
alta puede ser proyectado en otro espacio de dimension inferior de forma que
las distancias relativas entre los puntos se preservan. El espacio de dimension
menor es seleccionado de forma aleatoria basandose en una distribucién dada.

A continuacién, analizaremos los resultados tedricos que respaldan esta
técnica de transformacion de los datos, demostrando entre otros resultados
el lema de Johnson-Lindestrauss.

Definicién 4.0.1. Una proyeccion aleatoria de una serial v € R? es una
transformacion lineal x — Wx donde W es una matriz aleatoria.

Nuestro objetivo es encontrar una transformacién de matriz W que dis-
torsione los datos en la menor medida posible, es decir, para x; y xo vectores
de R la distancia entre ambos vectores antes y después de la transformacion
debe ser casi la misma. Buscamos una matriz tal que el cociente

||Wl'1 — WZL’QH

||$1 - 96’2||

sea proximo a 1. Denotando por x a la diferencia x = x1 — 9, nos centrare-

. 1%
mos en el estudio de ””m'ﬁ”.

4.1. Lema de Johnsons-Lindestrauss.

El lema de Johnsons-Lindestrauss [12] es un resultado que establece que
un conjunto de puntos en un espacio de alta dimensién se puede proyectar
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en un espacio de dimension mucho mas baja de tal manera que las distancias
entre los puntos se conservan casi por completo, es decir, la inmersion utili-
zada es casi una isometria (Ver la figura (4.1)). Esta inmersién es al menos
Lipschitz, y también puede tomarse como una proyecciéon ortogonal.

T [e] P points

(11111(’]1Hi()1] M

Figura 4.1: Representacion grafica del lema de Johnsons-Lindestrauss.

Utilizaremos una variante de este resultado para demostrar que la dis-
torsién provocada por la aplicacién de una proyeccién aleatoria distribuida
normalmente sobre nuestra senal es pequena con probabilidad 1 — §, donde
la tolerancia § se puede elegir en (0, 1).

Lema 4.1.1 (Johnsons-Lindestrauss). Sea () un conjunto finito de vectores
de R, 6 € (0,1) y n un entero tal que

e = ,/8108C2IQI/0) _

Entonces, si We M™4(R) es una matriz aleatoria con entradas indepen-
dientes siguiendo una distribucion normal de media 0 y varianza 1/n, con
probabilidad al menos 1-6 sobre la eleccion de W tenemos que

W]

veo | [l

T€EQ

—1'<e
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Introducimos el siguiente lema intermedio que facilitard la prueba del
lema de Johnsons-Lindestrauss. En la demostracion de este lema se utilizara
la propiedad de concentracion de las variables que siguen una distribucion
x?2. Esta propiedad se puede encontrar detallada en el anexo final.

Lema 4.1.2. Sea z € R" y sea W € R™® una matriz aleatoria con entradas
independientes siguiendo una normal estindar. Entonces, para cada € € (0, 3)

tenemos )
[ [(1/v/n)Wa||

]

— 1‘ > e} < 2e~ /6

Demostracién. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que ||z||* = 1.
Reformulamos entonces el problema como

P[I[(1/v/R)Wal* = 1] > ¢ < 2675,
o lo que es lo mismo
P[(1—e)n < [Wz|? < (1+€e)n] > 1 —2e /0

Sea w; la i-ésima fila de la matriz W. El producto < w;,z > es suma
de variables aleatorias distribuidas normalmente, por lo que sigue una dis-
tribucién de media 0 y varianza > 2% = [lz|| = 1. La variable aleatoria
Wz = > (< wi, x >)?, es suma de distribuciones N(0,1) elevadas al
cuadrado, por lo que Wz sigue una distribucién x2. Aplicando las desigualda-
des de concentracién para variables y? vistas en el anexo (desigualdad (8.4))
obtenemos el resultado buscado.

O

Demostracion (Lema de Johnsons-Lindestrauss). Por el lema anterior, tene-
mos que para cada € € (0, 3):
W ]|

P [sup ——
e | [l]l?
Denotamos por ¢ al lado derecho de la desigualdad. Despejando € obte-
nemos que

—1| > €| <2/Qle/6

61og(2(Q|/9)

n
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Cabe remarcar que € no depende de la dimensiéon d de x, con lo que el
lema se aplica también a espacios de Hilbert de dimensién infinita.

En conclusion, el lema de Johnsons-Lindestrauss garantiza que la distor-
sién provocada por una proyeccion aleatoria distribuida normalmente sobre
nuestra senal es pequena con probabilidad alta. Esto quiere decir que utilizar
una matriz aleatoria es buena opcién si buscamos proyectar la senal original
en un subespacio de dimensién menor, y ademas, esta reduccion de la dimen-
sién de los datos es computacionalmente sencilla.
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Capitulo 5

Formulacion del problema de
minimizacion.

La finalidad del compressed sensing es reconstruir una senal completa a
partir de unas pocas mediciones de la misma distribuidas aleatoriamente,
por lo que en nuestro caso el vector y de mediciones es conocido. El objetivo
de esta seccién es encontrar el problema de minimizacion que nos permita
recuperar la sefial x € R? a partir de su proyeccién y € R™.

Ademas, el método de deteccién comprimida se basa en la existencia de
una representacion dispersa de la senal, por lo que el estudio de la dispersion
de los datos motiva la siguiente definicién.

Definicién 5.0.1. Definimos la cantidad ||x||o como el nimero de coeficien-
tes no nulos de un vector x. Esto es:

[llo := {#k -z # 0}

||z]|o se denomina norma 0, aunque en realidad no es una norma. Esta
denominacién esta justificada por el hecho de que ||z||, = ||z||o cuando ¢ — 0,
como se muestra en la figura siguiente:

35



36CAPITULO 5. FORMULACION DEL PROBLEMA DE MINIMIZACION.

qg=4 q=2 g=1 q=0.5 q=0.1

ARV
- N

Figura 5.1: Valores de la norma ||z||, para distintos valores de ¢ en el caso
de un espacio de dos dimensiones.

Nuestro objetivo es entonces recuperar la senal x a partir de su com-
presién y, sin embargo, el hecho de que n < d implica que la matriz W no
puede tener rango maximo. Por el teorema de rango-nulidad el nicleo de la
transformacién ha de ser no trivial, lo que implica que para una senal zg € R
existen infinitos vectores x tales que y = Wax = Waxy para la matriz dada
W.

La clave del compressed sensing reside en que si tenemos la informacién
adicional de que x = U« donde « es disperso, podemos recuperar x de forma
exacta aunque el sistema sea altamente indeterminado. Para ello, buscamos
el vector més disperso posible que cumpla a = UTz. Queremos resolver el
problema [° siguiente:

min||allp tal que y =Wz =WUa. (5.1)

A partir de ahora consideraremos la matriz Z obtenida mediante el producto
de la matriz de la proyeccion aleatoria W y la matriz U de la base ortogonal
que nos permite trabajar con el vector a disperso, Z = WU.

5.1. Convexificacion del problema.

Queremos resolver ahora el problema de optimizacién (5.1), pero tenemos
un problema con norma [° que no es convexo, lo que ocasiona dificultades en
su resolucion. Un problema no convexo es cualquier problema de optimizacion
donde la funcién objetivo o la region delimitada por las restricciones no es
convexa. Los problemas no convexos pueden presentar multiples minimos
locales. Puede llevar un tiempo exponencial verificar que un problema no
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convexo no tiene soluciones factibles, que la funcién objetivo es no acotada o
que la solucién éptima encontrada es unica (pag.84 de [3]). Para verificar la
unicidad, se tendrian que barrer todos los subconjuntos que puedan generar
subsistemas yg = Szg, y luego verificar todas las posibles soluciones. El costo
de realizar esta busqueda exhaustiva crece exponencialmente a medida que
la dimensiéon aumenta.

La solucién a este problema se ha estudiado en los ultimos 20 anos, con el
avance de las técnicas de estadistica y matematica aplicada a tratamiento de
senales. Para encontrar una soluciéon de forma sencilla, podemos aproximar
el problema en [° por otro en 4 para un ¢ > 0. Cuanto més pequefio sea q
mejor serd la aproximacién, sin embargo, tal y como se ve en la figura (5.1),
si tomamos ¢ < 1 el problema de optimizacién no es convexo.

Por ello, vamos a considerar el problema relajado [!, es decir, buscamos

min||ally tal que y = Za. (5.2)

A continuacién veremos que bajo ciertas condiciones sobre la matriz de de-
teccion comprimida Z se puede garantizar la equivalencia entre los problemas

(5.1) y (5.2).

5.2. Equivalencia entre los problemas [ y [;.

En esta seccién daremos algunos resultados relativos a dos propiedades
sobre la matriz Z que nos permiten sustituir el problema no convexo con
norma 0 por el problema con norma 1. Estas propiedades son la propiedad
de isometria restringida (RIP) y la propiedad de nicleo restringido (RN), y
ambas implican que los problemas (5.1) y (5.2) son equivalentes. Ademsds, si
se satisface la equivalencia entre los dos problemas se cumple la propiedad
de ntcleo restringido.

5.2.1. RIP, propiedad de isometria restringida.

La propiedad de isometria restringida (RIP, en inglés restricted isometry
property) caracteriza las matrices que son casi ortonormales cuando operan
sobre vectores dispersos. El concepto fue introducido por Emmanuel Candes
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y Terence Tao [1] y como veremos a continuacién, las matrices con esta
condicién garantizan la equivalencia entre los problemas (5.1) y (5.2).

Definicién 5.2.1. Una matriz W € M™4(R) es (¢,5)-RIP (satisface la pro-
piedad de isometria restringida) si para todo x # 0 con ||z]lp < s tenemos

W |3

(13

| -1 <e

El siguiente teorema muestra que para un vector disperso «, las matrices
RIP proporcionan un esquema de compresién de la sefial a y la norma en [°
sin pérdida de informacion en el proceso, es decir, que

Teorema 5.2.2. Sea € < 1 y W una matriz (¢,2s)-RIP. Sea o un vector con
lallo < s, y = Wa la compresion de o, y sea

& € argminl|vo
v:Wo=y

un vector reconstruido. Entonces & = «.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que & # «a. Puesto que

a satisface a € argminl|v||o, tenemos ||&llp < [|a|lo < s. Ademés, ||a—allo <
v:Wou=y
2s. Por ser W RIP y puesto que Wa = Wa =y, W(a — &) = 0 tenemos que

|0 — 1| < ¢, lo que lleva a contradiccién.
[

Ahora que hemos garantizado que la solucién al problema [° conduce a
una reconstruccion perfecta de la senal dispersa «, veamos que esta solucién
es la misma que la del problema en [!. Por lo tanto, podremos sustituir ||v||o
por ||v]|; lo cual nos permite convertir nuestro problema inicial en un proble-
ma convexo que puede ser resuelto de forma eficiente.

Teorema 5.2.3. Supongamos que se verifican las condiciones del teorema

1++2

a = argminl||v|lo = argminlv||;.
v:Wo=y v:Wo=y

(5.2.2) y que € < . Entonces,

Demostraremos un resultado atin mas fuerte que el anterior, que se verifica
para un vector cualquiera x no necesariamente disperso.
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1
Teorema 5.2.4. Sea ¢ < ———, W una matriz (¢,2s)-RIP y x un vector
1++2

arbitrario. Denotamos por x, al vector igual a x en los s mayores elementos
de x y nulo en el resto de entradas, esto es

Ts € argming|vj<s||T — vl1. (5.3)
Sea y = Wz la compresion de x y sea
" € argmingwp—yl|vl1.

el vector reconstruido. Entonces,

1
lo* = 2y < 22 L2z — x|,
1_
P

donde p = \/2¢/(1 — e).

Demostracion. Seguimos una demostracion propuesta por Candes en 2008
[13]. Sea h = x*x—x. Dados un vector v y un conjunto de indices I, denotamos
por v; el vector cuya i-ésima componente es el elemento v; si ¢ € I y 0 sino.
Lo primero que haremos sera partir el conjunto de indices [d] = {1, ...,d} en
subconjuntos de tamarfo s disjuntos, [d| = ToUT; U...UTy/s—q donde |T;| = s
para todo i y asumimos por simplicidad que d/s es entero. En Ty ponemos los
s indices correspondientes a los s mayores elementos de x en valor absoluto.
Sea T{ = [d] \ Ty, Ty serd el conjunto de los s indices correspondientes
a los mayores elementos de hTOc en valor absoluto. Sea Ty; = To U Ty y
T, = |d] \ Toa. Tp contendrd los s indices de los elementos de hre, con
mayor valor absoluto y de igual forma construimos 73, Tj... Para probar el
resultado necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.2.5. Sea W una matriz (e,2s)-RIP. Entonces, para dos conjuntos
disjuntos I, J, los dos de tamano a lo sumo s, y para todo vector u tenemos
que (Wup, Wuy) < e€llurlal|ws]s-

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos asumir ||uy|ls = [Juy||2 =
1.

Wur + Wuy||3 — [|[Wur — Wuy||3
Wy, Wiy) — W 7113 ; W sl
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Como |JUI| < 2s tenemos que por la condiciéon RIP ||[Wuy + Wuyl3 < (1+
)(urllz +1lusll3) = 2(1+€) y =[[Wur =Wyl < —(1=e)(Jusll3+lusll3) =
—2(1 —¢). Con lo que

2(1+¢€) —2(1—¢)

(Wip, Wuy) < 1 =€

y concluimos el resultado. O]

Ahora ya podemos continuar la demostracién. Tenemos
12ll2 = [1hzy, + B ll2 < by, [l2 + [[org, 2. (5.4)
Para probar el teorema vamos a mostrar las dos afirmaciones siguientes:

Afirmacién 10 [|hze [[2 < |lhg |2 + 257 Y2||z — x4]|1.

2
Afirmacién 2: || hg, ,[l2 < 1—'03_1/2||x — 4|

Combinando las dos afirmaciones anteriores con (5.4) tenemos

2lla < Mgy llz + g, ll2 < 20zl + 2572 ||z — ]l

2
<27+ ) e =l
= Qis—lﬂ

o 2 =

como queriamos demostrar.

Afirmacién 1: Para probar esta afirmacion utilizamos el hecho de que xx
minimiza la norma [*. Tomamos j > 1. Para cada i € Tj e ¢/ € T;_; tenemos
que || < |Ri], con lo que ||Az;|le < [|hz,_,[[1/5. Asi, tenemos

bz, |l2 < 82|l < 572 Ry |1

Escribiendo lo anterior para j = 2, 3, ... y utilizando la desigualdad triangular
se obtiene
[ ll2 < > by lle < 572 e |1y (5.5)

Jj=2
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Vamos a ver ahora que ||hpc||; no puede ser grande. Por la definicién de
x*x tenemos que normx; > ||xzx||; = ||z + k|1, y utilizando la desigualdad
triangular

Il = fathlle = Y lethil+ Y laith = llzg =z h+Hlzge h—lleze |

ieTs i€Ty
(5.6)
y como |lagell = ||z — 2]l = [J2[ly — [|lzz, |1 tenemos que
1hzg, l2 < Azl + 2llzze s (5.7)

Combinando esto con (5.5) tenemos que
lhze Nl < s 2 (gl + 2llegelh) < [lhnllz + 2572 2ge 1,

lo que concluye la prueba de la afirmacion 1.
Afirmacion 2: Para esta afirmaciéon vamos a utilizar la condiciéon RIP

(L= O)llhn,, Iz < [Wh, 13- (5-8)

Puesto que Why,, = Wh — 3., Why, = — 3., Whr, tenemos que

”WhTo,l ||§ = Z<WhTo,1’ Wth> = - Z(WhTo + WhTu Wth>'

5>2 j>2

Por la condiciéon RIP en los productos internos tenemos que para todo i = 1, 2
yJ<2
|<Wh’Ti7 Wth>| < EHhTi

o[y [|2-

Como ||y ||z + [k, |2 < V2|, , |12, obtenemos que

W hay 13 < V2ellhzy 12Dl |2

Jj=2
Combinando esto con (5.5) y (5.8)
(1= ©)llhgy, |13 < V2ellhgy , llos ™2l |1

con lo que

2
V2 572 e 1.
€

||hTO,1||2 S 1 —
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Finalmente, utilizando (5.7) obtenemos
1y ll2 < ps™ 2 (Il [l + 2llzze 1) < pllhay |2 + 2052 are],

y como ||hgll2 < ||hp,, ||2 esto implica
2p  _
[ lle < —,° Y2z pe |,

con lo que concluimos el resultado. O

Nuestro objetivo es comprimir la senal a con una proyeccion aleatoria, ya
que hemos probado anteriormente que este tipo de transformacion nos garan-
tiza un esquema con poca distorsion. Por ello vamos a probar que las matrices
aleatorias W € M™%(R) con dimensién n de orden mayor que slog(d) son
(e, s)—RIP con probabilidad al menos 1 — §, donde podemos elegir la tole-
rancia ¢ como queramos en (0,1). Con este resultado, podremos sustituir el
problema de minimizacién no convexo por el convexo en [! siempre que es-
temos trabajando con una matriz aleatoria lo suficientemente grande.

Observacion. .
El resultado también muestra que la multiplicacién de una matriz ortogonal
por una aleatoria lo suficientemente grande da como resultado una matriz
RIP.
Esta afirmacién es de mucha utilidad, puesto que en nuestro problema inicial
(5.1) la matriz Z = WU se obtiene mediante el producto de W, que es una
matriz de compresion aleatoria, y U que es la matriz ortogonal utilizada para
representar el vector x de la forma dispersa a.

O

Teorema 5.2.6. Sea U € M%4(R) una matriz ortonormal arbitraria y e, €
(0,1) escalares. Sea s un entero en [d| y sea n un entero que satisface

n > Q(slog(d)).

Sea W € M™(R) una matriz con entradas siguiendo una distribucién nor-
mal de media 0 y varianza 1/n. Entonces, con probabilidad 1 — § sobre la
eleccion de W, la matriz WU es (e,s)—RIP.
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Demostracion. La demostracion sigue la prueba propuesta por Baraniuk,
Davenport, De-Vore y Wakin en 2008 [15].

La idea es combinar el lema de Johnsons-Lindestrauss con la propiedad de
recubrimiento de la bola unidad enunciada en el siguiente lema (la demostra-
ci6én de este lema se puede ver en [14]). Se define el nimero de recubrimiento
N(T,d,¢€) de un conjunto T en R? como el niimero minimo de bolas de radio
€ necesarias para cubrir 7'. El lema nos dice que

N(By(0,1),d,¢) < (§> d ,

€

cantidad que utilizaremos para acotar el cardinal del conjunto Q al aplicar
el lema de Johnsons-Lindestrauss (lema 4.1.1).

Lema 5.2.7. Sea € € (0,1). Existe un conjunto finito Q € R? de cardinal

d
01 ()"
€

sup min||z —v|| < e.
wifjaf|<1 VEQ

Sea z un vector que puede ser expresado como x = U« donde U es una
matriz ortonormal y ||af|o < s. Combinando el lema anterior con el lema de
Johnsons-Lindestrauss podemos probar que nuestra matriz aleatoria W no
distorsiona x. Introducimos el siguiente lema:

Lema 5.2.8. Sea U € M®R) una matriz ortonormal y sea I C [d] un
conjunto de indices de cardinal |I| = s. Sea S el subespacio generado por
{u; : i € I}, donde u; es la columna i-ésima de U. Sea 6 € (0,1), € € (0,1)
yn €N tal que

n> 2410g(2/5) +;log(12/e)'
€

Entonces, si W es una matriz con entradas independientes siguiendo una
distribucion normal N(0,1/n), con probabilidad al menos 1 — § tenemos que

Wl ‘
sup 1| <€
zes | 1]
Demostracion. Es suficiente probar el lema para todo z € S con |z| = 1.

Podemos escribir x = Uya donde o € R®, ||a||s = 1, con U la matriz cuyas
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columnas son {U; : i € I}. Tomando €/4 > 0 y utilizando el lema (5.2.7)

sabemos que existe un conjunto Q de cardinal |Q] < (12/¢€)® tal que

sup min|la —v|| < (€/4).
sup miglle — ] < (e/4)

Como U es ortogonal preserva la norma y || —v|| = ||Uj(a — v)|| = ||Uree —
Urv||, por lo que también tenemos que

sup min||Ura — Upvl| < (e/4).
aflaf=1vEQ

Aplicando el lema de Johnson-Lindestrauss (lema 4.1.1) en el conjunto Q =
{Urv : v € Q} obtenemos que se cumple con probabilidad al menos 1 — 6 que

[WU|” '
sup | —————— — 1| < €/2, 5.9
A e / o9
lo que implica que
WU ’
sup |——— — 1| < ¢€/2. (5.10)
veq | U]

Para que se pueda aplicar el lema de Johnsons-Lindestrauss y se verifique
la desigualdad (5.9) necesitamos que €/2 satisfaga la condicién pedida en

dicho lema, es decir,
o [6los1Q1/8) _
n

610a(2(Q1/8) _,, loa(2/9) + loa(1Q)
€2/4 €2

Como |Q| > sup(|Q|) = (12/€)* tenemos que n tiene que cumplir

log(2/0) + slog(12/¢)

Operando

n > 24

Ahora, teniendo (5.10) queremos probar que (1 —¢€) < [|[Wz|| < (1 + €).
Sea a el nimero més pequeno que cumple que

vwes, Wl oy
2]
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Nuestro objetivo es probar que a < €. Esto viene del hecho de que para
cualquier x € S de norma 1 existe v € @ tal que ||z — Uv|| < ¢/4 y por lo
tanto

Wl < [[WUpl[ +[[W(z — Un)ll < 1+€/2+ (14 a)e/4.

Por lo tanto
[We||

]l

Pero la definicion de a implica que

Vo e S,

<14 (e/24+ (1 +a)e/4).

2 4
a§e/2+(1+a)e/4:>a§% S e
[Wal
Esto prueba que para todo x € S tenemos T 1 <eyque
x

Wzl > [[WUp]| = [W(z—Up)| =1 —e/2— (1+e)e/d>1—e.

El lema anterior nos dice que para x € S de norma 1 tenemos
(1—¢) <|[|[Wz| < (1+€).

La demostracion del teorema viene de la union de todas las posibles elec-
ciones de 1. Sean (); todos los posibles conjuntos que se pueden formar a
partir de los conjuntos de indices I de cardinal s. Como

Q = U =sQr-

Hay ((Sl) posibles subconjuntos de cardinal s, y podemos acotar esta cifra por

(d) _dd=1)(d=2).(d=s+1) _d° _ (ﬁ)i

s s! — sl T \Us

donde la dltima desigualdad procede de la desigualdad de Stirling s! > (s/e)®.
) 3\° [ed\°® 3ed\*
Asi, tenemos |Q] < | — — ] =(—) yrazonando como en la demos-

€ s €s
tracion del lema intermedio, de la uniéon de todos los posibles I se obtiene
que n > Q(slog(d/s)) > Q(slog(d)), como queriamos.

O
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En conclusién, hemos probado que las matrices aleatorias cuya dimension
es de orden superior a slog(d) son RIP con probabilidad alta. Sin embargo,
cuando no se satisface esta condicion sobre la dimension de la matriz aleato-
ria, la propiedad RIP es dificil de verificar. Por ello se introduce también la
propiedad de nticleo restringido.

5.2.2. RN, propiedad de ntucleo restringido.

La propiedad de ntcleo restringido es una condicién menos fuerte que la
de isometrfa restringida y que se satisface si y sélo si los problemas en [° (5.1)
y ! (5.2) son equivalentes.
Veremos en esta seccién que una condicion suficiente para que se cumpla la
propiedad de nicleo restringido es la de incoherencia mutua, que tiene la
ventaja de ser facilmente computable.

Supongamos que el problema en [° tiene una tinica solucién & tal que
y = Za. Ademads, suponemos que & tiene soporte en un subconjunto S C
{1,2,...,d}, es decir &; = 0 para j € SC°.

Definimos el cono convexo

C(8) = {B € RY/lIBsclls < [1Bsll:}-

que contiene todos los vectores cuya norma [; en el soporte es mayor que la
norma fuera de él.

Se define el nticleo de Z como Ker(Z) = {8 € R?/ZS = 0}. La equiva-
lencia entre el problema en [ v [y dependerd de la siguiente propiedad:

Definicién 5.2.9. La matriz Z satisface la propiedad de nicleo restringido
(RN(S) del iglés restricted nullspace property) si

C(S)n Ker(Z) ={0}. (5.11)

Teorema 5.2.10. Supongamos que & es la unica solucion del problema en
lo (5.1) y tiene soporte en S. Entonces si la matriz Z satisface la propiedad
RN respecto de S, el problema relajado en ly tiene una unica solucion igual
a .

Demostracion. En primer lugar, supongamos que 7 satisface la propiedad de
niicleo restringido. Sea a* € R? una solucién éptima de y definimos el error
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A como el vector A := o — a. El objetivo es probar que A = 0 y para
ello basta mostrar que A € Ker(Z) N C(S). Tenemos que a* y & son dos
soluciones éptimas de los problemas en ! y [° respectivamente, por lo que
se verifica que Z& = y = Za* y entonces ZA = 0. Por otra parte, como &
es también una solucién posible del problema I' y a* es la solucién 6ptima
tenemos que ||a*||; < ||@]|; = ||@s||1. Escribiendo o = & + A tenemos

laslly = [la”[ly = llds + Aslly + |Ase |l
> |laslh = |Asll + | Ase

donde hemos utilizado la desigualdad triangular. Reorganizando los términos
de la desigualdad anterior llegamos a que

[Asell < [[Aslh

con lo que A € C(S) y puesto que por hipétesis Z satisface la propiedad de
nucleo restringido, concluimos que A = 0 como querfamos.

]

La condiciéon més simple que garantiza la propiedad de ntcleo restringido
es la de incoherencia. Veremos en la proposicién (5.2.12) que una coherencia
baja es suficiente para garantizar la equivalencia entre los problemas en [y y

l.

Definicién 5.2.11. En dlgebra lineal , la coherencia mutua de una matriz Z
se define como
A7) — (2, 257)]

53 =1.2,d | 2 ||2]| 2 ||2

Si las columnas z; estan centradas, se trata del valor absoluto maximo
de los correlaciones cruzadas entre las columnas de Z. Cuando las columnas
tienen norma 1 tenemos que v = max;£j|(z;, z;7)|, lo cual nos permite definir
la incoherencia mutua también como la distancia de la matriz de Gram Z7Z
a la matriz identidad elemento a elemento. Una definicién alternativa para
la incoherencia mutua es el menor § tal que

“ZTZ

Proposicién 5.2.12 (Incoherencia mutua implica RN). .

_]Hooé(s

Supongamos que para algun entero k € {1,2,...,d} tenemos v(Z) < —.
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Entonces Z satisface la propiedad RN de orden k, y por tanto los problemas
lo y Iy son equivalentes para todos los vectores con soporte a lo sumo k.

Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que ||z;]|2 = 1
para todo j = 1,2, ..., p. Para simplificar la notacién, supongamos que v(Z7) <
)

— para algin § > 0, y probemos que es suficiente con tomar § = 1/3. Para

k
un subconjunto arbitrario S de cardinal k, supongamos que a € C(95) \ {0}.

Basta con probar que || Z3]3 > 0:
12815 > 1 ZsBsll3 + 285 Zs Zsc Bse -

Por un lado tenemos

2168 2§ Zse Bse < 1) D M1BillB;11(z:, 25)]
i€S jesc
(1) < 2[|Bsll1 ]| Bse 1v(2)
o 20018512
< ZZNPST
(i) < —

(ii1) < 26|83
donde en (i) hemos utilizado la definicién de incoherencia mutua, en (i7)
utilizamos que g € C(S) y v(Z) < % para algin § > 0 y en (i) utilizamos

que ||Bs|l? < |1Bs/|3 por Cauchy-Swartz, puesto que el cardinal de S es a lo
sumo k.
Por lo tanto, hemos establecido que

1ZB112 = 1| ZsBsllz — 2011Bs]3-

Sélo queda acotar inferiormente || Zs3s|3. Denotamos por ||.||,, al maximo
de los valores singulares de una matriz, y tenemos

)
T _
12525~ Tl <z 3 a5}l < b =0
jes\{i}

En consecuencia || ZsBs||3 > (1—9)]|Bs]|3 y podemos concluir que || Z5]|5 >

(1 — 30)||Bs]|3, por lo que es suficiente con tomar § = 1/3 como querfamos
demostrar.

[



Capitulo 6

Recuperacién de la senal.

Hagamos una breve recapitulacion de lo que hemos visto hasta ahora. En
primer lugar partimos de una matriz de proyecciones aleatorias W € M™%(R)
con n < d, a partir de la cual se ha captado el vector y € R". Este vector y
es la compresion de la sefal original z € R?, de forma que tenemos que

y = We.

Como vimos en el capitulo 5, para poder resolver el sistema anterior y recu-
perar la senal x necesitamos una forma dispersa de la misma. Para ello se
supone que la senal x admite una expresion dispersa en una base ortogonal
formada por las columnas de una matriz U € M®%4(R) conocida. Hemos vis-
to en el capitulo 3 varias técnicas para obtener U, con lo que obtenemos en
forma matricial

y=WUa = Za,

donde a es un vector disperso. Para recuperar a debemos buscar el vec-
tor mas disperso posible que cumpla el sistema, con lo que el problema de
minimizacion a resolver es

min||a|lo tal que y = Za.

Se trata de un problema no convexo que no se puede resolver mediante los
métodos numéricos cldsicos. Sin embargo, hemos probado en el capitulo 5 que
si la matriz Z satisface la propiedad de isometria restringida o la de nicleo
restringido, podemos resolver de forma equivalente el problema con norma 1

min||a|; tal que y = Za,

49
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que si es convexo.

Por lo tanto, para completar el proceso de compressed sensing solamente
falta resolver el problema relajado a norma 1. Para ello se distingue entre
senales con y sin presencia de ruido. Un problema sin presencia de ruido se
puede escribir como un problema lineal y por tanto resolverse con algoritmos
como el simplex o los métodos de punto interior. Para las senales con presen-
cia de ruido, que son las mas comunes en la practica, se utilizara el método
del descenso por coordenadas que detallaremos en esta seccion.

Cabe mencionar que unicamente se realiza una descripcion del procedi-
miento. Para més detalle se puede consultar la seccién 5.5 de [3]. Ademaés, el
algoritmo del descenso por coordenadas converge al 6ptimo y es competitivo
frente a otras implementaciones del método del descenso del gradiente como
por ejemplo el descenso con aceleracion de Nesterov [3].

6.1. Senales sin presencia de ruido.

En 2001 Chen, Donoho y Saunders introdujeron el nombre de Basis pur-
suit [16] para denotar un problema de la forma

min||a|; tal que y = Za.

El problema de Basis pursuit se puede expresar bajo la forma de un problema
lineal. Veamoslo:

Definicién 6.1.1. Un problema lineal en la llamada forma estindar es un
problema de optimizacion con restricciones definido en términos de una va-
riable x € R™ por

min ¢z sujeto a Ax=0b, x>0,
donde c'x es la funcién objetivo.

Nuestro problema puede ser escrito como un problema lineal estandar. Es-
cribimos el vector oo como resta de dos vectores o = u—v, ambos con entradas
mayores o iguales a 0. Asi, el problema de minimizacién serd min (c’u+c’v),
donde ¢ = [1,1,...,1]. El minimo se dard cuando u contenga las entradas
positivas de « con el resto de entradas nulas, y v las entradas negativas con
el resto de entradas nulas. Entonces tendremos el problema

min (c'u+c'v) tal que Z(u —v) =y
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o expresado de otra forma
min (c'u+c'v) tal que [Z — Z] [ﬂ =y

donde u,v > 0. Por lo tanto podemos encontrar la soluciéon resolviendo un
problema lineal equivalente (la equivalencia entre los problemas de minimi-
zacion de la norma [' y los problemas lineales es sabida desde los atios 50 [19]).

Algoritmos de resolucidén: Para resolverlo en [20] se proponen dos de
los algoritmos mas utilizados en programacion lineal. El método simplex pro-
puesto por Dantzig [18] es el método cldsico, y procede examinando vértices
adyacentes del poliedro de soluciones. Ademas, en los tltimos anos ha ha-
bido grandes avances en programacion lineal debido a la utilizacién de los
llamados métodos de punto interior propuestos p or Karmarkar, N. (1984)
[21], que basan su estrategia en la busqueda del éptimo a través de caminos
que recorren la zona interior de la regién factible.

6.2. Senales con presencia de ruido.

Como en la practica la recuperacion no es perfecta debido a la presencia de
ruido en las senales, Chen, Donoho y Saunders [?] introdujeron el problema
de Basis pursuit denoising(BPDN), una adaptacién del BP que toma una
forma similar al LASSO [17].

Asumimos que aparece un factor de error p en la igualdad
y=Zoa+ pp,

donde g > 0 es una constante y p un vector que contiene ruido siguiendo una
distribucién normal estandar.

En nuestro problema y es un vector conocido y a un vector disperso des-
conocido, y lo que queremos conseguir es que el error entre el vector y y
su reconstruccién sea lo méas pequeno posible. En lugar de minimizar |a|;
minimizamos el error ||y — Zal|; imponiendo como condicién que ||al|; sea
menor que un € > 0 fijado, ||alj; < €, o lo que es lo mismo

minlly — Za|; tal que |laf; < e
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El problema anterior es equivalente al basis pursuit denoising, nombre
que recibe el problema

1
minzlly = Zallz + Ala.

El parametro de regularizacién A ajusta el grado de dispersion, un parame-

tro A grande proporciona una solucién con pocas componentes distintas de
cero, mientras que si A = 0 obtenemos soluciéon no dispersa.
Se trata de un problema de optimizacion con funciones convexas, con lo que
es posible encontrar la solucién. Sin embargo, como la norma ! no es di-
ferenciable en ningtin punto donde alguna coordenada del vector sea nula,
tenemos que estudiar la forma de resolver problemas convexos con funciones
no diferenciables. Utilizaremos el método del descenso por coordenadas.

6.2.1. Descenso por coordenadas.

El método del descenso coordinado (desarrollado en [3] consiste en un
algoritmo de optimizacién para problemas convexos no diferenciables como
el que queremos resolver en este caso. En cada iteracion, el algoritmo realiza
una busqueda unidimensional a lo largo de una direccion de coordenadas
para encontrar el minimo local de la funcién.

Supongamos en primer lugar que tenemos solamente una variable predic-
tora, es decir, que @ € R con d = 1 y la matriz Z € M™%(R) es un vector
Z. En lugar de utilizar z utilizaremos su vector traspuesto que denotaremos
por z. Queremos resolver

min||y — az||* + M al.

El problema es sobre una variable, con lo que si denotamos f(a) = ||y —
az||* + Ma| podemos obtener una solucién igualando la derivada de f a 0,
teniendo en cuenta que en a = 0 la funcién valor absoluto no es diferenciable.
Asi, tenemos

(o) 20y —az)Tz—A=-2y,2) + 20—\ sia<0
o) =
20y —ax)lz+ A= -2(y,z) +2a+ X sia>0
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Igualando f'(«) a 0 obtenemos

A A
< 7Z>+§ si <yaz> <_§
a=<0 si—ég(y,@g%
( Z}—é si ( ,z>>é
Y, 9 Y, 9

>~

A
Esto es debido a que si (y, z) < = entonces f({y, z) + 5) > f(0) y que si

2
_A

A
(y,z) > B) entonces f({(y, 2) ) > f(0). Probemos la primera afirmacion,

la segunda se prueba de forma andloga.
Suponemos que el problema estd estandarizado, con lo que ||z||* =1

P2+ 5) = lly = (=) + 302l + Al 20+ 5)

= ol 4 w2+ I = 200 2) + D)2 + M)+ D)
= O+ ({02 + (. 2) + 5) 200w 5) — 3)

= F0)+ ({9 + ) > F(0).
Se define el operador
Sa(x) = sign(z)(|z] — A)+

Sy, denominado operador Soft thresholding, que actia reduciendo o aumen-
tando el valor de x en A en valor absoluto, dependiendo del signo de x.

Si(z) A

Figura 6.1: Representacion del operador Soft thresholding.
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Utilizando este operador podemos expresar & de la forma & = Sy 2((y, 2)).

Si trasladamos el procedimiento anterior al caso en el que tenemos d
variables predictoras, se tratara de minimizar la funcién objetivo en ay para
cada k =1, ...,d manteniendo fijas el resto de variables. Asi, consideramos la
siguiente funcién objetivo dependiente solo de ay,.

n d 2 d
fla) = flog) = Z (yi - Zij O — Zi,kzak> + A Z || + Ao |

i=1 j=1.j#k j=1j#k

n d
= (rF = zar) + X > oyl + Aol
=1

j=1j#k

i i i k— o _ \d v
donde se denomina residuo a la cantidad i = y; — > 5 5y Zij0;.
Minimizar el problema anterior equivale a minimizar la misma funcién
que en el caso en el que tan solo exist{a una variable predictora con y; = r¥
y 2i = % . Con esto obtenemos que el minimo se alcanza en

. — S)\/g(<7'k,2;7k>). (61)

El algoritmo se itera un nimero determinado de veces, y en cada una de ellas
k recorre cada una de las variables predictoras para actualizar la componente
ayg, obteniendo finalmente un vector préximo al minimo a&.

En el caso de una matriz Z ortogonal, el operador soft-thresholding juega
un papel central en la resolucion del problema. Para comprobarlo, vemos que
el esquema de minimizacién toma una forma mas simple si los predictores
z; son ortogonales, es decir, si (z.;, z.,) = 0 para cada j # k. En este caso,
la expresién (6.1) se simplifica, puesto que (r*, z. ;) = (y, z.;) y entonces &
es simplemente el operador soft-thresholding aplicado a (y, 2. ;). En conse-
cuencia, en el caso de una matriz Z ortogonal la soluciéon buscada tiene una
forma explicita y no es necesario realizar mas iteraciones.

En la practica, normalmente estamos interesados en encontrar la solucién
no solamente para un A, sino que buscamos la solucién para distintos valores
de A hasta encontrar el éptimo. Ademds, si elegimos A = 0 en (6.2.1) el
descenso por coordenadas nos lleva a la solucién de un problema de minimos
cuadrados. Cuando la matriz Z tiene rango maximo, el punto de convergencia
es la solucién del problema de minimos cuadrados, es decir A = 0 (ver péag
16 de [3]).



Capitulo 7

Compressed sensing en
imagenes con R.

En esta seccién se expondran los resultados obtenidos tras la programa-
cion del proceso de compressed sensing en R. Nos centraremos en el caso de
iméagenes en escala de grises. Para la implementacion del compressed sensing
en color, inicamente se requiere realizar el proceso de forma separada para
cada uno de los parametros RGB.

7.1. Cédigo.

Para la representacion de la senal en forma dispersa, se utilizara la forma
matricial de la DCT, descrita en el capitulo 3. En primer lugar, debemos
cargar la imagen, que se supondra cuadrada por simplicidad. El cambio a
iméagenes rectangulares requiere una modificacion minima del coédigo.

im <- load.image("ubicacion_de_la_imagen. jpg")
im<-grayscale(im) #Convierte a escala de grises

M <- as.matrix(im)  #Convierte la imagen a una matriz
d<-dim(M) [1]

El siguiente cédigo muestra la implementacién de la DCT en forma ma-
tricial.

C<-matrix(nrow=d,ncol=d)
for (k in 0:d-1){

95
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for (i in 0:d-1){

if( k == 0){
Clk+1,i+1]<-sqrt(1/d)

}

else

Clk+1,i+1]<- sqrt(2/d)*cos((pixk*(1/2+i))/d)

El siguiente paso es la creacién de una matriz W € M™4(R) con entradas
independientes siguiendo una distribucién normal de media 0 y varianza 1/d.
Ademas, computamos la matriz de compressed sensing Z = W', donde C
es la matriz de la transformada.

La dimension n refleja el nimero de mediciones de la imagen original que
queremos tomar. Se construye entonces la matriz Y € M™4(R), Y = WM
de mediciones. Intentaremos recuperar la imagen de matriz M a partir de Y.

n<-100
W<-matrix(rnorm(n*d,mean=0,sd=1/d), n, d)
Z<-WY%*%C

Y<-WY%*%M

Para la recuperacion de la senal implementamos una funcién que efectiia el
descenso por coordenadas, que trabaja sobre un vector y previamente definido
(los vectores y son las columnas de la matriz Y'). Se repite el algoritmo un
numero fijo de iteraciones maxit.

coord.descent <- function(Z, maxit, lambda){
p <- dim(Z) [2]
theta <- matrix(0, ncol=p, nrow=maxit)
for(k in 1:maxit){
for(i in 1:p) {
iter = ifelse(k>1, yes=k-1, 1)
thetalk,i] <- t(Z[,i1)%*% (y - Z[,-il%%thetaliter,-il)/
(tZL,iD%%Z[,1i]1)
thetalk,i] <- softthresh(thetalk,i], lambda)
}
+
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return(theta)
+

La salida theta de esta funcién es una matriz que contiene los valores para
cada una de las coordenadas obtenidos en cada iteracién.

Puesto que las columnas de Z son ortogonales, se realiza solamente una
iteracion del algoritmo, y ademés vimos que el 6ptimo se alcanza para A = 0.
Reconstruimos la senal operando por columnas en una matriz que llamamos

IMAGEN.

IMAGEN<-matrix(0,d,d)
maxiter <- 1
for(j in 1:d){
y<-Y[,j]
out_cd = coord.descent(Z, maxiter, lambda=0)
IMAGEN[, j1<-C%*%out_cd[1,] #Deshacemos la transformada
}

Ya se ha terminado el proceso de recuperacion de la imagen original. El
proceso se ha realizado por columnas, aunque también se podria trabajar por
filas. Veremos los resultados obtenidos en la siguiente seccion.

7.2. Resultados.

7.2.1. DCT.

En primer lugar veamos la eficacia de la transformada mediante la DCT.
Para ello, se calcula la transformada de la imagen original y se guardan
un porcentaje pequeno de las entradas, tomando aquellas con mayor valor
absoluto. Después, se realiza la transformada inversa y se observa el resultado
en la figura 7.1. Para cada caso, se ha calculado el RMSE entre la imagen
original y la reconstruccion.



58  CAPITULO 7. COMPRESSED SENSING EN IMAGENES CON R.

RMSE= =
0.0459 a5

(c) 10% (d) Original

Figura 7.1: Reconstruccion de la imagen original tomando distintos porcen-
tajes de coeficientes de la DCT.

7.2.2. Compressed sensing.

Se han realizado varias pruebas tomando en cada vez proyecciones aleato-
rias de distintas dimensiones sobre la senal original. En el primer ejemplo se
toma una proyeccion aleatoria que convierte el conjunto de datos en otro cuyo
tamano es un 35 % del original. Se computa el proceso primero por columnas
y luego por filas, con lo que se obtienen las dos imagenes representadas en la
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figura (7.2).

RMSE RMSE
0.0909 0.0745

Figura 7.2: Compressed sensing por columnas y por filas tomando la dimen-
sién de las proyecciones un 35 % de la original.

RMSE -
0.0602 Original

Figura 7.3: Media de las imédgenes de la figura (7.2) comparada con la imagen
original.

Como se puede observar, aparecen unas marcas verticales y horizontales.
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Para solventar este problema se obtendrd una reconstruccion final a partir
de la media de las dos salidas. Al realizar la media pixel a pixel se consigue
reducir el error cometido por cada imagen. En la figura (7.3) se muestra el
resultado obtenido.

La figura (7.4) muestra el RMSE cometido entre la imagen original y la
reconstruida frente a la dimensién de las proyecciones en tanto por ciento
sobre dimension inicial. Se observa que a partir del 40 % un aumento de los
datos tomados no produce mejora significativa de la recuperacion.

RMSE

0.05
l

20 40 60 80

Porcentaje medido de la imagen original

Figura 7.4: RMSE cometido en la reconstruccion.

En la figura (7.5) se presentan las reconstrucciones para proyecciones
de tamano un 10%, 20% 40%, 50% y 60 % de la dimensién original. Se
comparan con la imagen inicial. Se puede apreciar que con un 20 % ya se
puede distinguir la imagen original. Ademds, a partir de un 40 % el resultado
obtenido no mejora significativamente al aumentar la cantidad de mediciones,
como se refleja en (7.4).
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RMSE RMSE
0.1128 0.0815

(c) 40% __ (d) 50%

RMSE
0.0468

(e) 60% (f) Original

Figura 7.5: Reconstruccién de la imagen original con proyecciones de distinto
tamano.
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Capitulo 8

Conclusiones.

La técnica del compressed sensing ha supuesto uno de los mayores avances
de las ultimas décadas en todos los aspectos relacionados con el ambito del
procesamiento de senales.

Desde el punto de vista matematico, lo que se ha logrado en este trabajo
es una reconstruccion fiel de los datos iniciales tomando una cantidad pe-
quena de mediciones. Ademas, utilizando cotas probabilisticas se garantiza
la reconstruccion a partir de proyecciones aleatorias. El compressed sensing
estd relacionado con diversos ambitos matemaéticos, desde las transformadas
discretas, la busqueda de solucién de un problema no convexo, las proyec-
ciones aleatorias o los métodos de descenso del gradiente, entre otros. Su
amplio alcance hace que continuamente aparezcan nuevos avances que hacen
el método mas eficiente o mejoran la reconstrucciéon de la senal.

La principal dificutad del compressed sensing es la variedad de métodos
disponibles en cada etapa de su desarrollo. Ademas, la eleccién de un método
u otro dependera de la naturaleza de la senal a tratar. Es por esto que uno de
los retos de mejora del compressed sensing es plantear un esquema general que
se pueda aplicar a senales de distintos tipos. En si, determinar una buena base
que facilite la expresién en forma dispersa es la tarea mas compleja. Esta tarea
requiere un conocimiento profundo de la naturaleza de los datos y por tanto
no se puede generalizar a todos los tipos de senales. El compressed sensing es
especialmente eficiente cuando las senales son expresables en forma dispersa
en bases de wavelets, sinusoidales o una combinacion de las mismas, aunque
como hemos comprobado también permite obtener una reconstrucciéon buena
en sefiales (en concreto en imdgenes) genéricas.

En conclusion, el compressed sensing se muestra como una herramienta
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prometedora dentro del ambito del tratamiento de senales, no sélo por su
capacidad de compresién sino por su capacidad de extraer informacion rele-
vante del conjunto de datos inicial. Por lo tanto, esta técnica ofrece grandes
retos tanto a la comunidad cientifica como a la industria y un amplio margen
de mejora, con que lo sin duda continuara evolucionando en el transcurso de
los préximos anos.



Anexo.

Cotas de Chernoff.

En esta seccién vamos a desarrollar las cotas de Chernoff, que son de
utilidad para la demostracién del lema (8.0.4). Se trata de cotas exponen-
cialmente decrecientes para las distribuciones de sumas de variables aleato-
rias independientes. Son una cota mas fina que las conocidas cotas basadas
en el primer y segundo momento tales como la inecuaciéon de Markov o la
inecuacién de Chebyshev, las cuales solo obtienen cotas de nivel exponencial
cuando la distribucién decrece. Las cotas de Chernoff requieren que las va-
riables sean independientes, una condicion que ni las inecuaciones de Markov
ni de Chebyshev requieren y que en nuestro caso se verifica.

Sean Z1,...,Z,, variables aleatorias independientes siguiendo una distribu-
cién de Bernouilli, donde para cada i, P[Z; = 1] = p; y P[Z; = 0] = 1 — p;.
Seanp=> " piy Z=> . Z. Utilizando la monotonia de la exponencial
y la desigualdad de Markov, tenemos que para todo t > 0

Ademds, utilizando la independencia de las variables aleatorias en (1) y la
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desigualdad 1 + z < e” en (2) se obtiene

Ble”) - Bl %) — B[]
= [ [ Ele"*]
= f[(piet + (1= pi)e?)
~TI0 e - 1)

_ Sipilet-1)
— ele'=Dp
Combinando lo anterior con la ecuacién (8.1) y tomando t = log(1 + ¢)

se obtiene el siguiente lema.

Lema 8.0.1. Sean Zi,...,Z,, variables aleatorias independientes siguiendo
una distribucion de Bernouilli, donde para cada i, P|Z; = 1] = p; y P[Z; =
0] =1—p;. Seanp=> " pi yZ =>.."| Z;. Entonces, para cualquier 6 > 0,

P[Z > (146)p] < e P,

donde
h(6) = (14 6)log(1 +0) — 0.

Utilizando la desigualdad h(a) > a?/(2 + 2a/3) obtenemos el siguiente
resultado.

Lema 8.0.2. Utilizando la notacion del lema anterior, tenemos también que
52
———
PlZ>(1+8)p <e 2120/3

Hemos conseguido una cota para el caso en el que Z > (1+ d)p. En la
otra direccién se aplican céalculos similares detallados a continuacion:

E[e—tZ]
e—(1=8)tp

P[Z < (1-0)p|=P[—Z > —(1—=68)p| =Ple ™t > ¢ t179P] <
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y ademads utilizando la independencia de las variables aleatorias en (1) y la
desigualdad 1+ x < e” en (2)

Ele™] = Ble™ > %] = E[] [ e™*]
W -[[Ec
= f[(pie‘t +(1=pi)e’)
= ﬁ(l +pi(e”" = 1))
(2) < H ert

— e(eit_l)p'

Puesto que t = —log(1 — ¢) podemos simplificar la expresién de la cota

anterior
e~

—ph(=4)

]P’[Z<(1—(5)p]§e =e

(1-6)log(1-5)p
Se verifica que h(—4§) > h(d) y por lo tanto
Lema 8.0.3. Utilizando la notacion de los lemas anteriores,
52
p———
P[Z < (1 —6)p] < e P79 < ¢PhO) < ¢ 2426/3

En conclusion, hemos obtenido las dos cotas siguientes
52
BIZ > (1+d)p| <e 2+20/3,
52
PlZ < (1—d)ypl<e 2+20/3,
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Estas son las llamadas cotas de Chernoff. Recordamos que teniamos Z =
> Z; donde Zy,...,Z,, variables aleatorias independientes siguiendo una dis-
tribucién de Bernouilli de pardmetros p; y donde p = """ p;.

Puesto que se verifica p = E[Z], las cortas de Chernoff indican que la variable
aleatoria Z se encuentra concentrada en torno a su media:

52
Pl(1+0)p < Z < (1—8)p| <2 2T20/3
o lo que es lo mismo
52
P(1-0)p<Z<(1+d)p <1 —2671}2_‘_25/3.

Gréficamente se ilustra en la figura (8.1).

f(x)

PX= (148 1)

PiX <(1-8 1)

~ 6 b

./ K

0 p-Ap " pehp -

Figura 8.1: Descripcién gréfica de las cotas de Chernoff.

Concentracién de variables y?.

Sean Xi,..., X} variables aleatorias independientes normalmente distri-
buidas, X; ~ N(0,1) para i = 1,..., k. La variable X? sigue una distribucién
X2 (ji cuadrado), y Z = X? + ... + X? sigue una distribucién x? con k gra-
dos de libertad. Tenemos que E[X?] = E[X,]?> = 1, y E[Z] = E[>F, X;] =
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Zle E[X;] = k. En el siguiente lema se muestra que la variable aleatoria 2
esta concentrada alrededor de su media.

Lema 8.0.4. Sea Z ~ x2. Entonces para todo € > 0 tenemos
P[Z < (1 —e)k] < e <0, (8.2)
y para € € (0,3) tenemos

P[Z > (1+ €)k] < e=<H/0 (8.3)

Demostracion. Queremos acotar la cantidad P[Z < (1—e¢)k| para todo € > 0,
para lo que utilizaremos el método de las cotas de Chernoff que hemos visto
anteriormente.

P[Z < (1— k] =P[~Z > —(1 - e)k]
_ ]P;[ef)\Z > e*(l*G)kA]
E[eAZ]
— e~ (1-6)kA
e IRNR oA Xt X7
k
_ 6(1—e)k>\]E[H e—AXf]

=1
k
_ e(lfe)k)\ HE[ef)\Xf]
=1
_ 6(1—e)k)\(E[e—)\Xf])k‘

En primer lugar hemos aprovechado la monotonia de la exponencial y la
multiplicaciéon por una constante A > 0 que determinaremos a continuacion.
Después se ha utilizado la desigualdad de Markov y el hecho que los X; son

variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas.
2

Queremos ahora acotar IE[e’\Xl2 ]. Utilizando que e * <1 —a+ % para todo
a > 0:
2 A2
E[eM1] < 1 — AE[X?] + ?]E[Xf].
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72
2

Ahora, calculamos
dr =1
2

1 *° -
E[X%] = E/ 33'26
T

L
]E[Xf]:E/ z'e 2dr =3

y utilizamos que 1 — a < e™* para obtener

—A=A?
Ele ™) <1- A+ gv <e 2

Tenemos entonces
P[Z < (1 — )k] < eI (B[]

3
_ —\2
< 1-9kA )\k+2>\ k

3 2
—eAk+— Xk
= e 2 s

y tomando A\ = €/3 obtenemos la desigualdad (8.2)

Para la desigualdad (8.3) utilizaremos la siguiente expresién de la funcién
generadora de momentos de la distribucién y?

1
VA < §,E[e’\z2] = (1 —2X)7*/2
Utilizando el método de Chernoff tenemos
P[Z > (1 + E)k] — P[e/\Z > 6(1Jre)k/\]
< 67(1+e)k)\E[€)\Z]
_ e—(1+e)k)\(1 . 2)\)—k/2
< o (HORARN _ —ek)
En la dltima desigualdad hemos utilizado que (1 — a) < e~ Tomando A =
€/6 obtenemos la desigualdad buscada. Observamos que € tiene que estar
comprendido entre 0 y 3 para que se verifique la condiciéon impuesta sobre
A O
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Combinando las dos desigualdades anteriores es inmediato afirmar que
para todo € € (0,3) tenemos

Pl(1—ek<Z< (14 ekl >1—2e"0 (8.4)

Recordamos que E[Z] = k, lo que indica que la distribucién x? se encuen-
tra distribuida en torno a su media.
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