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Resumen

El objetivo de este TFG consiste en construir una funcién con ciertas propiedades, de manera
que mediante la herramienta denominada Quantum Annealing (atemperamiento cudntico) se resuel-
va el siguiente problema propuesto por la empresa Lighthouse Disruptive Innovation Group LLC.
Supongamos que tenemos un almacén donde estan localizados un nimero N de pedidos. Contamos
con () robots que van a ser los encargados de coger los pedidos y llevarlos al punto desde donde
van a ser distribuidos. En el articulo gRobot: A Quantum computing approach in mobile robot order
picking and batching problem solver optimization [2], desarrollado entre otros por Parfait Atchadé
(empresa Lighthouse e investigador de la universidad Ramon Llull) y Guillermo Alonso (UVa), se
dan todos los detalles acerca del problema y su resolucion cuando se busca minimizar la distancia
total que recorren los robots.

El propodsito de este TFG sera resolver el problema consistente en minimizar el tiempo que tardan
los robots en recoger todos los pedidos o, lo que es equivalente, minimizar el méximo de las distancias
que recorre cada robot. Aparte de la modelizacién y del codigo (en Python) necesarios para resolver
el problema, lo extenso del trabajo serd un desarrollo sobre en qué consiste el algoritmo Quantum
Annealing, centrandonos en exponer las matemaéticas que ayudan a entender cémo realizar buenas
modelizaciones.

Palabras claves: Computacién cuantica, Quantum Annealing, Optimizacién combinatoria, Qua-
dratic Unconstruined Binary Optimization, Travel Salesman Problem.



Capitulo 1

Introduccion

Uno de los grandes y mas frecuentes problemas de las matemaéticas consiste en encontrar los
puntos donde se alcanzan los valores maximos y minimos de una funcién, con sus respectivos valo-
res. Para funciones que cumplen ciertas propiedades, el calculo diferencial nos proporciona técnicas
que permiten calcular estos maximos y minimos. Desgraciadamente, muchas de las funciones que
aparecen al tratar de modelizar problemas no satisfacen las hipétesis de los teoremas del calculo
diferencial o poseen restricciones adicionales que anulan su utilidad. Uno de los mayores logros del
siglo XX en esta rama de las matematicas fue el desarrollo del algoritmo simplex por George Dan-
tzig. Durante muchos afios fue el algoritmo maés utilizado a nivel mundial. Este permite encontrar el
6ptimo global de una funcién lineal con restricciones lineales. Si tratamos de generalizar las condi-
ciones bajo las cuales funciona el algoritmo simplex, pronto nos quedamos sin técnicas que resuelvan
estos problemas. Existen herramientas de calculo numérico para tratar de aproximar los maximos y
minimos de funciones bajo ciertas condiciones de regularidad, pero no son suficientes para tratar de
resolver todos los problemas.

La mayor parte de las técnicas con las que contamos para resolver problemas de minimizacién
o maximizacién de funciones (a partir de ahora hablaremos solo de minimizacién para abreviar)
necesitan condiciones de continuidad y diferenciabilidad. Sin embargo, muchas de las funciones que
aparecen en problemas a resolver no cumplen estas condiciones y en algunos casos ni siquiera tiene
sentido hablar de estas propiedades por estar tratando con un conjunto discreto. La rama que trata
estos tltimos problemas se conoce como optimizacién combinatoria. Es por ejemplo el caso del pro-
blema del viajante, conocido como TSP por las siglas en inglés de Travelling Salesman Problem. Su
enunciado es el siguiente: Supongamos que un viajero debe recorrer N ciudades. ;Qué ruta deberd
sequir para recorrer la menor distancia posible sabiendo que tiene que acabar en la ciudad en la que
empez6 y pudiendo estar sélo una vez en cada ciudad?. Para este problema podemos asociar cada
posible solucién p a una permutacién (1, ..., zx) de los nimeros {1, ..., N} que afecte al orden en que
se van a recorrer las ciudades, y tomando como funcién f(p) = dy, oy + ... + dz_; 2., donde dy, 4,
corresponde a la distancia entre las ciudades z; y x;41, tenemos que nuestro objetivo consistird en
encontrar el minimo de f en el conjunto de las permutaciones de {1, ..., N}. Dejando a un lado los
algoritmos de fuerza bruta (consistentes en probar todas las combinaciones posibles) debido a su
impracticabilidad computacional, ya que el niimero de permutaciones crece de manera factorial en
funcién de N, no existe un algoritmo o método de btisqueda eficiente de estos méximos y minimos.
Observemos que al estar tratando en un conjunto discreto no disponemos de propiedades como la
continuidad, por lo que f podria representar por ejemplo una funcién aleatoria. Con esto en mente
es sencillo apreciar la imposibilidad de encontrar un algoritmo eficaz de calculo del minimo global
sin recorrer cada uno de los puntos del conjunto. Aparece entonces la necesidad de desarrollar al-
goritmos especificos para cada problema, siendo fundamental estudiar en profundidad este campo
y cada una de las herramientas disponibles. Alguna de estas herramientas son lo que se denomina



algoritmos heuristicos. Los algoritmos heuristicos tratan de aproximarse al minimo global de una
funcién, pero sin garantizar alcanzarlo. Constituyen un método de busqueda de buenas soluciones
para cierta funcién. Como comentamos anteriormente, el mismo argumento que impide la imposi-
bilidad de encontrar algoritmos de busqueda de minimos globales para cualquier funcién hace que
tampoco sea sencillo elegir el algoritmo heuristico adecuado para cada problema. El funcionamiento
de éste dependera de la naturaleza de la funcién con la que estemos trabajando, haciendo necesaria
su adaptacion. Algunos ejemplos importantes de algoritmos heuristicos son los algoritmos genéticos,
algoritmos basados en inteligencia de enjambre o el algoritmo annealing (atemperamiento o recocido
simulado) que trataremos méas en profundidad en el préximo capitulo.

En este trabajo vamos a presentar una de las tecnologias més potentes que tratan de resolver
problemas de optimizacion combinatoria. Esta es la herramienta denominada Quantum Annealing
(atemperamiento o recocido cuantico), que trata de lograr buenos resultados en la tarea de mini-
mizar un tipo especifico de funciones discretas. Veremos cémo es su funcionamiento y trataremos
de aplicarlo a un problema que hasta ahora no habia sido resuelto mediante Quantum Annealing,
para apreciar sus ventajas. Al tratar de resolver este problema a través de recocido cudntico, ha sido
necesario mejorar alguna de las soluciones existentes de problemas que ya habian sido abordados
mediante Quantum Annealing. En particular, se ha logrado disminuir notablemente el nimero de
variables requeridas de una de las modelizaciones QUBO (Quadratic Unconstrained Binary Optimi-
zation) conocidas del problema del viajante y que aparece en diversos articulos. Para aquellos que
tengan dominio sobre el algoritmo Quantum Annealing, podran encontrar informacién de su interés
a partir del capitulo 5.



Capitulo 2

Historia de FEl Problema del Viajante
y alguna de sus generalizaciones.

Se conocen estudios que mencionan El Problema del Viajante de principios del siglo XIX, pero
hasta 1950 no surgieron los primeros resultados importantes abordandolo. En 1972 se demostrd que
el TSP era un problema NP-completo y se empezaron a estudiar distintas heuristicas que trataban
de resolverlo. A partir del TSP aparecen gran cantidad de generalizaciones que resultan de gran
interés. Estas generalizaciones aparecen al introducir nuevas condiciones. Veamos algunos ejemplos
conocidos de ellas:

1 Las ciudades aparecen agrupadas en lo que comtinmente se denomina estados y el viajero debe
encontrar la ruta éptima pasando por cada estado (por lo que es suficiente con pasar por una
de las ciudades de cada estado).

2 FExiste un ordenamiento secuencial de las ciudades, por lo que algunas ciudades deben visitarse
antes que otras. La solucién que desarrollamos en la seccién 5.2 de este trabajo para el TSP
como problema QUBO puede generalizarse de manera muy sencilla a este caso.

3 Existen unas restricciones de tiempo segtn las cuales el viajero solo puede estar en determinadas
ciudades en momentos concretos. A esta generalizacion se la conoce como problema del viajante
con ventanas de tiempo o con las siglas TSPTW, procedentes de Travel Salesman Problem with
Time Windows. Daremos mas detalles sobre este problema en la seccién 5.3.5.

4 Existen varios viajantes que deben recorrer todas las ciudades. Esta es la generalizacion fun-
damental sobre la que hemos construido nuestro estudio. Veamos a continuacién un desarrollo
mas amplio de este caso general de TSP.

Como acabamos de comentar, la generalizacién 4 es la que nos ocupa en este trabajo. A este problema,
se lo conoce como Vehicle Routing Problem (VRP). Este nombre procede del siguiente enfoque del
problema: Supongamos que se dispone de una flota de vehiculos que deben recoger pedidos localizados
en distintas ciudades. Si cada pedido tiene asociado un peso y cada vehiculo posee un limite de peso
que puede transportar, ;cudl es la manera optima de recoger los pedidos minimizando la distancia
que recorren los coches? Nuestro trabajo se enfoca en resolver esta generalizacion, por lo que vamos
a presentarla en profundidad.

Uno de los primeros articulos donde se presenta el problema VRP data de 1974 y podemos en-
contrarlo en [4]. En este articulo aparecen distintos algoritmos para abordar el problema basdndose
en heuristicas que trataban de resolver otros problemas relacionados con la teoria de grafos. Uno
de los primeras métodos que atacaban el VRP fue un modelo realizado a partir de variables bi-
narias y continuas por G.Dantzig, R.Fulkerson y S.Johnson (modelo DFJ) [6], que posteriormente



fue mejorado por Miller, Tucker y Zemlin (modelo MTZ) [14]. Dado que estas modelizaciones son
cercanas a las necesarias para resolver un problema mediante Quantum Annealing, serdn analizadas
en el apéndice exponiendo sus ventajas e inconvenientes. A partir de entonces se han probado y de-
sarrollado distintos algoritmos heuristicos que tratan de conseguir buenos resultados. Actualmente,
estos algoritmos siguen aplicAndose y mejorandose para resolver los casos actuales. Incluso, como
comentaremos posteriormente, estan empezando a aparecer distintas propuestas de mejora de estos
algoritmos clasicos a partir de la programacién cudntica (una de dichas propuestas es este trabajo).
Entre los distintos tipos de algoritmos heuristicos existentes, podemos hacer una clasificacién en tres
grandes grupos: las heuristicas constructivas, heuristicas de mejora y metaheuristicas. Las heuristi-
cas constructivas tratan de ir construyendo las soluciones finales a partir de soluciones parciales del
problema. Un ejemplo de este grupo para el TSP consiste en el algoritmo de vecinos cercanos. Las
heuristicas de mejora tratan de mejorar soluciones factibles y las metaheuristicas pueden entenderse
como estrategias y guias para realizar las mejoras. Las heuristicas de mejora a menudo requieren
de heuristicas constructivas para partir de soluciones que después mejorar. En [§] encontramos un
modelo que trata de aprovechar la programacién cudntica proponiendo un algoritmo hibrido que
aplica un algoritmo de mejora a soluciones localizadas mediante herramientas que usan hardware
cuantico.

Tenemos entonces que en nuestro trabajo vamos a tratar de aplicar el algoritmo de Quantum
Annealing al problema del viajante para el caso en el existen varios viajeros que parten del mismo
punto central y que entre todos deben recorrer todas las ciudades. Si solo dispusiésemos de un solo
viajero, el problema serfa equivalente a un problema del viajante clasico. Notar que para este ca-
so, y al contrario de lo que ocurre en otros problemas similares, es necesario o bien introducir un
concepto relativo al tiempo que tardan en recorrerse todas las rutas de manera simultdnea o bien
establecer un maximo de ciudades que puede recorrer cada vehiculo. Esta tltima condicién aparece
cuando los vehiculos deben recoger distintos pedidos en las ciudades y tienen un limite de peso que
pueden transportar. Esto se debe a que si solo realizamos un estudio sobre minimizar la distancia
que recorren los viajeros o vehiculos sin restricciones adicionales, debido a la desigualdad triangular,
con un solo vehiculo se resolveria el problema. Veamos en el siguiente capitulo en qué consiste el
algoritmo de Quantum Annealing y cémo podemos aplicarlo al problema en cuestion.



Capitulo 3

Algoritmo Annealing

3.1. Annealing clasico

El algoritmo annealing (en inglés Simulated Annealing, por lo que a partir de ahora lo denomina-
remos SA) es un algoritmo de optimizacién perteneciente a la familia de los algoritmos heuristicos.
Se caracteriza por partir de un estado inicial e ir recorriendo soluciones cercanas mejores tratando
de localizar los minimos globales. Podemos encontrar mas detalles sobre el funcionamiento de este
algoritmo en [20]. Este algoritmo toma su nombre del proceso metalirgico denominado recocido.
Este proceso consiste en aumentar la temperatura de cierto metal para modificar sus propiedades
fisicas y hacerlo méas manejable. Debido a esto es comiin denominar estados de baja temperatura o
baja energia a los minimos globales de la funcién que estemos optimizando.

Su funcionamiento bésico es el siguiente: supongamos que nuestro objetivo es minimizar una
funcién f : R¥ — R. Para ello partimos de un estado inicial 2y y, analizando un conjunto de valores
cercanos a zo (valores vecinos), que seran calculados mediante la funcién fvec, el algoritmo estudiara
si mantener la solucién actual o moverse a una de las nuevas. Para llevar a cabo este ultimo paso se
realiza una evaluacién mediante una funciéon probabilistica (funcién fsel), que nos permite decidir
si seleccionar la nueva solucion calculada o permanecer en el estado anterior. El algoritmo finaliza
tras ejecutarse el nimero de iteraciones fijadas al inicio (maxite) mientras busca converger hacia el
minimo global.

Algoritmicamente, se puede describir de la siguiente manera:

1. Inicializacién:
T < X
M <+ maxite

2. Para i in {1,...,M}:
y < min foec(x)
x <« fsel(x,y)

Es fundamental modelizar de manera correcta el espacio en el que se van a buscar las soluciones.
Trabajar en un conjunto en el que luego resulte dificil establecer distancias entre individuos provoca-
ra que el algoritmo carezca de sentido. Esto se debe a que no se dispondra de una manera correcta de
seleccionar vecinos cercanos a uno dado, por lo que el algoritmo se reducira al estudio de un ntimero
determinado de posibles soluciones elegidas aleatoriamente. Si estamos trabajando en R¥, es sencillo
establecer la cercania entre puntos a partir de la norma euclidea de este espacio. Sin embargo, en el
espacio de las permutaciones de N elementos no existe una manera natural de establecer distancias
entre distintos puntos.



A lo largo del tiempo se han hecho estudios sobre la funcién que hemos denominado fsel y que
selecciona si en cada paso se mantiene la solucién actual o si se escoge una de las que se acaban de
calcular. Un ejemplo de esta funcién es el propuesto por Kirkpatrick [I1], que define la probabilidad
de escoger la nueva solucién o permanecer en la anterior de la siguiente maneras:

lsiy<ua,
P(z,y,i) =
exp (@) siy>uw

donde 7 se corresponde con la iteracién en la que estemos. Esta funcién de probabilidad busca dis-
minuir la probabilidad de escoger estados de mayor temperatura a medida que avanza el algoritmo.

La eleccion adecuada de las funciones fvec y fsel es el aspecto mas importante de cara a
implementar SA. Esto se debe a que el problema fundamental a evitar de este algoritmo es que
converja hacia un minimo local. Debido a esto, ciertas implementaciones del SA permiten que en
algunos casos podamos movernos hacia estados de mayor temperatura de cara a tratar de escapar de
minimos locales. El algoritmo de atemperamiento cudntico (QA por sus siglas en inglés, Quantum
Annealing) permite mejorar los resultados del SA en muchas situaciones. Veamos en la siguiente
seccion un ejemplo practico donde apreciar las ventajas de esta tecnologia.

3.2. ;Por qué utilizar Quantum Annealing?

Supongamos que nos planteamos el siguiente problema: Dado un tablero de ajedrez queremos
disponer sobre el tablero ocho reinas de manera que entre ellas no compartan fila, columna o diago-
nal. Recordemos que un tablero de ajedrez posee 8 x 8 casillas y durante el juego una reina se mueve
recorriendo un nimero de casillas arbitrario entre las que se encuentran en su misma fila, columna o
cualquiera de sus diagonales. La generalizacién de este problema para N arbitrario se conoce como
problema de las N-reinas. Es conocido que la complejidad computacional de este problema es NP-
completo. Podemos encontrar més informacién acerca de este problema en [I§].

Este es uno de los problemas sobre los cuales se puede apreciar los buenos resultados de algorit-
mos basados en Annealing. En la imagen [7] que encontramos en el apéndice en la seccién dedicada el
problema de las N —reinas, tenemos un ejemplo de solucién para el caso N = 50. Dicha solucién se
ha encontrado en apenas unos segundos mediante el c6digo que encontramos en [I] y que trata de
resolver el problema mediante un simulador de recocido cuantico. Existen pocos algoritmos eficientes
para resolver el problema de las N-reinas. Mediante un algoritmo de backtracking, siendo éste una de
las propuestas mas comunes para resolver este problema, el tiempo estimado para encontrar alguna
soluciéon de este problema para N = 50 seria mucho mayor. Las soluciones proporcionadas para
este problema mediante la herramienta del Annealing son un ejemplo de la potencia que tiene esta
tecnologia para resolver ciertos problemas especificos, e incluso se espera que su versién cuantica los
mejore. Debido a esto, se hace de interés realizar un estudio sobre los resultados que proporciona
el Quantum Annealing en distintos problemas. El problema que vamos a tratar de resolver en este
trabajo corresponde con una generalizacién del TSP. En el apartado de conclusiones expondremos
la calidad de los resultados obtenidos en nuestro problema. En la siguiente seccién trataremos de
exponer de manera sencilla el funcionamiento de los dispositivos que implementan esta herramienta
sin entrar en mucho detalle, ya que se corresponde con aspectos fisicos y no matematicos.



3.3. Introduccion al Quantum Annealing.

El hardware que implementa el algoritmo Quantum Annealing corresponde a una red de estados
de energia denominados ctbits, que poseen una corriente circulante y un campo magnético [22]. Los
cuibits acaban tomando los valores 0 y 1, de manera que con una correcta modelizacion estas posicio-
nes representan los posibles valores de la funciéon que se desea minimizar. Tendremos entonces que los
minimos globales se corresponderan con los estados de menor energia del sistema de campos magné-
ticos que hayamos preparado. Por la naturaleza de los componentes fisicos que forman el hardware,
los cubits trataran de establecerse en las posiciones que supongan menor energia. De esta manera
tendremos una relacion entre las soluciones de nuestro problema y las posiciones finales de los cuibits.

A diferencia del annealing clésico, que simula la evolucién de una funcién, el algoritmo de atem-

peramiento cudntico trata de recrear el problema de manera fisica. Al final del proceso los cubits
toman los valores 0 o 1, lo que permite construir la solucién final. La diferencia con un bit y la
computacion clasica es que durante la ejecucién del algoritmo los ciibits representan la probabilidad
de que al final del algoritmo acaben colapsando a 0 y 1. Es decir, mientras que un bit clasico siempre
estd en posiciéon 0 o 1, un cubit contiene la probabilidad de acabar colapsando al 0 o al 1.
Lo que acabamos de explicar se debe a que el cubit es un objeto cudntico. Debido a ello, aparte
de tener la propiedad que hemos explicado antes y que en fisica cuantica se conoce como estado de
superposicion, los cubits poseen otras propiedades cuanticas como son el entrelazamiento cuantico y
el efecto tunel. No daremos detalles sobre las cuestiones fisicas de estas dos caracteristicas ya que nos
centraremos en el estudio de la modelizacién que debe realizarse para poder aplicar esta tecnologia.
Sin embargo, es interesante destacar que el efecto tinel permite escapar de ciertos minimos locales
en los que SA se quedaria atascado, y el entrelazamiento cuantico, junto con los estados de super-
posicién, permite al algoritmo estudiar valores de manera mucho mas eficiente de lo que conseguiria
un ordenador clasico.

En el parrafo anterior ha aparecido uno de los conceptos fundamentales de la programacién
cuantica: el cabit. Es necesario aclarar que lo que se conoce como computacién cuantica engloba dos
paradigmas diferentes. Uno de ellos es el que hemos presentado en el parrafo anterior, consistente en
aplicar el algoritmo Quantum Annealing a la minimizacién de cierta funcién y que estd siendo de-
sarrollado por la empresa estadounidense D-Wave. El otro paradigma abarca lo que se conoce como
modelo de puertas (en inglés gates). El modelo de puertas estd siendo desarrollado principalmente
por las empresas IBM y Google. Este modelo maneja los ctbits de manera diferente. La principal
diferencia entre ambos modelos es que en el modelo de puertas los algoritmos buscan poder controlar
el valor de los cuibits en cada instante, mientras que en el modelo de Quantum Annealing se dispone
una posicién inicial y, tras la evoluciéon del sistema tratando de encontrar los mejores estados de
energia, es al final del proceso cuando se accede al valor de sus soluciones. Esta diferencia hace
que sea muy complicada la construccién de hardware cudntico para el modelo de puertas. Debido a
esto, los hardwares de modelos de puertas solo han alcanzado un maximo de 65 ctbits y todavia no
pueden hacer frente a problemas reales. A pesar de ello, ya cuentan con algoritmos poderosos que,
cuando puedan ser implementados (Google e IBM lo estiman en el 2030), provocaran una revolu-
cién en la computacion. Destaca entre ellos el algoritmo de Shor, que permite factorizar ntimeros
en tiempo polinémico, permitiendo romper los modelos de criptografia basados en el sistema RSA
[7]. Por otro lado, los hardware del modelo Annealing desarrollados principalmente por la compania
D-Wave ya cuentan con computadoras con 5000 ctbits y pueden tratar problemas reales. Uno de los
trabajos actuales desarrollados con esta tecnologia ha sido la mejora del trafico de Lisboa, proyec-
to en el que se involucré la empresa Volkswagen y del que podemos encontrar més informacién en [5].

Las condiciones basicas en las que QA aporta grandes beneficios sobre SA aparecen cuando la
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funcién a optimizar cuenta con minimos locales muy “profundos” pero poco “anchos”; es decir, su
valor es mucho menor al de sus vecinos cercanos (profundidad) pero existen puntos con valores
menores no lejanos (anchura). Los algoritmos cudnticos que acabamos de mencionar deben imple-
mentarse en hardware especializado para resolver este tipo de problemas. Como comentamos antes,
la primera empresa en desarrollar esta tecnologia ha sido D-Wave y ya cuenta con clientes como
Google, Amazon o Volkswagen, del que ya hemos hablado anteriormente. Para resolver un problema
con los algoritmos cuanticos que soporta el hardware de D-Wave, debe expresarse dicho problema
en lo que se conoce como modelizacién QUBO. En la siguiente seccién explicamos en detalle en qué
consisten esta familia de modelizaciones.

3.4. Modelizaciones tipo QUBO de cara a aplicar Quantum An-
nealing.

Los problemas que los ordenadores cudnticos de D-Wave estan preparados para resolver son
aquellos que consisten en encontrar el minimo de una funcién de la forma

n n n
Z bix; + Z Z i, jTiT;j
i=1

i=1j=1

donde las variables x; € {0,1} y los coeficientes b;, ¢; ; € R. Tenemos entonces que dado un problema,
debemos modelizarlo de tal manera que las variables que forman la solucién solo tomen los valores

0 o 1. Observemos que, por tomar las variables z; los valores 0 o 1, se cumple que 7 = x;. Por lo

1

tanto, podemos agrupar los términos lineales con los cuadraticos y expresar la ecuacién anterior en
formato matricial como

' Qx
donde z € {0,1}" y Q € My xn, siendo @ una matriz simétrica. Esta modelizacién que acabamos
de definir se denomina QUBO. Su caracteristica principal es que las variables implicadas toman
Unicamente los valores 0 y 1. En esta seccion estudiaremos como podemos tomar un problema
de optimizacion combinatoria y modelizarlo en formato QUBO. Tenemos entonces que dado un
problema, nuestro objetivo sera construir una funcién que corresponda con un polinomio de grado
2 donde las variables solo tomen los valores 0 o 1 y tal que su minimo global coincida con la solucién
a nuestro problema. En numerosos problemas no suele ser inmediato encontrar una modelizacién
que corresponda con una expresién de la forma z'Qx. Veamoslo con el siguiente ejemplo.
Ejemplo: Supongamos que queremos encontrar el minimo de la funcién

f(x1, e, x3) :== —x1 — 229 — 3. (3.1)

Para este ejemplo es sencillo ver que la solucién corresponde con z1 = 1,29 = 1,23 = 1. Ahora
supongamos que tenemos la restricciéon extra de que alguna de las variables z; debe ser 0. Esta res-
triccién extra puede representarse como xixoxs = 0. Tenemos entonces que si tratamos de minimizar
la funcién

g(x1, 22, 23) := —x1 — 229 — 323 + 10212973, (3.2)

nos encontramos con que debido a la introduccién del término 10xiz9x3, estamos penalizando los
casos en los cuales todas las variables z; toman el valor 1. Tenemos entonces que el minimo de
la funcién g coincide con el minimo de la funciéon f cuando se aplica la restriccion zjxoxs = 0.
Esto se debe a que el coeficiente 10 del término zixox3 es lo suficientemente grande para que si
r1x9x3 = 1, la funcién g tome valores grandes. Sin embargo, la funcién g posee términos ctibicos que
deben convertirse en cuadraticos para que el problema pueda ser resuelto mediante la herramienta
del Quantum Annealing. Veamos cémo podemos reducir ¢ a una expresién z'Qz.
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3.4.1. Polinomios con grado mayor que 2

Como acabamos de ver en el ejemplo anterior, al tratar de modelizar un problema en variables
binarias puede ocurrir que en la funcién a minimizar (o funcién de coste) aparezcan términos de
grado mayor que 2. Como el annealing cuantico de D-Wave estd implementado para manejar térmi-
nos de grado menor o igual que 2, se debe reducir el grado de los monomios que no cumplen esta
condicion. Veamos distintas maneras de transformar un monomio cibico de la funciéon de coste en
cuadratico. Una vez que contemos con esta técnica, aplicindola recurrentemente podremos disminuir
el grado de cualquier monomio.

Una primera forma consiste en transformar el problema min xyz en el problema min wz sujeto a
w = zy. Veremos més adelante que no podemos tener una restriccién cuadratica, asi que busquemos
una manera de sustituir w = xy por restricciones lineales. Tomando las restricciones w < z, w < y
y w > x4y — 1, tenemos que podemos transformar el problema de minimizar xzyz en el problema

minimizar wz

w<x
sujeto a w <y
w>r+y—1

Esta remodelizacién involucra introducir tres restricciones de desigualdad. Las restricciones de des-
igualdad, si bien son muchas veces inevitables, resultan un poco ineficientes. Esto se debe a la
necesidad de incluir un conjunto de variables de holgura auxiliares necesarias para transformar cada
desigualdad en igualdad. Este procedimiento es similar al que ocurre cuando se modeliza un proble-
ma de programacion lineal que vaya a resolverse mediante el algoritmo simplex. En las siguientes
secciones daremos mas detalles de esta técnica. Busquemos por lo tanto otras técnicas mejores que
permitan reducir el grado de los monomios.

La primera técnica que veremos consiste en explotar la relacién

Tyz = wrer}{%ﬁ}{w(w +y+z-2)}
Esta relacion se deduce de que, por un lado, si alguna de las variables x,y, z es igual a 0, tenemos
que (x +y+ 2z —2) <0y por tanto el maximo de la derecha se alcanzarda cuando w tome el valor
0, dando como resultado 0. Si por el contrario todas las variables valen 1, tendriamos el producto
w - 1, que toma el valor maximo 1 cuando w = 1. Ahora bien, si el monomio azyz del que queremos
reducir el grado tiene coeficiente a < 0 se cumple que

min aryz = amax(ryz) = amax(max(w(x +y + 2z — 2))) =
"E7yﬂz m7y?z l’?y’z w

a mix (wx+y+2z—2)) = min aw(x+y+2z—2)

x?y?'Z?w w7$7y7z

Por lo tanto, si a < 0 podemos simplemente sustituir monomios de la forma azyz por a(w(z +y +
z —2)). Si a > 0 no podemos utilizar la misma técnica ya que, aunque

ryz=— min w(—x—y—z+2),
we{0,1}
el signo menos no permite introducir este término en la funcién de coste. Para solucionar este
inconveniente volvamos al problema de expresar la ecuaciéon z = xy en términos lineales. Para ello
vamos a tratar de construir una funcién de penalizacién que tome valores grandes cuando z # xy y
el valor 0 cuando z = zy.
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3.4.2. Funciones de penalizacion

Supongamos que queremos minimizar una funciéon f sujeta a cierta restriccion. Podemos intentar
transformar f en una funcién g de manera que los valores que no cumplan la restriccién tomen valores
“grandes” en g. Para ello vamos a introducir el concepto de funcién de penalizacion.

Definicién 3.4.1. Sean P y f funciones de {0,1}" en R, r una restriccién y y := argmin{f(z) :
z cumple la restriccién r}, es decir, y es el punto donde se alcanza el minimo para los valores que
cumplen r. Diremos que P es una funcion de penalizacion de la funciéon f para la restriccién r si
para los valores = que no satisfacen r, se cumple que f(x) + p(x) > f(y) y p(z) = 0 para los valores
z que cumplen la restriccion 7.

De esta manera, anadiendo dicha funciéon de penalizacién a la funciéon de coste, tendremos que
las mejores soluciones seran aquellas que cumplan la restriccién. Con esta definicién tenemos que
la funciéon P(x1,x2,x3) := 10zi12923 es una funcién de penalizacién para . Volviendo al ca-
so anterior, vamos a tratar de encontrar una funciéon de penalizacion cuadratica que cumpla que
P(z,y,z = f(z,y)) = 0y P(x,y,z # f(z,y)) = p (en el caso anterior f(z,y) = zy, pero puede
representar cualquier otra funcién), siendo p una constante que simboliza la penalizacién para los
casos que no nos interesan. La notacién (z,y,z = f(x,y)) corresponde a los puntos (z,y, z) tales
que se cumple que f(x,y) = z. Como la funcién P(x,y, z) debe ser cuadratica, podemos expresarla
con la forma

P(z,y,z) = a1x + agy + a3z + asxy + asxz + agyz + as.

por lo que para el caso de tener n variables, estas restricciones se corresponden con un sistema de
2" ecuaciones linealmente independientes, una por cada posible combinacién de los valores de las
variables, y (g) +n+1 incognitas, valor resultante de considerar la funcién de penalizaciéon como una
funcién cuadratica y calcular el niimero de términos de la misma, siendo las incégnitas los corres-
pondientes coeficientes (el siguiente ejemplo ayudard a entender estos valores). Como consecuencia,
para n > 2 tenemos un sistema sin solucién. La alternativa principal consiste en establecer como
restricciones P(z,y,z = f(x,y)) = 0y P(x,y,z # f(z,y)) >= p. Por la forma de la funcién de
penalizaciéon podemos establecer p = 1 y, una vez calculada la funcién de penalizacién, multiplicar
toda ella por el valor p > 0 que nos interese. En [23] se propone utilizar para el caso z = zy la
funcién de penalizacion P(z,y, z) = xy — 2(x + y)z + 3z. Veamos cémo obtener esta funcién. Como
hemos comentado en el parrafo anterior, podemos expresar la funciéon P(z,y, z) como

P(z,y,z) = a1x + a9y + a3z + asgxy + asxz + agyz + as.

Es claro que si queremos que la funciéon tome el mismo valor para todos los casos en los que z = xy,
este valor debe ser 0, deducido de tomar x = 0,y = 0. Por lo tanto, para los cuatro casos en los que
z = zy se debe cumplir que P(z,y,z) = 0. Esto conduce a tomar a; = 0. Estudiando cada caso de
posibles valores extraeremos unas ecuaciones para los coeficientes aq, ..., ag.

= De los valores (1,0,0) y (0,1,0) deducimos que a1 =0y ay = 0.
» Del valor (1,1, 1) se deduce que az = —(as + as + ag).

Veamos qué valor deben tomar los coeficientes para que en los puntos (0,0,1), (0,1,1), (1,0,1), y
(1,1,0) la funcién alcance valores de penalizacion.

= Del punto (0,0,1) deducimos que aq + a5 + ag < 0.
» Del punto (0,1,1) deducimos que a4 + a5 < 0.

» Del punto (1,0, 1) deducimos que a4 + ag < 0.

13



= Del punto (1,1,0) deducimos que aq > 0.

Podemos tomar valores cualesquiera que cumplan las cuatro restricciones. Si tomamos a4 = 1, a5 =
—2, ag = —2, tenemos que se cumplen todas las restricciones, por lo que la funcién de penalizacién
tendria la forma

P(z,y,2) =32+ 2y — 22z —2yz =3z + 2y — 2(x + y)= (3.3)

coincidiendo con la funcién propuesta por D-Wave. Hemos desarrollado una manera de calcular
funciones de penalizacién que nos garanticen que los minimos de nuestra funcién a minimizar sean
puntos donde se satisfagan las restricciones que impongamos. Sin embargo, existen casos para los
cuales conseguir funciones de penalizacién de manera directa no suele ser tan sencillo. Veamos a
continuacién un ejemplo que presenta mayores dificultades.

Ejemplo. Supongamos ahora que queremos encontrar una funcién de penalizacién para la ex-
presién z = f(x,y), donde f corresponde con la puerta légica XOR. Dichos valores buscados corres-
ponden con (0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0). Es decir, z =0si z =y y z = 1 para el resto de casos.
Si tratamos de encontrar una funcién de penalizacion con la forma

P(x,y, Z) =a1x + agy + azz + a4xy + asxrz + agyz

nos damos cuenta de que el sistema de ecuaciones e inecuaciones que se genera no tiene soluciones
factibles. Para probar esto podemos hacer uso del algoritmo simplex. Cuando se da este caso, po-
demos anadir una variable auxiliar w y tratar de encontrar una funcién de penalizacién cuadratica
P(z,y, z,w). Explicaremos a continuacién el comportamiento de la variable w.

Funciones de penalizacién con variables auxiliares. Nuestro objetivo es conseguir que,
en la funcién de coste, los casos en los que z # f(x,y) tengan valores altos. Tenemos por lo
tanto que se debe cumplir que P(z,y,z # f(z,y),w) > 1. Veamos qué ocurre en los casos don-
de P(z,y,z = f(x,y),w). Parece intuitivo tratar de lograr que para todos estos casos la funcién
P(z,y,z,w) tenga valor 0. Sin embargo, al realizar las operaciones necesarias nos encontramos con
que no existen soluciones que cumplan las restricciones. Nuestro propdsito serd entonces conseguir
una funciéon de penalizacién tal que cuando tome el valor 0 se cumpla la condicién que deseamos,
y no que tome el valor 0 cuando se dé la condicién que buscamos. Es decir, serd suficiente con ga-
rantizar que para algunos valores de (z,y,z = f(z,y),w) (intentaremos que por lo menos uno para
cada cada valor de (z,y,z = f(z,y))) se cumpla que P(z,y,z,w) = 0. Para los valores restantes
simplemente impondremos que la funcién tome valores mayores que 0. De esta manera estamos re-
lajando restricciones sobre los coeficientes a;. Sea A := {(z,y,2,w) : z = f(x,y)} y sea B C A el
conjunto B := {(z,y, z,w) : P(x,y,z,w) = 0}. Para el resto de puntos C' := A\ B impondremos que
P(z,y,z,w) > 0. De esta manera garantizamos que para valores donde P = 0 se da la condicién que
buscamos y que no estamos dando preferencia a ninguna combinacién. Observar que en funcion de
cémo tomemos el conjunto B tendremos funciones de penalizacion distintas. Tenemos entonces que
una vez introducida la variable auxiliar w podemos encontrar una funcién de penalizacién para la
ecuacién z = f(z,y), siendo f la funcién XOR. La prueba de que no existe una funcién de penali-
zacién con las condiciones anteriores puede aplicarse para encontrar la funcién de penalizacién que
buscamos ahora.

Tratar de manera directa con funciones de penalizacién no es una practica habitual. Sin embargo,
en la mayoria de problemas que tratan de resolverse mediante el algoritmo Quantum Annealing
aparecen restricciones de igualdad y de desigualdad que deben satisfacer las variables. Veamos en las
siguientes secciones cémo podemos construir de manera sencilla funciones de penalizacién a partir
de este tipo de restricciones.
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3.4.3. Restricciones de igualdad

Supongamos que tenemos una restriccion de igualdad de la forma a = p(x1,...,2,), siendo
p un polinomio de grado 1 en las variables z1,...,z,. Se cumple entonces que la funciéon f :=
(a — p(z1,...,2,))? toma su valor minimo 0 en los puntos para los cuales p = a. De esta manera,
encontrar zi, ..., T tales que p(x1,...,x,) = a coincide con encontrar los valores 1, ..., z, donde f
alcanza su minimo. Tenemos entonces que la funcién f anterior se corresponde con una funciéon de
penalizacién para la restriccion lineal a = p(x1, ..., x,). Una vez llegados a este punto, queda mul-
tiplicar la funcién de penalizacién f por un valor A, al que denominamos coeficiente de Lagrange,
de manera que se garantice que las mejores soluciones son aquellas que satisfacen la restriccién lineal.

Detallemos en este parrafo lo referido al coeficiente de Lagrange que hemos nombrado antes.
Supongamos que queremos minimizar la funciéon g(x1, ..., x,) sujeto a f(z1,...,z,) = 0, siendo f un
polinomio de grado 1. Podemos entonces tomar como funcién de coste

R(21, e n) = glx1, oy ) + A2 (21, o0y 20),

donde A es un coeficiente de Lagrange. Si A tiene un valor suficientemente alto, tendremos entonces
que cuando no se satisfaga la restriccion de la funcién f, la funcién de coste tomara valores més altos
que en aquellos puntos donde si se cumpla la restriccién correspondiente a la funcion f. Daremos mas
detalles sobre un correcto ajuste de los coeficientes de Lagrange en la seccién 3.5. Una vez que hemos
explicado cémo construir funciones de penalizaciéon que garanticen que se cumplen restricciones
lineales de igualdad, explicaremos como garantizar que se cumplen las restricciones de desigualdad.

3.4.4. Restricciones de desigualdad

Otras de las posibles restricciones que pueden aparecer modelizando un problema en su formato
QUBO son las restricciones de desigualdad. Estas restricciones son tratadas de forma similar a lo
que ocurria en el algoritmo simplex. Tenemos entonces que debemos convertirlas en restricciones
de igualdad introduciendo variables de holgura. Como en las modelizaciones QUBO las variables
deben ser binarias, estas variables deben introducirse expresandose de manera binaria. Veamoslo
con el siguiente ejemplo. Supongamos que tenemos la restriccién f(z1,..,z,) < by sea m := min f.
Calculemos entonces el ntimero na := |[loga(b—m)]| + 1. Podemos convertir la restriccién anterior en
f(@r, s mn) +3772 2/a; = b. Este método tiene el inconveniente de que aumenta el ntimero de varia-
bles necesarias en el modelo por cada restriccién de desigualdad, anadiendo gran cantidad de cibits
de cara a su programacion. La soluciéon Optima consiste en encontrar una funcién de penalizacién
P que tome el mismo valor cuando se cumpla la restriccién, y valores grandes cuando no. De esta
manera evitarfamos introducir variables auxiliares extra. Sin embargo, encontrar estas funciones de
penalizacién suele ser un trabajo muy complicado.

3.5. Coeficientes de Lagrange

Una de las tareas mas importantes para realizar una buena modelizacién QUBO es el ajuste
de los coeficientes de Lagrange. En muchos articulos que abordan problemas mediante el algoritmo
Quantum Annealing se proponen diversas modelizaciones sin hacer referencia sobre los valores que
deben tener los coeficientes de Lagrange. Una buena modelizacién con unos malos coeficientes de
Lagrange provocara que el algoritmo de atemperamiento cuantico no arroje buenos resultados. En
muchas modelizaciones el ajuste de estos coeficientes resulta ser una tarea complicada y delicada. Si
los coeficientes de Lagrange no son lo suficientemente grandes, apareceran soluciones que no cumplen
ciertas restricciones. Si por el contrario toman valores demasiado grandes, el algoritmo se atascard en
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soluciones que garanticen que se cumplen ciertas restricciones y no conseguira buenos valores de la
funcién objetivo o en otras restricciones. Podemos apreciar este hecho con el codigo correspondiente
al problema de las N-reinas que encontramos en [I]. Si tomamos en el cédigo lagrange = size x %2
(es decir, la variable de nombre lagrange se obtiene al elevar al cuadrado la variable de nombre size),
tendremos que el algoritmo deja de encontrar soluciones para el problema a partir de N > 11. Si por
el contrario tomamos en el codigo lagrange = 2, el algoritmo proporciona soluciones para valores de
N tan grandes como 100. El caso 6ptimo en el que el algoritmo de Quantum Annealing proporcio-
na resultados realmente buenos se produce cuando el éptimo estd suficientemente alejado del resto
de valores y no existen puntos para los cuales la funcién toma valores grandes muy alejados del resto.

Vamos a tratar de mostrar algunos resultados que nos ayuden a estimar los coeficientes de
Lagrange. El problema de estimar los coeficientes de Lagrange no es un problema novedoso del
Quantum Annealing. En el articulo [2I] se realiza un estudio sobre cémo estimar estos coeficientes
cuando se estd realizando una modelizacion QUBO previamente a aplicar annealing clasico. Dicho
articulo propone unas condiciones que ha de cumplir el coeficiente de Lagrange cuando el algoritmo
heuristico con el que se va a resolver el problema es de tipo 1-flip. Los algoritmos heuristicos de
tipo 1-flip son aquellos en los que, para pasar de una posible solucién a una nueva, simplemente se
produce un cambio en una de las variables que forma el modelo. Esta condicién conduce a un caso
més sencillo para el cual el coeficiente de Lagrange debe cumplir condiciones menos restrictivas. Sin
embargo, algunos de los resultados de los que se habla son similares a los que vamos a manejar ahora.

Tratemos de generalizar lo expuesto en el articulo citado a estimar el valor que debe tomar A
para cada penalizacién en el caso del Quantum Annealing. Supongamos que tenemos como funcién
de coste h(z1,...,xn) = g(x1, ..., xn) + Af(21,...,2,), donde g es la funcién que queremos minimizar
y f representa una restriccién que queremos que se satisfaga. Sea y € {0,1}" y x € {y: f(y) = 0}.
Supongamos que g es el valor que minimiza g y cumple f(x) = 0 (la solucién de nuestro problema).
Necesitaremos que se cumpla que para todo y:

9(y) + Af(y) > g(xo) + Af(zo) = g(zo)-

Si tomamos como p := min{f(y) : f(y) > 0,y € {0,1}"}, tenemos que para todo y

9(y) + Af(y) = g(y) + pA > ming(y) + Ap, (3.4)

por lo que si garantizamos que min g(y) + Ap > g(x¢), tendremos que se cumplira lo que buscamos.
Como en muchos problemas calcular g(xg) serd a equivalente a resolver el problema, es suficiente
con tomar .

A>o (g(x) - mymg(y)) )
siendo = uno de los puntos donde se cumpla que f(z) = 0.
Todos los minimos que aparecen en el parrafo anterior se corresponden con el minimo de cierta
funcién en un conjunto de valores finito, por lo que existen, son finitos y se cumple que p # 0.
Si no fuese sencillo estimar un valor de g(x), podria sustituirse por max, ¢g(y). Estimar de manera
exacta el valor p se corresponderia con resolver el denominado problema de suma 0, cuya complejidad
computacional es 2" (como se indica en el articulo citado anteriormente). Sin embargo, si la precisién
de los coeficientes de f se corresponde con 10™™, podria simplemente aproximarse p por el valor
al0~™ con a € (0,1). A pesar de esto, como comentamos anteriormente, A no debe ser excesivamente
grande ya que ocasionard que la funcién a minimizar presente minimos locales con valores mucho
menores que los de su alrededor. Por lo tanto, trataremos de ajustar A de manera que sea lo menor
posible tratando de satisfacer la desigualdad

3> (gla) - ming(v)) (3.5)

Y
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Apliquemos lo que acabamos de exponer al problema de las N-reinas. De [I] tenemos que nuestra
funcién de coste se corresponde con

n n n

f($) == szi,j +A Z Z Z Z Ji1,i2,i3,i4$i1,i2xi3,i4a (36)

i=1j=1 i1=11io=1143=1144=1

donde las variables x;; toman el valor 1 si hay una reina en la posicién (i,7) y el valor 0 si no la
hay. Ademds, los coeficientes J;, ;,.,,, cumplen que toman el valor 1 si la reina que se encuentra
en la posicién (i1,72) ataca a la que se encuentra en la posicién (i3, i4), y toman el valor 0 en caso
contrario. Bajo estas condiciones, si la reina de la casilla (a,b) estd atacando a la reina de la casilla
(c,d), entonces la funciéon de penalizaciéon toma un valor superior a Jopca + Jedap = 2, por lo
que p = 2. Para este problema conocemos el valor g(xg) := —N y el valor ming(y) = —N2. Por
tanto, serd suficiente tomar A > 1(—N — (=N?)) = $(N? — N). Sin embargo, podemos mejorar
el valor de A\ para este problema. Basta observar que si en la soluciéon 6ptima introducimos una
reina nueva, dicha reina estara atacdndose como minimo con otra reina. Tenemos entonces que la
funcién de coste tomard el valor —(N + 1) + 2\ = —N — 1 + 2. Por lo que si garantizamos que
—N<-N-14+2\ & % < X tendremos garantizado que el 6ptimo cumple las restricciones. Por tanto
podemos tomar como A cualquier valor mayor que %, lo que hace que funcione el valor lagrange = 2
que comentamos en la introducciéon de esta secciéon. Muy relacionado con los valores de Lagrange
aparece el concepto de valor de restriccion. Veamos cémo se define y sus consecuencias.

3.5.1. Valores de restriccion

Vamos a definir como valor de restriccién al intervalo de valores que puede tomar la funcién de
penalizacién correspondiente a una restriccién. El valor minimo de estas funciones de penalizacién
suele ser sencillo de calcular, ya que si la funcién de penalizacién la hemos construido a partir de
una igualdad, dicho minimo coincidira con el término independiente que hemos eliminado al elevar
al cuadrado. Es decir, si tenfamos la condicién de igualdad h(z1,...,z,) — a = 0, la funcién de pe-
nalizacién correspondera con P(z1, ..., 2,) := h?(x1, ..., ¥,) — 2ah(z1, ..., 2,), donde hemos eliminado
el término a?, por lo que el minimo de la funcién P corresponderd con —a?. Sin embargo, calcular
el méximo de una funcién de penalizacion suele ser mas complicado, aunque puede estimarse de
manera muy sencilla con el propio algoritmo de D-Wave.

Volviendo a tomar como ejemplo el problema de las N-reinas, tenemos como funcién de penali-

zacién
n n n n
E : E : E : E :Jh,i2,i3,i4$i1,i2$i3,i4- (3'7)
11=112=113=114=1

Esta funcién toma como valor minimo 0. Calcular el valor méaximo para esta restricciéon no es muy
complicado. Este valor corresponde con tomar x; ; = 1 para todo ¢, j; es decir, colocar una reina en
cada casilla del tablero. Con esta disposicién cada reina ataca a todas las reinas de su misma fila,
columna y las de las diagonales. Tenemos entonces que el méximo se corresponde con

%(N _1)(10N — 2)N. (3.8)

Podemos encontrar las operaciones realizadas para llegar a este resultado en la seccién del apéndice
dedicada al problema de las N-reinas . Tenemos entonces que para obtener una modelizacién
optima, se debe cumplir que el intervalo de valor de restriccién para cada restriccién no debe ser muy
amplio. Por lo que si tomamos un coeficiente de Lagrange A con valor muy alto, el valor de restriccion
asociado serd muy grande y provocara que el Quantum Annealing se atasque en minimos locales.
Si por el contrario el coeficiente de Lagrange A de una restriccion no es lo suficientemente grande,
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puede ocurrir que se llega soluciones que no cumplan dicha restriccién. Una vez que conocemos los
aspectos necesarios para realizar la modelizacién de un problema, veremos en el siguiente capitulo
algunos ejemplos sencillos de ellas.
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Capitulo 4

Problemas resueltos utilizando el
algoritmo Quantum Annealing

Antes de tratar el problema en el que se centra el trabajo, veamos dos modelizaciones de distintos
problemas que podemos resolver aplicando el algoritmo Quantum Annealing.

4.1. El problema Max Cut

Uno de los problemas mas sencillos para resolver a través del algoritmo de atemperamiento
cuantico es el problema conocido como Max Cut. Su enunciado es el siguiente: Dado un grafo G con
N wértices, se debe separar dicho grafo en dos subgrafos Gy y G1 := G \ Gog de manera que la suma
del nimero de aristas de Gy y el nidmero de aristas de Gy sea la menor posible. Notar que las aristas
que no formaran parte de esta suma son aquellas tales que uno de sus vértices pertenece a Gy y el
otro a G1. Definamos las variables que formaran nuestra solucién:

» Sean las variables binarias {x;}¥ ;, de manera que z; = 0 significa que el vértice i pertenece a
Go y x; = 1 significa que el vértice i pertenece a Gj.

» Sea J;; la matriz que representa el grafo. De esta manera, J; ; = 1 significa que existe una
arista entre los vértices ¢ y j. Observar que la matriz J es simétrica. Introducimos la notacién
deg(i) := Zé\f:l Ji j; es decir, deg(i) denota el grado del vértice i. Recordemos que en teorfa de
grafos el grado de un vértice denota el nimero de aristas que confluyen en él.

En estas condiciones, la funciéon a minimizar corresponde con la suma de las aristas de Gg y las
aristas de G1. Esta funcién se puede expresar como

N N
minzz,]”(xlxj —I—(l —l‘z)(l —:L‘J)) (41)
i=1j=1

Notar que el factor (z;z; + (1 — ;)(1 — x;)) toma el valor 1 si los vértices i y j pertenecen al
mismo subgrafo y 0 si no. Desarrollando el factor anterior y eliminando los términos independientes,
llegamos a que minimizar dicha funcién es equivalente a minimizar

N N N
Z Z JZ'J‘SCZ'I]' - Z deg(z)xl (42)
i=1j=1 i=1

En este problema que acabamos de resolver no ha sido necesario introducir restricciones. Veamos
ahora un ejemplo donde si aparecen restricciones.
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4.2. El problema Maximum Clique

El problema Maximum Clique se define de la siguiente manera: Dado un grafo G con N vértices,
hallar el subgrafo G1 con mayor nimero de vértices de manera que todos los vértices del subgrafo
estén conectados entre ellos. Veamos la modelizaciéon de este problema:

» Sean las variables {z1,...,zy} tales que x; = 1 si el vértice i pertenece a G y 0 si no.
La matriz Jy«n contiene la informacion de los vértices que estan conectados. Tendremos que
Jij = 1 si existe un arista entre los vértices 7 y j, y 0 si no. Definamos también J; ; = 0 para
todo i.

= Se debe cumplir que para toda pareja de vértices que formen parte de G exista un arista que
los una. Por lo que si z; = 1 y x; = 1, entonces J; ; debe valer 1. Esta restriccion se puede
expresar con la funcién de penalizacion para cada 1, j:

.Piyj(ﬂfi,l‘j) = SCZ'CEj(l - Ji,j)- (43)

La funcién de penalizaciéon P;; toma el valor 1 inicamente en el caso de que x; = 1, z; = 1
y Jij = 0, y 0 en el resto de casos, por lo que en efecto cumple nuestras condiciones de
funcién de penalizacién. Una vez que conozcamos cudl es la funciéon a minimizar, ajustaremos
su coeficiente de Lagrange.

= La funcién objetivo consiste en maximizar el niimero de vértices del grafo G1, lo cual se puede
expresar como

N
min Z —;. (4.4)
i=1

Tenemos entonces que la funcién a minimizar se corresponde con

N N N
Z—.Ti —I-ZZAJSZQL’](l — JZ’J’). (45)
i—1 i=1j=1

Veamos ahora cémo ajustar el coeficiente A para completar nuestro modelo. Se debe conseguir que
las soluciones que no cumplan la restriccién tomen valores mas altos que aquellas que si la cumplan.
Para ello observamos que si los vértices ¢ y j no estan conectados, entonces su aportacion a la funcién
de coste se correspondera con

— X —x;+ )\.Ti.’Ej + )\xjmi = —242\. (46)

Para que nuestro modelo descarte las soluciones no factibles, se debera tomar A tal que —2+ 2\ > 0;
es decir, A > 1. Para que exista una diferencia suficientemente grande entre las soluciones factibles y
no factibles podemos tomar A := % Una vez explicado como modelizar estos dos problemas, vamos
a tratar de resolver el problema en el que se centra este trabajo.
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Capitulo 5

Solucién del problema ()-Robots

Llegados a este punto, recordemos el problema que vamos tratar de resolver: Supongamos que
en un almacén hay N objetos distribuidos que deben ser llevados al punto de salida. En el mismo
punto de salida tenemos QQ robots que van a ser los encargados de ir a por los N objetos y volverlos a
traer al punto de salida. ;Como deben los robots ir a por los N objetos, de manera que se minimice
el tiempo que estos tardan? Observar que minimizar el tiempo que los robots tardan en completar
los viajes es equivalente a minimizar el maximo de las distancias que recorren los robots. En [2]
encontramos este problema resuelto cuando se busca minimizar la distancia que recorren los robots.

Una vez que hemos dado en el capitulo anterior una primera idea sobre céomo realizar la mode-
lizacién de un problema para que pueda resolverse mediante el algoritmo de Quantum Annealing,
tratemos de resolver nuestro problema en cuestiéon. La modelizacién de este problema no es tan senci-
lla como las anteriores. De hecho, ni siquiera aparecen de manera directa las variables que representan
las posibles soluciones. Los estudios realizados sobre problemas similares al que nos enfrentamos y
que requieren modelizaciones QUBO, desde el propio TSP a generalizaciones como las propuestas
en [I5] y [10], no terminan de lograr buenos resultados para el caso de Quantum Annealing. Esto se
debe a que presentan ciertos aspectos a mejorar que considerabamos necesarios, el mas importante
de ellos corresponde con el nimero de variables que emplean. Como explicaremos en detalle més
adelante, para nuestro problema no era aplicable de manera eficiente la modelizacién QUBO més
frecuente del TSP, debido a que la funcién que calcula la distancia es cuadratica. Como para nuestro
problema es necesario establecer relaciones entre distancias, es necesario manejar una modelizaciéon
para la cual la funcién de calculo de las distancias sea lineal. Existe una modelizacién del TSP que
cumple que el célculo de las distancias es lineal, y que es utilizada en [I5]. Sin embargo, requiere de
N3 variables para aplicarse, lo que en nuestro problema se convierte en QN? variables necesarias.
Esto la hacia computacionalmente impracticable para nuestro caso debido a que los ordenadores
cuanticos que se manejan a dia de hoy permiten trabajar con un ntimero de ctubits muy reducido
(en torno a 2000). Era por tanto fundamental tratar de desarrollar una modelizacién nueva del TSP,
para la cual el cdlculo de la distancia fuese lineal y que requiriese de menos de N3 variables. La mo-
delizacion realizada se presenta en 5.2. Posteriormente veremos como podemos generalizar nuestra
modelizaciéon del TSP a nuestro problema Q-Robots. Esta generalizacion tampoco es inmediata y
requiere hacerse de manera delicada. El dltimo inconveniente a salvar para terminar de resolver el
problema consistia en tratar de conseguir minimizar el méximo de las distancias que recorren los
robots. Recordemos que en nuestra modelizacion solo podemos manejar polinomios cuadraticos, por
lo que no puede aparecer una expresién de la forma max(dy,...,dq). En la dltima seccién de este
capitulo veremos cémo solventar esto mediante una restriccion.
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5.1. Primera modelizacion del problema Q-Robots

Como explicamos en la introduccién de este capitulo, no es eficiente tratar de generalizar la
modelizacion fundamental del TSP a nuestro problema. Para verlo vamos a tratar de desarrollar
una modelizacién que resuelva el problema Q-robots manejando las variables que aparecen en [2].
Tomemos las variables x;; , de manera que x;; 4 = 1 si el robot ¢ recoge el pedido 7 en el instante ¢.
Tenemos entonces que, con las restricciones correctas, estas variables nos indicaran los recorridos que
puede realizar cada robot. En [2] podemos encontrar cémo, a partir de estas variables, ya se puede
plantear una funcién de coste que busque minimizar la distancia total recorrida por los robots. El
concepto de instante puede dar lugar a confusién. Aclaramos que no esta representando instantes de
tiempo como pueden ser segundos o similar. El instante ¢ representa el momento en el que se han
recogido t objetos. Por lo tanto, el instante ¢ = 0 representa el momento inicial, ¢t = N representa el
instante en el que se han recogido N objetos, y t = N + 1 representa el instante en el que todos los
robots han regresado con los objetos al punto inicial.

Llegados a este punto veamos nuestra primera modelizacién. Para ello, supongamos que tenemos
N objetos o pedidos (podemos referirnos a ellos de ambas maneras) y ) robots. Recordemos qué
representan las variables que van a aparecer en nuestro modelo:

= Nuestras soluciones van a estar representadas por las variables x;; 4, de manera que ;4 =1
si el robot ¢ recoge el pedido 7 en el instante ¢.

= Las distancias entre los distintos objetos vienen representadas en la matriz D, de manera que
d; ; corresponde a la distancia existente entre el objeto i y el j.

Veamos entonces las restricciones que han de verificar las variables x ; 4.

(1) Los robots deben recoger todos los pedidos. Por lo tanto, es necesario que para cada objeto i
uno de los robots haya pasado por la localizacion del objeto ¢ en algin instante. Esta restriccién
se puede expresar como

N+1 Q

Para todo i € {1,..., N}: Z Z:Ut,i’q =1. (5.1)
t=0 ¢=1

(2) Se debe cumplir que en cada instante cada robot solo puede estar en un lugar.

N
Para todo ¢ € {1,...,Q},t € {1,...., N+ 1}: cht,i,q =1. (5.2)
i=0
(3) Los robots deben comenzar todos en la posicién inicial.
Para todo ¢ € {1,...,Q}: zp04 =1 (5.3)
(4) Los robots deben acabar todos en la posicién inicial.
Para todo ¢ € {1,...,Q}: an4104 =1 (5.4)

Una vez que tenemos planteadas estas restricciones, para minimizar la distancia que recorren los
robots podriamos tomar como funcién objetivo

Q N N N

Z Z Z Z z‘t*lvivqxtvjquivj' (55)

g=1t=1i=0;=0
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Sin embargo, tratar de minimizar el tiempo resulta mas complicado. Como las variables que
debemos manejar en nuestro modelo deben ser binarias, planteamos la siguiente idea para realizar
una primera modelizacion. Esta no es la idea definitiva que se aplica en la modelizacién final, si
bien resulta del interés suficiente como para explicarla, no es necesaria para entender la modelizacion
QUBO que finalmente se plantea. Esta idea consiste en introducir un conjunto de variables ys 4, de
manera que representen lo siguiente: ys, = 1 si el robot ¢ ha completado su ruta recorriendo una
distancia menor a ts, y 0 si no. Esto es, se va a elegir un nimero S de posibles tiempos {t1,...,ts} en
los que los robots pueden haber completado sus rutas. Y vamos a tratar de conseguir que todos los
robots acaben sus rutas en el menor de los t; posible. De esta manera se puede tratar de minimizar
el tiempo consiguiendo que para cada g, ys 4 tome el valor 1 para el menor s posible. Méds adelante
se proporciona un ejemplo que ayuda a entender el funcionamiento de estas variables ys 4.

Una vez explicado lo anterior, veamos cémo se pueden incorporar al modelo. Para ello es necesario
elegir unos valores t5; adecuados, de forma que los robots traten de completar sus rutas recorriendo
una distancia menor a t;. Las variables ¢ se pueden entender que representan tanto tiempo como
distancia, ya que el tiempo que tarde un robot en terminar sus ruta viene tinicamente determinado
por la distancia que este tenga que recorrer. Para introducir las variables y, , vamos a seguir unos
pasos:

= Primero definiremos el niimero de distancias intermedias S que vamos a requerir. Intentaremos
que el ntmero total de variables no sea desmesurado. Por ejemplo, S = 10 o S = 100 posibles
distancias (esto dependera del resto de variables @, N). Veremos més adelante como podemos
mejorar nuestra soluciéon a pesar de contar con un numero S bajo. De hecho, en el ejemplo
propuesto tomaremos S = 2.

» Tratamos de estimar S distancias (o tiempos) en las que los robots pueden haber acabado sus
rutas. Sy serd una cota inferior del tiempo en el que pueden haber acabado los robots, que
puede coincidir por ejemplo con la distancia que se ha de recorrer para recoger el objeto que
se encuentra mas alejado de la posicién inicial (ya que es el minimo tiempo necesario para
completar todos los recorridos).

Sy serd una cota superior del tiempo minimo necesario para realizar una ruta. Puede por
ejemplo coincidir con el tiempo necesario para realizar una ruta cualquiera en la que se recojan
todos los pedidos.

= Tendremos entonces que el modelo va a tratar de conseguir que todos los robots completen sus
caminos recorriendo una distancia lo menor posible.

Planteamos entonces las restricciones que deben satisfacer las variables y,,. Para facilitar la

comprension del modelo vamos a tomar para cada s € {1,..., S}, ts := Sp + s@.

(5) Para cada robot ¢, ys, debe tomar el valor 1 en algiin momento. Por lo que

S

Para cada ¢, Z Ysqg = 1. (5.6)
s=0

(6) Sise cumple que ys, = 1, entonces el robot ¢ debe haber terminado su ruta recorriendo una
distancia menor que ts. Lo cual conduce a la siguiente restriccion:

Sf . SO N N n
Para cada s, q: So + ST = Ys,q Z Z Z Tt—1,i,q%t,5,q%i ;- (5.7)
t=1i=0 j=0
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En la ecuacién anterior podemos evitar la multiplicacion por ys, de la siguiente manera.
Tomemos Diner = Y j—oméax;{d;;}; es decir, una cota de la distancia maxima que puede
tener cualquier camino. Tenemos entonces que la ecuacién (5.1) es equivalente a

S;— So N N N
So + s—o (1 = ¥Ys,g) Dinaz > Z DD wi1igTeadig- (5.8)
t=11i=0 j=0

Si tomamos tg := sg + $° % v las variables auxiliares z; jij.q = Ti—1,,qTt,j,q> Podemos trans-
formar la restriccion anterlor en

N N N
+ (1 - ys,q max Z Z Z Z Zt,,5, q (59)

=07

Tenemos ahora que las variables y, , marcan la distancia que recorre cada robot. Para completar
el modelo necesitamos una funcién de coste que tome el minimo cuando todas las variables ys , sean 1
para el menor s posible. Para conseguir esto mediante una combinacién lineal de los ¥y 4, necesitamos
que, por ejemplo, si tenemos 2 robots, nuestra funcién a optimizar tome valores menores si ambos
robots recorren una distancia k que si uno de los robots recorre una distancia 0 y el otro k4 1. Para
ello necesitamos una expresion de la forma exponencial, por lo que la funcién de coste puede ser

s Q
Z Q? Z Ys.q- (5.10)
s=0 q=1

En efecto se cumple la condicion requerida debido a la desigualdad

Q
QD Ysg < QQ=0Q°. (5.11)

q=1

Volveremos a aclarar este punto con el ejemplo siguiente. Notar que esta funcién puede llegar a
tomar valores de la forma Q°, que pueden ser demasiado altos y causar problemas computacionales.
Esto restringe el valor maximo que puede tomar S. Aunque parezca restrictivo para nuestra solucién
manejar un tamano de S pequefio, no lo es. Esto se debe a que podemos mejorar nuestra solucién
aplicando lo siguiente. Con el modelo desarrollado hasta ahora, ajustamos que los robots recorran
una distancia méaxima perteneciente a [so + s,(sf — 50),50 + (sp + 1)(sf — s0)] para algtin valor
sp € {0,...,S}. Podemos seguir refinando la distancia maxima todo lo que queramos sin mas que

50y Sy So+ (sp + 122

repetir el algoritmo tomando ahora Sy < Sp + sp

Ejemplo. Veamos un caso practico sobre el funcionamiento del algoritmo explicado anteriormen-
te. Supongamos que tenemos las siguientes condiciones: el nimero de robots de nuestro problema
serd Q = 2y el nimero de pedidos serd N = 2. Los pedidos estén localizados en las posiciones (0, 1)
y (1,1). Es claro que la solucién que minimiza el tiempo consistird en que el primer robot recoja
el pedido 1 localizado en (0,1) y el segundo robot recoja el pedido 2 localizado en (1,1). De esta
manera tendremos una distancia recorrida total de 2 + 2v/2 con una distancia méxima recorrida
21/2. Sin embargo, la solucién que minimiza la distancia que recorren los robots consiste en que uno
de los robots recoja los dos pedidos, llegando asi a una distancia de 24 /2, que coincide en este caso
con la distancia maxima recorrida. Veamos cé6mo nuestra modelizaciéon asigna un valor menor a la
primera solucién. Para ello vamos a tomar S = 2, 5o = 2v/2, s F=2+ V2. Bajo estas condiciones
comparemos las dos posibles estrategias (que uno de los robots recoja todos los pedidos o que cada
robot vaya a por uno de los pedidos) a través de la funcién de coste que hemos propuesto.
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= Caso 1. Que uno de los robots recoja todos los pedidos. En estas condiciones las variables
xy,,q distintas de 0 seran:

e Para el primer robot,
1 =001 =21,1,1 = T221 = 30,1,
correspondiente con que en el instante 0 esté en la posicién inicial, en el instante 1 recoja
el primer pedido, en el instante 2 recoja el segundo pedido, y en el instante 3 regrese a la
posicion inicial.
o Para el segundo robot, las variables distintas de 0 seran

1=1x002=21,02=202= %302,

correspondiente con que el robot 2 permanezca en la posicién inicial en todo instante.

Tomando s = 2, tenemos que las posibles distancias que se pueden tomar seran {2v/2, 2+?2"/§, 2+
v/2}. En estas condiciones tenemos que la disposicién de las variables Ys,q que minimiza la fun-
cién de coste cumpliéndose la restriccion 7 consistird en tomar y21 = 1, yp2 = 1. Lo anterior
se deduce de que el robot 1 recorre una distancia menor o igual a Sy y el robot 2 recorre una
distancia menor o igual a Sp. En estas condiciones tenemos que la funciéon de coste toma un

valor de 20 + 22 = 5.

= (Caso 2. Cada robot recoge uno de los pedidos. Para este caso tendremos que las variables zy; 4
distintas de 0 seran

1 =200,1 =111 = 2201 = T3,0,1,
1 =1mp02 =122 =202 = 3,0,2-
Para este caso, las variables y; , distintas de 0 son 1 = y11 = y1,2, debido a que ambos ro-

bots recorren una distancia menor o igual que W, lo cual se puede deducir a partir de las

desigualdades 2 < %ﬁ y 22 < %ﬁ Bajo estas condiciones, la funciéon de coste tomara
como valor 2!'(1+ 1) = 4. Tenemos por lo tanto que, en efecto, esta modelizacién encuentra la
mejor de las soluciones.

Tras aplicar este procedimiento una vez, hemos encontrado una solucién para la cual la distancia
maxima que recorrera cada robot pertenece al intervalo [2\/5 , %@ . Si hubiéramos tomado Sy = 0,
no habriamos encontrado esta solucién, ya que el algoritmo concluiria que la distancia maxima que

recorre cada robot pertenece al intervalo [2+2‘/§, 2+ \/ﬂ De estar en esta situacién se habria hecho

necesario volver a aplicar el algoritmo tomando ahora Sy = 2‘*'2—\/5 Iterando este proceso en sucesivas
ocasiones vamos calculando rutas para las cuales el tiempo que se necesita para recorrerlas se va
acotando hasta alcanzar la precisiéon que se desee.

A pesar de que esta modelizacién resuelve el problema, tenemos el obstaculo de que en la res-
triccion [7] aparecian coeficientes de grado 2. Esto fue resuelto introduciendo las variables auxiliares
2tij.q = Tt—1,i,qTt,,j,q> 10 cual se realiza de manera sencilla tomando como funciones de penalizacién
polinomios de grado 2. Sin embargo, este cambio supone introducir en nuestra modelizacién N3Q
variables auxiliares extra. Esto provoca una pérdida de la eficiencia de esta modelizacién al necesitar
un excesivo numero de variables y por tanto de ctbits. Llegados a este punto, y como comentamos en
la introduccién de este capitulo, se hizo necesario desarrollar una mejor modelizacion del problema
TSP y tratar de aplicarla a nuestro problema. Veamos en la siguiente secciéon esta modelizacion.
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5.2. Modelizacion del problema TSP

En la documentaciéon encontrada sobre modelizaciones QUBO del problema TSP, se hace refe-
rencia fundamentalmente a dos. La primera de ellas es la que se utiliza en [2] para posteriormente
resolver su problema. Cuando tratamos de resolver nuestro problema aplicando esta modelizacion,
nos encontramos con que la funcién de calculo de las distancias que recorre cada robot es cuadratica.
Esto no presenta ningin inconveniente si estamos tratando de resolver el problema TSP, pero tiene
mala generalizacién si necesitamos establecer relaciones entre las distancias que recorre cada robot,
como se explica en la secciéon anterior.

La otra modelizacién més comin del problema TSP, y que aparece por ejemplo en [I5], consiste
en tomar las variables x; j; de manera que x; ;¢ = 1 si en el instante ¢ el viajero va de la ciudad 4
a la ciudad j. Bajo esta modelizacion la funciéon de célculo de la distancia es lineal, como podemos
observar en 5.4. En el paper que acabamos de mencionar aplican esta modelizacién debido a su
necesidad de conseguir una funcién de distancia que sea lineal para asi poder establecer relaciones
de igualdad con ella. Citan ademés [10] como otro ejemplo de generalizacién del problema TSP donde
se utiliza esta modelizacién. La modelizacién de la que estamos hablando resuelve el problema de
tener como funciéon de distancia un polinomio de grado 2, ya que ahora dicha funcién corresponde

con
N

N N+1
S digmiga, (5.12)
i=0 j=0 t=0

siendo d; ; la distancia entre las ciudades 7 y j. Sin embargo, esta modelizacién requiere de N 3
variables, por lo que al tratar de aplicarla a nuestro problema de -Robots contariamos con QN3
variables. Esto provoca que apenas se mejore la soluciéon que nos aparecié en la seccién anterior. Te-
nemos entonces que para encontrar una buena modelizacién QUBO para nuestro problema, resulta
conveniente desarrollar una modelizaciéon del problema TSP que requiera menos de N3 variables.
Esta seccion presenta la modelizacién del problema TSP que hemos tenido que desarrollar para
tratar de conseguir que la funciéon de calculo de la distancia sea lineal y que el niimero de variables
que aparezca sea inferior a N3.

Modelizacion del problema TSP. Supongamos que estamos resolviendo el problema del
viajero para N ciudades. Vamos a tomar el conjunto de variables

xijrconi,j€{0,..,N+1}yre{0,1,2}. (5.13)

El nodo N + 1 corresponde con el nodo final, que en el problema del viajante que estamos tratando
corresponde con el punto inicial (aunque podria representar cualquier otro). Tenemos entonces que
el niimero de variables que vamos a necesitar es 3(IN + 2)2. Veamos que representa cada variable:

= z;,0 = 1. La arista (4, j) no aparece en el recorrido y se llega antes al nodo i que al j.
» z;,1 = 1. La arista (4, ) aparece en el recorrido, por lo que se llega antes al nodo ¢ que al j.
= z; ;2 = 1. La arista (4, j) no aparece en el recorrido, y se llega antes al nodo j que al i.

El indice 7 nos va a permitir dotar al problema de un orden en el cual se recorren las ciudades. Esto es
necesario ya que si no, como veremos mas adelante, podemos llegar a soluciones que no representen un
recorrido. Se daran mas detalles sobre esta observacion en la restricciéon 8 . En la modelizacién
del problema TSP de la que hablamos en la introduccién de esta seccion y que utilizaba las variables
Z; jt, el indice ¢t permite establecer el orden del que estamos hablando. Esta modelizacién sustituye
el indice t por r, permitiendo pasar de N3 a 3N? variables, lo que disminuye notablemente el niimero
variables utilizadas. Sin embargo, se hace necesario introducir una restriccién que garantice que la
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solucién final representa un ciclo. Veamos entonces las restricciones que deben cumplir las variables

xi:jzr'

(1)

(6)

Para cada i, j se debe dar uno y sélo uno de los 3 casos de r, por lo que

2
Para todo i, j: me‘,r =1. (5.14)
r=0
Se debe salir una vez de cada nodo.
N+1
Para cada i € {0,..., N}: Z zij1 = 1. (5.15)
§=0
Se debe llegar una vez a cada nodo.
N
Para cada j € {1,..., N + 1}: meﬂ =1. (5.16)
i=0

Se debe salir de la posicién inicial; es decir, el nodo 0 debe alcanzarse antes que cualquier otro.
Para todo j € {0,..., N +1}: zg 0 + zo 41 = 1. (5.17)
Notar que esta restricciéon se puede expresar de manera mas sencilla como

Para todo j € {0,..., N +1}: g j2 = 0.

Se debe acabar en la posicién inicial, por lo que el nodo N + 1 debe alcanzarse después de
cualquier otro.
Para todo i € {0,..., N + 1}: 2 10 + Ziny11 = 1. (5.18)

Al igual que en el caso anterior, es posible expresar esta restriccién de manera més sencilla
como
Para todo i € {0,..., N +1}: 2, y+12 = 0.

En el recorrido no pueden aparecer aristas (7,7). Para ello vamos a fijar lo siguiente:

Para todo ¢ € {0,..., N +1}: @ ;0 = 1. (5.19)

Las restricciones que acabamos de presentar no son suficientes para garantizar que nuestra solucion
forme un ciclo. Podemos apreciar ésto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sea N =4 y tomemos la siguiente lista de aristas

(0,1),(1,2),(2,0),(3,4),(4,3)

Podemos observar que este conjunto de aristas cumple todas las restricciones anteriores. Sin embargo,
no generan una solucién factible. Esto se debe a que con este conjunto de aristas no existe manera
de recorrer todos los nodos antes de regresar al 0 y, por tanto, no se puede construir un ciclo a partir
de ellas. Las siguientes dos restricciones impiden que se genere la situacién anterior:
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(7)

Si el nodo 7 se alcanza antes que el j, entonces el nodo j se alcanza después que el i, por lo que
Para todo 4,5 € {0,..., N + 1} tal que i # j: z; jo =1 — xj; 2. (5.20)

Volviendo al ejemplo anterior, al incluir esta restricciéon se evita la situaciéon de que en la
solucién aparezcan las aristas (3,4) y (4, 3). Sin embargo, esta restriccion no es suficiente para
evitar que se genere un ciclo de la forma (3,4), (4,5), (5,3), el cual conduciria a una solucién
no factible. Para acabar de solucionar el problema es necesaria la siguiente restricciéon, que al
actuar junto con la 7 permite evitar la situacion que acabamos de describir.

Si el nodo i se alcanza antes que el nodo j y el nodo j se alcanza antes que el nodo k, entonces
el nodo 7 se debe alcanzar antes que el k. Esta condicion va a evitar que el recorrido vuelva a un
nodo al que ya habia llegado anteriormente. Para introducir esta restriccién vamos a calcular
directamente una funcién de penalizaciéon que tome el valor 0 en los casos correctos y 1 cuando
no se cumpla nuestra condiciéon. Para facilitar la comprensiéon de la funcién de penalizacién,
vamos a tomar para i, j, k las siguientes variables auxiliares:

Qij = Tij,0 + Tij1, bjk = Tjko + Tjk1 Y Cik = Tiko T Tik,1-

Tenemos entonces que si a; ; = 1, entonces el nodo 7 se alcanza antes que el nodo j, y lo mismo
ocurre para las variables b; ;. v ¢; ;. Para facilitar la notacién vamos a fijar 7, j, k de manera que
solo manejemos las variables a, b, c. Recordemos que a, b, ¢ solo toman los valores 0 o 1. Los
casos que conducen a valores de las variables para los cuales llegamos a soluciones no factibles
y debemos penalizar son (a,b,c) = (0,0,1) y (a,b,c) = (1,1,0).

o El caso (0,0, 1) representa que el nodo i se alcanza antes que el j, el j antes que el k y
sin embargo el nodo k antes que el 7. Por lo tanto esta situacién debe penalizarse.

« El caso (1,1,0) también debe ser evitado, ya que representa que el nodo i se alcanza
después que el j, el nodo j después que el k y sin embargo el nodo ¢ se alcanza antes que
el k, lo cual conduce a una situacién absurda.

Tenemos pues que debemos construir una funcién de penalizacién de manera que para f(a, b, c)
se cumpla que f(0,0,1) > 0, f(1,1,0) >0y f(a,b,c) = 0 para el resto de casos. Una funcién
que cumple estas condiciones es

f(a,b,¢) :=ab— ac — bc+ ¢? (5.21)
Volviendo a las variables x; ;,, tendremos que si
Gigh = (Tij0 + i) (@500 + Tjk1) — (@ij0 + Tija1) (Tigo + Tik,1)—
(@ k0 +2jk1)(@iko + Tik1) + (Tiko + Tig1)(Tiko + Tik1)s (5.22)
entonces, anadiendo a la funcién de coste
N N N
A Z Z Z Gij k>
i=1j=1k=1

las mejores soluciones seran aquellas que cumplan esta restriccion. Nota: Para que esta res-
triccién se aplique de manera correcta, es necesario que se cumpla la restriccién 1 . De
no ser asi, puede ocurrir que las variables a; ; tomen valores mayores que 1, provocando que en
la funcion de penalizacién aparezcan valores negativos para situaciones no deseadas. Debido a
esto, el coeficiente de Lagrange de la restricciéon 1 y el coeficiente de Lagrange de la restriccién
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8 deben estar relacionados. Podemos evitar esta relacion entre los coeficientes de Lagrange de
las restricciones 1 - ) v 8 ( con la siguiente observacién. Como acabamos de comentar, si
no se cumpliese la restriccién 1, los valores de a; j podrian no pertenecer a {0, 1}, por lo que la
funcién de coste anterior podria tomar valores negativos y podria ocurrir que una solucién que
no cumpliese la restricciéon 1 tuviera un valor que el mejor éptimo. Debemos entonces tratar
de garantizar que a;; € {0,1}. Para ello podemos tomar a; ; = 2, lo cual se deduce de la
siguiente igualdad:

Tigo+ il =1—mijo=1-(1—-wji2) = Tji2. (5.23)

Como ahora las variables x;; 2 cumplen siempre que ;2 € {0,1}, tenemos lo que buscamos.
Tenemos entonces que la expresiéon de la funcién de penalizacién para la restriccion 8 se co-
rresponde con

N N N
As DD D (4a2Thg2 — T5i20hi2 — Thj2Thi2 T Thi2) (5.24)
i=1j=1k=1
Con esta modelizacion, la funcién a minimizar correspondiente a la distancia recorrida es

N+1 N+1

> D digrija. (5.25)

i=0 j=0

Una vez que tenemos la modelizacién, debemos transformar las restricciones de igualdad en funciones
de penalizacion. Para ello es necesario expresarlas en la forma p(z1, ..., z,) —a = 0 y elevar el término
de la izquierda al cuadrado. Una vez que tengamos esto, el siguiente paso es construir la funcién
de coste e introducirla en el software de D-Wave. Calculemos entonces las funciones de penalizacién
correspondientes a cada restriccién.

(1) De la restriccién 1 tomamos como funcién de penalizacion

N+1N+1 2 2

Z Z Z Z )\lxz,] rLigre Z 2)\11'1,],

i=0 j=0 \7r1=07r2=0

(2) De la restriccién 2 tomamos como funcién de penalizacién

N (N+1N+1

Z Z Z )\21'z,j1,1$z,]2,1 + Z 2)\2xz,j,

i=0 \Jj1=072=0 Jj=0

(3) De la restricciéon 3 tomamos como funcién de penalizacion

N+1

Z Z Z >\3x7,1,j 1%5,5,1 + Z 2)\3337,7] 1

7j=1 i1=112=1

(4) De la restricciéon 4 tomamos como funcién de penalizacion

N+1

Z )\4%07]‘72.
7=0

(5) De la restricciéon 5 tomamos como funcién de penalizacion

N+1

Z A5Ti N4+1,2-
i=0
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(6) De la restricciéon 6 tomamos como funcién de penalizacion

N+1

Z _)\633i,i-
1=0

(7) De la restriccién 7 tomamos como funcién de penalizacién

D (@Armijowjio — Arxij2 — Arji2).
i

(8) La restriccién 8 ya estaba planteada como funcién de penalizacién, por lo que tomamos

N N N

Z Z Z A(Tj5,2%k j2 — i 2Tk,i2 — Tk j2Tki2 + Thi2)-
=1 =1 k=1

Para que la restricciéon 8 no pierda sentido, debemos retirar de la suma los casos en los que
t=joj=koi=k.

5.2.1. Coeficientes de Lagrange en el problema TSP

Como mencionamos anteriormente, uno de los aspectos més importantes para realizar una correc-
ta modelizacién consiste en el ajuste de los coeficientes de Lagrange. En esta seccién vamos a tratar
de estudiar como afecta cada coeficiente de Lagrange a la funcion de coste global. Sin embargo, en la
practica este estudio no resulta suficiente. Esto se debe a que, a pesar de que tengamos garantizado
que en nuestra funcién el minimo global coincida con el minimo de la funcién que estamos tratando
de resolver, para un correcto funcionamiento del algoritmo Quantum Annealing se hace necesario
realizar distintas simulaciones de nuestro problema para acabar de ajustar estos coeficientes. Aun asi,
vamos a proporcionar algunos datos que deben cumplir los coeficientes de Lagrange que ajustamos.
Veamos qué valores deben tener los coeficientes de Lagrange de las restricciones con las que estamos
trabajando.

= Primera restriccion. Tenemos que si alguna mds de las variables x; ; , toma el valor 1, esto no
influird de manera positiva en nuestra funciéon a optimizar. Sin embargo, si podemos generar
una mejora en la funcién objetivo si todas nuestras variables tomaran el valor 0. De esta
manera, la mejora conseguida coincidiria con la distancia existente entre el objeto i y el j.
Tenemos entonces que, como p; = 0, se deberd cumplir que

)\172',]' > d’isti’j.

Como comentamos en la introduccion, algunas de las restricciones estan enlazadas entre ellas.
Tenemos, por ejemplo, que aunque no influye de manera negativa en la funcién objetivo que
alguna mds de las variables z; j, tome el valor 1, si que influye en la restricciéon 7. Esto se
debe a que alterar estos valores puede conducir a una mejora en el resultado de la funcién de
penalizacién de la restriccion 7.

= Sequnda restriccion. Que en nuestro recorrido deje de cumplirse que salgamos de uno de los
nodos tendré el beneficio en la funcién objetivo de que puede tomar valores sin tener en cuenta
el coste de una de las aristas que salen de dicho nodo. De esta manera, el beneficio maximo
de incumplir la restriccién 2 corresponde con la mayor de las distancias entre el nodo y el
resto de puntos. Si estas distancias las tenemos almacenadas en la matriz dist, tendremos que
Aop2 > max;—1, . N dist[0, j]. Como ps = 1, podemos tomar

A ix dist[0, 5.
2 > méx dis [0, 4]
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= Tercera restriccion. Podemos aplicar el razonamiento de la restricciéon anterior para deducir la
ventaja en la funcién objetivo de no llegar a un nodo. Por lo tanto,

Az > max  dist; ;.
T efo N1y

= Cuarta restriccion. Que no se salga del nodo inicial permite ahorrar en la funcién objetivo el
maximo de las distancias de las aristas que salen del nodo 0. Tenemos entonces que podemos
tomar
Ao > max dist; G
» Quinta restriccion. Que un robot no acabe en la posicién final permite no incluir en la funcién
a minimizar una de las aristas que terminan en N + 1. Como p3 = 1, tenemos que

As > max dist'N_H.
jelt,...N}y P

= Sexta restriccion. La ventaja en la funcién objetivo de introducir aristas z; ;1,4 hace que no
sea necesario ni volver a la arista ¢ ni salir de la arista j. Por lo tanto, tenemos que

A6 > mMax max  dist; max dist; ;
} . Jo . Js
j€{0,...,.N+1} je{0,...,N+1}

» Séptima restriccion. Si hemos alcanzado el i antes que el j, entonces incumpliendo esta res-
tricciéon conseguimos que ir de j a cualquier otro punto sea mejor que volver de nuevo a 3.
Tenemos entonces que

A7,,"j > max disti7k, distj, k.

ClZStZ‘Vj
= Octava restriccion. Podemos aplicar el mismo razonamiento de la restriccién anterior y concluir
que

A8,ij m]iix dist; i, distg, k.

> -

d’isti,k
Una vez que tenemos una modelizacién del problema del viajante que necesita menos de N3 variables,
vamos a tratar de generalizarla al problema de los @-Robots.

5.3. Modelizacion del problema de los Q-Robots

En esta seccion vamos a presentar una modelizacién del problema de los @Q-Robots a partir de
la modelizacién del problema TSP que acabamos de desarrollar. Recordar que lo que denominamos
Q-Robots aparece en la literatura como VRP (Vehicle Routing Problem). Sin embargo dicho proble-
ma se suele asociar a la existencia de unas restricciones de peso en vez de a minimizar el tiempo que
tardan los vehiculos en completar sus rutas. Conseguir esta modelizacién a partir de la del problema
TSP anterior no es una tarea directa. Esto se debe a que requiere de un paso delicado para cuadrar
la restricciéon niimero 10. Daremos mas detalles de ésto méas adelante en esta seccién. En un primer
momento planteamos otra modelizacion similar a esta, aparentemente més directa y que necesita
menos variables. Sin embargo, dicha modelizacion presenta un gran obstaculo al tratar de aplicar la
décima restriccion, por lo que no termina de ser correcta. Una vez explicado lo anterior, comencemos
la modelizacién.
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Para este problema (Q-Robots tendremos en cuenta que N es el nimero de objetos localizados
en el almacén y @ es el nimero de robots. Presentamos primero las variables que van a formar el
problema. Tomemos el conjunto de variables

Tijrqconi,je{0,..,N+1},re{0,1,2,3,4} y g€ {1,....Q}

Las variables 7, j hacen referencia a los objetos que tienen que ser recogidos por los robots (también
pueden ser llamados nodos o pedidos) y la variable ¢ hace referencia al robot al que nos referimos.
Los nodos 0 y N+1 corresponden con los puntos inicial y final. Los valores d; j con 4, j € {0, ..., N+1}
corresponden a la distancia entre el nodo ¢ y el j. Veamos bajo estas condiciones la interpretacion
de cada variable:

= 20,4 = 1. El robot ¢ recoge los objetos i y j, no recorre la arista (7,j) y llega antes al nodo ¢
que al j.

= 21,4 = 1. El robot ¢ recoge los objetos i y j, recorre la arista (i,7) (es decir, una vez que
recoge el objeto i el siguiente objeto que recoge es el j) y por tanto se llega antes al objeto ¢
que al j.

= ;924 = 1. El robot ¢ recoge los objetos i y j y llega antes al objeto j que al <.

» 75,34 = 1. El robot ¢ no recoge los objetos i y j, y se llega antes al nodo i que al j. Observar
que z; ;3,4 puede tomar el valor 1 si el robot g recoge el objeto i y no el j.

» ;44 = 1. El robot ¢ no recoge los objetos i y j, y se llega antes al objeto j que al <.

Nota: Aunque no haya ningin robot que pase por los objetos i y j, es necesario para la modeli-
zacion establecer un orden entre ellos. Esta restriccién no hace que la modelizacién pierda sentido,
ya que podemos suponer que si los robots estdn ordenados siguiendo el orden de {1, ..., @}, entonces
1 se alcanzard antes que j si el robot que pasa por el nodo ¢ tiene un ntimero menor que el robot que
pasa por el nodo j.

De esta manera tendremos que, aunque no haya un robot que pase por los nodos ¢, j, k, se tienen que
seguir cumpliendo las restricciones que teniamos para el problema TSP normal. Esto se debe a que,
si tenemos que el objeto ¢ se alcanza antes que el objeto j v el j se alcanza antes que el k, entonces
obligatoriamente el objeto i se debe alcanzar antes que el objeto k, sea porque hay un robot que estd
recorriendo ambas aristas correctamente o porque el nimero del robot que pasa por i es menor que
el numero del robot que pasa por j y, al cumplirse también para j y k, obligatoriamente el robot que
pase por el nodo ¢ tendrd que tener un nimero menor que el robot que pase por k. Esto es necesario
para poder aplicar correctamente la restriccién 10.

Observacion. Esta modelizacion podria mejorarse introduciendo un elemento mas sobre el indice
r y manejando solamente los indices i, j tales que ¢ < j. De esta manera la modelizacién pasaria de
5N2Q a 3N2Q variables. Sin embargo, para facilitar la comprensién del modelo preferimos presentar
la modelizacién con 5N?2Q variables.

Restricciones. Veamos las restricciones que se deben cumplir una vez que tenemos las variables
que van a formar el modelo. Como cada restriccion de igualdad debe transformarse en una funcién
de penalizacion, iremos calculando las funciones de penalizacién correspondientes segiin presente-
mos las distintas restricciones. Para cada restriccion se indica el valor de restricciéon asociado. Este
valor corresponde con el minimo que toma la funcién de penalizacion y se alcanza al cumplirse la
restriccién. Constituye una manera muy eficiente de conocer si en una solucién propuesta se esta
cumpliendo la restricciéon correspondiente.
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(1) Para cada i,j,q se debe cumplir una y solo una de las posibilidades para r, por lo que

4
Para todo 1, 7, ¢: Z Tijrg = 1, (5.26)
r=0
de donde se deduce la funcién de penalizacion
N+IN+1 Q 4 N+1N+1

Q 4 4
DD 2D T+ Z D222 2 MTigraTige
=0 j=0 g=1r1=07r2=0

=0 j=0 g=17r=0
Esta restriccién tiene un valor asociado de —A1(N + 2)2Q.

(2) Cada robot tiene que cumplir que salga de la posicién inicial. Para ello vamos a imponer que

N+1
Para todo ¢: Z 20,51, = 1, (5.27)
j=1

de donde se deduce la siguiente funcién de penalizacion:

Q N+1 Q N+1N+1
DD “2Mamogugt Y DL D AaT0i1eT0, g
g=1 j=1 g=1 j1 jo=1

Ningtn robot puede volver a la posicién inicial desde un objeto, por lo que

N+1
Para todo ¢: Z Zio1,9 =0, (5.28)
i=0

obteniendo la funcién de penalizacion
Jr

Q
Z Z 21%4,0,1,95

cuyo valor de restriccién asociado es —Ao(@).

(3) Todo robot debe acabar en la posicién final. Para ello se debe cumplir que

N

Para todo g: Z%’,Nﬂ,l,q =1, (5.29)
i=0

que conduce a la funcién de penalizacién

Q N N
Z Z —2X3%5 N41,1, T Z Z Z A3Tiy N+1,1,qTin, N+1,1,q5
q=11

q=11i=0 i1=012=0
con valor de restriccion asociado —A3Q).
Ningun robot puede salir de la posicién final. Tenemos entonces que

N+1

Para todo g: Z TN41,41,q = 0. (5.30)
j=0
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La funcién de penalizacién asociada a esta restriccién es

Q N+1

Z Z A31TN41,5,1,q5
q=1 j=0
con valor de restriccion asociado 0.

Los robots que no recorran ningin camino cumpliran todas las restricciones al tomar
‘/BO,N+1,1,C] = 1'

Se debe salir una vez y solo una vez de cada objeto, luego

Q N+1
Para cada i € {1,..., N}: Z Z Tiji,g = 1. (5.31)
q=1 j=1
Tenemos entonces la funciéon de penalizaciéon
N Q N+1 N Q N+1 Q N+1
DD 2Mamigag Y Y0 D D D MTigi g i las
i=1q=1 j=1 1=1 q1=1j1=1g2=1 jo=1

con valor de restriccién asociado —A\g V.
Se debe llegar una y solo una vez a cada objeto, luego
Q N
Para cada j € {1,..,N}: > ) @51, =1 (5.32)
q=11i=0

La funcién de penalizacion asociada a esta restriccion es

N Q N N Q N Q N
ZZZ—2>\5$i,j,l,q+Z Z Z Z Z A5Tiy .11 Tin g, 1,25
j=1qg=1i=0 j=1q1=141=0g2=112=0

con valor de restriccién asociado —A5 V.
En el recorrido no pueden aparecer aristas (i,7) para ningin ¢ y para todo g.

Para todo ¢ y para todo i € {0,.... N + 1}: z;,1

81,9 = O’ (5'33)
lo que corresponde con la funcién de penalizacién

Q N+1

Z Z A6Tii,1,q5

q=1 i=0
cuyo valor de restriccién asociado es 0.

Si al nodo i se llega antes que al j para algin robot, esto debe cumplirse para todos los robots,
por lo que introduciendo las variables auxiliares a; ; tenemos que

Q
Para todo 4,7 € {1,..., N}t Y @ij0q+ Tij1q+ ijsq = i Q- (5.34)
q=1

Esto quiere decir que o para todos los robots tenemos que se llega antes al objeto i que al
objeto j y por lo tanto la suma anterior toma el valor @ y a;; = 1, o para todos los robots se
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llega antes al objeto j que al objeto 7 y esa suma toma el valor 0, por lo que a; ; = 0.

De esta restricciéon tomamos como funcién de penalizacion

N N Q

DD 2MQ(wij0.q + Tigirg + Tigg) it

i=1j=1q=1

N Q Q
Y YD M(@ijoa + Tigrg T Tijsa) (@ijome + Tigle T Tijse)t
i=1j=1q1=1¢g2=1

N N
303 Magjai Q%

i=1j=1

con valor de restriccién asociado 0.

(8) Si el robot ¢ llega al nodo j, entonces el robot g debe salir del nodo j. Para ello imponemos la

restricciéon
N+1
Para i € {0,...,N}, j€{L,...,N} yqe{l,....Q}: wij1g(1 = > zjr1q) =0. (5.35)
k=1

Notar que aunque esta restriccién parezca cuadrética, al tener una restriccién igualada a 0 y
no tomar dicha restricciéon valores negativos, debido a que la restriccion 4 obliga a que dicho
sumatorio tome los valores 0 o 1, no es necesario elevarla al cuadrado para introducirla en
la funcién de coste. Sin embargo, para que en efecto se cumplan ambas restricciones, el
coeficiente de Lagrange de la restriccion 4 debe ser mucho mayor que el de esta restricciéon. De
no ser asi, podria darse el caso de que, al tomarse valores negativos en esta restriccién, dichos
valores compensaran que no se cumpla la restriccién 4.

Por lo tanto, la penalizaciéon correspondiente es

N N Q N N Q N+l
Z Z Z A8Ti 51,4 + Z Z Z Z —A8Tij1,4Tj k1,9
i=0 j=1g=1 i=0 j=1q=1 k=1

con valor de restriccién asociado 0.
Impongamos ahora las condiciones que hacen que los robots, en efecto, recorran un tour.

(9) Se tiene que cumplir que o se pasa antes por el nodo i que por el j o se llega antes al nodo j
que al i. Por lo tanto, se debe verificar que para todo 7,5 € {1,..., N} y g € {1,...,Q}:

Tij0,q + Tijig T Tijsg =1 — (2004 + Tjilqg + Tjisq)- (5.36)

Esta restriccion se puede afiadir a la funcién de coste directamente como

N N Q

DN Xo(@igog + Tigig + Tigs.e) (Ti0q T Tiilg T Thisa)s
i=1 j=1q=1

con valor de restriccion asociado 0.

(10) Si el nodo i se alcanza antes que el j y el nodo j se alcanza antes que el k, entonces el nodo
1 debe alcanzarse antes que el k. Esta condicion va a impedir que se vuelva a un nodo por el
que ya se ha pasado y por lo tanto se forme un ciclo.
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Para introducir esta restricciéon vamos a calcular directamente una funciéon de penalizacion que
valga 0 en los casos correctos y 1 en los que no lo son. Para facilitar la comprension de la
funciéon de penalizacién vamos a tomar, para i, j, k, ¢, las siguientes variables:

Qij o= T30, FTij11 53,1, Ojk = T5k01FT5k11F 25831 Y Cik = Tik01+Tik1,1FTik3,1-

Por tanto, a;; = 1 significa que el nodo ¢ se alcanza antes que el nodo j y lo mismo con by c.
Nota: Debido a la séptima restriccién, podemos tomar como referencia cualquiera de los ro-
bots. En este caso hemos tomado como referencia el robot 1.

De esta manera, fijado i, j, k, tenemos las 3 variables a, b, c. Recordemos que a, b, ¢ solo toman
los valores 0 o 1.

Los casos que conducen a valores de las variables para los cuales pueden formarse ciclos y que
debemos descartar son (a,b,c) = (0,0,1) y (a,b,¢) = (1,1,0).

En el caso (0,0, 1) tendriamos que el nodo j se alcanza después del i, el k después del j, y sin
embargo el nodo k antes que el i, lo cual es absurdo. El caso (1, 1,0) tampoco se puede dar, ya
que en él se alcanza ¢ antes que j y j antes que k, por lo que no puede darse que alcancemos
también k antes que 7. Tenemos pues que debemos construir una funciéon de penalizacion de
manera que para f(a,b,c) se cumpla que f(0,0,1) > 0, f(1,1,0) >0y f(a,b,c) = 0 para el
resto de casos. Una funcién que cumple estas condiciones es

f(a,b,c) := ab— ac — be + 2.

Por lo tanto, volviendo a los subindices %, j, k tendremos que si

- 2
Gijk = Qijbjk — @i jCik = bjkCik + Cip
entonces, anadiendo a la funcién de coste

N N N

ADD0D Gigk (5.37)
i=1j=1k=1
tendremos que las mejores soluciones seran aquellas que cumplan esta restriccion.

En este caso, el valor de restriccién asociado es 0.

Llegados a este punto, tenemos que la funcién para calcular la distancia que recorre cada robot se

corresponde con
N+1N+1

Yo D digrijig

i=0 j=0
Debemos ahora desarrollar una funcién de manera que tratemos de minimizar la distancia maxima
que recorren los robots. Veamos tres maneras de conseguir esto en las siguientes subsecciones. La
mejor modelizacion que hemos encontrado para resolver nuestro problema coincide con la tercera de
las tres propuestas.

5.3.1. Primera minimizacién del tiempo mediante las variables y; .

La primera de estas tres formas de tratar de minimizar el tiempo que tardan los robots coincide
con la desarrollada en la seccién 5.1. Al tener ahora una expresién lineal para la formula de la distan-
cia, nos encontramos con que se vuelve practicable desde el punto de vista de la programacion. Para
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esta modelizacién vamos a tomar, con la notacién de la seccién 5.1, S = 1 y tratar de minimizar la
distancia méxima que recorren los robots a partir de las variables y,. Como en la mencionada seccién
ya entramos en detalle sobre el funcionamiento de esta modelizacién, simplemente recordaremos qué
representan las variables y, y las restricciones que corresponderian para este caso.

Variables y,. Vamos a tratar ahora de calcular la funcién a minimizar correspondiente. Para
conseguir esto, lo vamos a realizar de la siguiente manera:

» Primero estimamos las distancias So y Sy, correspondientes a cotas de las distancias maximas
y minimas para las cuales todos los robots pueden haber acabado sus rutas. Sy puede coincidir,
por ejemplo, con la distancia que se ha de recorrer para recoger el objeto que se encuentra més
alejado de la posicion inicial. Sy coincidird con la distancia que hay que recorrer para realizar
una ruta cualquiera de manera que se recojan todos los pedidos.

S¢+S .
» Tomamos S,, = 2L ; % y vamos a comprobar con nuestro modelo si los robots pueden recoger

todos los pedidos recorriendo todos ellos una distancia menor que S,,. Si esto es afirmativo,
volveremos a aplicar el procedimiento tomando ahora Sy = S,, y So = Sp. Si la respuesta
fuese negativa, volverfamos a repetir el procedimiento tomando Sy = Sy y So = S;,. De esta
manera, repitiendo el algoritmo tantas veces como se requiera, podremos conseguir la precision
deseada sobre la mejor manera de organizar los robots y los viajes que deberan hacer.

Para conseguir esto introducimos las variables y,. Tendremos que y, = 0 si el robot ¢ puede haber
acabado el recorrido antes de la distancia intermedia que estemos comparando, y y, = 1 si no.

(11) Sea Dyax = Y joméx;{d;;}; es decir, una cota de la distancia méaxima que puede tener
cualquier camino. Tendremos entonces la restricciéon de desigualdad

N+1N+1

Para cada ¢: Z Z dij%iji,qg < Sm + YgDmaz- (5.38)
i=0 j=0

Transformamos la desigualdad anterior en igualdad anadiendo las variables b; , coni € {0, ..., byaz }
y q € {1,...,Q}, donde estamos tomando b4z := [10g2(Dmaz) | +1. De esta manera, la ecuacion
anterior se transforma en

N+1 N+1 hmaz
Para cada ¢: Z Z di jTij1,q + Z thh,q = Sm + Y¢Dmazs (5.39)
i=0 j=0 h=0

donde podemos tomar la funcién de penalizacién

N+1N+1N+1N+1 N+1 N+1 hmaz
h

SN di i iy o Ty g 1qTingeng + D, DL D 2 2 b gdit
i1=0 j1=0 i2=0 jo=0 i=0 j=0 h=0

N+1 N+1 hmaz

h
+ Z Z =2 51,4di,j (Sm + YgDmaz) + Z —=2-2%p,4(Sm + YgDmaz )+
i=0 j=0 h=0

hmax hmaac

+ Z Z oM bhl,q2h2bh27q + 25mYqDmaz + qu%wx
h1=0 ho=0

Esta restriccion tiene un valor asociado de —A11QSh,.
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La funcién correspondiente a conocer si todos los robots pueden haber acabado sus recorridos en
menos tiempo que S, serd

Q
qu-
g=1

Esta funcién tomard el valor 0 cuando todos los robots pueden haber completado sus recorridos
recorriendo una distancia menor que .S,,, y tomara valores > 1 si alguno de los robots recorre una
distancia mayor que Sy,.

Para esta modelizaciéon necesitaremos 5N2(Q variables Zi jrq, @ variables yq, N 2 variables auxi-
liares requeridas por la restriccién 7 y Qloga(Dyqz) variables de holgura necesarias para transformar
la dltima restriccion de desigualdad en igualdad (D,,q. es una cota de la distancia maxima que hay
que cubrir). Tenemos entonces que el nimero total de variables necesarias es

(5Q + 1)N? + Q(log2( Dmas) + 1) ~ 6QN?. (5.40)

Esta modelizacién que acabamos de presentar fue utilizada como un primer modelo que trataba de
minimizar el tiempo que tardaban los robots en completar sus recorridos.

5.3.2. Minimizaciéon de la distancia maxima que recorren los robots

La modelizacién de la que acabamos de hablar permite, mediante un proceso recursivo, ir cal-
culando rutas de los robots que van mejorando el tiempo maximo que tardan estos en realizar sus
viajes. Sin embargo, las llamadas a un ordenador cuantico resultan costosas, haciendo que la mode-
lizacién anterior, si bien tiene interés desde un punto de vista tedrico, no acabe de resolver nuestro
problema de manera eficiente. Tratemos de construir una modelizacion que nos permita resolver el
problema de minimizar el tiempo que tardan los robots en completar todos los viajes con una sola
simulacién del algoritmo Quantum Annealing. Para ello vamos a disponer de las mismas variables
i jrq que aplicamos en el caso anterior, y volvemos a aplicar las restricciones [1] a [10]. Una vez que
tenemos construidas las variables x; ; ., que permiten trazar las rutas que van a recorrer los robots,
vamos a tratar de encontrar una funcién que minimice el méaximo de las distancias que recorren los
mismos. Para ello vamos a llevar a cabo los dos siguientes pasos:

(11) Para este paso vamos a introducir las variables auxiliares pg, 4,, cuya idea es tratar de conseguir
que pq, ¢, = 1 si el robot g1 recorre més distancia que el robot g2, y pg, ¢, = 0 en caso contrario.
Para ello vamos a anadir como penalizacién ara cada q1,q2 € {1,...,Q}:

N+1 N+1 N+1 N+1
AM1(1=2pg00) | D D dizigng — . D dijTijig | - (5.41)
i=0 j=0 i=0 j=0

De esta manera, cuando el robot g; recorra més distancia que el robot ¢; el minimo se alcanzara
cuando (1 — 2pg, 4,) = =1y por lo tanto py, 4, = 1.

(12) Una vez que tenemos las variables pg, 4, podemos construir las variables z, de manera que
zq = 1 si el robot g recorre méas distancia que todos los demds. Para ello introducimos los
coeficientes de penalizacién

Q 2

Para cada ¢: A2 | 2QQ — 2 Z Pg,qn T+ g . (5.42)
=1

De esta manera, existird ¢; tal que py, ., = 1 para todo g;, por lo que para ese ¢;, z,, = 0,
mientras que para el resto de los g;, 24, = 1.
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En estas condiciones tendremos que existird un tnico z,4 tal que z, = 0, correspondiente con
aquel que recorra mayor distancia que todos los deméds. Por lo tanto, la funcién a minimizar se

corresponderia con
Q N+1N+1

Z Z Z d@j(l — Zq)xi,j,l,q- (543)
g=1 i=0 j=0
Esta modelizacién permite minimizar directamente el tiempo que tardan los robots en completar
su camino. Sin embargo, ajustar los coeficientes de Lagrange de esta modelizacion resulta muy
complicado, por lo que la simulacién mediante Quantum Annealing se vuelve ineficiente. Veamos
por lo tanto una modelizacion que mejora a esta ultima, permitiendo obtener una buena solucién de
nuestro problema.

5.3.3. Modelizacion final

Una vez que contdbamos con la modelizacién anterior, que trataba de calcular cudl de los
robots recorria mayor distancia, surgi6 la idea de obligar a todos los robots a que recorriesen menos
distancia que el primero, y entonces minimizar la distancia que recorre el primer robot. En efecto,
esto puede modelizarse de manera sencilla sin mas que introducir una restriccién que fuerce a que
todos los robots recorran menos distancia que la recorrida por el primer robot. Como en el resto de
esta seccidn, las variables que estamos manejando se corresponden con las introducidas al inicio de
la seccién 5.3.

= Esta restriccién de la que acabamos de hablar puede expresarse como

N+1N+1 N+1N+1
Para todo ¢ € {2, ,Q} Z Z di jTij1,q < Z Z di jTi 1,1 (5.44)
i=0 j=0 i=0 j=0

Transformamos esta desigualdad en igualdad tomando como en ocasiones anteriores Dj,q, :=
Yiomax;{d;;} y las variables by , como auxiliares:

N+1N+1 hmaz N+1N+1
oY digzigagt+ >, 2bhg— Y. Y digmijia=0. (5.45)
i=0 j=0 h=0 i=0 j=0

A partir de esta igualdad llegamos a la funcién de penalizacion:

Para todo ¢ € {2,...,Q}:

N+1N+1N+1N+1

Z Z Z Z di1,j1diz,jQxh,thqminz,l,q_"

11=0 j1=0 i2=0 j2=0
N+1 N+1 hmaa

+ 30> D> 2 g gbngt+

i=0 j=0 h=0
N+1N+1N+1N+1

+ Z Z Z Z —2di; jy dig 5y Tiy 1,11 Tin 55, 1,4+

11=0 j1=012=0 j2=0

hmaz hmaz ook hmaz N+1 N+1 N
+1
20 D 22 by gbug+ L Y D 2 i abngt
h1=0 ha=0 h=0 =0 ;=0

N+1N+1N+1N+1

YYD diy i i o Ty 111 T 11

11=0 j1=0 i2=0 j2=0
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Llegados a este punto, la funcién a minimizar se corresponde con

N+1N+1

D> digTiga (5.46)

i=0 j=0

A partir de la modelizacién que acabamos de presentar se consiguieron los resultados mostrados
en el siguiente capitulo. Una vez que tenemos este modelo, la parte de programacién es sencilla.
Simplemente se debe ir construyendo la matriz de coeficientes de todas las variables que aparecen en
el modelo, a partir de la cual el algoritmo Quantum Annealing va a construir la funcién f(z) = 2'Qx
sobre la que se va a tratar de calcular el minimo global.

5.3.4. Estudio de los coeficientes de Lagrange de las restricciones

Una vez que tenemos construido el modelo, podemos hacer un estudio sobre los valores de los
coeficientes de Lagrange. Realizar un estudio exhaustivo de los coeficientes de Lagrange se queda
fuera de este trabajo. Esto se debe a que para cada restriccién debemos manejar los resultados de
dicha restriccién con todos los coeficientes anteriores ajustados, lo que lo convierte en un trabajo
muy tedioso. En nuestro caso simplemente vamos a hacer una comparacién de cada coeficiente de
Lagrange con su aportacion a la funcién objetivo. Vamos a ir trabajando con ellos de uno en uno
en funcién de la restriccién. Como vimos en la seccién de coeficientes de Lagrange, es importante
contar con una primera solucién de nuestro problema. Supongamos que dicha soluciéon es D y en
nuestro problema podemos estimarla, por ejemplo, mediante el algoritmo de vecinos cercanos. Va-
mos a suponer también que la informacién acerca de las distancias entre los distintos objetos estd
recogida en la matriz dist. Tenemos entonces que la distancia entre el objeto ¢ y el j corresponde
con el coeficiente dist; ;.

Estudiemos entonces los valores de los coeficientes de Lagrange por restriccion. El estudio nece-
sario para estimar los coeficientes de las restricciones 1 a 6 es similar al realizado en la seccién 5.2.1
para el caso del problema TSP. Debido a esto, solo analizaremos las restricciones 7 a 10.

» Séptima restriccion. Que no se cumpla esta restriccién provoca que la restriccién 10 carezca
de sentido. Sin embargo, no tiene consecuencias directas sobre la funcién objetivo. Debido a
esto, tomamos

A7 > D.

= Octava restriccion. El hecho de no tener que volver a salir del nodo j para el robot g consigue
que el robot ¢ no tenga que volver a su lugar inicial, por lo que serd suficiente con tomar

/\&j > distj7N+1.

= Nowvena y décima restricciones. Que no se cumplan estas restricciones tiene la consecuencia de
que, directamente, la solucién no sea factible. Para ello vamos a tomar como penalizacién que

Ag > D

y también que
Ao > D.

Una vez realizado el estudio de los coeficientes de Lagrange, hemos completado nuestra modelizacién.
En la siguiente seccién vamos a ver un par de ejemplos de problemas que pueden ser resueltos
aplicando conceptos que hemos desarrollado durante este capitulo.
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5.3.5. Aplicaciones del problema ()-Robots

La modelizacién que acabamos de construir puede aplicarse en otros problemas para mejorar sus
resultados. Uno de estos problemas es el siguiente:

Problema del ciclo hamiltoniano

Se conoce como problema del ciclo hamiltoniano al consistente en tratar de encontrar sobre
un grafo el mayor ciclo posible. Es decir, dado un grafo, encontrar un ciclo que incluya el mayor
numero de vértices posible. Este problema puede modelizarse de manera similar al problema TSP
desarrollado. Sin embargo, no mostraremos dicha modelizacién por ser muy similar a la que aparece
en la seccién 5.2, evitando repetir ecuaciones.

Problema del viajante con ventanas de tiempo

Este problema se ha tratado de resolver mediante el algoritmo Quantum Annealing, formulandolo
como un problema QUBO [I5]. Sin embargo, una vez que contamos con nuestra modelizacién vamos
a ver cémo podemos plantear una solucién alternativa que disminuya el niimero de variables utiliza-
das. El problema del viajante con ventanas de tiempo consiste en una generalizacién del problema
del viajante para el que se tiene la restriccion adicional de que a cada ciudad se debe llegar en un
intervalo de tiempo determinado. Veamos cémo podemos modelizarlo utilizando variables binarias.

Sea N el nimero de ciudades que hay que recorrer a las que anadimos la ciudad 0 que corresponde
con el origen y la ciudad N + 1 que corresponde con el final de la ruta. Sea d; ; el tiempo necesario
para viajar de la ciudad 7 a la j y supongamos que los intervalos de tiempo para cada ciudad se
corresponden con los intervalos [ay, 1] paran € {1,..., N}, y M se corresponde con el valor maximo
que podemos tardar en completar el recorrido. Las variables de este modelo seran las siguientes:

» Sean las variables z; j,, con i,j € {0,..., N + 1} y r € {0,1,2} que representan lo explicado
en la seccién 6.2. En el modelo estan eliminadas las variables z;;, con ¢ € {0,...,N +1} y
r€{0,1,2}.

= Por otro lado, sea T; el instante en el que pasamos por la ciudad i. Tenemos entonces que para

cada 7:
lloga(M)]+1

T, = Z thi,h-
h=0

Para facilitar la notacion, tomaremos en las ecuaciones siguientes las variables T; en lugar del
sumatorio de las variables ¢; 5.

Planteando las mismas restricciones de la secciéon 6.2, nos encontramos con que simplemente es
necesario introducir las restricciones necesarias para garantizar que se cumplen las condiciones tem-
porales. Esto se puede realizar con las siguientes 2 restricciones:

» Restriccion 3: Cada valor T; debe pertenecer al intervalo [a;, ;], por lo que
Para cada i € {1,...., N}: a; <T; <l;. (5.47)
» Restriccion 4: Se debe cumplir que si de la ciudad ¢ viajamos a la ciudad j, entonces T; +d; ; <

T;. Podemos expresar esta restriccién con la siguiente ecuacion (recordemos que no se tienen
en cuenta los casos en los que i = j):

Para cada i,j € {0, oy N + 1}2 T + diJ < T'] + M(l — in,j,l)- (548)
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Una vez que se cumplen estas condiciones, la funcién a minimizar coincide con Tn11. Sin embargo,
no es necesario introducir el indice . Esto se debe a que la restriccion 4 estd dotando implicitamente
de un orden en el recorrido de los nodos. Por lo tanto podemos eliminar dicho indice y tomar la
modelizacion realizada en el apéndice .

La modelizacién que encontramos en [I5] requiere de N + M N variables. Como el valor M
puede ser muy alto, dicha modelizacién es muy pobre. Sin embargo, nuestra modelizacién mejora el
valor de N3 y M, ya que requiere del siguiente niimero de variables: Por un lado, (N +2)? variables
xi; y Nloga(M) variables t; ,. Por otro lado, son necesarias las variables auxiliares requeridas para
transformar las desigualdades de las restricciones 3 y 4 en igualdades, lo que se corresponde con
Nloga(M) de la tercera restricciéon y (N 4 2)%loga(2M) de la cuarta, lo que hace un total de

(N +2)* 4 Nloga(M) + Nloga(M) + ((N +2)* + 1)loga(M).
Tomando N + 2 =~ N llegamos a que el nimero de variables utilizadas es
N? +loga(M)(2N + N?). (5.49)

Aplicando la notacién de Landau utilizada para estudiar la complejidad computacional de un algorit-
mo, hemos mejorado un modelo que requiere N3 4+ M N variables en uno que consta de loga(M)N2.
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Capitulo 6

Resultados

En este capitulo vamos a mostrar los resultados de distintas simulaciones realizadas mediante
el algoritmo Quantum Annealing a partir de nuestra modelizacion. Estos resultados corresponden
a tomar parametros de N y ) pequenos, siendo N el nimero de objetos y @) el niimero de robots.
Como hemos comentado anteriormente, para conseguir buenos resultados en cierto problema es nece-
sario estimar los coeficientes de Lagrange de manera correcta. Tenemos entonces que para conseguir
buenas soluciones para valores de N y ) grandes es conveniente hacer un estudio de estos coeficien-
tes para cada caso. Sin embargo, ya existen métodos desarrollados por D-Wave y que pueden ser
implementados que tratan de calcular los coeficientes de Lagrange convenientes para cada problema.
Como nuestro trabajo tiene un cardcter mateméatico, simplemente vamos a mostrar los resultados
para ejemplos sencillos con el objetivo de apreciar cémo, en efecto, las funciones calculadas en el
capitulo cinco son correctas.

Las simulaciones realizadas para obtener los resultados de este capitulo han sido llevadas a cabo
a través de un simulador desarrollado por D-Wave en Python y no mediante el uso de un ordenador
cuantico. Tenemos entonces que los resultados que aparecen han sido conseguidos mediante compu-
tacion clasica. Como comentamos en el parrafo anterior, el objetivo de este capitulo es comprobar
que la teoria desarrollada en el capitulo anterior es correcta y no tratar de probar el buen funciona-
miento del Quantum Annealing. En la descripcion de estos ejemplos aparece el concepto de niimero
de shots empleados en las distintas simulaciones necesarias para tratar de resolver los problemas.
Hasta este momento no habia aparecido este término y, si bien su definicién es algo més complicada,
daremos una idea intuitiva sobre este concepto. Como se explica en el capitulo 3, el Quantum An-
nealing es un algoritmo heuristico. Tenemos entonces que cuando se ejecuta el simulador de recocido
ciantico, éste tratara de encontrar las mejores soluciones. Como no se garantiza encontrar el minimo
absoluto en cada ejecucién, si elevamos el niimero de simulaciones que van a realizarse, mejoraremos
las soluciones obtenidas y aumentaremos la probabilidad de localizar el minimo absoluto. El niimero
de shots puede entonces interpretarse como el nimero de veces que ejecutamos el algoritmo Quantum
Annealing en el computador cudntico que estamos utilizando (en este caso en el simulador), para
tratar de localizar el minimo de nuestro problema. El resultado final correspondera con la mejor
solucién encontrada entre esas simulaciones.
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6.1. Resultados del problema TSP

Veamos en esta seccién dos ejemplos de soluciones obtenidas mediante el algoritmo de atempe-
ramiento cudntico a través de la modelizacién que hemos desarrollado.

Ejemplo 1. El primer problema que mostramos se corresponde con una resolucién del proble-
ma TSP aplicando la modelizacién desarrollada en este trabajo. Es sencillo apreciar que el camino
encontrado corresponde a la solucién éptima. El tiempo empleado por el algoritmo Quantum Annea-
ling para encontrar esta solucién fue aproximadamente de unos dos minutos, ya que se configuraron
2000 shots. Para este ejemplo tomamos N = 6. De los seis puntos que forman el problema, cinco se
escogieron manualmente, de tal manera que el algoritmo de vecinos cercanos proporcionara una mala
solucién a esta distribucién. El sexto punto se escogié de manera aleatoria (de ahi las coordenadas
reales que aparecen en la tabla). La localizacién de todos estos puntos la podemos encontrar en la
tabla de la imagen 6.1.

*Los puntos que forman el problema son*
[[@. 8. ]

[e.
[3.
[3.
[6.
[6.
[©.9294222% @.87632291

@@ e

[Ny Sy Ny Sy -

]

Figura 6.1: Coordenadas de los puntos que forman los nodos del ejemplo 1.

La solucion a este problema consiste en un camino que pasa por todos los puntos y que podemos
visualizar en la imagen ([6.2)). Como podemos apreciar, la solucién proporcionada por el simulador

*Mostramos el recorrido gue haria el robot*

081

06 1

04

021

001

Figura 6.2: Imagen del recorrido realizado por el robot minimizando la distancia para el ejemplo 1.

de D-Wayve se corresponde con el éptimo.

Las condiciones bajo las cuales el algoritmo de atemperamiento cuantico funciona de manera
6ptima se dan cuando el minimo global esta lo suficientemente alejado del resto de soluciones. Sin
embargo, esta condicién no es suficiente y a menudo entra en conflicto con la otra condicién bésica, y
es que no existan soluciones para las cuales la funcién de coste tome valores muy alejados del resto, ya
sean maximos o minimos. Esto viene ligado a la idea de valor de restriccién. Si existen restricciones
cuyo intervalo de valor de restriccion es muy amplio, el algoritmo de Quantum Annealing se atascara
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en soluciones que cumplan esa restriccion y no evolucionard a encontrar soluciones que traten de
mejorar todas las demas. Si por el contrario los valores de restriccién se mantienen pequenos debido
a estar manejando coeficientes de Lagrange con valores bajos, serd probable que el minimo global
no se encuentre muy alejado de otros puntos. Cuando la funcién a minimizar cumple las condiciones
o6ptimas, se requiere un nuimero de shots pequeiio para encontrar el resultado. Para algunos pro-
blemas, un solo shot es suficiente para alcanzar el 6ptimo. Sin embargo, este no es el caso para el
problema TSP, ya que existen soluciones muy cercanas al é6ptimo. Vedmoslo con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Para este ejemplo se calculo el valor del minimo global y posteriormente se realiz6
una simulacién para tratar de resolver el problema con un niimero de shots bajo. Como podemos

10 J
0.9 1 ) -

0.8 1
0.7
06
0.5 _-" &

0.4 1 —
T T T T T T T T

0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9

El valor de esta solucion es -141685.81
El valor del minimo global es -14118

Figura 6.3: Imagen del recorrido propuesto como solucién al resolver el ejemplo 2.

apreciar en la figura 6.3, tenemos que el valor de la solucién propuesta es muy cercano al valor del
minimo global. Podemos llegar a encontrar la solucién éptima elevando el nimero de shots empleados
en la simulacién. El valor —14110 que aparece en la imagen corresponde con la suma de los valores
minimos tomados por las funciones de penalizacién, méas el valor de la distancia necesaria para
realizar el recorrido (en este caso corresponde con 90).

6.2. Resultados del problema Q-Robots

Pasemos ahora al caso del problema @-Robots. Para estos ejemplos vamos a tomar valores de
N y Q pequenos. Al igual que en el ejemplo 1, servird para mostrar que en efecto la modelizacién
que hemos desarrollado es correcta. Veamos un par de ejemplos para apreciar los buenos resultados
que proporciona el algoritmo Quantum Annealing. Para construir los ejemplos siguientes se han rea-
lizado algunas modificaciones en la modelizacién de cara a obtener mejores resultados. Tanto en la
restriccién 8 como en la 10 existe la posibilidad de que, debido a que no se cumplan
otras restricciones, estas restricciones puedan tomar valores negativos en puntos donde se incumplan
las otras restricciones. Existen dos formas de evitar esto: La primera consiste en realizar un ajuste
delicado de los coeficientes de Lagrange de las restricciones pertinentes, de manera que los valores
negativos de las restricciones 8 y 10 no proporcionen mejores resultados que ajustar las otras dos
restricciones. La segunda manera consiste en introducir variables auxiliares que, al poder tomar solo
los valores 0 y 1, garanticen que no existan dichos valores negativos en las restricciones 8 y 10. La
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dificultad de ajustar correctamente los coeficientes de Lagrange, de la que hemos hablado en otras
ocasiones, conduce a que hayamos optado por la segunda opcién a la hora de realizar la programa-
cién de nuestra solucién.

Ejemplo 3. Para este ejemplo se ha tomado N =5 y Q = 2. A pesar de ser unos coeficientes
pequenos, ilustraran cémo, en efecto, la modelizacién desarrollada es correcta. Los N puntos que
formaran parte del problema, y cuyas coordenadas se encuentran en la imagen 6.4, se escogieron de
manera aleatoria. El ntimero de shots escogidos para resolver este problema fue 2000.

#Las coordenadas de los puntos que forman el problema son*
[[©.59999828 0.24846079]
[6.810854829 ©.808124871]
[©.36972145 ©.33198362]
[0.72957095 ©.408888692)
[©.85655322 9.064643113]
[0.74156675 ©.15060033]]

Figura 6.4: Coordenadas de los puntos del ejemplo 3.

Bajo estas condiciones, la solucién propuesta mediante el simulador del algoritmo Quantum An-
nealing se puede observar en la imagen 6.5. En esta imagen tenemos que la ruta correspondiente al
recorrido del robot 1 aparece dibujada con lineas rojas, y la ruta correspondiente al recorrido del
robot 2 aparece dibujada con lineas verdes. Es sencillo ver como, en efecto, la solucién obtenida

#Las distancias que recorren los robots son®
El robot 1 recorre 1.739
El robot 2 recorre 1.65

0.8 4
0.7 1
0.6 4
05 1
0.4 1 J
. /
0.2 4
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T T T T T T T T

0.0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 07

Figura 6.5: Recorridos de los dos robots del ejemplo 3 al minimizar el tiempo de sus rutas.

coincide con la 6ptima. Veamos un tltimo ejemplo que vamos a resolver.

Ejemplo 4. En el siguiente ejemplo hemos aumentado el niimero de robots a @) = 3. Para que el
algoritmo siga encontrando la solucién 6ptima vamos a mantener un niimero de objetos bajo. Para
este ejemplo fue necesario elevar el niimero de shots a 5000. EI nimero de objetos empleados en este
ejemplo fue seis. Las localizaciones se escogieron manualmente, de forma que cada robot tuviera que
ir a por dos de esos objetos. En la figura 6.6 vemos cémo efectivamente los robots se reparten los
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El robot 1 recorre 3295.0
El robot 2 recorre 2976.8
El robot 3 recorre 3191.0

101

0.5 1

0.0

-1.0 A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 10

Figura 6.6: Imagen de los 3 recorridos trazados por los 3 distintos robots del ejemplo 4.

objetos de manera éptima. En el siguiente capitulo expondremos las conclusiones extraidas sobre
este trabajo.
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Capitulo 7

Conclusiones y lineas futuras

El objetivo de este trabajo consistia en realizar un estudio de las modelizaciones QUBO del pro-
blema del viajante y tratar de construir a partir de ellas una buena modelizacién del problema de
enrutamiento de vehiculos. Sin embargo, una vez examinadas las soluciones planteadas del problema
del viajante se optd por realizar una nueva modelizacién de éste que mejoraba las modelizaciones
con funcién objetivo lineal del TSP, convirtiéndose en la modelizaciéon que mejor generaliza al VRP
en términos de nimero de variables utilizado. El interés por el estudio de las modelizaciones QUBO
radica en que existen distintos proyectos en los cuales esta involucrada principalmente la empresa
D-Wave y que cuenta con grandes clientes como Airbus y Volkswagen, que apuesta por el desarrollo
de ordenadores cudnticos especializados en resolver de manera eficiente este tipo de problemas. A
esta herramienta se le denomina Quantum Annealing y trata de mejorar los métodos heuristicos
clasicos de optimizacién de funciones en espacios discretos.

Como comentamos durante la memoria, aunque la programacién cuantica de puertas difiera del
Quantum Annealing es posible aprovechar nuestro trabajo en la computacion basada en puertas
cudnticas (desarrollada por IBM, Google o Xanadu entre otros). Para ello simplemente se debe apli-
car el cambio de variable z; = 2x; — 1, donde z; es una nueva variable que puede tomar los valores
—1 o 1,. De esta manera transformamos la formulacion QUBO en el modelo Ising [I3], soportado
por este paradigma de programaciéon que acabamos de mencionar.

En proyectos futuros se seguird estudiando otras caracteristicas que existan entre distintas mo-
delizaciones de cara a conseguir mejores resultados cuando tratan de ser resueltas mediante recocido
cuantico. Una de estas propiedades es la forma de la funcién a minimizar. Una funcién objetivo
con muchos valles aumentara la probabilidad de que el algoritmo se quede atascado en minimos
locales y no evolucione hasta alcanzar el minimo global. De esta manera nos encontramos con que
es interesante tratar de construir funciones con el menor niimero de minimos locales posible y que
estos minimos no sean muy profundos, de forma que al ejecutar los algoritmos de Annealing se evi-
ten soluciones alejadas del 6ptimo. Otra posible linea de futuro contemplada consiste en tratar de
aplicar toda las mejoras conseguidas en el trabajo a la herramienta Docplezr de IBMQ [9]. También
profundizdremos como nuestro modelo QUBO puede contribuir en las aplicaciones[16, 3] de la era
del Quantum Machine Learning (QML) [19].
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Apéndice

Modelizaciones DFJ y MTZ

Como comentamos en el capitulo 2, existen dos modelizaciones conocidas del TSP bastante
cercanas a una modelizacion que considerariamos QUBO. Veamos como funcionan estas dos mode-
lizaciones y sus incovenientes. Supongamos que tenemos el problema del viajante para el cudl N es
el nimero de ciudades que hay que visitar mas una ciudad extra correspondiente al punto inicial y
final. Las siguientes variables y restricciones coinciden en ambos modelos. Sean las variables binarias
x;; donde 4, j € {0, ..., N+1}. Como ha aparecido de manera habitual en el trabajo, x; ; = 1 significa
que de la ciudad ¢ viajamos a la ciudad j. Tenemos entonces que se debe garantizar las siguientes
restricciones

1 {x;;} € {0,1} para todo 1, j.
2 Para cada i € {0,..., N}: Z;V:—El zij =1
3 Para cada j € {1,..., N + 1}: Efvzo Tij =1

La restriccion 1 establece que las variables deben ser binarias, las restricciones 2 y 3 imponen las
condiciones de salir y llegar a todas las ciudades respectivamente. Como explicamos en el capitulo
5, estas condiciones no son suficientes para garantizar que se forme un tnico ciclo que pase a través
de todas las ciudades, por lo que veamos cudl es la restriccién en cada modelo que consigue esta
condicion.

= Modelizaciéon DFJ: La restricciéon del modelo de Dantzig que trata de lograr que no se formaran
ciclos corresponde con la siguiente

Z Z zi; < |Q] —1 para todo @ C {1,...,N}, |Q| > 2 (7.1)
i€Q jAIEQ

Esta ecuacion trata de conseguir que para cualquier conjunto de ciudades exista un arista que
salga de él, por lo que evita que se forme un ciclo en el cudl el viajero quedaria atrapado.
Sin embargo, esta restriccién tiene el inconveniente de que el nimero de subconjuntos de
{1,..., N} corresponde con 2%, por lo que el ntimero de restricciones de esta modelizacién crece
exponencialmente en funcién de N, lo cual convierte este modelo en completamente ineficiente.

= Modelizacién MT7Z: La modelizacién MTZ trata de mejorar la anterior, de manera que evi-
temos un nimero de restricciones absurdamente grande. Para ello se plantea las siguientes

restricciones.
u; € 7 (72)
Para cada 2 <i# j <mn:u; —uj+nx;; <n—1 (7.3)
Paracada2<i<n: 0<uy; <n-1 (7.4)
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En esta modelizacién la variable u; representa la posicién en el recorrido de la ciudad i. Notar
que las variables u; pueden tomarse continuas, por lo que para cada eleccién de las variables x; ;
seria suficiente aplicar el método simplex para calcular los valores T;. De esta manera podria
manejarse un algoritmo heuristico que simplemente tomara valores en las variables x; ;. Sin
embargo, de cara a aplicarse para ser resuelta mediante Quantum Annealing nos encontramos
con que para cada combinacién de variables x;; es necesario calcular los variables u;. De
esta manera llegamos a una situacién que proporciona muy malos resultados (a parte de ser
necesario el uso de log(N)N? variables auxiliares para introducir la restriccién 7.3).

Problema del viajante con ventanas de tiempo

En la seccién dedicada al problema del viajante con ventanas de tiempo, planteamos una mode-
lizacién de este problema a partir de las variables x; ;, que definimos en . Sin embargo, existe
una modelizaciéon mejor debido a que no es necesario establecer un orden entre las variables x; ;.
Esto se debe a que al incluir las restricciones correspondientes a las ventanas de tiempo, se va a dotar
de un orden en el recorrido que impide la formacién de ciclos. Veamos el enunciado del problema y
esta modelizacion.

Sea N el nimero de ciudades que hay que recorrer, més la ciudad 0 que corresponde con el origen
y la ciudad N + 1 que corresponde con el final de la ruta y sea d; ; el tiempo necesario para viajar
de la ciudad i a la j. Supongamos que los intervalos de tiempo para cada ciudad se corresponden
con los intervalos [ay,[,] paran € {1,..., N}, y M se corresponde con el valor maximo que podemos
tardar en completar el recorrido. Si [, < oo para todo n, podemos estimar M de manera sencilla
tomando M = méx,c(1,.. N} In + dno. Para tratar de resolver este problema vamos a utilizar las
siguientes variables:

= Sean las variables z; ;, con 4,j € {0,..., N + 1}, tales que z; ; = 1 si de la ciudad ¢ vamos a la
ciudad j, y x; ; = 0 si no. En el modelo estan eliminadas las variables x; ;.

= Por otro lado, sea T; el instante en el que pasamos por la ciudad . Tenemos entonces que para

cada 1:
loga(M

)
h
Ti= Y 2%
h=0
Para facilitar la notacién, tomaremos en las ecuaciones T; en lugar del sumatorio (su expresién

en funcion de las variables ¢; 5,).

Una vez que tenemos las variables que van a formar el modelo, veamos cuéles son las restricciones
que se deben verificar. Recordemos que al tratar los sumatorios estamos obviando las variables w; ;.

= Restriccion 1: Debemos llegar a cada ciudad una y solo una vez, luego

N
Para cada j € {1,..., N + 1}: Zx” =1. (7.5)
i=0
= Restriccion 2: Debemos salir de cada ciudad una y solo una vez, luego

N+1
Para cada i € {0, ..., N}: Z zi; = 1. (7.6)
j=1

Veamos las restricciones correspondientes a que se cumplan los intervalos de tiempo.
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» Restriccion 3: Cada valor T; debe pertenecer al intervalo [a;, [;], por lo que

Para cada i € {1,...., N}: a; <T; < ;. (7.7)

= Restriccion 4: Se debe cumplir que si de la ciudad 7 viajamos a la ciudad j, entonces T; +d; j <
T;. Podemos expresar esta restriccion con la siguiente ecuacion

Para cada i,j € {0,... N+ 1}: T; + d;; <Tj+ M(1 —z;5). (7.8)

Una vez que se cumplen estas condiciones, la funcién a minimizar coincide con T y1.

Problema N-reinas

A lo largo del trabajo aparecen distintas referencias a este problema.

Maximo penalizacion N-Reinas

En la seccién 3.5.1 se presentaban los valores de restriccion asociados a una penalizacién y
aparecia como ejemplo el problema de las N-Reinas. Veamos como calcular el méaximo de la funcién
de penalizacién asociada a la restriccidon que evita que existan dos reinas atacdndose entre ellas.
Recordemos que la funcién de penalizacion que vamos a manejar es la siguiente

n n n n
E : E : E : E : 11,12,13,z4$11,12$13,z4 (79)

Como comentamos en la seccién a la que hacemos referencia, el maximo de esta funcién se alcanza
al tomar z;; = 1 para todo 4, j; es decir, colocar una reina en cada casilla del tablero. Con esta
disposicién cada reina ataca a todas las reinas de su misma fila, columna y las de las diagonales.
Tenemos entonces que el maximo se corresponde con

N-1N-1
2N} (N-1)+ Z (min(4, j)4+min(i, N—1—j)+min(N—1—1, j)+min(N-1—i, N—1—j)), (7.10)

donde el primer término corresponde a que cada reina colocada en el tablero ataca a las 2(IN — 1)
reinas con las que comparte fila o columna, y el sumatorio corresponde al niimero de reinas con las
que cada una comparte diagonal en funcién de la casilla que ocupa. Es facil ver, mediante cambios
de variable de la forma k = N — 1 — p, que la expresion anterior coincide con

—1N-1

2N?(N —1) —1—42 Zmlnz 7) (7.11)
=0 7=0

Manejando los sumatorios en funcién de los valores de i y j, tenemos que la funciéon anterior es
equivalente a

N—-1i— N-1
2N?(N Zj Z_: Z:O i (7.12)

Ya que por un lado hemos tomado los puntos donde i = j y los casos ¢ < j y j < ¢ se pueden agrupar

por simetria en 2 E Z j. Llegado a este punto, desarrollar la funcién anterior es sencillo:
N-1
=2N* (N—-1)+4) (*—i)+2N(N-1)=
i=1
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10

11

12

13

14

=2N*(N —-1) + ;(N —1)N(2N —1) —2N(N —1) +2N(N - 1) =

1
= (N = 1)(10N - 2)N
Podemos comprobar que este valor es correcto de manera sencilla mediante el algoritmo de Quantum
Annealing, ya que corresponde con encontrar el maximo de la funcién

n n n n
D020 20 > it i
t1=1122=113=144=1

Podemos aplicar el siguiente codigo escrito en el lenguaje Python para verificar que en efecto se
cumple la igualdad:

N =8
sol =0
for il in range(N):
for i2 in range(N):
for i3 in range(N):
for i4 in range(N):

condl = i1 == i3

cond2 = i2 == i4

condd = il - i3 == i2 - i4

cond4 = il - i3 == i4 - i2

if condl or cond2 or cond3 or cond4:
if not (il == i3 and i2 == i4):

sol += 1
print ("La,suma_ es",sol)
print ("1/3(N-1) (N) (10N-2) =", ((N-1)*(N)*(10%*N-2))/3)

Imagen 50-reinas

En distintas partes del trabajo se ha mencionado como la herramienta Quantum Annealing pro-
porciona muy buenos resultados para ciertos problemas. Podemos apreciar ese hecho en la siguiente
imagen, que corresponde con una soluciéon para el problema de las 50-reinas. La imagen consiste en
un tablero de dimensiones 50 x 50 donde los lugares ocupados por X corresponden a la posicién de
una dama y los lugares ocupados por 0 corresponden a casillas vacias.

El codigo utilizado para generar la imagen anterior lo podemos encontrar en [1J.

Para ayudarnos a entender la potencia del algoritmo del Quantum Annealing vamos a realizar un
estudio del espacio de soluciones de nuestro problema. En nuestra modelizaciéon estamos utilizando
502 qubits, lo que supone que el cardinal del espacio donde se buscan las soluciones es 2(50%) — 92500,
Si tratamos de estimar la proporcién del nimero de posibles soluciones P con el ntimero de soluciones
factibles F', nos encontramos lo siguiente. El ntimero de soluciones factibles es complicado de estimar
para este problema, sin embargo es claro que dicho valor es mucho menor que 50!, ya que solo puede
haber una reina por fila y columna. Tenemos entonces que

F _ 500 50%02%0/100r _ 5'°0\/100w _ 230025 1 1
P S 9200 T T 930050 S 93500 S 52500 = 92000 = 500 (7.13)

Donde en la equivalencia hemos aplicado la férmula de Stirling para el factorial. De esta cota dedu-
cimos la capacidad que tiene el Quantum Annealing de encontrar soluciones a problemas es espacios
inmensamente grandes.
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50.

Figura 7.1: Tablero en el que se muestra una soluciéon del problema de las N-reinas para N

*solucion del problema de las 5@ reinas es*

Q0000000000000 O00QO0000X0000000000Q0C0Q00Q0Q0Q0QO0QQO0O0000000C0Q0O0
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0000000000000 0QQO00QO00Q00000Q000000QC0CQ0QCQ00QO0OX00000000000C00O0
0000000000000 0QQO00QO00Q0000O0000000QC0C0OX000Q0000000000000C00O0
0Q0O0O0QOQO0OO0O0O0Q000QQ00QQO00QO0000000000000QC0CQ0QCQ00Q00CX000000000000
0000000000000 0QQO00QO000000X00000000Q0C0Q00Q0Q0QCQ0QO0OQ0QO00000000C00O0
0000000000000 0QO0OX00Q00000000000QC0C0Q0QCQ0Q0Q0Q0QOQO0QO0O0000000C0Q0O0
0Q0O00OQO0OO0O0C0000QQ00QQO00QO00Q00000000000QC0CQ0CQ00Q00Q0QO0O0O0000000X0O0
Q0000000000000 0QO00Q0000O0X00000Q0CQ0QCQ0QO0Q0Q0QO0QO00000000C00O0
0QO00OQO0OO0Q0O0Q00OQQ00QQO00QO00Q000C0QO0Q000000QC0CQ0CQ00Q00Q0QO00O00000000XDO
0000000000000 0QQO00QO00Q00000000000QC0C0Q0C0Q00OX00O0000000000C00O0
Q0000000000000 X0O00Q00000000000C0C0Q0CQ0QO0Q0Q0QOO0QQO0000000000O0
cooOo00QOO0OCOQCO0O0O0QO0OO0QO0000CO000000000C00C0CO00Q00C0CO0OX0000000000O0

55



Cddigo en Python

Veamos unas imagenes del cédigo en Python utilizado para conseguir los resultados de las simu-
laciones.

Figura 7.2: Cédigo de definicién del problema Q-Robots.

In [1]: |## Librerias necesarias
import qubovert
import math
from neal import SimulatedAnnealingSampler

import numpy as np
import matplotlib.pyplet as plt

N =&
Q=3
def frnorm(v): ## v must be a np.array
return np.sqrt(np.sum(v**2))
puntos = np.random.rand(N+1,2)
#plt.plot(puntos[:,8],puntos[:,1], 'e")
dist = np.zeros((N+2,N+2))
for i in range(N):
for j in range(i+1,N+1):
aux = Tnorm{puntos[i,:]-puntos[j,:])
dist[i,]j],dist[j,i] = aux,aux
for j in range(@,N+1):
i= N+l
aux = fnorm{puntes[@,:]-puntos[j,:])
dist[i,j],dist[j,i] = aux,aux
dist = np.floor(dist*10@8) ## Tomamos Los puntos como enteros

## Indices de Los sumatorios
R =25

lis n = rangs(@,N+2)

lis q = range(1,Q+1)

lis_r = rangz(R)

lis h = range(bmax+1)

# Creames las variables de nuestro modelo
## Variables x {i,3,r,q}
coef = qubovert.QUBO()
for i in lis_n:
for j in lis_n:
for r in lis_r:
for q in lis_q:
coef.create_var(f"x_{i}_{j}_{r}_{q}")
## Variables a_{i,j}
for i in lis_n:
for j in lis_n:
coef.create_var(f"a_{i} {j}")
## Variables b _{h,q}
for h in 1lis_h:
for q in range(2,Q+1):
coef.create_var(f"b_{h}_{q}")
## Introducimos las variables auxiliares
for j in range(1,MN+2):
for q in lis_gq:
coef.create_var(f"aux1_{j}_{q}")
for i in lis_n:
for j in lis_n:
coef.create_var(f"aux2_{i} {j}")
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Figura 7.3: Fragmento de c6digo de introduccién de las restricciones del problema Q-Robots.

[37]: |## Introducimos las restricciones
## Restriccidn 1
for i in lis_n:
for j in lis_n:
for q in lis_g:
for r in lis_r:
coef[(F"%_{i}_{3}_{r}_{a}",)] += -2*(lambda_1)
for rl1 in lis_r:
for r2 in lis_r:

coef[(F"x_{i} {3} {r1} {q}", "= {1} _13}_{r2}_1q}")] += (lambda_1)

## Restriccion 2
for q in lis_q:
for j in range(1,MN+2):
coef[(f"x_{0} {j} {1} _{q}",)] = coef[(f"x_{@}_{j}_{1}_{q}",)] -2*lambda_2
for j1 in range(1,N+2):
for j2 in range(1,N+2):

coef[(Fx {0} _{J1} {1} _{a}", F"x_10}_132}_{1}_1a}")] = coef[(f"x_{@}_{j1}_{1}_{q}",f"x_{8}_{j2} {1} _{q}")]+lambda_2

## Restriccion 2.b
for i in range(@,N+2):
coef[(f"x_{i}_{e} {1} {q}",)] = coef[(f"x_{i} {e}_ {1} {q}",)] + lambda_2_ext

## Restriccion 3
for q in lis_q:
for i in range(@,MN+1):
coef[(f™_{i}_{N+1} {1} {q}",)] = coef[(f"x_{i}_{nN+1}_{1} {q}",)] -2*lambda_3
for i1 in range(@,N+1):
for i2 in range(@,N+1):
coef[(f'x_{i1} {N+1} {1} {q}",F"x {12} {N+1} {1} {q}")] = coef[(f"x_{i1} {N+1} {1} {q}",F"x {i2} {N+1} {1} {q}")]+lar
## Restriccion 3 extra
for j in range(N+2):
coef[(f"»x_{N+1}_{j}_ {1} {q}",)] = coef[({f"x_{N+1} {j} {1}_{q}",)] + lambda_3 ext

## Restriccion 4
for i in range(1,N+1):
for q in lis_gq:
for j in range(1,N+2):
coef[(F"x_{i} {j} {1} _{q}",)] += -2*(lambda_4 )
for ql in lis_q:
for j1 in range(1,N+2):
for g2 in lis_gq:
for j2 im range(1,N+2):
coef[(F"x {1} _{J1} {1} _{91}",F"x_{1}_{j2}_{1}_{92}")] += (lambda_4)

## Restriccion 5
for j in range(1,N+1):
for q in lis_gq:
for i in range(@,N+1):
coef[(f" {1} _{j}_{1}_{q}",)] += -2*lambda_5
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Figura 7.4: Codigo para la realizacién de las simulaciones y ploteo del problema Q-Robots.

In [39]: ## Cargamos el diccionarie con las variables
dwave_dic = {}
for i in coef:
if len(i) == 1:
dwave_dic[(i[©],i[0])] = coef[i]
else:
dwave_dic[i] = coef[i]

from neal import SimulatedAnnealingSampler

n_samples = 5880 # numero de veces que ejecutamos el sistema

sampler = SimulatedAnnealingSampler() ## Llamada simulacion
#sampler = EmbeddingComposite(DWaveSampler()) ## Llamada ordenador real

sampleset = sampler.sample_qubo(dwave_dic, num_reads = n_samples,auto_scale=True) ## Simulacion
solution = sampleset.first.sample

## Mejor energia
## Matriz solucion
for g in lis_q:

mat_sol = np.zeros((N+2,N+2))

for i in range(N+2):

for j in range(N+2):
if solution[f"x_{i} {3} {1} {q}"] == 1:
mat_sol[i,j] =1
print(mat_sol)

## Pintamos el camino propuesto
plt.plot(puntos[:,8],puntos[:,1],'c")
vaux = np.array(list(range(N+2)))
suma_ruta = @
for i in range(N+1):
sig aux = mat_sol[i,:]==1
if np.sum(sig_aux) > @:
sig = (int(vaux[sig_aux][©]))%(N+1)
plt.plot(puntos[(i,sig),@],puntos[(i,sig),1])
suma_ruta += np.floor(1008*fnorm(puntos[i,:]-puntos[sig,:]))
plt.show()
print("E1 robot ",q,

recorre ",suma_ruta)
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