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Capitulo 1

Introduccion

El trabajo que aqui se presenta busca, desde un punto de vista principalmente
geométrico, ofrecer una via de demostracion de una version particular del teorema
de Poincaré-Hopf para el caso de superficies compactas sumergidas en R®. Este
resultado es uno de los teoremas mas profundos de la geometria de superficies y su
importancia reside en la conexién que establece entre la geometria y la topologia
de las superficies en cuestion. Concretando un poco mas, el teorema relaciona los
indices de un campo vectorial tangente definido en una superficie compacta, y su
caracteristica de Euler-Poincaré, un invariante topolégico. El desarrollo que aqui se
expone busca distanciarse del tradicional estudio local de las superficies mediante
parametrizaciones, resultando un trabajo enmarcado mayormente en el &mbito de la
Geometria Diferencial global que se alinea con los objetivos de la geometria moderna.
El libro que se ha seguido principalmente es [I] y la estructura que presenta este
estudio estd influenciada por las ideas exhibidas en [2].

Los aspectos geométricos del resultado se abordan a partir de las nociones
bésicas de la geometria de superficies en R?, que se recopilan sin demostrar. Una
vez se dispone de estos resultados, se construye una teoria de la integracion sobre
las superficies. Dado el punto de vista global que se pretende aportar al estudio,
se evita la forma habitual de definir la integracién sobre las superficies a partir de
parametrizaciones, acudiendo entonces a conjuntos intimamente relacionados con
las superficies en cuestién, difeomorfos a abiertos en R?, denominados entornos tu-
bulares. Esta manera de construir la integraciéon permite trasladar las propiedades
usuales de la teoria de la integracién de Lebesgue a las superficies, y culmina con
una demostracién poco habitual del afamado teorema de la Divergencia.

Para finalizar el desarrollo de la parte geométrica de la prueba del teorema
de Poincaré-Hopf que aqui se expone, se prueba una versiéon también global del
conocido teorema de Gauss-Bonnet, alejada de la formulacion original en términos
de triangulos geodésicos y relacionada con el indice de los ceros de un campo vectorial
tangente a la superficie, cuyas propiedades se estudian exahustivamente.

El caracter topologico del resultado viene dado por la caracteristica de Euler-
Poincaré. Se desarrollan las nociones y resultados bésicos de la topologia algebraica
que permiten introducirla a partir de los grupos de homologia simplicial. Una vez se
prueba su invarianza topolégica, se define la caracteristica de Euler-Poincaré para
superficies de R3 via triangulaciones.
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Una vez ambas partes, la geométrica y la topoldgica, han sido desarrolladas,
se acude a la construccién de un campo vectorial, debida a Heinz Hopf, que permite
establecer la relacién buscada entre ellas y asi culminar la idea de demostracion del
teorema de Poincaré-Hopf desarrollada en [2].

Desde un punto de vista histérico, en este teorema confluyen uno de los re-
sultados mas relevantes de la Geometria Diferencial de superficies, el teorema de
Gauss-Bonnet, resultado cumbre de la dedicacién del mateméatico aleman Carl Frie-
drich Gauss a este ambito y la caracteristica de Euler-Poincaré, que proviene de la
afamada formula de Euler que relaciona el nimero de caras, vértices y aristas de un
poliedro convexo, y que posteriormente Henri Poincaré generalizaria a la nocién que
aqui se utiliza.

Pese a que este trabajo se limita a abordar el resultado para superficies com-
pactas y conexas sumergidas en R3, el resultado goza de una mayor generalidad,
pudiendo enunciarse para variedades M compactas de dimension arbitraria con y
sin borde sumergidas en R".

El trabajo estd estructurado de la siguiente manera: en primer lugar, en el
capitulo [J, se establecen los preliminares geométricos necesarios; en segundo lugar,
en el capitulo[3, se define la integracién en superficies; a continuacién, en el capitulo
[4, se define el grado, el indice de un campo vectorial y a partir de ello se prueba
una version hibrida del teorema de Gauss-Bonnet y del de Poincaré-Hopf, en la que
no interviene la caracteristica de Euler-Poincaré. Por tltimo, en el capitulo [J se
introduce la caracteristica de Euler-Poincaré y se concluye la idea de demostracion
teorema de Poincaré-Hopf a partir de indicar la construcciéon del campo de Hopf.

2 Capitulo 1. Introduccién



Capitulo 2

Preliminares

El objetivo de este primer capitulo es presentar las definiciones y resultados
basicos necesarios para abordar el desarrollo que se presenta a lo largo de este
trabajo.

Las primeras cuatro secciones introducen las nociones fundamentales sobre
superficies sumergidas en R? que son, ordenadamente: la definicién de superficie y
cartas locales, la definiciéon de una estructura diferenciable en ellas, la introduccién
del plano tangente en un punto de la superficie y, a partir de este ultimo, la definicién
de la aplicacion diferencial.

En la siguiente seccién se indica como extender las nociones introducidas an-
teriormente sobre superficies al caso de variedades diferenciables de dimensién ar-
bitraria sumergidas en espacios euclideos. Se detallan sélo aquellos resultados que
resultan significativos para el estudio.

A continuacion se presentan los resultados basicos acerca de dos aspectos to-
polégicos de las superficies, la orientabilidad y la separacion. El primero de estos
apartados introduce lo que habitualmente se denomina aplicacién de Gauss, a par-
tir de la cual, mediante el endomorfismo de Weingarten, se construye la curvatura
media y la curvatura de Gauss.

Por ultimo, se introducen algunos conceptos y resultados auxiliares amplia-
mente utilizados en la topologia diferencial, como son las particiones de la unidad
y el teorema de Sard. El primero es fundamental para ensamblar objetos o pro-
piedades definidos localmente (en este caso a través de cartas locales) en objetos
globales, mientras que el segundo se utilizara para lidiar con los valores criticos de
las aplicaciones diferenciables entre variedades que aparecen en la integracién en
superficies.

Los resultados acerca de superficies en R? recopilados en este capitulo se pueden
encontrar en [I] y [3]. Para consultar resultados de cardcter més general dentro del
marco de la topologia diferencial se acude a [4] y [5].
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2.1. Curvas y superficies en R®

Definicién 2.1. Una curva diferenciable es una aplicaciéon o : I — R3 de clase C*°
definida en un intervalo abierto de R.

Definicién 2.2. Un subconjunto no vacio S C R? es una superficie diferenciable en
R3 si para todo p € S existe un abierto U C R?, un entorno abierto V de pen Sy
una aplicacién diferenciable x : U — R3 tal que se verifica:

(a) z(U)=V.
(b)  : U — V es un homeomorfismo.
(c) (dz),:R* — R? es inyectiva para todo g € U.
La aplicacion x se denomina parametrizacion o carta local en p.

Generalmente nos referiremos a las superficies diferenciables simplemente como
superficies.

2.2. Aplicaciones diferenciables en superficies

Definicién 2.3. Dada una superficie S'y un subconjunto O abierto de R” se tiene
que:

(a) Una funcién f : S — R™ es diferenciable si para cualquier parametrizacién
(x,U) de la superficie se verifica que fox : U — R™ es diferenciable.

(b) Una aplicaciéon O — S es diferenciable si la composicién io f : O — R3 donde
i+ S — R3 es la inclusién es diferenciable.

(c) Dada otra superficie S*, una aplicaciéon f : S — S* es diferenciable si la
aplicacién i* o f : S — R? es diferenciable en el sentido de (a), donde i* es la
inclusién i* : S* — R3.

Proposicién 2.4. Una aplicacién diferenciable en cualquiera de los sentidos (a),
(b) 6 (c) de la definicién anterior es necesariamente continua.

Proposicién 2.5. Sea O un subconjunto abierto de R3 y f : O — R™ una aplica-
cién diferenciable en el sentido habitual. Entonces, dada una superficie S C O, la
aplicaciéon f = f|s: S — R? es una aplicacién diferenciable.

Proposiciéon 2.6. La combinacion lineal de aplicaciones diferenciables en el sen-
tido de la definicion es diferenciable. Dadas dos aplicaciones f : Sy — Sy y
g Sy — S3 donde S, Sy y S3 son o bien superficies o bien conjuntos abiertos de
espacios euclideos, la composicién g o f : S — S5 es diferenciable.

Definicién 2.7. Una curva diferenciable en S es una aplicacién o : I — S tal que
a : I — R3 es una curva diferenciable.

4 Capitulo 2. Preliminares
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Definicién 2.8. Un difeomorfismo entre dos superficies S; y S es una aplicacion
diferenciable ¢ : S; — S en el sentido de la definicion (a) tal que su inversa
¢~ : 8 — S) es también diferenciable.

De aqui en adelante no se hace diferenciacion entre las aplicaciones diferencia-
bles en el sentido habitual o en el sentido de la definicion 2.5, se distinguen por el
contexto.

2.3. El plano tangente

Definicién 2.9. Sea S una superficie y p € S un punto de ella. Se dice que un vector
v € R3 es tangente a S en p si existe una curva diferenciable en S, o : (—¢,¢) — S
donde € > 0 tal que a(0) = py o/ (0) = v. El conjunto de todos los vectores tangentes
a S en p se denota por T,(95).

Proposiciéon 2.10. Dada una superficie S y una parametrizacién z : U — S con
p € z(U), entonces

T,(S) = (dz),-1()(R*) que es, por tanto, un espacio vectorial.

De hecho, si p = 2(q), la aplicacién (dz), : R* — T,(S) es un isomorfismo lineal y si
xr = x(u,v), entonces {z,(q),z,(¢)} es una base de T,(S).

2.4. Aplicacién diferencial de una aplicacién dife-
renciable

Con la extension de la nocién de diferenciablidad a funciones sobre superficies
sumergidas en R3 dada por la definicién , es natural introducir su correspondiente
aplicacion diferencial como se hace a continuacion:

Definicién 2.11. Sea S una superficie y f una aplicacién f : .S — R™ diferenciable.
Dado un punto p € S se define (df), : T,(S) — R™, la aplicacion diferencial de f
en p como sigue. Dado un vector v € T,(5), sea a una curva o : (—e, e) — S tal que
a(0) =py o/(0) = v, entonces

d

= 2| (o)) =(foay(0).

(df)p(v)
Proposicién 2.12. El vector (df),(v) no depende de la curva a escogida en su
definicién y (df), : T,(S) — R™ es una aplicacién lineal.

Proposicién 2.13. Sea S una superficie contenida en un conjunto abierto O € R3 y
f: O — R™ una aplicacién diferenciable tal que f = fls : S — R™ es su restriccién
a la superficie. Para todo p € S se tiene que (df), : T,(S) — R™ es la restriccién de
(df), : R* = R™ a T,(S).

5 Capitulo 2. Preliminares
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Proposicién 2.14 (Regla de la cadena). Dadas dos aplicaciones diferenciables
f:58 — S yg: S — S3 donde S, Sy y S5 son o bien superficies o bien
subconjuntos abiertos de espacios euclideos, y un punto p € Sy, se tiene que

d(go f)y, = (dg)f(p) o (df )p-

Proposicion 2.15. Dada una superficie S, se verifican las siguientes propiedades:

(a) Si f: 8 — R™ es diferenciable, S es conexa y (df), = 0 para todo p € S,
entonces f es constante.

(b) Si f:S — R es diferenciable y en p € S hay un extremo local de f, entonces
p es un punto critico de f, esto es, (df), = 0.

Teorema 2.16 (De las funciones inversas). Sea f : Sy — Sy una aplicacion dife-
renciable entre superficies y sea p € Sy. Si (df ), : T,S1 — Ty () S2 es un isomorfismo
lineal, entonces existe un entorno V; de p en Sy y un entorno V5 de f(p) en Sy tal
que f(V1) =Vay fly, : Vi = Vs es un difeomorfismo.

Definicién 2.17. Sean S; y S5 dos superficies y f : S — S5 una apliacion dife-
renciable entre superficies. Si p € Sy y {e1,e2} es una base ortonormal de T,,(5), se
define el valor absoluto del Jacobiano de f en p como

[ Jac fI(p) = [(df)p(er) A (df )p(e2)]-

Proposicion 2.18. Sean S; y Sy dos superficies y f : S; — S5 una aplicaciéon
diferenciable.

(a) El valor absoluto del Jacobiano de f en un punto p no depende de la base
ortonomal de 7},(5) elegida para su calculo.

(b) Se tiene que |Jac f|(p) # 0 si y solo si (df), es un isomorfismo.

2.5. Variedades diferenciables de R"

Resulta conveniente introducir la nocién de variedad diferenciable de dimensién
m < n sumergida en R", sobre la que se pueden definir, de manera analoga a lo
realizado para superficies, los conceptos de aplicacién diferenciable, plano tangente
y aplicacion diferencia]E].

Definicién 2.19. Una variedad diferenciable de dimensién m de R™ es un subespacio
no vacio M C R” tal que para todo m € M existe un abierto U C R™, un entorno
abierto V de p en M y una aplicacién diferenciable z : U — V tal que x verifica las
condiciones andlogas a las expuestas en la definicion para el caso de superficies
en R3.

Esta aplicacién x se denomina parametrizacion o carta local en m.

!Dado que las definiciones y resultados bésicos son andlogos a los presentados para el caso de su-
perficies sumergidas en R3, se limitar4 esta parte a indicarlos brevemente, enunciando formalmente
solo aquellos de los que se haga un uso explicito a lo largo del trabajo.

6 Capitulo 2. Preliminares
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A partir de la nocién de parametrizacién se extienden de manera natural los
conceptos y resultados expuestos en la seccion |2.4 al caso de aplicaciones diferen-
ciables en variedades diferenciables de dimensién m en R™.

Definicién 2.20. Una curva diferenciable en una variedad diferenciable M de R™
es una aplicacién a : I — M tal que a : I — R"™ es una aplicacién diferenciable en
el sentido habitual.

A partir de esta definicién se puede introducir el plano tangente a una variedad
diferenciable M de R"™ en un punto m € M, adaptando la definicion y, de la
misma manera, se puede definir la diferencial de una aplicacién diferenciable entre
variedades diferenciables por analogia con la definicion |2.11

Observacion 2.21. Cualquier abierto V-C R™ puede entenderse como una variedad
diferenciable en R™. Su plano tangente en cualquier punto p € V' es nuevamente R™.

Proposiciéon 2.22. Dadas dos variedades diferenciables M; y My de R™ y R™
con dimensiones m; y ms respectivamente, el producto M; x M, es una variedad
diferenciable en R™"*"2 de dimensién mq + ms.

Proposiciéon 2.23. Dadas dos variedades diferenciables M; y M, de R™ y R"2, el
plano tangente a la variedad M; x My de R™*"2 en un punto (p,q) € M; x My

verifica que
T(qu)<M1 X Mg) = Tp(M1> X Tq<M2)

El teorema de las funciones inversas, teorema [2.16, también se puede probar
para las aplicaciones diferenciables entre variedades diferenciables de R".

Teorema 2.24 (De las funciones inversas). Sean M; y M, dos variedades diferen-
ciables de R™ y R respectivamente, f : M; — M, una aplicacién diferenciable,
p € My y q= f(p). La aplicacién diferencial (df), : T,(My) — T,(Ms) es un iso-
morfismo si y solo si existe un entorno abierto W de p en M; tal que f(W) es un
entorno abierto de ¢ en My y de modo que fl|w : W — f(W) es un difeomorfismo.

La funcién valor absoluto del Jacobiano (definicion |[2.17) también puede ge-
neralizarse para el caso de variedades diferenciables de R"™.

Definicién 2.25. Sea ¢ : M; — M, una aplicacién diferenciable donde M; y M,
son variedades diferenciables de igual dimension. Se define la funcién valor absoluto
del Jacobiano como la aplicacién |Jac ¢| : M; — R dada por

|Jac ¢|(x) = |det (d9),| para todo xz € My,

donde (d¢), es la representacion matricial correspondiente a la aplicacién diferencial
asociada a ¢ respecto a bases ortonormales para los planos tangentes a M; y M; en
x y en ¢(x) respectivamente.

7 Capitulo 2. Preliminares
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2.6. Orientabilidad

Sea S una superficie. Dada una parametrizacion x : U — S, la aplicacién

N : S — R3 dada por
Ty N\ Ty

(7 (),

donde (u,v) = z7(p) y los subindices denotan la derivacién parcial respecto a las
respectivas variables, es diferenciable y envia cada punto de S en un vector unitario
ortogonal al plano tangente 7,(S) de S en p.

N(p) = TuTo_
P) = Tz Al

Definicién 2.26. Una superficie S es orientable si existe una aplicacién diferencia-
ble N : S — R? que envia cada punto p € S en un vector no nulo ortogonal al plano
tangente de S en p, T,(S), para todo punto de S. Cualquier aplicacion que satisfaga
estas condiciones y tal que ||[N(p)|| = 1 para todo p € S se denomina orientacion.

Dado que una orientacién N de una superficie S envia cada punto en un vector
unitario, es claro que la imagen de esta ha de estar contenida en la esfera S?, es decir,
N(S) C $?, lo cual lleva a la siguiente definicién:

Definicién 2.27. Sea S una superficie orientable cuya orientacion viene dada por
la aplicacién diferenciable N : S — R3. La aplicacién dada por la restriccién del
espacio de llegada de esta a la esfera S?,

N:S— S
se denomina aplicacion de Gauss en S.

Definicién 2.28. Dada una superficie S orientada siendo N : S — S? su corres-
pondiente aplicacién de Gauss y p € S un punto de S:

(a) Se dice que una base {v1,v2} del plano tangente T,(S) esta orientada posi-
tivamente si det (vy, vy, N(p)) > 0. Por otra parte, si det (v, ve, N(p)) < 0
entonces se dice que la base estd orientada negativamente.

(b) Si Sy y Sy son dos superficies orientadas, se dice que un difeomorfismo local
@ : S1 — Sy preserva la orientacion si su diferencial en cada punto p de S lleva
bases orientadas positivamente de 7},(S51) en bases orientadas positivamente de

T(p)(S2)-

(c) Dada una aplicacién ¢ : S; — Ss, entre superficies orientables, se define la
aplicacion Jacobiano de ¢, Jac ¢ : S; — R, como

(Jac ¢)(p) = det ((d)y(er), (dg)p(e2), Na2((p)))-

Donde {ej, ez} es una base ortonormal orientada positivamente de 7,(S1) y
N5 es una aplicacion de Gauss en Ss.

Proposiciéon 2.29. En las condiciones del punto (c) de la definicién anterior, la
aplicacion Jac ¢ : S; — R es continua. Ademads, si las superficies S; y Sy son
conexas y ¢ es un difeomorfismo local, entonces ¢ preserva la orientacion si y solo
si su Jacobiano es positivo para todo p € S;.

8 Capitulo 2. Preliminares
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Proposicion 2.30. Dadas dos superficies orientables S; y S, y una aplicaciéon
¢ : S — S, se tiene que la funcién valor absoluto del Jacobiano de la

definicion [2.17 verifica que
| Jac ¢|(p) = [(Jac ¢)(p)| = [det ((dp)p(e1), (dP)p(e2), Na(4(p)))]-

Donde {ey, €2} es una base ortonormal orientada positivamente de T,(S) y N2 una
aplicacion de Gauss en Ss.

Teorema 2.31. Toda superficie S compacta de R? es orientable.

Vamos a recordar los conceptos de endomorfismo de Weingarten, segunda for-
ma fundamental, curvaturas y direcciones principales, curvatura media y curvatura
de Gauss. En primer se tiene el siguiente resultado auxiliar:

Proposicion 2.32. Dada una superficie S orientada mediante una aplicacién de
Gauss N : S — S?% la aplicacién diferencial de N en un punto p € S, (dN),, es un
endomorfismo en 7,(5), esto es,

(AN), : T,(S) = T (S*) = T,(S).

Definicién 2.33. Dada una superficie orientada S mediante una aplicacién de
Gauss N, se denomina endomorfismo de Weingarten de S en p al endomorfismo

Ap=—(dN), : Ty(S) = Tp(5).

Definicién 2.34. Sea S una superficie orientada por una aplicacién de Gauss N.
La forma bilineal dada por

I1,: T,(S) x T,(S) — R, peS,
(v, w) —> (Ap(v), w),

donde A, es el endomorfismo de Weingarten de S en p, se denomina sequnda forma
fundamental.

Proposicién 2.35. La segunda forma fundamental I/, en un punto p de una su-
perficie orientada S por una aplicacién de Gauss N es una forma bilineal simétrica
en el plano tangente 7,(S). Equivalentemente, A, el endomorfismo de Weingarten
de S en p, es un endomorfismo autoadjunto respecto al producto escalar en R?. En
particular es diagonalizable y o bien los dos autovalores son distintos en cuyo caso
las dos direcciones de autovectores son ortogonales, o bien son iguales en cuyo caso
todas las direcciones son autovectores.

Si se cambia la orientacion considerada N por —N, la segunda forma fundamental
asociada a esta nueva orientaciéon en un punto p, que denotamos por [ ifp, verifica
que ﬁp =11,

Definicién 2.36. Sea S una superficie orientada y A, el correspondiente endomor-
fismo de Weingarten de S en un punto p € S:

a) Los autovalores de A,, que denotamos por ki(p) y k2(p) ordenados de forma que
p
k1(p) > ka(p), se denominan curvaturas principales de S en p. Una direccion
principal de S en p es una direccién de T,(.S) que es autovector de A,.

9 Capitulo 2. Preliminares
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k1 (p) + ka(p)

(b) Se define la curvatura media de S en p como H(p) = 5

(c) Se define la curvatura de Gauss de S en p como K (p) = ki (p)ka(p).

Proposicion 2.37. Dada una superficie S orientada por una aplicacion de Gauss
N, la curvatura media y la curvatura de Gauss, H, K : S — R son diferenciables y
satisfacen las siguientes igualdades,

1
H(p) = —5tr (dN),,  K(p) = det (AN), y H?(p)— K(p) > 0 para todo p € S,

donde tr denota la traza.

2.7. Separacion

Proposiciéon 2.38. Dado un punto p de una superficie .S, existe un entorno abierto
W de p en S tal que W es difeomorfo a un abierto O del plano z = 0 contenido en
R3.

Definicién 2.39. Sea C'la imagen de una curva diferenciable sin auto-intersecciones
y S una superficie. Se dice que C' y S intersecan transversalmente en un punto
p € C'N S si el vector tangente a la curva en p no pertenece al plano tangente a la
superficie T,,(S) en dicho punto.

Proposicién 2.40. Dada una superficie S compacta y un plano P C R?, se tiene
para todas las rectas R ortogonales a P que presentan intersecciones transversales
con S en todos los puntos de corte, que RN S tiene un nimero finito de puntos.

Los siguientes resultados materializan la idea de que las superficies compactas
y conexas en R? dividen el espacio euclideo en exactamente dos dominios. Puede
entenderse como el andlogo tridimensional del teorema de la curva de Jordan.

Teorema 2.41 (De separacion de Jordan-Brouwer). Dada una superficie S compac-
ta v conexa en R? se tiene que R? \ S tiene exactamente dos componentes conexas
cuya frontera comun es la superficie S.

Dada una superficie S que verifica las condiciones del teorema anterior, se tiene
que existe una bola B tal que S C B. De esta manera se puede asegurar que alguna
de las dos componentes conexas de R3\ S, cuya existencia viene dada por el teorema
anterior, es no acotada, mientras que la otra si lo es. Esto permite introducir las
siguientes definiciones:

Definicién 2.42. Dada una superficie S compacta y conexa, se denomina dominio
interior determinado por S a la componente conexa acotada obtenida de la aplica-
cién del teorema de Jordan-Brouwer respecto a dicha superficie. E1 dominio interior
se suele denotar por €.

Definicién 2.43. Sea N una orientaciéon de una superficie compacta y conexa S
tal que el segmento que comienza en cada p € S en la direccién de N(p) queda
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contenido en el dominio interior €} determinado por S para alguna longitud €, > 0
suficientemente pequena. Entonces se denomina a N orientacion interior o normal
interior de S. La orientacién que resulta de revertir la normal interior se denomina
normal exterior de S.

2.8. Particiones de la unidad

Definicién 2.44. Una familia de subconjuntos {U,},ca de una superficie S es un
recubrimiento de W C S si W C |JU,. Se dice que el recubrimiento es abierto si
cada U, es abierto. Cualquier familia de conjuntos {Us}gep C {Us }aca se denomina
subrecubrimiento si ain se verifica que para todo p € W existe algin 8 tal que
p € Ug. Un refinamiento {V,} e del recubrimiento {U,}aca €s un recubrimiento
tal que para cada vy existe un « tal que V, C U,.

Una familia {A,}aca de subconjuntos de S es localmente finita si para todo p € S
existe un entorno W, de p en S tal que W, N A, # 0 solamente para un nimero
finito de o € A.

También sera util en el desarrollo de este estudio introducir el numero de
Lebesgue de un recubrimiento de un espacio métrico compacto a partir del siguiente
lema.

Lema 2.45 (Del ntimero de Lebesgue). Dado un espacio métrico (X, d) compacto
y un recubrimiento abierto {U,}aeca de X, existe un nidmero 6 > 0 tal que todo
subconjunto de X con didmetro menor que § esta contenido en algin miembro del
recubrimiento. Cualquier ¢ € (0,6] se denomina nimero de Lebesque del recubri-
miento.

Definicién 2.46. Sea X un conjunto arbitrario, dada una funcién f : X — R se
define su soporte, denotado por supp f, como el conjunto

supp [ ={x € X | f(z) # 0}.

Definicién 2.47. Una particion de la unidad en una superficie S es una familia
{pi:S—=R|iel}
numerable de funciones tal que:
(a) La familia de soportes {supp ¢; : i € I} es localmente finita.
(b) > icrwi(p) = 1 para todo p € S'y @i(p) > 0 paratodope Seiel

Una particién de la unidad {¢; : i € I'} estd subordinada al recubrimiento {U, }aeca
si para todo i € [ existe un a € A tal que supp @; C U,.

Teorema 2.48 (De existencia de particiones de la unidad). Dada una superficie S y
un recubrimiento abierto {U, }aea de S existe una particion de la unidad numerable
{¢i i > 1} de funciones diferenciables subordinada al recubrimiento {U, }aeca, con
soporte supp @; compacto para todo 1.
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2.9. Teorema de Sard

En primer lugar se introduce un resultado auxiliar 1til en la demostracion del
teorema, que se enuncia posteriormente.

Proposicién 2.49. Sea O un abierto acotado de R® y f : O — R3 una aplicacién
diferenciable. Sea N el conjunto de puntos criticos de f. Esto es,

N ={z€O]|Jac f|(z) =0}

Si K es un compacto de N, entonces para todo € > 0 existe un abierto V. C R? tal
que

K cV.COywolo(Ve) <e.

Teorema 2.50 (De Sard, para funciones entre abiertos de R%). Sea f : U — V
una funcién diferenciable entre abiertos U,V C R3 y sea N el conjunto de puntos
criticos de f. Entonces, la imagen f(A) tiene medida de Lebesgue nula en R3.

Este resultado puede extenderse para el caso de superficies sumergidas en R3,
objeto de estudio de este trabajo. Para ello definimos en primer lugar el concepto
de subconjunto de medida nula de una superficie S.

Definicién 2.51. Un subconjunto A de una superficie S sumergida en R? se dice
que tiene medida nula si para toda parametrizaciéon x : U — S de la superficie, el
conjunto z7(A) es de medida nula en R2.

Teorema 2.52 (De Sard, para funciones entre superficies). Dada una funcién
f : S — S, diferenciable, donde S; y Sy son superficies sumergidas en R?, sea
M el conjunto de puntos criticos de f, esto es,

M ={p € 5 ||Jac f|(p) = 0}.

Entonces, la imagen f(M) tiene medida nula como subconjunto de Ss.
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Capitulo 3

Integracion en superficies

En este capitulo se construye la integracién sobre superficies sumergidas en R3
como herramienta necesaria para abordar el teorema que pone titulo a este trabajo.

La forma habitual de definir la integracién sobre este tipo de superficies pasa
por acudir a las conocidas propiedades de la integracién de Lebesgue en R? y tras-
pasarlas, via parametrizaciones, a las superficies. De hecho, esta es la manera en que
se construye el calculo diferencial en las superficies, como se presenta en la seccion
del capitulo anterior.

Sin embargo, en este estudio se presenta una forma alternativa de abordar
la integral sobre superficies S compactas o sobre regiones acotadas de superficies
arbitrarias. Este método se lleva a cabo a partir del concepto de entorno tubular,
que se desarrolla en la seccion y se basa en la idea de buscar abiertos acotados
de R? formados a partir de “extender” las regiones de las superficies en cuestién
en su direcciéon normal. La integral se construye entonces en dos pasos, en primer
lugar trasladando las propiedades de la integral de Lebesgue en R? a productos de
la forma S x R, como se muestra en la seccidn[3.9, y trasfiriéndolas posteriormente,
seccion a las superficies S.

Por ultimo, se aporta en la seccion una prueba del célebre teorema de la
divergencia (enunciado por primera vez por Lagrange en 1760 y probado a inicios
del siglo XIX, en primer lugar por Gauss para algunos casos particulares y poste-
riormente por Mikhail Ostrogradsky en general), que permite calcular la integral de
los campos vectoriales definidos en el dominio interior que determinan las superfi-
cies compactas (descrito en la definicion a partir de su valor en la superficie y
dependiendo de la orientacién empleada, mediante lo que se conoce como flujo del
campo a través de la superficie. La prueba que aqui se presenta se basa en una férmu-
la integral que permite relacionar dos superficies entre si cuando entre ellas existe
una aplicacién diferenciable, distanciandose asi de otras demostraciones habituales
propias del andlisis matemaético, ver [6], pags. 225-228.

Se toma como referencia principal [I], mientras que para los resultados habi-
tuales sobre la integraciéon de Lebesgue en R? se consulta [6].
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3.1. Entornos tubulares

Definicién 3.1. Dada una superficie S, para cada ¢ > 0 se denota por Bs(S) el
conjunto de puntos de R? cuya distancia a la superficie S es menor que &

Bs(S) = {p € R? tal que d(p, S) < 6},
donde d(p, S) = infyes|lp — all

Proposicién 3.2. Sea S € R? una superficie cerrada en R?, y sea § > 0. Para cada
p € S sea Ns(p) el segmento abierto centrado en p y de longitud 2§ ortogonal a S
en p. Denotamos

Ns(S) = | Ns(p)-

peS

Entonces Bs(S) = Ns(.5).

Demostracion. Sea p un punto de S. Para todo ¢ € Ngs(p) se tiene que
d(q,S) <|lg — p|| <. Por tanto, se verifica que Ns(p) C Bs(S) para todop € S'y
en consecuencia Ns(S) C Bs(.S).

Para probar la otra contencién, dado ¢ € Bs(S), si ¢ ¢ S (pues en caso contrario la
conclusién es trivial), se toma la funcién f: S — R dada por f(p) = ||p — q||- Esta
funcién alcanza un minimo en la superficie pues tomando una bola cerrada B(q,r)
tal que B(q,r) N S sea distinto del vacio, se tiene que el conjunto B(g,r) N S es
compacto. Para puntos de S \ B(q,r) es claro que la distancia ||p — ¢|| > r. Por lo
tanto la funcién f, en caso de alcanzar un minimo, lo alcanza en B(q,7) N S. La
existencia de este minimo esta asegurada puesto que f es continua y por lo tanto
f(B(g,7) N S) es subespacio compacto de R.

Ademas, este minimo ha de estar en una posicién tal que la direccién que define p—gq
coincida con la normal a la superficie en el punto p. Para probar esta afirmacion basta
tener en cuenta que la aplicacién f es diferenciable siempre que ¢ ¢ S y alcanza
el minimo en la superficie. De hecho se tiene que para un ¢ > 0 suficientemente
pequeno, tomando una curva « : (—¢,€) — S con a(0) =z y /(0) = v,

A (0 (O R R e
(D)=, (0 = 00O =) = 20 = o)~ g7~ Tl

En el punto p en el que se alcanza el minimo de f se verifica (df), = 0 en virtud a
la proposicion [2.15 Es decir,

(df)p(v) = wp=a) = 0 para todo v € T,(95).

~lp—dl|

Como p — ¢ # 0, esto ocurre si y solo si p — ¢ es ortogonal a v para todo v € T,,(.5),
es decir, si p — ¢ es ortogonal a .S en p.

Por tanto, teniendo en cuenta que ¢ se encuentra en la normal a S en p y
que ¢ € Bs(p), se concluye que ¢ € Ngs(p), con lo que queda probado que
Bs(S) C Ns(S). m
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Este resultado lleva a pensar que tomando radios suficientemente pequenos,
se puede describir Bs(S) mediante el producto topolégico de la superficie con el co-
rrespondiente intervalo de R. Sin embargo, el hecho de que haya auto-intersecciones
puede resultar un problema para esta descripcion. Para solventar este inconveniente
se introduce la nocion de entorno tubular. En primer lugar se presenta la siguien-
te aplicacién, que permite controlar al mismo tiempo todos los segmentos abiertos
normales a la superficie centrados en puntos p € S.

Dada una superficie orientable S, no necesariamente cerrada, en la que se fija
una aplicacién de Gauss N : S — §?, se denota por F : S x R — R? la funcién

F(p,t) =p+tN(p), (3.1)

que envia cada par (p,t) en un punto a distancia ¢ de p en la direccién del vector
normal N(p). Ademas, se verifica que

F(S x (=4,9)) = Ns(S) = U Ns(p) para todo § > 0.

peS

Definicién 3.3 (Entorno tubular). Dada una superficie orientable S, el conjunto
N;(S) definido en la proposicion[3.4se denomina entorno tubular si se satisfacen las
siguientes condiciones:

(a) Ns(S) es abierto de R?.
(b) La aplicacién F': S x (—0,9) — N;s(S) definida en (3.1)) es un difeomorfismo.

Lema 3.4. Para todo punto p de una superficie S existe un entorno abierto orienta-
ble V de p en S y un escalar § > 0 tal que el conjunto Ns(V') es un entorno tubular
de V.

Demostracion. Se evalia en primer lugar la diferencial de F' : S x R — R? en un
punto (p,t) € S x R. Para ello se toma ¢ > 0 suficientemente pequeno y una curva
a: (—e€) — S tal que a(0) = py o/(0) = v. Entonces, la curva diferenciable
a : (—e€) — S x R dada por a(s) = («a(s),t + sa) verifica que &(0) = (p,t) y
a/(s) = (v, a), luego a partir de los comentarios realizados en la seccion se tiene
que

d

_4d
" ds

(Foa)(s) =

s=0

- (a(s) + (t +sa)N(a(s))) =v+aN(p) +t(dN),(v). (3.2)

Evaluando en t = 0 se tiene que

(dF)poy(0,0) =v y  (dF)p0(0,1) = N(p)

para cualquier v € T,(S). Por lo tanto, como para cualquier base By, (s) = {e1, ez}
del plano tangente a S en p se tiene que B = {ej,es, N(p)} es base de R3, se
concluye que (dF).0) : Tp(S) x R — R? es un isomorfismo lineal. En consecuencia,
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el teorema |2.24] asegura que existe un entorno abierto V de pen S y un 6 > 0 tal
que Ns(V) = F(V x (=4,0)) es abierto y

Flvx(—ss 1V x (=6,8) = Ns(V) es un difeomorfismo.

Para concluir basta tener en cuenta que cualquier superficie es localmente orientable.
m

Definicién 3.5. Se dice que un subconjunto R de un espacio topoldgico X es rela-
tivamente compacto si la adherencia de R es compacta en X.

Teorema 3.6 (De existencia de entornos tubulares). Dada una superficie orientable
S, sea R C S un subconjunto abierto de S relativamente compacto. Entonces existe
un € > 0 tal que el conjunto de todos los segmentos de radio e normales a .S centrados
en los puntos de R, N.(R), es un entorno tubular de la superficie R.

Demostracion. En virtud del lema se puede tomar paratodop € Rund >0y
un entorno abierto V' de p en S tal que Ns(V') es un entorno tubular. Esta familia
de abiertos recubre la adherencia R. Por la compacidad de R, se puede extraer un
subrecubrimiento finito € = {Vi,..., V. } de modo que a cada uno de los abiertos V;
le corresponde un N, (V;). Se considera entonces

0<§0:mm {51,...,(57.}.

En esta situacion, la aplicacion F' introducida en , restringida a R x (—dg, dp), €s
un difeomorfismo local. Se prueba a continuacion que existe un nimero 0 < € < § tal
que la aplicacién F restringida a R X (—¢, €) es inyectiva, de modo que los segmentos
N.(p) no intersecan entre si para distintos p € S.

Se razona por reduccién al absurdo. Se supone que para todo € con 0 < € < 9
existen puntos p y ¢ tales que N.(p) N N.(q) # 0. Esto es, existen sucesiones de
puntos p,,q, € S tales que p,, # ¢, y de modo que

Nijn(Pn) O Nijn(qn) # 0.

Dada la compacidad de R, se puede tomar una subsucesion {p,,, n ue converge
p ) p p k LEN q
hacia un punto p. Por otra parte, de la subsucesion se puede extraer otra
p p p ) an n€EN p
{¢n, }n. en que converge hacia ¢. Ahora bien, dado que {py, }n,en converge hacia
J J
p, la subsucesién {p,, }n, en convergerd hacia el mismo limite. Se toman entonces
J J

ambas {pnkj }nkj eN Y {anj }nkj eN, que convergen respectivamente hacia p,q € Sy
que verifican

Nl/nkj (pnkj) N Nl/nkj (anj) # () para todo ng; € N (3.3)

Se considera por otra parte una sucesion r,, € Ny, (Dn,. ) N1/, (qn,, ). En virtud
J J J J J
de la desigualdad triangular se tiene que

Pus, = o, | < s, = 7o, ||+ [, — oy, || < 2/ms, para todo ny, € N,

de modo que ambos limites han de coincidir, esto es, p = ¢. Aplicando el lema
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al limite comun, se obtiene un entorno V de p = ¢ en S y un nimero real £ > 0
tal que N¢(V') es un entorno tubular. Existe entonces un ng € N tal que para todo
ng, > g se tiene que p, ,qn,. €V y 1/ni; <&, lo que implica que

J J

Nl/nkj (pnkj) A Nl/”kj (anj) - Nf(pmcj) N Nf(qmj) - @,

ya que N¢(V') es un entorno tubular y entonces la restriccion de F' a V' x (=&, §) ha
de ser inyectiva. Esto entra en contradiccion con la relacién (3.3)).
De esta manera queda probado que existe un € > 0 tal que

F:R x(—€¢€) = N(R)

es inyectiva. Junto con el hecho de que dicha aplicacién es un difeomorfismo local y
que es claramente sobreyectiva, se concluye finalmente que es un difeomorfismo. [J

Corolario 3.7. Dada una superficie S orientable y compacta, existe un ¢ > 0 tal
que el subconjunto B.(S) es un entorno tubular de S.

Demostracion. Basta considerar R = S en el teorema anterior y tener en cuenta
que N.(S) = B(S) como se prueba en la proposicion [5.9 O

Observacion 3.8. A partir del teorema de existencia de entornos tubulares
se puede deducir lo siguiente:

(a)

(b)

Dada una superficie compacta S, sea N(S) un entorno tubular de esta. El
teorema mencionado afirma que la aplicacion F : Sx (—e¢,€) — N(S) dada por
F(p,t) = p+tN(p) es un difeomorfismo. Entonces, para cada t € (—¢,€), la
aplicacion, Fy : S — N(S) dada por Fy(p) = F(p,t), es un homeomorfismo
en su imagen Sy = Fy(S), pues S es compacta y F; es continua y biyectiva.
Por otro lado, sip € S y e1,ea € T,(S) son direcciones principales de S en
p (definicion , se tiene que tomando un d > 0 suficientemente pequeno y
curvas a; : (—8,6) — S tales que o;(0) = p y o}(0) = e;, entonces,

(@F), () = &

= O((E oa;)(s)) = e; +t(dN)y(e;) = (1 — thi(p))e;, i=1,2.
Si se reduce lo suficiente el entorno tubular, esto es, si € < 1/k; para i = 1,2
en caso de ser alguno de las k; > 0 (pues en caso contrario no hay proble-
ma), entonces Fy tiene diferencial inyectiva y se puede probar que S; es una
superficie difeomorfa a S por Fy, que, en particular, conserva las propiedades
topoldgicas de S (entre las que se destacan la compacidad y la conexion). Un
homeomorfismo diferenciable con diferencial inyectiva, como es el caso de Fy,
se denomina “embedding” y la imagen de una variedad diferenciable a través
de él es otra variedad diferenciable ([3], pag 19).

Siguiendo la notacion del punto anterior, si en el teorema en cuestion se toma
como aplicacion de Gauss la normal interior (definicion y la superficie
S involucrada es coneza, entonces se tiene que V.(S) = F(S x (0,¢)) C Q,
donde Q es el dominio interior descrito por S. Ademdas, V.(S) es conexo (pues
S es conexa y F es continua).
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Definicién 3.9. La superficie S; = F;(S) introducida en la observacién anterior se
denomina superficie paralela a S a una distancia orientada t.

=
| —

Figura 3.1: Superficies paralelas a S a distancias orientadas t y —t.

A continuacién se prueba un resultado que resultard 1til en la seccidn [3.4)
Para ello, se recuerda la definicion[2.39y la proposicion [2.40

Proposicién 3.10. Dada una superficie S compacta y un plano P en R? perpendi-
cular a un vector a unitario, se tiene que casi todas las rectas R perpendiculares a P
(esto es, todas menos aquellas que intersecan a P en un conjunto de medida nula de
P como superficie) cortan transversalmente (definicion[2.39) a S un nimero par de
veces. Ademds, en cada uno de estos puntos p;, i = 1,..., 2k se tiene que (N(p;), a)
cambia de signo alternativamente al recorrer R en la direccién dada por a.

Demostracién. Sea ¢ la restriccién a S de la proyeccién ortogonal 7 : R3 — P dada
por
ls(p) =p — (p,a)a+ ca

para algin ¢ € R, cuya diferencial es la proyeccién ortogonal sobre el plano de
direcciones de P, es decir,

(d¢),(v) =v —(v,a)a para todo v e T,(S)ypeS.

Si R es una recta ortogonal a Py p € RN.S, entonces R corta a S transversalmente
siy solo si a ¢ T,(5), es decir, (N(p),a) # 0.

Se verifica, tomando una base ortonormal {ej,es} del plano tangente a S en p, y
teniendo en cuenta que la aplicacion constante a es una aplicacion de Gauss de P,

de la proposicion[2.30, que
|Jac ¢|(p) = |det (ex — (e1, a)a, e2 — (e2,a)a, a)| = [(N(p), a)|,

donde N(p) es el vector normal a 7),(S) en p obtenido a partir de la orientacion que
describen e; y ey. Por lo tanto, un punto x € P es un valor regular de ¢ si todos
los puntos p que se proyectan sobre x satisfacen (N(p),a) # 0. De esta afirmacién
se deduce a partir del teorema de Sard para aplicaciones entre superficies que el
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conjunto de puntos de P tales que las rectas ortogonales al plano en dichos puntos
no intersecan transversalmente a S es de medida nula.

De acuerdo con la proposicion[2.4(} se tiene que para toda recta R ortogonal a P que
presenta intersecciones transversales con S, RN S es finito. Ademads, es claro que si
se eliminan los puntos de interseccion entre Ry S, los segmentos abiertos resultantes
pertenecen o bien a al dominio interior € determinado por S (ver deﬁm’cz’én 0
bien a su complementario (no acotado). Si se recorre la recta en el sentido definido
por a comenzando desde un punto de R3\ © de modo que se pase por todos los
puntos de interseccién, es claro que si se avanza lo suficiente se estara de nuevo en
R3\ Q2 en virtud de la acotacién de €2, por lo tanto tiene que haber un ntimero par de
puntos de corte en RN S. Ademas, en virtud del teorema de existencia de entornos
tubulares se tiene que existe un 6 > 0 tal que Ns(S) es un entorno tubular y la
aplicacién
F~1: Ns(S) — S x (—6,6)

es un difeomorfismo. En este caso la funcién F' anterior se utiliza tomando como
aplicacién de Gauss la normal interior (ver definicion y (3.2)).

Sea 7 : N§(S) — (=4,0) la segunda componente de F~!, que envia cada punto
x € Ns(S) en su distancia orientada con S. Se considera uno de los puntos de
interseccién transversal p; € RN S tal que para un t suficientemente pequeno se
tenga que

pittacQ sit>0 y p+tacRN\Q sit<O,

es decir, tal que recorriendo R en el sentido dado por a se tenga que p; separa dos
segmentos de R contenidos respectivamente en R? \ Q y Q. Esto es, en funcién de
la aplicacion r,

r(pi+ta) >0 sit>0 y r(p+ta)<0 sit<DO.

donde se tiene que (la desigualdad estricta se debe a que el ultimo término es distinto
de cero por ser el corte transversal)

0< % r(p; + ta) = (dr),,(a) = (N(p:), a). (3.4)

Vamos a justificar la dltima igualdad mediante el célculo de la diferencial de r (que
se hace en términos de curvas que pasan por el punto de interés).

Sea w € T,(S) y sea t € (—6,9). Consideremos la curva en R* dada por
a(s) = p+ tN(p) + sw, que verifica que a(0) = p + tN(p) vy «/(0) = w. Por
tanto, (dr)pyen)(w) = £'(0), donde

B(s) = (Foa)(s) = {p+tN(p) + sw, N(p)) =

en tanto que w L N(p). En consecuencia, 5'(0) = 0y se verifica para todo w € T,,(.5)
que (dr)prene) (w) =0 .

Por otra parte, considerando «(s) = p+ (t+$)N(p) y razonando de manera andloga,
se obtiene f(s) = t+s, luego (dr)p+tN( y(N(p)) = 1 que junto con lo anterior implica
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que
(dr)p+en()(v) = (v, N(p)) para todo v € R®.

De donde se concluye inmediatamente la igualdad (3.4]) buscada.
Para el siguiente punto p;;; de interseccion de R NS se tiene entonces que

pisl +ta€R*\Q sit>0 y paittacQ sit<0
Y de nuevo, en términos de la funcién r,
T(piy1+ta) <0 sit>0 'y r(pg1+ta) >0 sit<O0.

Procediendo de manera analoga se comprueba que en este caso

0> <N(pi+1)’a>a

culminando asi la demostracion, pues dados dos puntos consecutivos de interseccion
transversal se ha probado que el signo de (N(p), a) en estos cuando se recorre R en
el sentido dado por a va alternandose. O

3.2. Integracion en S x R

De aqui en adelante se denomina region R de una superficie S orientable a
cualquier subconjunto abierto relativamente compacto R C S.

Sea O un abierto de R3, R una regién de una superficie S orientable y (a,b) un
intervalo de la recta real. En esta seccién se consideran difeomorfismos
¢ : O - R x (a,b) relacionados con lo mencionado en la seccidn [2.5 Recorde-
mos que la aplicacién diferencial (d¢), de una aplicacién de esta naturaleza en un
punto x € O es una aplicacion

(dg)s : R® — Ty, (1)S x R,

siendo ¢y = 7 0 ¢, donde m; : R X (a,b) — R es la aplicacién proyeccién. A partir
de esta aplicacion diferencial se introduce en la definicion el valor absoluto del
Jacobiano de ¢.

Definicién 3.11 (Integracién en S x R). Sea O un subconjunto abierto de R3 y
¢ : 0 — R x (a,b) un difeomorfismo. Se dice que una funcién f : R x (a,b) — R
es integrable en R X (a,b) si la aplicacion (f o ¢)|Jac ¢| es integrable en O en el
sentido de Lebesgue. En este caso se denota la integral de f en R X (a,b) por

Ax(a,b)f:/o(focb)uac gl

Observacion 3.12. Se puede comprobar mediante el teorema del cambio de varia-
ble del calculo integral que la definicion anterior no depende del abierto O ni del
difeomorfismo ¢ : O — R X (a,b) escogido.

Observacion 3.13. Para toda region R de una superficie S orientable se tiene del
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teorema de existencia de entornos tubulares, teoremal3.0, un difeomorfismo
F7'iN(R) = R x (—¢,¢)
entre un abierto N.(R) C R® y un producto de la forma R X (—¢,€).

Observaciéon 3.14. Dada una region R de una superficie S orientable y un inter-
valo abierto (a,b), las siguientes propiedades bdsicas de la integral de Lebesque se
extienden de manera natural a la integracion en R x (a,b).

(a) Si f:R x[a,b] = R es continua, entonces es integrable en R x (a,b).
(b) La integral en R x (a,b) es lineal y mondtona.

(c) Los teoremas de convergencia mondtona, convergencia dominada y de conti-
nuidad y derivabilidad de integrales paramétricas resultan vdlidos para la in-
tegracion en R x (a,b) bajo condiciones andlogas a las requeridas para los
mismos resultados en la integracion de Lebesque en R3.

Proposicién 3.15. Se verifican ademds las siguientes propiedades:

(d) Dada una subregiéon R’ C R y una funcién f integrable en R X (a,b) que se
anula en (R —R') x (a,b) se tiene que

/ f = .
R’ (a,b) R (a,b)

(e) Dada una regiéon R’ de otra superfice orientable S’ y otro intervalo abierto
(@', 0) CR,sea): Rx(a,b) = R x(a,V) un difeomorfismo. Entonces, para
cualquier funcién f diferenciable en R’ x (a, ') se tiene que

/ f - (f o)l Jac ¥
R/ (a b)) Rx(a,b)

Demostracién. En cuanto a la propiedad (d), tomando un abierto O de R? y
¢: 0 — R x (a,b) un difeomorfismo se tiene por definiciéon que

/Rx(a,b)f:/o(fO@\Jac 4.

Ahora bien, para O' = ¢~ (R’ x (a,b)) C O, ¢ se restringe a un difeomorfismo
¢ O — R x (a,b). Por lo tanto, dado que f se anula en (R — R') x (a,b),
se tiene que f o ¢ se anula en O \ O, pues para todo z € O\ O se tiene que
o(z) € (R —-TR') x (a,b). Ademas, es claro que para todo z € O, puesto que
¢(x) = ¢/(x), |Jac ¢|(x) = |Jac ¢'|(x).

Se verifica entonces la siguiente cadena de igualdades

Ax(a,b)f:/o(f‘”w“ o= [ (Fodlac ¢’r=/m(a’b) I3
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que finaliza la prueba de la propiedad en cuestién.

Para probar la propiedad (e) basta tener en cuenta que dado un difeomorfismo
¢ : 0 — R x (a,b) y el difeomorfismo ¢ : R x (a,b) — R' x (a/,) se tiene que la
composiciéon Yo ¢ : O — R’ x (a’,V') también lo es. En consecuencia

/R’x(a/,b/) f= /o (fo(oo))|Jac (Yo @)| =

— [ (owyod)(Jacvloo)ac | = [ (fou)lacul,
O

Rx(a,b)

donde se demuestra la igualdad buscada. O

Dada una funcion f : R — R donde R es una regién de una superficie, siempre
se puede definir la funcién f : R x (a,b) — R dada por f(p, t) = f(p) para todo
(p,t) € R x (a,b).

Esta ultima idea permite construir de manera sencilla la integracion sobre
regiones de una superficie orientable S a partir de la integraciéon en S x R.

3.3. Integracion en superficies

Definicién 3.16 (Integracién en S). Dada una regiéon R de una superficie orien-
table S y una funcién f : R — R, se dice que f es integrable en R si la funcién

f:Rx(0,1) = R dada por f(p,t) = f(p) para todo (p,t) € R x (0, 1) es integrable
en R x (0,1). Se asigna en este caso a la integral de f en R el valor de la integral

/ / ‘
R RX(O,I)

Notacion 3.17. De aqui en adelante no se especifica la distincion entre las fun-
ciones f : R - Ry f: R x(0,1) = R de la definicion anterior, se diferencian a
través del contexto.

Observacion 3.18. Dada una region R de una superficie S orientable, algunas de
las propiedades bdsicas de la integral de Lebesgue se extienden de manera natural a
la integracion en R a través de las ya destacadas para la integracion en S X R en la

observacion[3.14 y en la proposicion [3.15 Se concretan algunas de ellas:
(a) Si f:R — R es continua, entonces es integrable en R
(b) La integral en R es lineal y mondtona
(c) Los teoremas de convergencia mondtona, convergencia dominada y de conti-
nuidad y derivabilidad de integrales paramétricas resultan validos para la in-

tegracion en R bajo condiciones andlogas a las requeridas en el marco de la
integral de Lebesgue en R3.
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(d) Dada una subregion R' C R y una funcion f integrable en R que se anula en

(R —R') se tiene que
L)

(e) (Teorema del cambio de variable). Dadas dos regiones Ry y Ro de dos su-
perficies orientables Sy y Sa y un difeomorfismo ¢ : Ry — Ra, se tiene para
cualquier funcion f : Re — R integrable que la aplicacion (f o v)|Jac | es
integrable en Ry y se verifica

/R2f=/Rl<fow)\Jacw|~

Proposicion 3.19. Se verifica ademas la siguiente propiedad:

(f) Dada una subregién R’ C R de R tal que R — R’ es una unién finita de curvas
y puntos de S, entonces se tiene para toda funcién integrable que

L=l

Demostracion. En las condiciones del enunciado es claro que R'x(0,1) C Rx(0,1)y
que ambos conjuntos difieren iinicamente en la unioén finita de conjuntos de la forma
{p} x (0,1) y C x (0,1), siendo respectivamente C'y {p} un segmento de curva y
un punto de R.

Tomando un difeomorfismo ¢ : O — R x (0, 1), se tiene que

a: (0,1) — ¢~ ({p} x (0,1)),
t— ¢~ (p,1),

es obviamente una curva diferenciable. Por otro lado, a partir de otra curva
g:1— U C C, definiendo

z: I x(0,1) — ¢~ (U x (0,1)),
(s,t) — ¢~ (B(s),1),

x resulta una carta local de ¢~!(C x (0, 1)). Como se puede recubrir ¢~ (C x (0,1))
mediante cartas locales, se deduce que es una superficie.
Es decir, ¢~ ({p} x (0,1)) y ¢~*(C x (0,1)) son una curva y una superficie en R?
respectivamente y basta comprobar que estos tienen medida nula en R? para tener
el resultado buscado. Es conocido que las curvas tienen medida nula en R3, luego es
suficiente probar lo mismo para el caso de las superficies.
Dado que las superficies heredan el segundo axioma de numerabilidad del espacio
euclideo, se puede tomar un recubrimiento numerable de una superficie S mediante
abiertos de la forma que se describe en la proposicion [2.38 Puesto que estos abiertos
son difeomorfos a abiertos del plano z = 0 en R3, son de medida nula y asi S.

m
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Definicién 3.20. Se define el area de una regiéon R de una superficie orientable S
como la integral de la funcién idénticamente igual a 1 en R. Se denota por A(R),

A(R) = /Rl.

La forma en que se ha construido la integral para regiones R de superficies S
orientables difiere de la manera habitual de hacerlo, acudiendo a las parametriza-
ciones y basandose en la teorfa de integraciéon en R?. Se prueba a continuacién que
ambos puntos de vista estan intimamente relacionados.

Proposiciéon 3.21. Sea R una regién de una superficie orientable S y sea
z : U — z(U) una parametrizaciéon de S tal que z(U) C R y tal que la dife-
rencia R\ z(U) es una coleccién finita de puntos y curvas en S. Entonces, para toda
funcion f : R — R se tiene que

[ 7= [ Goanal

Demostracion. El conjunto abierto z(U) es relativamente compacto, pues su adhe-
rencia en S estd contenida en R, que es acotado. En consecuencia, tiene sentido

hablar de la integral de f en x(U) en el sentido de la definicion Esta integral

/ /

Ademas, en virtud de la propiedad (e) de la proposicién se tiene que, dado que
R\ z(U) esta formado por una coleccién finita de puntos y curvas en S,

Jo= Lt

Es claro que la funcién ¢ : U x (0,1) = z(U) x (0, 1) dada por ¢ = x x id(g1), esto
es, d(u,v,t) = (z(u,v),t) para todo (u,v,t) € U x (0,1) € R? es un difeomorfismo
tal que

Gu = ($u70)7 by = (ZEU,O) y o= (07 1)'

De donde se deduce inmediatamente que el valor absoluto del Jacobiano es
|Jac ¢|(u,v,t) = |z, A xy|(u,v) para todo (u,v) € Uy te(0,1),

y se tiene entonces que

/sz/w)x(o’l)f: [ Feolc - [oolnAal

O

Para completar esta relacion entre ambas construcciones de la integral (la que
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se presenta en este estudio y la habitual a partir de parametrizaciones) se introduce
la siguiente particién de la unidad:

Definicién 3.22. Dada una regiéon R de una superficie orientable S se considera
un recubrimiento finito de R mediante conjuntos abiertos de S que se denota por

E={Vi,i=1,... k}.

Se define entonces la funciéon n : R — R que envia cada punto p € R al niimero de
abiertos de £ a los que p pertenece. A partir de n se introduce la familia de funciones
X1, - - -, Xx dadas por

0 sipé Vi,

1n(p) sipev, Puatodoi=1.. .k

Xi: R—[0,1] con x;(p) = {

Observacién 3.23. La familia de funciones {x; : 1 =1,...,k} es una particion
de la unidad subordinada al recubrimiento €. Se destaca que las funciones x; no son
continuas en R.

Proposicion 3.24. Sea R una regiéon de una superficie orientable S y

f : R — R una funcién integrable en R. Sean 2 : U; — S, i = 1,...,k parame-
trizaciones de S tal que z*(U;) es relativamente compacto para todo i = 1,....k y
con R C 24 (Uy)U---Ua®(Uy). Sea {x; | i = 1,...,k} la particién de la unidad
de la definicién anterior construida sobre el recubrimiento {z*(U;) | i = 1,...,k}.
Entonces

/Rf = ij/U ((xif) o a’) [, A i,

Demostracion. Puesto que Zle x; = 1, en virtud de la linealidad de la integral se

tiene que
/Rf=/R<gxi>f=g/inf.

Como las funciones y; se anulan en R \ 2%(U;), aplicando la propiedad (d) de
la observacion puesto que x'(U;) es una regién de S, se verifica

k k
;Axﬁzg/ﬂ(w)x@f

Para concluir basta considerar la proposicion|5.21 en cada uno de los sumandos del
término derecho de la igualdad. O]

Definicién 3.25. Se dice que un subconjunto A de una region R es de medida nula

S1
/ XA = 07
R

donde x4 es la funcion caracteristica del subconjunto A C R. Dado un subconjunto
cualquiera A C S se dice que es de medida nula si para toda region R C S se tiene
que ANTR es de medida nula.
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Observacion 3.26. De la proposicion |3.21 se deduce que la definicion anterior
coincide con la dada en la definicion |2.51] para los subconjuntos de medida nula de
una superficie S.

La definicion habitual del drea de una region R C U donde x : U CR? -V C S es
una parametrizacion viene dada por

AR) = /—1(73) ||z (u, v) Az, (u, v)||dudv,

donde los subindices u, v denotan la derivacion parcial respecto a las correspondientes
variables.

Notacién 3.27. En el siguiente teorema, para dejar clara la dependencia de las
funciones fi : R X (a,b) = R y fo : R = R con sus variables se denotan por

/ filp, t)dpdt — y / fa(p)dp
Rx(a,b) R

las respectivas integrales de f; en R X (a,b) y de fo en R.

Teorema 3.28 (De Fubini, para la integracién en superficies). Sea R una regién de
una superficie S orientable, (a,b) un intervalo de la recta real 'y
h:R x (a,b) — R una funcién integrable en R X (a, b). Entonces se tiene que:

» Para casi todo t € (a,b), la funcién h; : R — R dada por hy(p) = h(p,t) es
integrable en R y la funcién definida casi siempre

&< (a,b) = R dada por & (t) = /R ha(p)dp

es integrable en (a,b).

» Para casi todo p € R, la funcién hy, : (a,b) — R dada por h,(t) = h(p,t) es
integrable en (a,b) y la funcién definida casi siempre

b
& : R — R dada por &(p) = / h,(t)dt

es integrable en R.

Ademas, se verifica que

Lx(a,b)h(p’ﬁdpdt:/ab (/Rh(p,t)dp) dt:/7€</abh(p,t)dt) dp. (3.5)

Demostracion. Puesto que R es compacto, existe un recubrimiento abierto finito
de R dado por las imdgenes de parametrizaciones ' : U; — S, i = 1,...,k. Se
considera entonces la particiéon de la unidad introducida en la definicion subor-
dinada a este recubrimiento, {x; | i = 1,...,k}. Dado que esta familia verifica que

26 Capitulo 3. Integracién en superficies



José Miguel Lendinez Sanchez Trabajo de Fin de Grado

Zle Xi(p) = 1 para todo p € R y debido a la linealidad de la integral se tiene que

/ h(p, t)dpdt =
Rx(a,b)

Mediante argumentos analogos a los expuestos en la prueba anterior se llega a

k
Z / xi(p)h(p, t)dpdt.
Rx(a,b)

=1

k
/ hip,t)dpdt =) / | h(p, t)xi(p)dpdt.
Rx(a,b) i=1 7 2 (Us)x(a,b)

Dado que la aplicacién @' X idp) : U; X (a,b) = 2'(U;) X (a,b) es un difeomorfismo
con |Jac ¢| = |z, A x!| para todo i = 1,...,k, se tiene de la igualdad anterior
que, utilizando este difeomorfismo en la definicién de la integral en S x (a,b) y la
proposicion |3.2

/ h(p, t)dpdt =
Rx(a,b)

k
— Z/U ( b)(Xi o x')(u,v)(h o (x' X idap)))(u, v, t)|z, A zh|(u,v)dudvdt.
ixX{a,

i=1

Se aplica ahora el teorema de Fubini de la integracion de Lebesgue a cada sumando
de la derecha de la igualdad. Respecto a las variables (u,v), este afirma que

o 2 Uy — 2'(U;) con gy (u,v) = (xi 0 2*)(u,v)(ho (2" X idp))(u, v, )|zl A xh|(u,v)
es integrable en U; para casi todo t € (a,b). Por lo tanto, teniendo en cuenta la
Proposicion h; es integrable en z*(U;) para todo i = 1,...,k, lo que implica
a su vez que, sumando para todos los 7, la funcién h; es integrable en R para casi

todo t. Por otra parte, también por el teorema de Fubini de la integral de Lebesgue
en R?, la funcién v : (a,b) — R definida casi siempre dada por

W(t) = /U i(u, v)dudv,

es integrable en (a,b) y se da la igualdad:

/U ( b)(Xi o z")(u,v)(ho (' X idp))(u, v, t)|zt, Az} (u, v)dudvdt =
i X(a,

:/abw(t)dt:/ab (/U @t(u,v)dudv) dt,

lo que, acudiendo a la proposicion y sumando para todo i = 1,...,k implica
que

&@zém@@

esta definida casi siempre y es integrable en R. De hecho, se obtiene la igualdad
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Lx(a’b)h(]?, t)dpdt = /ab (/R h(p, t)dp) dt.

De esta manera queda probado el primer punto de la proposicion y la primera
igualdad de la relacién (3.5)). El otro punto y la igualdad que falta se prueban de
manera analoga, aplicando el teorema de Fubini respecto a la variable . O

Ejemplo 3.29 (Volumen encerrado por una superficie paralela). Sea S una super-
ficie compacta orientada por la orientacién interior, definicidn y € > 0 tal que
N(S) es un entorno tubular. Como se menciona en la observacion

Ve(S) = F(S5 > (0,€)) C Ne(5),

es un conexo, no corta a S'y V.(S5) C €. Sise toma un t € (0,¢) y se denota por €
el dominio interior determinado por la superficie paralela S;, entonces:

vol Q — vol Q = vol V;(S) = / L.

Vi(S)

Dado que la aplicacién F : S x (0,¢) — V(S) de (3.1)) es un difeomorfismo, se tiene
de la definicion |3.11 que

vol € — vol Qt:/ |Jac F|.
Sx(0,t)

Para todo (p,t) € S x (0,¢), del calculo de (dF') en (3.2) y tomando una base
ortonormal de direcciones principales (recordamos la definicion |2.36) en T,(S) se
tiene que

|J(LC F|(p, t) = det ((dF)(p,t)(ela O)a (dF)(p,t)(62> 0)7 (dF)(p,t)(0> 1)) =
=1-2tH(p) +t*K(p).

Aplicando el teorema de Fubini recién probado se tiene finalmente que

vol Q — wvol Q = /Ot (/3(1 — 2tH(p) + t2K(p))dp) dt =

3
:tA(S)—t2/H+t—/K.
s 3 Js

3.4. El teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia se prueba a partir de la formula del drea, una
formula integral que “extiende” el teorema del cambio de variables, en el que se
requiere que el cambio de variables sea un difeomorfismo al caso en que sea una
aplicacion diferenciable entre superficies.

Recordemos que en el teorema se habia definido un punto critico de
¢ : R — R3 como un punto = € R? donde |Jac ¢|(z) = 0.
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Definicién 3.30. Sea O un abierto de R® y ¢ : O — R? una aplicacién diferenciable.
Se dice que y € O es un punto regular de ¢ si no es critico, y se dice que = € R? es
un valor regular si y es un punto regular para todo y € ¢~ *(z).

Proposicién 3.31. Sea O un abierto acotado de R3, ¢ : O — R? una aplicacién
diferenciable y z € R3 un valor regular de ¢. Entonces el conjunto de contraimagenes
de = por ¢, ¢~1(x), es finito.

Demostracién. Si el conjunto ¢~ '(z) no fuese finito, entonces tendria un punto de
acumulacién en O dada la compacidad de este tltimo (por ser cerrado y acotado).
En dicho punto se tendria entonces que ¢(y) = x por la continuidad de la funcién
0.
Se toma entonces una sucesién {y;} de puntos distintos de y contenidos en ¢~*(z)
que converjan a y. Aplicando el teorema de las funciones inversas en y se tienen
dos abiertos U,V C R? tal que y € U y de modo que la restriccién de ¢ a U,
¢l : U — V es un difeomorfismo. Como {yx} converge a y, existe un ko € N tal
que yx € U para todo k > kq. Pero para estos puntos se tiene que ¢(yx) = x = ¢(y),
lo cual es contradictorio en tanto que ¢|y : U — V' es suprayectiva.

m

A partir de este resultado se puede construir una funcién como la siguiente. Sea
O un abierto acotado de R3, ¢ : O — R?® una aplicacién diferenciable y f : O — R
una funcién. Se denota por N el conjunto de puntos criticos de ¢ contenidos en O.
Por tanto, z ¢ ¢(N) = ¢~ !(x) es finito.

Se define entonces la aplicacién n(¢, f) : R*\ ¢(N) — R dada por

o0 si x ¢ ¢(0).
n(¢, f)(z) = { Zpewl(x) f(p) en otro caso.

Observacion 3.32. En las condiciones de los comentarios previos, el teorema de
Sard para funciones en R3 (teorema permite afirmar que el conjunto ¢(N)
de la definicion anterior es un conjunto de medida nula en R3, luego la aplicacion
n(¢, f) estd definida casi siempre.

(3.6)

Teorema 3.33 (Férmula del drea). Sea O C R? un abierto relativamente compacto,
¢ un difeomorfismo ¢ : O — R3 y f una aplicacién f : O — R. Si el producto
flJac ¢| : O — R es integrable en O, entonces la funcién n(¢, f) definida en (3.6))
es integrable en R? y se verifica

/R3 n(¢, f)(x)dr = /Of(x)|JaC o|(x)dx.

Demostracion. En primer lugar se examina el caso en que la aplicacion ¢ se extiende
diferenciablemente a O. Se considera un abierto V relativamente compacto tal que
O C V y de modo que ¢ se pueda extender a una aplicacién diferenciable ¢ : V' — R3.
Se toma otro abierto W de R3 tal que O C W Cc W C V.

Paso 1: Se supone que no hay puntos criticos de ¢ en W.

Se puede aplicar entonces el teorema de las funciones inversas a todo p € W, lo que
asegura la existencia de entornos U, de cada punto p € W tales que
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Plu, : Up = ¢(U,) es un difeomorfismo. De esta manera se tiene que la familia
de abiertos {U,} es un recubrimiento abierto del compacto O. Sea § > 0 el niimero
de Lebesgue (lema del recubrimiento. Se considera entonces un recubrimiento
de O formado por cubos con interiores disjuntos, dado por C = {C,...,C,}, todos
ellos con diametro menor que ¢ y contenidos en W.

Esta construccién asegura que cada uno de estos cubos estd contenido en alguno de
los abiertos del recubrimiento, lo que implica que las restricciones
dle, + Ci — ¢(Cy), i = 1,...,n son difeomorfismos. Ademds, dado que f|Jac ¢|
es, por hipotesis, integrable en O, lo es también en C; N O para todo i =1,...,n.
En consecuencia, del teorema del cambio de variable del cdlculo integral se deduce
que

/ (foo ) (y)dy = f(x)|Jac ¢|(x)dx paratodoi=1,... n.
#(C:iNO) C;NO

En este caso se tiene que si y € ¢(O) pertenece a varios ¢(C; N O), dado que
las restricciones ¢|c¢,no son difeomorfismos y los int (C;) tienen interseccién vacia,
deben existir tantos z; € ¢~ *(y) como el niimero de conjuntos de la forma ¢(C; N O)

al que pertenezca y. Por tanto, n(¢, f)(y) = (food H(y) siy € ¢(C;NO), y
tomando la integral del término izquierdo de la igualdad anterior y sumando para

todoi =1,...,n, teniendo en cuenta el hecho de que n(¢, f) se anula fuera de ¢(O)
se tiene que

n

[orenwar=3 [ (ros i = [ @i ol

i=1

que es la igualdad buscada.

Paso 2: La aplicacién ¢ tiene puntos criticos. Se recuerda la definicion de V' y W al
inicio de la demostracién. Si se considera entonces el conjunto

M ={p eV ||Jac ¢|(p) = 0},

es claro que K = MNW es un subconjunto compacto de M. Se toma entonces una
sucesion {Oy }bren de abiertos tales que Og11 C Oy y que verifican ([7], pag. 39. €] 5)

1
K C Oy y Vol(Oy) < Vol(K) + 7 para todo k € N.

Los conjuntos K y Oy satisfacen las hipétesis de la proposicidn [2.49 por lo que
existe una sucesion de abiertos V) para todo k € N tales que

KC‘/]CCVkCOk yVolgb(Vk)<

| =

Entonces, tomando en este caso el conjunto abierto W \ V;, € W \ K para cada
k € N se tiene que O\ Oy C O\ Oy, = O\ Oy, C O\O, C W\ V,, C W\ K. Ademss,
W \ V& no tiene puntos criticos, lo que lleva al caso particular probado en el paso 1,
que permite asegurar que
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/R3 n(¢lovar flovoy) (@)dr = / f(z)|Jac ¢|(z)dz. (3.7)

O\Oy

Se estudia a continuacién la convergencia de ambas integrales cuando k — oo.

(1)

Para la integral de la parte derecha de la igualdad se tiene que
| f@lacol@yiz = [ f@)ltac él(aino o (oo
O\Ox R3

Donde las funciones gy = f(z) |Jac ¢|(z)xp\g;(z) son integrables por serlo
flJac ¢| en O. Como ademads se verifica que

Jim gi(2) = f(@)|Jac ¢l(x)xo\k (7)

se tiene en virtud del teorema de la convergencia dominada que

lim f(z)|Jac ¢|(x)dx = f(z)|Jac ¢|(x)dx.
k—oo O\Or O\K

Para la integral de la izquierda de la igualdad (3.7) basta tener en cuenta
que al ser ¢ diferenciable en O, de la proposicion se tiene que cada valor
regular de ¢ tiene un numero finito de contraimagenes en O. Por tanto se
pueden encontrar indices k, € N para cada x € O tales que

n(¢]0\07,f\0\07) =n(¢, f)(z) paratodo k > k,,

lo que implica que n(¢|p\g;, flovg;) converge hacia n(¢, f). En el caso en
que f > 0 es claro que la sucesion n(¢|o\a;: flovo;) Verifica las condiciones del
teorema de la convergencia mondtona, lo que significa que n(¢, f) es integrable.
En caso contrario, basta tener en cuenta que

n(¢lovay: flova)l < n(¢, [f]),

donde n(¢,|f|) resulta integrable por el argumento anterior. Por lo tanto,
se puede asegurar que n(¢, f) es integrable aunque f no sea estrictamente
positiva. En consecuencia, para cualquier f : O — R se tiene la convergencia

lim JMMWﬂWM@WZ/WWﬁ@W
R3 R3

k—o0

Teniendo en cuenta las convergencias de ambos términos de la igualdad (3.7)) se tiene
finalmente que:

[ n@ @iz = [ @)l oltwyte = [ @)l olia)da

O\K

ya que |Jac ¢| se anula en K, lo cual finaliza la prueba del caso en que ¢ pueda
extenderse a la adherencia de O de manera diferenciable.
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Para probar el caso general basta tomar una sucesién {Og}reny de subconjuntos
abiertos tales que O, C O y tal que limy_,oovol O = vol O y aplicar lo anterior a
cada término de la sucesién. La prueba finaliza pasando al limite en las expresiones
obtenidas. O]

La formula del area puede extenderse en primer lugar a aplicaciones diferenciables
R x (a,b) — R? y posteriormente a aplicaciones diferenciables entre superficies. Se
prueba antes el siguiente lema auxiliar:

Lema 3.34. Dada una regiéon R de una superficie orientable S, un intervalo de la
recta real (a,b) y una aplicacién diferenciable ¢ : R x (a,b) — R3, el conjunto

N ={(p,t) € R x (a,b) | [Jac ¢[(p,t) = 0}
verifica que ¢(N) es de medida nula en R3.

Demostracion. El teorema asegura la existencia de un abierto O de R® y un
difeomorfismo ¢ : O — R X (a,b). Se considera entonces la composicién
po1h: O — R3y se define el conjunto

M ={z cO[|Jac (¢o)|(x) = 0}.

Es claro que |Jac (¢pov))|(z) = (|Jac ¢| o (x))|Jac ¢|(x) para todo z € O de donde,
dado que ¢ es un difeomorfismo, es decir, |Jac 1|(x) # 0, se tiene que

N = p(M).

Por lo tanto, aplicando la versién tridimensional del teorema de Sard (teorema
a la aplicacién diferenciable ¢ o1} | se tiene que ¢po)(M) = ¢(N) es de medida nula
en R3. O

Teorema 3.35 (Férmula del drea para productos). Sea R una regién de una super-
ficie orientable S, (a,b) un intervalo abierto de la recta real, ¢ : R x (a,b) — R3 una
funcién diferenciable y f : R X (a,b) — R una funcién tal que f|Jac ¢| es integrable
en R x (a,b), entonces, la funcién n(¢, f) dada por

n(e, Nlz) =Y.  flpt)

(pt)€S~ ()

con la convencién de que la suma se anula cuando = ¢ ¢(R X (a,b)), estd bien
definida excepto en un conjunto de medida nula y es integrable. Ademas su integral
verifica

/Rg n(¢, f)(z)dz = / f(p.t)|Jac ¢|(p, t)dpdt.

R (a,b)

Demostracion. La funcién n(¢, f) esta bien definida por consideraciones andlogas a
las expuestas en la proposicion |3.31 junto con el hecho de que el conjunto de puntos
criticos de la funcién ¢ es de medida nula en virtud del lema anterior. Tomando en
este caso un difeomorfismo (cuya existencia vuelve a estar asegurada por el teorema
de existencia de entornos tubulares) » : O — R X (a,b) donde O es un abierto
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relativamente compacto de R? y aplicando la férmula del drea probada en el teorema
a la funcién diferenciable ¢ o) : O — R3 v a la funcién f o : O — R se tiene

[ rewaliac @ov)l@ids = [ n@ow.fov)ia)ds
[0 R3
Ahora bien, se tiene que

n(pod, fo)x)= > fouvly= D flp.t)=n(e f)(x),
)

ye(po) () (pt)€P~(x

pues para todo (p,t) € ¢ (z), que recordemos es finito, existe un tnico
y € (pop)Yp,t) que verifica f o(y) = f(p,t). Se ha de tener en cuenta ademds
que estas funciones n(¢ o ¢, f o ) y n(¢, f) se anulan respectivamente fuera de

¢o(0) y (R x (a,b))

Se tiene entonces la siguiente cadena de igualdades:
/Rs n(qb, f) B /RS n(qb v o ¢) - /o(f ° ¢)|Ja0 (¢ ° ¢>| N /Rx(a,b) f|Jac ¢|7

donde la ultima de ellas se debe a la definicién de la integral en R X (a, b). O

Teorema 3.36 (Férmula del area para superficies). Sean Ry y Ro dos regiones
de superficies orientables, ¢ : R; — R; una aplicacién diferenciable entre ellas y
f:R1 — R tal que f|Jac ¢| es integrable en R;. Entonces, la funcién n(¢, f) dada
por

n(o, la)= > [f(p)

pEd~1(q)

estd bien definida para todo ¢ € R, salvo en un conjunto de medida nula y es
integrable. Ademas se verifica

Anwﬂ@®=Rf®MwWWm

Demostracion. Teniendo en cuenta que por definicion

memm@@:/ £(p)] Jac ¢|(p)dpdt,

R1x(0,1)

se toma la aplicacién proyeccién m; : Ry X (a,b) — Ry y se reescribe la integral de
la derecha como sigue, gracias a que |Jac (¢ x ido1))|(p,t) = |Jac ¢|(p) para todo
(p7 t) € 7-\)/1 X (07 1)7

ﬂﬁw¢w=/‘ (f o m)|Jac(é x id.)|. (3.8)
'Rl R1 X (071)

donde se deja de expresar la dependencia de las funciones que aparecen en la inte-
gral con sus variables para no sobrecargar la notacion. Tomando un difeomorfismo
Y : 0 — Rax(0,1), donde O es un abierto relativamente compacto (cuya existencia
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viene asegurada de nuevo por el teorema y denotando por £ : Ry x (0,1) — O
la composicién & = ' o (¢ x id(o,1)) se tiene la siguiente igualdad a partir de la
regla de la cadena

| Jac (¢ x ido)|(p,t) = (|Jac Pl o §)(p,t)] Jac &|(p,t) para todo (p, 1) € Ry x (0, 1),

lo que, llevandolo a la expresion (3.8]), resulta en
fldacol= [ (fom)(ac vlo)]uc]
Rl RlX(O,l)

que prueba la integrabilidad de (f om)(|Jac |o&)|Jac &| en R x (0, 1). Por tanto, &
y (f om)(|Jac ¢| o €) satisfacen las condiciones del teorema[3.35 En consecuencia,

f|Jac ¢r=/ n(f,<fo7r1)uacwro£>=/ n(E, (f o 1)) |Jac 6] —
R1 R3 R3

- / e Fom)e @ onlacul= [ al.fom)ov,

R2x(0,1)

donde la segunda igualdad es inmediata a partir de la definicién de n y la tultima se
debe la definicién de integral en Ry x (0, 1). Para concluir basta tener en cuenta que

/sz(og)n(w’foﬂl)owl :/RQ"L(@JC),

lo cual se deduce de la siguiente igualdad

n(y, fom) oy (q,t) =n(d, f)(g) paratodo (g,t) € Ro,

que se deriva de nuevo sin dificultad a partir de la definicién de n. O

Se introduce a continuacién la nocién de campo wvectorial ya sea sobre un
abierto de R? o sobre una superficie S, y de su divergencia.

Definicién 3.37. Dado un subconjunto A de R? se dice que una aplicacién (dife-
renciable) v : A — R? es un campo vectorial (diferenciable).

Dada una superficie S en un espacio euclideo, toda aplicacién v : S — R? (dife-
renciable) se denomina campo vectorial (diferenciable) sobre S. Existen dos casos
particulares:

(a) Se dice que una aplicacién v; : S — R3 es un campo vectorial tangente a S si
para todo p € S se verifica que v(p) € T,,(S5).

(b) Se dice que una aplicacién v, : S — R3 es un campo vectorial normal a S si
para todo p € S se verifica que v, (p) L T,(S).

Definicién 3.38. Dado un campo vectorial diferenciable v : A — R3 donde A es
un subconjunto abierto de R3, se define la divergencia de v como la funcién

divv:A— R dada por div v(p) = traza (dv), paratodop € A.
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De aqui en adelante todos los campos vectoriales considerados son diferencia-
bles, aunque no se exprese explicitamente.

Observacién 3.39. Dado un subconjunto abierto A C R3, se considera un campo
vectorial v = (v1,ve,v3) 1 A — R3. Si se toma la base estindar B = {e1, ez, e3} del

espacio R? se verifica que
3

i=1

= ZBX(%a%,%) )= Oy Oy Ot
i—1 8@ 81’1 8@ 8131 81’2 81’3
por lo que la divergencia es obviamente diferenciable.

Teorema 3.40 (De la divergencia). Sea S una superficie compacta y conexa y (2
su dominio interior, definido en [2.42] si v : Q@ — R? es campo vectorial diferenciable,

entonces
/ divv = —/(v,N},
Q S

siendo N : S — S? la orientacién interior de S (definicion [2.45).

Demostracion. Sea P el plano x = 0 de R?. Argumentando como en la proposicion
considerando a = (1,0,0), se tiene tiene que la aplicacién proyeccion en el
plano P, restringida a S, w : S — P, es diferenciable y tiene Jacobiano

| Jac m|(p) = [(N(p), a)| = [N:(p)],

donde N7 : S — R es la primera componente de N. Denotando de manera analoga
por v; a la primera componente del campo vectorial v, si se considera la funcién

f S — R dada por

-1 siN;< 0,
f(p) = (sign (N(p),a)) (v,a) = (sign N1) vy, donde sign Ny =< 0 si Ny =0,
1 si Ny > 0,

entonces f es integrable en S por ser continua en S, que es compacta. Por lo tanto
f|Jac w| < |f| también es integrable. Entonces, aplicando el teorema se tiene
que

/Slelz/SﬂJacﬂ:/Pn(mf):/R2n(7r,f)(0,y,z)dydz. (3.9)

La contraimagen de cada punto regular (0,y,z) de 7 serd la unién de un nimero
finitos de puntos (z;,y, z) que resultan la interseccién de la recta normal a P que
pasa por (0,vy, z), que denotamos por R(y, z), con S. Ordenando estos puntos para
x crecientes y teniendo en cuenta que en virtud de la proposicion [3.10, dos puntos
(209, 2), (zie1, . 2) € R(y,2) N S verifican que (N(z,y,2),a) y (N(zis1,y,2),a)
tienen signos opuestos, se tiene que

n(7r, f)(O,y,z) = - Z (Ul($i+1,y,2) - Ul(xivywz)) :

1€{1,...,2k—1}impar
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ov't

Ahora bien, si se extienden las funciones v; y —— por cero fuera de €2, se tiene del

teorema fundamental del cdlculo y de la igualdad anterior que

[ S e = -t (0,9
—(z,y, 2)dr = —n(rw Z).
. ax Y y? 9 Y y’

De modo que integrando en R? y aplicando el teorema de Fubini de la integral de
Lebesgue se tiene de ((3.9))

(91)1
— N, = ——dxdydz. 1
/Svll QaIxyz (3.10)

Mediante argumentos analogos para las otras dos componentes se pueden obtener
las igualdades

0 0
_/'UQNQ:/ﬂdmdde Y —/vgNg :/ﬂd:vdydz. (3.11)
s o Oy s o Oy
Para concluir basta sumar las tres igualdades de (3.10) y (3.11) y se obtiene el
resultado buscado. O]

Ejemplo 3.41 (Volumen del dominio determinado por una superficie). Dada una
superficie compacta S y su dominio interior €2, se considera el campo identidad
id : Q0 — R? cuya divergencia es constante e igual a 3. Del teorema de la divergencia
se tiene que

vol ) = —% /S<p, N (p))dp,

donde N es la orientacién interior de S.
Para el caso concreto de una esfera S?(0) de radio r > 0, la orientacién normal
interior viene dada por N(p) = —p/r para todo p € S*(0), por lo tanto,

1 —p 1 T 4
volBTO:——/ p,—dp:—/ dep:—/ dp = —7r3.
0="3 S%(O)< PP S%(O)H H 3 Js200) 3
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Capitulo 4

Indice de campos vectoriales y el
teorema de GGauss-Bonnet

En este capitulo se busca, a través una version global del teorema de Gauss-
Bonnet para superficies compactas, probar que la suma de los indices de cualquier
campo tangente en sus ceros aislados en una superficie de este tipo es un valor que
no depende del propio campo, sino de la geometria de la superficie a través de su
curvatura de Gauss.

Se introduce en primer lugar, en la seccion [{.1] el grado de una aplicacién
diferenciable entre superficies compactas orientadas, y se detallan sus principales
propiedades, pues a partir de este se define el indice de los campos vectoriales.
El grado esencialmente cuenta el nimero de contraimagenes de un punto por dicha
aplicacion teniendo en cuenta las orientaciones elegidas en cada una de las superficies
consideradas.

Esto permite definir, en la seccidn[4. 3, la nocién de indice de un campo vectorial
tangente a una superficie en un posible cero aislado, esto es, en un punto de S del
cual existe un entorno U en S en el cual el campo no se anula. Esta definicién se lleva
a cabo a través de la extension del campo tangente a S en un campo definido abierto
de R?, de nuevo a partir de los entornos tubulares introducidos anteriormente.

A partir de estas nociones, en la seccion [{.3 se aborda una version global del
teorema de Gauss-Bonnet, que en realidad es una mezcla de dicho teorema y el de
Poincaré-Hopf y prueba la independencia con el campo de la suma de indices en los
ceros aislados de un campo tangente a una superficie. Junto con el teorema Egregium
de Gauss ([3], pdg 234-235), el teorema de Gauss-Bonnet es uno de los principales
resultados de la geometria diferencial de superficies en R3. Una primera versién
del teorema aparece en el notable trabajo sobre geometria diferencial de superficies
debido a Carl Friedrich Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas, [§],
donde encuentra una relacién entre la suma de los angulos interiores de triangulos
geodésicos sobre una superficie con la integral de la curvatura gaussiana sobre estos.
Posteriormente, en 1848, el francés Pierre Ossian Bonnet ampliaria el teorema a
regiones limitadas por curvas simples no geodésicas, aunque aun no gozaria de un
caracter global como la version que aqui se expone.

Por tltimo, en la seccidn [{.4 se describe el célculo del indice de un campo a
partir de cartas locales.

El desarrollo que se expone en este capitulo estd basado en [I] y [9].
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4.1. El grado de una aplicacién entre superficies
compactas

Recordemos que el Jacobiano de una aplicaciéon ¢ : S; — Sy entre superficies

orientadas (definicion [2.28),
(Jac ¢)(p) = det ((d@)y(er), (d@)p(e2), N2((p))),  p € 51,

donde {ey, €2} es una base orientada positivamente de 7,,(S1) y Na(¢(p)) es un vector
normal unitario de Sy en ¢(p), depende de las orientaciones escogidas. De hecho, si
se revierte alguna de las orientaciones (ya sea de S; o S3), entonces Jac ¢ cambia
de signo. Ademas,

|Jac ¢|(p) # 0 siy solo si (d¢), es isomorfismo,
luego si la aplicacién ¢ : S; — 53 es un difeomorfismo,
(Jac ¢)(p) # 0 para todo p € 5.

Por lo tanto, si la superficie S es conexa, la imagen del jacobiano sera un intervalo
contenido en RT™ ¢ R™. Teniendo en cuenta estas consideraciones se introduce el
grado de una aplicacion entre superficies compactas.

Definicién 4.1 (Grado de una aplicacién entre superficies compactas). Sean S y
S5 dos superficies compactas orientadas y ¢ : S; — S, una aplicacion diferenciable.
Se define el grado de la aplicacion ¢ como el valor

1
deg ¢ = M/SI(JCLC ?).

A lo largo de este capitulo se considerard en las superficies compactas la orien-
tacién inducida por la normal exterior (definicion salvo que se exprese lo
contrario. Ademads, dado que la definicion es aditiva respecto a las componentes
conexas, asumiremos que S7 y Sy son conexas cuando se hable en esto términos.

Proposiciéon 4.2. Dadas dos superficies 57, S compactas y ¢ : S; — S; una
aplicacion diferenciable entre ellas, entonces:

(a) Si ¢ es un difeomorfismo y S es conexa, la funcién Jacobiano Jac ¢ : S; — R
tiene signo constante en S.

(b) Si ¢ es un difeomorfismo que preserva la orientacién, entonces deg ¢ = 1. Si ¢
revierte la orientacién, entonces deg ¢ = —1.

(c) Sea Sz otra superficie compacta, sea ademés 1 : Sy — S3 una aplicacién
diferenciable. Si ¢ es un difeomorfismo que preserva la orientacién, entonces

deg(y 0 ¢) = deg (V)

Demostracion. La primera afirmacion se deduce de la conexion de Sy, como se ha
probado en los comentarios previos.
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En cuanto a la segunda afirmacion, para el caso en que ¢ preserva la orientacién, se

tiene que
1 1
deg ¢ = / Jac ¢| = /1:1,
7O A Jo N A

donde la igualdad central se debe a la aplicacién de la propiedad (e) de la observacion
esto es, el teorema del cambio de variables de la integracion en superficies. El
caso en que ¢ revierte la orientacion es andlogo introduciendo un signo negativo.

Para probar la tercera afirmacién, se tiene de la multiplicatividad del Jacobiano que

Jac (v o ¢) = ((Jac ¥) o ¢) | Jac 4],

por tanto, de la definicion de grado se verifica que

1 1
deg (v06) = o [ (Uacv)00) ac ol = e [ (Jac v) = deg v
A(Sg) 51 A<S3) Sa
donde de nuevo se aplica el teorema del cambio de variables para la integracién en
superficies en la iltima igualdad. O

Ejemplo 4.3. Sea S una superficie compacta orientada por una aplicacion de Gauss
N : S — S% Para un punto p € S se toma un una base {ej, es} de T),(S) formada
por direcciones principales (definicion |2.56) y orientada positivamente, entonces se
tiene que

(Jac N)(p) = det((dN)p(e1), (AN)p(e2), N(p)) = k1(p)ka(p)det (e1, e2, N(p)) = K(p),

donde para la esfera se toma la orientacion exterior (definicion |2.45). Por lo tanto,
se tiene de la definicion [4.1 que

1
deg N = —/K(p)dp.
47T S

Resulta interesante en este punto dotar de un caracter mas visual o geométrico
a la aplicacién grado de la definicion [{.1]

Dadas dos superficies S; y S, compactas, el grado de una aplicacion
¢ : S1 — Sy esta relacionado con el nimero de contraimagenes de cada uno de
los puntos regulares de S, respecto a ¢ y su comportamiento en relacién a las orien-
taciones puestas en juego.

Concretando un poco mas, para cada valor regular ¢ € Sy respecto a ¢, se
puede probar (dada la compacidad de S; y argumentando en torno al teorema de
las funciones inversas para aplicaciones entre superficies, como en la prueba de la
proposz'cz'o”n que el conjunto ¢~1(q) es finito. Por lo tanto, como para todo valor
regular ¢ se tiene que

pe€d (g = (Jac ¢)(p) # 0,
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tiene sentido introducir para cada valor regular ¢ la aplicaciéon dada por:

+1 si (Jac ¢)(p) >0

deg (6,q) = ) ) (4.1)
pest({ap) | —1 si(Jac@)(p) <0

definida para todo ¢ € Sy excepto en los valores no regulares, que es un conjunto de
medida nula (teorema[2.59).

Se puede observar que esta aplicacién relaciona el nimero de contraimagenes
de cada punto regular con su comportamiento respecto a la orientaciéon por medio
del Jacobiano de la aplicacion ¢. Esta aplicacion se conoce como grado local y esta
intimamente relacionada con el grado introducido en la definicion [{.1]

Se define formalmente a continuacion.

Definicién 4.4 (Grado local de una aplicacion entre superficies compactas). Sean
S1 v Sy dos superficies compactas y ¢ : S; — S una aplicacion diferenciable. Si se
denota por R el conjunto de puntos regulares de Sy respecto a ¢, entonces, se define
el grado local de la aplicacién diferenciable ¢ como la aplicaciéon definida en

La conexién entre la aplicacién grado y la aplicacion grado local queda patente
en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.5. Dadas dos superficies compactas y orientadas S; y Ss y una
aplicacion diferenciable ¢ : S7 — S5 entre ellas, sea R C S5 el conjunto de valores
regulares de ¢. Entonces R es abierto, la aplicacién grado local
deg (¢,-) : R C Sy — Z es constante en cada componente conexa de R, integrable
en Sy y se verifica que

ey 6 = /S ey (6,0)dg (4.2)

Demostracion. Aplicando del teorema a ¢ y a la funcién idénticamente igual a
1, ya que 1]|Jac ¢| es integrable por ser S; compacta, se tiene que la funcién n(¢, 1)
(siguiendo la notacién del resultado mencionado) es integrable en S,. Es claro que

|deg (¢,9)| < > 1=n(¢,1)(q) paratodoq€eR,
peé({a))

luego la aplicacién grado local es integrable en Sy (recordemos que Sy \ R es de
medida nula). De hecho se tiene que deg (¢, q) = n(¢, SignJac)(q) para todo ¢ € R,
donde la funcién SignJac: S; — R viene dada por

+1 si (Jac ¢)(p) >0
SignJac(p) = ¢ 0  si(Jac ¢)(p) =0  para todo p € 5.
—1 i (Jac ¢)(p) <0

Una nueva aplicacién del teorema a las aplicaciones ¢ y SignJac : S — R lleva
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a que

/Sz deg (¢,q) = /52 n(¢, SignJac)(q) =

_ /S SignJac(p)|Jac ¢|(p)dp = / (Jac 8)(p)dp = A(Se)deg ¢

St

donde la tltima igualdad se debe a la definicion[4.1 De esta manera queda probada
la igualdad que relaciona las aplicaciones grado y grado local.

Sea N' C S el conjunto de puntos regulares de ¢. N es cerrado (y por tanto compacto
al estar contenido en S7) por ser {p € 51 | dp, # 0} abierto. Dado que ¢ es una
aplicacién continua, ¢(N') es también compacto y por lo tanto R = Sy \ ¢(N) es
abierto.

Veamos que el grado local es localmente constante, y por tanto constante en cada
componente conexa. Sea ¢ € R un punto regular de ¢. Su contraimagen es un
subconjunto finito de S; que se denota por

o' (q) = {p1,- -, px}-

La aplicacion del teorema de las funciones inversas para aplicaciones entre superfi-

cies permite tomar entornos abiertos Uy, ..., Uy de py, ..., pr en Sy (que de hecho se
pueden tomar disjuntos), y entornos Vi, ...,V de g en Sy tales que las restricciones
élu, + Up = V; para todo ¢ = 1,...,k son difeomorfismos. Se prueba a continua-

cién que existe entonces un abierto V. C Sy tal que ¢ € V. C Vin---NVp y
gb_l(V) cUju---ul,.

En efecto, si no existiera, entonces se podria tomar una sucesién {g, }nen de puntos
de Sy que convergen a ¢ y otra sucesion {a,},eny en Sp tales que ¢(a,) = g¢n y
a, €51\ (U3 U---UU). Como Sy es compacta, también lo es Sy \ (U U--- U Ug).
Por lo tanto, existirfa una subsucesion {an, }n,en que convergeria hacia un punto
a € S\ (UpU---UUyg). Sin embargo, esto es imposible, ya que en este caso, dada la
continuidad de la aplicacién ¢, se tendria ¢(a) = ¢, pero esto no es consistente con
el hecho de que todas las contraimagenes de ¢, denotadas por py, ..., p,, pertenecen
alUyU---UU.

Entonces, eligiendo V' conexo y definiendo W; = U; N ¢~ (V) para i = 1,...,k, se
tiene que ¢~ 1(V) = Wi U- - -UW}, donde los W; son disjuntos para todo i = 1,...,k
y élw, : W; — V es difeomorfismo para todo i =1,..., k.

En consecuencia, cada punto de V tiene k contraimégenes por ¢, exactamente las
mismas que ¢, y puesto que W; es conexo para todo i = 1,..., k y no contiene puntos
criticos, se tiene que el Jacobiano tiene signo constante en cada W;. Esto significa

que deg(¢,-) es constante en V' luego es constante en cada componente conexa de
R. O

Observacion 4.6. Sea S es una superficie compacta orientada, sea Sy una super-
ficie compacta y conexa orientada y sea f : S1 — So una aplicacion diferenciable,
entonces, deg (f,y) = deg f para todo y € Sy valor reqular de f.[9], pdg. 28.

El siguiente resultado a probar resulta de crucial importancia para demostrar
la version del teorema de Gauss-Bonnet que se presenta en este trabajo. Antes de
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enunciarlo y demostrarlo se introduce la nocién de dominio reqular como sigue:

Definicién 4.7. Se denomina dominio reqular de R3 a cualquier subconjunto
Q) C R? conexo y acotado tal que su frontera 0 es una superficie compacta no
necesariamente conexa.

Observacion 4.8. En la definicion anterior no se requiere que la frontera de €2 sea
conexa. Por lo tanto, dadas dos superficies compactas y conexas disjuntas tales que
sus dominios interiores verifican o C €y, entonces = )y \Q_g es un dominio
reqular tal que 02 = S1USy. Tomando por ejemplo S1 y Ss dos esferas centradas en
el mismo punto tales que el radio de S7 sea mayor que el de Sy, entonces el dominio
reqular que describen es la corteza esférica que ambas delimitan.

Cabe destacar que el teorema de la divergencia resulta vdlido para este tipo de do-
minios, esto es, si v:Q — R® es un campo vectorial diferenciable entonces

/de'v v= —/8Q<U,N>,

donde la integral en OS2 es la suma de la integral en sus componentes conexas y N
es en cada una de ellas una orientacion interior al dominio ), (que se define de
manera andloga al dominio interior descrito por una superficie, introducido en la

definicion[2.49).

Teorema 4.9. Dado un dominio regular €2 cuya frontera es la unién de k superficies
conexas y compactas disjuntas 92 = Sy U---U Sk, si S’ es otra superficie compacta
y ¢ : Q — 5" es una aplicacion diferenciable, entonces

deg ¢|51 + d@g ¢‘Sk = Oa

donde para el cémputo del grado se toma cualquier orientacién de S’ y para cada una
delas S; 7 =1,..., k, una orientacién tal que todas se correspondan simultaneamente
o bien con la orientacion interior respecto al dominio €2 o bien con la exterior.

Demostracion. Se toma una orientacién cualquiera de S’ mediante una aplicacién
de Gauss N’ : §" — S2. Se define a partir de ella un campo vectorial vy diferenciable
en ) como sigue,

vy = (det (N" 0 ¢, ¢y, ¢.), —det (N0 ¢, ¢, ¢), det (N" 0 ¢, ¢z, y)),

donde los subindices x, y, 2z, como es habitual, denotan las correspondientes derivadas
parciales de ¢(z,vy, z). De la observacion se tiene que la divergencia del campo
Vg es:

| 9 , ) , 9 ,
d“) U¢ = %det(N o ¢7 qbya ¢z) - 8_yd6t(N o ¢7 ¢x7 gbz) + &d6t<N o ¢7 ¢xa gby)

Operando y teniendo en cuenta el teorema de Schwarz de la igualdad de las derivadas
cruzadas se puede comprobar que

div vy = det((N' 0 d)y, by, ¢.) — det (N' 0 @)y, ¢z, @)+ det (N'0 )., du, dy). (4.3)
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Ahora bien, si p € Q, entonces se tiene que

¢o(p) = (do)p(er),  ¢=(p) = (d)p(e2) y  ¢=(p) = (dP)p(es),

siendo {ey, €2, €3} la base estdndar de R?, pertenecen a T, (S’) mientras que, de la
regla de la cadena

d(N' o @), = (AN")4(»)(d¢), para todop e S,

lo cual, dado que (dN’)gy es un endomorfismo en Ty, (S’) (de acuerdo con la
proposicion [2.32), implica que los vectores

(N0 ¢)z,(p) = (AN")g(p) ((dD)p(e:)) para z; = .y, 2

pertenecen también al plano tangente a S” en ¢(p), Ty (S").
En consecuencia, cada uno de los siguientes conjuntos de vectores,

{(N"00)z(p), ¢y (p); 0:(p)}, {(N"00)y(p), ¢u(p), :(p)} ¥ {(N'06):(p), $a(p), dy(p)}

son coplanarios, de modo que los determinantes que aparecen en la relacién (4.3)
son nulos y por lo tanto,
div vy = 0.

Por otra parte, teniendo en cuenta que det (wq,wq, w3) = (wy, ws A ws), se tienen
las siguientes igualdades,

det (vg, €1, €2) = (Vg, €1 A €2) = (g, €3) = det (N' 0 ¢, ¢z, &),
det (vg, e1,e3) = (vg, €1 A eg) = —(vg, e2) = det (N' 0 ¢, ¢y, @),
det (v, ea,€3) = (Vg, €2 N €3) = (vg, €1) = det (N' 0 ¢, ¢y, 4.).
Entonces, las siguientes formas bilineales antisimétricas (pues heredan las propieda-
des del producto vectorial en R?),
R*xR* —R
(4.4)
(U, U) — det (U¢(p)7 u, U)
R¥xR* =R
(u,v) — det (N" 0 $)(p). (d¢),(v), (dd)p(v))

han de ser iguales para todo p € Q, pues coinciden en la base estandar. Aplicando el
teorema de la divergencia sobre el dominio regular € cuya frontera es S; U --- U .S
se tiene que

ég<v¢,N>Z/Sl<v¢,N1)+...+/Sk(v¢,Nk)z—/ﬂdz‘vvqﬁ:o, (4.6)

donde, como se menciona en el enunciado del teorema (y es necesario para la aplica-
ci6én del teorema de la divergencia), se tiene que cada N;, i = 1,. .., k es la orientacién
de S; correspondiente de modo que N, sea interior al dominio €). Si para cada p € S;

(4.5)
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se toma una base B; = {e},e}} ortonormal orientada positivamente respecto a la
orientacién dada por N; del plano tangente 7),(S;), entonces se tiene de la igualdad
de las formas bilineales antisimétricas definidas en (4.4) y (4.5)) que,

(vg, Ni)(p) = (vs(p), €1 A €3) = det (vy(p), €1, €3) =
= det (N0 ¢)(p), (d@)(e1), (dd),(e3))) = (Jac ls,)(p)-

Luego sustituyendo en la relacién (4.6)) se tiene que,

0= A(g’) (/SI(JaC gz5|51)—|—...-|—/5k(<]ac ¢|Sk)) = deg d|s, + -+ + deg d|s,,

tal y como se queria probar. O

Corolario 4.10. Dada una aplicacién diferenciable ¢ : S7 — S5 entre dos superficies
compactas y conexas que puede extenderse de manera diferenciable a la adherencia
21 del dominio interior determinado por S7, entonces deg ¢ = 0.

Demostracion. Basta tener en cuenta que ¢ satisface las condiciones del teorema
anterior considerando como dominio regular el dominio interior €2; determinado por
la superficie conexa y compacta ;. [

Corolario 4.11. Dadas dos superficies S; y S, compactas y conexas tales que
sus dominios interiores verifican Qs C €y, sea Q = Q; \ 2 y ¢ una aplicacién
diferenciable ¢ : 2 — S’ con llegada en otra superficie S’, entonces se tiene que

deg ¢|S1 - deg ¢|527

si se toman orientaciones en S; y Sy tales que ambas sean o bien interiores o bien
exteriores en relacion a sus respectivos dominios interiores 21 y €2s.

Demostracion. El conjunto = Q; \ Q5 es un dominio regular con frontera S; U Sy
como se menciona en la observacidn [{.8 Entonces, la aplicaciéon del teorema [{.9
lleva a que,

deg ¢|S1 + deg ¢|52 =0= deg ¢|S1 = _deg ¢|5’27 (47)

donde para poder aplicar dicho teorema, se impone que ambas orientaciones sean
interiores o exteriores simultaneamente respecto al dominio 2 = \9_2 Para el
caso en que sean interiores, en tanto que por hipotesis 2 C €2, es claro que se tiene
que tomar en 57 la orientacién interior respecto a su dominio interior §2; y la exterior
en Sy respecto su dominio interior €2s.

Para satisfacer las condiciones del enunciado de este corolario se debe entonces
revertir una de las orientaciones que llevan a la igualdad , lo que, como se puede
deducir de la definicidn[{.1] cambia el signo del grado. En consecuencia, de la relacién
se tiene que, tal y como se queria probar, si se toman ambas orientaciones o
bien interiores o bien exteriores (en relacién a sus respectivos dominios interiores)
se consigue la igualdad buscada, deg ¢|s, = deg ¢|g,.

(El argumento es anédlogo en caso de que se tomen ambas orientaciones exteriores
respecto a {2 para la aplicacién del teorema . O
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Recordamos antes de enunciar el siguiente resultado la definicion de su-
perficie paralela.

Lema 4.12. Sea S una superficie. Existe un € > 0 tal que para todo t € (0,¢)
aplicacién F; (descrita en la observacion es un difeomorfismo que conserva la
orientacion.

Demostracion. Sea p € Sy supéngase que F' se define utilizando como orientacion
la interior. En la observacion se prueba que si se toma un e suficientemente
pequeno entonces (dFy)(e;) = (1 — tki(p))e; # 0, para ¢ = 1,2, donde ¢; son las
direcciones principales de T,(.S). De hecho, si este es el caso, se tiene que tener que
1 — tk;(p) > 0 para todo t € (0,¢). Es claro entonces que el plano tangente a S; en
p + tN(p) coincide con el plano tangente a p en S, esto es, Tpiin(p) (St) = T,(9),
luego el vector normal en un punto p + tN(p) de S; ha de coincidir con N(p) o
—N(p) (si N denota la orientacién en Sy, entonces N(p + tN(p)) = £N(p)). Pero
como se elige el vector normal N(p) tal que p+ &N (p) estd en el dominio interior de
S, se tiene que tener que N(p+ tN(p)) = N(p) pues

(p+tN(P)) + EN(p+tNP)) = p+ (t + EN()

esta en el dominio interior de S;.
Por tanto, si {ej,es} es una base ortonormal de direcciones principales orientada
positivamente respecto a la orientacion interior N(p) en T,(5), se tiene que

(Jac Fy)(p) = det ((1 — tky)eq, (1 — tha)ea, N(p + tN(p))) =
= (1 — tk’l)(l — tk’Q)dBt (61, €2, N(p)) >0

por ser todos los términos positivos, luego F; conserva la orientacion. O

Lema 4.13 (Invarianza homotopica del grado). Sean S y S’ dos superficies com-
pactas, conexas y orientadas y sea ¢ : S x [a,b] — S’ una aplicacién diferenciable,
donde [a, b] es un intervalo cerrado de la recta real. Entonces se verifica que

deg ¢q = deg ¢y,

donde ¢, : S — S" vy ¢ : S — S’ son las aplicaciones diferenciables entre S y S’
hométopas a través de ¢.

Demostracion. Sea e > 0 suficientemente pequeno tal que Ny.(S) es un entorno
tubular de S y sea F': S x (—2¢,2¢) — Ny (S) el difeomorfismo asociado donde se
toma el vector normal interior a S. Sea S, la superficie paralela interior (es decir,
a una distancia € respecto a la orientacién interior) de S. Si se denota por € el
dominio interior de S, se tiene que S, C 2 y su dominio interior €2, C §2. Entonces,
=0 \Q_E es un dominio regular en R? con frontera OI' = S U S,.

Se define entonces la aplicacién ¢ : I' — S’ como,

W(F(p,t)) =v(p+tN(p)) =o (p, a+ (b— a)é) para todo p € S, t € [0, €.

Es decir, se tiene el diagrama

45  Capitulo 4. Indice de campos vectoriales y el teorema de Gauss-Bonnet



José Miguel Lendinez Sanchez Trabajo de Fin de Grado

S % [0,e] —=— F(S x[0,€) C Ny
idml lw donde a(t) = a+ (b — a)t/e.
S x [a,b] —2— '

Es claro que v es una aplicacion diferenciable. Aplicando el corolario a s, S,
Y y la superficie S’, se obtiene que

deg V|s = deg v

Se

si se toman las orientaciones interiores en relacion a sus respectivos dominios en S
y en S.. Ademas, de la definicién de la aplicacién v es claro que

Vls=¢a v Vls.=dpo(F)7",

donde F; es la aplicacion que envia S en S.. F, : S — S, que conserva la orientacion
si € es suficientemente pequeno como se prueba en el lema previo. Entonces, se tiene
de la proposicion[4.4 que

deg ¢ = deg (¢p 0 F ') = deg o,

lo cual concluye la demostracién. O

Se utilizan estos resultados para probar un afamado teorema de la teoria de
superficies sumergidas en R3, conocido como teorema de la bola peluda de Brouwer,
que resulta un caso particular (interesante desde el punto de vista divulgativo) del
teorema mas general objetivo de este trabajo.

Teorema 4.14 (De la bola peluda de Brouwer). Todo campo vectorial tangente a
la esfera unidad, v : S — R3, se anula necesariamente en algiin punto de esta.

Demostracion. Se razona por reduccion al absurdo. Se supone que existe un campo
vectorial tangente a S* que se denota por w tal que w(p) # 0 para todo p € S%. Se
define a partir de él un campo vectorial tangente unitario v dado por

v= 2 .§?
|wi
que cumple (v(p),p) = 0 para todo p € S% Se define a partir de v la aplicacién ¢
dada por
¢: S*x [0,71] — S?,

4.8
(p,0) — pcos O + v(p) sinb, (4.8)

la cual es diferenciable. Ademés, ¢o(p) = p = ids2(p) ¥y ¢=(p) = —p = —ids2(p) para
todo p € S?, luego las aplicaciones idg2 y —ids2 son hométopas a través de ella. De
de la invarianza homotopica del grado probada en el lema anterior se tiene que el
grado de ambas aplicaciones ha de ser el mismo para cualquier orientacién de S2.
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Sin embargo, para estas funciones se tiene que el Jacobiano resulta

(Jac (idsz)) (p) = det (e1,e2, N(p)) v (Jac (—idsz)) (p) = det (—e1, —e3, N(=p)),

donde {ej, ez} es una base ortonormal orientada positivamente de T,(S;) respecto
a una aplicacién de Gauss N. Teniendo en cuenta que en la esfera se tiene que
N(—p) = —N(p) se deduce que

(Jac (ids2)) (p) =1 'y (Jac (—idg)) (p) = —1 para todo p € T,(5),
luego es inmediato que
deg (idg2) =1 'y  deg (—ids2) = —1.

Esto es, ambos grados no pueden ser iguales, en contra de lo establecido anterior-
mente. Por lo tanto, se concluye que no existe ningin campo vectorial diferenciable
sin ceros en la esfera unitaria S2. O

A partir de la aplicacion grado se define el indice de un campo vectorial en
un cero aislado como siguiente nocién basica para llegar a abordar la versiéon del
teorema de Gauss-Bonnet que se presenta en este estudio.

4.2. Indice de un campo vectorial en un posible
cero aislado

En primer lugar se introduce el indice de un campo vectorial definido en un
abierto O C R?, para posteriormente extender esta nocién al caso de campos tan-
gentes sobre superficies.

Definicién 4.15 (fndice de un campo vectorial en un posible cero aislado). Sea
O C R? un abierto y v : O — R?® un campo vectorial diferenciable definido en O.

(a) Dado un punto a € O se dice que a es un posible cero aislado de v si existe un
entorno U de a en O tal que v(b) # 0 para todo b € U \ {a}. Se dice que a es
un cero aislado si es un posible cero aislado tal que v(a) = 0.

(b) Para un posible cero aislado a se puede tomar una esfera centrada en a de
radio r > 0 lo suficientemente pequeiio como para que S?(a) C U \ {a}, donde
v no se anula. Entonces, se define el indice de v en a como el valor:

i(v,a) = deg o
|[v]] S2(a)

Proposicién 4.16. Dado un abierto O C R3, sea v : O — R3 un campo vectorial
diferenciable. Se verifican las siguientes propiedades:

(a) El indice de v en un posible cero aislado a no depende del radio r > 0 de la
esfera S?(a) centrada en a y contenida en un entorno punteado U \ {a} donde
v no se anula.
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(b) Si el campo vectorial v no es nulo en un posible cero aislado a, entonces:

i(v,a) =0

Demostracion. (a) Para esta primera aseveracién basta tener en cuenta que dados

dos radios ry > 7 tales que S2 (a), SZ,(a) C U\ {a}, donde U es un entorno de

a tal que v se anula como mucho en a, la corteza esférica que ambas delimitan

Q = B(a,r1)\ B(a, ;) es un dominio que junto con la aplicacién diferenciable
ey 2

verifica las hipdtesis del corolario [{.11]

Como consecuencia de este resultado se tiene entonces que

(b) Es claro que se puede elegir a de forma que la aplicacién descrita en (4.9) se
puede extender de manera diferenciable a todo B(ry, a), por lo que se verifican
en este caso las hip6tesis del corolario [{.10, En consecuencia, se tiene que

i(v,a) = deg O

= 0.
]|

S, (a)

]

Definicién 4.17. Dado un abierto O C R? y un campo vectorial v : O — R3
de modo que v(a) = 0 para algin a € O, se dice que v es un campo vectorial no
degenerado en a si se verifica que la aplicacién diferencial (dv), : R?* — R? es regular,
esto es, si det (dv), # 0 (si a es un punto regular de v). Ademas, se dice que v es no
degenerado si asi lo es en cada uno de sus ceros.

Observaciéon 4.18. En las condiciones de la definicion anterior, st v es no dege-
nerado en uno de sus ceros a € O, entonces, el teorema de las funciones inversas
asequra la existencia de un entorno U de a en O que es difeomorfo a un entorno de
0 en R3. Esto permite asequrar que para todo b € U \ {a} se tiene que v(b) # 0.

Probaremos que cuando un campo vectorial sea no degenerado, el indice en un
cero aislado cualquiera toma los valores +1 o —1. Para ello se introducen previamente
un par de resultados auxiliares.

El primero de ellos, es una observacién que resulta tutil para el cadlculo de indices
de campos vectoriales en posibles ceros aislados:

Observacion 4.19. Dada una superficie compacta S y un campo vectorial diferen-
ciable w : S — R? tal que w(p) # 0 para todo p € S, entonces se tiene que la
aplicacion

s s
[Jwl]
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es diferenciable en S, y por lo tanto tiene sentido considerar su grado. En concreto
se tiene que, para todo v € T,(S),

(d w > (U)ZH%(dw)p(v)—cw(p), (4.10)

[Jwl] ()|

donde
() ) w) g

[lw(p)]?

De esta manera, tomando una base ortonormal {ey,es} orientada positivamente y
observando que el vector w(p)/||w(p)|| es el vector normal unitario exterior de S*
en el punto ¢ = w(p)/||w(p)|| € S?, se verifica que,

w 1
(0 70 ) ) = et (@oyfen). (Al (en) ()

ya que los términos que se corresponden con —cw(p) que aparecen en no
contribuyen al cdalculo del determinante en tanto que se anulan por ser proporcionales

a w(p).
En conclusion, se tiene para el grado del campo vectorial normalizado asociado a w,

w 1 1
e (m) T / T 46t ([@)s(en). (dw)y(ea), w(p)dp,

Lema 4.20. Dada una matriz A regular de dimensién 3, la aplicacién ¢ : S* — S?
dada por ¢(p) = Ap/||Ap|| es un difeomorfismo. Ademas se verifica que

1 47

- dp=—" 411
o AP~ Taet A (4.11)

Demostracion. La aplicacién ¢ es diferenciable por ser la restriccion a la esfera
unidad de una aplicacién diferenciable en R3\ {0}. De hecho, es un difeomorfismo
de inversa 1 dada por

A= lp

v(p) = m para todo p € S%.

Teniendo en cuenta que para todo p € S? yuUE TP(S ) se tiene que

Av_ cAp donde ¢ = (Ap, Av)
|| Apl]

con argumentos andlogos a los de la observacion se llega a

A e R,
|| Apl[?

(do)p(v) =

_|det Al
|| Apl*”

|Jac ¢|(p) |det (Aeq, Aey, Ap)|

1
|| Aplf?

para una base {e1, e} ortonormal de T),(S?) y teniendo en cuenta que si se completa
con p, unitario y ortogonal en p € S?, se tiene una base ortonormal de R3.
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Para concluir basta entonces tener en cuenta que por el teorema del cambio de
variable para la integracion en superficies, mediante el difeomorfismo ¢ se tiene que

1
47T=/1dp:/ Jac ¢|(p)dp = detA/—dp,
o 7 Voc AN =0 AL | T

de donde se concluye inmediatamente la relacién (4.11)) buscada. ]

Proposicién 4.21. Sea O C R? un abierto y v : O — R3 un campo vectorial no
degenerado. El indice i(v, a) del campo en cualquiera de sus ceros a € O es +1 6 —1
dependiendo de si (dv), : R?* — R3 conserva o revierte la orientaciéon de R3.

Demostracion. Sea a un cero aislado de v y r > 0 un ntimero real suficientemente
pequenio de modo que S?(a) es una esfera centrada en a contenida en O tal que v
solo se anula en a en el interior de la bola que esta delimita (cuya existencia puede

asegurarse en virtud de la observacidn[§.18). A partir de la observacidn[{.19es claro
que el indice i(v,a) de v en a puede escribirse como

: v
i(v,a) = deg ol

1 / 1
= - s det ((dv)y(er), (dv)p(e2), v(p))dp,

2 17 Jox OO g v

donde {ey,es} es una base ortonormal orientada positivamente del plano T,(S?(a))

respecto a la normal exterior.

Considerando el difeomorfismo ¢ : S* — S2(a) dado por ¥(p) = a + rp, cuyo
jacobiano es 72, se tiene del teorema del cambio de variables para la integracién en

superficies (observacion[3.18, (e)) que

1 r H3 det ((dv)a+rp(el)7 (dv)a—i-rp(e?)v U(CL + Tp))dp

(v, ) = Am s2 |[v(a + rp)

Como v(a) = 0 y el campo es no degenerado, se tiene que

1o V@ p) — v(a)
r—0 r

= (dv).(p) #0 para todo p € S*.

Esto es, el integrando anterior converge puntualmente hacia la funcién de S? en R
dada por

pr— ||3det ((dv)a(er), (dv)a(es), (dv)a(p)) = det(dv),

1
[(dv)a(p) l(@v)a(p)IF

A partir del teorema de continuidad de las integrales paramétricas se tiene que

_ det(dv), 1

i©a) == Jo T wF P
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Y se concluye aplicando la ecuacién (4.11)) a la aplicacién lineal dada por (dv),

(v.a) = det (dv), 4w
=Ty |det (dv),|

= +1 dependiendo del signo de det (dv),.

]

Ejemplo 4.22. Sea v : V — R? un campo vectorial en R? cuyos ceros son todos
aislados. El campo v x id : V; x R — R? verifica en un punto g € Vi, de acuerdo con
la observacidn [{.6, que para un r > 0,

SE(QD))

v X id
—d B
“ <||v><id||

v X id
[lv x id]|

i(v xid, (q,0)) = deg (

)

SH(q)

(1,0,0) | = deg ——
$2(4,0) [[v]]

suponiendo sin pérdida de generalidad que el campo normalizado tiene como va-
lor regular el (1,0,0). El grado que aparece en el dltimo término se corresponde
con la definicién habitual de grado para una funcién f : Sl(q) — S! y la tltima
igualdad se debe al hecho de que los términos que relaciona estan determinados
por las contraiméagenes por ambos campos en el punto considerado, que puesto que
(v xid)(p,t) = (a,0) =t = 0= (p,t) € S}(q), han de coincidir.

Definicién 4.23. Sea v : S — R3 un campo vectorial tangente (ver definicion |3.37)
en una superficie S orientada por un campo N. Un punto a € S se denomina posible
cero aislado de v si existe un entorno U de a en S tal que v(b) # 0 para todo

be U\ {a}. Se dice que a es un cero aislado si es un posible cero aislado tal que
v(a) = 0.

Para un posible cero aislado a € S se puede tomar una bola B, (a) suficiente-
mente pequena tal que esté contenida en un entorno tubular de U. Se define entonces
un nuevo campo vectorial w, en el subconjunto abierto B,(a) C R® como

wy(F(p,t)) = w,(p+tN(p)) =v(p) + tN(p) paratodop e UNB,.(a), (4.12)

donde F es la aplicacién descrita en (3.1). El campo w, : B,(a) — R? es diferenciable
y en caso de anularse en algiin punto lo hace en a.

Definicién 4.24 (fndice de un campo vectorial tangente a una superficie en un
posible cero aislado). Siguiendo la notacién de la definicion y del comentario
previo, se define el indice de un campo vectorial tangente a una superficie S orientada
por un campo N en un posible cero aislado a como

i(v,a) = i(w,,a),

donde i(w,,a) responde a la definicion para el indice de un campo vectorial
definido en un abierto de R3 en un posible cero aislado.
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Ademas, se dice que el campo v es no-degenerado en el punto a si la aplicacion (dv),
es regular. Si v es no-degenerado en todos sus posibles ceros aislados, entonces se
dice que v es un campo no-degenerado.

Como se define el indice de un campo vectorial tangente a una superficie a
partir del indice de un campo definido en un abierto O C R3, se pueden extender
de manera natural los resultados obtenidos para este tltimo al caso que ahora se
presenta.

De esta manera se tiene que el indice de un campo vectorial tangente a una
superficie S en un posible cero aislado no depende del radio r de la bola B,.(a) C U
elegido en la definicién (proposicion (a)).

La afirmacién (b) de la misma proposicién se deriva también de forma inme-
diata para el caso de un campo vectorial tangente a una superficie S y su indice en
un punto a € S con v(a) # 0 pero tal que existe un entorno U C S tal que v no se
anula en U.

Siguiendo estas ideas, se prueba a continuacion el analogo a la proposicion

21

Proposicién 4.25. Sea v : S — R3 un campo vectorial tangente a una superficie
orientada S. Sea p € S tal que v(p) = 0. Entonces, (dv), es un endomorfismo en
T,(S). Si ademds el campo es no-degenerado en p, entonces p es un cero aislado de
vy el indice i(v,p) es +1 6 —1 de acuerdo con el signo de det (dv),.

Demostracion. Sea N : S — S? la aplicacién de Gauss en S que define su orientacion.
Para u € T,(S) se toma una curva « : (—e,e) — S tal que o(0) =py o/(0) =u y
entonces se tiene que, al ser v o a(t) tangente a S para todo t € (—e¢, €),

d

0=2| _((Noa)t),(woa)t) = (N(p), (dv),(w)).

Luego (dv),(u) es ortogonal a N(p) para todo u € T,(5), esto es,
(dv),(T,(5)) C T,(5),

es decir, se puede entender la aplicacién (dv), como un endomorfismo en 7),(.5).
Por otra parte, si (dv), es regular se verifica que puesto que se tiene la igualdad

Wy B, (p)ns = V|B,(p)ns (donde w, es la aplicacién definida en la definicion |4.24)), se
tiene que

(dwy)p|T,(5) = (dv)p (4.13)

y ademas, derivando respecto a t en £t = 0 en la expresion
wy(p+tN(p)) = v(p) + N (p)
y aplicando la regla de la cadena se tiene que
(dwo),(N(p)) = N(p). (4.14)

De las relaciones (4.13)) y (4.14]), tomando una base ortonormal orientada positiva-
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mente {e, e2} de T,,(S) con respecto a N(p) se tiene que

det (dw,), = det ((dw,),(e1), (dw,),(e2), N(p)) =
= det ((dv),(e1), (dv),(e2)) = det ((dv),). (4.15)

Esta igualdad indica que v es degenerado en un cero aislado p si y solo si w, es
degenerado en el mismo punto p, por lo que, aplicando la proposicion se llega a

+1 si(det (dv),) >0

i(v,p) = i(wvap) = )
—1 si (det (dv),) <0

tal y como se queria demostrar. O

Corolario 4.26. Sea v : S — R? un campo vectorial tangente a una superficie S
compacta y orientada. Si v es no degenerado, entonces tiene un nimero finito de
ceros, son todos aislados, y se verifica que

Z i(v,p) € Z.

peS

Demostracion. Basta tener en cuenta que de la compacidad de S y de la regularidad
de (dv), en los ceros de v en S se puede deducir, como en la proposicion |3.31, que
el nimero de ceros de v en p es finito. Ademas, de la proposiciéon anterior se tiene
que en cada uno de estos ceros el indice toma un valor entero, lo cual prueba que la
suma de los indices en los ceros aislados ha de ser un entero. O]

Ejemplo 4.27 (Campos conformes en la esfera). Dado un campo unitario a € R?,
se define una aplicacién diferenciable a” : S — R3 dada por a®(p) = a — (a,p)p.

Figura 4.1: Campo conforme a’ en la esfera unidad.
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Es claro que para todo p € S? se tiene que (a’(p),p) = 0 esto es, a’ es un campo
tangente a la esfera unidad. Ademds, es inmediato que a’(a) = a’(—a) = 0, es
decir, a y —a son ceros de a”.
De la definicién del campo a”

(daT)p(v) = —{(a,v)p — {(a,p)v,

se tiene que, si p € S* y v € T,,(S?), entonces

y se tienen para los dos ceros a y —a de a® que (da®),(v) = —v y (da®)_o(v) = v
para todo v € T,(S?) = T_,(S?), luego ambas aplicaciones lineales (da’), y (da’)_,
conservan la orientacién. En consecuencia, el campo a’ es no degenerado y en virtud

de la proposicién se tiene que
i(a’,a) =1 y i(a’, —a) =1

luego la suma de los indices de los ceros del campo a’ en la esfera es exactamente
2.

En este punto se tienen todos los ingredientes para enunciar y demostrar la
version del teorema de Gauss-Bonnet que se presenta en este estudio.

4.3. El Teorema de Gauss-Bonnet

Teorema 4.28 (Teorema de Gauss-Bonnet). Dada una superficie S compacta su-
mergida en R y un campo v : S — R3 cuyos ceros son todos aislados, entonces

/S K(p)dp =273 i0,). (4.16)

peS

donde K es la curvatura de Gauss de la superficie S.

Demostracion. Como se viene haciendo en este capitulo, dado que ambos términos
de la relacién (4.16|) son aditivos respecto a las componentes conexas de la superficie
en cuestion, basta demostrar la proposicion para una superficie S conexa.

Para comenzar, como la superficie S es compacta, se deduce del corolario que
el nimero de ceros de v es finito, y se denotan por {a,...,a;} con k € Z.

Se considera en S la orientacién interior. Sea € > 0 tal que Ny(S) es un entorno
tubular de S. Si se consideran las superficies paralelas S, y S_, (respecto a la normal
interior de ), es claro que el dominio Q5. = Q_, — Q., siendo Q_, y Q. los dominios
interiores descritos por S_. y S, respectivamente, es un dominio regular (observacion

. De hecho, es inmediato a partir de la definicién de F' (3.1]) que
Qo = F(S % (—¢€,€)).

Si para cada uno de los ceros aislados de v en S se toma una bola en R3 de radio 7;
centrada en a; tal que B, (a;) C R?, de modo que B, (a;) N B, (a;) = 0 para i # j
y que verifiquen B, (a;) C Qq parai=1,...,k, se tiene que

Q= Qo \ (B, (a1) U---U B, (ax))
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es un dominio regular de frontera 9Q = S_ U S US? (a1) U ---US? (ax).

Dado que la aplicacién F' : S x (—2¢,2¢) — No(S) es un difeomorfismo, tiene sentido
definir el campo vectorial w (andlogo al descrito en la ecuacién (4.12))) dado por

w(F(p,t)) =w(p+tN(p)) =v(p) +tN(p) paratodo (p,t) € S x (—2¢,2e),

cuyos ceros coinciden exactamente con los de v.. Por lo tanto, dado que el dominio
Q) evita dichos ceros (pues se encuentran en el interior de las bolas introducidas
anteriormente, que se eliminan del dominio) tiene sentido definir la aplicacién

ng:—w 0 — S?

[[wl]

y en virtud del teorema[{.9 se tiene que

b w
>y
— 7wl

donde se toman para el computo de los grados las orientaciones interiores respecto a
(2 en todas las superficies involucradas. Es claro que las orientaciones de las esferas
centradas en los ceros a; con ¢ = 1,...,k, para ser interiores al dominio €2, han
de ser las respectivas orientaciones exteriores de dichas esferas y lo mismo ocurre
para S, respecto a su dominio interior €).. Para S_. la orientacién considerada se
corresponde con la normal interior a su dominio interior €)_.. Por lo tanto, si los
grados de la relacion (4.17) se toman de acuerdo con la normal exterior respecto
a los dominios interiores determinados por las superficies compactas que forman la
frontera 0€), hay que cambiar la orientacion en S, y se obtiene

—l—degi

+ deg
5. [|w]]

$2, (a:) ||wl|

— 0, (4.17)
S€

(4.18)

82 (as) lwlls_. [lwl] s,
Ahora bien, se puede observar directamente de la definiciéon del campo w que, para

todo & € (—2¢, 2¢) se verifica que
wls, =vo Fy '+ EN o = (v+EN)o F

donde la aplicacién F¢ : S — S, como se prueba en el lema[4.13, es un difeomorfismo
que preserva la orientacion. Por tanto, en virtud de la proposicion , (c) se tiene

que
w v+EN
deg ——=| =deg ——— para todo £ € (—2¢,2¢) \ {0}
[lwll]s, |lv 4+ &EN]
donde se quita el 0 para asegurar que w y v+¢&N no se anulen en Se. Con el objetivo
de calcular el grado que aparece en la derecha de la expresién anterior, se acude a la
invarianza del grado bajo homotopias (lema|4.15). Para ello, dado que no se puede
operar en 0, se tienen los siguientes casos en virtud del signo de &.
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En primer lugar, si £ > 0 se tiene que la aplicacién ¢ : S x [0,1/¢] — S* dada por

_ N(p) +to(p)
||V (p) + tv(p)]

es una homotopia diferenciable entre ¢y = N (por ser unitario) y la aplicacién
P17e = (v+EN)/||Jv + EN]|, de donde se tiene que

o(p, 1)

v+ EN

——= =deqg N s1 &> 0. 4.19
Toreny : (4.19)

deg

Por otra parte, si £ < 0 se tiene que la aplicacién ¢ : S x [1/£,0] — S? dada por

_ N(p) +tv(p)
[IN(p) + to(p)]|

es una homotopia diferenciable entre ¢y = —N (por ser unitario) y la aplicacién
V17e = (v +EN)/|Jv + €N, de donde se deduce que

Y(p,t) =

deg 5 =deg (—N) s1£<0. (4.20)

Por lo tanto, en virtud del ejemplo [4.3 se tiene que

-
= — | K(p)dp.
ey ()

= —deg 2

w
deg —
5. [|w]]

[|wl]

Sustituyendo en (4.18]),

k

= Zi(v,ai),

donde la ultima igualdad se debe a la propia definicién del indice de un campo
tangente a una superficie en un cero aislado, lo cual concluye la demostracién. [

k
1 w
— [ K(p)dp= " deg —
o /. (p)dp ;1 9 Tl

§2, (i)

Corolario 4.29. Sea S una superficie compacta en R* y v : § — R3 un campo
tangente cuyos ceros son todos aislados. La suma

> i(v,p)

peS

no depende del campo v tangente a S.

Demostracion. La curvatura de Gauss de la superficie es independiente del campo
v. Basta aplicar la relacion (4.16)). O
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4.4. El indice en coordenadas locales

Vamos a abordar en esta seccién la forma clasica de definicién del indice de
un campo en un punto, utilizando cartas locales.

En primer lugar, para un campo diferenciable w : V C R" — R", donde
n = 2,3y V es un abierto, si vg € V' es un cero aislado, existe un r > 0 tal que
w|S¢_1(v0) no se anula en ningtin punto y entonces se define el indice de w en p como

i(w,vg) = deg o , donde v
[l gz (0

: S:}_l(vo) — St
[w]]

Si n = 3 la definicién del grado es la de la definicion y sin = 2 el grado
se corresponde con la definicién habitual para una aplicacién f : S! — S que es la
imagen por el homomorfismo inducido f, : m1(S!) — 71(S*) del generador de 7(S?),
esto es, el lazo que da una vuelta completa a la circunferencia en sentido antihorario.

Para definir el indice de un campo tangente a una superficie se considera la
siguiente situacién. Si se tiene un difeomorfismo ¢ : S; — S, entre superficies en R3
y un campo tangente v : S; — R3, se puede definir el campo v? : S, — R? por

v?(q) = dog1(9)(v(¢7' (@) donde v(¢7(q)) € Ty1()(Sh), (4.21)

que es un campo tangente a Sy y se prueba que es diferenciable sin mas que calcular
su expresion en coordenadas locales.
A partir de esta idea se da la definiciéon buscada:

Definicién 4.30. Sea S una superficie. Si ¢ : U € S — V C R? es una carta locall]
en un punto p € S y v : U — R? un campo tangente, se define el indice de v en p
como

i(v,p) = i(v?, ¢(p)),
donde v? es el campo v? : V — R? definido en (4.21)).
Para ver que la definicion es consistente basta comprobar que el indice de

v en p no depende de la carta local elegida. Ahora bien, dadas dos cartas locales

dp:UCS—VCR*yy:UcCS—WCR?

v
o
U /w waw—l
w

es inmediato que v?® = (U”)@Wl a partir de la regla de la cadena, por lo tanto, basta
probar que dado un difeomorfismo f : W — V entre abiertos de R? y un campo
w: W — R?, entonces

i(w,p) =i(w’, f(p)) (4.22)

Para ello, se introduce la siguiente definicion:

! Nos referiremos en esta seccién a las cartas locales de esta manera, definidas de S en R?, para
alinearnos con las definiciones habituales de la bibliografia referente a este dmbito. Para ajustarlo
a nuestra definicién bastarfa tomar z = ¢~ ' : VCRZ U C S.
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Definicién 4.31. Sean XY abiertos de R". Dos difeomorfismos
f,g + X — Y se dice que son isétopos si existe una homotopia diferenciable
F: Xx[0,1] = Y de f en g tal que para todo t € [0, 1], la aplicacién F; : X — Fy(X)
es un difeomorfismo (F;(X) es un abierto de R").

Se prueban los siguientes lemas auxiliares:

Lema 4.32. Toda aplicacion lineal L : R® — R"™ con determinante positivo es
isotopa a la identidad.

Demostracion. Se supone conocido el hecho de que dadas dos matrices con determi-
nante positivo, siempre hay un camino diferenciable que las une (ver [10], pag. 48,
ej. 31), es decir, que el subespacio H = {M € M, (R) | det (M) > 0} de GL(n,R)
es conexo por caminos diferenciables.

Sea L : R™ — R™ una aplicacién lineal tal que L(z) = Az para todo = € R™, donde
A € H. Existe entonces, en virtud del comentario anterior, un camino diferenciable
a: I — H tal que a(0) = idgn y (1) = A. Se considera entonces la aplicacién

F:R"x ] —R",
(a,t) — (a(t))(a),

que es diferenciable por serlo a y, puesto que det a(t) # 0, F; es un difeomorfismo
para todo t. Ademas, es claro que Fy = idg» y F} = L, lo que permite concluir que
L e idgn son isétopas. O]

Lema 4.33. Todo difeomorfismo f : U — R", donde U es un abierto convexo de
R"™, que preserve la orientacion es isétopo a la identidad.

Demostracion. Se prueba en primer lugar que f y (df)o son isétopas.

Se puede suponer sin pérdida de generalidad que f(0) = 0. La diferencial de f en
0 se puede escribir como (df )o(z) = lim;—,o f(tz)/t. Se define entonces la siguiente
aplicacion,

F(z,t)= f(te)/t si0<t<1,
F:U x[0,1] - R" dada por ,
F(x,0) = (df )o(x)

(donde no hay problemas de definicién pues U es convexo) que es una homotopia
entre los difeomorfismos fy (df )o(x). Ademas, de la definicién de F es claro que F} es
un difeomorfismo para todo t. En consecuencia, basta probar que F' es diferenciable
para deducir que f es isétopa a (df)o.

Por ser f diferenciable y f(0) = 0, se tiene en un entorno de 0 que

fz) = 2191(x) + - + Tngn(),
donde g1, ..., g, son las correspondientes aplicaciones diferenciables. Por tanto
F(z,t) = x1g1(tx) + - - - + zpg, (L)

para todo t € [0, 1], luego F es diferenciable y por lo tanto f y (df)o son is6topas.
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Para concluir basta aplicar el lema anterior a (df)p, cuyo determinante es
positivo por conservar f la orientacion, y tener en cuenta que ser isoétopos es una
relacion de equivalencia. O

Se prueba en primer lugar el resultado buscado para abiertos de R?, donde v?
se corresponde con el andlogo a la definicion dada en (4.21)).

Lema 4.34. Sea ¢ : O — O’ un difeomorfismo entre abiertos de R3, donde O es
ademas convexo. Entonces, si v es un campo vectorial definido en O y p es uno de
sus ceros aislados, se tiene que:

i(v,p) = i(v?, ¢(p))

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se tomap=0€ Oy ¢(0) =0 € O'. En
primer lugar se prueba el caso en que ¢ preserve la orientacion.

De acuerdo con el lemalf.33, ¢ es is6topo a la identidad, esto es, existe una aplicacién
F: 0 x I — R3 tal que, tomando como es habitual F;(p) = F(p,t), verifica:

- FOZZdyF1:¢7

» Para todo ¢ se tiene que Fy : O — F}(O), donde F;(O) es abierto de R3, es un
difeomorfismo

» Para todo ¢ se tiene que F;(0) =0

Sea v : O — R?® un campo con un posible cero aislado en un punto p, y sea
v? = dpovo@p ! el campo asociado en O'. Para cada t se tiene en F;(O) el campo

vt:th:dFtOUOFfl,convozvyvlzv‘b

Si v no se anula en O \ {0}, entonces v; no se anula en Fi(O) \ F;(0) = F;(O) \ {0},
luego existe un r > 0 tal que S? C F;(O). De hecho, se puede suponer este r comtin
a todos los F;(O) pues como I es compacto, la funcién continua

t— 17, =d(0,R*\ F,(0)) >0,

alcanza el minimo que es, por tanto, mayor que cero. En este caso se puede definir
la aplicaciéon
SEx I — S
t
(p,t) — (p),
[|v*]]

que es diferenfiable por las propiedades de diferenciabilidad de todo lo anterior y es
una homotopfa entre v/||v|| y v?/|[v?|], luego ambas han de tener el mismo grado
en virtud del lema y por tanto i(v,0) = i(v?,0).

Para el caso en que el difeomorfismo revierta la orientacion basta considerar el caso
especial de una reflexién p, pues cualquier difeomorfismo que revierte la orientacion
puede componerse con alguna reflexién adecuada para que asi la conserve. En este
caso se tiene que al ser una aplicacién lineal, v = powv o p~! y es evidente de la
propiedad (c) de la proposicion que el grado de v?/||v”|| en la esfera unidad es
idéntico al de v/||v|]. O
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Basta acudir al ejemplo para concluir el resultado para abiertos de R2.

Por tanto, la definicidn[{.30 es consistente y reduce el cdlculo del indice a cartas
locales. Para ello, se acude al calculo en coordenadas como se indica a continuacién.

Sea S una superficie compacta y orientada, p € S un puntodeellay v : S — R3?
un campo vectorial tangente. Sea ¢ : U C S — ¢(U) C R?, una carta local en p.
Puesto que para todo p € U, v(p) € T,,(S), en las coordenadas {gul }, donde

<u17u2) = gb(p) y gul (dgb ) (u1,u2) ( ) se tiene que

’8u2|

donde las funciones vy, vy : U — R son diferenciables (ver [5], pdg. 12). Entonces el
campo v? : ¢(U) — R? de (4.21)) resulta, en las coordenadas (uy,us),

v (U, ) = (dY) 1w ) (V(97 (11, u2))) = ((v1 0 ¢~ (ur, ua), (va 0 ¢~")(us, up)).

Se presenta el siguiente diagrama auxiliar, que ayuda a entender la construccién del
campo v?.

pelUcS — 4 R?
o]
pU)CR2 — 2  R?

Entonces, para calcular indices i(v, p), se calcula el del campo v? en ¢(p), donde
podemos suponer ¢(p) = 0. Esto, en definitiva, se trata de considerar la aplicacién

f= ;S - s
[v?]]

donde v? : ¢(U) — R? tiene componentes (v; 01, vy0¢~ 1) y calcular su grado, , es
decir, la imagen por el homomorfismo inducido f, : m(S}) — m(S!) del generador
[a] de m1(S!), donde « consiste en dar una vuelta completa en sentido antihorario
en S}.

Concretamente existe una unica aplicacién continua 6 : [0,1] — R tal que
f(re?™it) = e2m0(t) y 0(0) = 0, y entonces deg f = 0(1), es decir, el grado de f coincide
con el “numero de vueltas que f da a la circunferencia en sentido antihorario”.

Ejemplo 4.35. Para f : S! — S! dado por f(p) = p se tiene o(t) = t, luego
deg f =0(1) = 1y es claro a partir de la figura que coincide con que el campo f
definido en S! da una vuelta a la circunferencia unidad (en la figura, que aparece en
la siguiente péagina, el médulo de los vectores no estéd a escala, solo es representativa
su direccién y sentido).
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00

Figura 4.2: Célculo del indice para una funcién f =id : S' — S', deg f =1

Se adjuntan dos imagenes mas que ilustran el célculo del indice para campos
f: St — S! de diferente naturaleza.

HC

Figura 4.3: Célculo del indice para un campo f; : S' — S, deg f = —1.

9

Figura 4.4: Célculo del indice para un campo fs3: S' — S, deg f = 1.
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Capitulo 5

El Teorema de Poincaré-Hopf

Como parte final del trabajo demostraremos el teorema de Poincaré-Hopf para
superficies en R3. Para ello, es necesario, en primer lugar, introducir la caracteristica
de Euler Poincaré.

De entre las diversas formas de introducir la caracteristica de Euler-Poincaré,
se escoge la basada en grupos de homologia simplicial. Los grupos de homologia
consisten, grosso modo, en secuencias de grupos abelianos asociados a ciertos espa-
cios que permiten estudiar la existencia de homeomorfismos entre ellos en términos
de isomorfismos de grupos. Por tanto, se presentan en este capitulo los conceptos
(pertenecientes al campo de la topologia algebraica) necesarios para definir la ca-
racteristica de Euler-Poincaré de esta manera sin apenas demostraciones.

En la seccion se introducen las definiciones y notaciénes basicas referentes
a simplices en R"™, para en la seccion definir los grupos de homologia simplicial.

Posteriormente se introduce la caracteristica de Euler-Poincaré y se prueba su
invarianza topologica (seccién a partir de la invarianza topologica de los grupos
de homologia, resultado que nos limitamos a enunciar.

Una vez se dispone de estas herramientas topoldgicas, las trasladamos al campo
de la geometria de superficies a partir del teorema de existencia de triangulaciones,
en la seccion [5.4} Esto, junto con la prueba del apartado anterior, permite dar una
definicion consistente de la caracteristica de Euler Poincaré de superficies compactas.

En base a esta definicién, se indica en la seccion la existencia de un campo
tangente a una superficie cuya suma de indices en sus ceros aislados resulte exacta-
mente la caracteristica de Euler-Poincaré, el cual se utiliza como tltimo ingrediente
necesario para concluir la idea de demostracién del teorema de Poincaré-Hopf en la
seccion

Se toma como referencia principal en la elaboracién de este capitulo [I1], mien-
tras que los abundantes resultados pertenecientes a la teoria de grupos que aqui
aparecen pueden consultarse en [12].
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5.1. Simplices en R". Complejos simpliciales

Definicién 5.1. Dado un conjunto {vg, vy, ...,v,} de m + 1 puntos afinmente in-
dependientes en R" (m < n), se define el m-simplice ™ engendrado por vy, ..., Uy,
como la envolvente convexa de los puntos vy, ..., v, es decir,

o ={zr = Z)‘ivi | A\; > 0 para todo 1, Z)‘i =1}.
=0

Notacién 5.2. En el caso de la definicion anterior, para dejar claro cuales son los

puntos generadores del simplice ™ se puede utilizar (sea v = {vg,...,vm}),
m m m
o™ =0"(v)=0c"{vo,...,0m}).
Los puntos vy, ...,v, se denominan vértices de ¢™ y el nimero m se denomi-
05 y Ym

na dimension de o™. Cualquier simplice engendrado por un subconjunto de v se
denomina cara de o™.

En cuanto a su dimension, los simplices 0° se denominan también vértices, los o'
se denominan segmentos y los o2, tridngulos.

Definicién 5.3. Un complejo simplicial K es una familia (no necesariamente finita)
de simplices en R"™ tal que:

(1) Toda cara de un simplice de K estd en K.
(2) La interseccién de dos simplices de K es una cara de cada uno de ellos.

Definicién 5.4. Se define el poliedro de un complejo simplicial K como el subcon-
junto | K| C R™ dado por la unién de los simplices de K.

Considerando cada simplice como un espacio topoldgico con la topologia indu-
cida (topologia de subespacio), se define una topologia en | K| considerando que un
subconjunto C' de |K| es cerrado en |K| si AN o es cerrado en o para todo o € K.
| K| se denomina poliedro de K. En el caso en que K sea finito, esta topologia es
exactamente la de subespacio en R".

5.2. Cadenas y grupos de homologia

Para definir los grupos de homologia es necesario en primer lugar introducir la
idea de orientacion de un simplice.

Definicién 5.5. Sea o”({vy,...,v,}) un simplice. Dadas dos ordenaciones de sus
vértices, (Vig, ..., v,) ¥ (Vjs---,;,), se dice que estan relacionadas si la diferencia
entre ellas es una permutaciéon par.

Proposicion 5.6. La relacién de la definicion es de equivalencia. Ademas, para
un simplice o de dimension dim o > 0 existen dos clases de equivalencia tinicas.
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Definicién 5.7. Sea ¢ un simplice de dimensién dim o > 0. Cada una de las dos
clases de equivalencia de la proposicién se denomina orientacion (en el caso en que
dim o = 0, se tiene una sola ordenacién posible y por lo tanto una tinica orientacion).

Un simplice orientado es un simplice o?({vo, ..., v,}) junto con una orientacién. Si
la orientacién fuese la dada por una ordenacién (vo,...,v,), se denota el simplice
orientado por [vo, ..., Up).

Notacion 5.8. Cuando el contexto lo permita, se utilizard o para denotar un simpli-
ce orientado y —o para denotar el mismo simplice equipado con la otra orientacion
posible.

Definicién 5.9. Sea K un complejo simplicial. Una p-cadena en K es una
funcién ¢ definida en el conjunto de p-simplices orientados de K en Z que verifi-
ca:

(1) ¢(o) = —c(0’) si o y o representan orientaciones distintas del mismo simplice.

(2) ¢(o) = 0 para todo p-simplice orientado o excepto para un nimero finito de
ellos.

Definiendo la suma de cadenas como (c+ ')(0) = ¢(0) + ¢(0) € Z se tiene que las
p-cadenas presentan una estructura de grupo abeliano, denotado por C,(K). Este se
denomina grupo de p-cadenas orientadas de K. Para p < 0 6 p > dim K, se denota
por C,(K) al grupo trivial.

Definicién 5.10. Dado un simplice orientado o, la cadena elemental ¢ asociada a
o se define a partir de las tres siguientes propiedades:

(3) ¢(1) = 0 para todos los deméds simplices orientados 7.
La cadena elemental asociada a un p-simplice orientado o se denota por c,.

Proposicién 5.11. C,(K) es el grupo abeliano libre de base el conjunto de cadenas
elementales asociadas a los p-simplices de K dotando a cada uno de ellos de una
orientacion.

Demostracion. Se elige una orientacién de cada p-simplice de K. Dada una p-cadena
cualquiera ¢, dado que ¢(o) = 0 salvo un nimero finito de veces, tomando las cadenas
elementales ¢,, de los simplices para los cuales c¢(oy) # 0 es claro que ¢ se puede
escribir como (la suma es finita y por lo tanto estd bien definida):

c= E NiCo,,
k

donde la expresion es cierta <= ny = ¢(0y), y por tanto es unica.
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Por otra parte, no es dificil comprobar que una definicién de ¢ de este tipo verifica
las propiedades (1) y (2) expresadas en la definicion ya que, en primer lugar, ¢
verifica para todo oy que si ¢(oy) = ny, entonces

c(—or) = ey, (—ok) = —ng.

Ademas, ¢(o) = 0 para todos los simplices o tales que nj, = 0, es decir, solo es
no-nula para un nimero finito de ellos. Esto concluye la prueba. O

Se puede ahora introducir el operador borde a partir de su definicién sobre los
elementos de la base dada para C,(K):

Definicién 5.12. Sea K un complejo simplicial. Sea 0 < p € Zy 0 = [vg, ...,V
un p-simplice orientado. Se define el operador borde como el tinico homomorfismo
de grupos 0, : C,(K) — C,_1(K) dado por

Donde ; significa que el vértice v; se elimina de los que generan el simplice (y por
lo tanto de la ordenacién).

Observacion 5.13. Una cuenta pesada pero elemental prueba que en efecto, con la
definicion anterior, se tiene que Opc, € Cp(K).

Proposicién 5.14. Siguiendo la notaciéon anterior, se tiene que
8p_1 o 8p = 0.

Esta udltima proposicion permite introducir los grupos de homologia como si-
gue:

Definicién 5.15. El niicleo de 0, : C,(K) — C,_1(K) se denomina grupo de p-
ciclos y se denota por Z,(K). La imagen de 0,41 : Cpy1(K) — C,(K) es el subgrupo
de p-bordes y se denota por B,(K). En virtud de la proposicién anterior, cada p-borde
resulta ser un p-ciclo, esto es, B,(K) C Z,(K), de manera que se puede definir

HP(K) = Zp(K>/Bp(K)a
que recibe el nombre de p-ésimo grupo de homologia simplicial de K.

Observacion 5.16. Si K es un complejo simplicial finito, entonces C,(K) es un
grupo libre de rango finito, lo cual implica que Z,(K) tiene también rango finito,
pues Z,(K) C Cy(K). En consecuencia se tiene que el grupo de homologia H,(K)
ha de ser un grupo finitamente generado, lo que permite hablar sobre su nimero de
Betti, definido a partir del teorema fundamental de estructura de grupos abelianos
finitamente generados, cuya demostracion se puede encontrar en [11)], pdgs 24-25.

Teorema 5.17 (Teorema de estructura de grupos abelianos finitamente generados).
Dado un grupo abeliano G finitamente generado, sea 1" su subgrupo de torsion:
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(a) Existe un subgrupo abeliano libre H de G de rango § finito tal que

G=Ha®T.

(b) Existen grupos ciclicos finitos 71, ..., Ty donde T; es de orden ¢; > 1, tal que
t; divide a t;,; paratodo 1 <i<k—1y

r=n&- - 0T

(¢) Los ntimeros y t;,...,t; estdn determinados de manera tinica por G.

El nimero /5 se denomina nimero de Betti de G (nétese que S es el rango del grupo
libre abeliano G/T = H) y t1,. .., t; se denominan coeficientes de torsion o factores
mwvariantes de G.

A partir del operador borde introducido en la definicién se tiene la si-
guiente sucesion de grupos abelianos y homomorfismos

Op42 Op+1 Op Op—1
{Cp O} -+ 5 Cpa(K) — Cp(K) = Cpa(K) —— -+,

que constituye lo que se denomina un complejo de cadenas. A continuacién se pre-
senta una vision mas general para poder llegar al resultado buscado.

Definicién 5.18. Un complejo de cadenas C es una familia {C},},cz de grupos
abelianos y homomorfismos 9, : C,, — C,_1, que verifican que J, o d,+; = 0 para
todo p € Z.
Si C), es libre para todo p se dice que C es libre. En este caso, como en la observacidon
tiene sentido definir el p-ésimo grupo de homologia del complejo de cadenas C,
dado por

H,(C) = ker 0,/im Op+1.

Dados dos complejos de cadenas C = {C,,0,} v C' = {C/,0,}, una aplicacion

p “p
de cadenas ¢ : C — C' es una familia de homomorfismos ¢, : C;, — Cj, tal que

0,0 ¢p = ¢p_1 0 0, para todo p.

Proposiciéon 5.19. Una aplicacion de cadenas ¢ : C — C’ entre dos complejos de
cadenas C y C’ induce homomorfismos

(¢4)p : Hy(C) = Hy(C') dados por (¢.)p(c+ im Opi1) = ¢p(c) + im 9.
entre los p-grupos de homologia correspondientes. Ademds se verifica que:

(a) La aplicacién identidad id en C es una aplicacion de cadenas, e (id,), es tam-
bién la identidad en los grupos H,(C).

(b) Si¢p:C—C' y1:C" — C"son aplicaciones de cadenas, entonces 1) o ¢ es una
aplicacion de cadenas 'y (Vd). = sty
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5.3. Invarianza topolégica de la caracteristica de
Euler-Poincaré

El siguiente resultado servira para probar la invarianza topoldgica de la carac-
teristica de Euler-Poincaré.

Teorema 5.20 (De la invarianza topoldgica de los grupos de homologia). Dados
dos poliedros |K| y |L| y un homeomorfismo topolédgico h : |K| — |L|, existe un
isomorfismo de grupos h, entre los p-grupos de homologia de K y P,

hy : Hy(K) — H,(L).

La demostracion se basa en una construccion laboriosa que se escapa de las técnicas
de este trabajo. Puede encontrarse en [11], pags. 80-102.

Observacion 5.21. Dado un grupo abeliano libre G con base eq,...,e, y un en-
domorfismo ¢ : G — G, se puede definir la matriz correspondiente a ¢ respecto a
esta base. Por lo tanto, tiene sentido hablar de la traza de ¢, que no depende de la
eleccion de la base.

Observacion 5.22. Dado un complejo simplicial finito K, sea ¢ : Cp(K) — Cp(K)
una aplicacion que satisface las condiciones impuestas a los homomorfismos ¢, de
la definicion [5.1§ (lo que significa que induce un endomorfismo ¢. en Hy(K)).
Como K es finito, C,(K) es libre de rango finito y por la observacion anterior estd
definida la traza de ¢, que se denota por tr(¢, Cp(K)).

Por otra parte, aunque H,(K') no es necesariamente libre, si que es finitamente gene-
rado, lo que permite aplicar el teorema[5.17 para concluir que el grupo H,(K)/T,(K)
es libre. Entonces, el endomorfismo que ¢, induce sobre H,(K)/T,(K) (al que se
denota de la misma manera) es homomorfismo entre grupos abelianos libres, por lo
que también tiene traza bien definida tr(¢., Hy(K)/T,(K)).

Se prueba el siguiente resultado:

Teorema 5.23 (De la traza, de Hopf). Dado un complejo simplicial K,
sea ¢ : C — C una aplicaciéon de cadenas en C = {C,(K),0,},>0, donde 0, son
los correspondientes operadores borde. Se denotan también por ¢ los homomorfis-
mos de grupos ¢ : Cp,(K) — C,(K) que la componen, sin especificiar el subindice p.
Entonces se verifica que

D (=1, Co(K)) = D (=1 tr(dn, Hy(K) /T, (K)),

donde ¢, se define a partir de ¢ como describe la observacion anterior

Demostracion. Paso 1: Sea G un grupo abeliano libre de rango finito y H un sub-
grupo tal que G/H es abeliano libre. Dado un endomorfismo ¢ en G que lleve H en
si mismo, vamos a probar que

tr(¢, G) = tr(¢',G/H) + tr(¢", H),
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donde ¢’ y ¢” son los homomorfismos inducidos naturalmente sobre los grupos co-
rrespondientes. Al ser todos los grupos considerados abelianos de rango finito, se
consideran las bases y las matrices siguientes:

(a.1) Para G/H se considera una base {a; + H,...,a, + H} y la matriz A de ¢’ en
esta base, es decir,

(o + H) = Zal] (o + H).

(b.1) Para H se considera una base {fi,...,5,} v la matriz B de ¢" en esta base,

es decir,
" (8;) Z bijBi.

Se tiene que {aq,...,an, B1,...,B,} es una base para G. La matriz C' en esta base

es
A 0
-(*5)

tr(C) =tr(A) +tr(B) = tr(¢,G) = tr(¢',G/H) + tr(¢", H).

de donde se deduce que

Paso 2: Se consideran los grupos: C,(K), Z,(K), B,(K) y W,(K), donde este iltimo
se corresponde con aquellas cadenas tales que alguno de sus muiltiplos es p-borde.
Entonces se verifica que

By(K) C Wy(K) C Z,(K) C Cp(K).

Como ¢ es una aplicacion de cadenas, los homomorfismos ¢ : C,(K) — C,(K)
envian cada uno de estos grupos en si mismo por la propiedad 9, 0 ¢ = ¢ o 0,:

(a.2) Si ¢ € B,(K), entonces existe ¢ € Cpy1(K) tal que ¢ = 0,41(¢), por tanto,
¢(¢) = ¢(Fp11(c)) = Opsr(0(c)) € Im(Dps1) = Bp(K).

(b.2) Para W,(K) el resultado es inmediato una vez verificado para B,(K).
Sea ¢ € W,(K), entonces existe n € Z tal que nc € B,(K), lo que signifi-
ca que ng(c) serd su imagen y estara en B,(K), es decir, ¢(c) € W,(K).

(c.2) Sice Z,(K), entonces 0,(¢(c)) = ¢(09,(c)) = ¢(0) = 0 por ser ¢ homomorfis-

mo.

Se prueba a continuacion que los grupos C,(K)/Z,(K) v Z,(K)/W,(K) son libres,
de modo que a partir del paso 1 se pueda establecer que

tr(9, Cp(K)) = tr(¢, Cp(K) [ Zp(K)) + tr(¢, Zp(K) /Wy (K)) + tr(¢, Wy (K)), (5.1)

donde se pasa a denotar todos los endomorfismos (en el grupo que se corresponda
dado el contexto) por ¢.
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PAso 3: El homomorfismo 05 : C,(K) — B,_1(K) es suprayectivo y su niicleo es
Z,(K). En consecuencia, C,(K)/Z,(K) es isomorfo a B,_1(K). Si se denota por
Y Cy(K)/Z,(K) — B,_1 dicho isomorfismo, entonces se tiene que,

tr(¢v Op/Zp) = tT(¢_1 © ¢ © wa Bp—l) = t?“(qzﬁ, Bp—1)> (52)

(donde se ha de tener cuidado en la denominacién de ¢, que en este caso se correspon-
de con los endomorfismos inducidos por la aplicacién de cadenas en C,(K)/Z,(K)
y Bp-1)-

De aqui en adelante se suaviza la notacion dejando de indicar que los grupos definidos
se corresponden con el complejo K.

Paso 4. Se consideran las aplicaciones proyeccion candnica

i Zy—Z,/B,=H, y ja:H,— H,/T,.

Ambas son sobreyectivas y por lo tanto lo es su composicién. Veamos que el nicleo
de la composicién es W),. Por una parte, si ¢ verifica que al pasarlo por la aplicacién
compuesta es 0 € H,/T,, entonces la imagen de ¢ por j; ha de pertenecer al grupo
de torsién de Z,/ B, esto es, debe existir algin entero n tal que nji(c) =0 € Z,/B,,
es decir, que nc pertenezca a B,. Esto es justo la definicién de los elementos de W,.
Para probar el reciproco solo hace falta darse cuenta de que si ¢ € W, entonces
J1(c) = 0 y por lo tanto la composicién resulta igual a cero también.

Por tanto, se tiene que Z,/W, y H,/T, son isomorfos, lo que resulta en que el primero
ha de ser libre (pues el segundo ya lo es). Argumentando como en el paso anterior
se llega a

tr(¢, Z,/W,) = tr(¢., Hy/T,). (5.3)
Paso 5: Puesto que B, C W, son libres, se puede elegir una base ay,...,a, de W),
para la cual existen unos enteros mgy,...,my > 1 tal que miaq, ..., myay forman

una base de B,. Es claro que el cociente W, /B, es un grupo de torsién, pues para
todo ¢ € W, se verifica que existe un entero tal que nc € B,. De esta manera se
puede afirmar k£ = n , pues en caso contrario, £ < n, deberia haber algin elemento
de la base de W, que no fuera de torsién.

Por tanto, la traza de ¢ en B, resulta

tr(¢, By) = Z b;i, donde se ha definido ¢(m;a;) = Z bij(micy).

Por otra parte, la traza de ¢ en W), resulta
tr(o, W,) = Z a;;, donde se ha definido ¢(a;) = Z ;0.

Multiplicando ¢(cj) por m; se obtiene mja;; = b;;m;, luego a;; = b; y por lo tanto
se tiene que
tr(o, W) = tr(¢, By). (5.4)

Paso 6: Sustituyendo los resultados de las relaciones (5.2)), (5.3) y (5.4) en (5.1)) se
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tiene que
tr(¢, Cp) = tr(¢, Bp—1) + tr(dw, Hy/T,) + tr(¢, By)-

De donde se deduce inmediatamente el resultado multiplicando por (—1)P y sumando
para todos los p (pues el primer y el dltimo término cancelan por pares). O

Definicién 5.24 (Caracteristica de Euler-Poincaré). Se define la caracteristica de
Fuler-Poincaré de un complejo simplicial finito K como la suma alterna del niimero
de simplices de K de cada dimensién, o lo que es lo mismo,

X(E) =) (=17k,,
donde k, es el numero de simplices de dimensién p de K, es decir, el rango de C,(K).

Proposicion 5.25. Dado un complejo simplicial finito K, sea
Bp = rank (Hy(K)/T,(K))

el nimero de Betti de H,(K). Entonces se verifica
X(E) =) (=1)"B,.
P

Demostracion. Por definicién
X(K) = Z<_1)pkp = Z(_menk (Cp(K)) -

Se considera entonces id : C — C con C = {C,(K), 0, }p=o siendo 9, el correspon-
diente operador borde, la aplicacion identidad como aplicacion de cadenas, como
expresa el punto (a) de la proposicion[5.19 Se verifica tr(id, C,(K)) = rank (Cy(K))
para todo p. Los endomorfismos id, en H,(K) y en H,(K)/T,(K) son también la
identidad. En consecuencia

tr(id., H,(K)/T,(K)) = rank (H,(K)/T,(K)) = 5.
Para concluir, acudiendo al teorema se tiene
X(K) =) (=1 rank(Cy(K)) = Y (=10 tr(d, Hy(K) /T, (K)) = ) (~1)5,.
O

Corolario 5.26 (De la invarianza topoldgica de la caracteristica de Euler-Poincaré).
Dados dos complejos simpliciales finitos K y L, sus correspondientes poliedros | K|
y |L| y un homeomorfismo topoldgico h : |K| — |L|, se tiene que

Demostracion. Se puede aplicar el teorema para asegurar que existen isomor-
fismos entre los p-grupos de homologia H,(K) y Hy,(L) para todo 0 < p € Z. En
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consecuencia, los nimeros de Betti de cada uno de los respectivos p-grupos de homo-
logia B(H,(K)) = rank (H,(K)/T,(K))y B(L,(K)) = rank (H,(L)/T,(L)) coinciden
para todo p. Aplicando la proposicion se concluye el resultado. ]

5.4. Caracteristica de Euler-Poincaré de una su-
perficie compacta

Definicién 5.27. Una triangulacion de una superficie S es un homeomorfismo
h : |K| — S, donde |K]| es el poliedro de un complejo simplicial finito K C R3
formado por simplices de dimensién m < 2.

Observacion 5.28. Dado un poliedro como el de la definicion anterior se tiene
que, denotando por V' el nimero de vértices, por A el numero de aristas y por C' el
numero de tridngulos de K, entonces,

X(K) =) (=1)Prank(Cy(K)) =V — A+ C,

lo cual recuerda a la afamada formula de Fuler.

El siguiente resultado garantiza la existencia de triangulaciones en superficies
compactas, se puede encontrar una demostracién de este en [13], pags. 44-48.

Teorema 5.29 (De triangulacién de superficies compactas). Para toda superficie S
compacta existe una triangulacién de S.

A partir del corolario |5.26] es claro que si se tienen dos triangulaciones
hy : |Ki| = S, hy : |K3] — S de una superficie S, entonces x(K;) = x(K3).
Por lo tanto, puesto que el teorema anterior afirma que para cualquier superficie
compacta existe al menos una triangulacion, tiene sentido la siguiente definicién:

Definicién 5.30 (Caracteristica de Euler-Poincaré de una superficie compacta). Sea
S una superficie compacta y h : |K| — S una triangulacién de S. La caracteristica
de Euler-Poincaré de S se denota por x(S) y se define como

donde x(K) es la caracteristica de Euler-Poincaré del complejo simplicial K.

5.5. El campo de Hopf

Se presenta en esta seccion el campo de Hopf, un campo tangente a una super-
ficie S compacta, definido a través de una triangulacién, de modo que la suma de
indices en los ceros aislados del campo en la superficie resulta ser la caracteristica
de Euler-Poincaré de la misma. Se sigue en esta seccién la referencia [2], y se puede
consultar la construccién del campo de Hopf en [14], pag. 202.
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Definicién 5.31. Dado un simplice o = ({vy,...,v,}), se define el baricentro de o

como el punto
"1
o= —;.

Sea h : |K| — S una triangulacién de S. Para cada simplice o%, i = 0, 1,2, de
K, se fija un baricentro, que se denota por 6° (figura|5. 1)).

Figura 5.1: Descomposicién baricéntrica de un triangulo de K.

Esta eleccién de baricentros permite definir una nueva triangulacion K’ de S (se
conoce como descomposicién baricéntrica) cuyos vértices son todos los baricentros
0 61, 62, sus aristas los segmentos [67,67], para i < j y sus caras los tridngulos
07 (3'1, 6.2]

o
[o

Figura 5.2: Campo de Hopf en un segmento [¢, 57].
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El campo de Hopf se construye de modo que los tinicos ceros aislados son los
baricentros 6%, i = 0,1,2. Ademaés, el campo es tangente a los segmentos [67, 57],
saliendo de 6% y entrando en 67 (teniendo en cuenta que i < j) y, puesto que debe
anularse en ambos vértices, se construye de modo sea creciente hasta alcanzar un
méaximo en el segmento y posteriormente decrezca de nuevo (como se indica en
la figura[5.9). En los triangulos [6°,6%,6?], el campo se construye como indica la
figura es decir, se extiende de manera diferenciable al interior respetando las
propiedades que ha de satisfacer en los vértices 61,52, 62 y en los segmentos que lo

delimitan.

Figura 5.3: Campo de Hopf en los tridngulos [6°,6',62] de K'. Se observa cémo el
campo satisface las condiciones de anularse en los vértices y las descritas en la figura
para los segmentos que forman la frontera.

La figura [5.4] ilustra la situacién local que presenta el campo de Hopf en un
vértice del tipo 6°. Dado que todos los segmentos con origen en un vértice de este
tipo presentan un vértice 6! ¢ 62 como extremo opuesto, se tiene que el campo es
saliente a través de todo segmento. Ademas, tal y como se construye la extensién del
campo a los triangulos, se puede deducir que el campo ha de ser como el indicado en
la figura. Por tanto, acudiendo al célculo local del grado, se presenta una situacion
similar a la observada en el ejemplo luego,

I(v,6°) = 1. (5.5)

En la figura se puede observar la forma del campo de Hopf en un vértice del
tipo 6! de K'. En este vértice confluyen 2 segmentos con extremos 6%, punteados en
la figura, y otros 2 con 62 como extremo opuesto, coloreados en rojo. Por lo tanto,
en este tipo de vértices el campo presenta la situacién local de la figura y es sencillo
ver que como en la figura[4.5,

I(v,6") = —1. (5.6)
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Figura 5.5: Campo de Hopf en un vértice 6! de K.

Por 1ltimo, en la figura se presenta la situacién local del campo de Hopf
en un vértice del tipo 2. Dado que todos los segmentos con origen en en un vértice
de este tipo tienen extremo opuesto ¢ con i < 2, el campo es saliente a lo largo de
cada segmento. Es sencillo ver que en este caso, a partir del cdlculo local del indice

(ver figura ,
I(v,6%) = 1. (5.7)
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Teniendo en cuenta que a través de la descomposicion K’ llevada a cabo:

» Hay tantos baricentros 6° como vértices en K (donde se recuerda que K es el

simplice responsable de la triangulacién inicial sobre la superficie .S).

1

» Hay tantos baricentros ¢* como segmentos en K.

» Hay tantos baricentros 62 como tridngulos en K.

Figura 5.6: Campo de Hopf en un vértice 6% de K.

Se tiene que, a través de las ecuaciones (5.5)), (5.6]) y (5.7) la suma de los indices
en los ceros aislados del campo de Hopf en la superficie S resulta

j= 0 1 2
J 0[71,2 o; o; o}

donde los subindices [ denotan la indexacién de todos los simplices de cada dimension
del complejo simplicial K.

5.6. El teorema de Poincaré-Hopf

Teorema 5.32 (De Poincaré-Hopf). Sea S una superficie compacta en R3 y
v :S — R3 un campo tangente cuyos ceros son todos aislados. Se tiene que

> iv,p) = x(9).

peS

Demostracion. Basta calcular } ¢i(v,p) donde v es el campo de Hopf definido
en la seccién anterior a través de una triangulacién h : |[K| — S de S y aplicar el
corolario [4.29] O
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Teorema 5.33 (De Gauss-Bonnet “cldsico”). Sea S una superficie compacta en R?.
Se tiene que

/S K(p)dp = 27(S),

donde K es la curvatura de Gauss de la superficie S.

Demostracion. Basta aplicar el resultado anterior y la féormula 4.16| a través de un
campo tangente a S cuyos ceros son todos aislados, por ejemplo, a través del campo
de Hopf. O

El teorema de Poincaré-Hopf goza de una mayor generalidad que la de la
version aqui desarrollada. Se expone una formulacién mas global debida a J.-P.
Brasselet [15].

En primer lugar, para el caso de superficies sin borde:

Teorema 5.34. Sea M C R"™ una variedad diferenciable de dimensién m, compacta
y orientada, y v un campo vectorial continuo en M con un nitmero finito de ceros
aislados. Entonces se verifica que

> (v, p) = x(M),

peC

donde C es el conjunto de ceros aislados del campo v en M y x(M) es la caracteristica
de Euler-Poincaré de la variedad M.

Para el caso en que la variedad M sea orientada y con borde, Brasselet formula
un teorema similar:

Teorema 5.35. Sea M C R" una variedad diferenciable de dimensién m, compacta,
orientada y con borde OM, y sea v un campo vectorial sin ceros en un entorno U
del borde M. Entonces:

(1) v puede extenderse al interior de M presentando un nimero finito de singula-

ridades aisladas.

(2) La suma de indices del campo v en sus ceros aislados en M es independiente
de la extension de v considerada. En otras palabras, la suma de indices del
campo v en sus ceros aislados en M esta determinada por el comportamiento
en un entorno del borde OM.

(3) Si v es un campo transversal a M y que apunta hacia el exterior de M,

entonces,
> (v, p) = x(M),

peC

donde C es el conjunto de ceros aislados del campo v en M. En caso de que v
apunte hacia el interior de M, entonces,

> iv,p) = x(M) = x(0M),

peC

donde x(OM) es la caracteristica de Euler-Poincaré del borde OM.
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