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1. Resumen

Se estudian las isometrias de Minkowski como rotaciones hiperbolicas,
siendo Lorentziana la estructura de los espacios tangentes. Se adapta el len-
guaje de variedades semi-riemaniannas a la relatividad especial, en el caso
plano, se presentan los efectos relativistas mas comunes, como la contraccion
de Lorentz-Fitzgerald o la paradoja de los gemelos. Se deja el lenguaje pre-
parado para abordar la relatividad general.

Como trabajo previo se presenta una introduccion rapida a las variedades
semi-riemannianas.
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2. Proélogo

Este trabajo centra su interés en cuestiones matematico-geométricas, di-
rectamente relacionados con la Teoria de la Relatividad. Por ello hemos con-
siderado necesario introducir una pequena sintesis del trabajo de los que
propiciaron el camino para llegar a ella.

La ciencia aporta un amplisimo panorama de observaciones y experimen-
tos que condujeron a la mencionada teoria en la que el afan de descubrimiento
y explicacion de los fenémenos naturales jugaron un papel decisivo.

En esta larga andadura destacaremos algunas contribuciones que se remon-
tan al siglo XVII y siguientes, con el objetivo de hacer mas comprensible
cuanto en él se desarrolla.

Comenzamos con la figura de Galileo Galilei (1564-1642) del que, entre
sus muchas contribuciones al avance cientifico, podemos resenar su Principio
de la Relatividad, segin el cual el movimiento depende del sistema de refe-
rencia, lo que ejemplific senalando como la caida de una piedra desde un
méstil en el interior de un barco lo hace de forma vertical, mientras que en
otro sistema de referencia, como es la tierra firme, el observador veria una
trayectoria en forma de parabola. Su principio concluye que las leyes fisicas
son las mismas en todos los sistemas de referencia inerciales.

Posteriormente, Isaac Newton (1642-1727), basandosé en lo anteriormente
expuesto postuld que la Tierra se mueve respecto de un sistema en reposo
absoluto; siguiendo literalmente el trabajo de |7] “Un marco fijo de referencia,
el espacio absoluto. Un universo ocupado por un medio invisible (éter) en el
que erraban las estrellas y viajaba la luz”.

“El tiempo es absoluto, o sea, el mismo para todo observador inercial,
y las interacciones ocurren instantaneamente, incluso si son a distancia”

(Vease[11]).

Este concepto de espacio absoluto y de sistema éter prevalecié durante
mucho tiempo, hasta finales del siglo XIX y principios del XX, fomentado
por el desarrollo del conocimiento de la naturaleza ondulatoria de la luz,
y por tanto, la necesidad del éter como su medio natural de propagacion.
Con la aparicién de las Leyes del Electromagnetismo de James C. Maxwell
(1831-1879), se descarta la luz como onda mecdnica y se interpreta como
electromagnética. Admemas se comprob6 que sus ecuaciones al pasar de un
sistema de referencia a otro no resultaban vélidas, salvo en un marco de re-
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ferencia absoluto, contraviniendo la Relatividad de Galileo, que exige que las
leyes fisicas sean independientes del sistema de referencia.

Esta inconsistencia continuard siendo revisada por cientificos de la ta-
lla de Fitzgerald, Lorentz y Poincaré cuyas aportaciones contribuyeron a la
fundamentacion de la Teorfa de la Relatividad de Einstein, proponiendo la
dilatacion del tiempo y la contraccion del espacio, pero manteniendo el tiem-
po como algo absoluto.

A todo lo anterior hay que anadir el experimento 6ptico de Michelson y
Morley, realizado en Cleveland en 1881, cuyos resultados no fueron los es-
perados dado que al pretender medir la variacion de la velocidad de la luz
como consecuencia del movimiento terrestre comprobaron que esta es cons-
tante e independiente del movimiento del observador o de la fuente emisora.
El experimento, repetido en varias ocasiones, confirmaba que la velocidad de
la luz no cambiaba independientemente del movimiento del observador hacia
la fuente luminosa o alejandose de ella. Esto invalidaba la aplicacién de las
transformadas de Galileo a la velocidad de la luz.

En este contexto de incertidumbre de la comunidad cientifica, que no
acertaba a explicar el citado cimulo de hechos experimentales y teorias in-
consistentes, se requerfa un nuevo enfoque que sobrepasara el estancamiento
en que se hallaba la denominada fisica clasica. Este salto cualitativo se produ-
ce en 1905 con la Teoria Especial, o restringida, de la Relatividad, de Albert
Einstein, un marco teérico coherente que constituye un nuevo paradigma,
una mecanica nueva, al cuestionar los conceptos tradicionales de espacio y
tiempo. Esto se puede resumir en los principios siguientes:

1. Las Leyes de la Fisica tienen la misma forma en todos los sistemas de
referencia inerciales.

2. En cualquier sistema inercial la velocidad de la luz es siempre la misma, in-
dependientemente del estado de movimiento del cuerpo emisor.(Véase [12]).
Con estos postulados Einstein rechaza la idea del éter y del espacio como un
sistema absoluto, admitiendo como probatorio el experimento de Michelson
y Morley.

En relatividad la distancia en el espacio y el tiempo dejan de ser indepen-
dientes y se fusionan en el concepto espacio-tiempo de cuatro dimensiones
asumiendo las transformaciones de Lorentz, cuyas propiedades geométricas
(espacio-tiempo) utilizo extensivamente Minkowski. Dos sucesos simultaneos
en un sistema referencia no tienen por qué serlo en otro, por tanto la simul-
taneidad es relativa. A velocidades cercanas a la luz el tiempo se dilata y la
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longitud se encoge. Ademaés, la velocidad de la luz siempre es la misma y la
méxima permitida en el Universo.

Figura 2:

Figura 3:
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Figura 9: Figura 10: A.Einstein
Relatividad Especial
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3. Cambios de referencia en Relatividad
Especial.

3.1. Principios de Relatividad

Galileo, como hemos expuesto con anterioridad, concibe que las leyes de
la fisica son independientes de cualquier sistema de referencia, transformando
la concepcion de la mecanica que se tenia hasta el momento. Para enunciar
su Principio de Relatividad tuvo en cuenta:

» Un espacio-tiempo R x R3, el primer factor representa la dimension
temporal y el segundo factor representa las 3 dimensiones espaciales,
teniéndose en R3 la métrica usual.

= Los eventos, son los puntos del espacio-tiempo que acabamos de men-
cionar.

» Observadores, son curvas a : I — R? donde I es la componente tempo-
ral.

» La linea de vida de un observador o : T — R? es el grafo de la curva o,
que estd en R x R?

Con estos elementos enuncié su Principio de Relatividad que contiene los
siguientes postulados:

= Dos observadores en movimiento rectilineo uniforme uno con respecto
del otro deben de formular las leyes de la fisica de la misma manera.

= No existe el movimiento como magnitud absoluta, sino movimiento en
relaciéon a un observador.

= Toda ley que se formula de la misma manera para todos los observado-
res es una ley fisica.

Con lo expuesto podemos describir el modelo relativista de Galileo:

Sean G “Griego” y R “Romano” dos observadores en el espacio-tiempo que
se encuentran en movimiento rectilineo uniforme uno con respecto del otro,
con velocidad v(respc. -v).

Para simplificar la discusién supondremos que el espacio es unidimensional
en muchas de las situaciones, es decir, describiremos una fisica sobre un “rail
de tren”. Las coordenadas de G y R son (7,() vy (£,z), respectivamente. Se
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puede comprobar esta situacion en las siguientes figuras:

6 | z
Ltnea. de vida. de G ‘

‘ Ltnea. de vida. de R R

Figura 11: Observador G
El eje 7 es la linea de vida del observador G.
T=1t

La ecuacion de movimiento para este caso es: { C= 2ot
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| g,
‘ Lnea de vida. de R
6’ Lenea de vida. de & ‘
|
|
|
|
\
Figura 12: Observador R
El eje t es la linea de vida del observador R.
- . t=r
La ecuacién de movimiento para este caso es:
z=(+oT

Si tenemos un angulo recto entre la linea de vida del observador R (eje
temporal) y el eje espacial de G entonces, el observador R esta estacionado
respecto de G.

Observaciéon 3.1

Por convenio, representaremos verticalmente el eje espacial y horizontalmen-
te el eje temporal.

A continuacidn abordaremos el estudio del cambio de coordenadas entre los

observadores R y G hasta la llegada de Albert Einstein con su Teoria Fspecial
de la Relatividad.

Definiciéon 3.1
El cambio de coordenadas de un observador G a R estudiado por Galileo,
“Transformada de Galileo”, es la aplicacion lineal S, : R?> — R? dada

N N N
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Esta transformada tiene la particularidad de que S_, = S; ! | siendo S_,
la matriz que nos permite hacer el cambio de coordenadas de R a G.
Sin embargo, a finales del siglo XIX, se comprob6 que S, no se ajustaba
a los hechos al no tranformarse adecuadamente la luz. Hecho, que se puso
de manifiesto con el Experimento de Mickelson-Morley y las Ecuaciones de
Maxwell entre otros como ya hemos dicho.

3.2. FEcuaciones de Maxwell

Se tiene que la velocidad de un onda electromagnética coincide con la
velocidad de la luz, deduciéndose asi la naturaleza electromagnética de esta.
A continuacion comprobamos como estas ecuaciones suponen la necesidad
de dar otra forma a las transformaciones de Galileo. Describimos las funcio-
nes que intervienen en dichas ecuaciones en las coordenadas del observador R.

Fuerza eléctrica: E(t,z), vector de tiempo y espacio.

Fuerza magnética: B(t,z), vector de tiempo y espacio.

Densidad de carga eléctrica: p(t,z), funcion escalar.

Densidad de la corriente eléctrica: J(t,z), funcion escalar.

Asumiendo que estamos en el espacio vacio con p =0y J = 0y las 4 funciones
descritas anteriormente dedujo:

1. V- E=p
-9B
3.V-B=10
OF
Operando con estas 4 ecuaciones obtenemos la ecuacion de ondas:
Ett - Ezz =0 (Ett = VQE) (2)

A continuacién trataremos de expresar la ecuaciéon de ondas en las coorde-
nadas del observador G.

Aplicando las transformadas S, y S_, de Galileo podemos escribir:

E(t,z) = E(1,( +v71) = ¢(7,()

e(r,¢) = e(t,z —vt) = E(t, 2)

Haciendo uso de la regla de la cadena:
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_0E _ 9 4 9¢9¢C _ .
Ee=% =5+ ac ot ¢t — V&
EZ =&

E.. =e¢

Ey = ecc — 2ver + 0%

Obtenemos asi la ecuacién de ondas en las coordenadas de observador G:

Ey = e +v%ecc — 2ve,¢ (3)

A simple vista, observamos que la ecuacion de ondas no toma la misma forma
para distintos observadores, contradiciéndose el Principio de Relatividad de
Galileo. Por este motivo, necesitamos buscar una transformada que respete
la forma de la ecuaciéon de ondas para todo observador.

Debiendo considerar ahora el cambio de coordenadas establecido por la trans-
formada de Fitzgerald: F,:R? — R?, dada por la siguiente matriz:

f () ‘

Aplicamos la transformacion F ! a la ecuacion de ondas en las coordenadas
de R, obteniendo:

E, 0 (5)

—2v
L fcc\/ﬁﬁrc =
la ecuacion de ondas en las coordenadas de G, comprobando ain la existencia
de un término extra que impide que se respete, entre distintos observadores,
la estructura de la ecuacion de ondas.
Para eliminar dicho término extra Lorentz propone una nueva transformada:
L, R? — R? dada por su matriz:

1l v
Ly, : \/11}—1;2 \/11—1)2 (6)

Esta transformada de Lorentz nos permite escribir:
E(t, Z) _ E( t—v z z—vt )

V102’ V1—02

E, — &r=ver

t V1—v?

. ETT+U2€CC—2’U€7—C

Ett - 1—v2
E —VEr+E¢

z V1—v2
E o v287—7+£<<—2’l)87(

zz 171)2

Tras derivar y usar la regla de la cadena obtenemos la ecuacion de ondas en

las coordenadas del observador G:

(1 —v¥err + (02— e
1—?

Ett - Ezz = =E&rr — & (7)
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Con esta transformada de Lorentz se consigue que las ecuaciones de Max-
well tengan la misma forma, independientemente del observador que consi-
deremos.

La transformada que propuso Einstein B, es igual a la transformada de Lo-
rentz L,, salvo que Lorentz la dedujo para que se adaptara a los hechos
descritos por las ecuaciones de Maxwell, mientras que Einstein las deduce
solo del hecho de que la velocidad de la luz ha de ser constante.

La matriz B, verifica que es lineal y B;! = B_,, tal y como pretendiamos.

3.3. Isometrias de Minkowski:

Observacién 3.2

En esta seccion trabajaremos utilizando como espacio-tiempo el espacio R x
R = M. No obstante, todo lo que realizamos aqui se obtiene andlogamente
cuando consideramos como espacio-tiempo el espacio M = R x R3, con una
dimension temporal y 3 dimensiones espaciales.

Antes de comenzar con las isometrias de Minkowski conviene repasar la
definicion de las funciones hiperboélicas.

Definicién 3.2
Seno Hiperbolico: sinh =

el —e U
2
. ,7 u —u
Coseno Hiperbélico: cosh = &5— +2€
Tangente Hiperbdlica: tanh = Smhu
. coshu . - .
Siendo las cosecante, secante, secante y cotangente hiperbdlicas, respectiva-

mente, las funciones inversas de las anteriores.

Recordamos la ecuacion fundamental de las funciones hiperbolicas:
cosh?u — sinh®u = 1 (8)

Observaciéon 3.3

En el caso circular tenemos que el punto (x,y) = (cosu,sinu) se encuentra
sobre el circulo unidad cuya ecuacion es: X? + y* = 1. Ademds, el arco
circular que une los puntos (1,0)y(cosu,sinu) delimita un drea de § unidades
cuadradas.

Proposicion 3.1
El punto (x,y) = (coshwu,sinhu) para cada u € R se encuentra sobre la
hipérbola unidad de ecuacion x? — y* = 1.

Aurora Lopez-Francos 12
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 (cosu sinu)

A=Y we
2
N
| S
(1.0)

Figura 13: Area que delimitan u radianes

(ws\nu‘sin\m)

dreah = L uc
2

xl_ai:d

Figura 14: Relacion entre la hiperbola y las funciones hipérbolicas.

Demostracion. Si medimos la distancia euclidiana existente entre (0,0) y
(coshu, sinh u) ha de ser u, sin embargo vamos a ver que al igual que ocurria
en el caso circular, la region sombreada tiene un area de 5 unidades cuadra-
das.

Parametrizamos la rama derecha de la hipérbola x
V1 =92

Calculamos el area de la region A+B de la figura previa.

29?2 =1 como x =

sinh u

inh h
T@CL(A + B) == / \/Tdey = g + —Sln UQCOS 4 (9)
0

Como B es un triangulo resulta sencillo obtener Area(B) = w Des-

pejando en (9) , tenemos que Area(A)=% unidades cuadradas. O

Como consecuencia de la proposicion previa (3.1) podemos usar la hipér-
bola unidad para definir cosh u y sinh u y reescribir la matriz de Lorentz, del
cambio de coordenadas del observador G al observador R, B, en términos de
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las funciones hiperbolicas obteniendo:

i, - (coshu smhu) (10)

sinhu coshwu

siendo u = tanh™' u y v = tanhu

La expresion H, es la descripcion geométrica de la transformada de Lorentz,
mientras que B,, es la descripcién fisica de dicha transformada a la que
llamamos "Booster".

En lo que resta de capitulo nuestros esfuerzos se centraran en comprobar que
H, es una isometria y en especial una rotacion hiperbélica, para una nueva
norma en el espacio-tiempo M, con su correspondiente producto interno.

Teorema 3.1

H, conserva todas las hipérbolas de la forma t> — 2> = k, en particular H,
conserva el cono de luz (t* — 22 =0).

Ademds:

Si T2 — (% =k yu es un valor cualquiera:

t T coshu sinhu T
(Z) = e <C) - (Sinhu coshu> ' (C) (11)

entonces t? — 22 = k

k>0

K<O

Figura 15: Hipérbolas t? — 2% = k.

. . t = 7 coshu + (sinhu
Demostracion. A partir de H,, { » = rsinhu + ¢ coshu —
t?—2? = (1 coshu+( sinhu)? — (7 sinh u+¢ cosh u)? = 72 cosh? u+¢? sinh? u+

27¢ cosh usinh u — (72 sinh? 4-¢2 cosh® u + 27¢ coshusinhu = 72 + ¢?). O
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Definicién 3.3
Sea E = (t,z) un evento del espacio-tiempo M, definimos Q : M — R como
Q(E) = t* — 22

Proposicién 3.2
La norma de Minkowski de un evento E = (t, z) en el espacio-tiempo M tiene
la forma:

|E] = —Q(E) si Q(E)<0 (12)

La ecuacion Q(FE) = t* — 2?2 divide el espacio-tiempo en regiones diferen-
ciadas.

Definicién 3.4
Sea E un evento en el espacio-tiempo M, bien definido si se fija el origen,
considerando pues M = R X R como espacio vectorial:

s Decimos que E es de tipo temporal si Q(E)>0
» Decimos que E es de tipo espacial si Q(E)>0
» Decimos que E es de tipo luz si Q(FE)=0

En esta figura representamos la division del espacio-tiempo, a continua-
cion en la siguiente observacion interpretamos dicha figura.

Aurora Loépez-Francos 15
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QE) <0 Evg\i{(ﬁaﬁﬁfﬁ

QE)>0

Evertos de
ﬂ']uo {emr oval

Tons daduz

220

Figura 16: Clasificacion de los eventos E del espacio-tiempo M

Observacién 3.4

Como Q(E)>0 para todos los eventos situados en el interior del cono de luz
t2 — 22 tenemos que la imagen a través del H, del eje temporal de un ob-
servador se encuentra en el intertor del cono, por este motivo, estos eventos
rectben el nombre de temporales y andlogamente para los eventos espaciales.

Para tener en cuenta en nuestro espacio-tiempo M el pasado y el futuro
realizamos una nueva particion del mismo en 6 regiones diferenciadas.

Definicion 3.5
Para la norma de Minkowski:

C0,1)={E=(t2)/t?-2*=1 o t*—2*=-1}

( Hipérbolas unidad).
Los vectores unitarios para la norma de Minkowski son aquellos que se en-
cuentran por debajo de las hipérbolas de C(0,1).

Representamos los vectores unitarios en la siguientes figuras:

Aurora Loépez-Francos 16
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Figura 17: Vectores de tipo temporal  Figura 18: Vectores unitarios de tipo
para los que Q(E) = +1 espacial para los que Q(E)= -1

Definicién 3.6
Sea E=(1,z) un evento del espacio-tiempo. Se obtienen la siguientes regiones

en M.
» TH={E=(t,z) e M/Q(E) >0 y t>0}
» T ={E=(t,2) e M/Q(E) >0 y t<0}
» S={F=(t,z) € M/Q(FE) <0}

LT ={E=(t,x) e M/Q(E)=0 y >0}

L~ ={E=(t,x) e M/Q(E)=0 y t<0}

s O

Aurora Loépez-Francos 17
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:[F

Figura 19: Las 6 regiones en las que se divide el espacio-tiempo M

Teorema 3.2
Las 6 regiones del espacio-tiempo M descritas anteriormente se conservan a
través de H,.

Demostracion. Veamos que los eventos futuros y pasados se conservan indi-
vidualmente y que 7+ se conserva a traves de H,.
Sea E = (7,() un evento de 71, es decir 7 > 0y —7 < ( < 7. Apreciamos

coshu sinhu T t
que H,(F) = (Sinhu coshu) ' (C) - (z) ' -
A partir de la definicion de la norma de Minkowski se introducen nuevos
conceptos: la separacion y el intervalo.

Definicion 3.7

Dados dos eventos, By = (t1,21) y Es = (t2, 22) se define:

La separacion entre Ey y Ey es el vector Fy — Es.

El intervalo entre dos eventos Ei y Ey es la norma de Minkowski de la
separacion: |Ey — Es|.

Notaciéon 3.1
A partir de ahora denotaremos por F al conjunto de los vectores futuros de
tipo temporal, es decir a los vectores de T .
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Definicién 3.8
Un rayo futuro es un vector que parte del origen y tiene llegada en el con-
Junto futuro F.

Con todo lo anterior, estamos en condiciones de definir el d4ngulo hiper-
boélico.

Definicién 3.9

Sean p1,py dos rayos futuros en M, que intersecan la hipérbola unidad en
los puntos P; = (cosh ay,sinh ay) y Py = (cosh ag, sinh ay), respectivamente.
Denotamos por L, ,, al dngulo hiperbélico que forman py y p2 y mide oy — oy
radianes hiperbolicos.

fi

/ P= (coska(,_, sinho(,)

\ b= (Loskpq ,sian)

P
Ja

Figura 20: Angulo hiperbélico

Teorema 3.3
Sea p un rayo futuro en M. El dngulo hiperbdlico entre p u H,(p) mide exac-
tamente u radianes hiperbdlicos.

Aurora Loépez-Francos 19
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Hu,(?)

w

\

Figura 21: Angulo hiperbélico entre p y H,(p)

()

Demostracién. Suponemos que p interseca la hipérbola unidad (t* — 2% = 1)
en el punto (cosh o, sinh ).

. cosha) _ (coshu sinhu) (cosha))  (.cosh(a+u)
“ \sinha)  \sinhu coshu sinha )\ sinh(a + u)

Por tanto, H,(p) se encuentra también en la hipérbola unidad siendo
(cosh(u+ ), sinh(u+ «)) el punto en el que H,(p) interseca dicha hipérbola.
Aplicando la definicion de angulo hiperbolico: L,q, () = u + a + a. O

Corolario 3.1
S1 B es el dngulo hipérbolico que forman dos rayos futuros py y ps entonces

P2 = Hﬁ(Pl)-

Corolario 3.2
H, conserva los dngulos hiperbolicos entre rayos futuros.

Demostracion. Sea [ el dngulo hiperbolico entre los rayos futuros p; v po,
aplicando el corolario previo, p, = Hg,,), entonces, H,(p2) = H,(Hg(pl)) =
H, p5(p1) = Hz(Hyu(p1)) y de acuerdo con el teorema anterior

Lt (o1)Halp2) = B
L]

Podemos concluir que H, es una isometria para la métrica de Minkowski
y en particular una rotacién hiperbodlica que rota eventos del conjunto F la
cantidad de u radianes hiperbélicos.

A continuacién, definimos el producto interno de Minkowski que nos pro-
porciona la mencionada con anterioridad norma de Minkowski.
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Definicién 3.10

Dados dos eventos Ey = (t1,21) y Fy = (t2, 29) del espacio tiempo, expresados
en coordenadas del observador R. El producto interno de Minkowsk:
tiene la forma:

t 1 0 t
El . EQ = (le> (O _1) (ZZ) = tl . t2 — 21 29. (13)

F.oE— —||E|? Si E es un evento de topo espacial.
| |IE] Si E es de cualgier otro tipo.

teniendo:

(14)

Con estas nociones se podrian explicar geométricamente diversos fenéme-
nos relativistas, pero preferimos posponerlo para mas adelante y basarnos en
el lenguaje mas potente de la geometria semiriemanniana
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4. El lenguaje matematico de la Teoria de la
Relatividad especial.

4.1. Nociones preliminares de Geometria diferencial.

En esta seccion introducimos los conceptos esenciales de Geometria dife-
rencial, para comprender la Teoria de la Relatividad especial.

Definicién 4.1

Sea X un espacio topoldgico. Un atlas es un conjunto (U;, ¢;)icr donde cada
U; es un abierto de X y la aplicacion ¢; : U; — V; es un homeomorfismo
stendo Vi un abierto de R™ y teniéndose:

» X = UierU;

» U;NU; =0

= ;00 (U;NU;) — ¢;(U;NU;) es un homeomorfismo topoldgico.
Cada uno de los elementos de un atlas es una carta local.

Observacién 4.1
A cada una de las cartas locales (U, ¢) que conforman el atlas se las llama
andlogamente sistemas de coordenadas y para cada p € U podemos escribir

Y(p) = (1#1,1/)2,...,1%)-

Definicién 4.2
Sea X un espacio topoldgico, un atlas diferenciable es un atlas A = (U;, ¢;)ict

en el que se cumple que los cambios de cartas ¢; o ¢yt son difeomorfismos de
clase C*.

Definicién 4.3
Una variedad diferenciable M es un par (X, A) donde X es un espacio
topdlogico y A un atlas diferenciable.

Definiciéon 4.4

Sean M y N dos variedades diferenciales, decimos que f : M — N es dife-
renciable en cada punto p € M si se cumple que para cada carta (Us, ¢o) de
N con f(p) € Us, entonces existe una carta (Uy, ¢1) de M con p € Uy y tal
que g = ¢p0 foor! ¢ (Ui N fFHUL)) — ¢o(Uy) es diferenciable en ¢1(p).

Decimos que f es diferenciable si lo es para todo p € M.
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Notacién 4.1

La definicion previa es independiente de las cartas escogidas.

Denotamos por C*°(M, N) al conjunto de todas las funciones diferenciables
de la variedad M en la variedad N, en el caso de la variedad de llegada se R
el citado conjunto de funciones se denota por C*(M).

Definicién 4.5

Sea M una variedad diferenciable, U un abierto de M y p un punto de M.
Un vector tangente a M en el punto p es una funcion v : C*(U) — R
que cumple:

» Linealidad en R: v(af + bg) = av(f) + bv(g) Ya,b e R y f,g € cinfty

» Regla de Leibnitz:
u(f-g) =v(f)-9p) + fp)-v(g)

Denotamos por T, M al espacio vectorial de todos los vectores tangentes a la
variedad M en el punto p, siendo T,M el espacio tangente a la variedad
en dicho punto.

Definicién 4.6
Sea e = (x',22,...,2") carta local en M en el punto p, si [ € C*°(M) tenemos:

0 | o _0foc
Gl = S

(6,) 1<i<n (15)

donde (uy,usg, ...u,) son las coordenadas en la carta usual de R™.

Corolario 4.1
Si tenemos coordenadas dadas por una carta local en M, como la considerada

; — 0 9 0 .
previamente, entonces B = {6_m|P78_x2’P"”’E|P} es una base del espacio
tangente T, M

Definicién 4.7
Sea f: M — N una aplicacion diferenciable. En cada punto p € M defini-
mos la aplicacion diferencial de f, df|, como:

dflp : Tp(M) — Tf(p)(N) Dov = df[p(v)
donde si g € C(M), dfly(0)(g) = v(go f).

Definicién 4.8
Se llama espacio cotangente al dual del espacio tangente y le denotamos
por Ty = Hom(T,M,R).
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Definicién 4.9
El fibrado tangente de una variedad diferenciable M es

TM = Uper{p} x T,M.

Se define la aplicacion 7 : TM :— M, de modo que 7 *(p) =p, p€T,M.
7w es la aplicacion que envia cada vector tangente en un punto, siendo este
en el que es tangente.

Definicién 4.10

Sea M una variedad diferenciable cuyo fibrado tangente es TM. Un campo
de vectores V es una seccion del fibrado tangente, es decir, una aplicacion
V.M —TM de modo que moV =id.

St la aplicacion seccion es diferenciable, entonces el campo de vectores V
también es diferenciable.

Notacién 4.2
Si f € C>®(M), Vf denota la funcion real en M dada por

p—= (V)(p) =VIp(f)

En un sistema local de coordenadas ¢ : (21, 29, ..., z,) definido en U C M

tenemos los campos de vectores coordenados % dados por p — %|p.
J J

Todo campo de vectores V sobre U se expresa como V = Y7 a;52

Definicién 4.11
Denotamos por ©(M) al conjunto de todos los campos de vectores en la va-
riedad M.

Definicién 4.12
Una derivacion en C3(U) es una aplicacion D : C5) — C39 que cumple las
stgurentes propiedades:

» R-lineal: D(af 4 bg) = aD(f) + bD(g) Va,b € R.

» Regla de Leibnitz:
D(fg) =D(f)g+ [D(g)..
Sea V € O(M), se tiene que la aplicacion f — V f es una derivacion de
DY, VE=D(f) €Csy, VYfeclCyU).
Toda derivacion D proviene de un campo de vectores y ademas podemos ver
los vectores tangentes como derivaciones de la forma:

v, : D3 (U) = R
w(f) =D(f(p) YpeM

Por tanto, v, es un vector tangente.

(16)
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Definicién 4.13
Sean V,W dos campos de vectores en M, V,W € ©(M). El corchete de Lie
se define como el operador

[V, W] : D3 (U) = Dy (U)
que envia f en V(Wf) - W(Vf).

Proposiciéon 4.1
El corchete de Lie es una derivacion en D33(U) y por ello un campo de
vectores diferenciable.

Definicién 4.14

Una 1-forma 0 de una variedad M es una aplicacion que asigna a cada
p € M un elemento de T;M, el espacio cotangente. Una I1-forma es un
campo de vectores coltangente.

Denotamos por ©F al conjunto de todas las 1-formas en M.

Definicién 4.15
La diferencial de una funcion f € C3y es la 1-forma que denotamos por df
y que cumple: (df)(v) = v(f) para cada v, v vector tangente a M.

Definicién 4.16
Una variedad N es una subvariedad de M si se verifica:

» N es un subespacio topologico de M.

= 5 N — M la aplicacion inclusion es diferenciable y dj la diferencial
de la inclusion es inyectiva.
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4.2. Tensores

Un tensor es un objeto algebraico que generaliza los conceptos de esca-
lar, vector y forma lineal, siendo todos ellos a su vez tensores. El nombre de
tensor proviene de “tensar” y tiene su origen en el papel que juegan las “ten-
siones” en los medios continuos, los primeros casos en los que se emplearon
los tensores.

La aceptacion definitiva de los tensores en el estudio de la fisica tuvo lugar
con el desarrollo de la Teoria de la Relatividad de Einstein, que originalmente
fue formulada de forma tensorial.

4.2.1. Tensores en Espacios Vectoriales

Definicién 4.17

Sea V un K espacio vectorial de dimension n, sean r, s dos enteros no simul-
taneamente nulos. Decimos que un tensor de tipo (r, s) es toda aplicacion
multilineal, es decir, lineal en cada componente de la forma:

T: (V) x (V) = K

(g, ey Uy, ey ul) = T(ug, oy, ul, nul)  (17)

Decimos que este tensor es r veces contravariante y s veces covariante. De-
notamos por T al espacio vectorial de dimension n* formado por todos los
tensores de tipo (r,s) en el espacio vectorial V.

Definicién 4.18
Consideramos los tensores T € T/ y T' € T} . El producto tensorial de T
por 17 se define como la aplicacion:

TRQT V' x (V) 5 K

(u17 coey Uparss ¢17 EY ¢S+SI) - T(u17 coey Upy ¢17 ) ¢S)'T/(ur+17 o Upprt ¢8+17 ) ¢S+S/)
(18)

Proposicién 4.2

Propiedad universal del producto tensorial:

Sean W, V1, V5, ..., V,, K espacios vectoriales, sea G:Vi x ... x V,, = W una
aplicacion multilineal, entonces existe una unica aplicacion G : Vi®...QV, —
W de modo que se cumple que G o® = G.

A continuacioén nos centramos en los tensores de tipo (0,2) sobre un es-
pacio vectorial motivado por el hecho de que este tipo es el de los tenso-
res involucrados en las variedades semiriemannianas. Consideramos las bases
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B={ey,e9,...,e,} base de V. y B* = {ef e}, ....,e:} base de V*. A continua-
cion vamos a demostrar que los productos tensoriales de los elementos de
ambas bases constituyen una base de 7 y tendremos que T3 serd un espacio

vectorial de dimensién n?.

Lema 4.1
siT =3 " tijei @ e; es un tensor dos covariante en Ty, entonces se tiene
ti = T(ex,€f) para todo k,l € 1,....n.

Demostracion. T(ej,ef) =Y 0 tij(ei®e;)(ef, ef) = >0, t006) =ty O

Teorema 4.1 1. El conjunto @*B = e;®ej,i,5 €1,2,...,n es una base
del espacio vectorial Ty .

2. La coordenada (k1) de un tensor T en la base @*B coincide con T(e}, e})

Demostracion. En primer lugar, tenemos que ver que ®2B es linealmente
independiente. Si ZZJ‘:1 tije; ® ej = Tp, sabemos por el lema previo t;; =
Tg(e;‘,e;) = 0 Vi,j. En segundo lugar, veremos que ®2B es un sistema
de generadores, para ello comprobamos que VI' € T T = szzl tije; @
ej siendo ti; = T(ef,ej*). St u = Y1 ae; y v = > 7 bjes, entonces,
n

TT@QU):Z'TTEZZzla#fa i bies) = 3 Tlef, ef)aing = Y0 tijaib; =
(Doi =1 tigei @ ej(u,v)). O
Observacion 4.2

Matricialmente podemos escribir las coordenadas t;j a través de la matriz
M, que sigue:

T(efv €>1k) T T(@? e;kz)
Mp = : :
T(ey.er) -+ Tlenep)

Esto nos permite escribir : T (u,v) = (a1, ag, ..., a,) Mp(by, ba, ..., by).

La geometria semiriemanniana involucra un tipo especial de tensor de
tipo (0,2) sobre los espacios tangentes a una variedad diferenciable. Para su
correcta compresion recordamos las siguientes cuestiones generalizadas para
el caso de una R-espacio vectorial cualquiera.

Definicién 4.19
Una forma bilineal simétrica es un tensor b € T3 de la forma

b:VxV =R

tal que b(u,v) = b(v,u) Yu,v €V
y se dice que es:
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» Definida positiva (resp. negativa) si dado v # 0 se tiene b(v,v) >0 (resp.
<0).

» Semi-definida positiva (resp. negativa) si b(v,u)> 0 (resp. < 0) para
todo v € V.

Definicién 4.20

El indice v de una forma bilineal simétrica b en V es el mayor entero no
negativo que es la dimension del subespacio W C W, para el cual se tenga
que bl es definida negativa.

Definiciéon 4.21
La funcion q : V — R dada por q(v) = b(v,v) Vv € V es la forma cuadrd-
tica asociada a la forma bilineal simétrica b:V @ V — R.

Sea B = {ey, ea, ..., e,} una base del espacio vectorial V, la matriz de la
forma bilineal simétrica b: V@V — R es g;; = b(e;, e5) Vi, j € 1,2, ..., n.

Definicién 4.22
Una forma bilineal es no degenerada si y solo si la matriz asociada en
cualquier base es tnvertible.

Definicién 4.23

Un producto escalar g en un espacio vectorial V es una forma bilineal
simétrica definida positiva y un producto interno es una forma bilineal
stmétrica no degenerada.

Como ejemplo, tenemos el producto interno de Minkowski que presenta-
mos en el capitulo de introduccion, g : R? x R? — R dado por g(v,w)=v,w; —
vowy con v = (vy,v3) v w = (wy,ws), siendo su forma cuadratica asociada
q(v) = vf — v}

4.2.2, Tensores sobre variedades diferenciables

Sea M una variedad diferenciable, en este contexto el espacio vectorial V,
sobre el que hemos definido los tensores, serd 1T),M, el espacio tangente a M
en el punto p € M.

En T,M consideramos la carta local (U,x = x1, 29, ..., z,) ¥y tomamos las
bases de T,M y Tp*M en dicha carta local B, = (%M,, 8%2|p,. o.1)y

. % p
B, = (dx1lp, dxslp, ..., dxy|,). En esta carta local un tensor T € T (T,M) es:

n 1 e 'S 8 a
T= ), thilde),®.@dr|,® 3 o

LR A S
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siendo los coeficientes ¢]!/* = T(a%l\p, 8%2]1,, ey %L,,, Az |p, dza|p, .., dy)p).

77777

Ejemplo 4.1

Si T es un tensor en T se escribe como T = Dijet Lijga lp @ %j]p.

Definicién 4.24
Un tensor de tipo (0,2), T € T, es simétrico cuando se verifica T(u,v)=T(v,u)
y antistmétrico si se cumple T(u,v)=-T(v,u) Vu,ve T,M.

Vamos a definir los campos tensoriales de manera aniloga a la definicion
que dimos para los campos de vectores.

Definicién 4.25

Un campo tensorial de tipo (r, s) es una aplicacion T : M — T de modo
que se cumple m,. s 0T = idy siendo 7, 5T, — M la proyeccion candnica
7rs(1p) = p.

Denotamos por 07(M) al conjunto de todos los campos de tensores de M.

Definicién 4.26

Sea T un campo de tensores de tipo (0,2), T es un campo de tensores simétrico
si T'(vp, wy) = T(wy,vy,) y antisimétrico si T'(v,, wy) = —T'(w,, vy) Yo, w, €
.M yVpe M

Ahora tenemos todos los elementos necesarios para definir el tensor mé-
trico.

Definicién 4.27

Un tensor métrico g es una campo de tensores de tipo (0,2) sobre una
variedad diferenciables M, g € ©%5(M) simétrico, no degenerado y de indice
constante.

Es decir, un tensor métrico es un campo tensorial de tipo (0,2) que a cada
punto de la variedad p € M le asigna un producto escalar g, que tiene el
mismo indice v, para cada punto de la variedad.
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4.3. Variedades Semiriemannianas.

Definiciéon 4.28
Una variedad semiriemanniana es el par (M,g), consituido por M una
variedad diferenciable y un tensor métrico g.

Definicién 4.29
Llamamos indice de la variedad al valor comun v indice del producto interior
(tensor métrico) g,.

Siv = 0, M es una variedad Riemanniana con el producto escalar habitual
y cuando v =1y n > 2, M es una variedad de Lorentz.

Ejemplo 4.2 (El espacio de Minkowski en R x R"1)

En R™ podemos considerar el siguiente tensor métrico:

Para cada puntop € R™, p=(p1,pa, ..., pn) € R". Si escribimosu =", uk(a%k)\p
yu =y, vk(a%kﬂp, es decir la expresion de u y de v en la carta local (U,

¢ = (¢1,02, ..., 0n) ). Entonces, podemos definir el tensor métrico g en el
punto p € M como:

Ip =< U, U >p= —U1U1 + Zukvk (19)
k=2

R™, conjuntamente con el tensor métrico g, que acabamos de definir, es una
variedad semiriemanniana que [lamamos: Espacio de Minkowski n-dimensional
y se denota por RY.

Observaciéon 4.3
Sin—4, el espacio de Minkowski R} es el espacio-tiempo relativista mds usual.

Definicién 4.30

Sean M y N dos variedades semiriemannianas cuyos tensores métricos son
gr, gy respectivamente ® : M — N es una tsometria entre variedades
semiriemannianas si se conservan los tensores métricos, es decir, ®*(gn) =

am-

Propiedades 4.1 1. La identidad en una variedad semiriemanniana es
una isometria.

2. La composicion de isometrias es una isometria.

3. La aplicacion inversa de una isometria es una isometria.
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4.3.1. Conexiones

Definicién 4.31
Sea M una variedad diferenciable. Una conexion lineal sobre M es una
aplicacion V que toma la forma:

V:Oy X0y — O (X,Y) = VxY :p— Vx,Y. (20)
y cumplen las propiedades:
1. Linealidad: V1Y = aVyY + OVwY para cada V,W,Y € Zy,.

2. Vy(fY) = f(m)V,Y + V(f)Y|m, siendo f una funcion diferenciable,
meMyV)Y € Oy.

Decimos que VxY es la derivada covariante de Y en la direccion de X res-
pecto a la conexion V.

Ejemplo 4.3 (Conexion estandar de R")

Sea (R™,¢) la carta identidad en R", sea p € R™, sea v € T,R", sea X
un campo de vectores, que podemos expresar en la base del espacio tangente
(8%1’ 8%2,..., %) como X =53, fza%lEn estas condiciones se define el
operador D conexion estandar, de la siguiente manera:

0 0 0
D, X = — — ) (=—— X, Veoy (21
V)Gl G b0 () Gy c O (21)
En particular, tenemos que para la conexion estandar se cumple la propiedad:
DxY — Dy X = [X,Y] (Esta no es una propiedad general de las conexiones).

Definiciéon 4.32

Sea V una concexion lineal, definimos la torsion por la siguiente aplicacion:
Fv : @]V[ X @M — @M <X7 Y)F(X, Y) = VXY—V}/X— [X, Y] I' es una
aplicacion C33 . T' define un campo tensorial de tipo (1,2).

Definicién 4.33
Una conexion I' es simétrico si se cumple que I'y.

Teorema 4.2
Existencia de la conexion de Levi-Ceuvita.

Sea M una variedad semiriemanniana con tensor métrico g. Fxiste una
tnica conexion que denotamos por D y se denomina conexion de Levi-Cevita
que verifica:

1. D tiene torsion nula, [V, W] = DyW — Dw'V para cada V,W € Zy,
es decir D es simétrica.
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2. D es compatible con la métrica: Xg(V,W) = g(D,V,W)+g(V, DxW).

A continuacién, a través de la formula de Kozul obtedremos una caracte-
rizacion de la Conexiéon de Levi-Cevita.

Teorema 4.3
Formula de Kozul:

9(Z, DyX) = %(XQ(K Z)+Y g(2, X)=Zg(X,Y)—g([X, 2], X)—g([X, Y], Z))
(22)

Ejemplo 4.4 (Descripcion de una Conexion lineal en términos de cartas
locales)
Sea M una variedad diferenciable, consideramos la carta local

(Up - U C M — V contp = (¢1,9%9,...,10,)), sean X e Y dos campos

de vectores en M, es decir, X,Y € M, tenemos que X = > | Uigy €
Yy =5 ?:1 bia%- es la expresion de dichos campos de vectores en la carta
J

local considerada, en estas condiciones podemos expresar la conexion lineal
como:

ViY =) aiVaV
i=1 ‘

donde: .
VoY = VoY
v, ' 3y
7j=1
donde: 9 5 %. 8
b;——) = b, J
Vit bigy,) =0V oy, + 80,60,
siendo:

0 _ 0
—) = [‘Z_ —
;- = Oy
Los coeficientes Ffj que aparecen en la formula precedente son los llamados

Stmbolos de Christoffel. Los simbolos de Christoffel determinan la conexion
V sobre el abierto U, tal y como hemos visto con el desarrollo precedente.

(

o
av;

Ejemplo 4.5 (Conexién en R?)
La conezion natural es la conexion de Levi-Cevita en el espacio R para cada
indice v, con v=0,1,...n.
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Definicién 4.34

Sean (x1, 9, ...,x,) las coordenadas usuales en el semiespacio euclideo R},
sean V y W dos campos de vectores en R, entonces el campo de vectores
descrito como DyW = """, V(Wi)% es la dertvada covariante natural
de W respecto de V.

Observacién 4.4
Como vamos a ver, la conexion natural D de la definicion previa es la cone-
zion de Levi-Cevita en el espacio R] para cualquier indice v.

4.3.2. Transporte paralelo, geodésicas y aplicacién exponencial.

Definiciéon 4.35
Un campo de vectores sobre una curva diferenciable o : I — M es

la aplicacion Z . 1 — TM, de modo que se cumple mo Z = «, siendo 7 la
proyeccion de TM en M, Z(t) € TowM.

El campo de vectores Z actia sobre cada punto t € M asignandole un
vector tangente a M en «a(p). Ademas, tenemos que Z es diferenciable como
aplicacion de I — T'M si y solo si para todo f en C5(U) se cumple que
Zfe CH(U) siendo Zf(t) = Z(t)f Vp € 1.

De nuevo se tiene que el conjunto de todos los campos de vectores sobre una
curva a : I — M, al que denotamos por Oy («) es de manera natural un
C57(U)-modulo.

Ejemplo 4.6

La velocidad de una curva o : I — TM que lleva cada punto t en o/(t) €
TowyM da lugar a un campo de vectores sobre la curva o : I — M en la
variedad diferenciable M

d
a(t) = doz%|p e T,M

Definicién 4.36
a: 1 — M es una curva integral del campo de vectores Z € (M) si se
tiene que o = Z,, es decir si se cumple o/ (t) = Zyu) YVt € 1.

Si trabajamos en las coordenadas dadas por la carta local (U, x=(z1, x, ...,
o1 - ; d(x; ; [
podemos escribir Fi(z;0a, 2500, ..., xy0a) = 22 denotando F' la i-ésima

dt
expresion en coordenadas de Z,,.

Proposicién 4.3
Sea o . I — M wuna curva sobre la variedad semiriemanniana M, entonces
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existe un unica aplicacion:

D

DZ

llamada derivada covariante inducida que cumple las propiedades:

1. aZ1 + ng) = CLZ{ + bZ§7 \V/CL, b - R

(
2. (hZ)y =97 +hZ', Vh € C(I)

3. (Xa)'(t) = Dx,, (X), Vt € I y VXinO(M)
(

4-

La demostracién de esta proposicion puede ser consultada en

|1, Pag 65,66]

La derivada covariante inducida a lo largo de una curva que acabamos de
presentar, solo depende de los valores del campo sobre dicha curva, de esta
forma podemos definir la derivada covariante de un campo a lo largo de una
curva sin la necesidad de que el campo este definido sobre toda la variedad.
Considerando una carta local e introduciendo los simbolos de Christoffel te-
nemos una expresion en coordenadas de la mencionada derivada covariante
de una campo a lo largo de una curva.

LY < Z1, 20 >=<Z|, Zy > + < Z1,Z} >

Corolario 4.2

Sea Z un campo de wvectores sobre la curva, sea (U, 1=1x1,%3,...,T,) una
sistema de coordenadas. Si Z =), Zia%ib en o Y(U), entonces tenemos la
siguiente expresion: (también en a=(U))

k ,J

Definici6on 4.37
Sea Z : I — TM un campos de vectores sobre la curva o : [ — M, decimos

que el campo Z, es paralelo si tiene derivada covariante inducida nula,
) _ DZ _
Z'=722=0.

Proposicion 4.4
Dada una curva o : I — M, seat € I y z € Ty, existe un tnico campo de
vectores paralelo Z € ©,(M) cumpliendo Z (o) = z.
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Con la misma notaciéon que hemos empleado en la proposicion previa
tenemos:

Definicién 4.38
Sea t’e I, la aplicacion P = P! : T,M — T,M que lleva cada z en Z(t') se
llama transporte paralelo a lo largo de a entre p = a(t) y ¢ = o(t).

Lema 4.2
El transporte paralelo es una isometria lineal.

Demostracion. Se puede consultar en [1, Pags 66 v 67]. O

Ejemplo 4.7
En el espacio de Minkowski R} tenemos que los campos de vectores coor-
denadas dados por la carta local usual son campos paralelos asi como sus
restricciones a cualquier curva. En este caso el transporte paralelo de p a q
es el isomorfismo canonico v, — v,, este caso particular se llama paralelis-
mo distante.

A continuacion, gracias a las conexiones estudiadas anteriormente, vamos
a poder definir la aceleracién de una curva dada y de esta forma introducir
el concepto de geodésica.

Definicién 4.39
Sea M una variedad semiriemmaniana y sea o : I — M una curva sobre M,
la aceleracion de la curva o es la derivada covariante de su velocidad o/,

. " _ Do’
es decir, o = ==

Definicién 4.40
Una curva o : I — M es una geodésica si el campo de vectores o/ (t) sobre
a es un campo paralelo, o lo que es lo mismo que « tenga aceleracion nula,

n __ Do’ __
a'==-=0

A continuacion vamos a distinguir si una curva es una geodésica aten-
diendo a sus coordenadas en una carta dada.

Corolario 4.3
Si (U, x = x1,29,...,x,) una carta local en M, o : [ — U es una geodésica
en M si y solo sus funciones coordenadas x; o o verifican

d*( xkoa :czoa ) d(z; 0 )
F
Lyor o

=0 Vke{l1,2,..,n}. (25

4,j=1

Observacién 4.5
Las expresiones previas son las componentes de o” en los campos de vectores

o d P
coordenados {5, 5- -, 5,-
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Ejemplo 4.8 (Geodésicas en R :)

En las coordenadas dadas por la carta local usual de R} hemos visto que los
coeficientes de Christoffel eran nulos, por este motivo la expresion de la curva
geodésica de R en coordenadas del corolario previo, adquiere la forma:

d*(u; o )

pm =0 (1<i<n)

Las ecuaciones dadas por la expresion previa son ecuaciones diferenciales
cuya solucion en coordenadas es u;(c(t)) = p; + tv;. Vectorialmente a(t) =
p + to.

Se deduce que las geodésicas en R} son lineas rectas.

A partir del teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferen-
ciales en el contexto de las geodésicas tenemos:

Proposicién 4.5

Sea v € TpM. Ezxiste un intervalo I que contiene al 0 u una inica geddesica
v : I — M que verifica que v'(0) = v. Si v(0) = p tenemos que v es una
geodésica que comienza en 0 con velocidad v.

Proposicién 4.6
Sean o, : I — M dos geodésicas en M. Si existe un a € M de modo que
o' (a) = ('(a), entonces ambas geodésicas son iguales, o = 3

A partir de estas proposiciones se llega al siguiente Teorema:

Teorema 4.4
Sea v un vector tangente a M, v € T,M. Eziste una tunica geodésica, v, :
I, — M cumpliendo:

1. 7/(0) = v.

2. 1, es mazrimal en el sentido de que si consideramos otra geodésica v :
J — M tenemos que J C I, y o = 7,] ;.
A v, se le llama geodésica inextensible o maximal.

Demostracion. Sea G = {v : I, = M : 4'(0) = v} el conjunto de todas las
geodésicas en M con velocidad inicial v. La proposicion 4.6 nos garantiza que
hay alguna geodésica en el conjunto G, por tanto, G es no vacio. Si o, § € G,
ambas geodésicas coinciden en I, N Ig de acuerdo con la proposicion 4.6.y

tomando la coleccion de geodésicas en G podemos definir una geddesica v de
intervalo I = U,¢gl,. v siendo la geodésica que satisface las condiciones del
enunciado. O]
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Definicién 4.41
M es geodésicamente completa si toda geodésica en M esta definida en
toda la recta real.

Introducimos la aplicacion exponencial para explicar el espacio tangente
localmente y sus direcciones a lo largo de la variedad. Gracias a esta aplica-
cion exponencial prodremos después definir los "frames”.

Definiciéon 4.42

Sea o € M, sea D, el conjunto de todos los vectores v € T, M, tales que la
geodésica inextensible ~y, estd definida al menos en [0,1].

La aplicacion exponencial de M en o es exp, : D, — M tal que exp,(v) =

'Yv<1)~

D, es el maximo subconjunto en el que se puede definir la aplicaciéon
exponencial de M en o.

Ejemplo 4.9 (La aplicacion exponencial en R?)

Sabemos por el ejemplo 4.7 que la geodésica con velocidad inicial v € T,R] es
la recta p+tv. De acuerdo con la definicion previa, la aplicacion exponencial
en el punto p € R} es la que lleva p en p + v.

4.3.3. Frame fields

Definicién 4.43 = Un sistema de referencias o “frame” de M en el
punto p € M es una base ortonormal del espacio tangente T,M para la
métrica que nos proporciona el tensor métrico g de la variedad M.

» Un campo de referencia es un conjunto de n campos de vectores
E, Es, ..., E, € Oy mutuamente ortogonales entre st y unitarios, tales
que en cada punto p € M tenemos que {E1\(p), Ea(p), ..., En(p)} es un
sistema de referencias.

s Un campo de referencias sobre una curva o : I — M es el conjun-
to de campos de vectores sobre a mutuamente ortogonales y unitarios.

Los campos de vectores sobre «, E; € O,(M) de la ultima parte de la
definicién anterior les podemos elegir de modo que sean paralelos.

Corolario 4.4
Sea o : I — M una curva, sea ey, e, ..., e, un sistema de referencias de en

a(0). Entonces existe un inico campo de referencias paralelo {Ey, Es, ..., E,}
tal que E;(0) = e;.
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Ejemplo 4.10
Los campos de vectores coordenados en la carta local usual de R™ forman un
sistema de referencias en R™.

Todo campo de vectores V, le podemos expresar en términos de un sistema
de referencias V = Y"1, €;9(V, E;)E; siendo ¢; = g(E;, E;) donde g(V,W) =
> i €ig(V Ei)g(W, E;).

Los sistemas de referencias siempre existen localmente en una variedad M,
aunque pueda no haber un sistema de referencias en todo M. Sea ey, eo, ..., e,
un sistema de referencias en T, M, sea U un entorno normal de o en M, pode-
mos extender mediante transporte paralelo a través de geodésicas radiales el
sistema de referencias considerado a un campo de referencias { £10, Es, ..., E,, },
donde cada campo de vectores F; es diferenciable de acuerdo con la teoria
de Ecuaciones diferenciales.
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5. Teoria de la Relatividad Especial

Para explicar los fenémenos fisicos que constituian la Teoria de la Relati-
vidad Especial se tuvo que recurrir a una geometria més acorde con los nuevos
planteamientos, la Geometria de Lorentz cuadridimensional, cuyo desarrollo
e impulso definitivo llevo a cabo el matematico, y profesor de Einstein, Her-
mann Minkowski (1864 - 1909), a través del espacio que recibe su nombre.
En palabras del propio Eintein: “... antes de la investigacion de Minkowski
era preciso aplicar una transformaciéon de Lorentz a una ley para comprobar
su invariancia frente a tales transformaciones, mientras que él consiguid in-
troducir un formalismo que hace que la propia forma matemaéatica de la ley
garantice su invariancia frente a las transformaciones de Lorentz”. [14]

5.1. Geometria Lorentziana. Causalidad y Orientacion

En esta subseccion M siempre representa una variedad de Lorentz (Va-
riedad semiriemanniana de indice 1 y dimension > 2).

Definicién 5.1
Dado v € T,M tenemos las siguientes posibilidades:

» v es de tipo espacial si g(v,v)>0 o v=0.
» v es de tipo luz o nulo si g(v,v)=0 con v no nulo.
» v es de tegpo temporal si g(v,v)<0.

Se llama cono del luz, o cono nulo, al conjunto de todos los vectores nulos
del espacio tangente T,M. La categoria en la que se clasifica a cada uno de
los vectores tangentes, como acabamos de ver, se denomina cardcter causal

Definicién 5.2
El cardcter causal de una curva en M, o : I — enM coincide con el cardcter
causal de sus vectores de velocidad o/(t), t € I.

Observacién 5.1

Este mencionado cardcter causal para curvas se tiene en especial en el caso
de las curvas geodésicas v ya que, en estos casos, 7' es paralelo y el cardcter
causal se conserva a través del transporte paralelo.

Definicién 5.3
Denotamos por F al conjunto de todos los vectores de tipo temporal en el
espacio de Lorentz V.
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Para cada v € F definimos el cono temporal en V como C(v) ={v € F :
g(v,u) < 0}, siendo el cono opuesto —C'(v) = {v € F : g(v,u) > 0}, al ser
vt de tipo espacial, F es la union disjunta de ambos conos temporales.

Definicién 5.4

Un wvector tangente v a M que no sea de tipo espacial recibe el nombre de
vector causal.

Llamamos cono causal al conjunto é(v) formado por todos los vectores
causales w en M, tales que g(v,w) <0. Se llama curva causal a aquellas
curvas en M cuyos vectores de velocidad son todos no espaciales.

La existencia de dos conos temporales indistinguibles en cada espacio
tangente 7T, M para cada p € M, siendo M una variedad de Lorentz, nos lleva
hasta el concepto de orientacién que consistira en elegir uno de los dos conos
y a este hecho le llamaremos orientaciéon temporal.

Definiciéon 5.5 = Una orientacion tiempo es M es una asignacion di-
ferenciable que lleva a cada punto p € M a un cono temporal C, de
T,M. Para que sea diferenciable se tiene que cumplir que para un en-
torno U de cada punto p € M existe un campo de vectores X € Oy (U)
temporal, es decir que se tenga que X (q) € C, para todo p en U.

» M es tempo-orientable si M admite una orientacion por tiempo.
= Elegir una orientacion determinada para M se llama tempo-orientar.

El siguiente lema nos proporciona una forma sencilla de saber cuando una
variedad M es tempo-orientable.

Lema 5.1

M es tempo-orientable si y solo si existe un campo de vectores temporal en
M, X € O(M).

Demostracion. Se puede consultar en |1, Pagl45] O
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5.2. Elementos de la Relatividad Especial.
5.2.1. El espacio-tiempo de Newton

Antes de entrar en el espacio-tiempo de Minkowski vamos a recordar
la situacion previa dentro de la fisica de Newton, esto nos permitira hacer
comparativas cuando comencemos a estudiar los hechos més significantes de
la Relatividad especial.

Definiciéon 5.6 = FEl espacio newtoniano es el espacio tridimensional
euclideo E, E es una variedad riemanniana isométrica a R3 junto con
el producto escalar usual.

s Fl tiempo newtoniano es la linea recta R.

s Una particula newtoniana es una curva o : I — E en el espacio
newtoniano siendo I un intervalo en el tiempo newtoniano.

Definiciéon 5.7 = Un espacio-tiempo de Newton es el producto R x E
donde R es el tiempo newtoniano y F es el espacio newtoniano.

» Un punto (t,x) € Rx E del espacio-tiempo es un evento newtoniano.

= La linea de vida de una particula o : I — R X E es el grafo de dicha
particula.

5.2.2. Espacio-tiempo de Minkowski

Observaciéon 5.2
A partir de ahora M siempre representa el espacio-tiempo de Minkowski y
denotaremos por g a la métrica de Minkowski en dicho espacio. La orienta-
cion de tiempo que escogemos en M se llama futuro, siendo la orientacion
opuesta el pasado.

Definicién 5.8

Un espacio-tiempo es una variedad semiriemanniana de Lorentz de dimen-
ston 4 y que admite una orientacion de tiempo.

Un espacio-tiempo de Minkowskit M es un espacio-tiempo isométrico al
4-espacio RY.

Definicién 5.9

Se dice que un vector tangente en M apunta al futuro si se encuentra en
el cono causal futuro. Una curva causal apunta al futuro si todos sus vectores
de velociadad son vectores que apuntan al futuro.
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Aligual que en la relatividad de Galileo y Newton, una particula modeliza
la linea de vida de un objeto que se presupone con un ‘reloj interno” capaz
de medir el tiempo propio.

Cualquier particula v : I — M es una curva regular, siendo (I) la
subvariedad 1-dimensional llamada linea de vida de 7.

Definicién 5.10

Una particula material en M, también llamada observador, es una curva
a: I — M de tipo temporal que apunta al futuro, tal que se tiene |o/(T)| =1
V71 € I. El parametro T es el titempo propio.

De nuevo, como en el caso de la relatividad de Galileo observamos que
solo los intervalos de tiempo propio son los que nos resultan relevantes, si «
es una particula entre a(m) = p y a(m2) = ¢, entonces, observamos que la
longitud de arco entre 71 y 7 es el tiempo propio que ha transcurrido.

Definicién 5.11
Una particula de tipo luz o : I — M es una geodésica nula apuntando al
futuro.

Observaciéon 5.3

Se puede asignar masa a las particulas, aunque no incidiremos mucho en
ello, de esta forma se tiene que las particulas luminosas tienen masa nula y
las particulas materiales masa positiva.

Definicién 5.12
Un observador en catda libre es una particula en M que es geodésica.

Observacién 5.4

Generalmente el concepto de caida libre estd asociado a movimientos que se
encuentran sometidos a la accion de la gravedad inicamente. Como se puede
comprobar en [1, Pags 164, 228, 333] el espacio-tiempo de Minkowski es el
unico espacio completo, plano, simplemente conexo y variedad de Lorentz
de dimension 4. Debido a ser un espacio plano el estudio de la relatividad
en este espacio-tiempo se limita a las situaciones en las que la gravedad es
despreciable.

Definicién 5.13
Un sistema de coordenadas inercial es una isometria cualquiera ¢ : M —
R{ que conserva la orientacion dada por el tiempo.

Dado un sistema de coordenadas en M, € = (zq, 21,22, 23) : M — R*,
se trata de un sistema de coordenadas inercial si se cumple g;; = ;€ siendo
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_ 5
€= (—1,.1, .1, 1)y Joc €S un vector que apunta gl futuro. .
Con el siguiente lema podemos relacionar los sistemas de referencias con los
sistemas de coordenadas inerciales.

Lema 5.2

Dado un sistema de referencias {eg, €1, €2, e3} en T,M tal que ey es un vector
que apunta al futuro, existe un unico sistema de coordenadas inercial tal que
8 .

8—$i|p, 0 S 7 S 3.

Como M es isométrico al espacio R}, en M tenemos la geometria propia
de este ultimo, que es la que venimos desarrollando en el capitulo precedente
dedicado a las variedades semiriemannianas. Algunos de los hechos especial-
mente destacables, en los que volvemos a insistir son:

Dados p,q € M tenemos:

» Existe una tnica geodesica o : [ — M tal que a(0) =py a(l) = q.
» La isometria lineal entre T,M y T, M es el paralelismo distante.

» La aplicacion exp, : T,M — M que lleva cada v, en p+v es una
isometria.

De esta forma, podemos simplificar nuestras explicaciones ya que desde un
punto de vista geométrico resulta lo mismo observar M desde p, que observar
T,M desde 0, esto nos va a permitir trasladar la causalidad de T,M a M.

Definicién 5.14
Dados p,qg € M y sea o : [ — M es la unica geodésdica que cumple que
a(0) = p y a(l) = q. El vector desplazamiento p§ es o/ (0).

Podemos expresar dicho vector de desplazamiento en términos de un sis-
tema de coordenadas inercial € = (g, 1, T2, r3) como:

= 3 )ae) — () o

1=0

La definicién previa nos permite expresar el cono temporal futuro en p como
{g e M : ]ﬁ es un vector de tipo tiempo que apunta al futuro} siendo su
frontera, salvo por p, el cono de luz futuro en p {qg € M : ﬁ es un vector
de tipo luz que apunta al futuro} y la unién de estos dos conos futuros cons-
tituye el cono causal futuro en p. Definiciones analogas se pueden obtener
considerando en M la orientacién opuesta-pasado. La unién del cono de luz
pasado en p y el cono de luz futuro en p constituye el cono de luz en p A(p).
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Si tenemos un punto ¢ € M que no pertenece al cono causal en p, entonces q
es de tipo espacial relativo a p, es decir, ﬁ es un vector de tipo espacial. La
idea de causalidad se materializa en el hecho de que un evento p € M influye
sobre un evento q si y solo si existe una particula que va desde p hasta q,
dicha particula puede ser de tipo luz o material.

Explicamos desde un punto de vista de la Fisica el significado de la causali-
dad:

Lema 5.3 = Los dnicos eventos que pueden ser influenciados por un even-
to p son aquellos que se encuentran en el cono causal futuro de p.

s Los inicos eventos que pueden influenciar un evento p son aquellos que
se encuentran en el cono causal pasado de p.

= La mayoria de los eventos, aquellos que son de tipo espacial relativos a
p no influyen, ni pueden ser influenciados por p.
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Figura 22: Representacion del cono causal.

En este contexto de la geometria de Minkowski recordamos el concepto
de separacion mencionada en la introduccion

Definicién 5.15
Dados dos eventos p,q € M, se define la separacién entre p y q como el
niimero |pg| > 0.

De nuevo podemos expresar este concepto en el sistema de coordenadas
inercial € :

3

1

pq = | — (xoq — zop)® + Z(%q o ORE
1

Desde el ambito de la Fisica podemos interpretar el concepto de separacion:

1. Si ﬁ es un vector de tipo temporal que apunta al futuro, la separacion
pq es el tiempo propio transcurrido por un observador en caida libre,
siendo este tiempo pq.

2. Si ﬁ es un vector de tipo luz que apunta al futuro, entonces la separa-
cion pq es nula.

3. Si @ es de tipo espacial que apunta al futuro, entonces pq>0 y repre-
senta la distancia entre p y q medida por un observador en caida libre
que es ortogonal al vector ]ﬁ
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5.2.3. Observacion de particulas:

Sea £ un sistema de coordenadas inercial en M, & = (zg, 21, 1, 9, x3) =
T, representa la linea de vida de un observador en caida libre que denotamos
w, parametrizando w tenemos zow(t) — ¢ siendo t su tiempo propio.
Los ntimero que se obtienen a través de £ son las medidas que toma el obser-
vador w. {z, = 0} se identifica con el espacio euclideo Ey que es isométrico
linealmente a R3 mediante ¢ — (z1(q), z2(q), z3(q)).

Observacién 5.5
En esta subseccion & = (xg, x1, T2, T3) TEpresenta siempre un sistema de coor-
denadas inercial en M.

Definicién 5.16
Sea p € M un evento. Llamamos &-tiempo de p es xo(p) y 7= (x1(p), z2(p), z3(p))
recibe el nombre de £-posicion de p.

En los siguiente vamos a tratar de determinar el £-tiempo v la £-posicion
de una particula « : I — M material o de tipo luminoso.
Para cada s € M (tiempo propio de « en caso de que esta sea una particula
material) tenemos:

» ¢-tiempo es zo(a(s)).
» ¢-posicion es (z1(a(s)), ze(a(s)), z3(a(s))).

Como « es una curva causal que apunta al futuro de acuerdo con las defini-
ciones que hemos dado tanto de particula material como de particula de tipo
luz tenemos.

d@ooa) 0
ds g<a’3xo)

xop o« es un difeomorfismo de I en un intervalo J C Ry u : J — I su funciéon
inversa.

Para un determinado &-tiempo t con t € J tenemos que la &-posicion de «
es o = (z0u(t), zeau(t), zsau(t)).

Definicién 5.17
La curva @ : J — R en el espacio euclideo Ey se llama la particula de
Newton asociada.

La relacion entre una particula o y su particula de Newton es la via
de desarrollo de al Teoria de la relatividad especial, pues estudiando los
conceptos newtonianos sobre @ encontramos los analogos relativistas sobre
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a dando lugar a comparaciones.

La relacién entre los parametros t y s viene dado por t = zga(s) y s = u(t))

teniendose ademas 4t = @) -

ds ds
da dd /ds
También obtenemos mediante la regla de la cadena - = — Jds Por tanto
estamos en condiciones de establecer la relacion entre las particulas tanto

materiales como luminosas con sus particulas de Newton asociadas.

Proposicion 5.1
Sty es un particula de tipo luz en M, su particula de Newton asociada 7 es
una recta con velocidad constante igual a 1.

Demostracion. Tenemos que 7 es una geodésica en M, por tanto £ o~y es una
geodésica en RY.

7 tiene coordenadas afines dados por z;(y(s)) = a;s + b;.

Tomando la proyeccion sobre R? ~ Ej tenemos que 7 = (x1(7(s)), z2(7(s)), 23((s)))
la particula de Newton asociada a v es un linea recta.

De nuevo como v es una geodésica se tiene:

3 3
B 0 dt 0 d(zjory) 0
N ; Yo 0901 ds 8960 + ; ds Oz,

Como % > 0 necesariamente se tiene que % | | obteniendo asi v =
0| = |47/ - O
dt/ds

La velocidad de la luz es constantemente igual a 1 para todo observador
en caida libre.

Proposici()n 5.2
Sea @ 1 J = R3 la particula de newton asociada a una particula material
a:l — M:

1. La velocidad de la particula de Newton asociada o ] | es v = tang
siendo ¢ es dngulo hiperbdlico que forman o = d -y el vector % stendo
0<v<l.

2. La relacion entre el tiempo T y el E-tiempo esta dado por:

dt d(xoo ) 1

= —— = h = ——
T AV e

(vy ¢ son funciones de «).
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Demostracion. Sean o y 8%0 vectores de tipo temporal que apuntan al futu-

ro. Existe un tnico angulo hiperbélico ¢ > 0 entre dichos vectores que esta
artial

determinado por -g(a/, 25"“) = cosh ¢ > 1.

Oxo
’ d(zioa) 9 dt _ d(weoa) 0\ —
Como o' =} =5 5.~ entonces g = === = —g(a, 8_%,0) = cosh ¢.
;2 I : dt \2 da |2 _
La expresion g(a/,a’) = —1 se convierte en —(5-)* + |5 = —1.

Como ¢ > 0, ]% = /cosh?$ — 1 = sinh ¢ > 0. Por tanto, o tiene veloci-

_da| dﬁ/dr __ sinh¢ __
dad v = ‘W ~ dt/dr ~ cosh¢ tanh ¢

Usando las idéntidades hiperbolicas obtenemos que cosh ¢ = 1_1v2. O

Interpretamos los hechos anteriormente descritos desde el punto de vista
del observador en caida libre w.

» Tiempo: El hiperplano E; = {z, = t} consiste en los eventos que el
observador w considera simultaneos a w(t).

= Espacio: Llamamos espacio de reposo al hiperplano Ej.

= Velocidad: La funciéon v = |%| es la velocidad de la particula « relativa
al observador w. Tradicionalmente llamamos a ¢ = tanh™' v parametro
velocidad relativa a w.
(Para no dar lugar a confusiones, a o/ = ‘;—‘j se le llama 4-velocidad
para distinguirla de ‘2—?, la velocidad relativa de o con respecto a w en
el espacio tridimensional).

De la proposicion previa se deduce que cuanto mas rapido (mayor valor de
v) se mueve la particula a, su "reloj interno” (tiempo propio) disminuye en
relacion con el "reloj” del observador w. Este fenémeno que acabamos de
percibir se conoce como la dilatacion del tiempo.
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5.3. Efectos relativistas
5.3.1. La adicion de velocidades.

Consideramos un astronauta R que se aleja de dos cohetes, que deno-
tamos por C y G respectivamente. Suponemos que el cohete G se mueve a
velocidad vy con respecto al astronauta R y que dicho astronauta se mueve
con velocidad vy con respecto al cohete C. Nuestro objetivo es calcular la
velocidad v con la que se mueve el cohete C con respecto del cohete G. En la
teoria clasica, dicha velocidad seria la suma de ambas velocidades, es decir
v = v1 + v, sin embargo, la teoria especial de la relatividad nos muestra que
esto no es asi, como vamos comprobar.

Empleando las transformadas de Lorentz (Boosters) B, : G — Ry
B,, : R — C , con la composicion B, = B,, Bvs obtendremos la respuesta
deseada.

Para simplificar las cuentas, al ser méas sencillo trabajar con rotaciones hi-
perbolicas, escribimos las transformadas de Lorentz es su versiéon hiperbolica
siendo B, = H,, B,, = H,, vy B,, = H,, siendo v = tanhu y u = tanh™! v
(Analogamente con vy, vg y uy, uz).Tenemos H, = H,, - H,,

El angulo hiperbolico u si resulta ser la suma de los &ngulos hiperbdlicos w4
VY U, U — Uy + Ug.

Deshaciendo el cambio efectuado, al cambiar a coordenadas hiperbdlicas, po-
demos concluir:

tanh u; + tanh us v1 + U9
v = tanh v = tanh(u Uy) = =
( 1+ 2) 1 + tanh Uy + tanh U9 1+ V1V

8 mfmo'

Figura 23: Adicion velocidades

Es decir, las velocidades no se suman exactamente siendo la velocidad
resultante menor que la suma de velocidades.
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Obsérvese que, en el caso de velocidades positivas, que serdn menores que la
de la luz, es decir, 0 < vy, v, < 1 tenemos que

v
]_+'Uﬂ)2

5.3.2. La contraccién de Fitzgerald-Lorentz.

Este fenomeno relativista, descubierto por Lorentz y Fitzgerald para ex-
plicar el resultado negativo del mencionado experimento de Michelson-Morley,
fue descubierto antes de que viesen la luz en 1905 los trabajos de Einstein
acerca de la Relatividad especial.

Sea [a, 8] una “regla” cuyos extremos a y [ son observadores en caida libre,
y consideramos w otro observadore en caida libre.

Fijamos a(0) = w(0) y consideramos que la “regla ” se mueve a una velocidad
v, constante y cercana a la velocidad de la luz, con respecto a w.
Reflejamos esta situacion en la imagen siguiente

&

Figura 24: Contraccion de la longitud

En estas circustancias tenemos que si nuestra regla permanece estacio-
nada, es decir ortogonal al eje temporal del observador «, la longitud de la
regla que perciben tanto a (L) como w (L) coinciden L = L, mientras que
w percibe L, = Lv/1 —v? cuando la “regla” se mueve a velocidad constante
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v respecto de w

El calculo por el que deducimos que L, = L+v/1 —v? en el caso que acaba-
mos de considerar, lo podemos comprobar de forma geométrica fijaAndonos
en la figura previa y haciendo uso del conocimiento acerca de las funcio-
nes hiperbolicas visto en el primer capitulo. En efecto, como sabemos que

L = L, cosh(v), tenemos
L, =LV1 -2

5.3.3. Ejemplo: La paradoja de los gemelos.

Tenemos una pareja de gemelos: Tom y Bob. En su veintitin ambos se
separan y Tom emprende un viaje espacial (observador en caida libre) mo-
viéndose a una velocidad constante v = %. Tom permanece de viaje durante
14 anos medidos en su tiempo propio (7 afos de ida y 7 anos de vuelta),
tras ese tiempo regresa a casa el dia de su 35 cumpleanos. Sin embargo al
reencontrarse con su hermano, resulta que Bob esti celebrando su 71 cum-
pleanos.

Para calcular la edad de Bob nos fijamos en la siguiente figura aplicando las
identidades de la geometria hiperbdlica.

'P

Ao /

¢
e Bob % 3

Figura 25: Paradoja de los gemelos

El tiempo transcurrido para Bob es la longitud del segmento oq que es el

doble del segmento ox, siendo ox = opcosh p = ———

(1-(35)»)2

Entonces, oq = 2*25 = 50 y la edad de Bob es 21 + 50 = 71

Este hecho paradojico se debe al cambio de sentido que efectiia Tom al re-
gresar a casa. Este cambio no se puede expresar mediante ningin observador
en caida libre, es decir no existe ningiin observador cuya linea de vida sea la

que describe Tom. Para resolver este inconveniente se necesitan dos sistemas
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de referencias inerciales, uno para Tom en el viaje de ida y otro para el viaje
de vuelta. En otras palabras, uno de los gemelos ha tenido que experimentar
una “aceleracion” y el otro no.
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5.4. En busqueda de la Teoria General de la Relativi-
dad:

La Teoria General de la Relatividad, como podemos inducir de su nom-

bre, es una generalizacion de la Teoria Especial, tras més de diez anos de
trabajo del propio Einstein, de 1905 a 1916. Ambas teorias estan estrecha-
mente ligadas siendo la Teoria Especial el punto de partida de un proyecto
que pretende dar respuesta a la universalidad de los fenémenos naturales y
que comienza centrandose en los sistemas inerciales dando después paso al
resto de ellos, es decir, los sistemas no inerciales en los que la gravedad juega
un importante papel, porque al tratar con observadores acelerados el princi-
pio de la relatividad especial se mejora con el principio de equivalencia, que
incorpora la gravedad como un fenémeno equivalente a la aceleracion. Citan-
do [15], tenemos: “Einstein se dio cuenta de que la Teoria de la Gravedad,
tal y como fue propuesta por Newton, no era incompatible con la estructura
espacio-tiempo que surge de la Teoria de la Relatividad Especial. En la Teo-
ria General no solo se limita a los sistemas inerciales, sino que llega a abarcar
cualquier sistema de referencia. ”
De otra manera, la Relatividad Especial es un caso particular de la Teoria
de la Relatividad General en el espacio-tiempo de Minkowski. Los elementos
que hemos ido explicando en secciones previas como los observadores, parti-
culas materiales y luminosas, el tiempo propio..., se definen andlogamente en
el marco de la teoria general. Ademads, incidiendo en la amplia relaciéon entre
dichas teorifas podemos aproximar localmente la Relatividad general por la
Relatividad especial (Véase |1, Pag. 333])
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