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Prefacio

La teoria de splines, desde su introduccion a finales de la década de los anos 60 del
siglo pasado, ha tenido un gran desarrollo debido a su enorme potencial en teoria de la
aproximacién. Los splines son funciones polindmicas a trozos, con distintos érdenes de
regularidad en los nudos que separan los subintervalos, cuya evaluacion sélo requiere de
sumas y productos, y con representaciones que se almacenan muy eficientemente en la
memoria de un ordenador.

El presente Trabajo Fin de Grado se centra en el estudio analitico de las principales
propiedades de los espacios de splines, y obvia el tratamiento algoritmico de estas fun-
ciones. Concebimos este proyecto como una extension de la teoria basica de splines que
se estudia en el Grado de Matematicas en distintas direcciones: primero, considera es-
pacios de splines de orden arbitrario y con la posibilidad de que sus sucesiones de nudos
puedan incluir nudos repetidos (hasta un cierto orden). Una segunda extensién aborda
propiedades de las funciones splines en relacién con sus ceros y cambios de signo, asi
como propiedades teodricas de las matrices de colocacién basadas en B-splines. Un re-
sultado que también se generaliza es el teorema de Schoenberg-Whitney que caracteriza
los problemas de interpolacién bien puestos. Todo el material sigue el tratamiento de la
monografia de Schumacker ([2]).

El capitulo 1 introduce notaciones y resultados preliminares que seran de uso frecuente
a lo largo de la Memoria. Un enfoque novedoso con respecto a lo estudiado en el Grado
de Matematicas es el tratamiento basado en determinantes de las diferencias divididas
de argumentos repetidos. Se demuestran las propiedades béasicas de las diferencias divi-
didas, asi como una generalizacién del teorema de Rolle para su aplicacién a funciones
regulares a trozos. El capitulo se cierra con la introduccién diversos conceptos de siste-
mas de Tchebycheff.

El capitulo 2 es la parte principal de la Memoria e introduce los espacios de splines y el
estudio y construccion de las bases formadas por B-splines y sus principales propieda-
des, que incluyen las relaciones de recurrencia que sirve para computarlos. Se presenta el
teorema de Marsden que representa las potencias monomiales en términos de B-splines
y B-splines normalizados. Los B-splines perfectos aparecen como B-splines en redes uni-
formes y permiten resolver el problema de la transicion entre dos valores constantes a
lo largo de un intervalo arbitrario. El capitulo se cierra con la prueba del teorema de
Schoenberg-Whitney que caracteriza cuando el problema de interpolacién por splines
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estd bien puesto, tanto en el caso de abscisas de interpolacion distintas dos a dos, como
en el caso osculatorio de abscisas de interpolacion repetidas. Una tultima contribuccién
es el analisis del caracter totalmente positivo de las matrices de colocacién basadas en
las bases de B-splines. Una herramienta fundamental para probar estos resultados es el
analisis del nimero de ceros y cambios de signo maximo que puede tener un spline.

El capitulo 3 aborda la construccion de dos tipos diferentes de splines (cibicos): los
T-splines o splines de tension que mitigan la apariciéon de puntos de inflexién extranos
cuando se utilizan splines ctibicos ordinarios en la interpolacion, y los splines minimos
cuadrados o de regularizacién. Se introduce su motivacion y la construcciéon de los mis-
mos. Todo ello se extrae de los textos de Carl de Boor ([1]) y de Klaus Hélling ([3]).
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1. Matrices y Determinantes

Sea {u;};-, un conjunto de funciones definidas en el intervalo I = [a,b], y sean
t1,...,t,, puntos en [ tales que t; <ty < --- < t,,.

Definimos la matriz asociada con {w;}.", v {t;},-, por

s e s I
t1> 7tm _ Ul tQ U2 tQ Um, tg
M (ul, ,um> - :

uy(tm)  us(tin) U (tm)

t1,...,¢ t1,...,¢
D(l? 7m):d€tM(17 7m)
Uty ooy Um Uty ooy Uy

También sera 1util definir matrices asociadas a un conjunto de puntos t; <ty < --- < ty,
donde algunos de estos son iguales entre si. Para describir exactamente dénde se cumplen
las igualdades, suponemos que

tl<t2<"'<tm:(11,...,a17...,ad,...ad,
——



. d .
donde cada a; se repite exactamente [; veces con ) .., l; = m. Entonces dadas funciones

suficientemente diferenciables uq, ..., u,,, definimos
uq(ay) ug(ay) e um(ay) |
Duy(ay) Dus(ay) - Du,y,(ay)
Dh=Yui(ay) DU tug(ay) -+ DY lug,(ay)
M(tl,...,tm>: : : :
Ulye ooy Uy
uy(aq) ug(aq) . U (ag)
Duy(aq) Dus(aq) -+ Dup(aaq)
| Dla=luy(ag) D' lug(ag) -+ D'y, (ag) ]

Naturalmente, denotamos al determinante de la matriz anterior por

pttm)
Uty .o oy Uy
Estudiamos a continuacién una matriz especial, conocida como la matriz de Vandermon-

de:

Definicién 1.1.1. Sea U = {1, z,...,2™ '}. Este conjunto de funciones genera el es-
pacio de polinomios de orden m (véase Teorema 2.1.2.). La matriz de Vandermonde
se define como

VM <t1,~--;tm) - M (1t17”.’:;7ﬁ1)

R

y el determinante de Vandermonde viene dado por:
tieeo ot
V(ty,... tm) =D <1xm1)
Siempre que t; < ty < --- < t,,, se satisface

V(t,.otm) = [ & —t). (1.1)

1<i<gjsm
Mientras que para t; < to < -+ < t,, = a1,...,a90 < -+ < aq,...,aq, donde [; es el
—— ——
l1 ld
nimero de veces que se repite a;, se satisface
d -1
1l;

V(tyotm) = [ (a5 —a) " T ]I * (1.2)

1<i<j<d i=1 k=1
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1.2. Diferencias Divididas

En esta seccion se va a realizar un estudio de las propiedades de las diferencias divi-
didas que nos van a ser de gran utilidad en la construccion de los splines, en particular
de los B-splines. Las diferencias divididas pueden ser definidas de varias formas equi-
valentes. Aqui se definirdn como cocientes de determinantes. La notacién que usaremos
para hacer referencia a las diferencias divididas es la que se usa en [2].

Definicién 1.2.1. Dados los puntos t1, . .., t,.1 y una funcién f, definimos la diferencia
dividida de orden r sobre los puntos t4,...,t..1 como

D (A T A}
L...,2" L f

[tla"'7t7”+1]f: .
D(tl,...,tm)

N
1,...,z

(1.3)

En esta definicién se ha supuesto que los ¢; vienen determinados en orden creciente para
que los determinantes considerados tengan sentido.

Cuando los t; son distintos dos a dos, entonces [tq,...,t41] f se define para cualquier
funciéon que tiene valores finitos en estos puntos. Cuando algunos de los ¢; se repiten
(aparecen mas de una vez), entonces el valor del determinante del numerador de
depende de ciertas derivadas de f, y la correspondiente diferencia dividida solamente
tiene sentido para las funciones f que poseen las derivadas requeridas.

En el siguiente teorema se presentan algunas propiedades bésicas de las diferencias di-
vididas:

Teorema 1.2.1. Si ty,...,t..1 son distintos dos a dos, entonces
r+1 r+1
f(t:) f(t:)
[t st f =) =y —
i=1 w,(ti) i=1 Hj:l,j;éi(ti - tj)
donde

w(t) = =t)(t —ta) - (t = trpa).

Mas generalmente, si

tl;-watr—i-l =dad1y...,Q1,...,04,...,0q
1 !
1 d
donde a; esta repetido I; veces, para todo i € {1,...,d}, y a; < as < -+ < aq. Entonces
d U
[t st f =)D DI f(a), (1.4)
i=1 j=1

donde ay, # 0, para j € {1,2,...,;} ei €{1,2,...,d}.
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Ademss, si f y g satisfacen que, para el conjunto de puntos {tl}:;rll )

D’ f(a;) = D’ tg(a;), paratodo je€{1,2,....L;}, i€{l1,2,...,d}
entonces se tiene que [ty,...,ty1] f = [t1, ..., tri1] g

De aqui se deduce que la r-ésima diferencia dividida es un funcional lineal en el espacio
de todas las funciones suficientemente suaves.

En el siguiente resultado damos varias propiedades importantes sobre diferencias dividi-
das. De suma importancia es el hecho de que las diferencias divididas pueden calcularse
recursivamente.

Teorema 1.2.2. Dados los puntos ¢,...,%..1 (no necesariamente ordenados) y sea f
una funcién suficientemente suave, es decir, f € C" ([a, b]), se tiene que

[tay ..oy tosa] f = [t1, .o ] f

[tl,...,trJrl]f: (15)
try1 — 11
siempre que t; # t,4q1. Sity =ty = --- = t,,1, entonces
Drf(t
st = 20 (1.6)

En general, si f € C" [a,b], donde a = minjc;c, 41t ¥ b = méxi<i<rp1 £, entonces

D f(0
[t1, ..t f = f'(), para a < 6
r!

N

b. (1.7)
En cuanto a las diferencias divididas de potencias de x, tenemos

0 sijef0,1,...,r—1},
[t17--'7tr+1] .I'j == (18)
Sj—r(ty,.. . try1) sije{r,r+1,...}

donde 80<t1, R 7t7‘+1) =1 y

sty strpr) = Z biy iy -+~ 1y (1.9)

1< i< <y <r+1

La suma en (|1.9)) se toma sobre todas las elecciones de enteros [, lo que permite que haya
repeticiones. Por ejemplo, sy(ty,...,t,p1) =t + -+ + try1, v So(ty, ta) = t2 + tits + 3.
El nimero de términos en la suma es de (r + [)!/(r!l!).

Demostracién. Por la definicién de diferencia dividida, si tomamos f(z) = 27 con
0 < j < r—1, entonces dos columnas del determinante en el numerador de (|1.3))
seran iguales, y el valor por tanto de este serd cero. Si tomamos f(z) = 2", entonces
el numerador y el denominador son iguales, y el valor de la diferencia dividida sera 1.
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Probamos las afirmaciones restantes primero en el caso de que t| =t, =--- =1¢,,1. En
este caso, el denominador en ([1.3)) es

V(tl, ce ,tr+1> - H l{i‘,
k=1

mientras que el numerador es

DtV (s ... ) = D7 f(t)) 1:[ K,
k=1

por tanto,

D f(t) L1 k! D' f(t)
[tl,..-,tr+1]f: szlk’?' 1 = rl - ;

lo que prueba (1.6). Més ain, para j > r,

D Wy, =1 (G DET T
J r=t1 __ 1 1 e
[tl, Ce 7t7"+1] T = -l = -l (] 7’)!1”! = S]—r(t17 . 7tr+1>7

lo que prueba ([1.8)) en este caso.

Supongamos ahora que t; # t,;. Comprobemos el teorema por induccién sobre 7:
el caso r = 1 es simple. Supongamos que se cumple para diferencias divididas de orden
r — 1. En primer lugar, probemos (|1.5)). Consideremos el funcional lineal

[t27"-7tr+1]f_ [tl,...,tr]f
(tr+1 _t1> '

A=, st f =

Queremos ver que este A es nulo. Es claro que Az’ = 0 para i € {0,1,...,7 — 1} por la
formula ((1.8). Atin més, usando (|1.8]) para r puntos y con j = r tenemos

)\xrzl_<t2++tr+l)_<tl++t7”)

=0.
(tr-H - tl)
Por otro lado, \f tiene la forma de suma de (1.4]). De esta forma, el conjunto de ecua-
ciones lineales Az’ = 0 con i € {0,1,...,r} proporciona un sistema no singular para los

coeficientes de A, concluimos por tanto que A = 0. Lo que prueba (|1.5)).

Por la hipotesis de induccién y la definicion de la funcion s, tenemos

[to, .o ytpa] @9 — [t ...t 27
(tr41 —t1)
C Sjerqa(te, o tegn) — 8ty 1)
N (trr1 —t1)
=Sj_r(t1, ... trg1).

[tQ, e 7tr+1] Ij =
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Se prueba ([1.8)) para todo r. Del teorema de la representacion de Peano (Teorema 2.2.10),
para j = 0 y r=m, se sigue ((1.7):

[ty t] f = /TH QTlf)()dx,

donde @ es una funcién no negativa que satisface ft " Q(x)dr = 1/r, formula (2.12).

O

La relacién de recurrencia (|1.5) nos permite calcular las diferencias divididas sucesivas,
generando asi la siguiente tabla triangular:

[t f [ta] f e G el f
t1, o] f o [tr, tra]f
Lt f [t tesalf
[t1, .. trp]f

El siguiente resultado es una especie de regla de Leibniz para las diferencias divididas
del producto de dos funciones:

Teorema 1.2.3. Dados t1,ts,...,t,.41 y sean dos funciones suaves f y g.
r—+1
[tlu s 7tr+1]fg = Z[tlv s 7t2]f ’ [tm s 7tr+1]g' (110)
i=1

Demostraciéon. Vamos a proceder por induccién sobre r. Para r = 0 el resultado es
inmediato. Supongamos que se cumple para r — 1. Si t; = ¢, 1, tenemos que la férmula
(1.10)) es igual a la regla de Leibniz clasica

Dfg K D) DT g (1) B = 1D f(8) D g (1) _
T_Z (i —D!(r+1—=74)! _Z (i— D r+1—d)r!

=1

,Z() t1)D"g(t1).

donde se ha hecho un cambio de indices en el sumatorio, j = ¢ — 1. Suponemos ahora
que t; # t,41. Usando (1.5)) y la regla de Leibniz para r puntos, es decir la hipdtesis
inductiva; obtenemos

[tg,...,t,«+1] fg— [tl,...,tr] fg _
(tT+1 - tl)

[th cee 7t7“+1]fg =

211_21 [t277tz]f [tw?t'r—i-l]g_Z::l [thatz]f [t277t7“]g
(tr41 — 1)
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Sumando y restando el término

r+1 T

Z[tlv---,tiq]f' [tia--'atrJrl]g:Z[tlw"ati]f' tiv1,- - tra] g

=2 i=1

Combinando obtenemos

1
[tla---atr+1] fg = m
r+1 r
. (Z[tlu7tz]f[tz;7tr+1]g(tz_t1)+2[t1;7tz]f[tu7tr+1]g(tr+1_tz)> =
=2 =1
r+1

Y hemos probado el resultado para r + 1.
O

Un caso especial de diferencias divididas es cuando tenemos puntos equidistantes, es
decir, todos ellos distan entre si la misma distancia, que denotamos h > 0.

Definicién 1.2.2. Dados h > 0 y un entero positivo r, definimos la diferencia pro-
gresiva de orden r de f como

AV f(t)=7rh"[t,t+h,...;t+hr] f
Veamos seguidamente algunas propiedades

Teorema 1.2.4. Dados h > 0 y un entero positivo r y la diferencia progresiva AJ f(¢)
de orden r de f. Esta tiene las siguientes propiedades:

r e '
0 = v (1) o+ i
i=0
Si f € L] [t,t+rh] (se define en la Definicién 2.2.4.), entonces

rh D" f(t NT (&
A’;;f(t)—h’”/ A +h“) ) g,

0

donde N” satisface
0< N'(z) <1, / N"(z)dx =1y |[N"||z 00 < 1 para todo 1< ¢ < oo.
0

Demostracién. La demostracién podemos encontrarla en [[2], pag.70].
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1.3. Ceros y Cambios de signo

En esta seccién se presentan algunos procedimientos de conteo para cambios de signo
y ceros de funciones.

Definicién 1.3.1. Sea v = (vy, ..., v,) un vector de nimeros reales. Definimos el nime-
ro de cambios fuertes de signo de v como niimero de cambios de signo en la sucesion
v1,...,v, donde los ceros son ignorados. Se denota por S~ (v).

Analogamente, definimos el nimero de cambios débiles de signo de v como el niime-
ro maximo de cambios de signo en la secuencia vy, ..., v, donde cada cero puede ser
considerado como +1 o —1, dependiendo de cual de estos haga que el valor de conteo
sea mayor. Se denota por ST(v).

Es obvio que
S~ (v) < S*(v) para todo v.

Definicién 1.3.2. Sea I = [a,b] un intervalo cerrado finito. Una funcién f: I — R es
una funcién real y acotada en I si

|f(z)] < oo paratodo z € I.

El conjunto de todas las funciones reales y acotadas sobre I se denota por B[I].

Definicién 1.3.3. Sea f una funcién real acotada en un subconjunto de la recta real
R. Llamamos

S (f) zsgp{s_ [ft1), .. f@a)] it < <t, €T}

el nimero de cambios fuertes de signo de f en I. Andlogamente, definimos el niimero
de cambios débiles de signo de f en I como

ST(f) :s.up{S+ [ft), . ftn)] i th <+ <tp EI}.
Se deduce también que
St (f) < S7(f).

Definicién 1.3.4. Sea f € B[I]. Decimos que f tiene un cero en el punto £ € I siempre
que f(§) = 0. Sea Z;(f) el niimero de ceros de f en I.

Definicién 1.3.5. Sea f € B[I] una funcién con un cero en un punto t en el interior
de I, entonces diremos que f cambia de signo en ¢ siempre que

ft—e)f(t+¢€) <0 paratodo e>0 suficientemente pequeno.

Ahora bien, si f tiene un cero en un punto t en (a, b) y no cambia de signo en este punto,
entonces decimos que f tiene un cero doble en t. Se denota por Z?(f) el nimero de
ceros dobles de la funciéon f.
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También es posible definir ceros de mayor multiplicidad siempre que f tenga derivadas
suficientes.

Definicién 1.3.6. Sea f € C*[I] y sea t € I. Decimos que f es un cero de multipli-
cidad =z en el punto t cuando

f(t) = Df(t) = = D f(t) = 0 # D* (1),

Observaciéon 1.3.1. Si t es un punto final del intervalo I, entonces D debe entenderse
como la derivada izquierda o derecha. Ademas, el comportamiento de una funcién en un
entorno de un cero multiple depende de si este es par o impar. Es decir,

= Si f tiene un cero impar en ¢ en el intervalo (a,b), entonces f debe cambiar de
signo en el punto ¢.

= Si f tiene un cero par en ¢ en el intervalo (a,b), entonces f no cambia de signo en
el punto t.

Definicién 1.3.7. Sea f € C"[I]. Se define el nimero de ceros de f en I, contando
multiplicidades hasta orden r, como Zj(f).

Las multiplicidades se cuentan como en la definicion previa tomando z = r.

Concluimos esta seccién con una herramienta tutil para tratar con ceros multiples de
funciones. Se trata de una generalizacion del Teorema de Rolle. Para ello requerimos la
nocién de puntos de Rolle por la izquierda y por la derecha. Para ello,vamos a definir un
subespacio del espacio de las funciones continuas, C[I], que es el espacio de funciones
absolutamente continuas:

Definicién 1.3.8. Sea I = [a, b] un intervalo de la recta real R. Una funcién f : I — R
se dice que es absolutamente continua en [si para todo niimero positivo ¢, existe otro
numero positivo d. tal que para cualquier sucesién de subintervalos disjuntos dos a dos
(g, ) de I con xy, y, € I que satisface

Z(yk - xk) < 667

k

entonces

Z |f(ye) — flaw)] < e

k
El conjunto de todas las funciones absolutamente continuas sobre I se denota por AC/[I].

Definicién 1.3.9. Si f es una funcién absolutamente continua en un intervalo (e, d),
decimos que ¢ es punto de Rolle por la izquierda siempre que o f(¢) = 0 o que para
cada € > 0, existe algtin

c<t<c+e con f(t)Df(t) > 0.

De igual manera, decimos d es punto de Rolle por la derecha siempre que o f(d) =0
o que para cada € > 0, existe algin

d—e<t<d con f(t)Df(t) <0.
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Geométricamente, ¢ o d es un punto de Rolle si la funcién f se aleja del eje a medida
que nos adentramos en el intervalo.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Rolle extendido.) Sea f una funcién absolutamente
continua en un intervalo (¢, d), y tal que f no sea idénticamente cero. Ademads, ¢ y d son
puntos de Rolle por la izquierda y por la derecha, respectivamente. Entonces, D f tiene
al menos un cambio de signo en el intervalo (¢,d). Si Df es continua en (¢, d) entonces
tiene al menos un cero en este intervalo.

Demostracién. Como f es absolutamente continua, se tiene f(d) — f(c) = fcd Df(t)dt.
Si f(c) = f(d), esto implica que Df(t) = 0 en casi todo punto, o que debe cambiar de
signo. Tenemos el Teorema de Rolle conocido.

Supongamos ahora que f(c) < f(d). Se tiene entonces que D f(t) debe ser positivo en un
subconjunto de medida positiva de (¢, d). Si f(d) > 0, entonces como d es un punto de
Rolle a derecha, Df(t) < 0 para algin t cerca de d, pues para cada ¢ > 0, f(¢)Df(t) <0
para algin ¢t € (d —¢,d). Tenemos asi el cambio de signo en el intervalo (¢, d) que se
pretendia. Si en cambio, f(c) < 0, al ser ¢ un punto de Rolle a izquierda, Df(t) < 0
para algtn ¢ cerca de ¢, pues para cada € > 0, f(t)Df(t) > 0 para algin t € (¢,c+¢€); y
nuevamente D f cambia de signo.

El caso f(c) > f(d) se argumenta andlogamente. Y puesto que una funcién continua
solo puede cambiar de signo si pasa por un cero se concluye la afirmacion restante.

]

1.4. Sistemas de Tchebycheft

En esta seccién se van a dar una serie de conceptos y resultados ttiles en las secciones
y de la memoria: Propiedades de los ceros y Propiedades de variacion decreciente.
Se explora la conexién entre las propiedades de los determinantes formados a partir de
un conjunto de funciones uy, ..., u,, vy el nimero de ceros o cambios de signo que pueden
poseer las combinaciones lineales de estas funciones.

En esta memoria se habla sucintamente de los sistemas de Tchebycheff pues no se requie-
ren més resultados al respecto que los que daremos. Un mayor estudio de estos puede
encontrarse en la seccién 2.5 del libro de Schumaker [2].

A lo largo de esta seccion, I va a ser un intervalo abierto, cerrado o semiabierto, es decir,
un conexo de R.

Definicién 1.4.1. Un conjunto U = {u;};", de funciones continuas en I se denomina
sistema de Tchebycheff (o T-sistema) si

t1,...,1
D(ul’ ’um> >0 para todo t; <ty <---<t, en I.
1y---y Um

TRABAJO FIN DE GRADO MANUEL MANZANARES BARRAJON
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Ejemplo 1.4.1. Un ejemplo importante de T-sistema lo constituye la base monomial
U={1,z,...,2™ '} de los polinomios de grado menor o igual que m.
Se toma como determinante D el determinante de VanderMonde

V(t17--~7tm):D(tlw'-,tm)’

Uly .o oy Uy

donde uy = Lus(z) = z,. .., Up(x) = 2™ L.

El siguiente teorema caracteriza los T-sistemas en términos de cambios de signos:

Teorema 1.4.1. Si U = {u;}]", es un T-sistema, entonces

Zr (Z ciui> < m — 1 para cualesquiera ¢y, ...,c, realesy no todos nulos, (1.11)
=1

donde Z; cuenta el nimero de ceros simples en I. Reciprocamente, si U = {u;};", es un

conjunto de funciones continuas en I tal que se satisface la desigualdad anterior, (1.11)),
entonces o U o el conjunto U = {uy, ..., Uy_1, —Uy,} es un T-sistema.

Demostracion. En el problema de la interpolacién lagrangiana recordemos que se pre-
tendia determinar los coeficientes ¢4, ..., ¢, de un sistema lineal de m ecuaciones con m
incégnitas (de la forma Mc=y), tales que

m

Zciui(t) =vy;, para je€{l1,2,...,m}.

=1

Este sistema tiene solucién tinica para y precisamente cuando la matriz M es no singu-
lar, es decir, a que el determinante correspondiente no se anule.

Teniendo en cuenta lo anterior, puede existir un ¢ = (cq,...,¢y), no nulo, tal que
u = ZZI c;u; se anula en m puntos t; < --- < t,, si, y sélo si, el determinante D
visto en la Definicion 1.4.1. es cero. Por lo tanto, si U es un T-sistema, obtenemos
. Reciprocamente, si se satisface, entonces el determinante D nunca puede
ser cero. Como D es una funcién continua en los puntos ¢;, debe tener un signo para
todo t; < --- < t,, en I; por lo que se concluye que o U o U forman un 7-sistema.

m

Hasta ahora hemos estado trabajando con sistemas de funciones. En algunas aplicaciones
es més conveniente hablar de espacios.

Definicién 1.4.2. Un espacio lineal de dimensiéon m, U, se denomina espacio de
Tchebycheff (o T-espacio) siempre que tenga una base que sea un sistema de Tcheby-
cheft.

Ahora introducimos una subclase de sistemas de Tchebycheff con propiedades mas fuer-
tes sobre determinantes:

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Definicién 1.4.3. Supongamos que U = {u;}", es tal que {u;}/_, es un sistema de
Tchebycheff para cada k € {1,2,...,m}. Decimos entonces que U es un sistema com-
pleto de Tchebycheff (o CT-sistema).

A continuacién vamos a ver que existen sistemas de Tchebycheff que no son completos:

Ejemplo 1.4.2. Sea U = {sin(x),cos(z)} en I = [0, 7).

U es claramente un sistema de Tchebycheff en I; pero como sin(x) no es positivo en I, U
no es completo. De hecho, no es posible encontrar alguna base para U = span(U) = (U)
que forme un sistema completo de Tchebycheff, ya que cualquier combinacion lineal de
sin(x) y cos(x) siempre tiene un cero en [0, 7).

Presentamos a continuacion una forma atin mas fuerte de los sistemas de Tchebycheft:

m
1=

Definicién 1.4.4. Un conjunto de funciones {u;};", que satisface la propiedad de que

{uij}le es un sistema de Tchebycheff para todo 1 < i3 < iy < -+ < i < m y para
todo 1 < k < m se denomina un sistema ordenado y completo de Tchebycheff (o
OCT-sistema).

El siguiente Teorema muestra que los OCT-sistemas tienen una propiedad de variacién
decreciente.

Teorema 1.4.2. (Regla de los signos de Descartes). Supongamos que U = {u;}
es un OCT-sistema. Entonces

m
=1

m
Z ( E ciui> < S (e1,...,¢m) para cualesquiera cy, ..., ¢, realesy no todos nulos,
i=1

donde Z es el nimero de ceros simples en [a,b] y S~ es el nimero de cambios fuertes de
signo de ¢ = (c1, ..., ).

Demostracién. Sea S™(c) = d — 1. Entonces vamos a poder dividir los coeficientes en
d conjuntos:

Cly-+5Cngs Cnotls -+ -5 Cngs o+ -5 Cnygtls - - -5 Cmys
N 7\ 7 N\ /

TV Vv
donde todos los coeficientes ¢; en cualquiera de los grupos anteriores tengan el mismo
signo, y de forma que al menos un ¢; en cada grupo sea distinto de cero. Si tomamos
ny =0y ngy1 = m, definimos

Nj+1

v = Z lcilu;, paratodo j€{1,2,...,d}.

i:nj—I—l
Podemos afirmar que {v; }?:1 es un CT-sistema. De hecho, para todo 1 < k < d y todo
ty < --- <t en [a,b], tenemos

p(t--t) i nfj lci| -+ |ei, |D RERERRLL (1.12)
V1y.. .,V " Zk Uy y Uiy, ’ ‘

? . . 1 g 00
i1=n1+1 tp=ng+1 1
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siendo este determinante positivo, ya que U es un OCT-sistema, y ademas, al menos un
¢; de cada grupo es no nulo. Sean

¢; = (—1)"'signo(primer grupo de los coeficientes ¢) para j € {1,2,...,d}.

(1.13)
Entonces claramente
U= Z’jvj =u= Z:czuZ
j=1 i=1
Por lo tanto u puede tomar los valores
v — vy +vg — -+ (=1)% 1y, si el signo es positivo,
0=
—vy + vy —v3+ -+ (=1)%, siel signo es negativo.
Si ahora hacemos uso del Teorema 1.4.1 en el T-sistema {v, };lzl, se obtiene
m d
A (Z Cﬂh’) =7 (Z Ejvj) < d—1= Si(Cl, ce ,Cm).
i=1 j=1
]

En el Capitulo 2 veremos que los espacios de funciones spline no son generalmente T-
espacios, pero casi. Por lo tanto, vamos a introducir una forma mas débil de T-sistema.

Definicién 1.4.5. Sea uq,...,u,, un conjunto de funciones acotadas de valores reales
definidas en un conjunto I C R,donde aqui I no es necesariamente un intervalo . Decimos
que {u;};", forma un sistema Débil de Tchebycheff (o WT-sistema) siempre que sean
linealmente independientes, y

t1,...,t

D" ") >0 paratodo t; <ty <--- <ty en I.
Uy ..oy Um

En contraposicién con la definicion de T-sistemas, aqui hemos permitido deliberadamen-

te subconjuntos arbitrarios I de la recta real R, y no hemos requerido funciones {u;};",

que sean continuas.

Ejemplo 1.4.3. Si U = {u;},, es un T-sistema en un intervalo I, entonces U es un
WT-sistema en algiin subconjunto J en I, ya que es claro que para cualquier conjunto
de t; < --- < t,, el determinante en la Definicién 1.4.5. es estrictamente positivo.

El siguiente teorema da una caracterizaciéon de WT-sistemas en términos de cambios
de signo:

Teorema 1.4.3. Sea U = {u;};", un conjunto linealmente independiente de m funciones
definidas en I. Si U es un WT-sistema, entonces

m
Sr ( g ciui> < m — 1 para cualesquiera cy,...,c, realesy no todos nulos,
i=1
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Reciprocamente, si se satisface la desigualdad anterior, entonces U o U = {uy, ..., Up_1,
—Uy,} es un WT-sistema en 1.

Definicién 1.4.6. Si {ui}le es un WT-sistema en I para cada 1 < k < m, entonces de-
cimos que {u;};-, es un sistema completo Débil de Tchebycheff (0 CWT- sistema)
en /.

Definicién 1.4.7. Decimos que U = {u;};, es un sistema ordenado y completo
Débil de Tchebycheff (o0 OCWT-sistema) en el conjunto I si {uij}le es un WT-
sistema en [ paratodo 1 < iy <ip <---<ip <mytodol<k<m.

El siguiente Teorema muestra que los OCWT-sistemas tienen una propiedad de variacién
decreciente.

Teorema 1.4.4. Supongamos que U = {u;};-, es un OCWT-sistema en I. Entonces
Sr <Z ciui> < S (c1,...,¢n) para cualesquiera ¢y, ..., ¢, realesy no todos nulos.
i=1

Demostracién. La demostracion es muy parecida a la del Teorema 1.4.1. Supongamos
que S~(c) = d. Entonces podemos dividir el conjunto de coeficientes como se hizo en
ele Teorema 1.4.2.. Definimos vy, ...,vy como en dicho teorema. Afirmamos por tanto
que V = {Ui}le es un CWT-sistema. De hecho, por y por ser U un OCWT,
los determinantes formados a partir de vy,...,vs son siempre no negativos. De (|1.12))
también se sigue que para algin t; < --- < t4, el determinante es positivo, y por tanto
las funciones vy, ..., vy son linealmente independientes. Tomando ahora los coeficientes
{Ej};.lzl como en (|1.13]), el Teorema 1.4.3. aplicado al WT-sistema V implica

m d
S; (ZCﬂh) :S; (ZEj’Uj) gd—lzsf(cl,...,cm).
=1 j=1
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Capitulo 2

Splines Polinomiales

Los splines son curvas polinémicas definidas a trozos continuamente diferenciables
hasta un orden prescrito. Se utilizan en aplicaciones que requieren la interpolacién de
datos, o un suavizado de curvas. En los problemas de interpolacién, se utiliza la interpo-
lacién mediante splines porque da lugar a resultados similares requiriendo solamente el
uso de polinomios de bajo grado, evitando asi las oscilaciones, indeseables, encontradas
al interpolar mediante polinomios de grado elevado. La teoria spline fue desarrollada en
la década de 1940 por el matematico Isaac Jacob Schoenberg.

2.1. Propiedades basicas

Sea [a, b] un intervalo cerrado finito, y sea A = {mi}le con
a=x0<x1 < <Tp < Ty =>b

una particién del intervalo [a, b] en k4 1 subintervalos I; = [x;, z;41), parai € {0,1,...,
k—1} e I, = [xg, xp41]. Sea m un entero positivo y sea M = (my, ..., my) un vector de
enteros tales que 1 < m; < m para todo i € {1,2,...,k}.

Definicién 2.1.1. Definimos el espacio de los polinomios de orden m con coefi-
cientes reales como

P = {p(x) = Zciaﬁi_l, ClyeesCpy T € R}
i=1

Por tanto, un polinomio de orden n es un polinomio de grado menor o igual que n — 1.

La ventaja de trabajar con el orden de un polinomio es que la dimensién del espacio
vectorial de los polinomios de oren m es m.

Definicién 2.1.2. Se define el espacio de splines polinomiales de orden m con

nudos i, ...,x; de multiplicidades my,...,my, denotado por S(P,,; M; A), como
el conjunto de polinomios definidos a trozos, s € P,,, de forma que s(x) = s;(x) pa-
rax € I;, coni € {0,1,...,k}. Ademds, se satisfacen las condiciones de regularidad

15
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Dis;_y(z;) = D’s;(x;) para todo j € {0,1,...,m —1—m;}, y todoi € {1,...,k}.

Al vector M se le denomina vector de multiplicidades.

Si m; = m para algin i, la definicién anterior se interpreta como que los polinomios
Si—1y Si, definidos en intervalos adyacentes al nudo x; no estan relacionados entre si, y
por tanto puede existir una discontinuidad de salto. Si en cambio, m; < m, entonces se
interpreta como que se ha forzado a que el spline s y sus primeras m — 1 —m; derivadas
sean continuas en el nudo.

Notemos que cada spline tiene una extensiéon a toda la recta real. De hecho, si s €
S(Pp; M; A), definimos
so(x) siz <a,
s(x) =

si(x) sixz >0,

donde sy vy si son los polinomios que definen al polinomio s en los intervalos Iy e I,
respectivamente.

Teorema 2.1.1. Sea K = > m;. La dimensién del espacio S(Pp,; M; A) es m+K.

Demostraciéon. Supongamos que s, ..., S, son polinomios asociados en los intervalos
Iy, ..., I, respectivamente. Podemos escribir cada uno de estos polinomios de la siguiente

forma:
m

SL’) = Zcijm

Para cada i € {0,1,...,k}, sea ¢; = (¢;1,...,¢im)!. Entonces las condiciones de conti-
nuidad en § se pueden escribir como el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

A —A Co
Ac = e Tk =0
A - |
donde
1z 2?2 v (m = 1)
S
R TR

La matriz A; es de tamano (m—m;) X m, ya que la matriz A tiene rango igual al nimero
de filas, Zle(m —m;). Como A es una transformacién del espacio vectorial R™*+1) en

]RZ?:l(m’mi), se sigue que el espacio lineal de todos los vectores ¢ que satisfacen Ac = 0
es de dimensién

k k
m(k+1) — Zm m;) m—i—Zmi:m—FK.
=1

i=1
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Es por tanto esta la dimensién de S.
O

En la demostracién del teorema, para calcular la dimension, se ha contado el ntmero
de pardmetros en la representacion polinomial a trozos del polinomio s, y a esto se le
restan el nimero de condiciones de regularidad impuestas en estos trozos.

Ahora que conocemos la dimensién del espacio S(P,,; M;A) vamos a construir una
base de este. Pero para ello, antes damos una base del espacio P,,.

Teorema 2.1.2. Las funciones 1,z —vy, ..., (z —y)™ ! forman una base del espacio P,,.

Demostracién. Las funciones 1,z — vy, ..., (z — y)™ ! pertenecen al espacio P,,. Por
tanto, para probar que estas forman una base del espacio s6lo harfa falta ver que estas
son linealmente independientes. Supongamos que p(z) = >, ¢;(x — y)*~ ! = 0, veamos
que ¢; = 0 para todo 1.

Entonces, para todo b, todas las derivadas en del polinomio p deben anularse en b; es
decir,

p(b) L b—y (b—y? - (b—y)y™! co
Dp(b) | |01 20b-y) - (m-1)0- )l I e o
Dm_:lp(b) O O 0 e (m — 1)! C;n

Y como este es un sistema homogéneo de m ecuaciones no singular, se sigue que ¢; =
Co="-=¢Cpn=0.

]

Ya que cualquier base para S debe incluir al menos una base para P,,. Podemos tomar
las funciones 1,z — v,...,(z — y)™ 1. Pero tenemos que completar con K elementos
adicionales (la dimensién del espacio era m + K). Para ello consideremos las funciones

(x =y =(x—yl—y7, >0,

donde
0 siz <y,

1 siz2>y.
Frecuentemente, nos referiremos a estas funciones como funciones +.

Teorema 2.1.3. Una base de S(P,,; M; A) viene dada por

{p@j(‘r) = (LU - ‘ri)Tij}j:Li:(]? (21>

donde o = a 'y myg =m.
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Demostracién. Por la definicién de las funciones +, (z — z;)’, es idénticamente 0 para
x < x;, y es un polinomio de grado j para x > x;. Como

D' (¢ = i)} |e=e, =0, paratodo re{0,1,...5—1},

entonces cada una de las funciones en (2.1 pertenece a §. Como hay m + K funciones,
hay que ver por tanto que estas son linealmente independientes, y asi tendremos una
base de este espacio. Supongamos que para algin conjunto de coeficientes ¢;; el spline

=> Z cij(x — a7 (2.2)

=0 j=1

es idénticamente cero en el intervalo [a, b]. Entonces para x € I tenemos que ZTzl coj(x—
79)™ 7 = 0, y por la independencia lineal de estas funciones, al ser base de P,,, se tie-
ne que cp; = -+ = com = 0. Pero esto implica que para x € [;, s = 0, entonces
Z;n:ll c1;(x — x1)™ 7 = 0; y como estos polinomios son de nuevo linealmente indepen-
dientes, los coeficientes deben ser cero también. Este proceso se puede continuar si nos
movemos en todos los intervalos I;, de esta manera obtenemos que todos los coeficientes
¢;; son nulos, lo que prueba la independencia lineal.

]

Por tanto, de este teorema se extrae que todo spline s € S(P,,; M; A) se representa de
forma tnica como se muestra en ([2.2]).

Pero deseamos construir una base de S(P,,; M;A) que conste de splines con soporte
relativamente pequeno, es decir, que los splines sean distintos de cero en un conjunto
relativamente pequeno. Claramente, cualquier base de este tipo debe construirse a partir
de combinaciones lineales de los elementos de la base del Teorema 2.1.3..

El siguiente Lema trata la cuestion de cuando es posible que una combinaciéon lineal
de los elementos base se anule fuera de un intervalo finito:

Lema 2.1.1. Sean a; < a2 < v <agyl <l < myparai € {1,2,...,d}. Si
S 1 > m, existen {ay; }Z 1; | Do todos nulos tales que
L& (. —a;) e
=2
=1 j=1 ’
satisface que
B(z)=0paraz <a; y x> aq.
Por otro lado, si Zl 1 li < 'm, entonces no existe esta funciéon B.

Demostraciéon. Por la naturaleza de las funciones +, es claro que para cualquier «;j,
B(xz) =0 para z < ay. Si B(z) = 0 para x > a4, entonces tendremos que pedir

= E Qi —' @) =0, paratodo x> ay,
— £ k! -7 = k)
i=1 j=1 k=0
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donde
= m—j E_ k
a:—aim_j:g aF(—a;)™ 7 E xk—alm] )
Tomando
(ca)m =ik g 0 .
m S1 6{,...,m—j},
Yijk =

por ser sumas finitas.

m—1

Pero como las funciones potencia 1,x,...,x son linealmente independientes, se tiene

que
l;

d
Z a;jvijk =0, paratodo ke {0,1,...,m—1}. (2.3)
i=1 j=1

. . . d .
Este es un sistema homogéneo de m ecuaciones para Zi:l l; coeficientes, y por tanto
. . . . . . d . .

siempre tiene una solucién distinta de cero si ) ., l; > m, al ser el sistema compatible
indeterminado. Escribiendo las ecuaciones del sistema ([2.3)) en orden decreciente, k €

{m —1,...,0}, podemos escribirlas en forma matricial como
a1
aayy
My ... My —0
a1
[ Yl |

de manera que para todo i € {1,2,...,d},

—Qa; 1
(7al)m—2
(m—2)!
(_al)mfl (_al)m72 o (—a,l)mfli
L (m-1)! (m—2)! (m—=10;)!
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Supongamos ahora que Zle l; < m. Entonces la matriz cuadrada en las primeras filas
de esta matriz es un multiplo distinto de cero de la matriz de VanderMonde, y por lo
tanto tiene rango maximo. En consecuencia, la tunica solucion de (2.3) es la solucién
trivial.

O

El lema anterior muestra que para construir una combinacion lineal de funciones que se
anula fuera de un intervalo finito, se debe cumplir que Zle [; > m + 1. Consideramos
el caso donde esta suma es exactamente m + 1. Tenemos por tanto una incégnita mas
que el nimero de ecuaciones, por tanto B(x) debe estar dado por

i 1 0 0 1 0 --- 0 T
ay 1 ... 0 . ag 1 ... 0
-1 Ig—1
a a
(lll—l)! e 1 e —(ld—l)! Ce 1
B(z) = Cdet : :
am71 amfl
1 d
(m—1)! (m—1)!
(I*CLI)Z.H1 o (x—ay)™ 1 o (:cfad)ihl o (xfad)rild
- (m=1)! (m—0)! (m-1)! (m—1o)!

donde C es una constante no nula.

Si comparamos esto con la definicién de diferencia dividida (ver (1.3))), observamos que
excepto por una constante multiplicativa B(z) es la (m + 1)-ésima diferencia dividida
de la funcién (x — y)T‘l, tomando los puntos aq,...,aq, y donde [; es el nimero de
veces que aparece a;. Lo que sugiere que para construir elementos base para el espacio

S(Pm; M; A) deberfamos trabajar con diferencias divididas de la funcién (v — y)7*

Esta observacion motiva la siguiente seccion.

2.2. B-splines

En la seccion anterior se mencioné que las diferencias divididas de las funciones
(x — y)T‘1 resultan ser polinomios definidos a trozos que son tutiles para la construccion
de bases para el espacio de splines. Estas son constituidas por ciertos splines denomina-
dos B-splines.

Empezamos la seccién con una definicién util:

Definicién 2.2.1. Sea a = z¢p < 21 < --- < T} < X1 = b una particion del intervalo
la,b] y 1 <m; <m,coniée€{l,...,k}. Suponemos que y; < ¥2 < -+ < Yot i tal que

N<P< <Yn<a Yy b<Ynirt1 <0 < Yomsk

Unt+l K " K UmtK = Tlyev -y Tlyevey Thy- - Th
—— ——

mi mg
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2m+K

donde m; es el nimero de veces que aparece z;. Decimos que A = {y;}; "]

particién extendida asociada con S(P,,; M; A).

€S una

K - 1A ) .
Los elementos {yz}le L1 en una particién extendida A estdn determinados de forma

unica. Los primeros m puntos y los iltimos m puntos de A son arbitrarios. De facto una
eleccion muy comun es tomar

Y =Y="""=UYUn=0a06 € YnitK+1 :ym+K+2:"':y2m+K:b-
Definicion 2.2.2. Sea
oLy <y <Ly <

una secuencia de nimeros reales. Dados enteros ¢ y m > 0, definimos para cada = real

(=)™ [y Y] (2 = )T 81 Y < Yirms
B (x) =
0 en otro caso.
Definimos por B"(x) al B-spline de orden m con nudos y;,, ..., Yiim.

Se ha incluido el factor (—1)™ en la definicién de los B-spline para hacerlos positivos
donde son distintos de cero.

Para m = 1, el B-spline asociado es la funcién constante a trozos

1
Yi+1—Yi

sLy; < T < Y,

0 en otro caso.

Vamos a dar férmulas explicitas para B]" en el caso de que y; 0 ;1 sea un nudo de
multiplicidad m:

Teorema 2.2.1. Suponemos que y; < Y11 = -+ = Yirm. Entonces
. ym—1 .
Bi"(z) =
0 en otro caso.
De forma similar, si y; = -+ = Y 1m—1 < Yirm, entonces
. _,\ym—1 .
Bi"(z) =
0 en otro caso.

Demostraciéon. Veamos la primera siendo la otra analoga. Tomando las diferencias
divididas como en (|1.3))
Yiy- -y Yi+m
D (1, Tl f)
[yw?szrm]f: ' ' .
D (ylv e 7yz;i-nm)
1,...,x
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Y usando las férmulas (1.1]) y (1.2) del determinante de Vandermonde tenemos
H W5 = k) = Wirm — ¥i)™,
1<k<j<i+m

entonces se tiene que

_ (x — yz’)m_l
Wiy Vi (x —y) "= ——
(Yitm — Yi)™

Lo que prueba la igualdad para B™(x).
O

En el siguiente teorema se muestra que B!"(z) es un spline polinomial de orden m con
nudos en y;, ..., Yitm:

Teorema 2.2.2. Sea y; < Y;1m, Y SUpongamos que

Y K S Yigm = A1y e -5 A1y - o5 Ady - -+ 5 Qg
—_——— ———
l lg
siendo /; el nimero de veces que aparece a;, para i € {1,...,d}. Entonces

L

d
Z ajp(r —a;)T " (2.4)

7=1 k=1

con ajy; #0, 7 €{1,2,...,d}. Ademas,

DFB"(a;) = DEB™(a;), k€ {0,1,.... m—1-1}, je€{1,2,...,d}. (2.5)
Asi, B" es un spline polinomial de orden m con nudos en ay,...,a; de multiplicidades
respectivas [y, ..., 4.

Demostracién. La igualdad ({2.4)) se sigue de la férmula ([1.4)) vista en el Teorema 1.2.1.

pues
l]

d
[yia--'7yi+m f Zza]ka 1f a])
7=1 k=1

m—1

con aj; # 0y j€{1,2,...,d}. Teniendo en cuenta que f(y) = (x —y)}'" " obtenemos
lo que se pretendia. Como las propiedades de continuidad ({2.5) se cumplen para las
funciones +, por tanto para la funcién (z — y)’jr”_1 y se cumple asi también para B]".

]

El siguiente teorema proporciona una relacién de recurrencia en la que B-splines de
orden m se pueden relacionar con B-splines de orden inferior:
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Teorema 2.2.3. Sea m > 2, y supongamos que y; < ¥;+,,. Entonces para todo =z € R,

(2 = 9B @) + (yim — 2) B ()

Bi'(x) = (2.6)

Yitm — Yi
Demostracién. Para y; < y;i1 = = %iem O Yi =+ = Yirm—1 < Yitm, €l resultado
se sigue del Teorema 2.2.1.. Por tanto, podemos suponer que ¥;11 < Yitm € ¥i < Yitm—1-

m—1 __ m—2

Observemos que (z —y)|' " = (x —y)T “(x —y). Aplicando la regla de Leibniz para la
diferencias divididas de un producto (Teorema 1.2.3), obtenemos

m—1 m—2

(=" [Yis s Yirm) (2 = )T = (=1)" i, Yira] (& = Y) [Yir1s - - s Yigm] (2 — y)T

(@ = y) (=) Wis - Yigm) (= )72

Sustituyendo
(=)™ [Wis s Yirm) (= y) 72 =
<_1)m_1 m—2 m—2
= m ([yiv"'ay’i-i—m—l] (!L‘—y)+ - [yi-i-l"")yi—l-m] ($—y)+ )

Si reordenamos se obtiene ((2.6]).
[

El siguiente resultado muestra que la derivada de un B-spline de orden m también se
puede escribir en términos de B-splines de orden inferior:

Teorema 2.2.4. Sea y; < y;+m- Suponemos que D, es la derivada a derecha. Entonces

B (x) — By ' (2)

D.B"(xz)=(m—1
+Bie) = ( ) Yitm — Yi

(2.7)

Demostracién. Si alguno de los nudos y; 0 y;1,, tiene multiplicidad m, el resultado se
sigue directamente del Teorema 2.2.1.. Si no, se tiene

DyB™Mx) = (=)™ [Yis - - > Yirem] D (=) T = (=D [t -+, Yirpm] (m=1) (z—y)7 72 =

— (=1 (m — ([yi-i-l’ R >yi+M] (:U - y)T_Q - [yi> cee ayi-i-m—l] (33 - y)T_Z) o
= (=1)"(m—1) — -
B - BI)

Donde se ha realizado un cambio de indice, k =7+ 1, y se han juntado asi los términos
B!, Ademis la tltima igualdad se sigue de aplicar la hipétesis inductiva.
m

Teorema 2.2.5. Sea m > 1, y suponemos que ¥; < ¥;+,. Entonces

B"(z) > 0 para y; <2 < Yitm

B"(z) =0 para x < y; € Yirm < T.

1
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En los extremos del intervalo (y;, ¥i1m) tenemos

D{T-an(yl):()? k€{0717"‘)m_]—_ai}7

(=D)Ftm= DY BM(y;) >0, k€ {m—a,...,m—1} (2.8)
y
DY B (yiym) =0, k€ {0,1,....,m—1—Biym}.

(1) Pitm DY BM™(y;1m) >0, k € {m — Biym,...,m — 1} (2.9)

donde

@ =méx{j Y, = = Yirj-1}
Bivm = MaxX{J : Yiym = = Yirm—j+1} -

(e indica cudntos de los puntos y; < -+ < Y, son iguales a y;, mientras que S,

indica cuantos de ellos son iguales a y;1.,).

Demostracién. Para probar que B"(z) > 0 para y; < & < Y;1m, procedemos por in-
duccién sobre m. Para m=1 es claro por B}, ya calculado. Supongamos por hipétesis de
induccién que se verifica para orden m — 1. Entonces para y; < x < y;+m, los factores
(x — ;) ¥ (Yirm — ) son positivos en . Ademés, tanto B"'(z) como B["7'(x) son
no negativos, y al menos uno de ellos es positivo. Se sigue por tanto que B[(x) > 0.

Por la definicién de las funciones +, es claro que B! (z) = 0 para x < y;. Por otro lado,
para T > Yirm, B"(z) es la m-ésima diferencia dividida del polinomio (z —y)™™ !, y por
lo tanto también es cero. Las derivadas en y; e y;1,,h0 aparecen ya que B]" es cero fuera
del intervalo (Y, Yi+m) , ademds de por las propiedades de continuidad de las derivadas

visto en ([2.5).

Si a; = m o Bt = m podemos verificar los signos directamente. Si ambos a; ¥y Biim
son menores que m, podemos proceder por induccién en m. El caso m = 2 es simple.
Supongamos ahora que se verifica la hipotesis de induccion para splines de orden m — 1.
Entonces

(_1)k+m+aiD§-_1B;'m_1(yi) >0 y (_1)k+m—1—aiDi—1BZSl(yi) > 0

Usando (2.7 obtenemos (2.8) para k € {m — «;, ..., m — 1}. De forma anéloga se prueba

Z9).
]

Ahora vamos a tratar la independencia lineal de los B-splines, y por tanto tendremos
que estos generan una base.

Teorema 2.2.6. Sea y; < y;4+1. Entonces, los B-splines {Bg”}é:l +1_m generan Py, en
[y, yi11). Més generalmente, si [ < r e y,_1 < y,, entonces el conjunto

{B{”};ﬁrkm es linealmente independiente en [y, y,) .
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Demostracién. Si nos restringimos al intervalo I; = [y, y141), cada uno de los B-
. l . .z

splines {Bj"},_,,_,, pertenecen a P,,. Por tanto, para probar la primera afirmacion del

teorema sélo restaria comprobar que estas funciones son linealmente independientes en

1;. Suponemos que

!
s(x) = Z ¢;B"(z) = 0 para todo z € I.

i=l+1—m

Supongamos, por reduccion al absurdo, que no todos los coeficientes ¢; son cero, y sea
¢, el primero de estos distinto de cero. Suponemos

Ypy oo s Yt = Q1400 o, Q1500 .,Qq, ..., A4,
—— ——

I ly

con [; el niimero de veces que se repite a;, para i € {1,...,d}. Entonces

con oy, # 0. Se observa también que 5(z) = 0 para x < y, = a1 y para x > y; = a,4. Pero
como Zle [; < m, se contradice el Lema 2.1.1., y por tanto llegamos a la conclusiéon
que todos los coeficientes ¢; tienen que ser cero, lo que prueba la independencia lineal.

Supongamos ahora que [y, y,) consta de méds de un intervalo no trivial, y ademés supo-
nemos que s(x) = Z:;;Jrl_m ¢;B"(x) = 0 en dicho intervalo. Por el argumento anterior,
los coeficientes de todos los B-splines con soporte incluido en el intervalo [ys, ys+1) deben
ser cero siempre que dicho intervalo sea un subintervalo no trivial del intervalo [y, y,).

En consecuencia, todos los coeficientes deben ser cero, lo que completa la prueba.
O

Dependiendo de la ubicacion y espaciado de los nudos, los B-splines pueden tener ta-
manos muy diversos, como no interesa que los B-splines tengan un tamano extremada-
mente grande, o pequeno, conviene normalizarlos. Por ello surge la siguiente definicion:

Definicién 2.2.3. Definimos el B- spline normalizado de orden m N/ con nudos

Yis oo oy Yitm COIMO
N () = (Yirm — yi) B ()

Para m = 1, el B-spline normalizado con y; < y;41 viene dado por

1 sty <o <y,

0 en otro caso.

Con esta normalizacién, la férmula de recurrencia vista en (2.6) se transforma en la
forma siguiente

N™(@) = " (@)N (@) + (1= 97 (2)) NP ()
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donde
Y () = ———.
Yi+m—1 — Yi

A continuacién veamos que los B-splines normalizados forman una particion de la unidad,
es decir:

Teorema 2.2.7. Los B-splines forman una particién de la unidad. Esto es,

J
Z N"(z) =1 para todo y; < = < yj41.
i=j+1-m

Demostracién. Probémoslo por induccién para m. Por N} queda probado el caso m =
1. Asumimos que el caso es correcto para splines de orden m — 1. Y haciendo uso de la
relacién de recurrencia (2.6) se prueba para orden m:

J J

Yo N = Y (=g BN @) + Yirm — 1) BIL (2)] =
i=j+1-m i=j+1-m
J J
Z (& = Yi + Yirm — ) B (2) = Z NP @) = 1.
i=j+2-m i=j+2-m

De este teorema se sigue que para todo m > 1,
0< N"(z) <1 paratodo z€R.

Veamos otro resultado relativo a la diferenciacién, en este caso de los B-splines nor-
malizados. Este muestra que la derivada de una funcién B-spline puede venir dada en
términos de un B-spline de orden inferior.

Proposicién 2.2.1. Sea s(z) = Y ., ¢;N/"(x) una funcién spline, tenemos que

S A e

Dys(x)=(m—1
wso) = )i:2 Yitm-1 — Yi

Demostracién. Tenfamos por (2.7) que la derivada de un B-spline de orden m viene

dada por
Bi(z)™ ! — B (@)™

Yi+m — Ui

Y haciendo uso de la relacion entre Bl"(x) y N™(z), es decir,

N™(x) = Yirm — y:) B (v).

D, B"(x) = (m —1)

Entonces
n n

s(z) = ZCZN@m(ﬂC) = Zci<yz’+m — i) B{" (2).

i=1 =1
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Si derivamos obtenemos

n

D+5 Zcz Yitm — y1>D+Bm< = _1 ch Bm 1 Bﬁll( )] -
i=1

=1

n

=(m-—1) i B Hz) — (m—1) Z B ()
i=1

Cambiando el indice de sumacién en el segundo término de la igualdad anterior, 7, por
7 =1+ 1 tenemos que

n n+1
(m—1) Z B (x) = (m—1) ch—lBT_l(f)-

Combinando ahora las dos sumas y teniendo en cuenta que B! B;”Hl se anulan en
(Yn, Ynt1), por el Teorema 2.2.5.; obtenemos

Dys(z) = (m —1) Z(Cz —¢;i_1)B" N x) = (m — 1) Z GG

N ().
i=2 i=p Yitm—1 " Yi

[]

A pesar de que un B-spline consta de segmentos polindémicos de orden m no esté del todo
claro que podamos representar polinomios como combinaciones lineales de B-splines.
Esto es necesario para mantener la precision de las aproximaciones polinémicas. Por
ello, la siguiente formula es una identidad crucial en la teoria de splines.

Teorema 2.2.8. (Identidad de Marsden). Sea l < r e y; < y,41. Para todo y € R se
tiene que

r

(y - x)m_l - Z @Zm@(y)N'Lm(x)? para todo Ui << Yr+1,
i=l+1-—m

donde

m—1

H y yz-i—k

=1

el

Adn més, para j € {1,2,...,m},
2t = Z Q(j)Nm(:E), para todo y; < x < Y41,

donde 1
e\ _ (_1>j—1upm Jqﬁzm(()) ie{l+1—m,...,1}.
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Demostracién. Procederemos por induccién sobre m. Para m = 1 las afirmaciones se
obtienen de la definicién de N} (x) y del hecho de que &;;(y) = @Z@ = 1, para todo i.
Suponemos ahora que el resultado es cierto para m — 1 y veamos que se verifica también
para m, para ello usamos la relacion de recurrencia

Z Pim(y) N () = Z Dim(y) [(37 —y) BN (@) + Yigm — )Bﬁ-ll( )] =
i=l+1—m i=l+1—-m
= Y P —w)B @+ Y B Yiim — ) B (@) =
i=l+1—m i=l+1—m
T r+1
= Z Pim(y)(x — yi) B 4 Z Dj1,m(Y) (Yjrm—1— $)B}n_1(x)'
i=l+1-m Jj=l4+2—m

Donde se ha reordenado la suma y se ha cambiado el indice de sumacién en el segundo
factor en la tercera igualdad, j = i + 1. Usando ahora el hecho de que los B-splines

B L (@) y Bl (z) se anulan para todo @ € [y, yr4+1), se obtiene

T

> B @) (2= 4)Pim(y) + Wiemer — 2)Picim(y)]-

i=l4+1—m

Por la definicién de &, ,, tenemos que

m—1 m—2
— k) = (U = Yirmt) [ [ (0 = ¥iss) = (9 = Yirm1)Pim1(y),
k=1 k=1

de igual manera ®; 1 ,,(y) = (¥ — ¥:)Pim—1(y). Y operando tenemos

Pim—1(Y) [(* — ) (Y — Yirm-1) + Witm-1 —2) (Y — ¥:)] = Pin—1(¥)(Y — ) Yirm-1 — ¥i)-

Juntando todo lo anterior, haciendo uso de la definicién de los B-splines normalizados,
por la hipétesis de induccién podemos concluir

r

S BN = 1) S B NI = () () = (ga)™

i=l4+1—m i=l4+1—m

La identidad que nos resta comprobar, 277! se sigue de derivar la férmula vista para

(y — )™ 1 ' m — j veces con respecto a y, y evaludndola en y = 0.
O

El préximo teorema establece la llamada formula de representacion de Peano para dife-
rencias divididas. También da valores para los momentos del B-spline B]". Pero antes de
nada, veamos un resultado que aparece en [[2], pag.15] que usaremos para la demostra-
cién del resultado en cuestion. Introducimos para ello la nocién de espacio de Sobolev
Ly [1]:
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Definicién 2.2.4. Sean 1 < p < 0o, I un intervalo de R y un entero positivo r. Se define
el espacio Ly [I] como el conjunto de funciones f cuya derivada de orden r — 1, Dr=1f,
es absolutamente continua en I y donde la derivada de orden r, D" f, es integrable en [
(es decir, D" f € Ly). El espacio L; [I] se denomina espacio de Sobolev.

Los espacios de Sobolev son subespacios de los espacios L, donde las funciones poseen
derivadas suaves.

Teorema 2.2.9. (Desarrollo dual de Taylor). Sea f € L' [a, b]. Entonces para todo
a<y<b,

ml JDJf b)(b —y)j+/b (=)™ =y D" f(x) , (2.10)

(m—1)!

Teorema 2.2.10. (Férmula de representaciéon de Peano). Fijamos 0 < j < m —p,

j=0

siendo p el maximo de las multiplicidades de y;, ..., ¥;1m. Entonces
o (<1 DB ()D" (o)
(Vi -y Yirm] f(x) = / i dx (2.11)
v (m—1)!
para todo f € LT [y;, Yirm]. Es mas,
Yitm o 0 sise{0,1...,5—1},
/ (—1) DI B (x)z’dx =
. sl(m—1 . .
Yi (m(+8 J)), Us—i(Yiy oy Yirm) sis€E{j,...,m—1}
donde u,_; es la funcién definida en (1.9)) vista en el Teorema 1.2.2.:
W(Yis - - s Yirm) = Z Yir " Yio * - Yy
1< L2 << Kitm
En particular, los dos primeros momentos de B]" vienen dados por
Yi+m 1
/ B"(z)dr = — (2.12)
Yi m

Yi+m . PR .
/ rB"(z)dr = Yitot Yitm
vi m(m + 1)

Demostracién. Por el desarrollo dual de Taylor (2.10)), si f € qu“j [Vi, Yirm], podemos
escribir

"E VDR f i) Wi =)' [P (<)M Di(w — )P D f(w
Fl) = Z( ) f(yz:!)(y y) +/y,. (=1) ((m_y)l)! f@)

Aplicando ahora el operador de diferencias divididas [y;, . . ., ¥i+m] @ ambos lados, obte-
nemos ([2.11]).
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La otra igualdad se prueba tomando la funcién f(z) = 2™7~% usando la férmula (1.8)
vista en el Teorema 1.2.2..
O

Antes de probar el siguiente resultado, necesitamos introducir otro B-spline B™. Es
idéntico a B]" salvo por los nudos de multiplicidad m. Ya que la diferencia entre B]" y
B es simplemente que B! es continua por la izquierda mientras que B es continua
por la derecha, y esta distincion es relevante en los nudos de multiplicidad m.

Lema 2.2.1. Dado y; < Yi1m, sea

B™(x) = Wiy - -, Yirm] (y — )7 para todo z € R.

)

Entonces,
B"(x) = B/"(x) para todo z € R\ J",

donde J/" = {nudos de multiplicidad m de B"}.

Demostracion. Se tiene que

(=)t = ()" (y—2)f = (x—y)" "

Aplicando la diferencia dividida en la igualdad anterior sobre [y;, .. ., ¥iim], vemos que

Wis - Yirm] (@ =) T = (D)™ [yir - Yirm) (=) T =0

1

ya que la diferencia dividida de orden m-ésimo del polinomio (y — )™ " es 0.

]

Como otra aplicacién de la representaciéon (2.11)) de diferencias divididas, tenemos el
siguiente resultado que conecta productos internos de B-splines con diferencias divididas.

Teorema 2.2.11. Sean y; < Yj4m € Y; < Y;+n. Entonces

[ r@spei = ST ) e, -0
- (2.13)

Los subindices = e y en los simbolos de diferencias divididas indican en qué variables se
operan.

Demostracién. Tomemos f(z) = [y;,...,Yjin) (y — )™ 1. Calculemos la derivada
m-ésima

D™ f(x) = (m+n—1(m+n=2)(n—=1) [y Yl (y —2)" " =

= el - 0
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si usamos la definicién de Bf(x) vista en el precedente tenemos que

(=1)"D"f(x) = WBJ' (z),
o lo que es lo mismo
(m+n-—1) 5,

D" f(z) = <_1)mWBj (z),

Sustituyendo en la férmula (2.11)) vista en el Teorema 2.2.10., para j = 0 tenemos

[y,-, .. ’yi-i-m]x = / itm BZ”((;;L)Z_)T:)J:('I) .

Por tanto, teniendo en cuenta la expresién de D™ f(x) anterior

dz.

vitm (1) B (x) B (x)(m +n — 1)!
Wiy - Yirml, [(2) = /yz (m — 1)l(n —1)!

Si tenemos en cuenta el valor de f(z) obtenemos la férmula requerida

N e T ARG LA

Usando el hecho de que B}(z) y B} (x) son iguales (excepto quizds en un punto), obtene-
mos la expresion. Y ademds sabemos que Bj"(z) = 0 si ¢ (¥, Yirm), 0 que B (z) =0
stz ¢ (y;,Yj+n) (Teorema 2.2.5.), obtenemos la férmula (2.13)).

[

Nuestro préximo teorema trata la cuestion de qué sucede con un spline cuando aplicamos
una pequena perturbacion en la ubicacion de sus nudos.

Teorema 2.2.12. Sea y; < -+ < Yirm, y SUpONEmMos que y(v) < - < y,(;jzm es una

i
secuencia de puntos tales que
y](-v) —y;, paratodo j € {i,...,i+m} cuando v — oo.

Sean B[" y B[, los B-spline de orden m con estos conjuntos de nudos, respectivamente.
Entonces, para todo k € {0,1,...,m — 1},

DY Bl (z) — DY B"(z), paratodo z€R\J},
donde
JF ={y; :y; es un nudo de B/ de multiplicidad m — k o més} .

La convergencia es uniforme en todo conjunto excepto en los conjuntos JF.
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Demostracién. Consideraremos el caso k = 0 en primer lugar. Si y; = y;1,n, por tanto
B"(r) = 0 para todo . Dado que By, (z) = 0 fuera del intervalo [yz-(v),ygi%], que se

reduce unicamente al punto y;, la afirmacion es cierta en este caso.

Para el caso y; < yjim, se procede por induccion. Para m = 1 el resultado es cierto.
Haciendo uso de la férmula recursiva de los B-splines B" y B]", obtenemos

B (@) = Bl(2)] <
[BP @)@ = )i — 0) = B @)@ = 51”) Wiem — w0)]

(yi—i-m - yi)(yi(j}r)m - yz@))

< +

B @) Wi = 0) (i, — ") — B @) 01 = ) Wi = 1)
(Yitm — yi)(yg)r)m - yi(v))
Las expresiones de la parte derecha de la desigualdad van a cero cuando v — oo. Por lo
que estas convergen uniformemente en cualquier intervalo cerrado excluyendo a J?.

Para k > 0 el resultado se concluye del resultado que formula la derivada de un B-spline

en términos de B-splines orden inferior, es decir, del Teorema 2.2.4..
O

2.3. Nudos uniformemente espaciados

En este apartado vamos a discutir B-splines con nudos igualmente espaciados. Es
util en diversas aplicaciones de splines, ya que conduce a simplificaciones en la teoria y
produce modificaciones sustanciales en el el ahorro de cémputos.

Definicién 2.3.1. Decimos que un conjunto de nudos ..., ¥;, ¥;+1,. .. €s uniforme con
espaciamiento h si se cumple

Yir1 — Y; = h para todo .

Sea
mey_ CDMAMe =)t R (D) @ i)
B™(x) = o y = ; - . (2.14)
Este es el B-spline usual con nudos simples 0,1, ..., m. Este pertenece a C"™ 2 [—o00, c0].
El B-spline normalizado de B™(x) es
N™(z) = mB™(x). (2.15)

El siguiente teorema muestra que cualquier B-spline con nudos uniformemente espaciados
puede obtenerse de Q™ o N™ mediante una traslacién (y posible escalado):
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Teorema 2.3.1. Supongamos que ¥;, . . ., ¥i+m estan uniformemente espaciados con es-

paciado h. Entonces
1 T —Y;
B"(x)=—-B™
rw) =8 ()

NM™(z) = N™ (x ;y> .

Demostracién. Para los nudos y; uniformemente espaciados, la diferencia dividida en
la definicion de B", vista en la Definicién 2.2.2., se convierte en el operador diferencia
progresiva (ver Definicién 1.2.2. y Teorema 1.2.4.), por lo tanto tenemos

B (z) =

SIINTEN SIS NG )

hmm/! pr h™m) h

La igualdad referente al normalizado se sigue del hecho N/™(z) = mhB™(z), por (2.15)).
[l

Con respecto al tamano del spline normalizado N™, observamos que
IN™|[Lipo,m) = [IN™|Loctom) = 1,

y por lo tanto
IN™[|z,0m) <1 paratodo 1< ¢ < oo.

La férmula recursiva vista en (2.6]) se puede reescribir en el caso de nudos uniformemente
espaciados:

Br(z) = ZE ) T )BT 1) (2.16)

En términos del B-spline normalizado, esta viene dada por:

N™(z) = xB™ *(z) + (m — 2)B™ (x — 1). (2.17)

De forma similar, la férmula (2.7) puede reescribirse como

D N™(z) = N"*(z) — N Yz —1).

Para nudos uniformemente espaciados, veamos en qué se convierte la férmula de repre-

sentacion de Peano, (2.11)), para diferencias divididas:

Tomando para j = 0 la expresion (2.11]) tenemos

e Bt (@) D™ f ()
(m—1)!
Usamos ahora las férmulas vistas en el Teorema 2.3.1. y (2.15])

dx.

i

is s Yiam] () = /
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Yitm 1 1 m

o+ Yism] F(@) = / N (‘Ty) D™ f(a)d

Recordemos la definicién de diferencia progresiva (Definicién 1.2.2.), tal que para h > 0
y un entero positivo m esta venia dada de la forma

AP F(t) =mh™ [t, ...t +mh] f,

donde aqui h es el espaciamiento uniforme entre los nudos, por tanto, se toma como
t = y;, y los nudos v;, Y1 - - -, Yirm vienen dados por t,t+h, ..., t+hm, respectivamente.
Sustituyendo todo esto en la férmula anterior, obtenemos

t-+hm T —
AT F(#) :/t Nm( . t) D™ f () da.

Realizando un cambio de variable con y = = — ¢, llegamos a la siguiente férmula

h

para toda funcién f € L [t,t + hm]. Si tomamos ahora t =0 y h = 1 se obtiene que

AR () = / " (3) D" f(y + t)dy.

A™FO0)= [ Nm)D™ ()
0
para toda funcién f € L{* [0, m].

Para nuestro préximo teorema necesitamos introducir una modificacién (una traslacién
a un nudo semientero) del B-spline N definido en ([2.15)) sobre una red uniforme:

M™(x) = N™ (a: + %) , para todo x € R.

Este spline es simétrico con respecto al origen con soporte en [—%, %] . Para m par este

spline tiene nudos simples en los enteros, mientras que para m impar los nudos estan en
los puntos medios entre los enteros.

El siguiente teorema muestra que M™ puede definirse mediante un proceso de con-
volucién iterada:

Teorema 2.3.2. Para 1l <i<m — 1,
M™(x) = M"x M™ "(z) = / Mz — y)M™ " (y)dy. (2.18)

Ademas,

M™(z) = - / h <Sin<%))meiwdu. (2.19)

U
2T 00 5
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Demostracién. Para probar (2.18) es suficiente con demostrar que
M™(z) = M™% MY (x) = M« M™(z).

Veamos esto por induccién sobre m: Para m = 2 este caso es simple. Suponemos que
la férmula anterior se cumple para m — 1. Vedmoslo para m. Sustituyendo la expan-
sién explicita de M™ !(z) en términos de funciones +, usando (2.14)) y Teorema 2.3.1
obtenemos

m—1 _1J m—1 z+1/2 . m—2
M MY () = m)(J),)/ <y+mTl—j> dy =

=0 172 N
‘53“”3? ) (e o)
2= (PRI ()18 S0

Teniendo en cuenta que (m:11) = (mnzl) = (0. Combinando los coeficientes binomiales

vemos que esta suma es precisamente la expansion de M™(z). Para probar (2.19)), usamos
la transformacion de Fourier de M™

m(u) = M™(z)e” ™ dux.
Para m = 1 tenemos .
i) = 22

Y como M™ = M*' % --- % M" es la convolucién de m copias de M se sigue que
M (u) = [ﬁ(u)}

Y la férmula (2.19) es simplemente la inversa de la transformaciéon de Fourier.

O
2.4. B-splines perfectos
En esta seccion se presenta un B-spline especial con buenas propiedades.
Teorema 2.4.1. (B-spline Perfecto). Sean
Yi = cos <E> 7 i€ {0,1,...,m}, (2.20)
m

y sea
B () = m(=1)" [Yo, Y1, - -, Ym) (x — )T .
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Llamamos a B}, el B-spline perfecto de orden m. Este satisface las siguientes propie-
dades:

/1 B (2)dz = 1 (2.21)

1

]DTABZL(I')! — 2’”*2(m —1)!, paratodo —1<z<1.

Demostracién. La primera propiedad se sigue de (2.12)) y normalizando. Pues

Yi+m ]_
/ B'a)dz =

Yi m
y como B! (z) = mBj'(z), obtenemos ([2.21)); ya que al estar los nudos y; definidos como

cosenos, pertenecen al intervalo [—1, 1].

Para probar la segunda propiedad, usamos el hecho de que y; vienen definidos como en
(12.20)),

(_1)m [y07 Yty - - - 7ym] f =
2m72

= — [flwo) =2 () + 2/ (y2) -+ + (=1)" 7 2f (y1) + (=1)" f ()] -

Entonces

By (x) = m(=1)" [yo, y1, - - ym] f =
=277 [f(yo) = 2f (y1) + 2f () + -+ + (=1)" 12 (Y1) + (1) f (ym)] -
En consecuencia,
DY By (x) =27 (m = D (2 — o)t —2(z — ) + -+ + (=)™ (2 —ym)}] =
= (=1)'2"%(m —1)!
para y; < ¢ < Y1, coni € {0,1,...,m — 1}. ]
Este spline tiene soporte en el intervalo [—1, 1], es decir, no se anula en dicho interva-

lo. Se llama perfecto porque su (m—1)-ésima derivada tiene un valor absoluto constante.

Ejemplo 2.4.1. Los B-splines perfectos de orden m = 2 y orden m = 3 vienen dados
por

z+1 si—-1<z<0,

By (x) =
1—2 si0<x<1
y
20r+1)? si—-1<z<-1/2,
Bi(r)=< 1-22* si-1/2<2<1/2,

21 —2)? sil/2<z<1
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Para m mas altos, los nudos continian ubicados simétricamente sobre el origen, y por
tanto B, siempre es simétrica.

Una aplicacién importante de los B-splines perfectos es la construccién de funciones de
transicién que conectan suavemente una funcion con otra. El siguiente teorema muestra
una funcién de transicién que conecta la funcion nula con la funcién constante 1. En la
siguiente figura se muestra la funcién de transicion para m = 4. Esta se encuentra en

2.

£
| _1 | 1 -
-1 Varz —— 0 Van 1
D' g
- | | | e
-1 -Van 0 NETP) 1

Figura 2.1: Funcién de transicién para m = 4.

Teorema 2.4.2. Sea

0 siz < —1,
g(z) =13 [*Br(t)dt si—-1<z<]1,
1 sil< .

Entonces g € L7 [R]. Ademas, es la solucién tnica del problema de minimizacién

z Dm
min ||.D7 f] oo gy,

donde
U={feLlR]: f(x)=0 para t < —1 y f(z) =1 para x > 1}.

Demostracién. A la vista de (2.21)), es claro que g € U. Para demostrar que propor-
ciona un minimo, aplicamos el método de integracién por partes,

/_1 D" f(z)DTy,(z) = (—1)™ 12 I

para todo f € U, donde T,, es el m-ésimo polinomio de Tchebycheff de primera
clase y se define como
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T () = cos [marc cos(x)]

Es un polinomio de grado m, simétrico respecto del origen (un mayor estudio de estos
puede encontrarse en 1.2.2. de [5] o en la observacién 4.2 del libro de Schumaker, [2]).

Supongamos que f € U es ||D™ f||o < ||D"¢||c. Entonces, con h = g — f el hecho de
que D™h tiene el mismo signo que D™ f en (—1, 1) (los ceros de DT, estén precisamente
enelyp,...,Yn_1), tenemos

0< / | D) DT () < / DM () DT, ()i — / D () DT () < 0.

Donde se ha usado
|ID"g(x)| = 2" *(m — 1)!, paratodo —1<x < 1.

Se sigue que D™h(x) = 0 en casi todo punto en (—1,1), por tanto h € P,,. Pero como

fy gestan en U, sus primeras m — 1-ésimas derivadas se anulan en 0, por tanto h = 0.
]

La funcion de transiciéon éptima para m = 4 se muestra en la Figura 2.1 junto con su
cuarta derivada. Estd claro que en (—1,1) la funcién g también es un spline perfecto, es
decir, su m-ésima derivada tiene valor constante. Las funciones de transiciéon para otros
intervalor pueden obternerse a partir de g mediante un simple cambio de variables.

2.5. Propiedades de los ceros

En esta secciéon vamos a limitar el nimero de ceros que puede tener un spline po-
linomial. El objetivo es formular una versiéon adecuada del teorema de Rolle para splines.

Definir los ceros puede ser complicado bien porque los splines y sus derivadas pueden
tener saltos en los nudos, o bien porque los splines pueden anularse de forma idéntica en
intervalos (incluso si estudiamos splines que no se anulen en intervalos, tan pronto como
tomemos su derivada, los intervalos cero pueden aparecer).

Definicién 2.5.1. Sean x; < 29 < --- <z, y 1 <m; < m, paratodo i € {1,2,...,k}.
Supongamos que s no se anula idénticamente en cualquier intervalo que contenga a t, y
que s(t—) = D_s(t) = --- = D"'s(t) = 0 # D' s(t), mientras que s(t+) = D, s(t) =
-+ = D''s(t) = 0 # D" s(t). Entonces decimos que s tiene un cero aislado en ¢ de
multiplicidad z, con

a+ 1, siaespary s cambia de signo en t,
z=1< a-+1, siaesimpary s no cambia de signo en t,
Q, en otro caso.

donde av = max(l, ).
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Recordemos que si f una funcion real acotada en un subconjunto I de la recta real,
con un cero en el punto t en el intervalo (a,b), se dice que f cambia de signo en ¢ si
f(t—e€)f(t+¢€) <0 para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Sil =r =0y s cambia de signo en ¢, entonces el punto ¢ cuenta como un cero de
multiplicidad 1, pues a = 0. En general, los ceros de orden impar se asocian con un
cambio de signo, mientras que los de orden par no se asocian cn ningin cambio.

Definicién 2.5.2. Sea s € S(P,,; M; A). Definimos los intervalos cero de s como:

» Intervalo extremo izquierdo. Suponemos que s(z) = 0 para —oo < = < T, ¥
s(y) # 0 para x, < y < z,+1. Entonces decimos que (—00,z,) es un cero de s de
multiplicidad z = m + 37~ m;.

» Intervalo interior. Suponemos que s(x) = 0 para z, < = < z,, y no se anula
idénticamente en ningin intervalo que contiene a (x,,z,). Entonces decimos que
(2, x,) es un cero de s de multiplicidad

a—+1, siaespary s cambia de signo en t,
z=1< a-+1, siaesimpary s no cambia de signo en t,
Q, en otro caso

-1
donde a =m + 371" m,.

» Intervalo extremo derecho. Suponemos que s(z) = 0 para z, < z < 00, ¥y
s(y) # 0 para z,-; < y < z,. Entonces decimos que (x,,00) es un cero de s de

multiplicidad z = m + S%

i=q+1 m;.

Con respecto a la definicién anterior, notamos que si s se anula en un intervalo, entonces
los extremos de ese intervalo deber ser —oo,00 o un nudo. Como son ceros aislados,
un spline cambia de signo en un intervalo impar nulo, pero no cambia de signo en un
intervalo par.

A continuacién, vamos a definir un procedimiento de conteo de ceros:

Definicién 2.5.3. Dado un spline s € S(P,,; M;A), sean 11,75, ..., T, puntos en los
intervalos donde s tiene ceros de multiplicidades z(T}), ..., 2(Ty), respectivamente. De-
nominamos

25(s) = 3 +(Ty)

=1
al nimero de ceros de s en R relativo a § = S(P,,,; M; A).
Obviamente Z5(s) depende de la eleccién de S. Dado que un spline puede pertenecer a

mas de un espacio S, la forma en que contamos los ceros de s dependera del espacio en
el que estemos contando.
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b o & G Y

Figura 2.2: Ceros de un spline lineal.

Ejemplo 2.5.1. Consideremos el spline que se muestra en Figura 2.2. (se ha extraido
del libro de Schumaker, [2]). En la figura se muestra con un tridngulo los nudos simples
y con un circulo los nudos dobles.

Si consideramos que el spline s pertenece al espacio S = S(P,,; M;A), con m = 2
(funciones lineales a trozos), A = {1,2,...,13}, y M = (1,1,2,1,1,...,1). Como en la
figura se marca con un circulo los ceros y su multiplicidad, el nimero de ceros en este
espacio es por tanto Z%(s) = 14. Vamos a ver como salen estas multiplicidades de los
ceros. Como s es un spline lineal, para los ceros aislados, a = 1 que es impar. Por eso
los tres primeros ceros tienen multiplicidad 1, pues ademas s cambia de signo, mientras
que el iltimo es 2 pues ahi no cambia la funciéon de signo. Y para los intervalos ceros,
tenemos que m = 2. En el primer intervalo z = m por eso es 2 la multiplicidad del cero.
En el segundo, a = 3 por lo que es impar y la funcién s no cambia de signo, por lo que
z = 4. en el ultimo, igualmente o = 3 pero la funciéon cambia de signo, por lo que en
este cso la multiplicidad es z = 3.

Si ahora, consideramos a s como spline del espacio S = S(P,,; M;A), con m = 3
(funciones cuadréticas a trozos), A como antes y M = (2,2,3,2,2,...,2). En relacién
con este espacio el nimero de ceros es Z°(s) = 17, ya que el intervalo (—oo, 1) tiene
multiplicidad 3, mientras que el intervalo (9,11) tiene ahora multiplicidad 5.

Al haber definido los splines polinomiales a trozos, estos no tienen derivadas de orden
arbitrario en todos sus puntos. Esto no ocasiona ningin problema si s6lo trabajamos
con derivadas por la derecha.

Teorema 2.5.1. Sea s € S(P,,; M;A). Entonces, D, s(x) existe para todo x y es una
funcién continua por la derecha. Ademés, D s(z) € S(Pp_1; M';A), donde M’ =
(mf},...,my), con m, =min (m — 1,m,), para todo i € {1,2,... k}.

Demostracién. Al ser s un polinomio definido a trozos tenemos asegurada la existencia
de D, s(z) para todo x ¢ A, mientras que en los nudos existen derivadas tanto por la
izquierda como por la derecha. La continuidad de la derivada por la derecha se sigue del
hecho de que s estéd bien definido, por ser un polinomio en el intervalo [z;, ;1) cerrado

por la izquierda para todo i € {1,2,...,k}. Ademds, es obvio que D, s es un polinomio
definido a trozos de orden m — 1. Si s,D,s,..., D s son todos continuos en torno al
nudo z;, lo son por tanto D.s, ..., Di‘ls, y obtenemos lo que se pretendia.

m
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Teorema 2.5.2. (Teorema de Rolle para splines). Supongamos que s € S(P,,,; M; A)
es continua. Entonces

Z55(Dys) = Z y(s) — 1,
donde DS = S(P,,—1; M'; A) y M’ definido como en el Teorema 2.5.1.

Demostraciéon. Por el Teorema 2.5.1. sabemos que D, s pertenece al espacio DS. Ahora
bien, si s tiene un cero de multiplicidad z en el punto t (relativo a §), se tiene que D s
tiene un cero de multiplicidad (z —1) en el mismo punto o en el mismo intervalo (relativo
a DS). Ademas de los ceros que D, s hereda de s, observamos que por el Teorema de
Rolle extendido (Teorema 1.3.1.), entre dos ceros cualesquiera de s, el spline D, s debe
tener un cambio de signo; pues s es continua, y por lo tanto, es absolutamente continua
al ser un polinomio definido a trozos. Si suponemos ahora, que hay un total de d puntos
e intervalos 771, ..., Ty, donde s tiene ceros de multiplicidades respectivas z1,..., z4, con
Z5 y(s) = S | 2, tenemos que

M&

[ab D+8 —1 +d_1_Z[ab}() 1

=1
Por consiguiente se obtiene lo que se pedia demostrar. O]

El Teorema de Rolle para splines se ha probado sélo para splines que son continuos, es
decir, sin saltos. El siguiente Lema sera til para suavizar splines con discontinuidades
de salto:

Lema 2.5.1. Sea s un spline de orden m con un nudo de multiplicidad m en . Dado
cualquier ¢ > 0, existe un spline polinomial s; de orden m con un nudo simple en & — 9
y un nudo de multiplicidad m — 1 en & tal que

ss(x) = s(x) para todo = ¢ (§ — d,€) . (2.22)

Ademads, si p;, y pr son trozos polinomiales de s a la izquierda y a la derecha de &,
respectivamente, entonces para o suficientemente pequeno,

pr(z) < s5(x) <pr(z), £ —6<z <L, (2.23)

De manera similar, existe un spline 55 de orden m con un nudo de multiplicidad m — 1
en ¢ y un nudo simple en £ + ¢ tal que s coincide con s fuera del intervalo (§,£ 4 6), y
las desigualdades de (2.23)) se mantienen en el intervalo (£, £ + ¢).

Demostracion. Discutimos la construccion de sg; la construccién de s es similar. Su-
ponemos que

para x perteneciente a un entorno de £. Si ¢y > 0, entonces para cualquier > 0, tenemos
que

B 5 m—1 m—1 671‘ Y
ss(x) = pr(x) +CO((x _fih(;m T Z [CZ _Z'CE 1! < z'!f)+
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es un spline de orden m con un nudo simple en £ — ¢ y un nudo de multiplicidad m — 1
en £. Claramente, (2.22)) se cumple para z < £ — 0. Para © > £ — § tenemos

(z—E+0)7t R (z—€)i
(m — 1)lom=1 2 (m—i— 1!’

i=

Sustituyendo esto en ss(x), obtenemos que se satisface también para x > £.
Para probar (2.23), suponemos que ¢y > 0. Se cumple s5(z) > s(z) = pr(z) para
€ —0 < x <& Porotro lado, s5(&) = pr(&), mientras que Dy s5(§—) — oo cuando 6 | 0.
Lo que implica que ss(x) < pr(z) para £ —0 < z < & siendo § suficientemente pequeno.
]

El siguiente Lema hace uso de este método, separando nudos multiples, mostrando asi
que para cualquier spline s hay un spline continuo ss con el mismo ntimero de nudos,
que es una perturbacion de s, y que tiene el mismo niimero de ceros que s.

Lema 2.5.2. Sea s € S(P,,; M;A) con K = ZZ . m; nudos. Entonces para todo 6 > 0

suficientemente pequefio, existen A y M con K = Zz L m; con m; < m, para todo
1€ {1,2,...,k}, y un spline s; € S(P,,; M;A) de forma que s y s; son idénticos
excepto en intervalos de pequena longitud cerca de nudos de multiplicidad m de s, y
ademas, se tiene

Zf?z,b] (s5) = Zf?;,b] (s)-

Demostracion. Podemos usar el Lema 2.5.1. para dividir cada nudo de multiplicidad
m de s en un nudo simple y en un nudo de multiplicidad m — 1. Hay que tener cuidado
con los nudos que son ceros aislados de s. Si s(é+) = 0, deberfamos dividir el nudo,
como se ha mencionado, y moverlo a £ — . Y si s(§é—) = 0, se debe dividir un nudo y
moverlo a £ + 0. Observando esto, se tiene que s y ss tiene las mismas propiedades de
cambio de signo y la misma multiplicidad del cero en £. Si s se anula en un intervalo
(x;,z;), entonces s se anula al menos un intervalo de la forma (x; + 6, z; — ¢). Dado
que ss cambiard de signo exactamente cuando lo haga s, la multiplicidad de los ceros de
sy Ss también serd la misma.

O

El teorema principal sobre los ceros de splines es el siguiente:

Teorema 2.5.3. Para todo s € S(P,,,; M; A), s # 0,
Zs(s) <m+K-—1.

Demostracion. Para m = 1 el teorema se refiere a funciones constantes a trozos y con
k = K. En este caso, el inico tipo de cero aislado posible es un nudo. Si s se anula en un
intervalo (x,, x,), entonces el intervalo puede contar como maximo ¢—p+1. Concluimos
que cualquier s puede tener como maximo k ceros, y queda demostrado el teorema en
este caso.

Procedamos ahora por inducciéon sobre m. Supongamos que el teorema ha quedado
probado para orden m — 1. Veamos ahora que es cierto para orden m.
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Sea s € S (Pp; M; A) tal que Z9(s) > m + K. Supongamos que s no tiene nudos de
multiplicidad m. En consecuencia, s es continua en R), y por el Teorema de Rolle para
splines (Teorema 2.5.2.), ZP%(D,s) > m + K — 1. Aplicando la hipétesis inductiva se
tiene que D,s = 0. De aqui se deduce que s debe ser una funcién constante definida a
trozos, pero como s es continua, es una constante. Y como tenemos que s se anula al
menos una vez, se concluye que s = 0. El teorema queda probado en este caso.
Falta por tratar el caso en que s tenga ceros de multiplicidad m. Dado s con Z°(s) >
m + K, por el Lema 2.5.2., existe un spline continuo s; con K nudos (ninguno de ellos
es de multiplicidad m) y con m + K ceros. El argumento anterior muestra que s; = 0.
Pero como s(z) = ss(x), excepto en entornos pequenos cerca del nudo de multiplicidad
m, se sigue que s = 0.

O]

La cota dada en el teorema precedente, es la mejor posible, como se muestra en el
siguiente resultado (su demostracién se vera en la préxima seccién):

Teorema 2.5.4. Existe un spline s € S(P,,; M; A) con
Z8(s)=2ZYs)=m+ K —1,
donde Z' es el niimero de ceros simples y distintos.

Observacion 2.5.1. El limite en el niimero de ceros de un spline definido en el espacio
S(Pp; M; A) es precisamente uno menos que la dimension de este espacio. Por otro
lado, dado que siempre contiene splines que se anulan en intervalos (por ejemplo, las
funciones +), no forma un espacio 7.

El siguiente teorema muestra que es un espacio de Tchebycheff débil:
Teorema 2.5.5. El espacio S(P,,; M;A) es un WT - espacio.

Demostracién. Para todo s € S(P,,; M; A), por el Teorema 2.5.3., S~(s) < Z5(s) <
m+ K — 1. Como S tiene dimensién m + K, el Teorema 1.4.3. implica que es un WT-
espacio.

m

Una herramienta importante para nuestro analisis futuro de determinantes de B-splines
es el siguiente resultado:

Teorema 2.5.6. Sean 1; < ¥2 <+ < Ypim, CON Y; < Yirm para todo i € {1,2,...,n}.

Sean {N/"}! | B-splines normalizados. Entonces, para todo s = >, ¢;N/™ no nulo en
ningun subintervalo del intervalo (y1, Ynitm), Se tiene

Z(y17y7L+m)(S> < n— 17

siendo Z el numero de ceros aislados.
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Demostracién. Sea S el espacio de spline con nudos en ¥y, ..., y,+m. Entonces s € S;
y por el Teorema 2.5.3., Z59(s) < n + 2m — 1. Pero como s se anula en los intervalos
(=00, Y1) ¥ (Yntm, 00), y ambos intervalos son ceros de multiplicidad m (por la Definicién
2.5.2.), se sigue que en el intervalo (¥, Yn+m), €l spline s puede tener como maximo n— 1
CETOS.

0
Observacion 2.5.2. Si aplicamos el teorema precedente para n = 1, tenemos otra prue-
ba del hecho de que el B-spline asociado con nudos y;, . . ., ¥+, €s no nulo en el intervalo
(yi7 yi-i—m)-

El Teorema 2.5.6. también puede usarse para discutir las derivadas de un spline como
se ve a continuacion:

Teorema 2.5.7. Sea N/" el B-spline normalizado asociado con nudos en y;, ..., Yiim-
Entonces '
Z(ys i) (DiNim) <j, paratodo je€{0,1,...,m—1}.

Ademds, si D, N/" es continua en un intervalo cerrado [y, Yitm], entonces D} N™ tiene
exactamente j ceros en el intervalo (y;, Yitm)-

Demostraciéon. Veamoslo para j = 1 en particular, pues el argumento es totalmente
analogo para derivadas de orden superior. Ya sabemos por la férmula de la derivada de
un B-spline que D, N/™ es una combinacién lineal de N;"~' y N/%7". El teorema anterior
implica que Z(y, 4,,..)(D+5) < 1. Y por el Teorema de Rolle para splines (Teorema 2.5.2.),
como N/™ es continuo en [y;, Yi+m|, entonces D, N/ debe tener un cero en el intervalo

(yi7 szrm)

m
2.6. Teorema de Schoenberg-Whitney
Supongamos que y; < -+ < Ynm €S una secuencia de puntos tales que y; < Yiim,
para todo %, y supongamos que N{",..., N son los B-splines normalizados asociados.
En esta seccion examinaremos varias matrices formadas a partir de estos B-splines.
Teorema 2.6.1. Sea ¢; < --- < t,,. Entonces la matriz
ti,...,0p m n
M (N{”, . ,N;L”) = (N} ()i =1
es no singular si y solo si
t; € 0; = sop(N") = {x : N"(x) #0}, paratodo i€ {1,2,...,n}. (2.24)

Se puede observar que la condicion (2.24]) es equivalente a decir que x; < t; < x;.,, para
todo i € {1,2,...,n}.
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Demostracion. Teniendo en cuenta el Teorema 2.2.5. tomamos, convenientemente, para
cada i € {1,2,...,n}, los soportes

(yi7 yz—l—m) sl Y; < Yitm—1,
g; =
[Qh yi+m) en otro caso.

Para m = 1 es claro. Veamos entonces el caso m > 1. En primer lugar, vamos a ver que
si no se cumple (2.24)), entonces el determinante D de la matriz M es cero. Diferenciemos
dos casos:

= Supongamos que t; estd demasiado a la izquierda para pertenecer a o;, es decir,
se tiene que t; < y;. Entonces N;*(t,) = 0 para todo 1 < v < j < k < n. En
este caso, las primeras j filas de D son claramente linealmente dependientes, por
lo tanto el determinante es nulo.

» Supongamos ahora que ¢; estd demasiado a la derecha para pertenecer a o;, es
decir, se tiene que y,i, < ¢; . En este caso, por un argumento andlogo se ve que
los elementos en las j primeras columnas y en las n — 5 4+ 1 ultimas filas son cero.
Por lo que el determinante debe ser nuevamente cero.

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que ([2.24)) se satisface, pero que M es sin em-
bargo singular. Llegaremos por tanto a una contradiccién.

Como M es una matriz singular, existen ¢y, ..., ¢,, no todos nulos, tales que
s(t;) = chij(ti) =0, paratodo i€ {l1,2,...,n}.
j=1

Sea [ de forma que ¢; sea el primer coeficiente no nulo, y sea
r=min{j >1:s(x) =0 en un intervalo con extremo izquierdo en y;i,,} .

El hecho de que s(x) = 0 en (Yy4m, Yr+m+1) implica por la independencia lineal de los
B-splines que ¢4 = - -+ = ¢4 1 = 0. Distinguimos de nuevo dos casos:

» Sit; >y, entonces § = > ., ¢;N/™ tiene ceros en t;,...,t en (Y, Yr4m). Lo que
contradice el Teorema 2.5.6.

= Supongamos ahora que t; = y;. Esto solamente ocurre si y; = -+ = y;1m—1. Lo que
es contradictorio pues 0 = s(t;) = ¢, N/"(t;) # 0.

En consecuencia, la matriz M es no singular, lo que prueba el teorema.

La matriz M se denomina matriz de colocacién.

A continuacion vamos a aplicar este resultado a la interpolacion de Lagrange:
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Recordemos que dada una funcién f de la cual se conocen sus valores en los puntos
x1,..., Ty, se llama interpolacién polinémica al proceso de hallar un polinomio p(x)
de grado menor o igual que n, cumpliendo

p(z;) = f(z;), paratodo i€ {1,...,n}.

A este polinomio se le llama polinomio interpolador de grado n de la funcién f.

Con frecuencia, los splines, particularmente, los B-splines, se utilizan para resolver pro-
blemas de interpolaciéon. Sea y = (yl):flm una secuencia de nudos no decreciente, con
Yi < Yit+m para todo i. Sabemos por lo visto en el Teorema 2.2.6. que la sucesién {N/"}"_,
de B-splines de orden m es linealmente independiente, por tanto, el espacio generado
es n-dimensional. Dada la secuencia de nodos t = (¢;);_, estrictamente creciente, pa-
ra una funcién f dada, deseamos hallar un spline s = > ¢;N/" tal que para todo

je{l,...,n} se satisfaga

n

s(ty) = aN(t) = f(t)). (2.25)

=1

Este es un sistema lineal de n ecuaciones con n incdgnitas, ¢ = (¢;);_;, con la matriz de

coeficientes (ij(ti))zjzl‘ El sistema se representa por:

N (t) - NJ(t)| |a f(t1)

NPt o NP en| £

El Teorema de Schoenberg-Whitney establece cuando el problema de interpolacién tiene
solucion tunica:

Corolario 2.6.1. (Teorema de Schoenberg-Whitney). Para cualesquiera vy, ..., v,
dados existe un tnico spline de la forma (2.25)), es decir, s = "' | ¢;N/™ tal que

s(t;) =v;, paratodo je{1,2,...,n}.
si y sélo si las abscisas de interpolacion satisfacen ([2.24)).

Los coeficientes de s se determinan resolviendo el sistema Mc = v, donde M es la matriz
del Teorema 2.6.1., y donde ¢ = (c1,...,c,)T y v=(vi,...,v,)T.

Mientras que el Teorema 2.6.1. y el Corolario 2.6.1. expresan s(x) en términos de la

base de B-splines normalizados, esta claro que se pueden aplicar a una base de B-splines
arbitraria {B;},_,, con n = m + K, para el espacio de splines S(P,,; M; A).

Teorema 2.6.2. Sea a <t; <ty <---<t, <b. Entonces

tl)"'vtn n
(g ) = By
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es no singular si y solo si
ti€ o, ={x: Bij(x) #0}, paratodo i€ {1,2,...,n}. (2.26)

Donde la tnica diferencia entre los elementos B; y los N/* es que B, (b) > 0, mientras
que N'(b) puede ser cero si la particién extendida que define las B; se toma con b =

Yn+1 = = = Yntm-

Demostracién. La prueba de que M es no singular cuando falla es andloga a la
que se hizo en el Teorema 2.6.1.. La implicacion reciproca en el caso t,, < b se reproduce
analogamente. Por otro lado, si t, = b, entonces debemos considerar b = y,,; = -+ =
Yntm- El spline satisface, por tanto, 0 = s(t,) = ¢, B,(t,), por lo que ¢, = 0. Tomando
de nuevo el spline 5 = Z?:_ll ¢; B; llegamos a contradiccion como se vio en el Teorema
2.6.1..

]

Ahora podemos usar el Teorema 2.6.1. para demostrar el Teorema 2.5.4. de la seccién an-
terior sobre la existencia de splines con un niimero maximo de ceros simples. Recordemos
lo que decia:

Teorema 2.6.3. Existe un spline s € S(P,,; M; A) con
Z8(s)=2Zs)=m+ K —1,
donde Z! es el niimero de ceros simples y distintos.

Demostracién. Dados {y;}77", se va a poder elegir algtin a < t; <ty < -+ <1, <b
de modo que se satisfaga la condicién (2.26)). Entonces, por la no singularidad de la
matriz M, podemos resolver el problema de interpolacion

s(ty) = ZciBi(tj) = (-1), paratodo i€ {1,2,...,n}.
i=1

Esta claro entonces que s debe tener al menos un cero entre dos ¢;, lo que supone un
total de n — 1 = m + K — 1 ceros. Sin embargo, dado que s no es idénticamente cero,
puede tener como maximo m -+ K — 1 ceros; concluyendo asi, que cada uno de estos ceros
debe ser un cero simple, es decir, que Z°(s) = Z'(s) = m + K — 1. Si no hay nudos
de multiplicidad m, cada uno de estos ceros es un cero ordinario de la funcién. Si en
cambio, hay ceros de multiplicidad m, entonces un cero en tal nudo puede ser un cero
de salto.

m

En el Teorema 2.5.5. se probd que el conjunto de B-splines {N/"}"_ | generan un WT-
espacio en R. El siguiente teorema proporciona una prueba alternativa a este hecho, y
ademds, también muestra que {N/"}? | es, de hecho, un WT-sistema.

Teorema 2.6.4. Para cualesquiera t; <ty < --- < t,,
t1,...,ln m n
D NP N = det(Nj (ti))m—:l > 0.

Entonces, D es positivo precisamente cuando se satisfacen las condiciones ([2.24]).
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Demostracion. En el Teorema 2.6.1. se demostré que D = 0 siempre que no se ve-
rifique . S6lo queda demostrar, por tanto, que D > 0 para todo t = (¢y,...,t,)
en el conjunto T* = {t:a < t; <ty < --- <t, <b, ademds se satisface } Por el
Teorema 2.6.1. sabemos que D nunca se anula puesto que t € T™.

Veamos ahora que D tiene el mismo signo en todo 7. En primer lugar, afirmamos que
para todo 1 < ¢ < ny todo 1 < j < n, el B-spline B;(t;), como funcién de ¢;, es
una funcién continua en t;, puesto que pertenece al conjunto o;, definido en el Teorema
2.6.1.. De hecho, esta claro que el intervalo (y;,¥;1m) no puede contener ningiin nudo
de multiplicidad m, por lo que todos los B-splines son continuos en t; en este conjunto.
Por otro lado, teniendo en cuenta que los B-splines son continuos por la derecha, son
continuos en los puntos t; | y;. De esto se deduce que D es una funcién continua en t
cuando t € T*. Como D nunca se anula, debe tener el mismo signo en todas partes.

Resta por calcular el signo de D. Sean yj < y5 < --- <y, ., tales que yy — y; cuando
v — 00, para todo i. Sea y; < t; < y,, para todo i € {1,2,...,n}. Entonces es claro
que D, > 0 ya que en este caso la matriz correspondiente que define D, tiene elementos
diagonales positivos y, ademas , todos los ceros por encima de la diagonal. Ademas, como
v — oo del Teorema 2.2.13. se sigue que D, — D.

m

Un teorema analogo al que acabamos de probar se hace usando el Teorema 2.6.3., satis-
faciéndose para las funciones B-splines By, ..., B, en el intervalo [a, b]. En este caso, el
determinante asociado con a < t; < ty < --- < t,, < b sera precisamente positivo cuando
se cumplan las condiciones . Lo que significa que las funciones de la base B-spline
{B;}._, forman un WT-sistema en [a, b].

Una propiedad de la matriz de colocacion es la total positividad. Describamos esta pro-
piedad:

Para una matriz dada A = (A”)::Eil de tamano r x (r + 1) y dadas las secuencias

I="(i,...,3) vy J=(j1,.--,Jrs1), tales que
1<ir< - <ip<r vy 1<ji<--<j,<r+l,

definimos un menor asociado de A como

Uy eeslp | Y 4
4 <j1, R ajp) = det (szﬂﬂ)v=17u=1 ’

Una identidad 1til de estos determinantes, y que nos va a permitir demostrar el préximo
resultado, va a ser la siguiente. Esta se encuentra en el libro de [[11], pag.§].

2,...,r=—1r+1 L...,r\
A( 1,...,r—1 >A<1,...,T)_
- 2,...,r 1,....r—1,r+1 1,....r—1 2,...,r+1
_AQVWT—JA< L...,r )_Ac,wr—JA(1,wr)'
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Si en cambio, la matriz A es de tamano (r + 1) x r, entonces se mantiene el mismo
resultado intercambiando filas por columnas.

Decimos que una matriz A es totalmente positiva si, y sélo si, todos sus determinantes
menores (de todos los érdenes hasta m) son no negativos, es decir, si y sélo si, para todo
l<ps<m,

Al PP ) >0 cuando I<ip < <ip<r y I1<j<---<jp<r+1L
J1y .- >jp

Si una matriz A es totalmente positiva, entonces como una transformacion es una varia-

cion decreciente, se tiene que

S7(Ac) < S (c).
El siguiente resultado se conoce como Teorema de Karlin, este dice que la matriz de
colocacién es totalmente positiva. Otra manera alternativa de formularlo es la siguiente:

Teorema 2.6.5. Para cualesquiera enteros 1 < v; < vy < --- < v, < n y cualesquiera

puntos t1 <ty < --- < tp,
L %
D(Nm Nm> >0

v1?

y D es estrictamente positivo si y sélo si
ti € 0,,, paratodo i€ {1,2,... p}, (2.27)
donde {o;}_, son los conjuntos definidos en el Teorema 2.6.1.

Demostracion. El hecho de que D = 0 cuando no se satisface se demuestra exac-
tamente como se hizo en el Teorema 2.6.1.. Supongamos ahora que se verifica,
demostremos que D > 0. Para ello, definamos el nimero de huecos g en la secuen-
cia vi,...,v,. Es decir, g es el cardinal del conjunto {vy,v1 +1,...,0,} \ {v1,..., 0.},
es decir, el nimero de elementos de la base que no cuento. Para ilustrar esto, to-
memos como vy, vV, V3, vy los enteros 1,3,4,9, respectivamente. El niimero de huecos
g en este caso serfa: {vy,v; + 1,v9,v3,v3 + 1,03+ 2,v3 + 3,v3 + 4,04} \ {v1,v9,v3, 04}
={v1 +1,v3+ 1,v3+2,v3 + 3,v3 + 4}. En consecuencia, g = 5.

Vamos a proceder por induccion sobre g y p. El resultado se cumple por el teorema
anterior para ¢ = 0 y para todo 1 < p < n. Supongamos ahora, por hipotesis de
induccion, que la afirmacion ha sido establecida para determinantes de tamano p — 1,
y para determinantes de tamano p con g — 1 huecos, como méaximo. Probemos ahora el
resultado para el determinante D con g huecos. Distingamos tres casos posibles:

= Supongamos que ¢; ¢ o, , para algin 1 < j < p — 1. Entonces
t1,..., 05 tii1,...,0
D=D 3 s Ug )D( J+1 s Up >
(Nvl,...,NUj Ny yyeoos Ny,

Y cada uno de estos determinantes es positivo por la hipétesis de induccién.
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= Supongamos ahora que t; ¢ 0,,_, para algin 2 < j < p. Entonces
B thy ..t tiy...
D=D <NU1,...,NUJ.1) D (ij,...,va

Nuevamente, cada uno de estos determinantes es positivo por la hipdtesis de in-
duccion.

= Supongamos ahora que t; € o, ,, para algin j € {1,2,...,p— 1}, y de forma
que t; € 0, , para algin j € {2,3,...,p}. Sea i uno de los indices que faltan en
Vi, . .., Up, digamos vy < -+ <1 <@ < vy < -+ < v,. Entonces por la identidad
de los determinantes anterior se tiene que
D ( ty ottty oyt ) D < try .ty ) _
Nyys ooy Ny, Niy N5+ Ny, Nyyy ooy Ny,
t,. .. t_1> ( ty et tipn, tigas oot )
— _D Y ) VP _D Y 9 Y 9 Y yvp +
<Nv2,...,va Nyyyoo oy Ny Niy Ny s oo Ny,
t, b ot bty ot
+D 9 )y Up )D( ) ) s Uiy ) s Up )
(Nvl,...,]\fvp_1 Nyyyo ooy Noyy Njy Ny 5o Ny,
El determinante deseado es el segundo del lado izquierdo, todos los demas deter-
minantes o bien son de orden p — 1, o bien tienen g — 1 espacios, por lo que son

positivos tras aplicarles la hipétesis inductiva. Se concluye por tanto que D > 0
en este caso también, por lo que el teorema ha quedado probado.

O

En este teorema se ha probado, en particular, que el conjunto de B-splines {N/"}"_,
forman un OCWT-sistema en R.

Otra propiedad interesante sobre la matriz de colocacion es la existencia de bandas en
torno a la diagonal de esta. Expliquemos esto:

Supongamos que la matriz del sistema (2.25)), M, es invertible, por tanto tenemos que
Yi < t; < Yitm, para todo ¢ € {1,2,...,n}. La matriz M debe tener menos de m bandas
por encima de la diagonal y menos de m bandas por debajo de esta. Pues como

N™t;) #0 siysolosi y; <t; <tim

se tiene que juntando las condiciones para N'(t;) # 0y N"(t;) # 0, implica que
Vi < tj < Yjrm € Y; < tj < Yiym, es decir, |j —i| < k. Lo que equivale a decir que
N™(tj) = 0siy sélo si |j —i| > 0. Esto muestra que la matriz M tiene un ancho de
banda menor que 2m.

Podemos extender el Teorema de Schoenberg-Whitney al caso en que la interpolacién
por splines es de tipo osculatoria, es decir, en cada nodo de interpolacién tiene cabida
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fijar los valores del spline, y de sus derivadas sucesivas hasta un cierto orden. Formali-
cemos a continuacién esta situacion:

Sean t; <ty < - -+ < t, y numeros reales vy,...,v,. Se define

di=méx{j:t;=---=t,_;}, paratodo i€ {l,2,...,n}. (2.28)

Dadas funciones suficientemente suaves {¢;},_,,

> cipi, que verifique

tenemos que encontrar un spline s =

D¥%s(t;) =wv;, paratodo i€ {1,2,...,n}.

Teorema 2.6.6. Sean N{",..., N" B-splines de orden m asociados con los nudos y; <
<o+ < Ypam- Sean ademas, t; < - - < t,, de forma que para todo i, t; < t;1,,,. Entonces

ti,...,tn B d; xrm n
b (N{”, , .,NZL”> = (DEN](t3)); 5y 20,
y el determinante es estrictamente positivo si y sélo si
t € 03 = (Yi, Yirm) U {2 : DY N;(z) # 0}, paratodo i€ {l,...,n}, (2.29)

donde dy, ..., d, se definen en (2.28]).

Demostracion. Teniendo en cuenta el Teorema 2.2.5. tomamos, conveniente, para cada
ied{l,...,n},

[yia yi—i—m) ) si dz =>m — oy,
g; =
(?/i, yi-i—m) , en otro caso.
donde
a;=max{j:y; = =virj_1}, paratodo i€ {l,...,n}.

El hecho de que el determinante D sea cero cuando no se verifica la condicién ([2.29)) se
demuestra mediante el mismo tipo de argumento utilizado en la demostracion del Teo-
rema 2.6.1.. Supongamos ahora que se satisface la condicién ([2.29)) y veamos entonces
que D es distinto de cero en este caso.

Vamos a razonar por reduccién al absurdo. Por tanto, tenemos que deben existir coefi-
cientes ¢y, ..., ¢, no todos nulos tales que el spline s = > | ¢;N]" satisface

Di"d(ti) =0, paratodo i€ {1,2,...,n}.

Lo que nos va a llevar a una contradiccién. Sea [ elegido de forma que ¢; es el primer
coeficiente distinto de cero. Y sea

r=min{j >1:s(zr) =0 en un intervalo con extremo izquierdo en y; ,}.

La independencia lineal de los B-splines implica que ¢,+1 = - -+ = ¢ 44,,—1 = 0. Discerna-
mos dos casos dependiendo de si t; > y; o t; = y;, al igual que hicimos en la prueba del
Teorema 2.6.1.:
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» Supongamos que t; > y;. Entonces el spline § = >, ¢;N/™ tiene r — [ + 1 ceros
(contados segun su multiplicidad) en los puntos t;, ..., t, en el intervalo (y;, Yrim)-
Lo que contradice el Teorema 2.5.6.

» Supongamos ahora que t; = y;. Puesto que el spline s = Y | ¢;N/" verificaba
Dfﬁd(ti) = 0, para todo 7, se debe tener d; > m—qy. Lo que nos lleva a contradiccién
puesto que ya hemos demostrado que D es distinto de cero siempre que se verificase
(12.29).

Por lo que el teorema queda probado al haber llegado a contradiccién en ambos casos.
[

2.7. Propiedades de variacion decreciente

En esta seccién mostraremos la conexién existente entre la forma de un spline poli-
nomial y el comportamiento de los coeficientes de su expansion B-spline

s(x) = Z N (z).

Empezamos con dos ejemplos para mostrar esta conexién.

Ejemplo 2.7.1. Como los B-splines solo toman vaores no negativos, se tiene que si
¢; =2 0parat € {1,2,...,n}, entonces s(x) > 0 para todo z.

Ejemplo 2.7.2. Sea la secuencia cq,...,c¢, monotona creciente, es decir, ¢;.1 > ¢

) ) ) ) + )
para todo i € {0,1,...,n — 1}. Veamos que s(z) es también una funcién mondtona cre-
ciente.

Usando la férmula (2.7)) y la relacién de los splines B!*(x) con los splines normalizados
obtenemos la férmula vista en la Proposicion 2.2.1.,

n
C;

NP (o),

)

Dys(x)=(m—1
+s(@) = )i:2 Yitm—1 — Yi

Como la secuencia cq,...,c, es mondtona creciente, entonces los coeficientes de la ex-
pansién B-spline de D s son todos negativos, y por el Ejemplo anterior, D, s(x) > 0.

Veamos a continuacion la propiedad que se conoce como formula de variacion decreciente
para B-splines, en la que aparecen los conceptos que vimos en la seccién

Teorema 2.7.1. Para todo vector no nulo ¢ = (¢y, ..., ¢,), se tiene que

Sk (i ciNim> < S (ery. .oy 0n) =8 (0). (2.30)
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Demostracion. En la seccion anterior se vio que los B-splines forman un OCWT-
sistema en R. Por tanto, la afirmacién (2.30)) se sigue del Teorema 1.4.4.
]

El Teorema 2.7.1. junto con los ejemplos previos producen casos especiales. Por ejemplo,
sicy,...,c, son monotonos decrecientes, entonces para cualquier constante d, se obtiene
la secuencia ¢; + d, ..., c, +d, y se sigue que

n n

=1 i=1

solo puede tener un cambio de signo. Por lo tanto, se tiene que es mondétono decreciente
al ser d arbitrario.

Una versién mas fuerte de esta propiedad de disminucién de la variacion es la que se ve
a continuacion:

Teorema 2.7.2. Supongamos que s(z) = > . ¢;N™(x) satisface, para algunos t; <

t2<"'<tq, A
(—1)s(t;) >0, je{1,2,...,q}.

Entonces existen 1 <73 < ip < --- < i, < n tales que

(_1)]CzJNTJn(tz) > 07 ] S {1727- . 7Q}'

1

Demostracién. Cuando se satisface la primera condicién del teorema diremos que
s alterna en t;,...,t;,. Vamos a suponer que s no alterna en un conjunto del tipo
ty < t1 < --- < tg, ya que si alternara, podriamos trabajar con ty,...,t, en su lu-
gar. Esto es equivalente a decir que s(t) < 0 para t < {1, lo que significa que el primer
coeficiente distinto de cero de s debe ser negativo.

Tomemos S~ (c) = d — 1. Por el Teorema 2.7.1., ¢ < d. La prueba se hard por in-
duccién sobre d. Para d = 1 es obvio. Supongamos ahora que el resultado es cierto para
d — 2 cambios de signo en c; probémoslo ahora para d — 1 cambios de signo. Supongamos

que los coeficientes cy, ..., ¢, se han dividido en d grupos de la forma
Cly- s Cnys Cngtls -« sCngs e ooy Crgls -« - 5 Cny
N TV N Vv - Vv

de tal forma que todos los ¢; en cualquier grupo tengan el mismo signo, y que en cada

grupo haya un ¢; que sea distinto de cero. Como los B-splines forman un OCWT-sistema,
. . d .

el conjunto de funciones V' = {v;};_, definidas como

j+1

vj = Z |Cz|sz7 j€{1>27---7d}'

i:nj+1

forman un CWT-sistema. Para probar la segunda identidad del teorema serd suficiente
demostrar que existen j; < jo < -+ < jg con vy, (t;) > 0,7€ {1,...,q} .
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Supongamos que v;(t;) > 0, para todo, i € {1,2,...,r}. Podemos tomar j; = i para todo
i€{1,2,...,7}. Si r = ¢ habremos terminado. Si no, debemos mostrar como elegir el
resto de los 7;. En ese caso, tendremos dos casos:

= Supongamos que v,y; = 0, para todo t > t,.,;. En este caso, el spline 5 =
Zf:r +o(—1)"v; alterna en los puntos t,41, ..., t,, y la hipdtesis de induccién puede
usarse para elegir jri1,...,Jjq-

= Si ahora v,,; > 0 para algin t > ¢, 1. Se sigue por la definicién de las funciones v;
que v, yo(t;) = -+ =wvg(t;), parai € {1,2,..., 7+ 1}. Si r = 0 esto significaria que
s(t1) = 0, contradiciendo nuestra suposicién inicial acerca de s. Si r > 0, entonces
§ =3 _,(=1); alterna en ¢i,...,t41. Lo que significa que tiene r cambios de
signo (pero solo — 1 cambios de signo en su vector de coeficientes), contradiciendo

asi el Teorema 1.4.3. para el WT-sistema {v;},_,.

]

La segunda condicién del teorema quiere decir que c¢;; debe ser el coeficiente de un B-
spline que es positivo en ¢;, es decir, ¢;; influye en el comportamiento de s s6lo cerca de
t;.
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Capitulo 3

Otros tipos de splines

3.1. Splines de Tensién

Veamos a continuacion una definicién que sera 1util a lo largo del capitulo:

Sea t = (t;);_, una secuencia de nodos de interpolacién (no necesariamente distintos).
Decimos que un polinomio p coincide con la funcién g en t siempre que para todo nudo
&, que aparece m veces en la secuencia t, se tiene que

pUI(€) = g I(€), paracada i€ {1,...,m}.

3.1.1. Interpolacion ciibica a trozos

Dados los datos ¢(t1),...,¢g(t,), obtenidos al evaluar la funcién g en los nodos a =
t; <--- <t,="b, construimos un interpolante ciibico a trozos f de g. En todo intervalo
[ti, ti11] tenemos que f coincide con un polinomio P; de orden 4, es decir,

f(z) = Pi(x) para t; < x < t;y1, paratodo i€ {l,....,n—1}.
Cada trozo polinomial P; debe satisfacer las condiciones
Pi(t;) = g(ts), Pi(tivr) = g(tira), 1 €{1,...,n—1}.

Pi(ti) = si, P{(tit1) = sip1, 1 €{1,...,n—1}.

donde s1, ..., s, son parametros libres. Por tanto, la funcién cubica a trozos f coincide
con g en ty,...,t,, y pertenece a C! [a, b], esto es, es continua y tiene primera derivada
continua en [a, b]. Usamos la forma de Newton para calcular los coeficientes del polinomio
P

Pi(z) = Pi(ts)+[ts, ;] Poaw—t)+[ts to, tisa] Pi(x—t3) > +[ts to, tin, tisa) Pi(z—t;)*(v—tiy1) =

[ti,tiv1] g — i (2—t)2+ —2[ti, tiv1]) g + Si + Siz1

2 p—
ti+1 —1; (ti—H _ tz)2 (fL’—tZ> (‘r—ti—i-l) =

= g(tl) +8i(l’—ti) +
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3lti tiv1] g — 28; — sit1 (z— 1)+ —2[ti, tisal g+ si + Sita (—t)°
tiv1 — t ' (i1 — 1:)? l

En consecuencia, hemos representado P; en la forma de Taylor respecto de t;, es decir,

= g(tl) + Si(l' —ti) +

P(z)=c1i+coi(x —t;) +csi(x — t): + cpi(r — ;) =

= P(t;) + P/(t;)(x — ;) + w(:ﬁ —t;)? + @(x — ;)%

En la interpolacion cubica spline los parametros libres s,, ..., s, 1 se determinan usan-
do que f debe ser dos veces continuamente diferenciable, es decir, que su segunda
derivada sea también continua. Lo que nos da las siguientes condiciones para todo
i€{2,...,n—1},

P (t:) = P/ (t),

es decir,
2¢3-1 +6cq;1(t; —tio1) = 2¢3,.

Esta ecuacion se obtiene calculando la segunda derivada de las piezas polinomiales P;(z)
y P;_1(z), evaludndolas en t; e igualando.

Desarrollamos esta ecuacion

3[ti—1,ti]g — 281 — 3i:| 16 [—2 [ti1,t) g+ sio1+ Si:| _ [3 [ti,tis1] g — 25 — s

2
b —tia (t; —ti1)?

tiv1 — b
Denotamos por A; 1 =t; —t;_ 1y A; =t — t;.
A (6]ti—1,t]g—4si-1 —28; —12[t;i1,t;] g+ 68,1 + 65;) = A1 (6 [ti, tiv1] g — 48 — 28441)
llegamos a que

Sic10; + 28 (Aim1 + ) + 5018010 =3 (A [timr, ti] g + Aioq [t i) 9) (3.1)
para todo i € {2,...,n — 1}.

Suponiendo que los valores s; y s, han sido determinados de alguna manera, tene-
mos junto con lo anterior un sistema tridiagonal de n — 2 ecuaciones con n — 2 incégnitas
(estas son sy, ..., S,—1) que es estrictamente diagonalmente dominante. Se llama asi por-
que los elementos no nulos de la matriz relativa al sistema se encuentran en la diagonal
principal y en las dos diagonales adyacentes a ella, y ademads, en cada fila el término
diagonal excede a la suma de mddulos de los restantes elementos.

Veamos ahora tres condiciones de contorno (o frontera) familiares. Es decir, condiciones
que tienen lugar en ¢y y ¢, y que nos van a permitir obtener splines ctibicos especiales.

» Si ¢’ es conocida en t; y en t,, tomamos s; = ¢'(t1) y s, = ¢'(t,). El interpolante
spline f resultante coincide con g en tg, ..., t,4q1 (con tg = t1 y tpe1 = t, ) se
denomina interpolante cibico completo de g.
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= Kl spline ciibico f que coincide con una funcién dada g en los nodos de la particion
y satisface f”(t;) = f”(t,) = 0 se denomina spline natural de g.

» Fl spline cibico coincide con un polinomio cibico en los subintervalos [tg, to] y
[tn_2,tn_1]. Esto requiere que f"” sea continua en ty y ¢, ;. Esta condicién se
denomina de no nudo.

En esta seccion se han estudiado problemas de interpolacién muy particulares, se ha
visto que un spline cibico estda determinado de manera tnica por sus valores en los
nudos de la particion y por dos condiciones adicionales frontera, algunas son las que
hemos descrito arriba.

3.1.2. 7 splines

El spline de tensién fue propuesto por Schweikert [8], y surge como medio para
eliminar puntos de inflexion extranos en el ajuste de curvas mediante splines cibicos.
Los puntos de inflexion extranos se definen de la siguiente manera:

Definicién 3.1.1. Sean los datos (t;,g(t;));—,. Sea f un interpolante en estos nodos,
sabemos por ([1.7)) que, para todo i, existe 1; € (t;_1,t;+1) tal que

" .
[tifla tiv ti+1] g = f gr]'b) )

. . . -1
Por lo tanto, para cada cambio de signo en la secuencia (4;);—, , con

di = [ti, tixa] g — [tic1, ti) g = [tica, tis tiva] 9(tin — tiza),

debe haber un cambio de signo en la segunda derivada de f, es decir, un punto de
inflexién de f. Decimos que un punto de inflexién es extrano en el intervalo (¢;,;11) si
51'61'4-1 > 0.

Mas tarde se reconocié que un spline de tension es un spline con un operador diferencial
L = D? —pD, donde D = d/dx y con p el pardmetro de tensién, a esto se conoce como
L-spline. Spath [7] modificé el spline de tensién para que se pudieran elegir diferentes
valores del parametro de tension en diferentes regiones del dominio. Este es un ejemplo
de un L-spline por partes en el sentido de Prenter. Veamos la definicion rigurosa:

Definicién 3.1.2. Sea una particién a = t; < ty < -+ < t,, = b del intervalo [a,b] y

. , . n . ., .
un conjunto de pardmetros de tensién {p;}._,, entonces f(x) es un spline de tensién si
satisface

feC?ab y
(D* —p?D*)f =0 en cada intervalo  (t;, ;1)

i
El caso en el cudl todos los parametros de tension son iguales se denomina caso de ten-
sién uniforme. Nétese que para el caso de tensiéon uniforme donde f satisface (1/p?D?* —
D?*)f = 0, en cada subintervalo; en este caso, para p grande parece que f tiende a un
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spline lineal. De ahi viene el nombre de spline de tension; ya que en el caso de interpo-
lacién, cuando se especifica f(t;) = s;, graficamente parece como si la curva a través de
los datos se estrechara a medida que aumenta p.

El estudio se centra en los splines de tension de orden cuatro, ya que las aplicaciones de
estos splines son principalmente aproximaciones que preservan la forma y una solucién
numérica del problema de dos puntos frontera singular. Los splines de tension de orden
superior se describen en algunos articulos pero no se da ninguna aplicacion. Su aplicacién
puede preverse en un problema de aproximacién por funciones con derivada superior
positiva, asi como en problemas de valores frontera singularmente perturbados de grado
superior. Los splines de tension de grado superior se pueden definir de la siguiente forma:

Definicién 3.1.3. Sea una particién a = t; < ty < -+ < t,, = b del intervalo [a,b] y
un conjunto de pardmetros de tensién {p;};_,, entonces f(x) es un spline de tensién de
orden k si satisface la ecuaciéon diferencial

(D¥ —p?D*2)f =0 en cada intervalo (t;, t;41).
para todo i € {1,...,n — 1}.

En otras palabras, los splines de tensién de orden k son funciones cuyas restricciones
al intervalo no vacio (¢;,t;11), pertenecen a (1,z,..., 2% 1), para todo p; = 0, o al es-
pacio (ePi® e Pi® 1,x,...,2%73) en otro caso. Por tanto, en el caso k = 4 tenemos
que para p; > 0 cada pieza del interpolante es una combinacién lineal de las funciones
1,z,eP* e P*. Y para p = 0, ya hemos dicho que el interpolante es una cibica a trozos.

Como se ha dicho antes, el enfoque de Spath fue que el parametro de tension varie de
intervalo a intervalo. Se trata con interpoladores que, en el intervalo [t;,¢;11], tienen la
forma

donde

ui=u(x) = —

vi=1-—u,
v i es una funcién en [0, 1] con ¢;(0) = p;(1) = 0, y ©?(0)* # ¢/ (1)2.

Todos estos enfoques utilizan funciones exponenciales en lugar de polinomios, lo que
ocasiona una mayor coste computacional. Por ello surge un nuevo método en el que
se toma los splines ciibicos como interpolantes. El truco consiste en utilizar una spline
cubica con nudos adicionales colocados de modo que el interpolante pueda hacer curvas
cerradas sin que se produzcan oscilaciones.

3.1.3. Interpolacién por splines de tension

En esta subseccién se va describir una forma mas sistematica de introducir nudos
adicionales donde sea necesario.
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Empezamos con un caso especial: Queremos interpolar los datos f(0) = 0, f/(0) =
so, f(1) = 0, f’(1) = s1. Por la seccién anterior, obtenemos que el polinomio f es de la
forma:

f(z) =0+ sz — 502 + (50 + 51)2%(x — 1) = spx + (=280 — s1)x* + (50 + 51)2°

Este polinomio se obtiene usando la tabla de las diferencias divididas, se tiene por tanto
que [0,0,1] f = —s9y [0,1,1] f = s1. En este caso ademas, [0,0,1] f = do y [0, 1,1] f = 0.
En consecuencia, un punto de inflexién en (0, 1) serd extrano si —sgs; > 0, o lo que es
lo mismo, si sgs; < 0.

Calculemos ahora la segunda derivada de f

f(x) = so — 2(2s0 + s1)x + 3(s0 + 81)27,
f"(x) = —2(2s0 + s1) + 6(s0 + s1).

Evaluando esta en 0 y en 1 tenemos
f,/(O) = —2(280 + 81> y f,/(l) = 2(80 + 281).

Por tanto, f no tiene puntos de inflexion extranos en (0, 1) siy s6lo si (259 + s1) (S0 + 251) <
0. Esta condicién se puede reescribir como (2 (sg — s1) + 3s1) ((so — s1) +3s1) < 0. Si

. . . 2 e Sl
dividimos por (sp — s1)* y tomamos z := ;- tenemos

(2—-32)(1—-3z2) <0.
Por tanto, el interpolante ciibico se tendra cuando
1 S1 2

- < z:= < -
3\ 81—80\3

Para los valores de z que no cumplen estas desigualdades, cambiaremos la funcion de
interpolacion. Consideremos en primer lugar el caso z > 2/3. Tomamos un spline ciibico
¢ que satisface que p(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = 0,¢(1) =1,y ¢" > 0 en [0,1], en lugar de
la funcién z® (base de los polinomios de orden 4). La funcién ¢ viene determinada por

3
x J—
o) = o(x;2) == az® + (1 — ) ( C) (3.2)
1-c/,
siendo ¢ = ((z) un nudo adicional y @ = «(z) un nimero en [0, 1]. Consideramos que
tanto ¢ como a son funciones monétonas continuas de z, con ((17) = 1y con a(2/3) = 1,
para asi unirse continuamente con la cibica habitual cuando z = 2/3.

En términos de la nueva base, el interpolante se escribe como
f(z) = Az + B(1 — x) + Cp(z; 2) + D(1 — x)?

donde
a0t o g Z(Br=Dsts)
3(2]?—1) 3(2p_1)
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siendo

p =
Calculamos la segunda derivada de f
fl(x)=A—B+Cy(x,2)+3D(1 —x)?

—((ﬁ:?)ﬂ +6D(1 - x) =

=6 [C (ag;+ (1 —a)%) + D(1 —x)]

que se obtiene al derivar dos veces la funcién ¢ en (3.2)). El signo de f” dependerd del

signo de los coeficientes C' y D. Por tanto, f no tiene puntos de inflexion extranos en
(0,1) si y solo si

f(z) =C¢"(x,2) +6D(1 — x) = 6C {&x +(1—a)

((3]9 — 1)80 + 81) (80 + 281) < 0.

Reescribiendo esto como (3psg + (s1 — so)) ((so — s1) + 3s1) < 0, si dividimos por (s —

s1)2, ademés teniendo en cuenta que z = —1— obtenemos
) —sp !

51
Bp—1—-3pz)(1—-32)<0

o~ — _—50 _ _ —=3pso
pues 1 — z = =%y entonces 3p(1—2z) = P

Como estamos en el caso z > 2/3, se tiene que 1 — 3z < 0, si fuera positivo entrarfamos

en contradiccién. En consecuencia, (3p — 1 — 3pz) > 0, por tanto, z < —3’;);1. O lo que es
lo mismo,
1
3p = .
D = 1=
Ahora bien, como p = a + ﬁ, entonces si despejamos « tenemos a = _17p(<17<)‘ Y

usando la acotacion anterior, tenemos

1 —
S T
Eligiendo el mayor valor de «, obtenemos la férmula
1 1-¢
== |1—-=—.
0= [t
Comprobemos que «(2/3) = 1:
1 1-¢ ] 1
a2/3)==|1—-———F=| ==C=1.
@ =¢ |- 5 =a7m) =1

Se obtiene este valor independientemente del valor de (. Esto muestra que necesitamos
que se verifique la desigualdad 3(1 — z) > 1 — ( para asegurarse de que a > 0. Esta
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condicién se cumple para la opcién 1 — ((t) = y(1 — z) si v < 3.

El caso z < 1/3 es andlogo, ahora se trabajarfa con la funcién ¢(1 — x;1 — z) que
reemplaza ahora a la funcién (1 — z)3, y se determina igual que en el caso de z > 2/3.

Podemos combinar de forma conveniente estos casos en uno considerando que la apro-
ximacién es de la forma

flx)=Az+B(l —xz)+ Cp(z;2) + Dp(1 —x;1 — 2)

o(r;2) = az® + (1 — a) (f:g)j
a(z) = % <1 - %) y ((z) :==1—~ymin{l —2,1/3},

para 7 € [0, 3]. A medida que aumentamos 7, los valores a y ¢ disminuyen para z fijo.

El caso mas general de interpolacién tomando los datos

fO)=fo, f0)=s0, [f()=/fi, f(1)=s

se reduce al caso ya estudiado restando la recta fo + (f1 — fo)z. Cambia las cantidades
S0y s1 por so — (f1 — fo) v s1 — (fi — fo), respectivamente. Alin mas generalmente, si
consideramos la interpolacion de los datos f(t;) = f;, f'(t;) = s;, para j € {i,i+ 1}.
Entonces en lugar de tener sg y s; tenemos s; — [t;, tiv1] f v Siv1 — [tis tiva] f-

Haciendo uso de estas consideraciones en la construcciéon de un spline ciuibico de ten-
sién para los datos (4;, g(t;));_,, eligiendo la base en cada intervalo [t;,t;41] de la forma
anterior. Esto significa que el interpolante tiene la forma

A+ Biu+ Cip(u; 2) + Dip(1 —w; 1 — 2) en [t ti4],

con u(z) := t(i:—it) Se tiene que
5 :
(5i+1+‘fl'5i)7 S1 5i+15i > 0, 5i+1 + (SZ 7’é O,
Zi =
1/2, en otro caso.

donde
0; = [t;, tix1) [ — [tj=1,t;] f para todo j.

Establecemos que z =1/2,sii=1o0sii=n— 1.

Notemos que la eleccion de z concuerda con el valor de z que teniamos anteriormen-

te, z = SjSO, pues

S1

- 53 o [171]f_ [O’ l]f [Oalal]f o S1
S Gt+dy ((LF—[0,1] f+[0,1] f

z

—[0,0]f) [0,1,1]f—|—[0,0,1]f_81—50'
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La eleccién de z; anterior produce que el interpolante sea discontinuo en funcién de los
datos. Esto significa que un pequeno cambio en los datos que produzca un cambio de
signo de algun 9;0,,1 puede cambiar el interpolante. Por esta razdn, z; se escribe como

\51-';?\1;5”7 st [di1| + |6: > 0,

1/2, en otro caso.

De esta manera eliminamos la existencia de posibles discontinuidades.

En funcién de f; y f/, para j € {i,i 4 1}, los coeficientes del interpolante vienen deter-
minados por

Ai=fi—D;, Bi=hltitia] f—(Ci — Dy)

C; = h? i1 D; = hzf—i” (%)
’ e"(Lz) ©"(1;1—2)

con h = t;11 —t;. Derivando dos veces ({3.2)) y evaluando en x = 1 tenemos que ¢”(1; z) =
6 [oz + (11__—82} . Por tanto,
11 (1-¢)?
P"(Liz)  6a(l—C)P+(1—a)

Queremos ahora determinar el vector (f/')"_, de forma que el interpolante resultante
tenga dos derivadas continuas. Por tanto, en cada nodo t; se debe cumplir la igualdad

f'(t7) = f'(t]). Desarrollemos esto:

Como f(z) = A; + Bu(z) + Cip(u(x); 2) + Dip(1 — u(z); 1 — z) en [t;, ti41], con u(x) =

2=t Entonces
tit1—t;

£(z) = ﬁ& + O (u(): ) + Dig (1 — u(w): 1 — 2). (3.3)

En consecuencia,

A /fl—l f// A f// /
ti>ti ) : - . i—l 1, i—1) =
ot} (w”(l;zi) @"(1;1 — zz-)) T =Y (Li-1)
I ’ I
= [ti, i) [ — A - - : AV : "(1; zi-
it} ] ' (90"(13 zir) P11 = 2) - Y131 - Zi—l)gp (L 7i1)
Donde A; =t;.1 —t; y Aj_1 = t; — t;_1. Operando convenientemente llegamos a que
Ai—l QDI(]_, Zi—l) -1 QO/(l, 1— Zz) -1 Az
ni1-1 _ ~. fi//*1+ Ai*l ni1-1 _ ~. A’ ni1-1 _ ~. fi//+ (1. ~. flﬂ+1 = 61"
2 (171 Zz—l) 2 (171 Zz—l) 2 <1a1 Zz) 4 (17Zz> ( )
3.4
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para todo i € {2,...,n — 1}.

Donde

1-(Ba-1)(1-¢)+3(1-a)

"1;2)—1 1 1—-¢)? 1—
¢"(Liz)  6a(l-()P+(1-a) 1-¢ 6 a(l=¢)?+(1-a)
Si no se introdujesen nudos adicionales; tomamos por tanto o = 1 entonces (3.4) se

reduce a

A

6 3
Que coincide con la ecuacién del interpolante ciibico visto en ((3.4)).

i—1 ppy Ai— Az 1" Az "
lfifl + ( - + ?) fz + EfiJrl = ;.

Notemos que se necesitan dos ecuaciones més para obtener un sistema de n ecuacio-
nes con n incdgnitas (f/’);_,. Para completar tomarfamos alguna de las condiciones
frontera vistas en la seccion previa. Consideramos en este caso la condicién de no nudo.

Recordamos que esta condicién requeria que f” fuera continua en ¢y y en ¢,,_;. Por tanto:
ft3) = f"(ty) =0
y
" "¢ 4—
f (t:—l) - f (tn—l) = 07
donde g(a+) representa el limite por la derecha de la funcién evaluado en a y g(a—)
representa el limite por la izquierda de la funcién evaluado en a. Es decir,

glat) = lim glath) y gla=) = lm ga+h).

Por la definicién de f(x) y f'(x) vista en (3.3) y usando los coeficientes vistos en (s:)
tenemos que f"”(z) viene dada por
f"(@) = Cig"(u(x); 2) + Di" (1 = u(w); 1 - 2) =
i+1 i "
siendo h = t;,1 — t;. Evaluando en # = tJ y en x = t, llegamos a que:
(fs /) _ 1 (90’”(0; 22) " (11— 29) //)

ty—t,  tz3—ty a

P'(120) 7 (11— z)
Anéalogamente, se hace para comprobar la continuidad de f"” en ty_;.

Notemos que
S2) el =P+ (=0
¢"(1; 2) a(l-¢P+(1-a)
por lo que tenemos problemas si zo = 0. Por esta razon, vamos a escribir la ecuaciéon
frontera de la forma:
O'(1;1 =z (1,1 — z) ¢"(0; 2
///( . 2> <t3 _t2>( é/ - f) = ///< ) 2) //( . 2) Z;/ - é/ (t2 _tl)'
2 (1’1_22) 4 (171_Z2> 2 (17Z2)
Anéalogamente, con la ecuacién de la continuidad de f” en t,,_;.
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3.2. Propiedad variacional del spline ciibico interpo-
latorio

Los interpoladores splines cuibicos minimizan el tamano de las oscilaciones de fun-
ciones de interpolacion suaves.

El interpolante spline natural es un spline ctbico f con nudos simples en {z;}_, con
T < --- < x,, que satisface las condiciones frontera

f'(@1) = f'(an) = 0.

y toma valores prescritos en las abcisas z;, para todo i € {1,...,n}.

Entre todas los interpolantes dos veces continuamente diferenciables con valores prescri-
tos en los nudos {z;}"_,, f minimiza la integral

| @y

xr1

que sirve como medida de las oscilaciones de f.

Veamos en primer lugar, la existencia de un interpolador spline ctibico f con las condi-
ciones frontera naturales. En vista de la linealidad de las condiciones de interpolacion y
dado que la dimension del espacio spline coincide con el nimero de datos, es suficiente
con demostrar que si

fa) == flza) =0, vy ['a1)=f"(zn) =0

implica que f se anula idénticamente. Para ello apliquemos dos veces el teorema de Rolle
y concluimos que existen n — 2 ceros de f”, sean estos yi,...,Yy,—2 de f” con

T <Y < Tiqo.

Ademas, f” se anula en x; = yg y T, = yYn—1. Como

n

f'(x) =Y N ()

=1

connudos &y < & =21 < - < xp, =&, < &na1, ¥ puesto que los puntos y; satisfacen las
condiciones del Teorema de Schoenberg-Whitney, & < y; < &2, obtenemos que f” = 0.
Y f se anula idénticamente haciendo uso de las condiciones.

Para probar la minimalidad del spline cuibico interpolatorio natural, f, sea g cualquier
funcién dos veces continuamente diferenciable que interpole los mismos datos, es decir,
que se verifique

g(x;) = f(x;) paratodo i€ {l,...,n}.
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En verdad, aqui los nudos funcionan como nodos de interpolacién.

Para f,g € C?[x1, z,], tenemos entonces

/% lg" ()dz = /m (" () = f"(2)) + f"(2)[Pdw =

x1 xr1

— [l@ - @l [ 1@k [ '@ - @) e
x1 x1 1

Si demostramos que la ultima integral se anula, esta identidad implica la afirmacion que

deseamos probar. Como f” es derivable en casi todo punto, entonces podemos calcular

esta integral usando el método de integracion por partes en cada subintervalo, y se

obtiene asi

[ @@ - ranr@ar =3 [ @ - e -

1

n—1

@G - @ - [ @ - ] -

=1

=3 [T - ranar

Donde en la ultima igualdad se ha usado el hecho de que f es un spline cubico natural,
es decir, las condiones f”(z1) = f"(x,) = 0. Ademds, ¢; denota el valor de la tercera
derivada constante a trozos del spline cibico f en (x;,x;1). Finalmente, se sigue que

Ti41
[ e = o) - sz =0
pues f y g interpolan los mismos puntos.

Teniendo en cuenta lo que acabamos de ver, probaremos las siguientes propiedades de
tipo extremal para los splines ctibicos:

Sea [a, b] un intervalo real, y sea una particiéon del mismo a =z < --- < z,, = b.

Teorema 3.2.1. Supongamos que g interpola los valores y; = g(x;) en los nodos x;, para
todo i € {1,...,n}, ademds, f es el spline ctibico natural que interpola dichos datos.
Entonces, se tiene que

[@rars [,

y la igualdad se verifica si y sélo si f(z) = g(x), para todo x € [a, b].
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Demostracion. Por lo que acabamos de ver, al ser f el interpolante ciibico natural,
tenemos que

n—1

[ @iy - r@ae =Y [ @) @) - ) -

=1

N iCi /_x“rl(g/(x) - f/<$))dx = z_:ci [gl(:C) — f/(x)]z:Jrl =0,

donde ¢; denota el valor de la tercera derivada constante a trozos del spline ctibico f en
(x;,z;+1). Por tanto, fab " (x)(¢"(x) — f"(x))dxz = 0, y tenemos

/ ((¢"(x) — £"(2) + f"(2))%de = / (¢ (2) — ["(2))de + / (f"(x))%dz,

Por la monotonia de la integral, fab(g”(a:) — f"(x))*dz > 0, de lo que se deduce

[ -+ = [@epas [ ep

De la continuidad de f” y ¢” se deduce que la igualdad sélo se da si g’ — f” = 0, es decir,
si y sélo si, ¢"(z) = f"(x), para todo z € [a,b], por lo que f y g difieren inicamente en
un polinomio de grado uno. Como coinciden en al menos dos nodos, este polinomio se
anula en, al menos, dos puntos y, por consiguiente es idénticamente nulo. En definitiva

/ (¢"(x))*dx = / (f"(x))?dxr &  f(x) =g(z), paratodo =z € [a,b],

lo que concluye la demostracion.
]

Teorema 3.2.2. Supongamos que g interpola los datos y; = g(z;) en los nodos z;, para
todo i € {1,...,n}, y ademds se tiene la siguiente condicién sobre la derivada en los
extremos: f'(a) = g'(a) y f'(b) = ¢'(b). Sea f el spline ctibico asociado a los mismos
datos. Entonces se tiene que

[@wras [

y la igualdad se da si y sélo si g(x) = f(x) para todo = € [a, b].

Demostracion. La demostracion es andloga a la del teorema precedente, teniendo en
cuenta que la condicién f”(a) = f”(b) = 0 se debe sustituir por f'(a) = ¢'(a) y f'(b) =
g'(b).

O]
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Sean ahora u un spline ctibico cualquiera con nodos en zy, ..., z,, donde z1 = ay z, = b,
y sea h una funcién de clase C? ([a,b]). Sean g = h—uy f = f —u, donde f es el spline
cubico que interpola a h.

Notemos que f(z;) = g(x;), para todo i € {1,...,n} y, ademds, se tiene también que
f'(a) =4¢'(a) y f'(b) = ¢'(b). Aplicando el teorema anterior, se obtiene que

b b B
[0 —w@yde > [0 - (@)
cumpliéndose la igualdad si y sélo si u(x) = f(z) + a + B(z).

La desigualdad anterior se puede interpretar como que, si medimos la distancia en-
tre h y cualquier spline ctibico u mediante la expresion f:(h” (x) — u’(x))*dz, entonces
esta distancia se minimiza cuando u(x) = f(z) y para todas sus traslaciones mediante
polinomios de grado uno. Por tanto, podemos decir que f es la mejor aproximacién de
h en este sentido.

A continuacion veamos algin resultado en relacion con el error de interpolacién.

Sea [a,b] un intervalo cerrado real y a = x; < --- < z,, = b una particién del mis-
mo. Sea
h= méx {x. 1 —x;}.
(Jndx (@ — 25}

Y sean f € C?([a,b]) y u el spline cibico natural que interpola a f en los nodos de la
particién considerada. Entonces el error de interpolacién

e(x) = f(x) —u(z), paratodo =z € [a,b],

verifica, para cada intervalo [x;,z;41], que e(z;) = e(z;41) = 0; aplicando el teorema
de Rolle, se tiene que existe al menos un valor ¢; € [z;,x;11] tal que €'(¢;) = 0. En
consecuencia,

/ ¢'(t)dt = e'(x) — €'(¢;) = €'(x), paratodo € [xj,zj11].
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que

/ e’ (t) - 1dt / e’ (t)dt / 1%dt <

J J J

¢/ (2)]* = < lz—c;| < h

/c ¢ (1)t

J

/c ¢ (1)t

J

Aplicando la propiedad extremal que verifica u, condicién de spline cibico natural, se
verifica que

/Cx e"(t)*dt < /ab e (z)dr = /ab(f”(x) —u"(x))*dx = /ab(f”(x))zd:c _ /ab(u”(x))2d:z:.
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donde t € [c,z] y € a,b]. Juntando ambos resultados y tomando raiz cuadrada
obtenemos que

[¢'(@)] = |f(x) — o/ ()| < b </ab(f”(y))2dy); :

para todo = € [z;,x;41] y para todo y € [a, b]. Luego la derivada del error esté acotada
por una expresioén proporcional a ha.

Como

/ ¢(D)dt = e(x) — e(;) = () — 0 = e(x),

se tiene que

3
2

< méx |¢'(z)|dt < h méx |¢'(z)| < h (/ (f”(y))Qdy> :

., A<z a<z<b
J

el =| [ et

J

Luego, una cota del error de interpolacién spline cibica natural es

(/ b<f"'<y>>2dy>é ,

) ., . E]
de donde se deduce que el error esta acotado por una expresién proporcional a h2.

o

[f (@) —u(z)] <h

3.3. Splines de suavizado

A menudo, los valores de las funciones se ven perturbados por errores de medicién.
Un remedio para esto, propuesto por Schoenberg y Reinsch, es minimizar una suma
ponderada de los cuadrados de los errores de interpolacion combinada con el cuadrado
de la integral de la segunda derivada para controlar la suavidad.

Sean ahora los datos (z;,y;);_, donde y; = v(x;) son los valores que toma alguna funcién
suave v en x;, para todo i € {1,...,n} y x; < --- < x,; y sean los pesos w; > 0. El
spline de suavizado (smoothing spline) f, es el spline ctibico tinico con nudos simples en
r; que minimiza

BU,0) = (1=0) Y wilye = S +o [ (70t (35)

entre todas las funciones f que son dos veces continuamente diferenciables, es decir, tales
2
que f € C?xy, xy)].

El primer término mide la proximidad a los datos y el segundo penaliza la curvatu-
ra de la funcién. Y como la minimizacién de (3.5)) pretende encontrar un equilibrio entre
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tener una curva suave y estar cerca de los datos dados, la eleccion de o depende de a
cual de estos objetivos se le de mayor importancia.

El pardmetro o € (0, 1) controla la significacién de los datos y el suavizado. Para o — 0,
fo converge al interpolante ciibico natural, mientras que para o — 1, f, converge a la
recta de minimos cuadrados.

Para mostrar que el minimizador de F es un spline ciibico, consideramos una secuencia
minimizadora de funciones g; dos veces continuamente diferenciables:

E(g,0) — inf E(g,0) > 0.
g

Para cualquier [, el valor E(g;,0) se puede minimizar reemplazando g por el interpo-
lante spline ctbico natural h; de los datos (x;, g;(z;)), para todo i € {1,2,...,n}. Este
reemplazo deja el primer término de invariante, mientras que la integral se vuelve
mas pequena, pues los splines naturales se definen como el minimizador de dicha inte-
gral (visto en la seccién anterior). Por tanto, hq, hs,... es una sucesién minimizadora.
Y como |ly(z;)| y [(h))* deben permanecer acotadas, existe una subsucesién de (f;);~,
que converja a un spline natural minimizador.

El minimizador es tinico debido a la estricta convexidad de E. La desigualdad

a b\> a® + b?
(54‘5) << 5 )7 para a#ba

implica que E((p + ¢)/2,0) < (E(p,0) + E(q,0))/2, si p # ¢, o si alguno de los datos
p(z;) v q(z;) son distintos. En consecuencia, si E(p,0) = E(q,0) para p # g, los valores
de F pueden reducirse aun mas.

Para analizar el comportamiento del spline de suavizado f, cuando o converge a ce-
ro, observamos que

es una norma en el espacio de spline naturales que, por definicion, satisfacen las condi-
ciones frontera h”(x1) = h"(z,) = 0, y por lo tanto estan unicamente determinados por
sus valores en los puntos z;, para todo i € {1,...,n}.

Suponemos, por reduccion al absurdo, que f, no converge al spline natural A que inter-
pola los datos y;. Por tanto, existe un € > 0 tal que ||f, — h|| > €. Por la definicién de
E y dado que y; = h(z;), se sigue que

E@mﬂzﬂ—vmh—ﬂW+a/%(

1

P> -0 >0 [ Wy

1

Observando que el lado derecho es igual a E(h, o), pues (y; — h(x;)) = 0, para todo i.
Lo que contradice la minimalidad de f,, pues hemos encontrado una funcién A menor
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que f, que satisface las condiciones. Y por tanto, se ha visto el comportamiento de f,
cuando o — 0. El comportamiento para ¢ — 1 se analiza analogamente, usando, en este

1/2
caso, la seminorma |h| = <f$1” \h”(t)]%t) :

T

Concluimos esta seccion discutiendo la construcciéon del spline de suavizado. Sea £ =
6 : .

({,):jl una secuencia de nudos, de forma que z; = &3, para todo i € {1,...,n}. Los

nudos exteriores elegidos apropiadamente son &1, 9,3 v &nta, Envs, Enve. Representamos

fo de las siguiente forma
n+2

fd - ZciNi‘l

i=1
Para determinar f,, expresamos F como una funciéon cuadratica en términos de los
coeficientes B-splines:

E(fy,0) =c'Q,c — 2htc+ A2,

donde A2 es una constante. Resolviendo el sistema

QO’C = ha

obtenemos la solucion minima tnica. Sea la matriz de interpolacion

2
A= (ai’j)?zl,;:l = (N;l(xi))?:l,?if

de tamano n x (n + 2); y sea la matriz diagonal W de los pesos w;, para todo i €
{1,2,...,n}. Con estas dos matrices obtenemos una forma de reescribir el término del
sumatorio de la formula ((3.5))

> wilyi = f(@:)* = (v = Ae)'W (v - Ac).

Pasamos ahora a describir el término integral como

fule) = 3" @)

Derivando dos veces, de acuerdo a la Proposicion 2.2.1, obtenemos que
f'(x) = ZdiNia2($)a con d; = 0%2+2 (O‘?H(sz — Cit1) — 04?+1(Ci+1 - Cz)) . (3.6)
i=1

donde .
m p—
o' = ———. (3.7)
ivm—1 — &
Lo que nos lleva a d = Dc, siendo D una matriz de tamano n x (n+ 2) que contiene las
combinaciones apropiadas de los factores a]". Denotamos por

G:(gj,j/):/ NZ o N odt, para i,i' € {1,...,n},
1
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la matriz de Graminian del sistema de B-splines normalizados. Por tanto tenemos

/ ) Pdt = chz ( / N2 ,N2,,d )di/ = ¢'D'GDe.

=1 i'=1

Hemos reescrito por tanto el término de la integral de la férmula (3.5)). Si combinamos
las dos férmulas, y tenemos en cuenta los factores 1 — o y o de (3.5) obtenemos la
representacion deseada para F

F,=(1-0)A"WA+0oD'GD, f,=(1-0)AWg, b= (1-0)g'Wy.

Podriamos reducir el tamano del sistema lineal usando que el spline de suavizado f
satisface las condiciones frontera naturales f”(zy) = f”(x,) = 0. Por la férmula de
derivacién anterior, (3.6)), esto implica que parai =0y i=n

d; = %‘2+2 (O‘?+3(Cz‘+2 — Ciy1) — Of?+1(ci+1 - Ci)) =0,

2 2
y como a3 y a2, no son nulos por (3.7) tenemos que

aiy(cy —c1) —ad(e; — o) =0

O‘z+2(cn+2 — Cnt1) — ?L—O—l (Cnt1 — ) = 0.

Por tanto, podemos eliminar el primer y el ultimo coeficiente desconocido ¢y y ¢, yo.
A pesar de que esto no produce una simplificacién transcendental, nos permite ver las
identidades de los coeficientes como una prueba de la correccion de la solucién calculada.
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