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Introduccion

Si X es un espacio de Tychonoff, esto es, completamente regular y Hausdorff, denotaremos
por C(X) la R-dlgebra de todas las funciones continuas de X en R con las operaciones definidas

“punto apunto”:

(f+9)(z) = f(z) +g(),
(fo)(x) = f(z)g(x),
A)() = Af(2),

para cada x € X y cada A € R. Consideramos también en C'(X) la relacién de orden parcial

definida “punto a punto”:
f<g sif(z)<g(z), para cada x € X.

Esta relacién de orden parcial no solo es compatible con el producto en C'(X), sino que también

lo es con su estructura vectorial, quedando asi C'(X) dotado de estructura de reticulo vectorial.

Diremos que una R-algebra A es de tipo C si existe un espacio topolégico X tal que A es

l-isomorfa a C(X), es decir, isomorfa como élgebra y como reticulo.

Denotaremos por C*(X) la subdlgebra de C(X) formada por las funciones acotadas. El
algebra C*(X) es ciertamente de tipo C, pues, si X es la compactificaciéon de Stone-Cech
del espacio X, entonces cada funcién continua y acotada f € C*(X) admite una extensién

continua f? a BX, y la aplicacién

C*(X) — C(BX)
fr—f°

es un [-isomorfismo.

Sea ahora Y un espacio intermedio entre X y 5X, es decir, X C Y C SX. Puesto que X

es denso Y (por serlo en fX), la aplicacién de restriccién

cY)— C(X)
fr— fIX



es un [-homomorfismo inyectivo e, identificando C'(Y") con su imagen en C'(X), podemos consi-
derar a C(Y) como un &algebra intermedia entre C*(X) y C(X), es decir, C*(X) C C(Y) C
C(X). Ahora bien, no todas las dlgebras intermedias entre C*(X) y C(X) son de tipo C.
Puede demostrarse que si f € C(X), pero f ¢ C*(X), entonces el algebra intermedia C*(X)[f]

formada por las expresiones polindmicas en f con coeficientes en C*(X) no es de tipo C.

En el intento por encontrar una estructura algebraica que permita estudiar unificadamente
las diferentes dlgebras de funciones continuas, Henriksen y Johnson [HJ| proponen en 1961 la
estructura de ®-algebra. Esta estructura ha sido la méas exitosa. Todas las algebras intermedias
son P-dlgebras (de hecho, son ®-dlgebras uniformemente cerradas). Plank [Pla] obtuvo ademés
en 1971 el siguiente teorema de caracterizacién (mejorando un resultado anterior de Henriksen
y Johnson): Una ®-dlgebra A uniformemente cerrada y cerrada por inversién es l-isomorfa a
C(X) para algin espacio de Lindel6f X si, y solo si, cada ideal propio uniformemente cerrado
de A esta contenido en un ideal maximal real (es decir, en un ideal maximal cuyo cuerpo

residual es R).

Exponemos en esta memoria la teoria elemental de los reticulos vectoriales, enfocada desde
el punto de vista de los espacios de funciones continuas, no hemos entrado a considerar la
teoria de la medida. Nuestro objetivo era llegar, al menos, a introducir la estructura de ®-
algebra. Hemos probado el teorema de representacién de Yosida para reticulos vectoriales y
algunas propiedades béasicas de las ®-algebras, pero no hemos llegado a estudiar las ®-algebras

uniformemente cerradas ni la extension a ®-dlgebras del teorema de representacién de Yosida.

El trabajo se divide en cuatro capitulos. El primer de ellos lo dedicaremos a los preli-
minares, viendo unas primeras definiciones y propiedades. Principalmente nos serviremos del
libro [BKW]. Para llegar a definir los reticulos vectoriales, la principal estructura que vamos a
tratar, vamos a definir la estructura de reticulo, asi como las aplicaciones crecientes y los mor-
fismos de reticulos. Después, introduciremos un ejemplo caracteristico de reticulo vectorial: las
aplicaciones continuas. Por tltimo, hablaremos de la topologia débil apoydndonos en el libro
[Boul.

El segundo capitulo tratard con detalle la estructura de reticulo vectorial, viendo sus pro-
piedades fundamentales. Nos basaremos principalmente en dos textos: [Pul] y [EJ]. Veremos
en primer lugar algunas propiedades bésicas. Luego pasaremos a ver los morfismos de reticulos
vectoriales y los subespacios sélidos, lo que los permitira estudiar ciertos espacios cociente como
reticulos vectoriales. Por tultimo, definiremos los elementos acotados respecto a un elemento
positivo e y cudndo e es una unidad débil o fuerte, y en relacién con esto veremos algunas

caracteristicas de los reticulos vectoriales arquimedianos.

En el tercer capitulo seguiremos el texto de [Pul]. Empezaremos definiendo el espectro
y el espectro acotado de un reticulo vectorial. Estos espacios nos servirdn para representar
reticulos. El resto del capitulo esta dirigido a enunciar y demostrar varios resultados, entre

los que tienen particular importancia dos teoremas de representaciéon. Primero veremos la
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RETICULOS VECTORIALES 7

representacion de Riesz, que nos permite ver los elementos acotados de un reticulo vectorial
como funciones continuas que parten del espectro acotado de dicho reticulo vectorial (teorema
. Luego veremos una segunda representaciéon que nos permitird ver los elementos de un
reticulo vectorial como ciertas clases de funciones que parten del espectro (teorema .

El dltimo capitulo estard dedicado a las $-dlgebras, esto es, reticulos vectoriales a los que
se anade una estructura de dlgebra conmutativa con elemento unidad. De nuevo la referencia
principal serd [Pul], aunque tomaremos algin ejemplo del articulo [Hui]. Emperaremos con las
definiciones y las principales propiedades. En un segundo momento paseremos a ver algunos

resultados de representacién de ®-algebras.
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Capitulo 1

Preliminares

Empezamos con los preliminares, viendo unas primeras definiciones y propiedades. Prin-
cipalmente nos serviremos del libro [BKW]. Para llegar a definir los reticulos vectoriales, la
principal estructura que vamos a tratar, vamos a definir la estructura de reticulo, asi como
las aplicaciones crecientes y los morfismos de reticulos. Después, introduciremos un ejemplo
caracteristico de reticulo vectorial: las aplicaciones continuas. Por iltimo, hablaremos de la
topologia débil apoyandonos en el libro [Boul].

Extremos superiores e inferiores

Definicidon 1. Una relacién de orden parcial en un conjunto E es una relacion binaria en E que
satisface las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva. Como es habitual, denotaremos

una relacién de este tipo con el simbolo <.

Definicion 2. Sea E un conjunto parcialmente ordenado y A C E. Si el conjunto de las
cotas superiores de A tiene elemento minimo, este elemento se denomina extremo superior (o

supremo) de A. El extremo superior de A, cuando exista, se denotard con \/ A, sup A o sup z, y
z€A
si A es un conjunto finito, A := {x1,z9, ..., xz,}, escribiremos preferentemente 1 Vo V- - -V,

Andlogamente para el extremo inferior (o infimo) de A.

Si F' es un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado E (siendo el orden de F el
heredado de E), serd a menudo necesario utilizar una notacién del tipo VpA o F-sup A para
diferenciar el extremo superior de A en F' del calculado en E. Debemos hacer notar, en relacién
con los extremos superiores de A, en F'y en F respectivamente, que la existencia de uno no
implica la del otro y que, aun cuando existan ambos, pueden no coincidir. Andlogamente para

los extremos inferiores.

Reticulos y subrreticulos
Precisamos hacer algunos observaciones sobre las dos definiciones habituales (y coinciden-

tes) de reticulo: como conjunto parcialmente ordenado y como &élgebra universal.
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Definicion 3. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado E en el que cada par de

elementos x,y € E tiene extremo superior x V y y extremo inferior x A y.
Es obvio que, para cualesquiera elementos z,y, z de un reticulo F, se verifica lo siguiente:
asociatividad) xV(yVz)=(xVyVz zAYNz)=(@Ay) Az

conmutatividad) zVy=yVz, zAy=yAzx

idempotencia) rVNr=x, TANrx==

~—~~ I~ N

absorcién) zV(xAy)=z, zA(xVy) ==z

Definicion 4. Como algebra universal, un reticulo es un conjunto £ dotado de dos operaciones
binarias, denotadas provisionalmente con Ty y x Ly, que poseen las propiedades asociativa,

conmutativa, de idempotencia y de absorcién.

A partir de las dos operaciones anteriores T y L puede introducirse una relaciéon de orden
parcial en F definiendo x < y si Ly = x. El conjunto E con esta relaciéon de orden parcial es

un reticulo y, para cualesquiera z,y € F, se verifica que

zVy =xTy
zANy =xly

Definicion 5. Sea E un reticulo. La definicién de subrreticulo de E se hace atendiendo a la
definicién de E como algebra universal. Asi pues, un subrreticulo F' de E es un subconjunto
F de E que es cerrado para las dos operaciones que definen F, es decir, zVy € F, x Ny € F,

siempre que x,y € F. Se adopta este mismo enfoque para la definicién de morfismo de reticulos.

Sea E un reticulo y F C E. El que F sea un reticulo con el orden heredado de FE, no
significa que F' sea un subrreticulo de E. Si F', con el orden heredado de F, es un reticulo,
entonces, para cada par de elementos x,y € F, existen x Vpy y « Ar y, pero puede que estos
elementos no coincidan con x Vgy:=xzVy y x Agy := x Ay respectivamente. Veamoslo con

un ejemplo:

Ejemplo 6. El conjunto R de los niimeros reales con el orden usual es un reticulo, ya que
es un conjunto totalmente ordenado. El conjunto E := R3, con el orden producto (o definido
componente a componente), es también un reticulo, y (x1,x2,x3) V (y1,v2,y3) = (1 V y1, T2 V
y2,x3 V 23). Sea F := {(x1,x2,21 + x2) : x1,22 € R} con el orden heredado de E. Puesto que
R? y F son isomorfos como conjuntos ordenados ((z1,z2) — (1, z2, 21 + 2)), concluimos que
F es un reticulo. Ahora bien, tanto (2,—1,1) como (0,0,0) estdn en F', pero, sin embargo,
(2,—-1,1) v (0,0,0) = (2,0,1) ¢ F. Asi pues, F no es un subrreticulo de E. Veremos mas

ejemplos de esta situacion a lo largo de la memoria.

Aplicaciones crecientes y morfismos de reticulos

TRABAJO DE FIN DE GRADO INES MARCOS LOMO
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Definicion 7. SeaT' : E — F una aplicacién entre conjuntos parcialmente ordenados. Diremos
que la aplicacién T es creciente (o morfismo de conjuntos parcialmente ordenados) si x <
y implica que T'(x) < T(y). Diremos que la aplicacién T es un isomorfismo de conjuntos

parcialmente ordenados) si T es biyectiva y tanto 7' como 7! son aplicaciones crecientes.

Veremos a continuacion un ejemplo de una aplicacion creciente y biyectiva que no es iso-
morfismo. Para ello nos bastara considerar dos relaciones de orden sobre un mismo conjunto,
una de ellas estrictamente mas fuerte que la otra. En esas condiciones, la aplicacién identidad
es biyectiva, y creciente en uno solo de los dos sentidos, luego su inversa no es creciente.
Ejemplo 8. Sea E := R? con el orden usual (o definido componente a componente) y F :=

lex
R? con el orden lexicografico. Recordemos que (x1,22) < (y1,y2) sizy < yr o (z1 =y1 y

l;x lex

x9 < y92). Luego (z1,22) < (y1,y2) implica que (z1,22) < (y1,y2). Ademas, (1,2) < (2,1),
aunque (1,2) € (2,1). Concluimos asi que la aplicacién identidad de E en F' es creciente y
biyectiva, pero su inversa no es creciente. De hecho, no existe ningtin isomorfismo de conjuntos

parcialmente ordenados entre F y F', ya que F' es totalmente ordenado y E no lo es.

Definicion 9. Sea T : E — F una aplicacion entre reticulos. Diremos que la aplicacion T es

un morfismo de reticulos o (l-morfismo) si, para cualesquiera x,y € E, se verifica que

Definicion 10. Diremos que una aplicacién entre reticulos T': ' — F' es un isomorfismo de
reticulos (o l-isomorfismo) si la aplicacién T es biyectiva y tanto 7' como 7! son I-morfismos.

Es facil comprobar que si T' es un [-morfismo biyectivo, entonces T' es un I-isomorfismo.

Se prueba también sin dificultad que si T" es un [-morfismo, entonces T' es una aplicacién

creciente, pero, como veremos en el siguiente ejemplo, lo reciproco no es cierto.

Ejemplo 11. Consideremos tanto R? como R? con el orden producto, y sea T : R? — R? la
aplicacién definida por T'(x1,x2) := (21, x2,x1 + x2). La aplicacién T es ciertamente creciente,
ahora bien, 7'((0,0) V (2,—1)) = T(2,0) = (2,0,2), que no coincide con 7'(0,0) vV T'(2,—1) =
(0,0,0) v (2,—1,1) = (2,0,1).

Asi pues, en el caso de los reticulos, los morfismos como conjuntos ordenados (o aplicaciones
crecientes) no coinciden con los morfismos como reticulos (I-morfismos), ahora bien, si coinciden
los dos conceptos de isomorfismo.

Sea T : E — F es una aplicacion creciente entre reticulos. Si z e y son dos elementos

cualesquiera de F, solo podemos asegurar que

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Reticulos vectoriales
En lo que sigue, todos los espacios vectoriales que consideremos se supondran construidos

sobre el cuerpo de los niimeros reales, es decir, seran R-espacios vectoriales.

Definicion 12. Un espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial E' dotado de una relacién
de orden parcial < compatible con su estructura vectorial, esto es, satisfaciendo que si z,y € F,

entonces
r+z<y-+z ara todo z € F
$<y${ <y D

Az < Ay para todo A € R, A >0

Sea F un espacio vectorial ordenado. El conjunto Et := {x € E : x > 0} se denomina cono
positivo de E. Se comprueba facilmente que ET + E*Y C EY, EYN—ET = {0} y AET C ET,
para todo A € R, A > 0. Ademss, dados z,y € E, se verifica que v < ysiysolosiy—x € ET.

Reciprocamente, si C' es un cono positivo en un espacio vectorial E (es decir, si C' es un
subconjunto de E tal que C+C C C, CN—-C = {0} y A\C C C, para todo A € R, A > 0),
podemos establecer una relacién de orden parcial en E definiendo x < y si y — x € C. Esta
relacion de orden parcial dota a E de estructura de espacio vectorial ordenado cuyo cono

positivo es C.

Definicién 13. Un reticulo vectorial (o espacio de Riesz) es un espacio vectorial ordenado
que posee estructura de reticulo (todo par de elementos y, en consecuencia, todo subconjunto

finito no vacio tiene supremo e infimo).
Veamos algunos ejemplos de reticulos vectoriales:

Ejemplo 14. = Kl cuerpo de los niimeros reales con su orden usual es un reticulo vetorial
cuyo cono positivo es RT = {\ € R : A > 0}. Utilizaremos esta notacién a lo largo de la

memoria.

» F := R" con el orden usual componente a componente es un espacio de Riesz y Et =

{(z1,22, ccyp) € E: 21 > 0,29 >0, ..., 2, > 0}.

» F := R? con el orden lexicografico. En este caso E* = {(z1,22) € E : 1 > 0} U
{(z1,22) € E: 21 = 0,29 > 0}.

Definicion 15. Un subrreticulo vectorial de un reticulo vectorial E es un subconjunto F' de
E que es subespacio vectorial y subrreticulo de E (luego el supremo y el infimo, calculados en

E, de todo subconjunto finito no vacio de F' esta en F).

Es inmediato de la definicién que la interseccién de dos subrreticulos de un reticulo vectorial
es de nuevo un subrreticulo. Sin embargo no siempre ocurre asi con la suma algebraica. Veremos

un ejemplo con las funciones continuas.
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Ejemplo 16. Funciones continuas
Sea X un espacio topolégico y R¥ el conjunto de todas las funciones reales definidas sobre
X. Siempre que no se advierta lo contrario, consideramos en R el orden usual y en R¥ el orden

producto (o relacién de orden “punto a punto”). Asi pues, dadas f,g € R¥,
f<gsiysolosi f(x) < g(x), para todo z € X

Como es habitual, f < g significa que f < gy que f # g. Luego, si f < g, existe o € X tal
que f(xo) < g(xp). Queremos insistir en que f < g no significa que f(x) < g(z) para todo
r e X.

Se comprueba sin dificultad que esta relacién de orden parcial dota a RX de estructura de

reticulo vectorial. Dadas f, g € R¥, se verifica que

(fvg)(x) = f(z)Vyg(z)
(f ng)(x) = f(z) Ag(x)
(@) =1f(2)l

para todo =z € X.

Consideremos ahora el conjunto C(X) de todas las funciones reales y continuas sobre X,
que es un subespacio vectorial de RX. Puesto que la funcién valor absoluto |.| : R — R es
continua, si f € C(X), entonces |f| =|.|o f € C(X). Ademds, si f,g € C(X), entonces

fVg=35(f+g+I|f—g|) €C(X)
frhg=3(f+g—|f—gl)€CX)

Luego C(X) es también un subrreticulo de R¥.
Denotaremos frecuentemente con r (r con estilo negrita) la funcién constante, sobre cual-
quier conjunto, cuyo valor constante es el nimero real r.
Acabamos de ver que si f1, fa € C(X), entonces tanto fi V fa como fi A fo existen en C(X)
y, de hecho,
(frV o)) = fi(@) V fo(z)
(fiAfo)(z) = fi(2) A fa()
para todo x € X. Andlogamente para un numero finito de funciones fi, fa,..., fn € C(X).
Si A es un subconjunto infinito de C(X), entonces \/ A o /A A puede no existir (por ejemplo,
si A es el subconjunto formado por las funciones constantes sobre X) y, de existir, puede no
coincidir con el supremo o fnfimo calculado en R¥ (el supremo o infimo calculado punto a

punto). Vedmoslo con un ejemplo: Sea X :=[0,00) y A := {f, : n € N}, donde

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Se verifica que C(X)-sup A es la funcién constante 1, mientras que el supremo puntual, es decir,

R¥X-sup A, es la funcién no continua

f(x)::{ 1 si >0

0 si =0

Para ilustrar que la suma algebraica de dos subrreticulos puede no ser un subrreticulo,
consideremos C([0,1]). Sea A el conjunto formado por las funciones constantes en [0,1] y B
el conjunto formado por las funciones definidas en [0,1] de la siguiente manera: f(z) = Az,
con A € R. Es claro que tanto A como B son subrreticulos de C([0, 1]), sin embargo, A + B
no lo es. En efecto, A + B estd formado por las funciones definidas en [0, 1] de la siguiente
forma: f(x) = pu+ Az, con u, A € R. Tomamos f1, fo € A+ B definidas como fi(x) ==z y
fa(x) := —x + 1, y tenemos que

(v f) (@) = —x+1, sizel0,1/2] ,
z, six e [1/2,1]

luego f1V fa ¢ A+ B, con lo cual vemos que A + B no es subrreticulo de C([0, 1]).

Podemos considerar también un ejemplo de espacio de funciones que no sea un espacio de

Riesz:

Ejemplo 17. Sea C'((—1,1)) el conjunto formado por las funciones derivables con derivada
continua en (—1,1), con la misma relacién de orden que hemos considerado en el ejemplo
anterior. Este conjunto es un espacio vectoral ordenado, pero no es un espacio de Riesz. En
efecto, si consideramos fi(z) = x y fo(z) = —x, tenemos que fi, fo € C'((—1,1)), pero

(f1V fo)(x) = |2], luego f1V f2 & C'((—1,1)).

Topologia débil
Vamos a considerar la topologia débil, con la cual dotaremos a algunos espacios relevantes
que nos apareceran a partir del cuarto capitulo de esta memoria, en relacién con la represen-

tacién de reticulos vectoriales.

Definicién 18. Sean un conjunto X, una familia de espacios topolégicos (Y;)ics vy, para cada i,
una aplicacién f; : X — Y;. Denominamos topologia inicial o topologia débil en X respecto a

la familia (f;);er a la menos fina de las topologias en X que hacen continuas dichas aplicaciones.

Proposicién 19. Sean un conjunto X, una familia de espacios topolégicos (Y;)icr vy, para cada
i, una aplicacion f; : X — Y;. Consideramos G el conjunto de subconjuntos de X de la forma
fifl(Ui), donde Uj; es abierto de Y;, i € I. Sea B el conjunto formado por las intersecciones

finitas de conjuntos de G. Entonces se tiene que B es una base para la topologia débil en X

respecto a la familia (f;);er.
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Obviamos la demostracién de esta proposicién por ser de caracter técnico y ajeno a los

objetivos de esta memoria. Se puede encontrar la demostracién en [Boul.
Ejemplo 20. Algunos ejemplos de topologias iniciales son los siguientes:

= Sea X un espacio topoldgico y S un subespacio de X, la topologia de subespacio en S es

la topologia inicial respecto a la inclusion.

= Sean X1, ..., X;, espacios topoldgicos, la topologia producto en Xi x... x X, es la topologia

inicial respecto a las proyecciones.

GRADO EN MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Capitulo 2

Reticulos vectoriales

En este segundo capitulo vamos a tratar con detalle la estructura de reticulo vectorial, vien-
do sus propiedades fundamentales. Nos basaremos principalmente en dos textos: [Pull y [EJ].
Veremos en primer lugar algunas propiedades bésicas. Luego pasaremos a ver los morfismos
de reticulos vectoriales y los subespacios sélidos, lo que los permitira estudiar ciertos espacios
cociente como reticulos vectoriales. Por 1ltimo, definiremos los elementos acotados respecto a
un elemento positivo e y cuando e es una unidad débil o fuerte, y en relacién con esto veremos
algunas caracteristicas de los reticulos vectoriales arquimedianos.

Recordemos que un espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial dotado de una rela-
cién de orden parcial compatible con su estructura vectorial. Recordemos también, que dado un

espacio vectorial ordenado E, definimos el cono positivo de E como ET :={x € E : x > 0}.

Definicién 21. Sea E un espacio vectorial ordenado, y sean x,y € E. Al subconjunto [z, y] C
FE definido por:
2.yl ={:€E :z<z<yl=(x+E")N(y-E")

lo denominaremos intervalo cerrado de extremos x e y.

Recordemos que definimos un reticulo vectorial (o espacio de Riesz) como un espacio vec-

torial ordenado que posee estructura de reticulo.
Definicion 22. Sea E un reticulo vectorial, z € E. Definimos:
» 27 =2 V0, la parte positiva de x
» 27 = (—x) V0, la parte negativa de x
w |z|:= 2T V2, el valor absoluto de x
Dados z,y € F, es inmediato lo siguiente:
w 2] =0 < 2=0

17
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nr<y & —y< —w
» si ademds « > 0, entonces |y| <z < y € [—x, ]
Veamos algunos resultados bésicos:

Lema 23. Sea F un reticulo vectorial. Para cualesquiera z,y, z € E se satisfacen las siguientes

propiedades:

(D) =@ Ay)=(-2)V(=y), —(zVy) = (=2) A (-y)

(1) z+(yVa)=(z4+y)V(@+z2),z+yA2)=(x+y) A(x+2)
() e4+y=zVy+zAy

(V) @@=yt =v—-zAy, (-y) =y-—zAy

(V) z=z2t -2, 2t A2” =0, |z =2 +27, |z| = | — 7|

(VD) Jz| =2V (=), [v+y| <[z[+y], =] = [y]] <[z -yl

(vir) si existe n € N tal que nz > 0, entonces x > 0
(vimr) |Az| = |A||z], VA €R

(X) xA(yVz)=(xAy)V(zAz), zV(yAz)=(@xVy A(zV2)
Demostracién. (1) Ambas igualdades son inmediatas.

(1) Veamos la primera igualdad. Es claro que z +y < x + (y V 2) y, del mismo modo, que

r+2z < x+(yVz). Juntando ambas desigualdades tenemos que (z+y)V(x+2) < x+(yVz2).

Para la otra desigualdad consideramos h := (x +y) V (z + 2z). Tenemos que = + y < h,
luego y < h — . Andlogamente, z < h — z. De manera que y A z < h — z, lo cual implica

x4+ (y A z) < h,y ya tenemos ya igualdad buscada.

La segunda igualdad se demuestra de forma analoga.

1) Dado que x Ay < x, entonces x — (x A y) > 0. De la misma manera, como x Ay < v,
Y Y

entonces y — (z A y) > 0. Juntando ambas desigualdades, tenemos que:
r+y—(zhy) >z, o+y—(xAy) 2y

Lo cual implica que,
r+y—(zAy) = (zVy),

y ya tenemos una de las desigualdades.
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(1v)

Para la otra desigualdad, sustituyendo = por —x e y por —y, con el mismo razonamiento

obtenemos lo siguiente:

Aplicando [l nos queda:
(—2)+ (—y) + (@ Vy) = —(z Ay),

y reescribiéndolo
r+y—(zAy) < (zVy).

Ya tenemos las dos desiguialdades, luego tenemos la igualdad.

Veamos la primera igualdad:

Aplicando [l y seguidamente
(z—y)Ve-—z)=z+((-y)V(-2)=2—-(y )
La segunda igualdad se prueba de modo andlogo:
(z—y) =@W-2)Vo=(@-2)Vy-y) =y+((-2)V(-y) =y — (zAy).
La primera igualdad la demostramos aplicando las propiedades [1v|y
T =@-0)T=2-(2A0)=2+((—2)V0)=a+2" = z=a" —a".

Para la segunda igualdad utilizaremos la primera igualdad de este apartado y, ademas,
las propiedades [iT] y

(A )—2  =@T—2 )A(@ -2 )=2A0=—((—2)V0) = -2~ = 2" Az =0.

La tercera igualdad la vamos a demostrar partiendo de las definiciones, la igualdad an-
terior y la propiedad

lz| =2t Vvae =2t v  +0=(TVva )+ (@t Az )= +27.

Por tdltimo, la cuarta igualdad, resulta muy sencilla de demostrar gracias al resultado
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(vin)

(vin)

anterior:
2 = 2" +27 = (2 V0)+((-2)V0) = (—2)” + (-2)" =|—z|.

La igualdad |z| = 2V (—) se deduce facilmente de la definicién que hemos dado de valor
absoluto. Esta es, de hecho, una forma equivalente de definirlo que aparece, por ejemplo
en [EJ].

La desigualdad triangular la demostramos de la siguiente manera:

<zt

. }:>x+y§a:++y+,

y<y

anadiendo que x* + y* > 0, tenemos que (z + y)™ < 2T + yT. Con un razonamiento
andlogo deducimos que (z+y)~ <z~ 4y~ .Y con estas dos desigualdades y la propiedad

conlcuimos lo siguiente:
eyl = (z+y)" +@ty)” <@ +y)+ @ +y) =@ )+ Hy) = 2]+ [yl

Como consecuencia, podemos deducir de forma sencilla la desigualdad triangular inversa.

Por un lado, tenemos que,

[z =[x —y) Tyl < |z —yl+lyl = |z| =yl <]z -yl
De la misma manera,

yl =1y —2) +yl <y —zl+|z| = |yl |z <]z -yl

Juntando ambas desigualdades obtenemos que ||z| — |y|| < |z — y|.

De 11, podemos deducir, por induccién, la siguiente igualdad:
n(xAN0)=nzA(n—1zAn—-2)xA---AxAO.
Luego, si existe n € N tal que nx > 0, entonces
nxA0)=m—-1zA(n—-2)zA---AxA0=(n—1)(zA0).

Pero que n(x A0) = (n — 1)(x A 0) implica que z A 0 = 0, luego ya tenemos que = > 0.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A > 0 y probar que |\z| = A|z|. Como
Az < Az|, y ademés, —Az = A(—z) < A|z|, entonces |Az| < A|z|. En particular, |z| =
|%)\$‘ < %|)\:1:|, esto es, Alz| < |Az|. Con esto queda probada la propiedad.
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(1X) Veamos la primera igualdad. Denotamos k = z A (y V z). Como y < (y V z), entonces
x Ay < k. De la misma manera, como z < (y V z), entonces = A z < k. Juntando ambas
desigualdades, tenemos que (z A y) V (z A z) < k. Para ver que k es la cota superior
6ptima del conjunto {x A y,x A z} tomamos otra cota superior h. Usando 11| deducimos
lo siguiente:

h>xANy=xz+y—(zVy),

y reescribiéndolo,
h—z+(xVy)>y.

De la misma manera,
h>xNz=z+z—(xVz)=h—x+(xVz)>=z
Juntando ambas desigualdades y aplicando de nuevo la propiedad
h>x+(yVz)—(xV(yVz)=xzA(yVz) =Ek.

Y ya hemos terminado. O

Teorema 24. (Propiedad de descomposiciéon de Riesz). Sea E un espacio de Riesz y
x,y1,y2 € ET tales que < y1 + y2. Entonces existen x1, 72 € ET tales que z = x1 + 29,0 <
1 <y1y0<x2 <y

Demostracién. Definimos 1 := 2 Ay; v 22 := ¢ — x1. Es claro que 0 < x1 < z, luego
x9 =x —x1 > 0, es decir, x1, 72 € ET. Del mismo modo 0 < z1 < ;. Ademds,

zo=x—z1=x—(zAy1)=(x—y1)VO<y2 VO =ys.

Para terminar, es inmediato ver que z1 + 22 =1 +x — 21 = . ]

Corolario 25. Sea E un reticulo vectorial y x,vy, z € E. Se satisfacen las siguientes propieda-
des:

(1) six,y,z >0, entonces x A (y +2) <z Ay+ax Az
() n(zVy)=nzVny, n(x ANy) =nz Any, Yn € N
(m) 2(zVy)=z+y+ |z —y

Demostracién. (1) Podemos verlo de forma muy sencilla con la propiedad de descompo-
sicién anterior. Denotamos k = x A (y + z). Tenemos que 0 < k < y + z, es decir,
k € [0,y + z]. Ahora bien, existen k; € [0,y], k2 € [0, z] tales que k = k; + ko. Con esto
podemos concluir:

kE=Fk +k<(zAy)+ (zAz).
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(11) Si tenemos z,k > 0 tales que z A k = 0, del teorema [24] podemos deducir que:
0<zA(k+k)<(zAk)+(zAk)=0+0,

es decir,
O=z2zAk=2AN2k)=---=zA(nk)=...,neN.

Por tanto, haciendo uso de esto y de las propiedades [[V] y [V] del lema [23] tenemos que:
O=@-y) " Ar-y =@@—asAyAly—zAy) = (nz—n(zAy))A(ny —n(zAy)).
Con esto conseguimos la siguiente implicacion:

(nz—n(xAy)ANlny—n(zAy)) =0 = nxAny—n(zAy) =0,
con lo que tenemos el resultado buscado.

(111) Se deduce como corolairo de la segunda propiedad de este corolario. En efecto, si tomamos

n = 2 tenemos lo siguiente:
2@Vy)=2zV2y=(z+z+y—y)Vy+y+z—x),
y por la segunda propiedad del lema esto es igual a
r+y+(x—y)Vy—z)=xr+y+|r—1y.
O

Definicion 26. Sean E'y F' dos reticulos vectoriales. Recordemos que si tenemos una aplicacién
T:E — Ftalque T(zxVy) =T@)VT(y) y T(xANy) = T(z) AN T(y), para cualesquiera
x,y € E, entonces T' es un morfismo de reticulos. Diremos que T': E — F' es un morfismo de
reticulos vectoriales si es un morfismo de reticulos y una aplicacién lineal.

Diremos ademas que T es isomorfismo de reticulos vectoriales si es biyectivo y su inversa es
también un morfismo de reticulos vectoriales. En realidad, si tenemos un morfismo de reticulos
vectoriales, la biyectividad es suficiente para garantizar que es un isomorfismo de reticulos
vectoriales. Si existe algtin isomorfismo de reticulos vectoriales entre ' y F', diremos que E y

F son I-isomorfos.
Veamos una sencilla proposicién de gran utilidad:

Proposicion 27. Sea T : E — F una aplicacion lineal entre reticulos vectoriales. T' es un

morfismo de reticulos vectoriales si y solo si T'(|z|) = |T'(z)| para todo = € E.
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Demostracién. Dados z,y € E sabemos que —(z Ay) = (—z) V (—y), por tanto, para que
T sea morfismo de reticulos vectoriales basta con que T transforme supremos en supremos
o infimos en infimos. Ademds, puesto que zVy = =+ (0 V (y — x)), T manda supremos en
supremos si y solo si T'(xV0) = T(x) V0 para todo « € E. Por tltimo, como 2(z V0) = =+ |z|,

podemos concluir lo que queriamos demostrar. O

Proposicion 28. Sean FE, F' reticulos vectoriales y T : E — F una aplicacién lineal y
biyectiva tal que T(E1) C F*. Entonces T es isomorfismo de reticulos vectoriales si y solo si
T~ cumple que T~1(F+) C E*.

Demostracién. Si 7T es isomorfismo de reticulos vectoriales, entonces 7! también lo es. En
consecuencia si y1,y2 € F son tales que y; < yo, entonces T~ 1(y;) < T~ !(ys2). En particular,
si 1 > 0, entonces T 1(y1) > 0, es decir, T-}(F*) C E*.

Suponemos ahora que T~ }(F*+) C E*. Sean 1,20 € E. Puesto que 21 V 29 > x1 y
x1 Vo > x9, tenemos respectivamente que T'(x1Vag) > T(x1) y T(x1Vaxe) > T(z2). Por tanto,
T(x1Vra) > T(x1)VT (13). Por otra parte, usando que T'(x1)VT (z2) > T(x1) y T-Y(F*) C Et,
tenemos que T 1(T(z1) V T(x2)) > T Y(x1) = x1. Andlogamente, T~ (T (x1) V T(z3)) >
T~ (x9) = x9. Por tanto, tenemos que T~ (T'(z1) V T(z2)) > x1 V 2, luego T'(x1) V T(x2) >
T(x1 V z2). Con esto hemos terminado de probar que T'(z1) V T'(x2) = T(x1 V x2), es decir,
T es morfismo de reticulos vectoriales. Como sabemos que es biyectivo, concluimos que 7' es

isomorfismo de reticulos vectoriales. O

Ejemplo 29. Sean E := R? con el orden usual componente a componente y F := R? con
el orden lexicografico. Ya vimos en el ejemplo que EY = {(z1,22) € R? : 11 > 0,25 >
0,y >0}y FY = {(z1,72) €ER? : 21 > 0} U {(w1,22) € R?: 21 = 0,29 > 0}. Es claro que

ET C F'. En consecuencia, por la proposicién que acabamos de ver, E'y F no son Il-isomorfos.

Definicién 30. Sea E un reticulo vectorial. Diremos que un subconjunto S de E es sélido (o
absolutamente convexo) si se satisface que, para todo elemento s de S, el conjunto {z € E :
|z| < s|} estd contenido en S.

Cuando un subespacio vectorial de F sea s6lido y no esté contenido estrictamente en ningtin

subespacio sélido y propio de E, diremos que es un subespacio sélido maximal de E.
Los subespacios sélidos de un reticulo vectorial son los subrreticulos vectoriales convexos.
Ejemplo 31. Sea E := C(]0, 1]), reticulo vectorial.

= Sea A el subespacio de E formado por las fuciones constantes en [0, 1]. Es inmediato que A
es subrreticulo vectorial de F, pero no es sélido. Por ejemplo, la funcién sin : [0,1] — R
es tal que |sin|] < 1 € A y sin embargo sin ¢ A. Mds general, puesto que [0,1] es
compacto, para toda funcién f € E podemos encontrar un valor r € R tal que |f| <,

pero no todas las funciones continuas en [0, 1] con constantes.
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» Sea A el subespacio de E formado por las funciones f € E tales que f(1/2) = 0, tenemos
que A es un subesapcio sélido de E. Pues si g € E es tal que |g| < |f| con f € A,
entonces |g(z)| < |f(z)| para todo = € [0, 1], en particular |g(1/2)| < |f(1/2)] = 0, luego
9(1/2) = 0.

» Sea A el subesapcio de E que contiene a todas las funciones f € E tales que f(z) =0

para todo x € [0,1/2]. Entonces A es también un subespacio sélido de E.

Proposicion 32. Sea E un reticulo vectorial y S1, S5 subespacios sélidos de E. Se satisfacen

las siguientes propiedades:
(1) La interseccién de S y Sz es de nuevo un subespacio sélido de E.

(11) La suma algebraica Sy + Ss es un subespacio sélido de E. M4s atin, si x € (S + S2)7,

entonces existen x; € Sfr y X2 € S; tales que x = x1 + xo.

Demostracién. Para ver (I) tomamos s € S} N Sz. Como s € S1 NSy C S;, tenemos que el
conjunto {z € E : |z| < |s|} estd contenido en S;. Del mismo modo vemos que estd contenido
en So, y en consecuencia tenemos que {x € E : |z| < |s|} €51 N Ss.

Veamos ahora (II). Sea s € S1+ S22y z € {z € E : |z| < |s|}. Por definicién de la suma,

existen s1 € S1y s € S5 tales que s = s1 + s2. En consecuencia, podemos escribir
T <lz| <|s| < |81 R
T <zl < s < +

y por tanto, por el teorema sabemos que existen aj,as € ET tales que 7 = a1 + ao,
a1 < |s1| y as < |sa]. Andlogamente, tenemos que existen by, by € ET tales que 2~ = by + bo,
by < |s1]| y be < |s2]. Ademds, por ser S; subespacio sélido, aj, by € S1, y por tanto a; —b; € Si;

analogamente, ao — by € S9. Entonces tenemos que
I A :a1+a2—b1—b2:(al—b1)+(a2—bz) €51+ 85,.

Hemos demostrado que S; + S es un subespacio sélido. Por tltimo, si z € (S1 + S2)™, por el

mismo razonamiento, tenemos que existen zj € Sf y X2 € S;r tales que x = x1 + xo. OJ

El primer apartado de la proposicién que acabamos de ver nos muestra que tiene sentido
considerar el subespacio sélido generado por un subconjunto de un reticulo vectorial E. Vamos

a ver como podemos describir el subespacio sélido generado por un solo elemento:

Proposicién 33. Sea E un reticulo vectorial y zp € E*. Entonces, el menor subespacio sélido

de E que contiene a xg, y que llamamos subespacio sélido generado por xg, es el siguiente:

{y € E : ly| < nzg, para algin n € N}.
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Demostracién. Sea S := {y € E : |y| < nxo, para alginn € N}. Sis € Sy x € E es tal que
|z| < |s|, entonces existe n € N tal que |z| < |s| < nzg, por lo que z € S. Con esto hemos visto
que S es un subespacio sélido; ademds, es evidente que zg € S. Sea S’ otro subespacio sélido
que contiene a x(, veamos que necesariamente S C S’. Si y € S, entonces existe n € N tal que
ly| < nxg, y por tanto IZ—‘ < xo. Esto implica, puesto que S’ es sélido y xzg € S/, que % ey,

pero como S’ es subespacio también y € S’. Y hemos terminado la demostracién. ]

Veamos ahora varios resultados sobre el cociente de un reticulo vectorial: en primer lugar
veremos cuando y cémo el morfismo de paso al cociente va a ser morfismo de reticulos vectoriales

y después veremos una caracterizacién de los subespacios solidos del cociente.

Lema 34. Sea F' un subespacio vectorial de un reticulo vectorial E. Los siguientes enunciados

son equivalentes:
(1) F es un subespacio sélido de E.

(11) Sea m : E — E/F la aplicacién de paso al cociente. El conjunto 7(E™) es el cono

positivo asociado a una estructura de reticulo vectorial sobre E/F.

Demostracién. La implicacién (II)=(I) es inmediata, puesto que la inmagen inversa de un
subespacio sélido por un morfismo de reticulos vectoriales es un subespacio sélido.

Veamos la otra implicacién. Supongamos que F' es un subespacio sélido de E. Es claro que
7(EN)+m(ET) Cn(ET)yque \r(ET) C m(ET), A € RT. Para ver que n(E™)N—7(E™) = {0},
tomamos un elemento 7(x) en esa interseccién. Entonces, existen z1, 22 € ET tales que 7(x) =
m(x1) = m(—x2), de manera que 0 < 21 < x1 + x2, y podemos concluir que 7(z) = 7(x1) = 0,

como querfamos ver. Hemos demostrado que w(E™) es un cono positivo. O

Proposicién 35. Sea F' un subespacio sélido de un reticulo vectorial Ey 7 : E — E/F
la aplicacién de paso al cociente. Consideramos el reticulo vectorial E/F con la relacién de
orden asociada al cono positivo 7(E™). Sean m(x) y 7(y) dos clases de equivalencia en E/F,

son equivalentes:
(1) m(z) < m(y)
(1) Para todo x; € w(z) existe y; € 7(y) tal que z1 <y
(111) Para todo x; € w(z) y todo y1 € w(y), existe z € F' tal que y; — z1 > =.
Ademsds, teniendo esto en cuenta es sencillo ver que 7 es un morfismo de reticulos vectoriales.

Demostracién. Veamos primero cémo es la relacién de orden en E/F cuyo cono positivo es
7(ET). Dados dos elementos de E/F, w(x) y 7(y), tendremos que m(x) < w(y) si n(z) —7(y) €
w(ET), esto es, si existen x1 € m(x) e y1 € w(y) tales que x1 —y; € ET, es decir, tales

que 1 < y;. Visto esto es inmediato que tanto (II) como (III) implican (I). Por otra parte,
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si existen x; € w(x) e y1 € 7w(y) tales que x1 < y;, y tomamos x2 € 7(x), tenemos que
X9 = xo+ w1 —x1 < Ty — 21 + y1. Si tomamos ys := x2 — x1 + Y1 resulta que yo € 7w(y),
pues y2 — Y1 = T2 — &1 + y1 — Y1 = v — x1 € F. Por tanto, tenemos también que (I) implica
(IT). Para terminar, tomamos ahora z1 € w(z) e y1 € 7(y). Suponemos que se cumple (II), es
decir, que existe y2 € 7(y) tal que x1 < yo. Entonces, 1 < ys + y1 — y1, 0 equivalentemente,
y1 —x1 > y1 — y2 € F, esto es, se cumple (III). Con esto hemos visto que (I), (IT) y (III) son
equivalentes.

Nos falta ver que m es un morfismo de reticulos vectoriales para la estructura de reticulo
definida en E/F por w(E™). Ahora bien, para demostrar esto basta probar que m(z V 0) =
m(x)Vm(0), para todo x € E. Puesto que z < zV0y 0 < 2V0, es inmediato que w(x) < m(xVO0)
y que m(0) < w(x V 0), luego tenemos que 7(z) V 7(0) < m(x Vv 0). Si tomamos cualquier
otra cota de m(z) y m(0) y vemos que 7(z V 0) es una cota menor habremos terminado. Sea
2’ € E tal que 7(z) V 7(0) < 7(2’), queremos ver que w(x V 0) < w(z'). De n(z) < n(2') y
m(0) < m(2") deducimos usando la caracterizacién (III) que existen dos elementos 21,22 € F
tales que ' —x + 21 > 0y 2’ + 29 > 0. Puesto que F es sélido por hipdtesis, podemos suponer
que z1,22 > 0, de modo que, si denotamos z := 21 + 29 y 2" := 2’ + 2z, podemos escribir
2 —x>0,2" >0y n(2") = n(2"), y en consecuencia, w(z') > w(x Vv 0), y hemos terminado

la demostracion. O

Lema 36. Dado un subespacio sélido F' de un reticulo vectorial F, existe una biyeccién
natural entre el conjunto de los subespacios solidos de E que contienen a F y el conjunto de

los subespacios sélidos de E/F.

Demostracién. Las aplicaciones imagen directa e imagen inversa del morfismo del paso al
cociente establecen una correspondencia biunivoca entre los subespacios vectoriales de E que
contienen a F y los subespacios vectoriales de E/F. En efecto, si consideramos el paso al
cociente 7 : E — E/F y S un subespacio de E/F, es claro que 7~ 1(S) es un subespacio
de E que contiene a F'y que esto establece una correspondencia biunivoca. Concluimos la
demostracién del lema teniendo en cuenta que, puesto que m es un morfismo de reticulos
vectoriales, las aplicaciones mecionadas transforman subespacios sélidos en subespacios sélidos.

O

Definicién 37. Sea E un reticulo vectorial y e € E* un elemento fijo. Llamaremos reticulo

de los elementos acotados de E respecto a e al siguiente subrreticulo vectorial de E:
E*(e) :={x € E : |z| < ne, para algin n € N}.
Se dice que e es una unidad débil de orden si se satisface que

xr = \/{y € E*(e): 0 <y <z}, paracadaz € ET.
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Se dice que e es una unidad fuerte de orden si E*(e) = E.

Es obvio que toda unidad fuerte de orden es también unidad débil. En el ejemplo [41] veremos

que lo reciproco no es cierto.

Ejemplo 38. » Consideramos el cuerpo de los niimeros reales con su orden usual. Obser-
vemos que R*(e) = R, para cualquier e € RT \ {0}. Luego un e de este tipo es unidad

fuerte de orden. Por otra parte, si e = 0, entonces R*(e) = 0.

» Sea F := R" con el orden usual componente a componente. Para todo e := (z1, z2, ..., z,) €

E* con todas las coordenadas no nulas, se tiene que E*(e) = E.

Si consideramos e € ET con todas las coordenadas no nulas salvo la i-ésima, entonces
E*(e) = {(z1,22, ..., i, ..., xn) € E : & = 0}. Es inmediato ver la generalizacién a mas

coordenadas nulas. En este caso e no es unidad fuerte de orden, ni unidad débil de orden.

= Sea E := R? con el orden lexicografico. Sea e := (e1,e2) € ET, se tiene que e; > 0. Si
e1 > 0, entonces E*(e) = E. Sie; =0y ez > 0, entonces E*(e) = {(0,z2) € E : x9 > 0}.

Por ultimo, si e = (0,0), entonces E*(e) se reduce al elemento nulo.

Siempre que no cree confusién, podremos escribir E* en lugar de E*(e nos referiremos a
) )
sus elementos simplemente como “acotados”. Podremos decir también “unidad débil” y “unidad

fuerte” en lugar de “unidad débil de orden” y “unidad fuerte de orden”.

Definicién 39. Diremos que un reticulo vectorial E es arquimediano, si dados x,y € E™, el
que nz < y, para todo n € N, implica que z = 0. Equivalentemente, E serd arquimediano si

dados v € E e y € ET,nx < y para todo n natural implica que z < 0.

Proposicién 40. Sea E un reticulo vectorial arquimediano y e € ET. Son equivalentes:
(1) e es una unidad débil de orden
(1) z =V,,(z A ne) para todo z € E

(1) si x A e =0 entonces x =0

Demostracién. Veamos la implicacién (I)=(II). Es claro que x Ane < x para todo n natural.
Por lo tanto, solo nos falta ver que si z € E es tal que cumple la misma desigualdad, es decir,
x Ane < z para todo n natural, entonces x < z. Por hipdtesis tenemos que e es unidad débil
de orden, luego = = \/{y € E*(e) : 0 <y < z}. Pero, para cada uno de estos y € E* tales que
0 <y <z, existe algin n € N tal que y = y Ane < x Ane < z, de forma que podemos concluir
que z < 2.

Para la implicacién reciproca, (I1)=(I), sea z € E™ tal que 0 < y < 2 para todo y € E*(e)
verificando 0 < y < z. Entonces, si A ne € E*(e), se tiene que 0 < x A ne < z para todo

n € N, luego x < z, y por tanto e es unidad débil de orden.
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Demostramos ahora la implicacién (IT)=-(III). Si A e = 0, entonces z pertenece a ET, de
manera que, por hipétesis, podemos escribirlo de la siguiente manera: z = \/, (z A ne). Pero
x Ane <n(xAe) =0, luego z = 0.

Por ultimo, vamos a ver la implicacién (III)=(I). Sea z € E™ tal que 0 < y < z para
todo y € E*(e),0 < y < x; queremos ver que z < z, es decir, que x A z = x. Consideramos

t=(z—xAz)Ae. Paratodo y € E*(e),0 <y < x, se satisface lo siguente:
t+ty<t+zAhz<zx—zxzANz4+zxzAz=uz.

Como t € E*(e),0 <t < x, obtenemos que 2t < z, y por induccién, nt < z. Puesto que E es

arquimediano, concluimos que x —x Az =t = 0. O

Ejemplo 41. Consideramos el espacio de Riesz C(X), con X un espacio topoldgico cualquiera.
El espacio C(X) es un reticulo vectorial arquimediano en el cual la funcién 1 es una unidad
débil, pues, utilizando la proposicién anterior, es evidente que si f A1 = 0, con f € C(X),
entonces f es la funcién nula. De hecho, cualquier funcién constante es unidad débil en C(X).

Si denotamos por C*(X) al conjunto formado por las funciones de C(X) acotadas en el
sentido usual, entonces C(X)*(1) = C*(X). Ademds, si X es compacto, entonces C*(X) = C(X)
y la funcién constante 1 es una unidad fuerte de C(X). Més concretamente, C(X) posee unidad
fuerte si y solo si C(X) = C*(X), en cuyo caso se dice que X es pseudocompacto. Hay espacios

pseudocompactos que no son compactos (véase [EJ]).

Lema 42. Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Entonces todo subespacio sélido y

propio de E* esta contenido en un subespacio solido maximal.

Demostracién. Vamos a empezar viendo que la unidad débil e no puede pertenecer a ningin
subespacio sélido y propio de E*. Sea F' un subespacio sélido de E* tal que e € F', veamos que
entonces necesariamente F' = E*. Como e es unidad débil, para todo x € E* existe n € N tal
que |z| < ne € F y por tanto, puesto que F es sélido, tenemos que = € F, de manera que no
es propio.

Sea S un subespacio sélido y propio de E* y sea S la familia de todos los subespacios s6lidos
y propios de E* que contienen a S. Sea {Fj};c; una cadena de S, esto es, un subconjunto
totalmente ordenado (por la relacién de orden de la inclusién). Se tiene que F' = |J, F; es un
subespacio sélido de E* que contiene a S y tal que e ¢ F'y por tanto F' es propio; con esto

tenemos que F' € S§. Concluimos la demostracién aplicando el lema de Zorn. O

Corolario 43. Si E es un reticulo vectorial no nulo con unidad débil de orden e, entonces en

E* existen subespacios s6lidos maximales.

Demostracién. Se deduce de forma inmediata del lema anterior teniendo en cuenta que {0}

es un subespacio sélido y propio de E*. O
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Vemos que la demostraciéon que hemos presentado del lema falla para FE, pues si F es
un subespacio sélido de E con e unidad débil y que pertenezca a F', no podemos garantizar
que F' = E. En efecto, puesto que no es cierto que para todo elemento z de E se cumpla que

existe un n natural tal que |z| < ne € F, tenemos que E puede no estar contenido en F.

Lema 44. Sea F un reticulo vectorial no nulo. Si los tinicos subespacios sélidos que admite E

son los triviales, esto es, {0} y el propio E, entonces E es Fisomorfo a R.

Demostracién. Para ver que E es arquimediano tomamos z,y € E* tales que ny < x para

todo n € N, y consideramos el subespacio sélido S, generado por y:
S, ={z € E:|z| < \y,para algtin A € RT}.

Six € Sy entonces existe m € N tal que ny < my para todo n € N; en particular y < 0, luego
y = 0. En el caso en el que z ¢ S, tenemos que Sy, = {0} y por tanto y = 0. Con esto hemos
probado que E es arquimediano.

Lo que tenemos que probar ahora para terminar la demostracién es que E es unidimensional.
Es decir, si tomamos x1, 7o € ET, entonces tenemos que comprobar que x1 y T2 son linealmente
dependientes, pero esto es equivalente a que x1 y x1 Va2 sean linealmente dependientes. Veamos
esto 1ltimo. Sean por tanto x,x9 € E™ no nulos, e y := 2V 29 € ET. Tenemos que 0 < x < v,
y tenemos que ver que z = ay para algun « real. Sea A := {\ € R: Ay < z}. Es inmediato que
0eAyqueside Ay )N <\ entonces N € A. También, puesto que F es arquimediano, vemos
que existen elementos de R que no pertenecen a A, por lo que A estard contenido en algin
intervalo de la forma (—oo,a), con a € RT. Ahora, consideramos « := sup A € R*. Para todo
n € N, sabemos que a—% € A. Es decir, (a— %)y <z, luego ay—x < %y. Y puesto que esto lo
tenemos para todo n € N, entonces ay —x < 0, o equivalentemente, x — oy € ET. Ahora bien,
si consideramos el subespacio sélido generado por x — ay, por las hipdtesis que tenemos solo
puede ser E o {0}. Si fuera F, puesto que x —ay € E1 y y € E, por la proposicién [33| tendria
que existir un n € N tal que y < n(z — ay), pero entonces (o + )y < , es decir, a + £ € A,
pero eso contradice que « sea el superior de A. En consecuencia, el subespacio sélido generado
por z — ay tiene que ser {0}, y esto implica que x — ay = 0, es decir, © = ay, como queriamos

ver. O
Corolario 45. Todo subespacio s6lido maximal de un reticulo vectorial es un Fhiperplano.

Demostracién. Sea M un subespacio s6lido maximal de E. Puesto que los tinicos subespacios
sélidos de E que contienen a M son E'y el propio M, concluimos, de acuerdo con el lema [30]
que los unicos subespacios sélidos de E/M son los triviales (el total y el nulo). Segun el lema
anterior, /M es lHisomorfo a R, es decir, M es un Fhiperplano de E.

Reciprocamente, sea ahora H un Fhiperplano del reticulo vectorial E. Asi pues, H es un sub-

espacio sélido de F tal que E/H es lisomorfo a R. Supongamos que F es un subespacio sélido
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de E que contiene estrictamente a H. Queremos ver que F' = E (probando asi la maximalidad
de H). Consideremos el morfismo de paso al cociente 7 : E — E/H. Observemos que 7(F)
es un subespacio (s6lido) no nulo de E/H = R. Luego n(F') = E/H. Puesto que F' contiene a
H, tenemos que F = 7 Y(n(F))=nY(E/H)=E. O

TRABAJO DE FIN DE GRADO INES MARCOS LOMO



Capitulo 3

Representacion de reticulos

vectoriales

En este capitulo seguiremos el texto de [Pul]. Vamos a empezar definiendo el espectro y el
espectro acotado de un reticulo vectorial. Estos espacios nos servirdan para representar reticulos
vectoriales. El resto del capitulo estd dirigido a enunciar y demostrar varios resultados, entre
los que tienen particular importancia dos teoremas de representacién. Primero veremos la
representacion de Riesz, que nos permite ver los elementos acotados de un reticulo vectorial
como funciones continuas que parten del espectro acotado de dicho reticulo vectorial (teorema
. Luego veremos una segunda representacion que nos permitird ver los elementos de un
reticulo vectorial como ciertas clases de funciones que parten del espectro (teorema [58]).

Comenzamos con una definicién:

Definicion 46. Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Definimos los siguientes con-

juntos:
Spec E := {w: E — R, morfismo de reticulos vectoriales tal que w(e) = 1},

Spec E* := {w : E* — R, morfismo de reticulos vectoriales tal que w(e) = 1},

denominados respectivamente espectro de E respecto de e y espectro acotado de E respecto

de e.

Segun el corolario si M es un subespacio sélido maximal de E*, entonces E*/M es un
R-espacio vectorial de dimensién 1. Ademés, al ser M maximal, es en particular un subespacio
sélido propio, y vimos en la demostracién del lemafd2] que la unidad débil e no puede pertenecer

a M, lo cual implica que m(e) > 0. La composicién

wy: B 5 E*/M — R
Am(e) — A
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es un morfismo de reticulos vectoriales de E* en R tal que wps(e) = 1, es decir, wys € Spec E*.
Asi pues, tenemos una correspondencia biunivoca entre Spec E* y el conjunto de los subespacios
s6lidos maximales de E*.

Por otra parte, sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Podemos

definir una norma sobre E* de una forma natural:
||z]|le ;== mf{\ € RT : |z| < e}, z € E*.

Es inmediato comprobar que || - || cumple las propiedades de una norma. Ademads, ||e|le =
1. Veamos que el inferior de la definicion es de hecho un minimo, esto es, que para todo
x € E* se tiene que |z| < ||z|lce. Fijado n € N, por definicién de inferior tenemos que
|z| < (||z||le + 1/n)e, equivalentemente, n(|z| — ||z|lce) < e. Por la propiedad arquimediana
tenemos lo que buscabamos.

Por otra parte, vemos que cada elemento x € E* define una funcién sobre Spec E*, que

denotamos Z, que consiste en evaluar cada elemento w € Spec E* en x:

Z: Spec B* — R
w — Z(w) = w(x).

Hemos construido asi una familia de aplicaciones. Ahora, consideramos en Spec E* la topo-
logia débil definida por E*, entendiendo como tal la topologia débil respecto a la familia de
aplicaciones Z. Para dicha topologia, por definicién, todas las aplicaciones de la familia son
continuas, y por tanto tenemos de forma natural una aplicacién E* — C(Spec E*), llamada
representacion de Riesz de E*. Esta aplicacién es un morfismo de reticulos vectoriales.

Ademas, si x € M, subespacio sélido maximal de E*, entonces, wys(x) = 0, donde wy esta
definido como hemos visto més arriba en la correspondencia biunivoca entre Spec E* y los
subespacios solidos maximales de E*. De este modo vemos que el nticleo de la representacion
de Riesz es la interseccién de todos los subespacios sélidos maximales de E*.

Por dltimo, las funciones de E* separan puntos de Spec E*, pues si dados was,,whn, €
Spec E* correspondientes a subespacios sélidos maximales de E* distintos, M7, Ms, tomamos
x € M\ Ma, es claro que z(wpy, ) # x(wy, ). Por otra parte, también tenemos que Spec E* es
un subespacio topolégico de RE”.

Veamos ahora una proposicion:

Proposicién 47. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Entonces Spec
E* dotado de la topologia débil definida por £* es un espacio topolégico compacto de Hausdorff

y no vacio.

Demostracion. El corolario [43| nos garantiza que existen en E* subespacios sélidos maxima-
les. Por tanto, gracias a la correspondencia biunivoca que hemos visto entre Spec E* y los

subespacios s6lidos maximales de E*, sabemos que Spec E* es no vacio.
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Para ver que es un espacio topoldgico compacto, vamos a ver que es cerrado y que las
iméagenes de los elementos de Spec E* por todas las proyecciones son acotadas. En efecto,
como hemos visto anteriormente, podemos considerar Spec E* como un subespacio de RF",
que podemos ver como un producto de copias de R. Si Spec E* es cerrado y las imagenes de los
elementos de las proyecciones son acotadas, entonces tendremos que Spec E* es un subespacio
cerrado de un producto de intervalos cerrados y acotados de R, es decir, un producto de
compactos. Pero el teorema de Tychonoff nos dice que el producto arbitrario de compactos
es compactos, luego para concluir bastarda recordar que un cerrado de un compacto es un
compacto.

Veamos primero que es cerrado. Para ello tomamos un elemento en la adherencia de Spec
E*, wg, y vamos a demostrar que wg € Spec E*, es decir, que wg : E* — R es lineal, morfismo
de reticulos y tal que wp(e) = 1.

Para ver que wy es lineal, tenemos que ver que para cualesquiera z,y € E* y A\, u € R, se
cumple que wo(Ax + py) = Awo(z) + pwo(y). Podemos encontrar aplicaciones de E* en R que
evaluadas en los puntos = + y, x e y coincidan con la evaluaciéon en wg. Por tanto, dado ¢ > 0,

tiene sentido considerar un abierto no vacio, Q, de RF" definido de la siguiente manera:
Q:={weRF :Jw(ha + py) —wo(Ax + py)| < €}

NMw e R w(z) — wo(x)| < e} N{w e RE™ : |w(y) — wo(y)| < €}.

Ahora bien, si w € QN Spec E* # &, entonces:
wo(Az + py) — (Awo(z) + pewo(y))| =

wo(Az + py) = (Awo () + pwo(y)) — w(Az + py) + (w(z) + pw(y))l,
donde, aprovechando que w es lineal, hemos sumado y restado w(Ax + py) = Aw(x) + pw(y).
Aplicando la desigualdad triangular, tenemos que

|wo(Az + py) — (Awo(x) + pwo(y))| <

lwo(Az + py) — w(Az + py)| + [Awo(z) — Aw(2)| + [wo(y) — pw(y)]
< (1 + Al + ple.

Puesto que esto se cumple para cualquier € > 0, podemos concluir que wy(Ax 4 py) = Awo(z) +
pwo(y), como querfamos ver.
De forma similar, para ver que wg es morfismo de reticulos, tomamos el siguiente abierto

no vacio:

I:={we RE" . w(x) —wo(z)| <e/2}N{w € RE" . lw(|z]) — wo(|z])| < €/2},
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y tomando w € Il N Spec E* # @, sumando y restando w(|z|) y aplicando la desigualdad

triangular y que w es morfismo de reticulos, tenemos lo siguiente:
wo(l]) = lwo(@)|| < |wo(lz]) — wllz)] + [lwo(2)] = w(lz])] < €/2 + [|wo(x)] — [w(@)]] <e.

Puesto que esto se da para € > 0 arbitrario, esto implica que wy(|z|) = |wo(z)| y por tanto, por
la proposicién 27, wy es morfismo de reticulos.

Para terminar de ver que wy € Spec E*, falta ver que wy(e) = 1. Dado que la proyeccién

Te: RFF — R

w o me(w) = w(e).

es continua, se tiene que

me(Spec E*) C m.(Spec E*) = {w(e) : w € Spec E*} = {1}.

Es decir, wg(e) = 1. Con esto ya tenemos que Spec E* es cerrado.
Por dltimo, para terminar la demostraciéon, veamos que las imagenes de los elementos de

Spec E* por todas las proyecciones son acotadas. Dado x € E*, consideramos la proyeccion

7 RET — R

w o mp(w) = w(x).

Por la definicién de reticulo de los elementos acotados de E respecto de e, existe n € N tal que
|z| < ne, y por tanto, para todo elemento w € Spec E* se tiene que |w(z)| = w(|z]) < w(ne) =
nw(e) = n.

O

Gracias a esta proposicién tenemos definida la norma del supremo en C(Spec E*):

I|“[loo: C(Spec E*) — R
f — || f]loo := sup{|f(w)| : w € Spec E*}. '

Esto nos permite decir algo méas sobre la representaciéon de Riesz:

Teorema 48. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Entonces E* es
isométrico a su imagen por la representacién de Riesz E* — C(Spec E*). Como consecuencia,
dicha aplicacion es inyectiva, esto es, la interseccién de todos los subespacios sélidos maximales

de E* es nula.

Demostracién. Queremos ver que, para todos los elementos x € E*, se cumple que ||z||. =

12| loo-
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Sea z € E* no nulo. Recordamos que |z| < ||z||ce. Por tanto, para todo w € Spec E* se
tiene que |w(z)| = w(|z|) < w(||z||ce) = ||z||e, y en consecuencia, ||Z||cc < ||Z]]e-

Sea v :=sup{f € R: fe < |z|} # @. Por la propiedad arquimediana, vemos que el supremo
que acabamos de definir es en realidad un méximo, esto es, se tiene que ve < |z|.

Si v = ||x|le, entonces |z| < ||z|le < |z|, es decir, |x| = ||z||ce, ¥y por tanto, para todo
w € Spec E”, se cumple que w(|z|) = w(||z||ce) = [[z[le. Con esto concluimos que [[z[|e = [|Z]|
y en este caso hemos terminado.

Suponemos ahora que existe A € R tal que 7 < A < [|z]¢, lo cual, por las definiciones de ~y
y de || - || implica respectivamente que Ae £ |z| y |z| € Ae, o equivalentemente, (Ae — |x|)T >
0y (Ae — |z])~ > 0. Argumentando como en la demostracién del lema obtenemos que
(Ae = [2])™ & Spre—jap+ = {2 € E* 1 [2] < p(le — |z|)" para algin p € R*}. Por tanto,
S(xe—|z)+ €s un subespacio sélido propio de E* y, por el lema existe un subespacio solido
maximal en E* M que lo contiene. Por la correspondencia biunivoca entre los elementos de
Spec E* y los subespacios sélidos maximales de E*, tenemos que M = ker(w), para algin

w € Spec E*. Entonces,
wAe = |z[) = w((Ae — [z])" = (Ae — |z])7) = —w((Ae — [2])7) <0,

lo cual implica, aplicando la linealidad de w y despejando, que w(|z|) > A. En consecuencia,
[|Z]|cc > A, para todo A tal que v < A < ||z]||e, por lo cual, deducimos que ||Z||sc > ||Z|]e, ¥ ya
tenemos que ||Z||o0 = ||2]]e-

O]

Gracias a este teorema, podemos considerar E* como subrreticulo vectorial de C(Spec E*).

Vamos a ir profundizando y diciendo més de E* en este sentido. Veamos unas definiciones:

Definicién 49. Sea E un reticulo vectorial arquimediano y e € E7.

Se dice que una sucesién {x,}, en E es e-uniformemente de Cauchy, si para cada € > 0
existe un entero positivo v, tal que si n,m > v, entonces, |z, — x| < ee.

Una sucesion {z,}, en E se dice que es e-uniformemente convergente si existe un « € E
que satisfaga lo siguiente: para todo € > 0 existe un entero positivo v tal que si n > v, entonces
|z, — x| < ee.

Un subconjunto D de E se dice que es e-uniformemente cerrado, si cada sucesién e-
uniformemente de Cauchy de D es e-uniformemente convergente a un elemento de D. Se
dice que un subconjunto D de E es e-uniformemente denso, si cada elemento de F es limite

e-uniforme de una sucesién de D.

En la situacion de estas definiciones, es inmediato comprobar que si F es e-uniformemente

cerrado, entonces se cumple que si e es unidad débil, £* es también e-uniformemente cerrado.
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Ejemplo 50. Sea X un espacio topolégico. Dado » € R* no nulo, consideramos la funcién
constante r, es decir, r, que es continua. En C(K), es sencillo comprobar que las nociones
“sucesion r-uniformemente de Cauchy”, “sucesién r-uniformemente convergente”, “conjunto
r-uniformemente cerrado” y “conjunto r-uniformemente denso”, coinciden respectivamente
con las nociones usuales de “sucesién uniformemente de Cauchy”, “sucesion uniformemente
convergente”, “conjunto uniformemente cerrado” y “conjunto uniformemente denso”.

Si X es compacto y de Hausdorff, consideramos en C(X) la topologia definida por la norma
del supremo. En este caso las nociones anteriores coinciden respectivamente con “sucesién de
Cauchy”, “sucesiéon convergente”, “conjunto cerrado” y “conjunto denso” para la topologia
referida. Sea F' una subdlgebra de C(X) que separa puntos de X y que contiene a las funciones

constantes, entonces, por el teorema de Stone-Weierstrass, F' es uniformemente denso en C(X).

Sea FE un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Hemos visto que el teorema [4§]
nos permite considerar E* como subrreticulo vectorial de C(Spec E*) y hemos visto al principio
de este capitulo que separa puntos de Spec E*. Es inmediato, ademas, ver que E* contiene a
las funciones constantes, en efecto, dado r € R, el elemento re € E* representado como funcién
sobre Spec E* por la representacién de Riesz es la funcion constante r. Por lo tanto, E* es

uniformemente denso en C(Spec E*).

Teorema 51. (de Caracterizacién). Sea E un reticulo vectorial arquimediano. E es F
isomorfo a C(K) para algin espacio topolégico compacto Hausdorff K, si y solo si, existe una

unidad fuerte e en E para la cual E es e-uniformemente cerrado.

Demostracién. Supongamos que K es un espacio topoldgico compacto Hausdorff tal que
C(K) es Fisomorfo a E. La funcién constante 1 es una unidad fuerte en C(K), y tal y como
hemos dicho en el ejemplo tenemos que C(K) es l-uniformemente cerrado. Puesto que E
y C(K) son Fisomorfos, tenemos una de las implicaciones.

Para el reciproco, suponemos que E es un reticulo vectorial arquimediano en el cual existe
una unidad fuerte e tal que E es e-uniformemente cerrado, esto es, E = E*, visto como
subrreticulo de C(Spec E*), es 1-uniformemente cerrado. Puesto que E* es 1-uniformemente
denso en C(Spec E*), tenemos que E* = C(Spec E*). Es decir, hemos demostrado que la

representaciéon de Riesz £ = E* — C(Spec E*) es un lisomorfismo. O

Sabemos que E* separa puntos de C(Spec E*). Vamos a ver que también S!-separa cerrados
de C(Spec E*), un tipo de separacién mds fuerte. Esto va a ser consecuencia de que E* es

uniformemente denso en C(Spec E*).

Definicién 52. Sea X un espacio topolégico y sea E un subconjunto de C(X). Diremos que
E S'-separa cerrados de X si para cada par de cerrados disjuntos no vacios F, G de X, existe
he E,0<h<1,talqueh(F)=0y h(G) =1.
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Corolario 53. Sea F un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Entonces E*S'-

separa cerrados de Spec E*.

Demostracion. Sean F, G cerrados disjuntos y no vacios de Spec E*. Por el lema de Urysohn,
existe f € C(Spec E*) tal que f(w) = —1siw € Fy f(w) =2 siw € G. Por otra parte, como
E* es uniformemente denso en C(Spec E*), existe z € E* tal que ||z — f|loc < 1, esto es
—1 <w(x) — f(w) <1 para todo w € Spec E*. Ahora bien, si w € F, entonces —2 < w(x) < 0;
y siw € G, entonces 1 <w(x) <3.Seay:=0V (xAe) € E*. Es claro que y(w) = w(y) = 0 si

weFygw)=wly)=1siwe G,y hemos terminado la demostracion. O

Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Hemos visto en este capitulo
cémo Spec E*, dotado la topologia débil definida por E*, es un espacio topoldégico no vacio.
Surgia entonces de manera natural, desde E* en C(Spec E*), la aplicacién que hemos llamado

representaciéon de Riesz:

E* — C(Spec E¥)
r +—> Z:Spec B* — R
w — T(w) = w(x).

Hemos visto que esta aplicacién es un morfismo inyectivo de reticulos vectoriales inyectivo,
que E* es uniformemente denso en C(Spec E*) y que separa puntos y S'-separa cerrados de
Spec E*. A partir de ahora para cada x € E*, denotaremos su imagen por la representacion
de Riesz de la misma manera, es decir, identificaremos x con Z.

De forma anéloga, consideramos Spec E con la topologia débil definida por E. Con una
demostracién como la de la proposicién vemos que Spec E es un cerrado de R”. Podemos
definir de nuevo la representacién de Riesz, esta vez de E en C(Spec E), que sigue siendo
morfismo de reticulos vectoriales. Sin embargo, no vamos a poder decir todo lo que teniamos
para E*. Spec E puede ser vacio y la representacién de Riesz no inyectiva. Ademas, aun siendo
inyectiva y E e-uniformemente cerrado, F puede ser distinto de C(Spec F).

Aunque la situacién sea distinta, podremos dar resultados interesantes. Vamos a ver que
cada reticulo vectorial arquimediano F con unidad débil e es l-isomorfo a un reticulo vectorial
de funciones continuas de Spec E* en R= R U {—o0,+cc}. Este reticulo vetorial serd un

subrreticulo de D(Spec E*), que ahora definimos:

Definicién 54. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Sea R := R U
{£oc} la recta ampliada. Consideramos las funciones f : ¥ — R, siendo Y un subconjunto
de Spec E* en el que f es continua y ademés R(f) es denso en Spec E*, donde R(f) := {w €
Y : f(w) € R}. Tomamos ahora en el conjunto de estas funciones la siguiente relacién de
equivalencia: fi y fy estdn relacionadas si coinciden en un abierto denso de R(f1) N R(f2). A
este espacio cociente lo denotamos D(Spec E*) y a sus elementos los denominaremos funciones

extendidas.
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Es claro que E* C C(Spec E*) C D(Spec E*). Vamos a ver que D(Spec E*) es reticulo vec-
torial. Lo primero que tenemos que notar es que el que dos funciones f1, fo definidas respectiva-
mente en Y7, Y5 coincidan en un abierto denso de R(f1) N R(f2) es equivalente a que coincidan
en todo R(f1) N R(f2), pues son continuas y con llegada en un Hausdorff. La relacién de orden
que vamos a considerar es la siguiente: dadas dos clases de equivalencia [fi], [f2] € D(Spec E*),
entonces [f1] < [fe] si f1 < f2 punto a punto en R(f1) N R(f2). Con lo que hemos visto es
inmediato que esta relaciéon de orden estd bien definida. Ademds, tenemos que fi < fo en
R(f1) N R(f2) es equivalente a que f; < f» en un abierto denso de R(f1) N R(f2). Entonces te-
nemos que [f1]A[f2] = [fi|r(p)nr() N2 R(ONRG) Y V2] = [filr(p)nR(e) Y 2l R(ENRGE)]
estan bien definidos y pertenecen a D(Spec E*), por lo que tenemos que este espacio es un
reticulo. Por otra parte, la suma [fi] + [fo] = [filr(f)nr(p) T f2lR(f)NR(E)] ¥ €l producto
Alf1] = [Mfi], con A € R nos dan la estructura de espacio vectorial. Es sencillo ver que ambas
estructuras son compatibles, por lo que tenemos que D(Spec E*) es un reticulo vectorial.

Vamos a probar ahora unos resultados necesarios para llegar a ver que cada reticulo vectorial
arquimediano E con unidad débil e es Fisomorfo a un subrreticulo de D(Spec E*). Previamente,
una cuestion de notaciéon. Dados z,y, z elementos de un reticulo vectorial, cuando z < z,
se cumple la igualdad (x Vy) Az = =V (y A z), que en general no es cierta. En efecto, si
x < z, entonces r A z = x, y haciendo uso de la ultima propiedad del lema tenemos que

(xVy)ANz=(xANz)V(yAz)=zV(yAz) En este caso, utilizaremos la expresién = V y A z.

Lema 55. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Dados z € F,w €

Spec E*, tenemos las siguientes equivalencias:
(1) w(—eVaxAe)>0siy solosi sup,w(x™ Ane)=0.
(11) w(—eVaAe)<0siy solosi sup,w(zt Ane)=0.

Demostracién. (1) Siw(—eV z Ae) > 0, entonces el inferior de w(—e V x Ae) y 0 serd 0.

Pero, puesto que w es morfismo y e > 0 por definicién, sabemos que
w(—eVzAe) N0 =w(—eVzAe) Aw(0) =w((—eVzAe)A0) =w(—eVaxA0);

luego tenemos que w(—eVax A0) = 0. Ademds, por la primera de las propiedades del lema
xAN0=—(—xV0), pero —x V0 =: 2. Por lo que deducimos que w(—eV —z~) =0,
y volviendo a utilizar la misma propiedad del lema nos queda que w(—(e Az7)) =0,
y en consecuencia w(e A x~) = 0. Ahora bien, dado n € N, por la segunda propiedad
del corolario n(x~ Ae) = nx~ Ane >z~ Ane, donde la ultima desigualdad queda
justificada por ser z= > 0. En consecuencia, 0 < w(z~ Ane) < nw(z~ Ae) = 0, y por tanto

w(x™ Ane) = 0. Este razonamiento es reversible, por lo que hemos visto la equivalencia.
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(11) Andlogamente, w(—e V x A e) < 0 implica que w(—e V x Ae)V 0 = 0. Puesto que
wi—eVaAe)VO=w((—eVazAe)V0)=wloVrA—e)=wx" Ae),

tenemos que w(z™Ae) = 0. Y desde este punto el razonamiento es idéntico al del apartado
anterior.
O

Definicion 56. Sea f: X — R. Llamaremos cocero de f al subconjunto de X definido como

coz(f) =={we X : f(w) #0}.

Lema 57. Sea X un conjunto y F un subrreticulo vectorial de R¥ que contiene a las funciones
constantes. Se cumple que {coz(x) : x € E} es una base de abiertos para la topologia débil
definida en X por F.

Demostracién. Sabemos por la proposicién [19| que el conjunto {z~*(a,b) : x € F,a,b € R}
es una subbase para la topologia débil definida en X por E. Ahora bien,

N a,b) ={we X zw) € (a,b)}={we X :2(w)—a>0yb—x(w) >0}

Dado que E es un subrreticulo de R¥ que contiene a las funciones constantes, podemos definir
(r —a),(b—z) € E como (z —a)(w) = z(w) —ay (b—z)(w) =b— x(w) respectivamente,

w € X. Escribimos que
e a,b) = {w € X : (z-a)"(w) # 0y (b—2)"(w) # 0} = {w € X : [(z—a) "A(b—2)"](w) # 0},

pero este tiltimo conjunto es coz((z — a)™ A (b — x)1). Por otra parte, dados z1,...t, € E, es
inmediato que coz(x1) N ... Ncoz(zy) = coz(|z1|) N ... Ncoz(|xy,|) = coz(|zi| A ... A|xy|). Debido
a esto, tenemos que coz((z —a)™ A (b—x)T) = coz((z —a)™) Ncoz((b — x)™). De esta menera
vemos que {coz(z) : x € E} genera todos los elementos de{z~!(a,b) : € E,a,b € R}, por lo

que es de hecho una base de abiertos como queriamos ver. ]

Sea ahora F un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Como adelantamos,
queremos ver que E es Fisomorfo a un subrreticulo de D(Spec E*). Por ello, buscamos una
aplicacién de E en D(Spec E*). Para cada elemento x € E, vamos a definir una aplicacién
2 : SpecE* — R, y luego consideraremos su clase de equivalencia. Si € ET, definimos & de

la siguiente manera:

Z(w) :=supw(z A ne) € [0,400], w € SpecE™.

n

Esto est4 bien definido, pues dado que E es arquimediano y hemos tomado z € E™, se cumple,

por la proposicién [40| que = = \/,,(z A ne). Ademds, si x € (E*)*, entonces & = z, esto es,
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Z(w) = w(x), para todo w € SpecE*. Esto ocurre porque en este caso, por definicién, existe un
ng natural tal que podemos acotar = < nge, y en consecuencia, para todo n > ng, se cumple
que z = x A ne. Gracias a esto, podremos ver mas adelante, en el teorema que Spec E se
puede considerar como un subespacio topoldgico de Spec E*.

Si tomamos un elemento cualquiera, z € F, definimos & como la diferencia:

—

=zt —x .

Puesto que 7,2~ € ET, los elementos - y 2~ estan bien definidos. Ademas, no sé puede dar
la situacién de que la suma sea +00 — 0o, pues por el lema ot (w)y - (w) no pueden ser no
nulos ambos, pues en ese caso tendriamos que el valor w(—eV z A e) seria estrictamente mayor
que 0 y estrictamente menor que 0, lo cual es absurdo. Y esto ocurre para todo w € SpecE™, por
lo que tenemos garantia de que & estd bien definida en todo caso. Veamos ahora el resultado

que veniamos anticipando:

Teorema 58. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. El conjunto E .=

{[Z] : = € E} es espacio vectorial y subrreticulo de D(Spec E*). Ademas, la aplicacién

eSS

EFE —
a7 )
r — (]
es un l-isomorfismo.

Demostracién. Para ver que E es subrreticulo vectorial de D(Spec E*), veamos en primer
lugar que EC D(Spec E*). Dado x € E, es evidente, por cémo la hemos definido, que Z es
una aplicacién de Spec E* en R. Por tanto, nos falta ver que es continua y que R(2) = {w €
Spec E* : Z:(w) € R} es denso en Spec E*. Puesto que Z := o ;;:, basta que probemos esto
para x € ET.

Sea x € E™T, para probar que % es continua hay que ver que las imigenes inversas de
abiertos de R son abiertos en Spec E*. Basta demostrar, por tanto, que dados a,b € R, los
conjuntos

A:=3"Y(a,+o0]) = {w € Spec E* : #(w) > a} y
B := i ([~00,b)) = {w € Spec E* : &(w) < b}

son abiertos. Ahora bien, por la definicién de & para z € E™, podemos escribir que A = J,, Ay,
donde A,, := {w € Spec E* : w(x A ne) > a}, para cada n € N. Pero x A ne < ne, es decir,
x Ane € (E*)T C E*. Por tanto, puesto que A, es la contraimagen de un abierto por una
aplicacién que evalia cada w € Spec E* en un elemento de E*, por definicion de la topologia
débil en Spec E*, tenemos que A, es abierto en Spec E*. En consecuencia, A es abierto por ser
unién numerable de abiertos. Por otra parte, si probamos que B = {w € Spec E* : w(x Abe) <

b}, puesto que x A be < be < ne para algin n natural, es decir z A be € E*, entonces, por el
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mismo motivo que para los A,, tendremos que B es abierto de Spec E*. Ahora bien, si w € B,

esto es, si (w) < b, para cualquier n natural tenemos que
b > w(x Ane) =w(x Ane) ANb=w(x AneA be).

En particular, esto sera cierto para ng > b, en cuyo caso, b > w(z Ane Abe) = w(x Abe), como
querfamos ver. Para ver la otra contencién tomamos w € Spec de manera que w(zx A be) < b.

Si tomamos A € R tal que w(z A be) < A < by n natural con n > A, entonces es claro que
A>w(@Abe) > w(xAde) =w(xAneAle) =w(xAne) AN =w(z Ane).

De manera que Z(w) < A < b, como buscabamos. Ya hemos demostrado que Z es continua.

Veamos ahora que R(#) es denso en Spec E*. Como podemos ver E* como un subrreticulo
de C(Spec E*) que contiene a las funciones constantes, por el lema sabemos que {coz(y) :
y € E*} es base de la topologia que estamos considerando en Spec E*. Por tanto, para ver que
R(z) es denso en Spec E*, basta ver que en cualquier abierto de esta base hay un elemento
de R(Z), o de otro modo, sea y € (E*)T tal que coz(y) N R(Z) = &, queremos probar que
coz(y) = 9, esto es, que y se anula en todos los puntos. Puesto que estamos considerando

x € ET, podemos escribir:

R(z) = {w € Spec E* : &(w) < o0} = U{w € Spec E* : &(w) < n}.

El hecho de que coz(y) N R(z) = @ implica que si dado w € Spec E* se tiene que & (w) < oo,
entonces y(w) := w(y) = 0. En consecuencia, lo que tenemos que probar es que si dado
w € Spec E* se tiene que Z(w) = oo, entonces w(y) = 0. Fijamos ahora un natural ng tal que
no > ||y|lso- En este caso, la familia {w € Spec E* : w(z A ne) > n3}en s un recubrimiento
por abiertos creciente del compacto K := {w € Spec E* : (w) = oo}, y en consecuencia existe
n € N tal que K C {w € Spec E* : w(z A ne) > n3}. Teniendo esto en cuenta, si #(w) = oo,
entonces

w(noy) = now(y) < now(|[yllsce) = nollyllee < 1§ < w(a Ane).

Como E* es subrreticulo de C(Spec E*), entonces w(nopy) < w(xzAne) implica que noy < xAne.
Puesto que x A ne < x, hemos probado que ngy < z para todo ng > ||y||~, ¥ puesto que para
naturales menores es obvio que se cumple, tenemos que ny < x para todo n € N, y en
consecuencia, y = 0, como querfamos ver. Con esto hemos terminado de demostrar que dado
x € E, entonces Z es una aplicacién de Spec E* en R continua y tal que R(%) es denso en Spec

E*. Y en consecuencia, [£] € D(Spec E*), esto es, hemos probado que E C D(Spec E*).

Para ver que F es espacio vectorial tenemos que ver que es cerrado para sumas y productos

por escalares. Lo que vamos a probar es que dados z,y € E'y A € R, entonces [m/\—{—y] = [Z]+[7]
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y [Ax] = A[Z]. De esta manera, ademds de ver que E es espacio vectorial, tendremos también
que la aplicacién de E en E que manda cada x € E a [Z] es lineal, con lo que estaremos
mas cerca de ver que es un lisomorfismo. Empecemos con la suma y restringiendonos a los

elementos del cono positivo: sean z,y € ET, y w € SpecE* tenemos que
w(z Ane) +w(y Ane) <w((x+y) A2ne) <w(xA2ne)+w(y A 2ne),
y tomando superiores nos queda:

I(w) +gw) <z +yw) < Ew) +gw),

luego 7 + y(w) = &(w)+§(w). Y en consecuencia en este caso ya tenemos que [& + y] = [£]+[7]-

Por otra parte, es inmediato ver que T = &7:

T (w) = (2 V0)(w) =2(w) V0= (stllpw(x Amne)) V0=

=sup(0V w(z Ane)) =supw(0V z Ane) =supw(xzt Ane) = a/cjr(w)

n n n
De la misma manera se comprueba que x— = Z~, por lo que
+ _ —~ —~ —_— —_
2| =27 -3 =at —x- =at —x= = |z,

donde hemos utilizado la linealidad de la aplicacién para los elementos de ET. Sean ahora
x,y € F, tenemos definido en todo el Spec E* el elemento x/—l—\y, pero no conocemos clara-
mente qué ocurre con & + . Vamos a limitarnos al abierto denso R(z) N R(y). En primer
lugar, si w € R(Z) N R(y), ademés de ser finitos los valores Z(w) y ¢§(w), también lo seran
i (@), 3 (@), (@), 5~ (@), 7 +y (@) y 7+ y (), por ejemplo:

—+ —

Ty (W) = (@497 (W) < o+ ylw) < e+ lylw) = 2] + [y](w) < oc.

En consecuencia, podemos escribir lo siguiente:

— — — — — —

rrylw) =2t —a” +yt —y (W) =27 (W) — 27 (W) +yH(w) —y~(w) =

=i"(Ww) -3 (W) + 7" (w) - (W) = 3(w) +§(w).

Con esto tenemos que Z + ¢ estd bien definida para todo w € R(Z) N R(Y), y ademds, coincide
con x/—l—\y en dicho abierto denso. Por tanto, tomando clases de equivalencia, tenemos que
[33/+\y] = [Z] 4+ [9]. El producto por escalar se ve de manera ansloga, luego podemos concluir

que FE es espacio vectorial y la aplicacién x — [Z] es lineal.
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Ya hemos probado que la aplicacién

E — FE
es lineal y que |Z| = |z| para todo = € E, por lo que E es un reticulo vectorial, y en esta

situacion por la proposicién tenemos que la aplicacién es morfismo de reticulos vectoriales.
Por tanto, para ver que £ —» E es un lisomorfismo y terminar asi la demostracion del
teorema, solo nos falta ver que dicha aplicacién es biyectiva. La sobreyectividad se deduce
inmediatamente de la definicién de E. Para la inyectividad tomamos = € F tal que [2] =0y
veamos que necesariamente = 0. Si [Z] = 0, entonces & = 0. Como ya hemos visto en una
ocasion previa, el lema nos permite deducir que dado w € Spec E*, al menos uno de los
valores 27 (w) y 2~ (w) tiene que ser igual a 0. En consecuencia, si 0 = #(w) = & (w) — 2~ (w),
entonces 27 (w) = 27 (w) = 0, esto es, w(zt Ane) = w(z™ Ane) = 0. Como esto lo tenemos
para todo w € Spec E* y la representacién de Riesz E* — C(Spec E*) es inyectiva, tenemso
que 2T Ae =2z~ Ae=0. Por dltimo, como e es unidad débil, por la proposicién podemos
concluir que x+ = 2~ = 0 y por tanto z = 0, como queriamos ver. Con esto hemos terminado

la demostracién de este teorema. O

Ahora, como ya anticipamos, vamos a identificar Spec E con un subconjunto de Spec E*,
de manera que podremos verlo como subespacio topolégico. Seguidamente, veremos algunas

propiedades como consecuencia.

Teorema 59. Sea F un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Entonces el mor-

fismo de restriccion
Spec E — Spec E*

w o — w|p

es un homeomorfismo entre Spec E y su imagen por esta aplicacién.

Demostracién. Al quedarnos con la imagen como conjunto de llegada ya tenemos la sobre-
yectividad; veamos la inyectividad. Para ello tomamos dos elementos wi,ws € Spec E tales
que wi|px = ws|g+; veamos que entonces necesariamente wi; = we. Basta que lo probemos
para los elementos del cono positivo. Sea z € E™T, existe un n natural tal que wi(z) < n 'y
wa(z) < n. Entonces podemos escribir que wi(x) = wi(z) An = wi(xz A ne), y andlogamente
wa(x) = wa(z A ne). Puesto que z A ne € E*, podemos concluir que w;(x) = wa(z).

Para terminar la demostracion tenemos que ver que Spec F es homeomorfo a su imagen en
Spec E*, esto es, que sus topologias coinciden. En Spec E tenemos la topologia débil inducida
por E. Ahora bien, la topologia de subespacio en Spec E inducida por Spec E* es la inducida
por las composiciones

{Spec E — Spec E* LR:ye E*}.
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Pero es claro que si tomamos y € E*,w € Spec E, tenemos que y(w|g+) = w(y) = y(w), es
decir, que la topologia inducida en Spec E por Spec E* es la topologia débil en Spec E inducida
por E* C E. Por otra parte, para cada x € E se cumple que coz(x) =coz(|z|) =coz(|z| A e),

pero |z| A e € E*, esto es,
{coz(z) : x € E} = {coz(y) : y € E*}.

Luego basta aplicar el lema |57| para concluir la demostracién. ]

En adelante identificaremos Spec E con su imagen en Spec E*; el siguiente resultado nos

indica claramente de qué manera:

Lema 60. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Entonces se tiene que
Spec E = {w € Spec E* : #(w) € R para todo = € E™}.

Demostracién. Para la primera contencién tomamos w € Spec E,z € ET. Entonces existe
no € N tal que w(z) < ng, y en consecuencia, w(z) = w(z) An = w(xz A ne) para todo n > nyg.
Esto nos permite concluir que Z(w) = sup,, w(z A ne) = w(z) € R.

Veamos ahora la otra contencién. Sea w € Spec E* tal que #(w) € R para todo x € ET.

Consideramos la aplicacién @:

Dados z,y € E es inmediato que

o —

w(z+y) =r+yw) = iw) +§(w) =w(z) +w(y),
y si tomamos ademas A € R:
W(\z) = Az(w) = A (w) = Aw(x).

Por otra parte, es claro que w(|z|) = |/95\|(w) = |z|(w) = |2(w)| = |w(z)| yw(e) = e(w) = 1. Luego

hemos comprobado que @ € Spec E y es obvio que w = @|g+, por lo que hemos terminado. [

Definiciéon 61. Sea X un espacio topoldgico e Y un subjunto de X. Diremos que Y es un
conjunto Gy si podemos escribir Y como interseccién de una familia numerable de abiertos.

Definimos la @-clausura de Y como el conjunto
{r e X: ANY # & para todo A conjunto Gy tal que x € A}.

Diremos que Y es Q-cerrado cuando coincida con su (-clausura.
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Lema 62. Sea F un reticulo vectorial arquimediano cono unidad débil e. Entonces Spec E es
un subespacio Q-cerrado de Spec E*. Concretamente, dada cualquier wy € Spec E, existe una

funcién positiva h € C(Spec E*) tal que h(wp) =0y h(w) > 0 para todo w € Spec E.

Demostracién. Sea wy € Spec E*\Spec E, por el lematenemos que existe z € ET tal que

~

Z(w) = +00. Definimos h : Spec E* — R como:

1 . N
hw) = { TE@) Sw € RE)
0, siw ¢ R(%)

Como R(Z) es un abierto denso de Spec E*, tenemos que h es continua. Es evidente que h > 0
y puesto que wy ¢ R(Z) y Spec E C R(Z), entonces tenemos respectivemente que h(wg) =0y
h(w) > 0 para todo w € Spec E. Y hemos terminado. O

Definicion 63. Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Diremos que E es e-semisimple

si su representacién de Riesz es inyectiva.

Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Por el teorema E* es e-semisimple.

Ademss, si I es e-semisimple, entonces necesariamente Spec F # @: si no fuera asi, tendriamos
) b )

que C(Spec FE) tiene un tunico elemento, la inclusién @ < R, mientras que en E hay mds de

un elemento, luego la representacién de Riesz desde E en C(Spec E) no podria ser inyectiva.

Proposicion 64. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Se verifica que

FE es e-semisimple si y solo si Spec F es denso en Spec E*.

Demostracién. Si F es e-semisimple, entonces si dado z € E se cumple que z(w) = 0 para
todo w € Spec E, entonces x = 0. Por otra parte, como coz(z) =coz(|z| A e), el que E sea
e-semisimple es quivalente a que si xz € E* es tal que z(w) = 0 para todo w € Spec E, entonces
x = 0. Luego Spec F es denso en Spec E*.

Reciprocamente, si Spec E es denso en Spec E*, se tiene que si z € E* es tal que z(w) =0
para todo w € Spec E, entonces z(w) = 0 para todo w € Spec E*. Como E* es e-semisimple, lo
anterior es equivalente a que si x € E* para todo w € Spec F, entonces x = 0, como queriamos

ver. O
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Capitulo 4

@—Algebras

Este ultimo capitulo estd dedicado a las ®-algebras, esto es, reticulos vectoriales a los que
se anade una estructura de dlgebra conmutativa con elemento unidad. De nuevo la referencia
principal serd [Pul], aunque tomaremos algin ejemplo del articulo [Hui]. Emperaremos con las
definiciones y las principales propiedades. En un segundo momento paseremos a ver algunos
resultados de representacién de ®-algebras.

A lo largo de todo este capitulo supondremos que todos los anillos son conmutativos y con

unidad.

Definicién 65. Sea k un cuerpo. Diremos que es una k-algebra todo anillo A dotado de
un morfismo de anillos kK — A, el cual llamaremos morfismo estructural de la k-algebra A.
Gracias a la inyectividad del morfismo estructural identificaremos k con su imagen en A y lo
consideramos como subanillo de A.

Sean A y B k-algebras y A — B una aplicacién. Diremos que esta aplicacién es un
morfismo de k-dlgebras si es un morfismo de anillos que deja invariante a k, o equivalentemente,

si hace conmutativo el siguiente diagrama:

k
SN\
A — B.

Sea A una k-algebra e I un ideal propio de A. La composiciéon del morfismo estructural
con el morfismo de paso a cociente dota a A/I de estructura de k-dlgebra. Ademds, dicha
estructura, que consideraremos en adelante, es la tnica para la cual el morfismo del paso al

cociente a —» A/I es un morfismo de k-élgebras.

Definiciéon 66. Sea A un R-dlgebra. Diremos que A es una [-dlgebra si estd dotada de una
relacién de orden “ <” compatible con su producto (si a,b € A tales que a < by ¢ > 0, entonces
ac < be) y que la dota de estructura de reticulo vectorial.

Sean A y B [-algebras. Diremos que una aplicacion T' : A — B es un morfismo de [-

algebras si es morfismo de R-algebras y morfismo de reticulos. Si ademas es biyectivo y su
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aplicacién inversa es también un morfismo de [-algebras, diremos que T’ es isomorfismo de
l-algebras. En caso de que exista algin isomorfismo de [-dlgebras entre A y B, diremos que A

y B son l-isomorfas.

Definicion 67. Sea A una [-dlgebra e I un ideal de A. Diremos que I es un l-ideal si es
un subconjunto sélido de A. Llamaremos [-ideal maximal a todo [-ideal propio que no esté

contenido estrictamente en ningin otro [-ideal propio de A.

Ejemplo 68. Sea X un espacio topoldgico, A = C(X) es una l-dlgebra. Sea Y un subconjunto
de X, entonces el conjunto Iy := {f € C(X) : f(Y) =0} es un l-ideal de C(X).

Lema 69. Sea A una [-algebra. Dados a,b € A, se cumplen las siguientes propiedades:
(1) c(aAb) <caAcby c(aVb)>caVchpara todo c € AT
(11) (ab)™ <a™bt +a" by (ab)” <atb” +a b"

(1) [ad] < |a||b|

Demostracién. Puesto que a Ab < ay ¢ € AT, entonces c(a A b) < ca. Andlogamente,
c(a AN'b) < cb. En consecuencia, es inmediato que c¢(a A b) < ca A cb. Con esto tenemos la
primera desigualdad de (I); la se demuestra con un razonamiento similar.

Veamos ahora (II):
(ab)T =abvO=[a"—a )0 =b)] V0= (a"b" —a™b —a b +a" b )V0<
<(atbt+a b )VO=atb" +a" b,
y con esto tenemos la primera desigualdad. La otra se demuestra de forma analoga:
(ab)” = (=ab) VO = (—a™b" +atb" +a b —a b7 )V0<ath +a b".
Haciendo uso de (II), la tercera propiedad es inmediata:
lab] = (ab)" + (ab)” <a™b" +a b +atb +a bt = (at +a7)(bT +b7) = |alb].
O

Definicion 70. Sea A una [-dlgebra y B una subdlgebra de A. Si B es un subrreticulo de A,

diremos que es una [-subalgebra.

Ejemplo 71. Sea A una l-dlgebra y e € A'. Gracias al lema siee € A*(e) y 1 € A*(e),
entonces tenemos que A*(e) es una [-subdlgebra de A. En particular, si 1 > 0, entonces A*(1)

es una [-subdlgebra de A.
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Lema 72. Sea A una l-dlgebra e I y J l-ideales de A. Entonces el conjunto I +.J = {a+b:

a € I,be J} es también un [-ideal. Ademés, si 1 € AT, entonces se cumple que
(I+JJ)NA*(1)=INA"(1)+ JNA*(1).

Demostracién. Ya sabemos que la suma algebraica de dos ideales es de nuevo un ideal.
Ademas, la proposiscién nos dice que I + J es un subespacio sélido. Luego ya tenemos
probada la primera parte del lema.

Veamos la segunda afirmacién del lema. La contencién INA*(1)+JNA*(1) C (I+J)NA*(1)
es inmediata. Tomamos ahora un elemento ¢ € (I 4+ J) N A*(1). Como ¢ € I + J, podemos
escribir ¢ = a +b con a € I,b € J, luego ¢t < |c| = |a + b < |a| + |b|. Debido a esto, por
el teorema sabemos que existen a; € I N A*(1) y by € J N A*(1) tales que ¢t = ay + by,
con 0 < a; < |al y 0 <b; < |b|. Andlogamente, tenemos que ¢~ < |a| + |b], y en consecuencia
existen ag € INA*(1) y be € JN A*(1) tales que ¢~ = ag+bg, con 0 < ag < la| y 0 < by < |b].

Y ahora podemos escribir
c=ct—c = (a1 +b1) — (az + b)) = (a1 —az) + (by —by) € INA*(1) + J N A*(1),
con lo que hemos terminado la demostracién. O

Definicién 73. Sea A una [-dlgebra. Suponemos que se cumple la siguiente propiedad: si
a,b € A son tales que a A b = 0, entonces para todo elemento ¢ € AT se tiene que a A bc =
ac A b = 0. En esta situacién diremos que A es una f-algebra. Si ademés es arquimediana, la

denominaremos P-4dlgebra.

Teorema 74. Sea A un f-algebra y a,b € A. Se cumplen las siguientes propiedades:
(1) ¢c(aAb)=caAcby c(aVb)=caV chbpara todo c € AT
(11) |ab| = [al[b]

(111) si a A b= 0, entonces ab = 0; en particular, ata™ =0

(1v) a? = |a|> > 0; en particular 1 =1-1>0
(V) sia,b> 0, entonces 0 < ab — (ab A nb) < La%b para todo n € N

(vi) ab = (a Ab)(aVb); en consecuencia, si I es un [-ideal de A y a > 0, entonces a € I siy
solosianl el

Demostracién. (1) La demostracion es andloga a la realizada para la segunda propiedad
del corolario 25
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(1)

(111)

Ya hemos demostrado en el lema |69| que |ab| < |a||b], luego solo tenemos que ver una
desigualdad. Si @ € AT, usando la sexta propiedad del lema y la primera de este

teorema, tenemos que:
lab] = (ab) V (—ab) = al[b vV (—=b)] = alb| = |a||b|.
Utilizando esto, en general podemos escribir lo siguiente:
albl = at|b| —a” |b| = |[aTh| — |a”b| < ||aTb| — |a”b| < |aTh—a"b| = |ab|.

De forma andloga podemos ver que —alb| < | — ab| = |ab|, luego podemos concluir que

la||b] < |ab|, y hemos terminado.

Como a A b =, tenemos que a,b > 0. En consecuencia, por la propiedad que define a
una f-algebra, sabemos que a A ab = 0, y usando de nuevo la propiedad: ab A ab = 0. Es
decir, ab = 0. Como ya vimos en la quinta propiedad del lema [23[ que a™ A a™ = 0, es

inmediata la segunda afirmacion.
Podemos escribir que
a> =@ —a )at—a)=ata" —ata —a"at +aa =

= (a)* + (a7)? = |af.

Sean a,b > 0 y n € N. Por la cuarta propiedad del lema [23| sabemos que (ab — nb)™ =

ab — (ab Anb) y (ab—nb)~™ = nb— (ab A nb). En consecuencia, tenemos que
(ab — (ab A nb)) A (nb— (ab Anb)) = (ab—nb)™ A (ab—nb)~ = 0.
Ahora bien, como A es una f-algebra y ©* > 0, podemos escribir que
(ab — (ab A nb)) A (ab — %(ab Anb)) = 0,
y utilizando la primera propiedad de este teorema y la segunda del lema
ab+ (—(ab A nb)) A (—a(%b AD)) = 0.
Pero esto por la primera de las propiedades del mismo lema implica que

ab — ((ab A nb) V a(%b AD)) = 0.

Y con esto hemos terminado, pues tenemos que ab = (abAnb) V (a(n Ab) < (abAnb) +

TRABAJO DE FIN DE GRADO INES MARCOS LOMO



RETICULOS VECTORIALES 51

a(2n Ab), esto es ab — (ab A nb) < a(2b A b) < La2b, como querfamos ver.
n n n

(vi) Por la tercera propiedad del lema [23| sabemos que a +b = a A b+ a V b. Luego
ab— (aAb)(aVb)=ab— (aAb)(a+b—aAb)=

(a—anb)(b—aAb)=(a—0b)T(a—b)".

Pero esto iltimo sabemos que se anula por la tercera propiedad de este teorema. Luego
podemos concluir que ab = (a A b)(a V b).
O

Ejemplo 75. Sea A := R2. Vamos a considerar el orden parcial componente a componente,
asi como la suma componente a componente y el producto por escalar usuales. Sea en A el
producto

1 1
(al,ag) . (bl, bg) = (a1b1 + a1by + asb; + §a2b2’ iagbg).

Tenemos que A no es una f-algebra: (1,0) A (0,1) = (0,0), pero (1,0) - (0,1) = (1,0). Es de
notar en este ejemplo que la unidad multiplicativa no pertenece a AT, pues es el elemento
(—1,2).

Lema 76. Sea A una [-dlgebra. Si 1 € A, unidad multiplicativa de A, es una unidad fuerte,

entonces A es una f-dlgebra. En particular, si 1 > 0, entonces A*(1) es una f-dlgebra.

Demostracién. Si 1 es unidad fuerte en A, tenemos por definicién que 1 € AT y A*(1) = A.
Sean a,b € A tales que a Ab= 0y cé& AT; veamos que a A cb = 0. Como 1 es unidad fuerte,

entonces existe un n € N tal que a,b,c < n, y en consecuencia tenemos que
0<aAcb<aAnb<naAnb=n(aNb)=0.

Con esto hemos demostrado que lo que queriamos.

Por otro lado, puesto que si e € AT es evidente que e es una unidad fuerte de A*(e),
tenemos que 1 es unidad fuerte de A*(1) y por lo que acabamos de desmostrar A*(1) es una
f-algebra. O

Lema 77. Sea A una ®-dlgebra. Entonces se cumple que en A no hay elementos nilpotentes.

Demostracién. Veamoslo por reduccién al absurdo: suponemos que existe ¢ € A tal que
P = 0 para algtin p siendo A una ®-algebra. Podemos suponer que p es el menor natural par
que lo satisface, p = 2k con k € N, y en este caso tenemos, por la cuarta propiedad del teorema
que c? = |¢|P, luego podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ > 0. Ahora bien, si

denotamos d := ¢*, podemos escribir

2

(me)? = m2d* = m2c = 0, para todo m € N,
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y por la quinta propiedad del teorema ya mencionado
0 <md— (mdA1) < (md)?> =0, para todo m € N.

Con esto hemos demostrado que md = md A 1, es decir, md < 1 para todo m natural. Como
A es arquimediana, esto implica que d = 0. Para terminar, si p = 2, entonces ¢ = d = 0; y
si p > 2, entonces k o k+ 1 es par y menor estrictamente que p. En cualquier caso queda

demostrado lo que queriamos. ]

Corolario 78. Sea A una ®-dlgebra, y a,b € A1. Tenemos que a < b si y solo si a? < b2

2 < b2, Para ver la otra implicacién

Demostracién. Si a < b, entonces es inmediato que a
suponemos que a? < b? y denotamos ¢ := a—aAb > 0. Si vemos que ¢ = 0 habremos terminado,
pues tendremos que a = a A b < b. Por la tltima de las propiedades del teorema podemos

escribir que
ab=(aAb)(aVb)=la(aVDb)]AbaVb)]=(a®Vab) A (abV b*) = (a* Ab*) V (ab),
esto es, a® A b?> < ab y en consecuencia
a2 =ad> ANV =a®> AP A (ab) = (a Ab)? < a? — 2,

luego ¢ = 0. Por tltimo, como hemos visto en el lema anterior que en A no hay elementos

nilpotentes, podemos concluir que ¢ = 0. ]
Teorema 79. Sea A una [-dlgebra arquimediana. Son equivalentes:

(1) A es una ®-algebra

(11) 1 es una unidad débil

Demostracién. Veamos primero que (I)=(II). Sea a € A, si aAl = 0, por la tercera propiedad
del teorema [74] sabemos que a = al = 0. Basta aplicar la proposicién [40| para deducir que 1 es
una unidad débil.

Para la otra implicacién vamos a ver que A es una f-dlgebra y como ya sabemos que es
arquimediana, serd una ®-dlgebra. Sean a,b,c € AT con a Ab = 0. Como 1 es unidad débil,
tendremos que a A bc = 0 si y solo si a Abc A1 = 0, y esto a su vez es equivalente a que
(a Abe A1)? =0, pues A*(1), por ser ®-algebra, no tiene elementos nilpotentes. Ahora bien,
como

(aANbeA1)? <alaAbe A1) Abc(a Abe A1) A(aAbeAL), y

ala Nbe A1) ANbc(a ANbe A1) A(aANbeAN1)=0si(aANbcA1)b=0,
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basta probar que (a AbcA1)b= 0. Ademas, (a Abc A1)b= 0siy solosi [(aAbcA1)bA1]%2 = 0.

Pero
0<[(aNbeADDBAL? <[(aAbeAL)bAL[(a AbeA1)b] < (bAL)(aA1)b < (aAb)b) =0,

donde hemos usado que (a A1)(bA1) <ay (aA1)(bA1) <b. Y con esto hemos terminado la

demostracién. ]

Vamos a pasar ahora a exponer algunos resultados sobre la representacion de ®-algebras.

Empezamos con algunos conceptos para los que necesitamos recordar la definiciones A9}

Definicién 80. Sea A una [-dlgebra. Por sucesién uniformemente de Cauchy (uniformemente
convergente) entenderemos que 1 > 0 y que la sucesién es l-uniformemente de Cauchy (1-
uniformemente convergente). Andlogamente, cuando hablemos de que un subconjunto de A es
uniformemente cerrado (uniformemente denso) entenderemos que 1 > 0 y que el subconjunto

de A es 1-uniformemente cerrado (1-uniformemente denso).

Sea A una ®-dlgebra. Hemos visto que A es un reticulo vectorial arquimediano en el cual
1 es unidad débil y 1 > 0. En consecuencia, podemos hablar del reticulo de los elementos

acotados de A respecto a 1:
A*=A*(1) :={a € A: |a|] <n para algin n € N},

que llamaremos subdlgebra de los elementos acotados de A, de hecho, también serd ®-algebra.

Por otra parte,
Spec A* := {w : A* — R morfismo de reticulos vectoriales tal que w(1) = 1}
es un espaico topolégico compacto Hausdorft, y
Spec A := {w : A — R morfismo de reticulos vectoriales tal que w(1) = 1}

es un espacio topoldgico compacto. Ademads, tenemos las representaciones A — C(Spec A),

A* — C(Spec A*) y A — D(Spec A*).

Teorema 81. Sea A una f-algebra y w : A — R un morfismo de reticulos vectoriales. Si
w # 0, entonces existe un tnico a € R tal que para cualesquiera a,b € A se cumple que
w(ab) = aw(a)w(b).

Si consideramos @ = b = 1, tenemos que w(1l) = w(1-1) = aw(1)w(l), luego es claro que
w(l)#0y a= ﬁ
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Demostracion. Fijamos a € A y consideramos

we: A — R
b — wae(b) :=w(ab).

Si probamos que kerw C ker w,, entonces tendremos que existe A\, € R tal que w(ab) = A\w(b)
para todo b € A. Para ver que ker w C ker w, tomamos b € ker w, lo cual implica que |b| € ker w.

Como |al, |b] > 0, por la quinta propiedad del teorema [74] tenemos que
Ly
lab] — (|ab] An|b]) < —a”[b] , para todo n € N.
n
Reescribiéndolo nos queda que
L L
lab| < (|ab| A n|b|) + —a“|b| < n|b| + —a®|b| , para todo n € N,
n n
y aplicando w, tenemos que para todo n € N:
Ly 1 2 1 2
fofab)] = w(lab) < w(nl + ~al) = meo(bl) + ~eo(lbla?) = Leo(lbia?).

y en consecuencia w(|abl) = 0, luego w(ab) = 0. Por tanto, sabemos que w(ab) = A,w(b) para
todo b € A, para algin )\, € R; y andlogamente, w(ab) = \w(a) para todo a € A, para

algin A\, € R. Entonces, si dados a,b € A, tanto w(a) como w(b) son no nulos, se satisface

que w(ab) = Aqw(b) = Mpw(a), y basta tomar la constante « := w/\(‘;) = %. Por otra parte, si
w(a) =0 uw(b) =0, entonces w(ab) = 0 y la igualdad a demostrar es trivial. O

Definiciéon 82. Sea A un algebra y Specg A el conjunto de todos los morfismos de algebras de
A en R. Cuando el conjunto Specy A esté dotado de la topologia débil definida por las funciones
{a : SpecgA — R,w — a(w) := w(a)}, lo llamaremos espectro real de A. Es claro que este
espacio dotado de dicha topologia es un espacio topoldgico completamente regular y Hausdorff.

Diremos que A es real-semisimple si el morfismo natural A — C(SpecgA) sea inyectivo.
Si A es real-semisimple, entonces Specyr A # .

Un ideal maximal M de A es real si su cuerpo residual A/M es R, en cuyo caso tenemos
de forma inmediata que A — A/M = R es un morfismo de algebras. Ademds, si w € SpecgA,
entonces kerw es un ideal maximal real de A. Esto implica que existe una correspondencia
biunivoca entre los puntos de Specg A y el conjunto de todos los ideales maximales reales de
A. En particular, si Specg A # &, entonces el nicleo de la representacion A — C(SpecgA) es

la interseccion de todos los ideales maximales reales de A.

Corolario 83. Sea A una f-algebra y M un subconjunto de A. Entonces M es un [-ideal

maximal si y solo si M es un [-hiperplano.

Demostracién. La primera implicacion, esto es, que si M es un [-ideal maximal entonces es
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un [-hiperplano es inmediata. Por otra parte, si M es un [-hiperplano, tenemos que A/M =R
y que el morfismo de paso al cociente 7 : A — A/M es un morfismo de reticulos. Puesto que
(1) # 0, podemos considerar el siguiente morfismo de [-dlgebras: w : A — A/M, definido
como w := ﬁ Este morfismo cumple que kerw = kerm = M, luego, por la correspondencia

biunivoca que hemos visto anteriormente, tenemos qeu M es un [-ideal maximal real. O

Corolario 84. Sea A un ®-dlgebra. Tenemos que todo Il-ideal maximal de A* es real, y en

consecuencia, la intersecciéon de todos los [-ideales maximales de A* es nula.

Demostracién. Sea M™* un [-ideal maximal de A*. Por una parte, puesto que M™* es un
subespacio sélido y propio de A*, por el lema y el corolario tenemos que existe un I-
hiperplano H* en A* de manera que M* C H*.'Y por el corolario anterior, sabemos que H* es
un [-ideal maximal real. Como M* es maximal, M* = H* y concluimos que M™ es un [-ideal

maximal real. Por ultimo, la consecuencia la podemos deducir del teorema O

Sea A una ®-algebra. Recordemos que podemos tomar la representacién A — D(Spec A*),
a — a. Ya vimos, en el teorema que A := {[a] : a € A} es espacio vectorial y un subrreticulo
de D(Spec A*),y que A — A es un isomorfismo de reticulos vectoriales. Veamos qué podemos
anadir trabajando con una ®-algebra. Empezamos presentando un lema que nos muestra qué
ma&s tenemos en esta situacién. Omitimos su demostracién por motivos de complejidad y de

extension de esta memoria; se puede encontrar una demostracién en [Pull.

Lema 85. Sea A una ®-algebra. Entonces A es una [-algebra y la aplicaciéon A — A es una

isomorfismo de [-dlgebras.

Definicién 86. Sea A una [-dlgebra. Dado a € A, denotamos S(a) := {¢c € A : |¢] <
|ab| para algin b € A}. Es sencillo ver que S(a) es el mds pequeno de todos los I-ideales

que contienen al elemento a. Llamaremos a S(a) I-ideal generado por a.

Lema 87. Sea A una ®-dlgebra. Sea M* un [-ideal maximal de A*. Entonces M :={a € A :
S(a) N A* C M*} es un l-ideal maximal de A.

Demostracién. Veamos primero que M es un [-ideal. Dados a,b € M, por el lema[72]sabemos
que S(a)+ S(b) es un subespacio sélido, y en consecuencia tenemos que S(a+0b) C S(a)+ S(b).

Por el mismo lema podemos escribir que
S(a+b)NA* C(S(a)+Sb)NA* =Sa)nA*+SbH)NA" C M*,

y con esto hemos visto que a + b € M. Anédlogamente, dados m € M, a € A, tenemos que
S(am) N A* C S(m) N A* C M*, luego am € M. Con esto hemos visto que M es un ideal,
por lo que para ver que es [-ideal tan solo nos falta demostrar que ademés es sélido. Para
ello tomamos m € M, a € A tales que |a| < |m]; entonces tendremos que S(a) C S(m), y en

consecuencia a € M. Esto prueba que es sélido, luego ya tenemos que M es un [-ideal.
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Veamos ahora que es maximal. Puesto que S(1) = A, tenemos que 1 ¢ M y por tanto M
es propio. Como A es una ®-algebra, por el corolario si M es l-ideal maximal, entonces
es real. Por esto, para ver que que es maximal, por el corolario [83] es suficiente ver que es
un [-hiperplano. Es decir, tenemos que ver que si a € A\M, entonces S(a) + M = A. Ahora
bien, si a ¢ M, por la definicién de M se tiene que S(a) N A* ¢ M*. Esto implica que
S(a)NA*+ M* = A*, es decir, 1 = m+b, donde m € M, b € S(a)NA*, y puesto que b € S(a),
tenemos que |b| < |ac| para algin ¢ € A. Por otra parte, el corolario [83| nos dice que existe un
morfismo de l-dlgebras w* : A* — R tal que kerw* = M*. Puesto que w*(1) =1y w*(m) =0,
pues m € M*, necesariamente tenemos que w*(b) = 1. Sabemos por el teorema |48 que A* es
un subrreticulo vectorial de C(Spec A*), y por lo que hemos visto tenemos que b € C(Spec A*)
y w* € coz(b), por lo que existe un entorno cerrado F' de w* en Spec A* tal que F' C coz(b).
Ahora bien, por el corolario podemos separar los cerrados F' y el complemetario de coz(b),
esto es, existe d € A*, 0 < d <1 tal que d(F) =0y d(w) =1 si w ¢ coz(b). Para terminar,
veamos que d € M, es decir, que S(d) N A* C M*. Sea u € S(d) N A*, tenemos que |u| < |vd]
para algiin v € A. Como R(?) es un abierto denso y w* € F, entonces w* € R(9) N F, y por
tanto |w*(u)| < |Za|(w*) = 0, por ser d(F) = 0. Hemos visto que u € kerw* = M*. Y ahora,
como d + |b| > 0 y Spec A* es compacto, existe A € R tal que 0 < A < d + |b|, de manera que
1< 3d+ 1|b| € M + S(a), es decir, 1 € M + S(a). Y hemos terminado. O

Lema 88. Sea A una f-algebra. Entonces tenemos que todo l-ideal primo de A estéd contenido

en un unico l-ideal maximal de A.

Demostraciéon. Sea P un [-ideal primo de A. Consideramos el morfismo de paso al cociente
m: A — A/P. Como paso previo a la demostracién como tal, vamos a ver que A/P es una
[-4lgebra totalmente ordenada. Sea a € A, tenemos que ata™ = 0 € P, y como P es primo,
entonces at € P o a~ € P. En consecuencia, 7(a) = 7(a™) > 0 o w(a) = 7(—a~) < 0.

Ahora bien, si logramos probar que todos los l-ideales de A/P forman una cadena para
la inclusién, entonces tendremos que en A/P hay un tnico [-ideal maximal. Pero sabemos los
l-ideales maximales de A/P estdn en correspondencia biunivoca con los l-ideales de A que
contienen a P, luego habremos probado lo que queriamos. Sean, por tanto, I,.J l-ideales de
A/P. Suponemos que existe 7(a) € I'\.J, donde podemos suponer que m(a) > 0. Es inmediato
que para todo elemento b € J debe ocurrir que |b| < m(a), pues si no se tendria que dar que
|b| > m(a), y como J es sélido, 7(a) perteneceria a J. Por tanto, hemos demostrado, como

buscabamos, que J C I. O

Teorema 89. Sea A una P-algebra. Existe una correspondencia biunivoca entre los l-ideales

maximales de A y los [-ideales maximales de A*.

Demostracién. Ya sabemos, por lo que hemos visto en los corolarios [83] v [84] que el conjunto
de los Il-ideales maximales de A* se puede identificar con el conjunto de los puntos de Spec

A*. Denotamos ahora M(A) := {l-ideales maximales de A}, de manera que lo que tenemos
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que hacer es establecer una correspondencia biunivoca entre Spec A* y M(A). Por una parte,

gracias al lema [87] tenemos la siguiente aplicacion:

Spec A* — M(A)
M* — {a€A:S(a)NA* C M*}.

Por otra parte, para poder utilizar el lema [88] vamos a ver que si M € M(A), entonces M
es primo. Sean a,b € A tales que ab € M y a ¢ M. Entonces S(a)+ M = A, por lo que existen
c€ Ay m e M tales que a < m + ac. Esto obliga a que b € M porque b < mb+ cab € M. Con
esto hemos visto que M es primo, y en consecuencia, podemos decir que M N A* es un [-ideal
primo de A*, y por el lema 88| existe un tnico /-ideal maximal de A* en el cual estd contenido

M N A*, es decir, tenemos la siguiente aplicacién:

M(A) — Spec A*

M +— fnico l-ideal maximal de A* que contiene a M N A*.

Si vemos que estas dos aplicaciones son inversa la una de la otra habremos terminado.
Sean M € M(A) y M* el tnico l-ideal maximal de A* que contiene a M N A*. Sea ademads
M, :={a € A: S(a)N A" C M*}. Si fuera cierto que M # M;, entonces tendriamos que
M, + M = A, y por el lema[72}

A= (Mi+M)NA* =M NA*"+ MNA" CM*,

y hemos llegado a un absurdo. Reciprocante, sean M* € Spec A*y M :={a € A: S(a)NA* C
M*}. Por la definicién de M, es inmediato que M N A* C M*, luego ya tenemos que M* es el

Unico l-ideal maximal de A* que contiene a M N A*. O

Corolario 90. Sea A una ®-algebra. Entonces la interseccion de todos los [-ideales maximales

de A es nula.

Demostracién. Sea a € ﬂMeM(A) M. Pero si a € M, entonces |a| A1 € M N A*, y por la
correspondencia biunivoca que hemos construido en el teorema anterior, sabemos que MNA* C

M*, donde M* € Spec A*. Es decir, tenemos que

alale () Mnanc () M~
MeM(A) M*€eSpec A*

Pero el corolario |84] nos dice que esta tltima interseccién es nula, luego |a| A1 = 0. Por ltimo,

como 1 es unidad débil en A, por la proposicién [0} concluimos que a = 0. O
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