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Introduccion

Los empaquetamientos de Apolonio son un concepto matematico com-
prendido en la rama del dlgebra. El estudio de este concepto tiene su ori-
gen aproximadamente en el ano 230 a.C, cuando el famoso matematico y
astréonomo griego Apolonio de Perga (Perga, 262-190 a.C.) planteé y resolvié
el siguiente problema en su tratado sobre tangencias, el cual en la actualidad
se encuentra perdido. El problema busca encontrar una circunferencia tan-
gente a tres objetos geométricos en el plano, cada uno de los cuales puede
ser un punto, un circulo o una recta. Su enunciado y su desglose en diez
problemas se incluyen en el capitulo 1 del trabajo. En este trabajo, vamos a
centrarnos y realizar un estudio mas profundo del caso en que los objetos son
tres circulos tangentes dos a dos, conocido como problema fundamental de
Apolonio, que es el de mayor dificultad y la base de los empaquetamientos
de Apolonio. Normalmente, este problema tiene dos posibles soluciones, a
excepcion del caso en el que las tres circunferencias son tangentes en el mis-
mo punto, para el cual tenemos infinitas soluciones, como se puede observar
en la figura 1, donde los circulos negros son los iniciales y los azules los que
son solucion al problema propuesto.

Figura 1: Posibles casos y soluciones al problema fundamental de Apolonio.

Apolonio resolvié el problema mediante razonamientos geométricos y
no fue hasta 1643 cuando René Descartes (La Haye en Touraine, 1596-
Estocolmo, 1650) redacté una solucién algebraica. Para ello descubrié la
formula con la que se calcula el tamaifio de las dos circunferencias resultan-
tes que son solucién del problema. El tamafio de una circunferencia viene
dado por su radio, pero esta férmula se expresa en funcién de las curva-



2 INTRODUCCION

turas (1/radio) de las circunferencias tangentes entre si. En concreto, se
obtiene una ecuacién de segundo grado y que cuando tiene dos soluciones
reales, que seran las curvaturas de las nuevas circunferencias tangentes a las
tres propuestas y que son solucion del problema. En ocasiones, la ecuaciéon
tiene como solucién ntmeros negativos para la curvatura de los circulos,
en este caso se toma como curvatura el valor absoluto del nimero negati-
vo y se obtiene un circulo que contiene a los tres de parida. Mas tarde en
1936 Fedrerick Soddy (Inglaterra, 1877-1956), hizo un estudio acerca de esta
férmula. No entraremos ahora en més detalles sobre esta férmula ya que, al
ser una parte béasica del estudio de los empaquetamientos de Apolonio, sera
abordada a lo largo del trabajo con mayor profundidad.

Es facil darnos cuenta que no ha sido un tema muy estudiado a lo largo
de la historia, y que no ha sido abordado por grandes matemaéticos. No
obstante, en la actualidad, gracias a nuevos estudios, se ha podido comprobar
que los empaquetamientos de Apolonio aparecen en muchas ramas de las
matematicas como la geometria euclidiana, la geometria fractal y teoria de
la medida, las transformaciones de Mobius y el plano hiperbdlico, la teoria
de grupos y la teoria de nimeros. Ademds se puede resaltar la relacion de
este objeto matematico con la teoria de nudos mediante el uso de un enfoque
politépico, como se muestra en la tesis doctoral [11]. Por otro lado, se utiliza
en ambitos de la vida real como, por ejemplo, la navegacion de barcos.
A lo largo de este trabajo se abordard, como el propio titulo indica, los
principales conceptos sobre los empaquetamientos de Apolonio y su relacion
con la teoria de niimeros y la geometria. A continuacién, se proporciona una
pequena introduccién a lo que se va a tratar en cada capitulo del trabajo.

1. Para comenzar con el trabajo, se va a enunciar el problema geométrico
conocido como problema de Apolonio. Este problema es fundamental
para la definicién del objeto matematico sobre el que se desarrolla el
trabajo: Los empaquetamientos de Apolonio. Por otro lado se abor-
daran los diez casos particulares de este problema y se expondra su
solucién, con mayor o menor profundidad en funcién de su dificultad.

2. En el capitulo 2 se introducen los conceptos basicos de los empaqueta-
mientos de Apolonio: definiciones esenciales, principales propiedades y
el procedimiento para la construccién de los mismos. Ademds, incluye
un apartado sobre la férmula de Descartes, que se explica y demues-
tra con todo detalle. Para terminar se incluyen algunos ejemplos de
empaquetamientos de Apolonio, para asimilar mejor el concepto.

3. En el tercer capitulo, se presentan los principales aspectos de los empa-
quetamientos de Apolonio aplicados a la teoria de niimeros. Incluye los
conceptos de grupo de Apolonio y raices cuddruples, para posterior-
mente abordar la teoria de reduccién. Se realiza un estudio sobre las



curvaturas de las circunferencias, para en particular contar el niimero
de circulos de un empaquetamiento teniendo en cuenta o no su multi-
plicidad.

Respecto al ultimo capitulo, se incluye la definicién del objeto conocido
como circulo de Ford, el cual se define a partir del concepto de empa-
quetamiento de Apolonio. Ademés, se relaciona este concepto con la
sucesion de Fibonacci, introduciendo resultados que muestran diferen-
tes relaciones entre el conjunto de los circulos de Ford y los ntimeros
de Fibonacci.
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Capitulo 1

El problema de Apolonio

En este primer capitulo del trabajo, se dard una pequena introduccion
al problema enunciado por Apolonio, un problema muy interesante de la
geometria cldsica y que no se estudia mucho. Ademas, se incluye el desglose
del problema en diez subproblemas planteados por Apolonio, de los cuales se
realizara un profundo estudio de algunos, mientras que otros se enunciaran
Unicamente detallando alguna propiedad. Para su redaccién, me he apoyado
en el articulo [9] o en el video divulgativo [12].

1.1. Enunciado del problema

Dados tres objetos distintos en el plano, cada uno de los cuales puede ser
punto, recta o circulo, construir una circunferencia que sea tangente a los
tres objetos dados (o los contenga en el caso de los puntos).

Este problema se considera uno de los problemas mas famosos de la
geometria. Fue enunciado y resuelto por Apolonio de Perga en su obra des-
aparecida “Tangencias” en el ano 200 a.C. aproximadamente. Es obvio que
existen muchas combinaciones entre los tres tipos de objetos que generan di-
ferentes casos del problema. Por otro lado, cada caso del problema presenta
un numero diferente de soluciones. Normalmente el método de resolucién de
estos problemas se basa en la biisqueda del centro del circulo que resuleve el
problema. Esto se abordara més en particular para cada caso en la siguiente
seccion.
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1.2. Los 10 problemas de Apolonio

En concreto, Apolonio dividié el problema. en diez casos, conocidos como
Los 10 problemas de Apolonio, cada uno de una dificultad diferente y que
se clasifican segin una escala de complejidad, que tiene cinco niveles. Los
casos 1 y 2 corresponden al nivel primer nivel de dificultad, los 3 y 4 forman
el segundo nivel de complejidad, el tercer nivel estd compuesto por los casos
5,6 y 7, mientras que el 4 nivel incluye los casos 8 y 9. Por ultimo el caso
10 es el tnico que pertence al quinto nivel de dificultad. Normalmente, los
casos que mas circulos incluyen son de mayor complejidad.

Nota 1.2.1. Como he mencionado, por desgracia, los libros sobre tangencias
de Apolonio se encuentran perdidos pero a través de los libros de Pappus de
Alejandria (S.IV d.C.) se puede saber que Apolonio pudo resolver los nueve
primeros. El ultimo sobre tres circulos y el de més dificultad se cree que fue
resuelto por el brillante matematico inglés Isaac Newton(1642-1727).

Notacion 1.2.2. Escribiremos P, R y C para referirnos respectivamente a
puntos, rectas y circulos. Esta notacion aparece a lo largo de todo el texto
recurrentemente.

A continuacion, se van a enumerar los diez casos propuestos por Apolonio
con sus principales particularidades y en algunos casos se resolveran los
problemas de una forma més detallada.

Notacion 1.2.3. Escribiremos PP P para referirnos al caso en el que se toman
tres puntos inicialmente y andlogamente en el resto de casos.

Nota 1.2.4. Durante todas las figuras de esta seccién los elementos iniciales
de cada problema se identifican con el color rojo, mientras que las soluciones
con el color verde. Los pasos auxiliares se identifican mediante el color negro.

1. PPP
Dados tres puntos P, P> y Ps, que no estén alineados, ya que en caso
contrario el problema no tendria solucién, vamos a buscar un circulo
que pase por los tres. Para resolver este caso se utilizan técnicas de
geometria bésica y los conceptos de mediatriz o circuncentro. Este
caso admite una tnica solucién. Consideramos el tridngulo Py P, Py y
obtenemos el circuncentro O del triangulo. Ahora, por la definicion
de circuncentro sabemos que el triangulo esta inscrito en el circulo
(4 de centro O y de radio OP;. C7 contiene todos los vértices que
son los puntos dados, por lo que hemos llegado a una solucién del
problema ya que hemos encontrado un circulo que contiene a Pj, P»
y P;. La unicidad viene determinada por el hecho de que cualquier
otra circunferencia que pase por los tres puntos, su centro debe estar
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a la misma distancia de los tres y por tanto pertenecer a las tres
mediatrices.

Figura 1.1: Resolucién grafica del problema PPP

2. RRR
Dadas tres rectas Ry, Ro y R3, que no sean todas paralelas (ya que
en caso contrario no existiria solucién), hay que encontrar un circulo
que sea tangente a las tres. El método de resolucién es muy similar al
anterior y se basa en los conceptos de bisectriz, incentro y excentro.

Recordamos que el incentro de un tridngulo es el punto en el que
se cortan las tres bisectrices de sus angulos internos y es el centro del
circulo inscrito en el tridngulo, tangente a sus tres lados. Por otro lado,
un excentro es el punto en el que se cortan las bisectrices de los dos
angulos externos del tridngulo (formado por un lado y por la extensién
de los otros dos) y por la bisectriz del vértice opuesto al mismo lado.
Siendo el centro del circulo exinscrito, que es tangente al lado y a las
respectivas prolongaciones de los otros dos lados.

A diferencia del anterior, distinguimos 2 casos:

a) Ninguna de las rectas es paralela entre si. En este pri-
mer caso existen 4 posibles soluciones. Definimos por ABC' el
triangulo que forman las tres rectas dadas siendo A = Ry N Ro,
B = RyN Ry y C = R33N Ry. Si tomamos las bisectrices del
tridngulo ABC se cortan en el incentro O1 y que es el centro del
circulo inscrito. Para hallar el radio de la circunferencia debemos
conocer los puntos de tangencia, con hallar un tnico punto de
tangencia valdria. Sea R4 una recta perpendicular a R3 que pase
por O1 y tomamos P; = R3 N Ry, entonces el segmento O1 P es
el radio buscado. Asi que finalmente tenemos que el circulo Cyde
centro O1 y radio O1P; es la primera solucién del problema, ya
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que es tangente a los tres lados del tridangulo y por lo tanto a las
tres rectas Ry, R v Rs.

Respecto a las otras tres soluciones de este caso, son analogas y
se resuelven todas del mismo modo asi que solo se va a explicar
como hallar una. Tomamos las bisectrices exteriores de los angu-
los B y C y la bisectriz interior de A. El punto interseccién de las
tres bisectrices (se demuestra facilmente que estas tres rectas pa-
san por el mismo punto) es uno de los tres excentros del tridngulo
que llamaremos Os. De la misma forma que hemos hecho en la
primera solucién determinamos el radio de C5. Repitiendo este
procedimiento para los otros excentros podemos definir las otras
dos soluciones del problema C3 y Cjy.

Figura 1.2: Resolucién gréfica del problema RRR caso a).

b) 2 rectas son paralelas entre si. Para este caso particular tni-
camente existen 2 soluciones. Supongamos que R; y Ra son para-
lelas, mientras que R3 es una recta secante a las otras dos. Consi-
deramos, los puntos de interseccién de las rectas P = R{ N Rg y
P, = Ry N R3. Ahora tomamos las dos bisectrices de los angulos
que forman las rectas con vértices P, y P», que ademas se en-
cuentran entre las dos rectas paralelas, y la recta paralela a R;
vy R, que tiene la propiedad de que estd a la misma distancia de
las dos rectas, y que denotaremos como Ry. Las intersecciones de
las bisectrices con la nueva recta R4 son los centros de los circulos
que son soluciéon al problema, a los que llamaremos O1 y O2. Para
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definir los radios, procedemos como en el caso anterior. Podemos
comprobar, dado la sencillez de la resolucién, que la hipdtesis de
que dos de ellas sean paralelas simplifica el problema.

\ R1 P1\/

R3
o1 02

C1

C2
R2

A% \

Figura 1.3: Resolucién gréfica del problema RRR caso b).

En estos dos primeros problemas se consideran los mas sencillos, en concreto
pertenecen al nivel uno de la escala de dificultad. Por esta razén, su solucion
es bien conocida y la hemos recordado con todo detalle. En este nivel de
dificultad, no hay ninguna circunferencia y los tres elementos son del mismo
tipo (tres punto o tres rectas).

3. PPR

Este caso pertenece al segundo nivel de complejidad y su resolucién
depende de conceptos geométricos mas avanzados, en concreto, sobre
tangencias. En general, presenta dos posibles soluciones. Considera-
mos dos puntos P; y P» y la recta R. Las soluciones tienen la pro-
piedad de que los centros se encuentran en la mediatriz del segmento
que une los dos puntos, porque el centro tiene que estar a la mis-
ma distancia de los dos. Por otro lado, hay que definir los puntos de
tangencia con la recta, que deben cumplir la relacién de equivalencia
MT? = MT? = MP; x MP,, donde M es la interseccién de el rayo
P P, con R. Para ello se hace uso de la definicién de un circulo auxiliar,
con centro en la mediatriz y que pase por P; y P» y una recta tangente
a este circulo que pase por M y llevar la distancia del segmento MT,
donde T es el punto de tangencia, a R, para asi determinar los puntos
de tangencia T7 y 15 de las soluciones. Una vez definidos los puntos
de tangencias usando rectas perpendiculares hallamos los centros solu-
cién. Para una comprensién mas precisa se incluye la figura 1.4 donde
se da una resolucién grafica al problema.
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C2

o1 C1

T1

Figura 1.4: Resolucion gréfica del caso general de PPR

El problema 3 presenta dos casos particulares, cuyo razonamiento es
mucho mas sencillo y no necesita una explicacién en profundidad:

a) Uno de los dos puntos pertenece a la recta. Para este caso
la solucién es tinica, el centro es la interseccién de la mediatriz del
segmento que une los dos puntos dados y la recta perpendicular
que pasa por el punto contenido en la recta. Véase la figura 1.5a.

b) Los dos puntos se encuentran a la misma distancia de
la recta. Existe una tnica solucién. El centro de la solucién es
la interseccién de la mediatriz del segmento que une los puntos
dados y la mediatriz del segmento que une uno de los puntos con
el punto interseccién T' de la mediatriz del segmento que une los
puntos con la recta dada. Ademaés T es el punto de tangencia. Se
puede comprobar su resolucion en la figura 1.5b.

P2 T
(a) (b)

Figura 1.5: Casos particulares del problema PPR
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Por 1ltimo, la recta dada divide el plano en dos semiplanos y es nece-
sario que los dos puntos pertenezcan al mismo semiplano ya que sino
el problema no tiene solucién.

4. PRR

Se considera que este caso es de la misma dificultad que el problema
PPR. Consideramos dos rectas R; y Ro y un punto P. Los centros de
las soluciones deben pertenecer a la bisectriz del angulo que forman las
dos rectas y ademas debe contener al punto dado y por lo tanto a su
punto simétrico P’ respecto de la bisectriz. Esta 1ltima propiedad nos
lleva al caso anterior PPR, en concreto, el punto dado, su simétrico
y cualquiera de las dos rectas. Para su resolucién se procede como
en el problema 3. Casi siempre tiene solucién, ya que los dos puntos
del nuevo problema se encuentra en el mismo semiplano. Si el punto
pertenece a la interseccién de las dos rectas no existe solucién.

Figura 1.6: Resolucion gréfica del caso general de PRR

Este problema tiene 3 casos particulares cuya construccién es muy
sencilla y que se dejard indicada a continuacién:

a) Las dos rectas son paralelas. El punto debe estar entre las
dos rectas para que tenga solucion. Los centros de los circulos
solucién vienen dados por la interseccién del circulo de centro el
punto dado y radio r que es igual a la mitad de la distancia entre
las dos rectas R; y Ro. En el caso que el punto pertenezca a una
de las dos rectas solo existe una solucién. Véase la figura 1.7a.

b) El punto pertenece a una de las rectas secantes. Los cen-
tros de los circulos solucién son los puntos de interseccién de las
bisectrices con la recta perpendicular a la que pertenece el punto
y que lo contiene. Véase la figura 1.7b.

¢) El punto pertenece a la bisectriz del dngulo que forman
las rectas. Calculamos la recta perpendicular a la bisectriz y
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que pasa por P. Consideramos el punto de corte M con una de
las rectas, y la circunferencia con centro en M y radio M P. Los
puntos de corte con R; son los puntos de tangencia y por lo
tanto los centros son la interseccion de la perpendicular a R; en
los puntos de tangencia con la bisectriz. Véase la figura 1.7c.

Figura 1.7: Casos particulares del problema PRR

Los problemas 3 y 4 pertenecen al segundo nivel de dificultad donde todavia
no hay ningtn circulo involucrado pero los elementos son de dos puntos
diferentes (dos puntos y una recta o un punto y dos rectas). Los problemas
5, 6 y 7 pertenecen tercer nivel de dificultad, que corresponde a los tres casos
donde uno de los elementos es un circulo (y los otros dos o bien dos puntos,
dos rectas o un punto y una recta).

5 PPC
Para este problema existen cuatro casos bien diferenciados en funcién
de la posicién de los puntos respecto al circulo. Cada caso tiene un
numero de soluciones diferente y tiene un método de resoluciéon par-
ticular. A continuacién, se aborda cada uno de ellos detalladamente.
Consideramos aqui dos puntos P; y P> y el circulo C.

a)

Un punto pertenece al interior del circulo y el otro no.
En este caso no existe solucién. Esto sucede debido a que todos
los circulos que pasan por los dos puntos cortan al circulo dado.

Los dos puntos pertenecen o no al interior del circulo.
Realmente son dos casos pero se resuelven de forma similar y se
consideran como uno. Al igual que para el problema PPR exis-
ten dos posibles soluciones que se encuentran en la mediatriz del
segmento que une los dos puntos. Para su resolucién se utilizan
los conceptos de eje radical y centro radical, los cuales son esen-
ciales para determinar los puntos de tangencia de la solucién.
Apoyandonos en la figura 1.8 vamos a detallar el razonamiento
de la solucion. Recordamos que el eje radical de dos circulos es
el lugar geométrico de los puntos que tienen la misma potencia
(valor obtenido al multiplicar las longitudes de los segmentos de
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una recta que corta a la circunferencia y pasa por dicho punto)
respecto de ambas circunferencias. Considerando los circulos dos
a dos, los ejes radicales, se cortan en el lugar geométrico llamado
centro radical. Los centros solucion se encuentran en la media-
triz del segmento P, P, y por otro lado la recta que pasa por P;
y Py es el eje radical de las dos soluciones. Se traza un circulo
auxiliar que pase por Py y P> y que corte a C, entonces el eje
radical de estos dos circulos y de los circulos solucién definen el
centro radical R. Razonando como en el problema 3, hallamos las
tangentes desde R al circulo dado que determinan los puntos de
tangencia 17 y T5. Los centros solucién son la interseccién de las
rectas OT} y OTs con la mediatriz del segmento P Ps.

Figura 1.8: Resolucién gréfica del caso b) de PPC

¢) Uno de los dos puntos pertenece al circulo. La solucién es
unica y la construccién es muy sencilla. Al igual que en (b) no
importa si el otro punto esta en el interior o exterior del circulo,
se resuelven de la misma forma. Sean P; y P dos puntos de tal
forma que uno de los dos pertenece al circulo C'. Supongamos
que P; pertenece a C'. Consideramos el segmento que une los dos
puntos y construimos su mediatriz M. El centro solucién debe
pertenecer a ella, ya que buscamos un punto que este a la misma
distancia de los dos. Construimos la recta R que pasa por el cen-
tro O de C'y P, y consideramos la interseccion de las dos rectas
01 = RN M, que es el centro del circulo que buscamos y por lo
tanto hemos terminado.



14

d)

CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE APOLONIO
C1

C
R '
Figura 1.9: Resolucién gréfica del caso c¢) de PPC

Los dos puntos pertenece al borde del circulo. Al igual que
para el caso (a) no existe solucién, ya que todas las que contienen
los dos puntos cortan al circulo inicial.

6. PRC
Respecto a este caso, dada su complejidad solo se va a mencionar el
dato de que la idea, es usar una inversion en la que se usa como polo el
punto dado y potencia arbitraria. La posicién de los objetos, si se cor-
tan o no y si son tangentes o no generan multitud de casos particulares,
algunos de ellos se describen sin mayores detalles a continuacién.

a)

El punto es exterior al circulo y ambos estan situados en
el mismo semiplano definido por la recta dada. Presenta
cuatro soluciones y es el de mayor dificultad. Aun asi se considera
el caso general.

El punto se encuentra en el interior del circulo y la recta
no es secante. No existe solucién ya que cualquier tangente a
la recta que pasa por el punto es secante al circulo.

El punto y el circulo se encuentran en distintos semipla-
nos de los que la recta divide el plano. No existe solucién
ya que cualquier circulo tangente a el circulo original y que pase
por el punto dado corta a la recta.

La recta es secante al circulo y el punto se encuentra en el
exterior o interior. Este caso presenta dos posibles soluciones
al problema.

La recta es tangente al circulo. La solucién es tnica. A excep-
cion de dos subcasos, el primero se da cuando el punto es exterior
al circulo y ambos estan situados en el mismo semiplano, enton-
ces existen tres posibles soluciones. Mientras que el segundo tiene
infinitas soluciones y ocurre cuando la recta y la circunferencia
son tangentes en el punto original.
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/) El punto pertenece al circulo. Presenta dos soluciones, sea la
recta secante o no.

g) El punto pertenece a la recta. Sea la recta secante o no,
presenta dos posibles soluciones, al igual que en el caso anterior.

Las indicaciones para la resolucion del problema no se van a incluir pe-
ro si el lector esta interesado puede consultar la de (a), ya que es el més
general, junto con su representacién gréfica en [9, pdg 66, problema
8]. El resto de casos se procede de la misma forma, pero la dificultad
disminuye.

7. RRC

Para resolver este caso se recurre a disminuir el radio del circulo dado
hasta convertirlo en un punto (su centro). A partir de aqui las rec-
tas dadas R; y Rs debidamente trasladadas segin vectores opuestos a
una distancia igual al radio dan un conjunto de cuatro pares de rectas,
R\R,, R/R,, R\Rl y R|R]. Esto permite reducir el problema al ca-
so PRR, generando cuatro problemas reducidos y obtener hasta ocho
posibles circulos solucién (dos posibles por cada problema reducido),
ya que normalmente los centros de los circulos solucién de este pro-
blema reducido son los mismos que lo del problema original. Por otro
lado, los radios de la solucién original son los del problema reducido
sumando o restando el radio del circulo dado, en funcién del par de
rectas que elijamos. No obstante, no siempre son vélidas las soluciones,
unicamente lo son en los casos en los que las bisectrices del problema
reducido y original coinciden. Este problema tiene la particularidad
de que siempre presenta solucién y al igual que para el caso anterior
existen muchos casos con diferentes nimeros de soluciones. A conti-
nuacién se realiza un pequeno estudio de algunos de ellos tratados de
forma ma&s general.

a) Las rectas son secantes al circulo y se cortan en el interior
o en el exterior. Estos casos presentan ocho soluciones, ya que
se consideran los cuatro problemas reducidos.

b) Una recta tangente y otra secante al circulo. Las rectas
se cortan en un punto distinto al de tangencia. Este caso
presenta seis posibles soluciones.

¢) Las dos rectas son paralelas. Este caso puede presentar mu-
chos subcasos que no se van a incluir, pero puede tener seis, cuatro
o dos soluciones en funcién de la posiciéon de las rectas con res-
pecto al circulo. En este caso toma un papel muy importante el
hecho de considerar los circulos de radio infinito como rectas.

d) Las dos rectas se cortan y son exteriores al circulo origi-
nal. Este caso es el mas comiin cuando se propone este problema
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y presenta cuatro soluciones. Para su resolucién se procede como
se ha indicado tomando como pares de rectas las dos paralelas
exteriores R} R}, que razonando como en el caso PRR y reajus-
tando los radios nos proporciona las dos primeras soluciones como
se puede ver en la figura 1.10. Para las otras dos posibles solu-
ciones se considera el par de rectas paralelas interiores R{Rj y
se procede de la misma forma con la diferencia de sumar el ra-
dio en vez de restarlo. Las otras dos combinaciones de las rectas
trasladadas, es decir, R| R o R/Rf no proporcionan soluciones
vélidas ya que los centros solucién no se encuentran en la bisectriz

definida por Ry y Ro.

Figura 1.10: Resolucién gréfica del caso d) de RRC

e) Las dos rectas se cortan en un punto que pertenece al
circulo. Para este caso existen dos subcasos, el primero ocurre
cuando las dos rectas son secantes al circulo y tiene cuatro so-
luciones. Por otro lado cuando una de las rectas es tangente al
circulo inicamente presenta dos soluciones.

Los problemas 8 y 9 pertenecen al cuarto nivel de dificultad donde siempre
hay involucrados dos circulos mientras que el tercer objeto es o bien un
punto o una recta. La resolucion de estos casos es de alta dificultad, por lo
que solo se aportaran datos caracteristicos interesantes.

8. PCC
Para la resolucién de este caso se basa en el mismo planteamiento que
el caso PRC, es decir, considerar la inversién mencionada de poten-
cia arbitraria. Posteriormente se procede a aplicar la inversion de los
elementos dados, resolucién por tangentes comunes y construccién de
las soluciones gracias a la reciprocidad de la inversiéon. Generalmente
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tiene cuatro soluciones, aunque presenta diferentes casos, algunos de
ellos han sido descritos en las siguientes lineas.

a) Los circulos son exteriores y el punto exterior a ellos.
Este caso se considera el caso general ya que a partir de este se
pueden resolver el resto. Tiene cuatro soluciones. Su resolucién
con todo detalle se puede consultar en [9, pag 65, problema 6].

b) Los circulos son secantes. Normalmente presentan dos solu-
ciones. Aunque en el caso que el punto sea uno de los de la inter-
seccion entre los dos circulos, no presenta solucion.

c) El punto pertenece a uno de los circulos. Cuando ocurre
esto el problema tiene por lo general dos soluciones aunque exis-
ten excepciones. En los siguientes tres casos el problemas tiene
solucién nica:

= Los circulos son tangentes exteriores.

= Un circulo es interior al otro y el punto pertenece a este y
obviamente es interior al otro.

= Son tangentes interiores y el punto pertenece al circulo que
esta en el interior del otro circulo.

Por 1ltimo, si los circulos son tangentes y el punto es el de tan-
gencia tiene infinitas soluciones.

d) Un circulo es interior al otro y el punto es interior o
exterior a ambos. Este caso no admite solucién ya que todas
las posibles soluciones tangentes a la de dentro son secantes al
circulo exterior.

9. RCC

La idea para resolver este problema es realizar una serie de ajustes y
transformaciones, para reducirlo al problema PRC. Para ello se con-
sidera el centro del uno de los circulos como el punto, al otro circulo
se le suma el radio del primero, dando lugar a uno mas grande y se
considera la recta paralela a la original, que se aleje del punto la dis-
tancia equivalente al radio del primer circulo. Una vez definido el caso
PRC con los objetos previamente determinados se resuelve como se
ha resuelto anteriormente este caso. Para terminar, como los centros
solucién coinciden con los del problema original. Por ello con realizar
el ajuste de los radios llegamos a la solucién buscada. El niimero maxi-
mo de soluciones es ocho a excepcién del caso donde presenta infinitas
soluciones. A continuacién se exponen algunos de los casos posibles y
su nimero de soluciones como se ha hecho a lo largo del trabajo.

a) Los tres objetos son exteriores o secantes entre si. Pre-
senta ocho soluciones posibles.
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b) Los circulos se encuentran en distintos semiplanos defi-
nidos por la recta o los circulos estan contenidos el uno
en el otro y la recta es exterior. Estos casos no presentan so-
lucién ya que cualquier solucién posible y tangente a dos objetos
corta o no es tangente al tercero.

¢) Los circulos tangentes y la recta tangente en el punto de
tangencia. Estos casos son especiales ya que presentan infinitas
soluciones.

El resto de casos posibles presentan dos, cuatro o seis soluciones y no
se van a incluir ya que existen demasiados y no se considera el objetivo
del trabajo.

Se puede observar que los problemas del nivel 4 de dificultad se resuelven
modificando el problema mediante transformaciones para reducirlo a uno
mas simple ya abordado. Por dltimo, se va a abordar el problema que perte-
nece al quinto nivel de complejidad y es el de mayor dificultad, es el caso en
el que se consideran inicialmente tres circulos. Dada su complejidad no se
va a describir detalladamente y tinicamente nos vamos a centrar en el caso
que estos sean tangentes dos a dos, que es el objetivo final del trabajo.

10. CCC

Para resolver el problema debemos realizar una serie de ajustes que nos
llevan reducir el problema al caso PCC. Para ello, se consideran tres
circulos de centros Oy, O2 v O3 con sus respectivos radio r1, 1o y 73.
Para el problema modificado se consideran los circulos de centros Oy y
0o, con radios 1 + 13y ro+173 011 — T3 ¥ 79 — r3 respectivamente y el
punto Os. Una vez realizado estas transformaciones se puede comenzar
a resolver el problema como si fuese el caso PCC. Se recomienda al
lector consultar el video [13], donde se ofrece una solucién detallada
de la solucién del caso mas comun de este problema, aquel donde los
tres circulos son exteriores. Existen muchos casos particulares y cada
caso tiene un numero de soluciones diferentes. Hay casos en los que
hay hasta ocho soluciones (cuatro para cada reduccién al caso PCC)
y otros en los que no hay solucién, algunos de ellos se muestran a
continuacién:

a) Los tres circulos son exteriores o los tres son secantes
entre si. Este casos presenta ocho soluciones y es el de mayor
dificultad.

b) Los tres circulos son concéntricos o dos son concéntricos
y uno exterior. Este caso no tiene solucién.
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¢) Los circulos son tangentes entre si en el mismo punto.
Existen infinitas soluciones para este posicionamiento de los circu-
los.

El resto de opciones tienen dos, cuatro o seis soluciones. El estudio del
trabajo se va a centrar en el caso en que los tres circulos son tangentes
dos a dos, que presenta dos soluciones, y es conocido como problema
fundamental de Apolonio. Se aborda su solucién con profundidad en
la seccion 2.1.

A medida que se ha ido escribiendo el capitulo se ha llegado a la conclusion
final de que a mayor nimero de circulos involucrados, mayor es la dificultad
del problema.

Nota 1.2.5. Se puede consultar la solucién detallada, si fuese necesario, del
caso general de cada uno de estos diez problemas la lista de reproduccién de
youtube [14], donde aparece cada solucién explicada paso a paso con todo
detalle. Contiene exactamente once videos uno para cada problema y uno
de introduccioén en cada caso.

Nota 1.2.6. Como curiosidad, estos 10 problemas aparecen recurrente en el
area del dibujo técnico y su resolucién es béasica en cualquier grado relacio-
nado con este area. Esto nos da una visiéon de lo importante que son las
matematicas en cualquier ambito de la vida, en este caso en el de las artes
plasticas.
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Capitulo 2

Conceptos basicos sobre
empaquetamientos de
Apolonio

A lo largo de este capitulo se introducen las principales nociones y pro-
piedades sobre los empaquetamientos de Apolonio, para poder comprender
y demostrar la mayoria de resultados expuestos en el trabajo. Para la redac-
cién de este capitulo me he apoyado principalmente en [3] y [6].

2.1. Definicién y construccion

Como se ha expresado durante la introduccién la base de nuestro trabajo
es el problema de Apolonio, particularmente el caso en el que se consideran
tres circulos tangentes dos a dos, en concreto estamos ante un caso particu-
lar del décimo problema de Apolonio propuesto en la seccién 1.2 y que es
conocido como problema fundamental de Apolonio.

Teorema 2.1.1. (Problema fundamental de Apolonio) Dados tres circulos
tangentes dos a dos Cy,Co,Cs, entonces existen exactamente dos circulos
Cy, Cs, tangentes a los tres.

Para su demostracién antes se van a introducir una serie de nociones:

Definicion 2.1.2. Una inversién circular de un punto P con respecto a
un circulo C' con centro O y radio r es el punto P’ que se encuentra en el
rayo OP y que cumple la ecuacién r? = d(O, P)d(O, P'). Se llama centro
de inversion a O, que es el centro del circulo C.

21
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En este apartado consideraremos la inversién circular de conjuntos de
puntos (por ejemplo rectas y circulos). La propiedad més importante de

Figura 2.1: Inversién de un punto respecto de C'

esta transformacién es que si volvemos a realizar una inversién respecto al
punto invertido obtenemos el punto original y como consecuencia directa,
lo mismo ocurre para cualquier objeto geométrico. Esta propiedad de que
la inversa sea la propia transformacién, es muy importante a lo largo de la
prueba del Teorema 2.1.1 y sus respectivos lemas.

Notacion 2.1.3. La aplicacién inversién circular respecto del circulo C se
escribird como I¢.

Lema 2.1.4. La inversion circular de dos puntos P y (Q con respecto al
circulo C' de centro O y radio v conserva los dngulos entre los puntos. Es
decir, que si Ic(P) = P y Io(Q) = Q', entonces los tridngulos OPQ vy
OQ'P’ son semejantes. Ademds,

/POQ = —/Q'OP/,
Z0QP = —/0P'Q, (2.1)
/QPO = —/P'Q0.

Demostracion. De la definicién de inversién circular,

r? = d(O, P)d(O, P
r? = d(0,Q)d(0,Q")

donde r es el radio de C respecto al cual se invierten los puntos. Entonces

d(0, P)d(0,P") =d(0,Q)d(0,Q"). y por lo tanto,

d0,P) _d(0,Q")

d(0,Q)  d(0,P)

Es claro gracias a la figura 2.2 que ZPOQ = ZP'0OQ' = —ZQ'OP'. Utili-
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zando lo anterior sabemos si que k = j((gy’g,)) = j((oo”g,)) tenemos que,

d(O, P) = kd(0,Q")

d(0,Q) = kd(O, P)

ZPOQ = —ZQ'OP".
se cumplen las condiciones de semejanza [10, pag 44, 6.2] y por lo tanto los
triangulos OPQ y OQ’' P’ son semejantes. Haciendo uso la semejanza de los

tridngulos y teniendo en cuenta la orientacién de los dngulos tenemos que
los angulos cumplen

/OQP = /Q'P'O = —/OP'Q,
/QPO = L0Q'P' = —/P'QO.

Con esto queda probado (2.1) y hemos terminado la prueba. O

-

Figura 2.2

La prueba de este lema no se va incluir en el trabajo, pero se basa en la
definicién de inversion circular y en conceptos de geometria basica. Se puede
encontrar con todo detalle en

Lema 2.1.5. Sea C un circulo de centro O. La inversion respecto a C de
una recta I que no pasa por O, Ic(l), es un circulo que contiene a O y la
inwversion de un circulo que pasa por O es una recta que no pasa por O.

Demostracion. Sea [ una recta que no pasa por el centro de inversién O.
Tomamos ahora la recta perpendicular a [ que pasa por O que llamaremos
tysea P=1Nt. Sea P’ la imagen de P a través de la inversién circular
respecto a C. Es facil observar que cada vez que cogemos un punto de la
recta [ que se aleja de O, su imagen se acerca a O. De esto se deduce que la
imagen de [ no puede ser una recta. Sea @) cualquier otro punto de [ y @’ su
imagen por la inversion.
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Figura 2.3: Inversion de P y @) con respecto de C'

Aplicando el lema 2.1.4 tenemos que los tridngulos OPQ y OQ'P’ son
semejantes. Por construccién ZOPQ es recto y como consecuencia del lema
tenemos que, ZOPQ = —Z0Q' P’ y por lo tanto ZOQ’ P’ es un angulo recto.
Ahora ZOQ' P’ est4 inscrito en un circulo con didmetro OP’ de manera que
Q' pertenece al circulo y como consecuencia la imagen de [ estd contenida
en un circulo de didmetro OP’.

Figura 2.4: Representacién del circulo de didmetro OP’ que contiene a @

Se puede comprobar que deshaciendo la inversiéon todo punto del circulo
tiene su preimagen en [, por lo que la imagen de [ es el circulo de didametro
OP’. Razonando de la misma manera pero en sentido contrario, se puede
demostrar que la imagen de un circulo a través de la inversién circular es
una recta al invertir la construccién anterior. O

Lema 2.1.6. Sea C un circulo de centro O. La inversién respecto a C de
un circulo C1 que no pasa por O, Ic(C1), es un circulo que no pasa por O.

Demostracion. Existen tres casos bien diferenciados, cuando C; esta dentro
de C, cuando C tiene algin punto en comtun con C', y cuando Cy esta fuera
de C. Veamos en primer lugar el primer caso. Sea O1 y O los centros de C' y
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C respectivamente. Tomamos el rayo OO1, y consideramos las intersecciones
del rayo con C7 que seréan Py Q. Entonces, si P’ es el inverso de Py Q' el
de @ los dos pertenecen al rayo OO;. Sea T un punto cualquiera de Cy y T”
su inverso respecto de C'. ZPT'@Q es un angulo recto ya que esta inscrito en
un semicirculo. Debemos ver que ZP'T'Q’ es también recto, ya que estaria
inscrito en un circulo con didmetro P'Q)’ y T” estaria en ese circulo.
Procediendo como en el lema 2.1.5 y por ello aplicando el lema 2.1.4, los
tridngulos OPT y OT' P’ son semejantes. De la misma forma los tridngulos
OQT y OT'Q’ también son semejantes. Para poder comprender de mejor
manera el curso de la demostracion se incluye en la siguiente figura los ob-
jetos definidos hasta el momento.

Figura 2.5: Inversion de C; con respecto de C'

Entonces ZOPT = ZOT'P’, pero ZOPT es exterior y por lo tanto la
suma de los dos angulos interiores opuestos, es decir, ZOPT = ZPQT +
/PTQ. De la misma forma Z0QT = Z0T'Q’ porque los tridngulos OQT
y OT'Q’ son semejantes. Reagrupando todo lo anterior tenemos que,

/OPT = /OT'P’
/PQT + /PTQ = L0T'Q + LPT'Q
20QT + /PTQ = Z0QT + /P'T'Q
/PTQ = /P'T'Q

Como ZPTQ es recto, entonces ZP'T'Q’ debe ser también recto.

Por el momento se ha probado que la imagen de todo punto de C; es un
punto de el circulo con didmetro P’'Q’. Ahora debemos ver que la imagen de
(1 es el circulo entero con didmetro P'()’, para ello debemos mostrar que la
preimagen de cualquier punto del circulo con didmetro P’'Q)" es un punto de
C1.

Sea X un punto del circulo de didgmetro P'Q’, consideramos I;'(X). Como
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It = Io, I;1(X) = Io(X) = Y. Solo debemos probar que si ZQ'XP’
es recto entonces ZPY () también. Se procede de la misma forma que para
/PTQ y ZP'T'Q" y se llega a que los dos éngulos son iguales y por lo
tanto queda probado que es recto. Por lo que la imagen de C a través de la
inversién cuando no contiene a O es un circulo exterior que no pasa por O.
Los otros dos casos son muy similares a este, por lo que la demostracién no se
va a incluir ya que se considera un poco repetitivo, siendo el caso del circulo
exterior una consecuencia directa del demostrado. La imagen a través de la
inversién de un circulo que no contiene a O que esta contenido en C' es un
circulo exterior y por lo tanto aplicando otra vez la inversién tenemos que
la imagen de un circulo exterior que no contiene a O es un circulo interior
que no contiene a O por lo que queda probado el tercer caso. ]

Hemos visto que la inversion circular, asigna rectas a rectas o circulos y
circulos a rectas o circulos dependiendo de si el objeto dado pasa o no por el
centro de inversién. Estos lemas muestran que la inversién no es una simple
dilatacion porque los circulos se asignan a rectas y viceversa.

Corolario 2.1.7. Las inversiones circulares conservan las tangencias.

Este corolario es una consecuencia de los lemas anteriores. Del lema 2.1.4
tenemos que se conserva la magnitud de los angulos. Por ello si dos circulos
en este caso son tangentes en un punto con un angulo a entonces la imagen
de estos dos circulos es tangente en el inverso del punto de tangencia con el
mismo angulo «a, pero con la opcién de tener diferente orientacion. Una vez
introducidos estos conceptos podemos abordar la demostracion del Teorema
2.1.1.

Demostracion. (Teorema 2.1.1). Sea C7, Cy, C3 tangentes dos a dos. Sea p el
punto de tangencia entre C7 y Co. Invertimos los tres circulos con respecto
al circulo E centrado en p y de radio r arbitrario. Los circulos Cy y Cs se
asignaran a lineas rectas, ya que pasan por el centro del circulo de inversion,
C] y C%; Ademads estas dos rectas son paralelas ya que solo tienen el punto
p en comun y que la inversién lo envia al infinito. Sin embargo, Cs se envia
al circulo C% tangente a C] y C%, debido a que las inversiones conservan las
tangencias. Vease la figura 2.6.

Ahora es facil comprobar que estamos ante el caso de un circulo tangente a
dos rectas paralelas, que es exactamente el problema de Apolonio ntimero 4
cuya solucién esta incluida en la seccién 1.2. Tiene exactamente dos posibles
soluciones, C} y Cf, que son tangentes a C1, Cy y C4. A continuacién, inver-
timos de nuevo respecto al circulo E, y como ninguna de las dos soluciones
pasa por el centro p, entonces su imagen serdn dos circulos. Si a estos se
le suma que la inversidon conserva las tangencias, entonces hay dos nuevos
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circulos Cy y C5 que son las inversiones respecto de E de C} y Cf y por
lo tanto son tangentes a C7, Co y (3. Hemos demostrado la existencia de
dos nuevos circulos que son tangentes a los tres dados, por lo que hemos
probado el problema. O

Figura 2.6: Inversion de C1, Co, C3

Una vez demostrado el problema fundamental de Apolonio, vemos que

podemos proponer una construccion iterativa, para dar una definicién del
concepto matematico sobre el que va a tratar el trabajo. Para ello partimos
de tres circulos tangentes dos a dos; lo mas comin es que haya un circulo
que contenga a los otros dos, aunque existen variaciones; por ejemplo, que
uno de los circulos se puede reemplazar por una linea recta, en este caso se
considera que ese circulo pasa por el punto en el infinito, este es el caso de
los circulos de Ford, abordados en la seccién 4.
Una vez definimos los tres primeros utilizamos el procedimiento mostrado en
el Teorema 2.1.1, para ir construyendo nuevos circulos tangentes dos a dos y
repetimos este razonamiento de forma recursiva sobre los circulos resultantes
de la anterior iteracién para cada eleccion de tres circulos. Finalmente llega-
remos a obtener un conjunto infinito de circulo que es el objeto matematico
que estudiaremos. Una vez explicado como se construyen podemos dar una
definicién al concepto.

Definicién 2.1.8. Un fractal es un objeto geométrico en el que una misma
estructura, fragmentada o aparentemente irregular, se repite a diferentes
escalas y tamanos.

Definicién 2.1.9. Un empaquetamiento de Apolonio es un fractal que
esta compuesto por circulos, y que se construye a partir de conjuntos de tres
circulos. De tal forma que, para cada conjunto de tres circulos en el empaque-
tamiento existe exactamente dos circulos distintos en el empaquetamiento
que son tangentes a los tres circulos considerados.
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A continuacién, se incluye en la figura 2.7 un ejemplo de un empaqueta-
miento de Apolonio para obtener una mejor comprensién y més visual del
concepto.

A
YTy
AN N4

Figura 2.7: Ejemplo de empaquetamiento de Apolonio.

2.2. Foérmula de Descartes

Para poder seguir avanzando en el estudio de los empaquetamientos de
Apolonio es necesario comprender los conceptos de curvatura de un circulo y
de configuracién de Descartes ya que se van a utilizar a lo largo del trabajo.

Definiciéon 2.2.1. La curvatura de un objeto geométrico viene a medir
lo lejos que esta el objeto de ser plano (o lineal). En el caso de un circulo
podemos definirla como el inverso de su radio: los circulos de radio pequeno
tienen mucha curvatura mientras un circulo de radio infinito podria verse
como una recta.

Definicion 2.2.2. Una configuracion de circulos es un conjunto de cua-
tro circulos.

Definicion 2.2.3. Una configuracién de Descartes es un conjunto de
cuatro circulos tangentes dos a dos, con interiores disjuntos y que estan
correctamente definidos.

Ny
v

Figura 2.8: Ejemplo de Configuracién de Descartes.
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Una vez asimilado el concepto de empaquetamiento de Apolonio, vamos a
introducir un resultado algebraico que nos permite relacionar las curvaturas
de los circulos de cualquier configuracién de Descartes.

Teorema 2.2.4. (Férmula de Descartes) Dada una configuracion de Des-
cartes y sean a,b,c y d respectivamente las curvaturas de cada uno de los
circulos, entonces

1
a2—|—b2—{—02—{—d2:§(a+b+c—l—d)2 (2.2)

Antes de abordar su demostracién se va a introducir una serie de con-
ceptos y resultados para poder abordarla con claridad

Definicién 2.2.5. Se define el producto escalar (C1,Cs), conocido como
producto de Pedoe, de la siguiente forma

(d* — 72 —13)/2r1r9 si C1 y Cy no intersecan

(C1,Ca) = { (2.3)

cos ¢ si C7 y Cs intersecan

donde d es la distancia entre los centros, y r1, 2 son los radios de los circulos
vy ¢ es el angulo bajo el que se produce la interseccion.

Figura 2.9: Elementos del producto de Pedoe.

El producto de Pedoe tiene su origen en el concepto de potencia de dos
circulos introducida por Darboux, que se conoce como producto de Darboux
y se define como,

(d2 — 7”% — T%)/Z si C7 y Co no intersecan
Cl * CQ =

7172 COS ¢ si C1 y Cs intersecan

Considerando la ecuacién de los circulos, (x —a)?+ (y—b)? = r2, con centros
(1,51) ¥ (22, y2), tenemos que d? = (z1 — x2)? + (y1 — y2)?. El producto de
Darboux se puede reescribir de la forma

CyxCy =] + a5+ yi +ys — 11 — 15 — 23135 — 2192
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Pedoe interpretd esto como un producto interno. Definié el producto interno
(C1,C3) como,

(Ch % Cy) _ 2+ 2d+ 2 +yd —ri —rd 2220 — 2y100
T17T9 2T1T2

2 2 2
:d —r{ — 135

<(71’Cb>::

2T1T2
Con lo que se consigue definir (2.3).

Definicion 2.2.6. Se conoce como espacio de Minkowski estandar
isotréopico M de dimensién cuatro a un espacio linear y real que es iso-
morfo a R* y que tiene un producto interno definido por la métrica inducida
por la matriz,

-1 0 0 0

0 -1 0 0
910 o o0 1/2 (2:4)
0 0 1/2 0

Definicion 2.2.7. La aplicaciéon proyectiva de Pedoe, 7, es una apli-
cacion que envia los circulos del plano en rayos del espacio proyectivo de
Minkowski P(M), donde M esta definido en 2.2.6. Esta aplicacién esta de-
finida de la siguiente forma,

m: 0 — P(M) (2.5)

donde €2 es el conjunto de todos los circulos del plano, de tal forma que
7 envia el circulo C' de centro (z9,yp) y radio r en el rayo w(C) que estd
generado por el vector [xg, Yo, l,x% + yg — 72], mientras que en el caso de
que sea una recta L, de ecuacién ax + by = ¢, es decir, un circulo de radio
infinito, la envia en el rayo m(L) generado por el vector [a,b,0,c/2].

Teniendo en cuenta esta definicién se va a introducir el siguiente concepto
que es clave en la demostracion del teorema.

Definiciéon 2.2.8. La aplicaciéon especial de Pedoe, 7, es una especifi-
cacién de la aplicacién 7 definida en (2.5),

i Q—M (2.6)

que envia circulos en vectores unitarios de M de manera que cumplen la
siguiente condicién. Sea C' € Q, entonces 7(C') es el vector director unitario
que genera el rayo 7(C').

El vector 7(C) se conocerda como vector de Pedoe de un circulo C. En
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particular, para un circulo de centro (x,y) y radio r su imagen viene dada
por,
x/r
. y/r
7(C) = 1/r (2.7)
(@ = 1)
donde las dos primeras coordenadas se denotan por & e y y se llamas po-
siciones reducidas de C'. La tercera es la curvatura del circulo tal y como
lo hemos definido y que denotamos por 8. Mientras que la cuarta se llama
co-curvatura, a la que denotamos por 7, y es la curvatura de la imagen de
C' a través de la inversion respecto al circulo unidad centrado en el origen.

Es sencillo comprobar que el producto interno del espacio de Minkowski
definido por (2.4) coincide con el producto de Pedoe de la definicién 2.2.5,
es decir, 7(C1)Tgr(Cs) = (Cy, Cy). Por ello el producto interno del espacio
M se identifica con el producto de Pedoe y por ello de ahora en adelante lo
llamaremos producto interno de Pedoe.

Proposicién 2.2.9. Sean A = 7(C1) y B = 7(C3), dos vectores unitarios
que representan circulos. Entonces:

1. |A|? = —1 para cada circulo.

(4,

—
—

=cos¢, si ANB # 0.
III. =1, st son tangentes externos.
—1, s1 son tangentes internos.

V.

B)
(4,B) =
v. (A, B) =
(A, B) =0 si son ortogonales.

Demostracién. L (AJA) = —i? —? + By = _$2_y2_:22+$2+92 = —1 por
definicién de la métrica en (2.4).

1. Por definicién del producto interno de Pedoe.

1. Intersecan con un angulo de 0 grados y el cos0° = 1.

1v. Intersecan con un angulo de 180 grados y el cos180° = —1.
V. Intersecan con un dngulo de 90 grados y el cos90° = 0.

O]

Notacion 2.2.10. Durante el resto de resultados y hasta la demostracion de la
férmula de Descartes, los vectores de Pedoe, 7(C'), se denotaran tinicamente
como C. A excepcién de que se indique lo contrario.
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Definiciéon 2.2.11. Sean Cy, Cs, C3 y C4 los vectores de Pedoe de cuatro
circulos. Una matriz de configuracion, f, es aquella formada por los
productos internos de los vectores de Pedoe C}, es decir,

fij = (Ci, Cy), (2.8)
considerando el producto interno de Pedoe.

Teorema 2.2.12. (Teorema de las configuraciones de circulos). Sean C1,
Csy, C3 y Cy cuatro circulos cuyos vectores de Pedoe son linealmente inde-
pendientes, entonces

AFAT =@ (2.9)

donde la matriz G es la inversa de la matriz que define la métrica de Min-
kowski g, definida en (2.4), G = g~'. Mientras que F es la inversa de la
matriz de configuracion, es decir, F = f~1.

Demostracion. De la definicion de matriz de configuracién, f se puede escri-
bir como el siguiente producto matricial, en funcién de la matriz g definida
n (2.4), de la siguiente forma

f=ATgA

Del hecho de que A es invertible, tomamos la inversa a ambos lados y tene-
mos

ffl — Aflgfl(AT)fl

Ahora multiplicando en la izquierda por A y en la derecha por AT, llegamos
a que
AFAT = AftAT =gt =@

que es lo que se queria probar. O

Una vez definidos esta serie de conceptos y abordado algunas de las
principales propiedades procedemos con la demostraciéon de la formula de
Descartes.

Demostracion. (Formila de Descartes). Sea M =2 R* el espacio de Min-
kowski definido en 2.2.6 y considerando la aplicacion especial de Pedoe .
El producto interno de Pedoe se expresa de la forma,

(C1,Ca) = C gCy (2.10)
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donde g es la matriz (2.4). Realizando unas pequenas operaciones algebraicas
tenemos,

d2 2 2

_ —rnor (xg—z1)2+(y2—y1)2—7“%—7“§
(C1,0y) = =
2r1re 2r1ry
__mix Lattyi—rf | 1 ad4ys -3
T17T9 r1ro 2’/’1 T9 21"2 ™

. o1 1
= —Z172 — y1y2 + iﬂl’YQ + 55271
que es la forma del producto interno de Pedoe, en funcién de los nuevos
conceptos introducidos en la definicién 2.2.8. Como sabemos, los vectores
circulares estan normalizados, es decir, (C;, C;) = —1 para todo i. Construi-
mos ahora la matriz formada por los vectores de Pedoe que representan los
cuatro circulos:

D = [C1|C2|C3]Cy) (2.11)

Ahora, consideramos la matriz de configuracién de estos cuatro circulos, que
por definicién es,
f=DTgD (2.12)
En concreto, en este caso para cualquier configuracién de Descartes con-
siderada, los circulos son tangentes dos a dos y por ello, el producto interno
de cada par de circulos tangentes es 1 (véase la proposicién 2.2.9). Por ello,
tenemos que:

~1 sii=j

1 sii#]j (2.13)

<Ci7 Cj> = {

Para nuestro caso en particular la ecuacién (2.12) de una configuracién
de descartes seria,

-1 1 1 1 i}l :l]l 61 Y1 —1 0 0 0 .%"1 ng
1 -1 1 1| (22 92 B2 2|0 -1 0 0 U1 Y2
I 1 -1 1| |&3 g3 B3 w| |0 0 0 1/2/ |8 P
11 1 -1 4 Ys Ba oy O 0 /2 0 ] [m1

Tomando el inverso en ambos lados de (2.12) tememos que
F=f"'=(D"g (D)
Ahora multiplicamos a ambos lados por D por la izquierda y por DT
por la derecha para llegar a

DFDT =¢7' =@ (2.14)

T3
Y3
B3
73

Ty
Ya
Ba
Y4
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que es el Teorema 2.2.12. Si ahora consideramos en particular la ecuacion
(2.14) para el caso de una configuracién de Descartes y multiplicamos a cada
lado por 4, tenemos que,

i’l iz .’ﬁg i4 -1 1 1 1 il yl 51 Y1 —4 0 0 0
U1 Y2 U3 Y4 I =1 1 1| |@2 92 B2 72| |0 -4 00
Bi B2 Bs Ba| |1 1 -1 1| |&3 y3 B3 3| |0 0 0 8
M Y2 Y3 V4 1 1 1 1) |24 94 B+ ma 0 0 80

Tomando solo los vectores de curvaturas B = [f1, B2, 43, 4], entonces Bf 1 BT =
0 y renombramos las curvaturas como a = 81, b = B2, ¢ = 3y d = B4 ob-
tenemos que:

2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd = a* + b* + ¢* + d
Completando cuadrados se obtiene,
(a+b+c+d?=2>+v*+2+d%

Para finalmente, reajustando los coeficientes llegar a (2.2) que es la férmula
de Descartes y lo que queriamos probar.

O

Como consecuencia de este resultado podemos conocer la curvatura de
todos los circulos que forman parte de un empaquetamiento de Apolonio,
esto es un aspecto muy importante para el estudio de los mismos en la teoria
de nimeros.

Definicién 2.2.13. Un cuddruple o conjunto de cuatro nimeros (a, b, ¢, d)
que satisface la férmula de Descartes se conoce como cuadruple de Des-
cartes

Definiciéon 2.2.14. Una raiz cuadruple es un cuddruple de Descartes
que es minimal, es decir, que contiene las curvaturas m&s pequenas de los
circulos que pertenecen al empaquetamiento y es unica, aunque puede ser
representada por varias configuraciones de Descartes.

Definicion 2.2.15. I. Un cuddruple de Descartes entero , a =
(a,b,c,d) € 7Z* es cualquier representacién del cero para la forma
cuadratica cuaternaria ,

Qu(w,x,y,2) = 2(w” + 2% + 4> + 2°) — (w+ z +y + 2)°
que se conoce como Forma integral de Descartes.

11. Un cuadruple de Descartes entero es primitivo si el maximo comun
divisor de los cuatro nimeros que lo forman es igual a 1. Si todos los
cuadruples son primitivos el empaquetamiento se dice primitivo.
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Definicion 2.2.16. Un empaquetamiento de Apolonio es integral si todo
circulo del empaquetamiento tiene una curvatura entera, por defecto si todo
cuadruple de Descartes es entero.

Realizando operaciones y ajustes sobre la formula de Descartes propuesta
en el Teorema 2.2.4 llegamos a que si a, b, ¢ son las curvaturas de los tres
circulos iniciales entonces la curvatura de los dos circulos tangentes viene

dada por
d,d =a+b+cE2vVab+ be+ ac

Entonces,
d+d =2(a+b+c)

Por lo que si tenemos cuatro circulos con curvaturas a, b, ¢, d, la curvatura
del quinto circulo tangente a los tres de partida es

d=2a+b+c)—d (2.15)

De (2.15) podemos deducir que si partimos de una configuraciéon de Descartes
en la que las curvaturas de los cuatro circulo de partida sean enteros, enton-
ces el quinto circulo de nuestro empaquetamiento también tendra curvatura
entera. De manera inductiva, vamos construyendo un empaquetamiento de
circulos tangentes cuyas curvaturas son todas enteras. Esto nos da la condi-
cién que si la configuracién de Descartes de partida tiene curvaturas enteras
entonces los circulos del empaquetamiento tendran todos curvaturas enteras
y por lo tanto sera integral.

Como conclusién de lo anterior tenemos que si partimos con tres circulos
de curvatura entera, existen dos casos: el primero en el que la curvatura de
uno de los dos nuevos circulos sea entera, lo que implica que la del segundo
también lo sea, con lo que estamos ante un empaquetamiento es integral.
Respecto al segundo donde ninguno de los dos es entero y en este caso el
empaquetamiento no sera integral

Otro aspecto a tener en cuenta es que en general los empaquetamientos
de Apolonio se pueden ver como equivalentes bajo movimientos euclideos,
ya que se conserva la curvatura de los circulos; este concepto aparecerd a lo
largo de todo el trabajo de manera recurrente.

2.3. Ejemplos

Para terminar con esta introducciéon al concepto de empaquetamiento de
Apolonio, se van a exponer una serie de ejemplos con el fin de asimilarlo de
forma més precisa.
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Notacion 2.3.1. Denotaremos a los empaquetamientos de Apolonio por su
raiz cuddruple (definicién 2.2.14), de la forma (a, b, ¢, d).

Ejemplo 2.3.2. Partimos de un circulo de radio 1 y dos circulos interiores
de radio 1/2 y tangentes entre si; a partir de estos circulos se construye
nuestro empaquetamiento de la forma que se ha explicado a lo largo del
capitulo. En este caso estamos ante el empaquetamiento (—1,2,2,3) donde
—1 representa el valor de la curvatura del circulo inicial que engloba al resto,
se toma negativa por convenio para que la férmula de Descartes se cumpla
aunque en realidad el circulo tiene curvatura 1. Es sencillo comprobar que
nos encontramos ante un empaquetamiento de Apolonio integral y primitivo.

Figura 2.10: Empaquetamiento de Apolonio (—1,2,2, 3).

Nota 2.3.3. Los numeros dentro de cada circulo indican la curvatura del
circulo que los contiene.

Ejemplo 2.3.4. Como segundo ejemplo, se muestra un caso mas particu-
lar. En concreto, el empaquetamiento (0,0,1,1), que esta formado por dos
circulos con centro en el infinito y que se consideran como lineas rectas,
dentro de los cuales estan contenidos los circulos de curvatura 1. Es un caso
muy es especial ya que es el Gnico empaquetamiento que no es acotado y
que contiene infinitas copias de la raiz cuddruple. Este caso juega un papel
muy importante en la teoria de nimeros, por lo que este tipo de empaque-
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tamientos se estudiara con todo detalle en el capitulo 4, que trata sobre los
circulos de Ford que son un caso particular de este ejemplo.
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Figura 2.11: Empaquetamiento de Apolonio (0,0,1,1).
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Capitulo 3

Empaquetamientos de
Apolonio y Teoria de
Nnumeros

En el este capitulo se incluye la relacién de los empaquetamientos de
Apoloniocon la teoria de ntimeros. En concreto, descubriremos la teoria de
reducciéon y haremos un estudio sobre las curvaturas de los circulos. La
referencia bibliografica usada como base a lo largo de este capitulo ha sido
[3].

3.1. Teoria de reduccion

Durante estad seccién se describe un procedimiento de reduccién, por el
cual si partimos de cualquier cuddruple de Descartes del empaquetamiento
de Apolonio dado, se obtiene la raiz cuadruple (Definicién 2.2.14) del mis-
mo. Este algoritmo se detiene siempre para empaquetamientos de Apolonio
integrales.

Para su correcta comprensién se va a introducir el concepto de grupo de
Apolonio, base para todo lo expuesto en este capitulo.

Notacion 3.1.1. Durante la secciéon 3.1, cuando hablemos de empaqueta-
mientos nos referiremos a empaquetamientos de Apolonio, en caso contrario
quedara indicado. De la misma forma, cualquier cuddruple de Descartes se
conocera como cuadruple Unicamente.

39
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3.1.1. Grupo de Apolonio

Definicién 3.1.2. Un grupo de Apolonio & es el grupo generado por
cuatro matrices 4 x 4 de coeficientes enteros, a las que llamaremos movi-
mientos. Los cuatro generadores que definen el grupo son,

-1 2 2 2 1 0 00
0 100 2 -1 2 2
Si=1o 010" 2=|o o 1 0|
0 0 0 1] 0 0 0 1]
1 0 0 0] 1 0 0 0]
01 0 0 010 0
53_22—12’54_0010
00 0 1] 2 2 2 —1

Cualquier elemento del grupo envia mediante la multiplicaciéon matricial
un cuddruple de Descartes en otro cuaddruple de Descartes ya que & C
Autz(Qg). Es decir, si v = (a,b,c,d)” es un cuddruple, entonces Sv, con
S € &/, es un cuadruple.

Los elementos 5; del grupo tienen un significado geométrico que se basa
en que la imagen por multiplicacién matricial de cualquier cuadruple, pre-
serva tres de los cuatro circulos que representa mientras que intercambia el
cuarto por otro de los que pertenece al mismo empaquetamiento. Este hecho
hace que se consideren como movimientos y por lo tanto se llamen asi. A
continuacién, se va a describir el movimiento que describe cada uno de ellos
con ayuda de la figura 3.1.

@ ) @ §

@ ) @/ "
Figura 3.1: Representacion grafica de la acciéon de los elementos del grupo
de Apolonio sobre los cuddruple
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El resto de movimientos se corresponden con cada una de las diferentes
combinaciones de estos cuatro que generan el grupo. Como se puede com-
probar en la imagen, los elementos 51,52, S3 y 54 del grupo envian uno de
los cuatro circulo del cuddruple en otro del empaquetamiento, lo que nos
proporciona un cuddruple diferente al dado. En particular, tal y como lo he-
mos definido nosotros S7 actuard sobre el circulo con curvatura a, Sy sobre
el circulo con curvatura b, S3 sobre el circulo con curvatura c y Sy sobre el
circulo con curvatura d, dejando invariantes el resto en cada caso.

Por ultimo es facil comprobar que el grupo de Apolonio es un grupo de
Coxeter, que son aquellos que cumplen la relacién, S? = S5 = S§ =52=1,
es decir que los elementos de la base sean de grado dos. Esto nos da a la
idea de que si a un cuadruple le aplicamos un movimiento y luego aplicamos
el mismo movimiento en orden contrario entonces volvemos al cuadruple
original. Esta propiedad debemos tenerla en cuenta a lo largo del capitulo.

Una vez definido el concepto y alguna de sus propiedades pasamos a la
descripcién del algoritmo de reduccién para lograr el objetivo planteado al
inicio de la seccion.

3.1.2. Algoritmo de reduccién

Definicién 3.1.3. Sea v = (a, b, ¢, d)T un cuadruple cualquiera de un em-
paquetamiento, se define el signo del empaquetamiento como el signo de,

Lv):=a+b+c+d (3.1)

Si es mayor que cero obviamente es positivo y sino negativo.

Durante el trabajo inicamente se va a describir el algoritmo para aquellos
empaquetamientos con signo positivo, L(v) > 0. Esto se debe a que para
aquellos con signo negativo basta con considerar el cuddruple conjugado, es
decir, si v = (a, b, ¢,d) es el cuddruple, consideramos v’ = (—a, —b, —c¢, —d),
y entonces estariamos antes un empaquetamiento de signo positivo, donde
ya se puede aplicar el procedimiento que se va a explicar, y al terminar
volver a aplicar la conjugacién. Ademas del signo del empaquetamiento, hay
que tener en cuenta que el cuddruple este ordenado en sentido creciente, es
decir, a < b < ¢ < d. Para iniciar la reduccién, debemos averiguar si algin
S;v puede disminuir el valor de L(v). Para ello, se va a enunciar el siguiente
lema que nos indica que Sp,.52 y S3 no son validos para ello. Recuerda que
Si(a,b,c,d)’ = (a,b,c,d')T cond =2(a+b+c)—d.

Lema 3.1.4. Suponemos que v = (a, b, c, d)" es un cuddruple de Descartes
real, de tal forma que sus elementos estén ordenados en orden creciente y
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sead =2(a+b+c)—d.

(i) Si L(v) :==a+b+c+d >0, entonces a+b > 0. La igualdad se alcanza
solo cuando a =b=0 y ¢ =d. Como consecuencia, b > 0 siempre.

(i) St L(v) == a+b+c+d > 0, entonces cada L(S;v) > 0. En particular
L(Syv)=a+b+c+d >0.

(i1i) Sia > 0, de tal manera que L(v) := a+b+c+d > 0, entonces d’ < ¢ < d.
Si d < c entonces la matriz Sy que cambia d por d' hace que disminuya
estrictamente la suma L(v) := a+b+c+d y es el inico generador del grupo
de Apolonio que lo hace. Si d = c entonces necesariamente ¢ = d = d' y
ningun generador S; del grupo disminuye L(v).

La demostracién de este lema no es complicada pero si tediosa, por lo
que hay que tener cuidado para no confundirse. Esta incluida en [3, pag
13, Lema 3.1] y se basa en el uso de la férmula de Descartes y el haber
comprendido correctamente el concepto de grupo de Apolonio.

Definicién 3.1.5. Un cuadruple de Descartes v = (a,b,c,d) con L(v) :=
a+b+4+c+d>0esunaraiz cuddruplesia <0<b<ec<dya+b+c>d.

Es facil darse cuenta de que la iltima inecuacién es equivalente a la con-
dicion ' =2(a+b+c¢) —d > d.

Algoritmo de reduccion

Entrada: v un cuddruple de Descartes real (a,b, ¢, d) con a+b+c+d > 0.
(1) Comprueba en orden 1 < i < 4 si alguno de los S; disminuye el
valor de la suma a + b+ ¢+ d. Si es ast, se aplica al cuddruple para
obtener un nuevo cuddruple y se pasa a la siguiente iteracion

(2) Si ningin S; disminuye la suma, ordena los elementos del cuddruple
en orden creciente y el algoritmo se detiene.

Nota 3.1.6. A pesar de saber que Sy es el tinico que disminuye la suma de
los cuatro, el algoritmo comprueba los cuatro movimientos debido a que el
cuadruple no tiene porque estar ordenado en orden creciente.

El algoritmo no siempre se detiene, depende de diferentes condiciones,
una de ellas y la mas importante es que si el cuaddruple de entrada es entero,
siempre se detiene y tiene como salida una raiz cuddruple. El siguiente re-
sultado nos da una idea de los principales criterios en los que la reduccién es
posible y por lo tanto se detiene. Ademaés, demuestra que aunque la raiz sea
Unica es posible que en el empaquetamiento exista méas de una configuracion
de Descartes, representada por esa raiz.

Teorema 3.1.7. Sea v = (a,b,c,d) el cuddruple de Descartes con el que se
imicia el algoritmo, entonces,
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(i) Si el algoritmo de reduccion encuentra un elemento negativo, a < 0, en-
tonces se detiene en una raiz cuddruple en un numero finito de pasos mds.
(ii) Si a,b,c,d son enteros, entonces el algoritmo de reduccion se detiene en
una raiz cuddruple en un numero finito de pasos.

(iii) Una raiz cuddruple es unica si existe. Sin embargo, un empaqueta-
miento de Apolonio puede contener mds de una configuracion de Descartes
representada con este cuddruple.

Nota 3.1.8. Si uno de los cuatro elementos del cuddruple es negativo, en
este caso a, geométricamente significa que el circulo de radio 1/a, contiene a
los otros tres circulos de radios 1/b, 1/cy 1/d, que son tangentes interiores
al de curvatura negativa. El resto de circulos del empaquetamiento también
estdn contenidos pero no tienen porque ser tangentes al circulo de radio 1/a.
Revisar el ejemplo 2.3.2.

Demostracion. (i) Si aplicamos el algoritmo de reduccién tenemos que en
cada paso que este no para, se produce un nuevo circulo con curvatura d’ < d
cuyo radio es 1/d’ > 1/d. Este nuevo circulo de la tltima iteracién cubre un
rea de 7/d"%, que como minimo es 7/d?. Se debe cubrir el 4rea total, 7/a?,
esto es porque la raiz cuadruple de este tipo de empaquetamientos estd
formada por los tres circulos de menor curvatura, por lo tanto de mayor
radio contenidos en el circulo que contiene a todos y por él mismo. Todos
los circulo excepto el de radio 1/a tienen interiores disjuntos, por lo tanto
el proceso de llenado de todo el area con cada vez circulo mas grandes se

V) =14

detiene en como mucho en |~ T 432 pasos.

(ii) De la férmula de Descartes (2.2), tenemos que ¢up. = Vab + be + ac =
(a+b+c—d)/2 € N. Ademds sabemos también que d = a + b + ¢ + 2qape
yd = a+ b+ c— 2que. por lo tanto la suma a + b + ¢ + d disminuye en
d — d = 4qu. unidades. Del lema 3.1.4 sabemos que la cota inferior de la
suma a + b+ ¢+ d, es igual a 0. Por lo que este proceso se detiene después
de un numero finito de pasos, ya que llega un punto que la suma no decrece
més.

(iii) Consideramos ahora que v es la raiz cuddruple de un empaqueta-
mientos de Apolonio, entonces a, b, ¢, d son las curvaturas de los circulos mas
grandes que pertenecen al empaquetamiento, por ello son tnicas. Por otro
lado, es facil ver que una raiz cuadruple puede representar a dos configura-
ciones de Descartes distintas.

Apoyéndonos en el ejemplo 2.3.2, se ve que la raiz (—1,2,2,3), representa
dos configuraciones distintas en ese empaquetamiento. Por otro lado en el
ejemplo 2.3.4 se ve que la raiz (0,0, 1, 1), representa a infinitas configuracio-
nes de ese empaquetamiento. O
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Este teorema también nos muestra que en todos los casos donde la re-
duccién es posible, el elemento méas grande del cuadruple es tinico. Esto no
quiere decir que no existan cuddruples con dos elementos iguales, solo que
para que sea reducible el elemento més grande sea tinico. Es decir, (0,0,1,1)
no es reducible porque el elemento mas grande esta repetido y por ello es la
raiz.

Denotamos por Q(Z) el conjunto de todos los cuddruple enteros, veamos
que se puede realizar una particiéon en funcién de las raices cuddruples.
Es posible dividir este conjunto en Q(Z)* U {(0,0,0,0)} U Q(Z)~, donde
Q(Z)" = {(a,b,c,d)} € Q(Z) : a+ b+ c+d > 0}, es decir, aquellos con
signo positivo. Mientras que Q(Z)~ es la particién de aquellos cuddruples
con signo negativo. Ahora podemos particionar el conjunto de los cuadruples
con signo positivo de la siguiente forma,

Qz)* = |J kQ@);i,
k=1

donde Q(Z);Mm es el conjunto de todos los cuddruples enteros primitivos con
signo positivo. Si ahora particionamos el conjunto Q(Z);r”.m respecto a los

conjuntos de los cuddruples en un empaquetamiento de Apolonio tenemos,

deD
donde Q(Pq), es el conjunto de los cuddruples del empaquetamiento de
Apolonio Pgq con la raiz cuddruple primitiva d € D, con D el conjunto de
todas las raices cuddruples primitivas.

Una vez realizada la particién del conjunto de todos los cuadruples pode-

mos abordar el estudio del conjunto de los enteros en un empaquetamientos
de Apolonio, es decir, el estudio de las curvaturas enteras de los circulos que
pertenecen al empaquetamiento, y que se realiza en la seccion 3.2.
Por dltimo, el siguiente teorema muestra que para cualquier empaqueta-
mientos de Apolonio integral, las curvaturas enteras de todos los circulos
que no pertenecen a la raiz se encuentran en correspondencia tnica con un
elemento del grupo de Apolonio que no sea la identidad.

Teorema 3.1.9. Sea Py el empaquetamientos de Apolonio con raiz cuddru-
ple v = (a,b,c, d)T. Entonces el conjunto de curvaturas enteras de los circu-
los que pertenecen a P, contadas con multiplicidad, esta constituido por los
cuatro elementos de v mds los elementos mds grandes de cada vector Mv,
siendo M un elemento del grupo de Apolonio.

En resumen, este teorema muestra que todas las curvaturas de los circu-
los en el empaquetamiento, a excepcién de las que forman la raiz cuadruple,
pueden ser enumeradas por elementos del grupo de Apolonio.
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3.2. Curvaturas enteras

Respecto al contenido de esta seccién, se va a centrar tinicamente en el
estudio desde el punto de vista de la teoria de nimeros de las curvaturas de
los circulos que forman parte de un empaquetamientos de Apolonio integral.
Se clasifican, dependiendo si se considera su multiplicidad, es decir, si una
misma curvatura aparece solo una vez o mas. Por otro lado, teniendo en
cuenta tnicamente si aparece o no una curvatura en el empaquetamiento,
se abordaran algunas de las relaciones de congruencia de estos enteros. En
otras palabras, se van a contar el niimero de circulos de un empaquetamiento
teniendo en cuenta o no su multiplicidad.

3.2.1. Curvaturas contadas con multiplicidad

En este apartado, para el estudio del conjunto de curvaturas se tiene en
cuenta el nimero de veces que aparecen en el empaquetamiento, es decir,
su multiplicidad. Para ello es importante considerar la dimensién de Hauss-
dorf del conjunto residual ya que guarda relacién desde el punto de vista
asintético.

3.2.1.1. Dimension de Hausdorff

Definiciéon 3.2.1. Dado £ C R™ un subconjunto no vacio. Su didmetro,
es definido como
|U| := sup{|z —y| : z,y € U}. (3.2)

Sea {U;} una coleccién de conjuntos numerables de didmetro menor o
igual que d que recubre F, entonces estamos ante un d-recubrimiento de E.
Definimos el conjunto H3(E) con s,6 > 0, de la forma,

Hs5(E) = inf {Z |Ui|* : {U;} es un 6 — recubrimiento de E}
i=1

Definicién 3.2.2. La medida de Hausdorff de dimensién s de un

conjunto de E definido como,

He(E) = lim H3(E)

De la monotonia del infimo y del hecho que la cota inferior es cero, el
limite existe para todo subconjunto de R™. El valor de la medida puede ser
0 e oco: si s > 0, la medida de un conjunto discreto de puntos es igual a 0,
mientras que si s = 0 la medida es oco.



46 CAPITULO 3. EMPAQUETAMIENTOS Y TEORIA DE NUMEROS

Definiciéon 3.2.3. La dimensién de Hausdorff, dimy E, de un conjunto
E C R" es:

dimpgE = inf{s 2 0: H*(E) = 0} = sup{s: H*(E) = oo}. (3.3)

Por lo tanto, si 0 < s < dimyE tenemos que H*(E) =0, si s > dimgFE
entonces H*(E) = oo, mientras que si s = dimgFE), el valor de H*(E) puede
ser 0, 0000 < H*(E) < oco. La dimensién de Hausdorff cumple las siguientes
propiedades:

= Monotonia Si A C B, entonces dimgA < dimygB.

» Estabilidad numerable Si A1, A, As, ... es una secuencia numerable
de conjuntos, entonces dimg J;oy Ai = supo<i<oo{dimmA;}.

= Conjuntos numerables Si A es numerable, dimgA = 0.

» Conjuntos abiertos Si A C R" es abierto, dimgA = n.

3.2.1.2. Resultados asintoticos

A continuacién se van a introducir los resultados més importantes sobre
el nimero de elementos de un empaquetamiento de Apolonio y del grupo de
Apolonio. Todos ellos tienen un caracter asintético.

Definicion 3.2.4. El conjunto residual, R, de un empaquetamiento, P,
(no necesariamente de Apolonio) es el conjunto restante que obtenemos de
eliminar todos los circulos del empaquetamiento, incluidos aquellos con cen-
tro infinito.

R=P\JCn (3.4)
n=1
Donde C}, denota los circulos del empaquetamiento.

Sea P un empaquetamiento, denotaremos por «(P) la dimensién de
Hausdorff del conjunto residual de P y se conoce como dimensién del
conjunto residual. Los conjuntos residuales de los empaquetamientos de
Apolonio tienen la propiedad particular de que la dimensién de Hausdorff
es la misma, que se denota como a.

Definicion 3.2.5. El exponente o constante de empaquetamiento,
e(P), de un empaquetamiento (no necesariamente de Apolonio) acotado P
se define de la forma,

e(P) := sup {e : Z r(C)¢ = oo} =inf {e : Z r(C)¢ < oo} (3.5)

cep ceP
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donde 7(C) es el radio de C.

Para los empaquetamientos de Apolonio, este niimero se encuentras en-

tre 1.035 y 1.99971. En particular, el valor minimo es alcanzado por un
empaquetamiento de Apolonio. Todos estos resultados fueron enunciados y
probados por Melzak en 1966. En 1997 Wilker mostré que todos los em-
paquetamientos osculatorios, que son aquellos en los que todo elemento del
mismo ocupa el mayor area disponible y que por lo tanto engloban a los
empaquetamientos de Apolonio, tienen todos el mismo exponente e, que se
conoce como exponente osculatorio.
Una vez introducido estos conceptos, sabemos que los empaquetamientos de
Apolonio tiene un valor fijo tanto para su dimensién de Hausdorff como para
su exponente. A lo largo de la historia se ha intentado buscar una relacién
entre estos dos nimeros que fue enunciada por D.Boyd, experto en teoria
de nuimeros que centré una parte de su estudio en los empaquetamientos
de Apolonio y sus relaciones con la teoria de nimeros. El resultado es el
siguiente.

Teorema 3.2.6. El exponente e de cualquier empaquetamiento de Apolonio
acotado es igual que la dimension de Hausdorff a del conjunto residual de
cualquier empaquetamiento de Apolonio, e = .

La prueba se basa en demostrar el resultado para empaquetamientos
osculatorios, entonces obviamente quedara probado para empaquetamientos
de Apolonio. No se va a incluir porque los empaquetamientos osculatorios
se exceden del objetivo del trabajo.

Definicién 3.2.7. La funcién de conteo de circulos, Np(7T), indica el
nimero de circulos en un empaquetamiento de Apolonio P, cuya curvatura
no es mayor que 7.

Nuevamente, D.Boyd traté de dar una relaciéon entre el exponente de
un empaquetamiento, o en otras palabras la dimensiéon de Hausdorff del
conjunto residual, con la funcién de conteo.

Teorema 3.2.8. Sea P un empaquetamiento de Apolonio acotado, la fun-
cion de conteo, Np(T) satisface,
logNp(T)

TS0 logT - (36)

donde «, es la dimension de Haussdorf del conjunto residual. Asi que, Np(T')
Toto)  cyando T — .

Aligual que el resultado anterior la prueba se basa en empaquetamientos
osculatorios y se puede consultar en [1, pag 252-253].
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Por dltimo, se considera el resultado central de la seccién donde se relaciona
el nimero de elementos del grupo de Apolonio, de altura acotada, con la
dimensién de Hausdorff a.

Nota 3.2.9. La altura de un elemento M del grupo de Apolonio 7 se mide
utilizando la norma de Frobenius,

1/2

1M]|p =Y M
i

Teorema 3.2.10. El nimero de elementos Ny (/) con altura menor que T
en el grupo de Apolonio o satisface,

Np(e) = To+oW) (3.7)
cuando T — 0o, donde a es la dimension de Hausdorff del conjunto residual

de cualquier empaquetamiento de Apolonio.

Antes de probarlo, se van a enunciar dos lema auxiliares.

Lema 3.2.11. Sea M = S;,...5i,5i, € &, un elemento del grupo de Apolo-
nio, Y supongamos que i; # ij4+1 para 1 < j<n—1, yn > 2. En cada fila
k de M,

1. Mk;l <0 Sll:’Ll

2. My > |My| paral =11 yj #1.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre n. Para n = 1 es
cierto ya que cada matriz S;, su columna ¢ estd formada por ceros o nameros
negativos.

Ahora supongamos que el lema es cierto para n — 1 y veamos para n. Sea
M'=85;, ...S;, y i1 = 1. Entonces

=My 2Miy + Myy 2Mjy + Myg 2Myy + My,
=My 2Mgy + My 2Mgy + My 2M3, + My,
—M3y 2Mgy + M3y 2M3y + Mgy 2Ms, + M,

—My 2Mjy + Mi, 2Mj, + Myy 2Mj,; + My,
Como i3 # i1 = 1 entonces por la hipétesis de induccién M}, > 0, asi que
M1 = —Mj,; <0 lo que prueba (1). Por otro lado sabemos que

Myj = 2Mjy + My > 2Myy — [ M| > Mjy = [ My

porque por hipdtesis M,’Cj > \M,’C]] y M,’Cj > —|Mj,| y por lo tanto queda
probado (2). Para los casos i1 = 2, 3,4 se procede de la misma manera. [J
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Lema 3.2.12. Sea v = (a,b,c,d)” una raiz cuddruple entera con a < 0.
Entonces existen constantes positivas co = co(v) y ¢ = c1(v) que dependen
de v de tal forma que

col|[M||Fp < ||MvV||leo < a1||[M]||F para cada M € < . (3.8)

Demostracion. Para la cota superior es muy sencillo, ya que aplicando las
propiedades de las normas tenemos que,

|M Voo < 2[Mv| < 2[[M]|Fv (3.9)

y tomando ¢; = 2v tenemos la segunda desigualdad.
Por otro lado, para la cota inferior debemos ver que si M = S5;, ...5;,5;, con
ij # 141 € 91 = 1, tenemos que

1
1Mvlloo > 5lIM]|F (3.10)

El vector v tiene signo (—, 4+, +,+) y del lema 3.2.11 tenemos que M tiene
la primera columna de elementos no positivos y el resto de columnas no
negativas. Por ello, todos los términos del producto Mv son no negativos.
Como consecuencia,

4 4
> IMillos =) 1M
3=1 j=1
debido a que a < 0 implica que min(|al, b, |c|,|d|) > 1. Entonces

1M v][eo = méx (Mv); Z\Mm\ HMHF

Por dltimo, hay que abordar los casos donde i1 = 2,3, 4. Por el teorema
3.1.9, sabemos que ||M V||« nos proporciona la curvatura de un circulo del
empaquetamiento, de tal forma que este circulo se encuentra en uno de las
cuatro secciones disponibles, es decir, como partimos de una configuracion
de Descartes con a < 0, entonces el circulo con curvatura a engloba al resto
asi que en su interior contiene a los otros tres tangentes dos a dos y por lo
tanto el espacio restante se divide en cuatro secciones, que depende del valor
de i1. Véase la figura 3.2 para una mejor compresion de este concepto.

La cota (3.10) corresponde a la seccién central y al valor de iy = 1. Para
el resto de casos, se hace uso del hecho que existe una transformacién de
Mobius ¢ : C — C con ¢ € Aut(P), particular para cada empaquetamiento,
que deja fijo el cuadruple de Descartes pero lo permuta de forma ciclica,
es decir, ¢(a) = b, ¢(b) = ¢, ¢(c) = d y ¢(d) = a. En particular, también
permuta las cuatro secciones, es decir, i1 =1 —> i1 =2 — i1 =3 = i1 = 4.
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Una vez definida la aplicacién, es obvio que ¢ envia el centro del circulo con
curvatura d al centro del circulo de curvatura a y asi sucesivamente. Por
otro lado, el factor de estiramiento de ¢ dentro de las cuatro secciones, esta
acotado superior e inferiormente por constantes positivas, c2 y ¢y L Por lo
tanto, como ¢ envia la seccion i1 = 4 en la seccién 1 tenemos para el caso
en el que i1 = 4 que,

1
Mv > —||M
IMv|oo = 50y |M][F
Si razonamos de la misma forma para ¢? y ¢3, llegamos a acotar de la misma

forma para los casos i1 = 2 e i1 = 3. Tomando ¢y = ﬁ hemos probado la
primera desigualdad y por lo tanto el resultado. O

Figura 3.2: Las 4 secciones de un empaquetamiento de Apolonio

Una vez probados los dos lemas auxiliares, procedemos con la demostra-
cion del teorema central.

Demostracion. (Teorema 3.2.10.) Tomamos un cuddruple de Descartes con
a < 0,y sea P, el empaquetamiento de Apolonio asociado. Por 3.1.9 sabemos
que cada M € o corresponde a la curvatura |[Mv]||s de un circulo en
P. Por ello todos los circulos estan etiquetados a excepcion de los cuatro
de v. Del lema 3.2.12 se deduce que si ||M||p < T entonces M produce
un circulo con curvatura c¢;7T’ como maximo. Ahora por el teorema 3.2.8
tenemos que hay como mucho 7%°() circulos con esta propiedad, por lo
tanto Np(«/) < Tt Por otro lado, el lema 3.2.12 implica que todo
circulo de curvatura ||[Mv|| < T corresponde a un elemento M € of
con |[M||r < %T. Procediendo de la misma manera que en el otro caso

sabemos que hay Tt circulos con esta propiedad, de lo que se obtiene
la otra desigualdad, es decir, Ny (/) > To+°()  que nos proporciona lo que
queriamos probar. O
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3.2.2. Curvaturas contadas sin multiplicidad

Ahora pasamos a plantear otra cuestion, jcuales son los enteros que apa-
recen en un empaquetamiento de Apolonio y si existe alguna relaciéon entre
ellos? La respuesta a esta pregunta tiene gran complejidad. No obstante, se
van a introducir una serie de resultados sobre congruencias que caracterizan
los enteros de un empaquetamiento de Apolonio, para poder asi dar una
respuesta sencilla y general a la pregunta planteada, sin entrar en detalles
yva que excede los objetivos del trabajo.

3.2.2.1. Relaciones de congruencia

Nota 3.2.13. Durante esta seccién, cuando aparezca la notacién (mod n),
significa que se va a trabajar sobre el grupo de los enteros Z,,.

Teorema 3.2.14. Sea P, un empaquetamiento de Apolonio primitivo e in-
tegral, los cuddruples de Descartes (mod 12) se encuentran exactamente en
una de las cuatro posibles orbitas. La primera orbita Y (mod 12) esta for-
mada por,

{(0,0,1,1),(0,1,1,4),(0,1,4,9),(1,4,4,9), (4,4,9,9)} (mod12) (3.11)

Las otras tres orbitas son (3,3,3,3)—Y, (6,6,6,6)+Y 3 (9,9,9,9)—Y (mod
12).

Las otras tres orbitas restantes estan formadas por:

(3,3,3,3) - Y ={(6,6,11,11),(2,6,11,11),(2,3,6,11),(2,2,3,11),(2,2,3,3) }
(6,6,6,6) +Y = {(3,3,10,10), (3,6,7,10), (3,7, 10, 10), (6,7,7,10), (6,6,7,7) }
(9,9,9,9) - Y ={(0,0,5,5),(0,5,5,8), (0,5,8,9), (5,8,8,9), (8,8,9,9) }

Facilmente se puede comprobar, que cada una de las orbitas solo con-

tiene cuatro clases del grupo Zio, y por lo tanto las otras ocho clases de
equivalencia del grupo estan excluidas, lo que significa que las curvaturas
asociadas a esos valores no se incluyen en esa orbita.
No obstante, existen condiciones de congruencias méas potentes, como por
ejemplo considerando el caso (mod 24) para el empaquetamiento (0,0,1,1),
toda curvatura debe ser congruente a 0, 1, 4, 9, 12, 16 (mod 24). Esto nos
muestra que seis clases de Zo4 pertenecen al empaquetamiento, a diferencia
del caso mostrado en el teorema anterior, donde solo eran cuatro clases. El
nimero de clases (mod n) incluidas en un empaquetamiento es una potencia
del tipo 223, Sin embargo, para el caso (mod n) donde n es primo con 30
existe un resultado que garantiza que todas las clases de Z,, se encuentran
en cualquier empaquetamiento.



52 CAPITULO 3. EMPAQUETAMIENTOS Y TEORIA DE NUMEROS

Teorema 3.2.15. Sea P un empaquetamiento de Apolonio primitivo e in-
tegral. Para cada n con med(n,30) =1, cada clase de Z,, aparece como valor
de la curvatura de algin circulo de P.

Retomando el objetivo de la seccién proponemos la pregunta: ;que en-
teros se encuentran en un empaquetamiento de Apolonio como curvaturas,
teniendo en cuenta los resultados expuestos con anterioridad sobre congruen-
cias? Para dar respuesta a la pregunta y con el fin de enunciar la nueva
conjetura se van a introducir dos ejemplos.

Ejemplo 3.2.16. El primer caso es el empaquetamiento con raiz cuadruple
(-1,2,2,3). Siguiendo el teorema 3.2.14 sabemos que todos los cuadruples
(mod 12) deben pertenecer a una de las érbitas y por lo tanto en este ca-
so todas sus curvaturas deben ser congruentes a 2, 3, 6, 11 (mod 12). No
obstante, no todos los enteros congruentes a ellos aparecen, como ejemplo
78 que deberia pertenecer a la clase del 6 no se encuentra en el empaqueta-
miento. Considerando el primer millén de ntimeros enteros, solo 61 enteros
de las clases 2, 3, 6 no estdn en el empaquetamiento, siendo 97287 el mas
grande. En este caso, todos los enteros de la clase del 11 estan incluidos.
Todo ello nos indica que el nimero de enteros ausentes es finito.

Ejemplo 3.2.17. Para el caso del empaquetamiento con raiz cuadruple
(0,0,1,1). Tendremos en cuenta las restricciones modulares (mod 24), ya
que son mas potentes como se ha introducido con anterioridad. Todas sus
curvaturas deben ser congruentes a 0, 1, 4, 9, 12, 16 (mod 24). No obstante,
no todos los enteros congruentes a ellos se encuentran en el empaquetamien-
to. Atn siendo esta lista mucho mas grande sigue siendo finita.

Observando detalladamente estos dos ejemplos, se puede observar que
a excepcion de una lista finita de enteros el resto de ellos se encuentran en
el empaquetamiento. Esto nos permite plantear la siguiente conjetura que
da una respuesta general a la pregunta planteada al inicio de la seccion 3.2.2.

Conjetura de la densidad fuerte. Todo empaquetamiento de Apolonio
primitivo, contiene todos los enteros suficientemente grandes, siempre que
no estén excluidos por las condiciones de congruencia.



Capitulo 4

Circulos de Ford

Por ultimo, se va realizar un breve estudio sobre los circulos de Ford
y sus aplicaciones a la teoria de numeros. El conjunto de los circulos de
Ford es una parte de un ejemplo particular de los empaquetamientos de
Apolonio, por lo tanto es posible definirlo de esta manera y se incluira a lo
largo del capitulo. Para la redaccién del capitulo se utilizan principalmente
las referencias bibliograficas [8] y [4].

4.1. Definiciéon y propiedades

A continuacion se va a presentar la construccion del conjunto de los circu-
los de Ford a partir de un empaquetamiento de Apolonio concreto. Conside-

Figura 4.1: Region de definicién de los circulos de Ford.

ramos el empaquetamiento de Apolonio (0,0,2,2), muy similar al abordado
en el ejemplo 2.3.4. Tomamos la parte de este empaquetamiento de longitud
1 que queda por debajo de dos de los circulos tangentes de radio 1/2,estos
dos 1ltimos circulos también se incluyen. Para una mejor comprensién de
la parte elegida se puede observar en la figura 4.1 la regién coloreada de

53
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negro. De los circulos que pertenecen a esta region del empaquetamiento
nos quedamos solo con aquellos que cumplan la siguiente propiedad: todo
circulo debe ser tangente a la recta inferior, es decir, el circulo de radio in-
finito inferior. El conjunto infinito de circulos que cumplen todo lo anterior
se conoce como circulos de Ford, que denotaremos por F.

Por otro lado, existen otras tres formas de definir el conjunto F, que no se
incluyen en el trabajo ya que no guardan relacion con los empaquetamientos.
No obstante, se pueden consultar [8, seccién 2] Una vez definido el conjunto,
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Figura 4.2: Conjunto de los circulos de Ford.

vamos a introducir algunos resultados para su posterior aplicacion.

Notacién 4.1.1. Conocemos por C[p,m] el circulo de Ford de radio 1/2m?
y de centro (p/m,1/2m?) donde el punto z = p/m es el punto de tangencia
al eje x. También pueden venir denotados por el punto de tangencia como
en la figura 4.2.

p

Nota 4.1.2. Sea C[p,m] un circulo de Ford, la fraccién £ es irreducible.

Proposicién 4.1.3. Sea C[p,m] y C[k,n] dos circulos de Ford. Si

p k

det[ ]::tl
m n

entonces Clp, m] y C[k,n| son tangentes, mientras que en caso contrario son

disjuntos. Ademdas, el circulo de Ford con centro en x = :;ii esta inscrito

en la region que delimitan los dos circulos dados y el eje .

Durante la demostracion del resultado nos apoyaremos constantemente
en la figura 4.3, que nos servird de gran ayuda para no perdernos.

Demostracion. Sean £y % los puntos de tangencia de los circulos de Ford
C[p,m] y C[k,n] con el eje x. Consideramos la distancia entre los centros
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E
| / :
k/n p/m

Figura 4.3

AB de los circulos dados. Por otro lado, la distancia entre los puntos de
tangencia con el eje es igual a AC = |£ — %| mientras que la diferencia de

m
radios es la distancia CB = — ﬁ| Gracias al Teorema de Pitagoras
tenemos que,

1
|5z

AB? = AC? + BC?

_(p kK 2 1 1\?
(3) (5 a)
(1 1\? (pn—km)2—1
_(27712_2712) * m2n?
(pn — km)? — 1
m?n? ’

= (AD + EB)* +

donde pn — km = det L]:l ﬁ] . Por ello existen tres posibles casos:

1. Si |det [:1 ;Iz” > 1, entonces AB > AD + EB, y los circulos son
externos.

2. Si det [:1 fz] = 41, entonces AB = AD + EB, y los circulos son
tangentes.

3. Si |det |::I)”L :z ‘ < 1, pn—km es un entero y por lo tanto pn —km = 0.

Esto implica que p/m = k/n, que es absurdo ya que los circulos dados
son diferentes.

La segunda parte del teorema no es més que una consecuencia de la primera.
Si consideramos el circulo de Ford Clp + k, m + n], debemos comprobar que
es tangente a los dos dados y entonces estaria inscrito en la region. Del hecho
que,

p pt+k
m m-+n

k p+k

det{ ] = =41, det{
n m+mn

|-
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y utilizando la primera parte del resultado sabemos que Clp + k,m + n] es
tangente a C'[p,m| y Clk,n], por lo que queda probado el resultado. O

Nota 4.1.4. La recta y = 1, normalmente se considera un circulo de Ford,
que es tangente en el punto infinito al eje x.

A continuacion, se incluye un resultado que caracteriza el punto de tan-
gencia de dos circulos de Ford.

Proposicién 4.1.5. El punto de tangencia de dos circulos de Ford tangentes
es

(4.1)

C[p,m]ﬂC[k,n]:<pm+kn L >

m2+4+n2’ m2 4+ n2

Demostracion. Vamos a hallar el valor explicito de la coordenada x. A partir
de la 4.4 y utilizando las propiedades de semejanza de triangulos se llega a
que

(o/m) =z 1/m?

r—(k/n)  1/n2

Donde 1/m? y 1/n? son respectivamente los radios de los dos circulos. Des-

pejando nos queda que x = fn@f:g, una vez obtenido la coordenada x del

punto de tangencia se calcula la y llegando al resultado buscado. O

1/n?

A

k/n z p/m

Figura 4.4

4.2. Numeros de Fibonacci

La sucesién de Fibonacci guarda relacién con los circulos de Ford, que
se presenta a lo largo de la seccién. Antes de nada, se van a repasar como
esta definida esta sucesién y sus principales propiedades.
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Definicion 4.2.1. La sucesion de Fibonacci, F},, es una sucesién de
nimeros naturales que comienza con Fy = 0y F; = 1 y que cumple la
siguiente relacién de recurrencia,

Fri1=Fp+ Fy_y Vn e N. (4.2)

Algunas de sus principales propiedades son las siguientes,

(Z) Fn—an+FnFn+1:F2n
(it)  Fi+Fl = Fonp
(iii)  Fp1 Fpo1 — F2 = (=1)"

Consideramos ahora la sucesién de puntos con las siguientes coordenadas

Font1’ Fopta .

como se puede observar esta compuesta por numeros de Fibonacci. Esta
nueva sucesion genera un circulo y por lo tanto los puntos son ciclicos.
Ademi4s, estos puntos coinciden con los puntos de tangencia entre los circulos
de Ford. Esto es lo que se quiere probar y que esta incluido en el teorema
4.2.4. Lo primero que se va a hacer es introducir un nuevo concepto.

Definicion 4.2.2. Se conoce como sucesiéon de Fibonacci extendida a
la sucesién de nimeros enteros, F;,, definida tal que

Fo=0 k=1 F,y1=F,+F,1 Vn € Z. (44)

Nota 4.2.3. La sucesién de Fibonacci extendida cumple las tres propiedades
(1), (ii), (iii) expuestas anteriormente.

Una vez introducidos todos los resultados o conceptos preliminares ya
podemos abordar el resultado central del capitulo.

Teorema 4.2.4. Sea F, la sucesion de Fibonacci extendida. Entonces la
sucesion de puntos con coordenadas

Fy, 1 )
, 45
<F2n+1 Foniq (45)

pertenece a un circulo con centro (—1/2,0) y radio /5/2. Ademds los puntos
de la sucesion definida en (4.5) son puntos de tangencia de dos circulos de
Ford. El nuevo circulo definido corta al eje z en los puntosz = ¢ L yx = —¢
donde ¢ es el numero dureo.
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Figura 4.5: Representacion griafica del Teorema 4.2.4.

Demostracion. Primero de todo vamos a probar que los puntos de la sucesién
son ciclicos es decir que pertenecen al circulo de centro (—1/2,0) y radio
v/5/2. Para ello veamos que se cumple la ecuacién del circulo para los puntos,

es decir,
2
F. 1\? 1 \? 5
< 2 +> +< > (5 (4.6)
Fopt1 2 Fonta 2

Denotamos 2n = m para facilitar los calculos y procedemos a comprobar
que es cierto. Desarrollamos los cuadrados llegamos a que,

F2 4 FpFopp1 +1=F2 .,
ordenamos los términos y sacamos factor comtn a Fj,4+1 y nos queda
Fong1(Fg1 — F) = FJ + 1,

ahora aplicando la definicién de la sucesién de Fibonacci al miembro entre
paréntesis tenemos que

Frng1Fp1 = F7 + 1,

que es la propiedad (iii) de la sucesién de Fibonacci y por lo tanto queda
probado (4.6).

Ahora, debemos probar que son puntos de tangencias. Primero veamos que si
los circulos de Ford estan definidos por las fracciones de Fibonacci F,,/Fj, 11,
lo consecutivos son tangentes entre si. De la propiedad (iii) tenemos que,

Fn—l Fn

det
|: Fn Fn+1

] = Fo b - F) = (-1)" = £1
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entonces estamos en las condiciones de la proposicién 4.1.3 y por lo tanto los
circulos consecutivos son tangentes. Ahora, tenemos que comprobar cuales
son explicitamente esos puntos de tangencia. De la proposicién 4.1.5 tenemos
que

Fy 1Fy + FoF, .
C[Fn—lan]mC[FnyFn—i-l]:( n—1fn + Fnln1 >

F24+F2, F:+F2,

(5 7)
Foni1 Fonpa

Para la tultima igualdad se ha hecho uso de las propiedades (i) y (ii) de
las sucesion de Fibonacci. Por tltimo para comprobar los puntos de cortes
con el eje x tnicamente debemos sustituir valor de y = 0, en la ecuaciéon
cuadratica del circulo de centro (—1/2,0) y radio v/5/2. Las dos soluciones
obtenidas dan solucién al dltimo resultado del teorema. Véase una represen-
tacion grafica de la demostracién en la siguiente figura. O

Con esto se da por terminado este capitulo ya que se ha conseguido
relacionar los empaquetamientos de Apolonio con los circulos de Ford y a
su vez utilizar la teoria de nimeros para relacionar todo lo anterior con la
sucesion de Fibonacci.



60

CAPITULO 4. CIRCULOS DE FORD



Bibliografia

1]

2]

Boyd, David William, The sequence of radii of the Apollonian packing.
Math.Comp. 39, 1982.

FEriksson, Nicholas & Lagarias, Jeffrey Clark. Apollonian Circle Pac-
kings: Number Theory II. Spherical and Hyperbolic Packings. The Ra-
manujan Journal, 14, 437-469, 2007.

Graham, Ronald Lewis & Lagarias, Jeffrey Clark & Mallows, Colin Ling-
woood & Wilks, Allan Reeve & Yan, Catherine Huafei. Apollonian circle
packings: number theory. Journal of Number Theory, 100, 1-45, 2003.

Kocik, Jerzy. Fibonacci numbers and Ford circles. arXiv:2003.00852.
Febrero 2020.

Kocik, Jerzy. Proof of Descartes circle formula and its generalization
clarified. arXiv.1910.09174. Octubre 2019.

Kocik, Jerzy. A theorem on circle configuration. arXiv:0706.0372. Junio
2007.

Kozai, Kenji & Libeskind, Shlomo. Circle Inver-
sions and  Applications to  Euclidean  Geometry.  Uni-
versity of  Georgia. 9  enero, 2009. Recuperado de:
http://jwilson.coe.uga.edu/MATH7200/InversionCompanion/inve
rsion/inversionSupplement.pdf

Northshield, Sam. Ford Circles and Spheres. arXiv.1503.00813, 2015.

Ortega, Inés & Ortega, Tomas. Los diez problemas de Apolonio. Suma.
46, 59-70, Junio 2004.

Petrunin, Anton.(2019). Euclidean plane and its relatives: a minimalist
introduction. Version consultada: arXiv.1302.1630. Mayo 2022.

Rasskin, Ivan. A polytopal approach to Apollonian packings and discre-
te knotted structures. Tesis de doctorado, Universidad de Montpellier.
10 diciembre 2021.

61



62

[12]

[13]

[14]

BIBLIOGRAFIA

Wildberger, Norman John. [Insights into Mathematics|. Apollonius’ cir-
cle construction problems — Famous Math Problems 3 — NJ Wildber-
ger. YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=8KDpGnObUP8

Problem of Apollonius - CCC. YouTube.
https://www.youtube.com/watch?v=IurORqEg1fA. Consultado
en junio 2022.

The Problems of Apollonius. YouTube.
https://www.youtube.com/watch?v=h6Z8rnvgwP4&1list=PLZnGiLjV1
F_uU55em6zfuttaWm4OutXeX. Consultado en junio 2022.



