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Introduccion

La busqueda de algoritmos para encontrar el nimero y la lista de puntos con coordenadas
enteras de un poliedro, o mas generalmente, en un conjunto convexo es un problema de gran

interés en los campos de la geometria combinatoria y de la programacion entera.

En 1988 Michael Brion en [7], usando resultados de geometria algebraica que quedan lejos
del alcance de este trabajo, describié una bonita férmula que da una respuesta a este problema

y ademas muestra cudles son los puntos reticulares contenidos en el poliedro.

Algunos anos después se publicaron varias pruebas mucho més elementales en [12], [4] y [13]

que usaban la teoria de evaluaciones, que también se utilizara en este trabajo.

En el trabajo definiremos poliedro como la interseccién de una cantidad finita de semiespacios

cerrados. Esta definicion de poliedro P abarcara conjuntos no acotados.

Veamos algin ejemplo de aplicacién del algoritmo que Michael Brion disend. Supongamos
que queremos obtener una lista de todos los enteros positivos, es decir los enteros en el intervalo
[1,00) y los representaremos en los exponentes de la serie z' + 2%+ 23 +.... Para poder escribirlo
de forma ma&s compacta vamos a asociar la serie a la funcién generatriz:

1 2 3 k xz
+x" +x + E T -
k>0

- @
N
w
[op}

Figura 1: Enteros en el intervalo [1, c0)

De manera similar, si hacemos una lista de todos los enteros menores o iguales que 5, es

decir los enteros en el intervalo (—oo, 5], obtenemos:

1‘5

...—1—1'_1+xo+x1+x2+x3+m4+x5:Zxk:m.

k<5
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Figura 2: Enteros en el intervalo (—oo, 5]

Ahora sumamos las dos funciones racionales que hemos obtenido

x+$5_$+x6_$—x6
l—-2z 1—21' 1—-2 z2—-1 1-2z

=z'+ 2+ 2%+ ot + 2P

y se cancelan obteniendo un polinomio. Es decir, la suma de dos funciones racionales asociadas a

series infinitas se simplifica en un polinomio que representa los enteros contenidos en el intervalo

1,5].

—_— D >
T 2 3 4 5 6 17
+
( "vv‘
1 0 1 3 4 5

Esta curiosa simplificacién es un ejemplo unidimensional de lo que representa la formula de

Brion.

En resumen, el procedimiento ha sido: tomamos un poliedro acotado, en nuestro caso se
trata del intervalo [1, 5], a cada uno de los vértices, en nuestro caso los puntos 1y 5, con ayuda
de la formula de Brion le asociamos una funcion racional. Sumamos las funciones racionales
asociadas a cada uno de los vértices y obtenemos un polinomio de tal forma que los exponentes
de sus términos monomiales nos indican cuales son los puntos con coordenadas enteras que se

encuentran contenidas en el poliedro.

La interpretaciéon de esta curiosa simplificacién es lo que ha motivado este trabajo. Se
estudiaran, mediante la teoria de evaluaciones que antes hemos mencionado, los espacios de
funciones caracteristicas de poliedros y conjuntos convexos. Se seguird principalmente el traba-
jo de Alexander I. Barvinok. Este matematico ruso, basandose en el trabajo de Michael Brion,

demostré en [5] un teorema cuyas conclusiones establecen que, una vez fijada la dimensién del
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espacio en que se trabaja, se puede calcular en tiempo polinémico el niimero y la lista de puntos
reticulares de un poliedro. Gracias a este resultado, Barvinok fue invitado como conferenciante

el ICM de Madrid en 2006 [2].

Este no es el resultado en el que nos vamos a centrar en el trabajo. Nuestro principal objetivo
serd obtener una generalizacion de la nocién de volumen o, més generalmente, de la medida de
Lebesgue de un poliedro en un espacio Euclideo.

La idea de esta generalizacion es la misma que hemos visto antes en los ejemplos; a cada
uno de los vértices de un poliedro se le asociara una determinada funcién de tal forma que al
sumarlas todas, obtengamos el “volumen”generalizado del poliedro. Para ello, necesitaremos
poder hablar del “volumen”de un poliedro no acotado.

Dado un poliedro P definido en el espacio Euclideo V', diremos que su volumen, en vez de
ser un escalar, serd una funcién ¢p : V. — R de tal forma que ¢p(0) sea el volumen usual de
P si P es un poliedro acotado y ¢(P) no esté necesariamente bien definida en 0 si el poliedro
P es no acotado.

La forma de definir esta funcién y sus propiedades es uno de los objetivos principales del

trabajo y se tratara con profundidad en los capitulos 6, 7y 8.

En el camino de estudiar esta generalizacion del volumen, se definird lo que es una evaluacion
y se veran varios ejemplos importantes. Se definirdn dos estructuras de R-dlgebras sobre P(V),
el espacio vectorial engendrado por las funciones caracteristicas de poliedros definidos en V.
También se estudiaran y demostraran resultados clasicos sobre la teoria de poliedros y conjun-
tos convexos, como el Teorema de Weyl-Minkowski o la existencia de la caracteristica de Euler,

que es aditiva para conjuntos cerrados y convexos.

Se intentara descubrir hasta qué punto existe un paralelismo entre la férmula de Brion para
los puntos reticulares contenidos en un poliedro y esta féormula para el volumen de un poliedro.
Entre las conclusiones se presenta un paralelismo original entre la demostracién posterior del
Teorema de Brion y la demostracion de la formula de los volimenes. También se aporta una
demostracion original y explicita sobre el caracter analitico del volumen generalizado de un

politopo.






Capitulo 1

Primeras definiciones y caracteristica
de Euler

En este capitulo introduciremos los principales objetos que van a aparecer en este trabajo.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita d > 0.

Definicién 1.1 (Poliedro). Un poliedro P C V es un conjunto definido por una cantidad finita

de inecuaciones lineales:
P={zeV: l(zx)<a,icl} (1.1)

Para un conjunto [ finito, donde ¢; : V' — R son funciones lineales y «; son niimeros reales.

Observacion 1.1. Si identificamos V' con R? eligiendo una base, podemos definir un poliedro P

por:
d

P={x: Zaij@gai para x = (&,&,..,&) y 1€}

Jj=1
donde a;; y o; son numeros reales.

Observacion 1.2. La definicién que hemos dado para un poliedro no implica que sea acotado,

ver figura 1.1. Es por eso que introducimos el término politopo.

/

Figura 1.1: Ejemplos de poliedros acotados y no acotados

Definicién 1.2 (Politopo). Sea P C V un poliedro. Decimos que P es un politopo si estd

acotado.

11



Capitulo 1. Primeras definiciones y caracteristica de Fuler 12

Definicién 1.3 (Convexidad). Decimos que un conjunto A C V' es convezo si para cada par

de puntos z,y € A, se tiene que Ty C A, donde
zy={ X+ (1-XNy: AXe]0,1]}

Observacion 1.3. Los poliedros son por definicién conjuntos convexos.
En efecto, si tenemos z,y € P={z eV : (li(z) <oy i €1}
Entonces dado A € [0, 1] se tiene que:

LA+ (1 =XNy) = M)+ (1 =N(y) <A+ (1 =Ny =«a; Viel

Definicién 1.4 (Funcién caracteristica de un conjunto). Sea A C V' un conjunto. Entonces la

funcion caracteristica de A 14 es la funcién 1, : V' — R dada por:

1 si z€ A

La(@) = { 0 si z¢A (12)
Una vez introducidas estas definiciones bésicas, presentamos los siguientes espacios vecto-
riales.
Denotaremos P(V), el espacio vectorial generado por las funciones caracteristicas de los
poliedros de V, P C V. Esto es, es el minimo espacio vectorial que contiene las funciones
caracteriticas de los poliedros P C V.

Equivalentemente, se define:

» C(V), el espacio vectorial generado por las funciones caracteristicas de conjuntos cerrados

y convexos de V.

» Cy(V), el espacio vectorial generado por las funciones caracteristicas de conjuntos com-

pactos y convexos de V.

» P, (V), el espacio vectorial generado por las funciones caracteristicas de politopos de V.

Es decir Py(V) = P(v) N Cy(V)

La observacién 1.3, muestra que P(V) C C(V).
El cuerpo bas del espacio vectorial V' es R. El cuerpo sobre el que definimos los espacios
vectoriales P(V), PV), C(V) y Cy(V) serd ta,bi’n R. Asi por ejemplo, los elementos de P(V)
son combinaciones lineales finitas con coeficientes en R de funciones caracteristicas de poliedros
en V. Es decir, si f € P(V), entonces f es de la forma:

f - Z ailpi

i€l
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donde P; C V son una cantidad finita de poliedros y «; son ntimeros reales.

Los espacios vectoriales mencionados, son subespacios del espacio vectorial A(V') formado
por todas las funciones f : V' — R. Este espacio de funciones, junto con el producto y la suma

usuales de funciones:
f=g+h si f(x)=g(x)+h(x) VeeV

f=g-h si f(z)=glx)h(zr) VeeV

conforman un anillo conmutativo y con unidad. Ademas, considerando la operacién adicional
de producto por elementos de R, se tiene una estructura de R-algebra.
Puesto que:

14l = 14np

Los subespacios vectoriales que acabamos de definir, heredan la estructura de anillo ya que
la interseccién de poliedros es un poliedro, la interseccién de conjuntos cerrados y convexos es

cerrada y convexa y la intersecién de conjuntos acotados es acotada.

La funcién que desempena el papel de elemento neutro para el producto en A(V') es la fun-
cién constante igual a 1, que también se puede escribir como 1. Y dado que V' es un poliedro
y un conjunto cerrado y convexo, se tiene que P(V') y C(V') también son anillos unitarios con
elemento unitario 1y .

Igual que en A(V'), podemos considerar la operacién adicional de producto por elementos de R

para hablar de una estructura de R-algebra.

Mas adelante definiremos otro producto interno en C(V'), que nos proporcionara una nueva

estructura de anillo (y R-dlgebra) con propiedades interesantes.

Observacion 1.4. Las funciones caracteristicas de poliedros (respectivamente conjuntos cerrados
y convexos) no forman una base de P(V') (respecticamente de C(V)), es decir, no son linealmente

independientes. (Observar figura 1.2).

Observacion 1.5. Cuando quede claro por el contexto, podremos hablar de suma de dos con-

juntos para hacer referencia a la suma de las funciones caracteristicas de ambos conjuntos.

Observacion 1.6. Aunque P(V') estd engendrado por funciones caracteristicas de poliedros ce-
rrados, también contiene funciones caracteristicas de poliedros abiertos (observar figura 1.3).
Igualmente, en C(V') hay funciones caracteristicas de conjuntos que no son convexos. Por ejem-

plo, si sumamos las doce caras de un dodecaedro, luego restamos las treinta aristas y sumamos
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E-DeN- N

Figura 1.2: Relaciones lineales entre indicadores de poliedros

los veinte vértices, obtenemos la funcién caracteristica de la superficie exterior del dodecaedro,

que no es un conjunto convexo.

Figura 1.3: Un rectangulo abierto como combinacion lineal de poliedros cerrados

Definicién 1.5 (Evaluacién). Una evaluacion es una transformacion lineal
T:PV),C(V),C(V),Ppy(V) — W
donde W es un espacio vectorial.

Dos ejemplos de evaluaciones Pyp(V) — W son los siguientes:

1. La evaluacion que asigna a cada politopo el numero de puntos con coordenadas enteras

(o puntos reticulares) contenidos en él, aqui W es el espacio vectorial R.

2. La evaluacién T' que asigna a cada politopo su polinomio indicador reticular. El polinomio
indicador reticular de un politopo P es el polinomio de Laurent en d variables dado por la
suma de monomios con coeficiente 1 cuyos exponentes son las coordenadas de los puntos

reticulares contenidos en P.

Por ejemplo, si P es el politopo en R® que solo contiene a los puntos reticulares (1,1, 1),
(0,2,2) y (0,0,3) entonces
T(1lp) = vyz +y*2* + 2°
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En este caso W es el espacio vectorial de los polinomios de Laurent en d = 3 variables

con coeficientes en R.

Una caracteristica fundamental de las evaluaciones es la siguiente: la evaluacion de (la fun-
cion caracteristica de) la unién de dos poliedros es la suma de las evaluaciones de (las funciones
caracteristicas de) de dos poliedros menos la evaluacién de (la funcién caracteristica de) la

interseccion.

Por ejemplo, si consideramos la evaluacion en (1) “nimero de puntos reticulares contenidos
en el politopo”:
T Pb(V) —R

1p — |PNZY
donde | - | denota el cardinal de un conjunto. Entonces se tiene la relacion:

(PUQ)NZY =|PNZY+|PNZY—~|(PNQ)NZY

Se introduce ahora una evaluacion fundamental de los conjuntos cerrados y convexos.

Teorema 1.1. Ezxiste una unica evaluacion:
x:C(V)—R

llamada caracteristica de Euler tal que x(14) = 1 para cada conjunto cerrado y convexo A C'V

distinto del vacio.

Este teorema fue enunciado y demostrado por Hugo Hadwiger [10].

Demostracion. De existir, esta aplicacién debe ser 4inica ya que para f € C(V'), f es combina-

cion lineal finita defunciones caracteristicas de conjuntos convexos y cerrados. Entonces:

fzz%lm = x(f)= Y

it A A0
Para ver la existencia, procedemos por induccion sobre d = dimV'. Primero vamos a ver la

existencia de la funcién con dominio en Cy(V).

Si d = 0, entonces definimos x(f) = f(0) para cada f € C(V') que verficica ambas propie-
dades.
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Supongamos que la funcién existe para dimV = d — 1. Sea V tal que dimV = d. Con-
sideramos una funcion lineal no nula ¢ : V' — R y descomponemos V' en los hiperplanos

afines
H ={xeV lz)=r1}

Eligiendo el origen de coordenadas arbitrariamente en H,, estos hiperplanos son natural-

mente subespacios de dimensién d — 1. Por hipotesis de induccion, existe una evaluacién
X Cy(H;) — R

tal que x.(14) = 1 para cada A C H, no vacio, convexo y compacto.
Sea f € Cy(V), entonces existe una cantidad finita de conjuntos no vacios, cerrados y

convexos A; C V' y unos escalares «; tales que

=Y aily, (1.3)

i€l

Escribimos la restriccién a cada hiperplano H, como

fT = Z OéilAiﬁH-r

iel

Entonces f, € Cy(H,) y
()= (14)

iel:A;NH#)

Afirmamos que para cada 7 el limite lateral

Elgg)g Xr—e(fr—e)

existe salvo para una cantidad finita de 7 (este conjunto depende de la funcién f) y el limite es
igual a x,(f). Asi, definimos el conjunto J C I de los indices i en la descomposicién 1.3 que

verifican:
L] Az U HT 7é @
= 7 no es el minimo valor de £ en A;

Entonces utilizando la formula 1.4 se tiene que

XT—E(fT—E) = Zai

ieJ
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Figura 1.4: Posibles localizaciones de los planos H, y H,_.

Asi definimos la funciéon y como

xX(f) = Z(X‘r(ff) - 51—11%14- Xr—e(fr—e)), (1.5)

TER

y como para cada f € Cp(V') solo hay una cantidad finita de sumandos no nulos, la suma

estd bien definida y, por la forma en que esta definida, x es lineal.

Solo falta comprobar que x(14) = 1si A C V es no vacio, convexo y cerrado. Pero esto se
deduce de que, en ese caso, en 1.5, el inico término no nulo vale 1. Es el término correspondiente

al 7 que es el minimo valor de £ en A (dibujado en rojo en la figura 1.4).

Para acabar, solo nos falta extender esta funcién a los conjuntos no acotados, es decir, a
C(V).

Consideremos B un conjunto convexo cerrado y acotado que contiene al origen, y parat > 1,

consideramos la dilatacion:

tB:={tx: x€ B}.
Entonces, para cada f € C(V') definimos

X(f) = lim x(f1ip). (1.6)

Si escribimos f = .., a;14, donde los conjuntos A; C V' son conjuntos no vacios cerrados

y convexos (posiblemente no acotados). Se tiene que A;NtB # () para ¢ suficientemente grande,
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de modo que el limite 1.6 estd bien definido y es igual a:
>

como queriamos. La linealidad de esta extensién se deduce de 1.6. O]

Observacion 1.7. Durante la demostracion de este teorema, hemos obtenido una expresion
explicita para y, dada por la férmula 1.5. Mas adelante, esta expresion explicita nos va a ser
de utilidad.

Observacion 1.8. La caracteristica de Euler no es invariante topolégico. La caracteristica de
Euler de (la funcién caracteristica de) una recta es 1, ya que una recta es un poliedro. Pero
por otra parte la caracteristica de Euler de un intervalo abierto es -1. En efecto, si al intervalo

cerrado le restamos los dos puntos extremos, que tienen caracteristica de Euler 1, se obtiene -1.

Observacion 1.9. La caracteristica de Euler de un rectdngulo abierto es 1 (ver figura 1.3). La

caracteristica de Euler del cubo abierto es -1 y para un hiper-cubo abierto d-dimensional la

d

caracteristica de Euler es (—1)* como demostraremos en el capitulo 5.



Capitulo 2

Transformaciones lineales y estructura

de los poliedros

Teorema 2.1. Sea T': V — W una aplicacion lineal entre V- y W espacios vectoriales reales

de dimension finita. Entonces:
1. Para cada poliedro P C V', la imagen T'(P) C W es un poliedro.

2. Eziste una unica evaluacion T : P(V) — P(W) tal que
T(1p) = 1r(p)

para cada poliedro P C V.

En otras palabras, el teorema dice que las transformaciones lineales conservan las relaciones
lineales entre funciones caracteristicas de poliedros.

Para probar la primera parte del teorema, utilizaremos el siguiente lema:

Lema 2.1 (Prodecimiento de eliminacién de Fourier-Motzkin). Sea T : R? — R%™! la proyec-
cion:

(517527 "'7€d) = (517527 -'-agd—l)

y sea P C RY un poliedro. Entonces T(P) C R¥™! es un poliedro.

Demostracion. Supongamos que P viene dado por:

d
P:{ZE: Zamgj Sbl para $:(§17€27"'7£d) Yy ZE[}

J=1

19
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Entonces consideramos los conjuntos:
I,={iel: ay;=0}
[+:{i€[2 aid>0}

,I{Z'Eli aid<0}

Entonces dado y = (&1,&,...,&4-1), se tiene que y € T(P) si y solo si existe & tal que
(y,&4) € P, esto se traduce en:

d—1
D ai& < b Vi€l (2.1)
7j=1

d—1
<L N e yieg
§a < & Yiel,
Qid =1 Gad
d—1
>0 N~y
§a > & Viel..
Qid =1 Qad

Para que este £, exista, es condicion necesaria y suficiente, que ninguna de las cotas inferiores

para &; sea mayor que ninguna de las cotas superiores. Es decir, que se verifique:

d—

d—
Z alu = Z ing fj V 21,i2> € [Jr x I_
=1

zld a22d Aiod

Qi d

Estas desigualdades, junto con 2.1, establecen una cantidad finita de desigualdades lineales

sobre las coordenadas de y = (&1, &, ...,&4-1). Asi, se tiene que T'(P) es un poliedro. ]

Demostracion del teorema 2.1. Comenzaremos demostrando la parte (1).
Si se tiene que T : V. — W es un isomorfismo, entonces el resultado es facil de probar. Si
P={z: {li(z) <a;} entonces T(P)={y: (T (y)) <a;} y T(P) es un poliedro.

También es facil ver el resultado si T es inyectiva, pues podemos considerar la restriccion
T:V — T(V) para tener un ismorfismo.

Si T es arbitrario consideramos la composiciéon:
V—=VXW-—W

x+— (2, T(z)) — T(z).

La primera aplicacién es inyectiva y la segunda es una proyeccién. Asi, utilizando el lema

anterior, se tiene que si P es un poliedro, T'(P) también lo es.
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Para demostrar la parte (2), es ficil ver que si la aplicacion T existe, entonces es tnica. Si

f € P(V) entonces existen P, ..., P; poliedros y ai, ..., as € R tales que
f=a1lp +aslp, + ...+ aslp,
y entonces necesariamente:
T(f) = a1lrpy + aoldap,y + ... + aslep,).

Demostremos ahora la existencia. Observamos que dado x € W, el conjunto T!(z) C V es
un subespacio afin y que si P C V' es un poliedro, entonces el producto 1ply-1(,) = Lpar-1(y)
es la funcién indicatriz de un poliedro. Entonces para cada f € P(V) el producto flp-1(,) estd
contenido en P(V') y entonces tiene sentido considerar su caracteristica de Euler. Asi definimos
h="T(f), h: W — R como:

Es claro que la aplicacién T es lineal y va de P(V) a P(W). Ademds si f = 1p con P un
poliedro, entonces el poliedro P NT~1(x) es no vacio cuando x € T'(P), entonces se tiene que
T(1p) = 1r(p). o

Introduciremos ahora, una nueva estructura de dlgebra sobre P (V) més interesante que la

introducida en el capitulo anterior. Para ello, presentamos primero la siguiente definicion:

Definicién 2.1 (Suma de Minkowski). Sean A y B conjuntos no vacios. La suma de Minkowski
A+ B €V se define como:

A+ B:={a+b: donde a€ Abe B} (2.3)

Figura 2.1: Suma de Minkowski de dos segmentos
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Observacion 2.1. Dados A y B conjuntos cerrados y convexos, la suma de Minkowski A+ B no

es cerrada en general. Tenemos el siguiente contraejemplo: si se toman como conjuntos A y B:
1 1
A={lzy): z>0y=2-} y B={(-wy): 2>0y=_}

entonces A + B no es cerrado. En efecto, si consideramos los puntos de la forma (0,y) con

y > 0, estos estan todos contenidos en A+ B, pues dado y > 0, considero z > 0 tal que § > L

xT

Entonces se tiene que (0,y) = (z,%) + (—2,%) € A+ B y sin embargo
lim(0,y) = (0,0) ¢ A+ B
y—0

pues los puntos de A + B tienen segunda coordenada estrictamente positiva. Asi, el cojunto

A+ B no es abierto, de hecho A+ B = {(z,y) : y > 0} es el semiespacio abierto.

Teorema 2.2. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita. Entonces

1. Si P, () son poliedros no vacios, entonces su suma de Minkowski P + () es también un

poliedro.
2. Existe una unica aplicacion bilineal
x: P(V)xP(V)— P(V)
llamada convolucion tal que
1px1lg =1pig

donde P y @ son poliedros no vacios.

Demostracion. Comenzamos demostrando la parte (1). Observamos que, dado Py @, entonces
Px@Q ={(x,y): x € PyeQF CV xV esun poliedro ya que estd definido por las
inecuaciones lineales de = y las inecuaciones lineales de y.

Counsideramos la tranformacién lineal
T:VxV—V

(x,y) — = +y. (2.4)

Entonces es claro que T(P x Q) = P 4+ @ y entonces P + () es un poliedro aplicando la
primera parte del teorema 2.1.

Demostremos ahora la segunda parte:
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Es facil ver la unicidad de la aplicacion bilineal % procediendo como en el teorema anterior.

Para ver la existencia, para f,g € P(V) definimos la funcién f x g : V x V — R como

(f x g)(z,y) = f(x)g(y).

Es fécil ver que f x g € P(V x V) ya que si escribimos f =3, a;1p y g = >_; B;1q, donde
a;, B € Ry FP;,Q; CV son poliedros, se tiene que :

fxg= Z&iﬁjlax@j-
Y]

Asi, podemos definir 7 : P(V x V) — P(V') como en la demostracién del teorema 2.1 por:
T(h)(z) = x(hlp-1y)), heP(V xV)
donde T es 2.4 y entonces:
+: P(V)x P(V) S PV x V) L pv)

estd bien definida. Asi escribimos

fxg=T(f xg)
La bilinealidad es facil de deducir, y ademas se verifica que si P y () son poliedros:
1px1lo=T(1p x1g) = T(1rxq) = X(1rxelr-1(»)) = x(1rq)

y el poliedro
(P xQ)NT™\(2)

es no vacio precisamente cuando z € P + (). Entonces, la funciéon asi definida, verifica las

propiedades requeridas. O

Observacion 2.2. Observamos que en el producto de convolucién *, la funcion 1, juega el
papel de elemento neutro. En efecto, sea f € P(V') entonces existen Ay, As, ..., As poliedros y

Qq, Qa, ..., g numMeros reales tales que
f = OéllAl + 0421A2 4+ ...+ OéslAS
y por bilinealidad:

f* 10 = Oél(lAl * 10) +042(1A2 * 10) + ...+ (OéslAS * 10) = a11A1+0 +0421A2+0—|— +0551A5+0 = f
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igualmente se tiene que 1y x f = f.

Ya habiamos mencionado que el espacio vectorial P(V') tiene una estructura de anillo al
considerar la suma y el producto usuales de funciones. Por el teorema 2.2, vemos que el producto
de convolucién * en P(V'), nos proporciona una nueva estructura de anillo conmutativo en la que
tendremos igual interés. Igual que antes, también es un R-algebra al considerar la operacion
de producto por escalares. Y por lo visto en la observaciéon anterior, se trata de un anillo
unitario. En el caso del anillo (P(V'),+, -), el elemento unidad era 1y, mientras que en el anillo
(P(V),+,*) el elemnto unidad es 1.

Observacion 2.3. En este anillo hay elementos invertibles. Por ejemplo, el inverso de la funcién

caracteristica del intervalo [0, 1] es el indicador negativo del intervalo (—1,0). (Ver figura 2.2).

*

L} ~
[
+
Qe
|
e
ol
S——"
X
o
S
"

Figura 2.2: Figura de la observacién 2.3

Observacion 2.4. Igual que en el caso del primer anillo, este anillo no es un dominio. Observa-
mos, por ejemplo, que al hacer el producto de convolucién del rayo [0, o0) con (0, 1], obtenemos
0. Ver firgura 2.3.

*
Vv

0 10 0
.—9—%:
0 0

0

Figura 2.3: Figura de la observacién 2.4
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A continuacién se definen tres objetos que nos seran de utilidad a la hora de estudiar la

estructura de los poliedros.

Definicién 2.2 (Recta, semirrecta y segmento). Sea V' un espacio vectorial real de dimensién

finita. Sean u y v vectores tales que u # 0. Entonces el conjunto
{v+71u: 7€R}

es una recta en V.
El conjunto
{v+7u: 72>0}

es una semirrecta de extremo v en la direccion wu.

Dados dos puntos vy, vy € V', el conjunto
{rou+(1—71)va: 7€][0,1]}

es el segmento de extremos vy y vs.
Lema 2.2. Un poliedro es acotado si y solo si no contiene ninguna semirrecta.

Demostracion. Sea P un poliedro definido por:
P={xzeV: /l(z)<a; para iecl}.

Es claro que si P contiene una semirecta, no puede ser acotado. Reciprocamente, si P es

no acotado, entonces existe una sucesién {u,}5°,; C P tal que ||u,|| — 4o00. Consideramos

la sucesion w, = HZ—"H Por estar contenida en la bola unidad, esta sucesion tiene alguna
n

subsucesion convergente. Sea w = limy_,, wy,, , entonces se tiene que

¢ (Unk) Q;

[l Ml

gi (wnk)

y pasando al limite se tiene que ¢;(w) < 0 para todo i € I. Asi, dado x € P, 7 > 0 se deduce
que
Ui(x 4+ Tw) =li(x) + Tl(w) < a; Viel

Asi, la semirrecta de extremo x y direccién w esta contenida en P. O]

Definicién 2.3 (Combinacién convexa). Un punto v € V' es combinacion convezxa de los puntos
V1, Vo, oy Uy € V81

i=1 =1
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El conjunto de todas las combinaciones convexas de un conjunto A € V recibe el nombre

de envolvente conveza y se denota conv(A).

Definicién 2.4 (Vértice, cara y cara propia). Sea P C V un poliedro y sea v € P. Decimos que
v es un vértice de P si cuando se tienen vy, v € P tales que v = ”12& entonces necesariamente
v; = vy = v. Es decir, v es un vértice si no existen v, y v, puntos distintos de P tales que v sea
su punto medio.

Sea ' C P decimos que F' es una cara de P si existe £ : V' — R una funcion lineal no nula

y a € R tal que {(z) < o para todox € Py
F={zxeP: ((x)=a}.
Una cara F tal que F # (), P se dice que es una cara propia.

Veamos ahora algunas propiedades de los vértices que nos resultaran de utilidad més ade-

lante.
Lema 2.3. Sea P C V un poliedro, sea v € P.

1. Supongamos que
P={zeV: l(z)<a; Viel}.

Sea
y={iel: {;(v) =}

El conjunto de desigualdades indexadas por los elementos de I,, son llamadas desigualdades
activas en v.

Entonces v es un vértice de P si y solo si
span(l; i€ I,) =V".

Donde span({; : i € I,) representa el subespacio vectorial de V* generado por las formas
lineales ¢;, © € I,. Y en consecuencia, el conjunto de vértices de un poliedro es siempre

finito y posiblemente vacio.
2. Sea F C P una cara de P y sea v un vértice de F. Entonces v es un vértice de P.

Demostracion. Para demostrar la parte (1). Supongamos que span(¢; : i € I,) = V* y supon-

. Entonces, por ser puntos del poliedro, se tiene

gamos que existen vy, v € P tales que v = “Jg—”?

que
&(’Ul),gl’@)Q) § (073 Vi € Iv-
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Por otro lado se tiene que:

&(’Ul) —+ &'(1)2)

<o Viel,.
5 < 1

Entonces necesariamente se tiene que ¢;(vy) = ¢;(ve) = «; para todo i € I,,.
Si se tiene que ¢;(v) = a; y {;(v1) = o; para todo i € I. Entonces, restando las ecuaciones
tenemos que:

li(v—v1)=0 para todo i€ I,.

Y dado que {¢; : i€ I,} genera el espacio de funciones lineales de V', entonces necesaria-
mente v = v;. Se razona de igualmanera con vs para deducir finalmente que v; = vy = v y que
v es un vértice de P.

Reciprocamente, si {/; : i I,} no genera el espacio de funciones lineales de V| entonces
debe existir un vector u € V\{0} tal que ¢;(u) = 0 para cada i € I,.

En efecto, si consideramos {¢; : i € I, }, extraemos un conjunto linealmente independiente
Zl,...,gd_m} de V* que re-

nombramos B* = {11,1s,...,14}. Ahora consideramos la base dual de B*, es decir, la base

{li,, liy, ..., 0;, } v lo ampliamos a una base B* = {{;,0;,,....¢

7;m7

B = {uy,us,...,uq} de V que verifica:

w={ o
0 si i#]

Consideramos u el vector que en la base B tiene todo ceros salvo un 1 en la posiciéon m + 1.
Entonces ¢;, (u) = 0 para k = 1,2, ...m y para todas las funciones lineales que sean combinacién
lineal de éstas. Es decir ¢;(u) = 0 para cada i € I,.

Entonces si definimos

V1 =V + €u Vg =V — €U

v1+t+
2

para un € lo suficientemente pequenio, se tiene que vy, v, € Py ademas v = “52 de modo que
v no es un vértice.

Observamos que de la parte (1) se deduce que para un vértice, el conjunto de desigualdades
activas es al menos dimV* = dimV = d, y cada d desigualdades determinan de forma tnica el
vértice. Si consideramos que el poliedro P viene dado por m desigualdades entonces el niimero

de vértices de P no puede ser mayor que (Z‘)

Para demostrar la parte (2), supongamos que para todo = € P se tiene {(z) < a'y
F={zeP: [(x)=a}.

Supongamos que v es un vértice de F. Sean v, vy € P tales que v = % Entonces se da
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que:

y dado que £(vy),f(ve) <  entonces debe ser
(vy) =Ll(vg) = «x
de modo que v, v, € F', y por ser v vértice de F', se concluye que vy = vy = 0. O

Presentamos ahora un importante teorema en la teoria de poliedros. Recordamos se habia

definido un politopo como un poliedro acotado.

Teorema 2.3 (de Weyl-Minkowski). Sea P un poliedro. Entonces P es un politopo si y solo si

es la envolvente convera de un conjunto finito de puntos.

Demostracion. Supongamos primero que P = conv(vy, Vg, ..., Uy, ).

Consideremos el simplice A C R™

A={( Mg, .. \m): N >0 para i=1,2,..m vy Z)‘i =1}.

=1

Entonces A es claramente un poliedro. Consideramos la aplicaciin lineal:
T:R™ —)‘/, T()\l,)\g,.‘.,/\m) :Z)\Z’UZ
i=1

Entonces se tiene que P = T'(A) y entonces P es un poliedro por la parte (1) del teorema

2.1. Y dado que A es compacto y T  es continua, entonces P es acotado.

Vamos a demostrar la otra implicacién por induccién sobre la dimension de V. Es claro que
si la dimension es 0, entonces el resultado es cierto. Supongamos que el resultado es cierto para

los espacios vectoriales de dimensién estrictamente menor que d. Sea
P={zeV: l(z)<a; i€l}

y sea Vert(P) = {vy, v, ...v;, } €l conjunto de vértices de P.

Entonces queremos demostrar que

{reV: li(z)<a, i€l}=conv(vy,vs,...,0n).
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Sea y € conv(vy, vy, ..., Uy,). Entonces y = Z;”Zl Ajv; donde A\; >0y Z;nzl A; = 1. Entonces

ﬁl(zm: Ajvj) = Em: Aili(v;) < max l;(v)) 2’”: < Viel.
i=1 j=1

le .7_ seeny Y

Es decir y € P.

Ahora, sea y € P, supongamos que existe j € I tal que ¢;(y) = a;. Consideramos la cara:
F={zxeP: [(ix)=a;}

Entonces F' estd contenida en un subespacio afin propio de V', con y € F' y por hipdtesis
de induccién y esté en la envolvente convexa de los vértices de F' y por la parte (2) del lema
precedente, estos son tamién vértices de P.

Supongamos ahora que /;(y) < «; para todo ¢ € I. Entonces se considera una recta que
pasa por y. Como P es acotado, la recta debe intersecar P en un segmento de extremos z; y
zo. Estos puntos estan en una cara propia de P. Entonces, por hipdtesis de induccién, estos
puntos son combinacién convexa de los vértices de las caras en las que estan, que a su vez son

vértices de P. Asi y es combinacién convexa de vértices de P. O
Teorema 2.4. Un poliedro no vacio contiene un vértice st y solo si no contiene ninguna recta.

Demostracion. Sea
P={zeV: l(z)<a; para ie€l}.

Supongamos primero que existe una recta {v+7u: 7 € R} con u # 0 contenida en P.
Entonces como
li(v+Tu) =Lli(v) + 7li(u) <a; i€,

debe ser ¢;(u) = 0 para todo 7 € I. Entonces cada x € P puede escribirse como = = (1 +x3)/2
donde x1 =x+u € Py 29 =x —u € Py entonces ningiin punto puede ser vértice de P.
Supongamos ahora que no hay ninguna recta contenida en P. Vamos a razonar por induccion
sobre d = dimV'. Si d = 0 el resultado es claro.
Sea x € P, si suponemos que para algun j € I, se tiene que ¢;(z) = «;, entonces, como en

la demostracién del teorema anterior, se considera la cara
F={zxeP: [l(z)=aq;}

que esta contenida en un subespacio afin y y € F'. Por hip6tesis de induccién hay algin vértice

en F', que serd también un vértice de P.
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Si suponemos que para todo i € [ se tiene que /;(x) < «;, tomamos una recta que pasa
por x. Como P no contiene ninguna recta, la interseccién de P con esta recta es o bien una
semirrecta de extremo 2y o bien un segmento de extremos z; y 25. Donde estos puntos estan
contenidos en caras propias de P. Entonces aplicamos la hipotesis de induccién para concluir

que existe un vértice en P. O

Se presenta ahora la definiciéon de un tipo de poliedro no acotado que nos va a ser de mucha
utilidad.

Definicién 2.5 (Cono). Un poliedro K C V es un cono si 0 € K y para cada z € K y cada
A > 0 se tiene que A\x € K

Observamos que un cono esta definido por un sistema de ecuaciones lineales homogéneas.
K={zeV: l(x)<0 para i€l}.

0 es el inico punto que puede ser vértice de un cono. Por el teorema 2.4 deducimos que el 0
es un vértice del cono si y solo si el cono no contiene rectas. Un cono que no contiene rectas

recibe el nombre de cono punteado.

Definicién 2.6 (Combinacién cénica). Un punto v € V se dice que es combinacion conica de

los puntos vy, vy, ..., v, € V si
m
v = Z Av;  donde )\ > 0.
i=1

El conjunto de combinaciones cénicas de un conjunto dado A C V recibe el nombre de

combinacion conica de A y se denota co(A).

Figura 2.4: Los conos que no contienen rectas forman una“piramide” sobre politopos

La envolvente cénica de un conjunto finito de puntos es necesariamente un cono. La demos-

tracion es completamente andloga a la del teorema 2.3, asi que va a ser omitida.
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Teorema 2.5. Sea K C V un cono punteado, K # {0}. Entonces existe un hiperplano afin
HCV,0¢ H y un politopo P C H tal que K = co(P).

Demostracion. Sea
K={zeV: l(x)<0 para i€}

Como 0 es un vértice de K y £;(0) = 0 para todo ¢ € I entonces, por la primera parte del

lema 2.3 se tiene que las formas lineales ¢; generan V'*. Sea
(=)t
iel

Veamos que ¢ # 0. Si fuese ¢ = 0 entonces para cada x € K se tiene que ¢(x) = 0 y entonces
l;(x) = 0 para todo i € I lo cual es una contradiccién con que las formas lineals ¢; generen V*.

Consideramos el hiperplano afin:

Figura 2.5: P=HNK

Definimos el poliedro P = H N K. Entonces para cada x € K\{0} se tiene que ¢(z) < 0y
entonces Az € H para algin A > 0. Asi, se tiene que K = co(P) y solo falta demostrar que P
esta acotado.

Supongamos que P no estuviese acotado. Entonces P contendria una semirrecta con direc-

cién u # 0 paralela al hiperplano H. Entonces ¢(u) = 0. Por otro lado, como la semirrecta estd
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contenida en K, se tiene que ¢;(u) < 0 para todo i € I. Entonces necesariamente ¢;(u) = 0,
pero entonces 7¢;(u) = 0 < 0y larecta {Tu: 7 €} estd contenida en el cono K, lo cual es

absurdo, pues el cono tiene a 0 como vértice. O

Observacion 2.5. Como ya sabemos que un politopo P puede escribirse como P = conv(Vert(P)),

entonces observamos que se puede escribir un cono punteado K como K = co(Vert(P)).

Definicién 2.7 (Cono simplicial). Dado un cono punteado K C V. Decimos que K es un cono

simplicial si podemos escribirlo como K = co(vy, va, ..., v4) donde {vq, va, ..., v4} es una base de
V.

El siguiente teorema presenta una forma de escribir poliedros que no contienen rectas como

suma de Minkowski de un cono punteado y un politopo. Esta escritura nos sera de mucha
utilidad.

Teorema 2.6. Sea P C V un poliedro no vacio que no contiene ninguna recta. Sea M la

envolvente convexa del conjunto de vértices de P. Definimos K = Kp como:
Kp:={ueV: x+4+71 para algin x € P y para todo 7 > 0}.

Es decir, el cono formado por las direcciones de las semirrectas contenidas en P.

Entonces K C P recibe el nombre de cono de recesion de P y

P=K+ M.

Figura 2.6: Poliedro P representado como suma de Minkowski de un politopo M y un cono
punteado K

Demostracion. Sea

P={xeV: [((z)<a; para todo i€ I}.
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Entonces
r+TueEP V>0 li(x)+7l(u) <o Viel, VT1>0< 74;(u) <0 Viel, Vr >0.
Entonces podemos escribir
K={zeV: /l(x)<0 para cada i€ l}.

Asi, K es un cono poliédrico y se tiene que x + K C P para cada x € P y K no contiene
rectas. Entonces se tiene que K + M C P y falta demostrar la otra contencion.

Para ello, procedemos por induccién sobre d = dimV. El caso d = 0 es claro. Ahora
suponiendo que lo que queremos mostrar es cierto en dimension estrictamente menor que d,
dado y € P, quiero escribiry =u+z2conue Ky ze M.

Si ¢;(y) = a; para algin j € I, entonces consideramos la cara
F={zxeP: ((z)=aq;}

y por la hipétesis de induccién, sabiendo que los vértices de F' son vértices de Py que Krp C Kp
se tiene la descomposicion deseada.

Entonces supongamos que ¢;(y) < «; para todo i € I. Si se da que K = {0} entonces P no
contiene ninguna semirrecta y por el lema 2.2 P es acotado, entonces se puede escribir como la

envolvente convexa de su conjunto de vértices y hemos terminado.

Figura 2.7: K cono de recesion del poliedro P y semirrecta contenida en el poliedro

Entonces, sea v € K\{0}, considero la recta {y + 7u: 7 € R} y dado que P no contiene
rectas, esta recta interseca con P en una semirrecta {z +7u: 7 > 0} para algun z contenido
en una cara propia F' de P (ver figura 2.7). Es decir se tiene que y = z + 1ou para un 79 > 0 y

por hipdtesis de induccién sabemos que se puede escribir

z=t4+w
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donde t es combinacion convexa de vértices de F', que también son vérticesde Py w € Kp C K.
Se tiene que w+Tu € K ya que £;(w)+70¢;(u) < 0. Asi hemos descompuesto y = t+(w+Tmyu)
como queriamos.

O

En el siguiente teorema se trata la descomposicion de un poliedro cualquiera.

Teorema 2.7. Sea P C V' un poliedro no vacio. Entonces P se puede representar como suma
de Minkowsk:
P=M+K+L

donde L C'V' es un subespacio vectorial, K CV es un cono punteado que no contiene rectas y

M es un politopo.

Demostracion. Sea
P={zxeV: V((x)<a; para todo i€ I}.

Observamos que si P contiene una recta con direccién u, {v + 7u, 7 € R} entonces nece-
sariamente se tiene que ¢;(u) = 0 para todo i € I.

Definimos

L={ueV: l(u)=0 iecl}
que es claramente un suespacio. Asi descomponemos V' como suma directa

V=LoW

y consideramos la proyeccion T : V. — W que tiene a L como ntucleo. Por la parte 1 del
teorema 2.1, la imagen Q = T'(P) C W es un poliedro y es claro que () no contiene rectas. Por
el teorema anterior (2.6), podemos escribir Q = M + K donde W C V es un politopoy K C W

es un cono que no contiene rectas. Asi hemos descompuesto:
P=L+K+ M.
O]

Definicién 2.8 (Interior relativo). Sea P C V un poliedro. Nos referimos al interior relativo

como el interior topoldgico usual respecto al subespaico afin mas pequeno que contiene a P.
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Teorema 2.8. Sea P C V' un poliedro.
P={zecV :l(x)<a Viel}

para un conjunto finito de funciones lineales no nulas ¢; : 'V — R y ndmeros reales «;.

Entonces:

1. Supongamos que P es no vacio. Entonces o bien P contiene un punto interior, o bien

esta contenido en un subespacio afin propio de V.

2. Supongamos que P tiene interior no vacio. Para un punto v que no esté en el interior de
P. Sea
IL={iel: {(w)=aw}

el conjunto de indices de desigualdades activas en v y sean

gvzzgz Yy avzz&i

1€ly 1€y

Entonces el conjunto
F,={xeP: /(,(z)=0a,}

es una cara propia de P que contiene a v en su interior.

3. Toda cara no vacia F de P puede ser escrita como F, para los v en el interior de F'.

Demostracion. Demostremos la primera parte. Si para algin i € I se tiene que ¢;(z) = a; para
cada x € P, entonces P estd contenido en el subespacio afin propio {x € V' :  {;(x) = oy }.

Si para todo i@ € I existe un punto x; € P tal que ¢;(z;) < a; entonces considero el punto:
1

r=— x;

1] Z Z

i€l

y entonces se tiene que

li(z) <a; para todo i€l

y x estd contenido en el inetrior de P.

Para demostrar la segunda parte, por la definicién es claro que F), es una cara de P ya que

ly(z) < a, para todo x € Py también es claro que v € F,. El menor subespacio afin en el que
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estd contenido F, es
A, ={zeV: Vli(x)=0a; para cada i€ L}

Es claro que v € A,. Considero un punto w € A, tal que |v — w| < €. Entonces w estd
en F, si w estd en P. Es decir buscamos que ¢;(w) < «; para todo i € I. Esto se verifica
automdticamente para ¢ € I,, si i ¢ I, entonces {;(v) < «; y tomando e suficientemente
pequeno se tiene lo que buscamos.

Es decir v estd en el interior relativo de Fj,, esto es, el interior de F), respecto de A,.

Para la tercera y tltima parte escribimos F' como
F={zxeP: [((x)=a}.

Es claro que F' es un poliedro no vacio de modo que por la parte 1 de este teorema, el interior

relativo de F' es no vacio. Sea v un punto del interior relativo de F', veamos que F = F,,.

Para ello, veamos primero que ¢ € K,, donde
K,=coll;: 1i€l,).

K, es un cono en V* de modo que si ¢ ¢ K,, hay alguna desigualdad lineal (de las que
definen K,), que ¢ no verifica. Es decir, existe un vector u € (V*)* =V tal que ¢(u) > 0 pero
¢;(u) <0 para todo i € I,,.

Pero entonces, para un € > 0 suficientemente pequeno se tiene que v 4+ eu € P pero sin
embargo

l(v+eu) =L(v) + el(u) = a+el(u) > a

lo cual es una contradiccién.

Asi, se tiene que
{= Z Ail;  para ciertos A\ >0

i€l

evaluando en v se tiene que

a = Z )\,LOé,L

icl,
Y se concluye que F, C F'.

Reciprocamente, sea = ¢ F,, entonces ¢;(x) < «; para algin i € I, es decir, si suponemos

que x € F entonces
G={zeF: /l(zx)=q}

es una cara propia de F'y como v € (G se obtiene una contradiccién con el hecho de que v esta
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en el interior relativo de F. Se concluye que F C F,,.






Capitulo 3
Conjuntos Polares

En el espacio vectorial V', consideramos un producto escalar (forma bilineal simétrica defi-
nida positiva) (-,-) de modo que trabajamos en un espacio vectorial euclideo.

Nuesto objetivo en este capitulo va a ser describir y estudiar los conjuntos polares de los sub-
conjuntos de V. Esta definicion sera imprescindible més adelante para los resultados principales

de este trabajo.

Definicién 3.1 (Conjunto polar). Sea A C V un conjunto no vacio. Definimos el conjunto

polar A° de A como:
A ={x eV :(z,y) <1 para todo ye€ A}.

Antes de ver las propiedades del conjunto polar, observemos algunos ejemplos ilustrativos.

» Si A es un subespacio vectorial de V entonces se verifica que A° = At
Recordamos que A+ :={z € V : (x,y) =0 para todo y € A}. En efecto, A° D A+
es evidente. Por otra parte, si z ¢ AL entonces existe y € A tal que (z,y) # 0. Podemos
considerar un escalar A de tal manera que (x, \y) > 1. Y como Ay € A entonces se tiene
que x ¢ A°.

= Razonando similarmente, obtenemos que si K es un cono, entonces se tiene que

K°={x eV :(z,y) <0 para todo ye€ K}.

En efecto, si (z,y) > 0 para algin y € K entonces (z, A\y) > 1 para A suficientemente
grande y por tanto = ¢ K°.

» Finalmente, si P = conv(vy, v, ..., v,,) €s un politopo entonces
PP={zecV:{(r,v;) <1 para i=1,2,..,m}.

39
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Dado que los puntos v; estan en el politopo, la contencién C es evidente.

Reciprocamente, si © ¢ P° entonces existe y € P tal que (x,y) > 1. Como y esta
en la envolvente convexa de {vy,vs, ..., v} entonces y = Ajv; + Agvg + ... + AUy, con
M+t o+ A=1y XN >0 Vie{l,2,...,m}. Asi, se tiene que

1< (x,y) = Z iz, v;) < maz{(x,v;)} Z Ai = max{{x,v;)}.

De modo que z ¢ {x € V : (z,v;) < 1 para i = 1,2,..,m} que prueba la otra

contencion.

Antes de exponer el resultado principal de este capitulo, necesitamos demostrar el siguiente

lema.

Lema 3.1 (De separacién). Sea A C V' un conjunto cerrado y convexo y sea a ¢ A. Entonces

existe un vector no nulo uw € V y un escalar « tal que
(u,a) >a y (u,z) <a Ve A

Geométricamente, este resultado se puede interpretar como sigue: un conjunto convexo y

cerrado A puede ser separado de un punto a ¢ A por un hiperplano afin.

Figura 3.1: Conjunto cerrado y convexo A y un punto a ¢ A

Demostracion. Sin pérdida de generalidad vamos a considerar el problema trasladado al origen,
a=0.

Consideramos || - || la norma asociada al producto escalar (-, -), y 6(-, -) la distancia asociada
a esa norma. Sea r = d(a, A) = Izneigl d(a, ) que existe por ser A cerrado. Ademds r > 0.

Consideramos una bola B centrada en a de radio r de modo que B N A # 0.

B:={zeV ||lz—al <r}
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Consideramos y € AN B, que existe pues AN B es compacto. El minimo de la definicion de r

se alcanza y lo hac en los puntos de ANB. Este punto y es también verifica 6(y, A) = migl d(z, A).
xre

Tomamos 0 < « < ||y||?. Consideramos el semiespacio:
H ={zeV: (y,z) <a}.

Al que a pertenece y que no contiene ningin punto de A.
En efecto, sea z € H- N A. Como A es convexo entonces el punto y. = (1 — €)y + €z estd

contenido en A para cada € € [0, 1]. Por otro lado tenemos que:
[lyel* < (L= e)*[ly[I* + €*]]2]* + 2(1 — e)e(y, 2)

Como (y,z) < ||y||* , se deduce que ||y.||> < €*||z]|* + ||y||*(1 — €*) y tomando e suficiente
mente pequeno obtendriamos que ¥y, es més cercano a a que ¥, lo cual contradice la definicién
de y. O]

Observacion 3.1. Es facil ver que la polaridad invierte las contenciones, esto es: A C B = B° C
AO

Veamos ahora algunos resultados sobre el conjunto polar.

Teorema 3.1 (Teorema fundamental de los conjuntos polares). Consideramos un espacio vec-
torial V.

1. A C V es un conjunto no vacio. Entonces A° es un conjunto cerrado y convexo que

contiene al origen.

2. S5i A CV es un conjunto cerrado y convero que contiene al origen, entonces se verifica:

(4°)° = A

3. Sea A C V un conjunto no vacio, entonces A° = A si y solo si A es la bola cerrada

unidad.

4. Euxiste una unica transformacion lineal D : C(V') — C(V'), que por tanto es una evaluacion,

de manera que D(14) = 140 para todo conjunto cerrado convezro y no vacio A.

5. 8t P CV es un poliedro, entonces P° C 'V es también un poliedro.

Demostracion. 1. A° es interseccion de semiespacios cerrados, de modo que es cerrado y

convexo. Es claro que 0 € A°.
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2. La inclusién A C (A°)° sigue de la definicién (no es necesario imponer ninguna condicién
sobre A).

Para la otra inclusién; supongamos que a € (A°)°\ A . Utilizando el lema 3.1 deducimos

la existencia de un vector v y un escalar o con las dos propiedades siguientes:
(u,z) <a VYreA
(u,a) > a.

Como 0 € A podemos asumir que o > 0y, escalando el vector u podemos suponer o = 1.
La primra propiedad muestra que u € A° y la segunda que (u,a) > 1 lo cual es una

contradiccién pues a € (A°)°.

3. Demostremos la implicacién directa. Si B es la bola cerrada unidad. Veamos B = B° por
doble inclusién, se tiene B={x €V : (x,y) <1 paratodo y € B}.

En efecto, si x € B entonces
(x,y) <||z|llly|]| <1 para todo y € B.

De modo que z € B°.

Sea x ¢ B, entonces ||z|| > 1. Sabemos que y = T € B, entonces
T
(@) = 2|l = ||l > 1.
|||

De modo que = ¢ B°.

Para demostrar la otra implicacién: Si A = A°, demostremos A = B por doble inclusion.
Sear € A
reA=>re A= (z,x)<1=||z]|<1=2x€B.

Reciprocamente:
ACB=B°CA°

y puesto que B = B¢, se tiene la inclusion deseada.

4. Vamos a obtener este operador D como limite de operadores D,. Fijado € > 0, se define

la “funcién de Green” G, : V x V — R como :

1 si (z,y)<1l+e

0 en otro caso
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Sea f € C(V),e >0,y € V. Definimos una nueva funcién:

Jey:V — R
z— f(2)G(2,y).

Veamos que g., € C(V). Supongamos que f = 1, donde A es un conjunto no vacio

cerrado y convexo. Definimos el semiespacio:

H,={x: (x,y)>1+¢€}.

Entonces la funcion g, antes definida se puede reescibir como:
ey = 1A — 1AﬂH67y - C(V)

Y por linealidad se tiene que Vf € C(V), g, € C(V).

De modo que podemos definir los funcionales:
De(f)(y) = X(gew)-

Se trata de una funcién lineal y bien definida. Si f = 14, donde A es un conjunto no vacio

cerrado y convexo, entonces la funcién viene dada por:

si (r,y) <1l+e paratodox € A

D.(f)(y) = { N

st (z,y) >14+¢€ paraalginx e A

Ahora, observamos que en el caso de f = 14, el limite puntual (en y)

lim D, (f)(y)

e—0+

existe y es igual a 14.. Por linealidad, extendemos esta definicién a todos los elementos

de C(V) y definimos el funcional D como el limite cuando € — 0 de estos funcionales.

Es claro que esta funcién D es lineal, se trata de una evaluacién donde el espacio vectorial
de llegada es C(V).

5. Sea P un poliedro. Consideramos la descomposicién en la suma de Minkowski P = M +
K + L que nos da el teorema 2.7. Donde M C V es un politopo, K C V es un cono

poliédrico que no contiene rectas y L C V' es un subespacio vectorial.
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Como M = conv(vy, vy, ..., Uy,) tenemos que:
M°={x : (x,u) <1 para i=1,2,..m}.

De modo que M? es también un poliedro.
Por lo visto en el capitulo anterior sabemos que podemos escribir K = co(uy, ug, ..., uy),

de modo que:
Ke={x : (r,u;) <0 para i=12,..n}.

Asi, K° es un cono poliédrico.

Finalmente L° = L*.

Mostremos que P° = M°NK°NL° por doble inclusiéon. De esta forma, P° sera interseccién
de tres poliedros y, por la primera parte del teorema, sera un poliedro.

Para la primera inclusion, mostremos que P° C M?, K°, L°.

s M C P= P°C M°

» Sean u € Ky y € P, entonces y+ Au € P para todo A > 0. De modo que para cada
x € P° se tiene que (u,x) < 0. De modo que = € K°.

= Seanu € L, y € P.Entonces y+ Au € P para todo A € R. De modo que para cada
x € P°, se debe tener (u,x) = 0, de modo que z € L°.

Reciprocamente, sea x € M°N K°N L°. Entonces (z,y) < 1 para todo x € M, (x,u) <0
para todo u € K y (x,z) = 0 para todo v € L. Como cada punto de P puede ser
escrito como y + u + z para ciertos y € M,u € Ky z € L, se tiene que x € P° ya que
(x,y+u-+z) <1

]

Observacion 3.2. Observamos que le punto (4) de este teorema tiene un corolario inmediato
que nos va a ser de utilidad: si tenemos una relacion lineal entre funciones caracteristicas de
poliedros, esta relacién lineal se mantiene en los poliedros polares (ver figura 3.2). Es decir si

tenemos poliedros Py, P, ..., P, que verifican la relacion:

i Oéilpi =0
=1

entonces aplicando la transformacién D vista en el aparatdo (4) también se tiene que

i Oéilpio =0.
=1
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Figura 3.2: Conservacion de las relaciones lineales entre las funciones caracteristicas de poliedros

a través del paso al conjunto polar

Teorema 3.2. 1. Sean Ky, Ky CV conos. Entonces se tiene que

(Kl—i-KQ)O:KfﬁKS Yy (Kf—f—Kg): (K10K2>0.

2. Sea Pk (V) el espacio vectorial generado por las funciones caracteristicas de los conos de

V. Sean f,g € Pk (V) entonces se tiene que

D(fg) = D(f) xD(g)

donde D es la evaluacion polar del teorema anterior.

3. Un conjunto A C V contiene una recta entonces el conjunto A° estd contenido en un
hiperplano vectorial de V. Y wiceversa, si un conjunto A C V estd contenido en un

hiperplano vectorial, entonces A° contiene una recta.

Demostracion. Para la demostrar C en la primera igualdad, sea z € (K; + K3)° entonces se
tiene que
(T, y1) +(2,92) <0 Vy1 € K1, Yo € Ko

Y por ser K5 un cono se tiene que
(T,y1) + (x,ey2) <0 Vy1 € Ky, y2 € Ka, €>0

y si € — 0 entonces se obtiene que (z,y;) < 0. Igualmente, como K7 es un cono se obtiene que
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(x,y2) <0y en consecuencia
r e K{NKS3.

Reciprocamente si x € K¢ N K9, entonces (z,y;) < 0 para todo y; € Ky y (z,y2) < 0 para

todo 1o € K5. Y sumando ambas expresiones se obtiene
(T, y1 +y2) <0 Vy € K1, y2 € Ko

Demostremos ahora la segunda igualdad. Como K7 y K son conos, les podemos aplicar la

igualdad anterio para obtener:
(K0 + K9’ = K NKS = K, N K,.
Por ser K, y K, cerrados y convexos se obtiene
(K + K3)° = K70 K3

y tomando el conjunto polar de los conjuntos de ambos lados de la igualdad, y teniendo en

cuenta que es un conjunto cerrado y convexo se obtiene el resultado deseado.

Para demostrar la segunda parte, mostremos primero que si P, () C V son conos poliédricos
entonces D(1ply) = D(1p) * D(1gp).

D(lplQ) = D(lme> = 1(me)o = 1(P0+Q0) = 1po * 1Qo = D(P) * D(Q)

Como D es una evaluacién y es lineal y f, g € Px(V), entonces se tiene el resultado buscado

aplicando la linealidad.

Demostremos la tltima parte del teorema. Si suponemos que {a + Au : A € R} C A.

Entonces si x € A° se tiene que
(x,a+ M) = (x,a) + Mz,u) <1 VAeR

y necesariamente (z,u) = 0 as{ que z esta contenido en el hiperplano vectorial ortogonal a w.
Supongamos ahora que A C V estd contenido en un hiperplano ortogonal al vector u € V.

Entonces
(M, z) = Mu,z) =0 Vre A VAER

de modo que la recta {\u : A € R} estd contenida en A°. O

Observacion 3.3. En el apartado (3), los hiperplanos que se mencionan son vectoriales (es decir,
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contienen al origen) mientras que las rectas no tienen porque hacerlo, son rectas afines. Por
una parte, los poliedros polares contienen todos al origen. Por otra se tienen los siguientes
contraejemplos: en R? el segmento de extremos (2,0) y (0,2) estd contenido en un hiperplano
no vectorial y su polar no contiene rectas pues es el conjunto {(z1,zs) : 21 < 1/2,29 < 1/2}. De
igual forma ocurre con el poliedro {(z1,%2) : x; + z2 = 2} cuyo conjunto polar es la semirrecta
de origen (1/2,1/2) y vector director (—1,—1).

Sin embargo el poliedro {(x1,23) : @1 4+ x5 = 0}, que es un hiperplano vectorial, tiene como

conjunto polar a {(z1,x2) : @3 — x2 = 0}, que si que contiene una recta.






Capitulo 4

Conos tangentes y descomposicion de

poliedros

Definicién 4.1 (Cono tangente y cono de direcciones factibles de un poliedro). Sea P C V
un poliedro no vacio y sea v € P un punto del poliedro. Definimos el cono tangente de P en v

COmo:
tcono(P,v) :=={v+y: wv+eye€ P para algin €>0}.

Definimos el cono de direcciones factibles en v como
feono(Pv) ={yeV: wv4+ey€ P para algin € >0}.

Entonces se tiene que tcono(P,v) = v + fcono(P,v).

P A

Figura 4.1: Conos tangentes de un politopo en un vértice, en una arista y en el interior

Observacion 4.1. Observamos que el cono tangente, al no ser un cono vectorial, no es un

49
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cono como los que hemos definido en el capitulo 2. Sin embargo es el trasladado del cono de

direcciones factibles, que si es un cono vectorial.

Observacion 4.2. Para algunas demostraciones nos sera util escribir el cono de direcciones
factibles como:
feono ={t(x —v): t>0,x € P}.

La equivalencia de las dos definiciones se obtiene facilmente tomando e = 1/t y x = v + ey
y observando quesiy € {y € V: wv+ey € P}, entonces \y € {y € V: v+ ey € P} para
todo A > 0.

Entonces, también escribiremos:
tcono={v+t(x—v): t>0,z€ P}

Lema 4.1. Los conjuntos tcono(P,v) y fcono(P,v) son poliedros.

Demostracion. Supongamos que P € V estd definido por:
P:{ZL’EV f,(l’)SO{“ ZG]}

Como ya hemos hecho anterioremente, para cada v € P definimos el subconjunto I, = {i €
I: {;(v) = «;}. Es decir, los indices de las inecuaciones que alcanzan la igualdad en v, que

reciben el nombre de inecuaciones activas en v. Vamos a demostrar que:
feono(Pv)={yeV: Ll(y) <0, ie€l,} (4.1)

tcono(Pv) ={z eV : (li(z) <o, 1€} (4.2)

Para demostrar la contencién D en 4.1: sea y tal que ¢;(y) < 0 para todo ¢ € I,,, quiero ver
que 4;(v+ ey) < oy para todo i € I. Es decir 4;(v) + e/;(y) < a; para todo i € I.

» Si¢;(v) = oy entonces £;(y) < 0y se verifica £;(v) + el;(y) < «; para cualquier € > 0.

» Sil;(v) < oy y 4i(y) < 0entonces nos vale cualquier € > 0. Si 4;(y) > 0, como o; —¢;(v) > 0

considero e = = éjg”) y se verifica la igualdad.
En conclusién, tomando € = mi}l{ %eygv)’} se verifica la desigualdad deseada.
1€ v

Para la contencién contraria; sea y € V' tal que v + ey € P, es decir, tal que
EZ(U) + E&(y) <o Viel,

entonces si i es tal que ¢;(v) = «; entonces €/;(y) < 0 para algin € > 0 asi que ¢;(y) <0y, por
tanto, ¢;(y) < 0 para todo ¢ € I,,.
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Para demostrar 4.2:
tcono(P,v) = v+ fecono(P,v) =v+{yeV: ¥l(y) <0, iel,}=

={zeV: l(z)<a, ie€l,}.
[

Lema 4.2. Sea T : V. — W una transformacion lineal entre espacios vectoriales reales de

dimension finita V-y W. Sea P C 'V un poliedro y sea v € P. Entonces:

T (tcono(P,v)) = tcono(T(P),T(v)). (4.3)
Demostracion. Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, el problema trasladado al origen.
Es decir v = 0.

s Para demostrar la contencién C:
Sea y € tcono(P,0) = ey € P,e > 0= T(ey) € T(P) = T (y) € tcono(T(P),0).

» Para la contencién contraria:
Sea x € tcono(T(P),0), entonces ex € T(P) = Jy € P tal que T'(y) = ex = x =
T(e'y) y como ey € tecone(P,v) ya que ee 'y € P entonces x € T (tcono(P,v)).

]

Mas adelante, no estaremos interesados en considerar poliedros que contienen rectas. de

modo que vamos a definir dos relaciones de equivalencia en P(V').

Definicién 4.2. Dados f,g € P(V) decimos que:
f=g (méddulo poliedros que contienen rectas)

si la diferencia f — g es combinacién lineal de de funciones caracteristicas de poliedros que
contienen rectas.

Equivalentemente, decimos que:
f=g (mddulo poliedros en subespacios propios)

si la diferencia f — ¢g es combinacion lineal de de funciones caracteristicas de poliedros conteni-

dos en subespacios vectoriales propios.
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Observamos que las funciones equivalentes a 0 moédulo poliedros que contienen rectas, son

un ideal en el algebra P(v) respecto del producto de convolucién .

En efecto, si
f=ealp +e&lp+..+elp y g=p1lg + Blg, +... + 61,

donde P; son poliedros que contienen rectas, y (); son poliedros cualesquiera. Entonces, utili-
zando la bilinealidad de la convolucién obtenemos que en f % g nos aparece una combinacién

lineal de términos de la forma 1p, * 1¢,. Y utilizando
1P¢ * 1Qj = 1Pi+Qj (44)

como P; + (); contiene alguna recta, obtenemos que f * g = 0.
Vistas estas definiciones, el objetivo de este capitulo es demostrar que un poliedro es la

suma de los conos tangentes en sus vértices médulo poliedros que contienen rectas.

B B
A =% + +
+
D D
C C
Teorema 4.1. Sea P € V un poliedro y sea Vert(P) el conjunto de vértices de P. Entonces:
1p = Z Licono(pw)y m6dulo poliedros que contienen rectas.
veVert(P)

Demostracion. Supongamos P € V no vacio. Empezaremos probando el resultado para el

simplice. Es decir, para el poliedro A C R™

A= {(A, Az, ooy A) Z Ni=1 y N>0 para i=1,2,...,m}.
i=1,2,....m
Observamos a A como un poliedro dentro del subespacio A := {(A1, A2, ..., Ap) 2 D>, A = 1}
Consideramos H; C A el semiespacio de A dado por A; > 0. Sea ¢; el punto con coordenada

i-ésima 1, y 0 en el resto de posiciones. Es decir {ej, es, ..., €,,} es el conjunto de vértices de A.



Capitulo 4. Conos tangentes y descomposicion de poliedros b3

Entonces se tiene que:

Notamos H; = N;erH; v entonces, aplicando la formula de inclusion exclusién tenemos que:

La= Y (=)', (4.5)

Ic{1,...,m}
tomando en I los subconjuntos no vacios de {1, ..., m}. Notamos que
I'={1,2,..m}y= H=A (4.6)

I'={1,2,...m}\{i} = H; = tcono(A,e;). (4.7)

Finalmente, si ¢,j ¢ I para i # j, entonces H; contiene a la recta que une los puntos e; y

Asi queda demostrado el resultado para el caso del simplice. Veamos la demostracién para

poliedros acotados, es decir, para politopos.

Sea P = conv(vy,...,vy), P C V un politopo con vértices vy, vs, ..., Uy,. Consideramos la

transformacion lineal:

T:R"—V, T\, dm) =D Aivr.
i=1

Esta transformacién verifica que T'(A) = P. Y usando 4.5 y que las relaciones lineales entre

funciones caracteristicas de poliedros se mantienen a través de funciones lineales (teorema 2.1)
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se tiene que:

Ic{lvvm}

Para el caso I = {1,2,...,m} — {i}, usando 4.7 y el Lema 4.2 se obtiene que:

T(H;) = T(tcono(A,e;)) = tcono(P,v;).

Y como en el caso anterior, si i,j ¢ [ para i # j, entonces H; contiene a la recta que pasa

por los puntos v; = T'(e;) y v; = T'(e;).
Para acabar, demostremos el resultado para un poliedro no vacio cualquiera.

Si el poliedro no tiene ningin vértice, entonces contiene alguna recta y el el resultado es

evidente. Si P no contiene rectas podemos aplicar el teorema 2.6 para escribir
P=Q+K (4.8)

donde () es la envolvente convexa de los vértices de P y K es el cono de recesién. Como () es

acotado se tiene que:

1g = Z Licono(Qw) (mddulo poliedros que contienen rectas).
veVert(P)

Por el teorema 2.2 sabemos que la suma de Minkowski mantiene las relaciones lineales entre

funciones caracteristicas de poliedros, de modo que:

loix = Z Licono(Qu)+k  (médulo poliedros que contienen rectas).
veVert(P)

Y se termina la demostracion observando que:

tcono(Q,v) + K = tcono(P,v). (4.9)

En efecto, el cono K es un cono que verifica la siguiente propiedad: si x € K y t > 0 entonces

tx € K. Para demostrar esta igualdad de conjuntos procedemos por doble inclusion.

Sea w € tcono(P,v), entonces w = v +t(x —v) con x € Pyt > 0. Como z € P, sabemos

que se puede descomponer como x =y + z donde y € Q y z € K. Asi, podemos reescribir
w=v+ty—v)+tz

donde t(y —v) € tcono(Q,v) y tz € K.
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Reciprocamente, sea w = v +t(y —v) + z con y € @, z € K entonces:
1
w:v+t((y—|—¥z)—v)

donde como y € Q) y %z € K se tiene que y + %z € P. Y hemos terminado. O]

Tras este resultado, es interesante volver a pensar en lo demostrado en el capitulo anterior

para pasar en ambos lados al conjunto polar y deducir el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Sean P, € V, i € I una familia finita de poliedros tales que 0 € P; para todo

1€ 1, ysean ay,1 € I escalares. Entonces:

ZailpiElo (médulo poliedros que contienen rectas)
el

respectivamente modulo poliedro contenidos en subespacios propios
sty solo si

Zailpf =1y (mddulo poliedros contenidos en subespacios propios)
iel

respectivamente modulo poliedros que contiuenen rectas.

Observacion 4.3. Es importante no confundir las funciones 1y y 1y. El primero es la funcién
caracteristica del politopo 0, es decir, del origen de coordenadas. Sin embargo 1y = 0 es la
funcién nula, es el elemento 0 de P(V'). Por otro lado, los poliedros V' y 0, son cada uno el
conjunto polar del otro y las funciones 1y y 1y son las unidades del anillo P(V') para sus

estructuras de anillo con los productos - y .

Para finalizar el capitulo, nos interesamos en qué es lo que sucede cuando observamos la
suma de (las funciones caracteristicas de) los conos de direcciones factibles en lugar de los conos

tangentes en los vértices.

Lema 4.3. Sea P € V un politopo y sea Vert(P) el conjunto de sus vértices. Sea {(x) una

funcion lineal. St ¢(x) alcanza un mdximo en P, entonces este mdzimo se alcanza en Vert(P).

Demostracion. Ya sabemos que P = conv(Vert(P)), entonces sea z, € P un punto donde se

alcanza el maximo M.

M = (> )\v = ) M ) < méx({(v)) < M

veV
veVert(P veVert(P

ya que Z’UEVET‘t(P) Ay = 1.
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Es decir, el maximo de la funcién se alcanza en uno de los vértices del politopo.

Teorema 4.2. Sea P C V' un politopo no vacio y sea Vert(P) su conjunto de vértices. Entonces:

Z Ltcono(Pw) = Lo (mddulo poliedros que contienen rectas). (4.10)
veVert(P)

Demostracion. Consideramos el conjunto polar de cada uno de los conos
feono(P,v)° ={ceV: (c,x) <0 =z € fecono(P,v)}.
Y observamos que se tiene la siguiente igualdad:
feono(P,v)° ={ceV: maz,ep(c,z) = (c,v)}. (4.11)

Demostremos esta igualdad por doble inclusion.

Sea ¢ € fcono(P,v)°, es decir {c¢,t(x —v)) < 1 para todos ¢ > 0,z € P. Deducimos que
(¢, —v) <0, pues sino, podriamos encontrar ¢t > 0 de forma que (¢, t(x —v)) > 1.

Entonces (¢, z) — (¢,v) < 0= (¢, z) < (¢,v), de modo que Igleélgdc, z) = (c,v), yaque v € P.

Reciprocamente:

még(c,w) = (c,v) = (c,x) — (c,v) <0 Vee P= (c,x—v) <0 VrxeP
e

entonces (¢, t(x —v)) < 0 para todo x € Py para todo t > 0, es decir ¢ € fcono(P,v)°.

Y hemos acabado de demostrar 4.11.

Es decir, se tiene que los vectores ¢ € V' que verifican que la funcion lineal ¢(z) := (¢, z)
restringida a P, alcanza su maximo en Vert(P).

Y aplicando el lema 4.3 se deduce la igualdad

U feono(P,v)° =V (4.12)

veVert(P)

Observamos que para cada par de vértices distintos u y v, se tiene que la intersecciéon

feono(P,v)° N feono(P,u)’
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esta contenida en el hiperplano (¢, u —v) = 0.
En efecto, si ¢ € fcono(P,v)° N fecono(P,u)° se tiene que
(c,v) = (c,u) = rgeég(c, x).
Y entonces (¢,v —u) =0

Esto quiere decir que al aplicar la féormula de inclusién y exclusion en 4.12 sin considerar

los términos asociados a poliedros contenidos en subespacios propios obtenemos:

Z Licono(ppye = 1y (médulo poliedros contenidos en subespacios propios).
veVert(P)

Y aplicando el corolario la evaluacién de dualidad se obtiene:

Z 1fcono(pv) = Lo (mddulo poliedros que contienen rectas)
veVert(P)

que es el resultado que buscabamos demostrar. O






Capitulo 5
El interior de los poliedros

Como hemos mencionado anteriormente, aunque C(V') esté generado por conjuntos cerrados
y convexos. En él también hay contenidos conjuntos no cerrados y no convexos. En este capitulo

se presentan algunos resultados sobre el interior de poliedros.

Teorema 5.1. Sea P C V un politopo de dimension d. Entonces para el interior de P (intP)

se tiene la siguiente formula:
X(Linep) = (=1)* (5.1)

Demostracion. Aqui, si dimV = n, intP es el interior relativo, es decir, el interior topolégico
usual respecto de la minima subvariedad linal afin que contiene a P, cuya dimension es d < n
por definicion.

Esta demostracion se basa en la férmula explicita que obtuvimos para y durante la demos-
tracion del teorema 1.1.

Procedemos por induccion sobre d. El resultado es cierto para d = 1 pues ya vimos que la
caracteristica de Euler de un intervalo abierto es -1 y los politopos en dimensién 1 con interior
no vacio son los intervalos.

Supongamos que la propiedad se cumple para d — 1, demostrémosla para d. Consideremos
la familia de hiperplanos H,, donde H, viene dado por los puntos con tltima coordenada igual

a 7. Aplicando la féormula del teorema 1.1:

X (Lintp) = Z(X(lmt(PmHT)) — Eli%lJrX(lint(PﬁHf_e)))- (5.2)

TER
Observamos que para cada 7 la interseccién H, N intP es o bien el interior de un politopo
de dimension d — 1 en H, o bien el conjunto vacio. Asi, en 5.2 el Unico término no nulo en

el sumatorio es el correspondiente al valor més grande de la ultima coordenada en P,y por

59
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hipétesis de induccién, es igual a 0 — (—1)?! = (=1)? como querfamos demostrar, ver figura

o.1. O
He 0-0=0
He 0-(-1) =(-1
' \// o
HI 0-0=0
i 0-0=0

Figura 5.1: El interior del politopo P y los hiperplanos H,

Corolario 5.1 (Férmula de Euler-Poincaré). Sea P C R un politopo de dimensién d. Para
k=1,2,....d — 1 denotamos fy el nimero de caras k-dimensionales de P y sea fy =1 (ya que

P es una cara de si mismo). Entonces se tiene que:

S (1ffi=1. (5.3)

k=0

Demostracion. Por el teorema 2.8 sabemos que cada punto del politopo, esta en el interior

relativo de una de las caras de este (considerando al mismo P también como una cara). Asi

1p = Liur.
F

Aplicando la caracteristica de Euler, sus propiedades, y el teorema 5.1 se tiene que:

d
L=x(1p) = Y x(Limr) = D _(=D)*™ =" (=1)* .

F k=0

podemos escribir:

]

Observacion 5.1. La férmula 5.3 generaliza la conocida Formula de Fuler para poliedros que
dice que para un politopo en un espacio de dimensién 3 (tal y como se han definido en este
trabajo) se tiene que:

V-A+C=2.
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Es decir, que el nimero de vértices menos el nimero de aristas mas el niimero de caras es
siempre igual a 2.

Por ejemplo para el caso del cubo se tiene:
8§—12+4+6=2.

Y para el dodecaedro:
20-30+12 =2,

Ahora, vamos a estudiar una férmula que relaciona la funcién caracteristica de un cono con

la funcién caracteristica del interior del cono opuesto.

Teorema 5.2 (Relacién de reciprocidad). Sea K C V' un cono poliédrico d-dimensional. En-

tonces se tiene que:

1k = (-1 _jux  (médulo poliedros que contienen rectas).

Figura 5.2: Interior del cono opuesto.

Demostracion. Vamos a comenzar probando la igualdad para el hiper-octante no negativo de

dimensién n,
K=R}={z=(&,& &) &=0 Vie{l,2,..,n}}

Denotamos

Hz+ = {93' = (617527 "'7§n) : 61 Z 0}

Hz_ = Rn\Hj— = {.’L‘ = (51,52, 7£n) . fz < O}
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Entonces:

n

1R1 = 1miHi+ = ﬁ 1Hi+ = H(l - 1H;) = Z (_1>II‘ HlH; (5.4)

i=1 1c{1,..n} iel

donde en el ultimo sumatorio, se toman todos los conjuntos I C {1, 2, ...,n} incluyendo el vacio.

Observamos que si para algin k se tiene que k ¢ I, entonces en la interseccién Nie H; =
{z =(&,%,....&): & <0 Vie I} estdcontenida la recta con direccién e, = (0, ...,0,1,0,..,0)

donde el 1 esta en la k-ésima posicién.
También observamos que:

i H; = —intR}.

=144
Entonces, en la igualdad 5.4 obtenemos:

1R1:(—1)”1_mtR1 (médulo poliedros que contienen rectas). (5.5)

donde el resto de términos que faltan para la igualdad, son funciones caracteristicas de poliedros

que contienen rectas en la direccion de ey.

Demostremos ahora el teorema para un cono K C V' de dimension d. Aplicando el teorema
2.5 y suponiendo sin pérdida de generalidad que K # {0}. Sabemos que existe un hiperplano
afin H C V tal que 0 ¢ H, un politopo P C H tales que

K = co(uy,ug, ..., us)

donde los u; son los vértice del politopo P.

Entonces

K = {Z Aiw;  donde \; >0 i=1,2,...,n}

i=1
intK = {Z Niu;  donde \; >0 i=1,2,..,n}
i=1

Ahora vamos a considerar una tranformacién lineal T" que envia el hiper-octante de dimen-
sién n en el cono K. Consideramos T : R — V definida por T'(ex) = ux para k = 1,2,...,n

donde e;, son los vectores de una base de R", asi T(R}) = K.

Por el teorema 2.1, sabemos que existe una transformacion lineal (7)) : P(R") — P(V) tal

que T (1p) = 1p(p) para todo poliedro no vacio P C R".

Entonces aplicando T en 5.5 se obtiene:

1KE(—1)d7'(1,mtRi) (médulo poliedros que contienen rectas)
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donde los términos que faltan para la igualdad son funciones caracteristicas de poliedros que
contienen rectas en la direccién T'(ex) = ug.

Ahora solo queda demostrar que:
T imrn) = (=1 "1k
Para ello, en la demostracién del teorema 2.1 se dio una expresion explicita para 7T
T(f)=h donde h(y)=x(1r-1,f) VyeV

Es decir, que para obtener el valor de h(y) tenemos que considerar la restriccién a f de
T~ (y) y aplicar la caracteristica de Euler x.

Tomando f = 1—intRj_a la restriccion y—in(_inmn) €s 0 si y ¢ T'(—intR%).

Siy € T(—intR’}) entonces 1T*10(—intR1) es el indicador del interior de un politopo de dimen-
sién n — d pues la condicién de pertenecer a T~ 1(y) anade d condiciones que son linealmente

independientes. Entonces aplicando el teorema 5.1 se tiene que si y € T(—intR") entonces

X(lT*lﬂ(—intRi)) = (—=1)"? y entonces:

h=(=1)" g i) = (1" "1 inixc.






Capitulo 6
La evaluacién exponencial

Sea V' un espacio Euclideo de dimensién d, con producto escalar (-, -) y la medida de Lebesgue

dx. Entonces es claro que si aplicamos la funcién

fr—>/vfda:

a la funciéon caracteristica de un poliedro acotado P, obtenemos

/leda::/})wx:/de (6.1)

que usualmente reconocemos como la medida de Lebesgue del poliedro P. De aqui en adelante
hablaremos de “volumen” para referirnos a la medida de Lebesgue de un conjunto. Es claro que

¢

podemos extender este “volumen.? los elementos de P,(V') por linealidad.

Observacion 6.1. De aqui en adelante vamos a considerar elegida una base ortonormal de V'

para poder identificar V' con R%.

Apoyéndonos en resultados obtenidos en capitulos anteriores, el objetivo de este capitulo
va a ser extender esta nocién “volumen” a todo el espacio vectorial P(R?). Es decir, nuestro
objetivo es poder hablar del “volumen” de un poliedro no acotado.

Para realizar esta extension, diremos que el volumen de un poliedro P no es un ntimero, como
hemos hecho tradicionalmente, sino una funcién ¢p. Buscamos que esta funcién ¢p : R — R
extienda la nocion usual de volumen en el sentido siguiente: Queremos que ¢p verifique que
op(0) = f p dx si el poliedro es acotado. Si P es un poliedro no acotado, entonces la funcion

¢p no esta necesariamente bien definida en 0.

Definicién 6.1 (Funcién entera). Decimos que h es una funcién entera sobre R? si h es una
funcién
h:RT—R

65
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analitica en todos los puntos de R?, es decir, diferenciable C> que coincide en todo R? con la

suma de su desarrollo de Taylor.

Definicién 6.2 (Localizado de las funciones enteras en los polinomios en d variables). Se
considera R[y|] = R[y1, ¥, ..., ya] €l anillo de polinomios en d variables y H el anillo de funciones
enteras sobre R?. H{ es un anillo conmutativo y con unidad para las operaciones usuales de suma
y producto. H es un médulo sobre el anillo R[y]. Entonces se define el localizado del médulo H

sobre el conjunto multiplicativamente cerrado Rly\{0} al conjunto:

Heoy = {g . heHyqe R0},

/ . .
§ y f]l, son iguales cuando pg’ = p'q. Con las operaciones

donde se entiende que dos fracciones
usuales de fracciones H ) es de hecho un dlgebra sobre el cuerpo de funciones racionales R(y) =

R(y1, Y2, ..-,¥q) y en particular un espacio vectorial sobre R(y).
Asi, para definir el “volumen” de un poliedro no acotado, buscamos construir una evalua-
cion:
P(Rd) — Ho)
de manera que esta evaluacion extienda el volumen usual de un poliedro acotado de la forma

que hemos definido antes.

Consideramos la integral

/ e dx (6.2)
P

donde P es un poliedro y y € R%. Vamos a fijarnos en esta integral como una funcién de y.

Observacion 6.2. Por simplicidad, estamos restringiéndonos constantemente al caso real. Sin

embargo, observamos que como en la integral 6.2, x tiene coordenadas reales. Entonces podriamos

/ o) dy
P

con z =y + iw donde y,w € RY. Y descomponer

considerar la integral

(z,z) = (y,x) + i{w, )

para extender esta teoria al caso complejo. Sin embargo vamos a continuar trabajando en el

caso real.

Oservamos que en la integral 6.2, si se tiene que P es acotado y evaluamos la integral en
0, obtenemos el volumen usual de P. Sin embargo si P no estd acotado, entonces esta integral

puede converger o no. Veamos un primer ejemplo:
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Consideramos en R? el hiper-octante no negativo
K =Rl ={z=(z1,79,..,24) 1 >0 Vie{l,2,...d}}

Entonces para y = (y1, Y2, ..., yq) se tiene que:

d d d
o0 oo o _1
(y,z) :/ / YiZi — YiZi
e dx ¥ dxy...dxy / e (6.3)
/Ri 0 0 g g 0 H Yi

i=1

si se tiene que y; < 0 para todo ¢ = 1...d.

Entonces se tiene que la integral converge absolutamente para todo y € —intR% y converge
uniformemente en los subconjuntos compactos de —intRi es decir, para el interior del poliedro

polar K°.

Veamos qué sucede en conos simpliciales. Sea u,us,...,uq una base de R? y sea K =
co(uy, ug, ..., uq). Se considera |u; A ug A ... A ug| el volumen del paralelepipedo generado por

Uy, Us, ..., Ug. Es decir:

d
lug Aug A o Augl = vol{z wa;: 0<o; <lparai=1,..,d}
i=1
y entonces aplicando el cambio de variable definido por el cambio de base {uy, ug, ..., us} en la

integral 6.3 se obtiene que:

d

1
K =1 <

= (6.4)

donde la integral converge absolutamente y uniformemente en los conjuntos compactos del in-
terior de K°.

Observacion 6.3. En general para un poliedro d-dimensional P en R? la integral de Lebesgue
/, P el¥) dx existe para todo y € intP° y es una funcién analitica de la svariables y en intP°.
Si P contiene rectas, sabemos que P° esta contenido en un hiperplano y por lo tanto intP° es
vacio, de modo que no existe tal funciéon. Si P es un politopo, entonces su medida de lebesgue
es finita y asf |, P e dr existe.

Si P es no acotado y no contiene rectas, si escribimos

P:UEn con EyCEy,C..CE,C ..
n=0
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donde los E,, son de medida finita, decimos que la integral [ P e dz converge si el limite

lim e ™) dy
n—o0 En
existe y es finito y definimos la integral como el valor de este limite.
Si ademas dicho limite es uniforme sobre los compactos de intP? el limite hereda, como
funcién de y, las propiedades de continuidad y diferenciabilidad del integrando e'®¥). En este

caso la integral es una funcién analitica de y en intP°.

Veamos en el siguiente lema, que los calculos realizados pueden ser extendidos para cualquier
cono punteado K. Observamos que por el teorema 2.5 se tiene que el interior del cono K es no

vacio.

Lema 6.1. Sea K C R? un cono punteado. Entonces para todo y € intK®° la integral

/ V) do
K

converge absolutamente y uniformemente en los subconjuntos compactos de intK° hacia una

funcion racional ¢(K,y) del tipo

¢(K7 y) - Zal H <_y17 CL’Z>

el

donde uy, ..., u, € RIN\{0}, el sumatorio es sobre los subconjuntos I de cardinal d del conjunto

{1,2,...,m} y ay > 0 son nimeros reales.
Demostracion. Ya hemos visto que podemos representar el cono K como
K = co(uq, tug, ..., Up).

Buscamos expresar K como unién de conos simpliciales. Ya sabemos que span((uy, ug, ..., up,) =
V ya que si fuese de otra forma, el cono K tiene dimension menor que d y la integral es iden-

ticamente nula.

Si el conjunto {uy, ug, ..., uy, } es una base entonces hemos terminado. Sino, extraigo una ba-
se B de este conjunto y el cono K asociado a estos d vectores es un cono simplicial. Tomamos
un vector u; que no esté en la base, entonces en la base anterior podemos eliminar un vector u;
de forma que el conjunto B\{u;} U {u;} sea también una base, con un cono simplicial asociado
Ky. Si K = K1 U K, entonces hemos terminado. Sino, iteramos el proceso para obtener nuevos

conos simpliciales. Observamos que por el proceso de obtencion de estos conos, la dimensién de



Capitulo 6. La evaluacion exponencial 69

la interseccién de dos conos distintos es como mucho (d — 1).

Asi hemos representado K como la union de los conos
K;=co(u;: i€l
donde para cada I C {uy,us, ..., un} los vectores {u; : i € I} forman una base de R%. Eso

(yx) — / (vx) g
e e x
Jo=xd,

y aplicando la férmula 6.4 se tiene el resultado buscado. [

demuestra que

Observacion 6.4. Observamos que si trasladamos el cono K con vértice en el origen por un

vector v, entonces la integral que se obtiene tras un cambio de variable es:

/ eV dr = e(y,v>/ e V) .
K+v K

Podemos presentar ahora el principal resultado de este capitulo y de este trabajo.

Teorema 6.1. Consideramos M(R?) el espacio vectorial de funciones de R? en R engendrado

por las funciones del tipo:

d
1

fly) = e || —— con y €R?

H <_y> .Z'1>

1=

donde v € R? y uy, ug, ..., uq s una base de RY.

Entonces existe una unica evaluacion
@ : P(RY) — M(RY)

que verifica lo siguiente:

1. Sea P C R% un poliedro no vacio que no contiene rectas y sea K C R? su cono de recesion.

Entonces, para cada y € intK°, la integral

/ e(y,x) dx
P

converge absolutamente y uniformemente en los conjuntos compactos de intK° hacia la
funcion

¢(Py) = ®(1p) € M(RY)
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2. Si P contiene alguna recta, entonces ®(1p) = 0.

Antes de ver la demostracién de este teorema, veamos algunas implicaciones y ejemplos.

Sea P C R? un poliedro no vacio que no contiene ninguna recta. Recordemos que el teorema

4.1 nos proporcionaba la relacion:

1p = Z Licono(Pw)y m6dulo poliedros que contienen rectas.
veVert(P)

Aplicando a esta expresién la evaluacién ® obtenemos la relacion:

(I)(]‘P) = Z (I)(ltcono(P,v)) . (65)

veVert(P)

Esta ecuacion recibe el nombre de Teorema de Brion. Fue primero demostrada para
politopos con vértices racionales, después para politopos en general y finalmente para poliedros

cualesquiera.

Similarmente, aplicando la evaluacion ® a la relacion que nos proporciona el teorema 4.2 se

obtiene que si P C R? es un politopo entonces:

Z CI)(:l-fcono(P,v)) = 0.

veVert(P)

Ya sabemos que se tiene que
tcono(P,v) = v + fcono(P,v)

de modo que realizando un cambio de variable en la integral y utilizando el lema 6.1 se obtiene

que:
(b(ltcono(P,v) ) = e(y,v) (I)(lfcono(P,'u) ) = e(y,’u) fv (y)

donde f,(y) es una funcién racional de grado —d y que solo depende del cono de direcciones

factibles en wv.

Veamos un ejemplo. Supongamos que A C R? es el tridngulo de vértices (0,0), (0,1) y (1,0)

y sea y = (y1,y2) (ver figura 6.1). Entonces se tiene que:
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/ 6<y,ac) dr = Z qD(ltcono(P,v)) - Z e<y7v>fv(y) -
A

veVertA veVertA
- e((0,0),9) N e{(1,0),9) e((0,1),) B
1 eyl ey2

(—yl)(—yz) y2(y2 - yl) * yl(yl - yz)'

01

(1,0)
0,0)

fcono(P,(1,0))

fcono(P,(0,0))
fcono(P,(0,1))

Figura 6.1: Triangulo A con sus conos de direcciones factibles

Como A es acotado, entonces su cono de recesion es el origen y por lo tanto el cono polar
es todo R? y la igualad se tiene para todo (yi,y2) € R?. Estamos interesados en conocer el
valor de esta funcién en (0,0) para obtener, a partir de las férmulas, el volumen usual de A.

Para ello, vamos a hacer el desarrollo en serie de Taylor y ver qué obtenemos como término

independiente.
2 2
1 Lo e =)+t +5+ ) —nl+yp+5+.)
(=y1)(=v2) valy2 —v1) yi(y1 — o) Y1y2(y1 — y2)
Y=ty Y U=yl + i — )+ 11 1, ,
= st 57w +y2) + (Y] Y2 +y3) + ..
Y1y2(y1 — y2) 2 3!( 1 32) 4!( 1ty )

donde se ha usado que

Yt — b = — )W i e s YY),

Asi, evaluando la funcién en (0,0) se obtiene 1/2 que es el volumen usual del tridngulo A.

Como sabemos que el numerador de estas funciones f,(y) es una funcién entera, siempre se
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va a poder sustituir por el desarrollo de Taylor. El teorema 6.1 nos dice es que siempre se va a
dar una simplificaciéon como la del ejemplo anterior de manera que al evaluar en 0 la suma de

las funciones f,(y), obtengamos el volumen del politopo P.

Veamos un tltimo ejemplo de esta curiosa simplificacién antes de pasar a la demostracion

del teorema.

Consideramos el cuadrildtero P con conjunto de vértices {(0,0),(0,3),(2,2) y (3,0)}, que

tiene area 6 (ver figura 6.2).

Figura 6.2: Segundo ejemplo cédlculo de volumen

0,3

0,0) ' '3.0)

Entonces:
1 2e3y1 332 2e2y1+2y2 h
oPy)= D "I fily) =+ + + - -
i vy (o —=2u2)y (2= 2y)ye - (22 —y)2y —y2) ¢
Asi:

q = 1y2(y1 — 2y2) (Y2 — 211)

h=(y1 — 2y2)(ya — 2u1) + 2€* Yo (Y2 — 2u1) + 26321 (y1 — 2u2) + 3y1yae2 @192,

Ahora, tras desarrollar h en serie de Taylor vemos qué sucede en cada uno de sus términos.

No hay término independiente ni término lineal.

El término cuadrético: 5yiys — 2y3 — 22 — 4y1yo + 2y — dy1ys + 3y1y2 = 0

El término ctibico: 6y (y5 — 2y1y2) + 6y2(y5 — 2y112) + 6(y1 + y2)y1y2 = 0

2 2
El término cudrtico: 2ys(yo — 2y1)9% +2y1 (y1 —29y2) % +3y1yzw = 30ydys — 12y, y5 —

12y§’y1 = 6q.
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El los términos de grado > 5 de h son también polinomios homogéneos multiplos de ¢. En
efecto, el término de grado k-ésimo para k > 5 es:
)h=2 (3y2)F—2 2k=2(y, + )2

(3y -
212 (Y2 — 2y1)m + 2y1(y1 — 2v2) (k —2)! +3y1y (k —2)!

y por la regla de Ruffini, es miltiplo de ¢ pues se anula para las sustituciones y; = 0, yo = 0,

Y1 =212y Y2 = 2y1.
Asi, deducimos que:
6(P,0) = 6.

Definicién 6.3 (Poliedros fuertemente combinatoriamente isomorfos). Sea P C R? un poliedro

no vacio y sea £ : R¥ — R una funcién lineal tal que:

my = max {(zr) < +00
xzeP

Sea

Fy(P)={xeP: {zx)=my}

la correspondiente cara de P. Decimos que dos poliedros P;, P, C R? son fuertemente combi-

natoriamente isomorfos si para cada funcion lineal no nula £ : R — R se tiene que:
max{(z) < +oo si y solo si max/l(x) < 4oo
z€P) zEP>

y dimFy(Py) = dimF,(P). Ver ejemplo en la figura 6.3.

Observacion 6.5. Si P y () son dos poliedros fuertemente combinatoriamente isomorfos, en-
tonces los conos de direcciones factibles fcono(P,v;) y fcono(Q,w;) coinciden, mientras que

los conos tangentes en los vértices tcono( P, v;) y tcono(Q, w;) coinciden salvo por una traslacién.

Figura 6.3: Politopos fuertemente combinatoriamente isomorfos

Us Vs Ws Wi

h
: W

Asi, para una familia P, de poliedros fuertemente combinatoriamente isomorfos con vértices
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v1(7),v2(7), ..., U (T) tendremos que:

m

O(1p,) = ) e fify)

i=1
donde las funciones racionales f;(y) son las mismas para cada poliedro P, de la familia.

Observacion 6.6. Consideremos un vector y € RY, y supongamos que un punto v € R? se mueve

con velocidad constante por el segmento que une vy y v;:
(1) =vo(l —7) +viT para T € [0,1].

Entonces:
(e<y,vo> _e<y,v1>)

1 T e n ) g — 0
/ L) g — { ooy S0 Wt — ) # (6.6)
0

elywo) — elyv1) g (y,v0 —v1) =0

Demostracion del teorema 6.1. Sea P C R? un poliedro no vacio que no contiene rectas. Vamos
a preceder por induccién sobre d. Si d = 0 el resultado es evidente. Si suponemos que el resulta-

do se cumple para todos los naturales estrictamente menores que d+1, demostrémoslo para d+1.

Por el teorema 2.6 sabemos que podemos descomponer P como P = () + K donde @ es la

envolvente convexa de los vértices de P y K es el cono de recesion de P.

Vamos a probar primero que para cada y € intK° la integral

/ W) dy
P

converge absolutamente y uniformemente en los subconjuntos compactos de K° hacia una fun-
cién en M(R?).

Observamos que cada cara de P es la suma de Minkowski de una cara de () y de una cara
de K.
Consideramos un vector u € —intK° de tal forma que no sea ortogonal a ninguna cara con

dimensién positiva de P. Dividimos R%*! en los hiperplanos:
H, = {zx e R"™ . (u,x) =1}

Cada uno de estos hiperplanos se identifica con un espacio vectorial de dimensién d — 1,

entonces el teorema se verifica en cada hiperplano H,.. Sea P, = PN H,, si denotamos

To = 1;11611131<u, x) = glelc?w’ x)
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entonces, como u € ntK°, se tiene que P, estd acotado y P, = ) si 7 < 79. Asi, podemos

escribir la integral en el poliedro como:

+o00
/ eV dy = / ( / el dg) dr
P 70 P

donde d§ representa la medida de lebesgue dentro del hiperplano H.,.

Oservamos que las caras del poliedro P, se obtienen como la interseccién de una cara de P
y un hiperplano H,. También observamos que existen una cantidad finita de puntos 7y, 7, ..., T,
tales que en el intervalo abierto (73, 7x11) v en el intervalo (7, +00), los politopos P, se mantie-
nen fuertemente combinatoriamente isomorfos. De hecho, los puntos 7, estan definidos por la
condicién de que H, pase por un vértice del poliedro P. Para uniformizar la notacién, diremos

que Tp41 = +00.

Consideramos un intervalo concreto (7x,7Tg+1). Por lo visto en la observacién 6.5 existen

funciones racionales f;(y) de grado —d + 1 tales que para cada 7 € (7%, Ti41) se tiene:
T i=1

Ademads, como los vértices v;(7) de P, son intersecciones de aristas de Py H,, cada vértice

v;(7) varia linealmente con 7, entonces podemos escribir:

Tht1l m Tht1
/ (/ e de) dr = Zfi(y)/ ewui(m) qr
Tk T izl Tk

que por 6.6, tras un cambio de variable, pertenece a M(R*"!) como funcién de y.

Ahora solo falta considerar la integral:

—+o00

/ (/ o) d€) dr = Zf’<y>/ ewvi(m) g
Tn T i=1 Tn

Si P no esta acotado, entonces para T > 7,, los vértices v;(7) son la interseccién de caras

no acotadas de Py H,. Para esos vértices, se tiene que

vi(7) =v;(0) + (T —T)w para T>T,
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y cierto w € K. Asf:

+o0o ,0:(0
/ Sy g — e
Tn <_ya w)

donde (—y,w) > 0 para todo y € intK°, de modo que

/ W) dy
P

converge absolutamente para todo y € int/K° y uniformemente en los compactos de intK°, ya

que sobre cada compacto de intK° la funcién (—y,w) alcanza un maximo que es > 0.

Ahora vamos a construir la evaluacion ®.

Dado un poliedro P C R? que no contiene rectas y con cono de recesién Kp, ya habfamos
definido una funcién ¢(P,y) € M(R?) como ¢(P,y) = [, e¥® dz para cada y € intK$ y tal

que la integral converge asolutamnte y uniformemente en los compactos de int K.

Vamos ahora a demostrar que esta funcién respeta las relaciones lineales entre las funciones

inducatrices de poliedros que no contienen rectas. Es decir, queremos mostrar que si se tiene

> ailp =0 (6.7)

el

donde P; son poliedros que no contienen rectas y «; € R, entonces:

Y wd(Pry) =0 (6.8)

el

Para ello supongamos que tenemos una descomposicion:

e =) Bl (6.9)
jeJ
donde @); son poliedros que no contienen rectas y 3; son numeros reales. Por ejemplo podriamos
considerar la descompisicion dada por los hiper-octantes. Entonces para cada poliedro P, se tiene
que:
1p, =1plre = Y Bilpng,. (6.10)

jeJ
Como cada uno de los poliedros P;N(); no contiene rectas, entonces estd definida la duncién

(PN Qj,y). Como se tiene la inclusion Kpng, C Kp, entonces la integral

(y,) — (y,z)
e dx = B / e dx
/1;" Z ! PmQ]-

i jeJ
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para todo y € intKp y todas las integrales involucradas convergen absolutamente y uniforme-

mente en los conjuntos compactos de int Kp, . Entonces

¢(Poy) =Y Bio(PiNQjy) para todo y € intKy,. (6.11)
jeJ
Como esta ultima igualdad es una igualdad entre funciones meromorfas que se da en un
abierto no vacio de R?, se puede extender la igualdad para cada y € R%.

Consideremos un j € J y multipliquemos 6.7 por 1q,. Se obtiene:

Z OéilpimQj =0

el

Como se tiene la inclusion Kpnqg, C Kq, entonces

Z/ eW® dx =0 para todo y€ z'ntngj
iel Y PNQ;
y asi:
Z ;¢(PiNQj,y) =0 para todo y € intKy. . (6.12)
iel
Igual que antes, como esta igualdad una igualdad entre funciones meromorfas que se verifica
en un abierto no vacio de R?.
Ahora, por 6.11 y 6.12 concluimos que:

D aid(Poy) =D aild 80PN Qs y)) =Y B (PN Qj,y)) =0

iel el jed jedJ el

como queriamos.

Entonces la aplicacién que envia 1p en ¢(P,y) es una aplicacion lineal que va del espacio
vectorial generado por las funciones caracteristicas de poliedros que no contienen rectas en R%.

Pero por otro lado, si consideramos un poliedro cualquiera P, y una decomposiciéon como

1p=> Bilg,.

jeJ

en 6.9 se tiene que:

De modo que las funcinoes caracteristicas de poliedros que no contienen rectas, generan todo
el espacio de funciones caracteristicas de poliedros en general P(R?). Entonces la aplicacién que

antes hemos definido es la evaluacién

®: P(RY) — M(RY).
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Finalmente, solo falta demostrar que si P es un poliedro que contiene alguna recta, entonces
®(1p) = 0. Para ello, observamos que si P es un poliedro que no contiene rectas entonces si
P + u es el poliedro trasladado por el vector u, entonces los conos de recesiéon de Py de P+ u

coinciden y entonces se tiene que:
/ ) g o) / S0 g
P+u P
para todo y € K3.

Y entonces ¢(P,y) = W% ¢(P,y) y entonces ®(1p,,) = ¥ ®(1p) para todos los poliedros
que no contienen rectas.

Ahora, si P es un poliedro que contiene una recta con vector director u, entonces P = P+u

y debemos tener:
®(1p) = ®(1pyy) = YW D(1p)

y entonces necesariamente ®(1p) = 0. Y hemos terminado de demostrar el teorema. ]



Capitulo 7
Calculo de volumenes

Sea P C R? un politopo. Ya hemos visto que se obtiene el volumen del politopo al evaluar

en 0 la funcién [ P e dr. Hemos visto también que se tiene la férmula

[ a= S )
P

veVertP

donde las funciones f,(y) son las funciones racionales asociadas a los conos de direcciones

factibles en los vértices de P.

fv(y) = ¢(fC0nO(P, U),y) = /f " )€<y,x> dr.

Las funciones f,(y) no estdn bien definidas en 0. Son funciones de M(R?) que se pueden ver
también como elementos de H ), en el capitulo siguiente plantearemos de hecho la evaluacion

con valores en H ). Observemos el ejemplo donde el politopo P es el intervalo [0, 1]:

ey 1
/ e dz=e"fo(y) + e’ fily) = — — —.
[0,1] y oy

Podemos desarrollar en serie de Taylor como en el ejemplo anterior para obtener que

e 1 1+y+L 4. 2
e _1_ITY Ty 1+ 2 YL
y oy Y 2! 3l

y se obtiene que el volumen es 1. Sin embargo en este capitulo se va a estudiar una forma

distinta de resolver esta situacién.

Consideremos un y € R? que verfique que no es un punto singular de ninguna de las funciones

79
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fo(y). Sea t un parametro real, se considera la integral

/ ) g
P

como una funcién de . Esta integral es una funcion analitica también de ¢t y estamos interesados

en encontrar su valor en ¢t = 0.

Por otro lado sabemos por el lema 6.1 cada una de las funciones f,(y) es una funcion racional
homogénea de grado —d y entonces e f, (ty), como funcién de ¢, es una funcién meromorfa
, es decir, es cociente de dos funciones analiticas f/g definidas en un entorno de 0 con g # 0).
El desarrollo de Taylor de e{®#®) es Yo %t” y por la forma de las funciones f,(y), se tiene

que el desarrollo de Laurent de e f, (ty) es

St )
n=0 ’

Como vamos a evaluar en 0, lo que nos interesa es el término constante en el desarrollo de

Laurent, que es:

9, 1!)>dfv(y)-

d

Asi se obtiene la formula:

vol P = Z <y’;|}> fo(y). (7.1)

veVertP

Veamos los ejemplos del intervalo [0, 1],del tridngulo A y del cuadrildtero ya tratado en el

capitulo anterior.

En el primer caso aplicando la férmula 7.1 se obtiene:

1
1=0+y -.
Y

En el segundo caso se obtiene:

ui v

= + )
201(y1 —v2)  2y2(y2 — 1)

1 vt Vs
— =04+ 2
5 = 0+ S faow + 5 fon)

En los dos casos sucede que se produce una simplificacién de la variable y. Esto tiene sentido
pues en el lado izquierdo de la férmula 7.1 se tiene una constante, independiente de y, mientras

que en el lado izquierdo es una suma de funciones de y.
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Para el caso del cuadrilatero se tiene:

9y? N 9y3 6(y1 + y2)?

6=0-+ .
yi(yr — 2y2)  y2(y2 —2y1)  (y1— 292)(y2 — 2y1)

Esto es, si tenemos una familia { P, } de politopos fuertemente combinatoriamente isomor-
fos con vértices vy(7), ..., v,(7). Entonces se tiene que la férmula 7.1 implica que vol P. es un

polinomio de grado d en las variables vy (7), ..., v, (7).

Habiamos visto que las funciones f,(y) tenian una forma especifica en el caso de que el
cono de direcciones factibles en v fuese un cono simplicial. Recordamos que un cono simplicial
es aquel que se puede escribir de la forma co(uy, us, ..., uq) donde los vectores {u;.us, ..., uq}
forman una base de R?. Entonces si se da que para cada vértice de P, el cono de direcciones

factibles es simplicial, la formula anterior se tranforma en:

woiP= 3 0 0) A o) A A )] T

veVertP : i=1 <_C7 Ui (U)>

donde el cono de direcciones factibles en v se escribe como co(uy (v), ug(v), ..., ug(v)).






Capitulo 8
Comparaciones y conclusiones

Como se avanzo en la introduccién, uno de los objetivos de este trabajo era buscar parale-
lismos entre la formula de Brion para los puntos reticulares de poliedros racionales y el teorema

de Brion que se ha presentado en el capitulo 6.

Decimos que un poliedro P C R? es racional si se puede definir como:
P={zecR': ((z)<a; Viel}

donde las ¢; son un nimero finito de formas lineales con coeficientes enteros y los a; también
son enteros.

Asi, vamos a considerar el espacio vectorial P(Q?) C P(R?) sobre Q generado por las fun-
ciones caracteristicas de los poliedros racionales P C Q% cuyos vértices son puntos reticulares
de Z4.

Denotaremos Q(z) el cuerpo de las funciones racionales en d variables complejas © =
(21, 2, ..., q) con coeficientes racionales.

En 1991 en [12] J. Lawrence dio la descripcién de una evaluacién
¥ PQY) — Q)

con interesantes propiedades.

Teorema 8.1 (Teorema de Lawrence). Eziste una evaluacion ¥, tal que a cada poliedro racional
P C R? con wvértices reticulares le asocia una funcién racional f(P,z) en d variables v =

(21, T2, ..., xq) con coeficients en Q que verifica las siguientes propiedades:

1. Se verifica

fPr)= Y a"

mePNZ4

83
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para cada x € C? tal que la serie converge absolutamente.

Esto es, si la serie que se obtiene al sumar los monomios que tienen como exponente los
puntos reticulares encerrados en el poliedro con coeficiente 1 converge absolutamente para

algin z € C%, lo hace hacia la funcion f(P, x).

2. Sim+ P es una traslacién de P por un vector m € Z%, entonces se tiene que
f(P+m,z)=a"f(P ).

3. Si P contiene alguna recta, entonces f(P,z) = 0.

En la introduccién se vio ya un ejemplo de esto cuando se calculé el nimero de puntos

enteros en el intervalo [1, 5].

Reinterpretando este ejemplo; si consideramos lo poliedros [1,00), (—o0, 5], [1,5] y R. En-

tonces se tiene la siguiente relacién entre sus funciones caracteristicas:
Lpo0) + Lcoos) = Ir = 11
Aplicando la evaluacion ¥ se obtiene:
f([1,00), 2) + f((=00,5],2) = f([R, =) = f([1,5],z)

y aplicando los puntos 1 y 3 del teorema se obtiene:

x a° 1 2 3 4 5
+ —0=x +2°+a2" +2" +2°.
l—2z 1—21

En general, dado P un poliedro cualquiera, si se aplica la evaluacion ¥ a la relaciéon:

1p = Z Licono(Pwy m6dulo poliedros que contienen rectas
veVert(P)

que obtuvimos en el capitulo 4 en el teorema 4.1, se obtiene que:

f(P,x) = Z f(tcono(P,v),x). (8.1)

veVert(P)

Esta formula es el teorema de Brion para poliedros racionales. Michael Brion, usando geo-
metria algebraica, demostré esta formula antes de que J.Lawrence demostrase la existencia de

la evaluaciéon W.
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sin embargo, se puede acceder a las funciones racionales de Q(z) del teorema sin refe-
rirnos a los numeros complejos ni a la convergencia de series. Para ello denotamos SL =
Qllz1, .y wa, 7", s 2] = Q[[z,271]] el espacio vectorial sobre Q de series de potencias de
Laurent en d variables z = (1, 29, ..., 4) con coeficientes en Q. SL es también un médulo sobre

el anillo de polinomios de Laurent PL = Q[zy...., x4, 27", ...,z '] = Qlx, 71|

Definicién 8.1 (Series de Laurent racionales). Dada s € SL, decimos que s es una serie de
Laurent racional si existen polinomios p,q € Q[z], con ¢ # 0 tales que s - g = p. Denotaremos

el conjunto de series de Laurent racionales por RL.

Se tiene que RL es un subespacio vectorial de SL, y también un P L-submoédulo de SL.

Observamos que si se tiene que para una serie s que verifica sq = p, existen otros polinomios

?,q € Qlx], con ¢’ # 0 tales que s - ¢ = p/, entonces necesariemente se tiene que P = p . De

modo que podemos definir la funcion:
F:RL — Q(x) (8.2)

que a cada serie de Laurent racional le asocia una funcién racional. La funcién F es un homo-

morfismo de PL-médulos.

Por ejemplo si se toma la serie s = x + 22 + 23 + ..., se tiene la relacién
(z+2*+2°+.)(1—2)=2

de modo que F(s) = £=. Si tomamos la serie s’ = ---+ 272 + 27"+ 1+ x4+ 2%+ -, se tiene

que F(s)=0yaque (1 —z)(---+a?+z ' +1+z+22+---)=0.
Entonces, en vez de considerar directamente la aplicaciéon ¥ del teorema, podemos obviar

el teorema y definir ¥ a través de la descomposicion:

P@Q) ——— Q(x)

\ / (8.3)

donde € es la evaluacion con llegada en RL el espacio vectorial de las series de Laurent con

2, "

meZNP

coeficintes racionales dada por:
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Una de las preguntas que surgieron durante la elaboracién del trabajo fue la de si existia
una descomposicién similar para la evaluacién ® : P(R?) —s H (o) del capitulo 6.
Es decir, jexiste un espacio (digamos RM ), una evaluacién € y una aplicacién F de forma

analoga al caso anterior?

P(Rd E—— H(o)

\ / (8.4)

. Cudles de las propiedades del caso anterior se conservarian?

Para dar respuesta a esta pregunta es importante tener en cuenta la siguiente observacion.

Observacion 8.1. Sea K = {(z1,72) € R*> : x; > 0,75 > 0)}. Fijémonos en la integral
[ e da.
K

1
/ e dr = / / eV o day = ———— = f(y1,92) para (yi,ys) € intK°.
K 22>0 J21>0 (—=y1)(=92)

Siendo K° = {(y1,92) : 11 <0, y2 < 0} Interpretamos esto como que la funcién f(y1,ys)

“estd cerca”de ser una funcién entera, sin embargo, solo esta definida en intK°.

En la demostracién del teorema del capitulo 6 ya se habfa considerado el R(y)-médulo H )
h -,
feHo ={=": hesuna funcion entera, q € Ry]\0}
q

en nuestro caso, si multiplicamos la funcién f por el polinomio ¢(y;,y2) = y1 - Y2 obtenemos

y1-y2 - [y, y2) = / / Yi - Yo - €TV dpydry = 1
2220 J 2120

es decir, f es una funcién tal que al ser multiplicada por un polinomio ¢(y) se extiende a una
funcién entera h(y) = 1. Segiin hemos visto en el capitulo 6, lo mismo sucede para todo poliedro
P que no contiene rectas. Para dichos poliedros, la integral exponencial f esta definida en el
abierto int P° que es no vacio, y existe un polinomio g # 0 tal que f-¢ se extiende a una funcién

entera.

Teniendo esta observacién en mente, vamos aproceder a definir el espacio RM, al que lla-

maremos espacio de funciones racionales meromorfas.

Dado un polinomio ¢ € R[y]\{0}, se define

D(q) ={zeR’: q(x)#0}.
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Asi nos interesaremos en los pares (D(q), f) donde f : D(q) — R es una funcién analitica.

En este conjunto de pares definimos la relacién ~ dada por:

(D(q), f) ~ (D(d), f") <= flpwnpw) = f'|p@np@)-

Entonces se define el espacio RM como el conjunto de los pares (D(q), f) que verifican que
q - f se prolonga a una funcion entera cocientado por la relacién de equivalencia ~.

Una propiedad fundamental para poder definir este espacio es la siguiente: si (D(q), f) ~
(D(q"), f), q- f se prolonga a la funcion analitica h y ¢'- f' se prolonga a la funcion analitica b’
entonces por el prinicipio de prolongacion analitica se tiene que h = h' ya que hy h' coinciden

en el abierto no vacio D(q-q') de RY.

Observacion 8.2. A veces nos referiremos al par (D(q), f) simplemente por f. El espacio R(y) de
funciones racionales esta contenido en RM, y con las operaciones usuales de suma y producto
sobre las funciones f, se tiene que RM es un espacio vectorial sobre R(y) y ,en particular,

también es un espacio vectorial sobre R.

Entonces podemos definir una evaluacion
P(RY) — RM

componiendo la evaluacién ® : P(R?) — M(R?) dada por el teorema 6.1 con la inclusién
M(RY) — RM.

Por otro lado, consideramos la aplicacién
RM — Ho)

que al par (D(q), f) € RM tal que ¢ - f se prolonga a la funcién entera h, le asocia la funcién
g € H o). Esta funcién es la andloga a F para el caso reticular. Se trata de una funciéon R(y)-
lineal que ademas es un isomorfismo, a diferencia de & que no era inyectiva. Asi hemos contruido

el diagrama

PRY) —— H

\ / . (8.5)

donde el espacio RM dentro del espacio de las funciones meromorfas tiene un papel andlogo
al que tenian las series de Laurent racionales RL dentro del espacio SL de series de Laurent.
Dicho espacio de funcinos meromorfas es un cuerpo extensién del cuerpo R(y) y R(y) es un
subespacio vectorial de él.

Este diagrama, analogo al caso reticular, nos proporciona un nuevo planteamiento de la
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evaluacién .

Otra conclusién importante que podremos demostrar através de una prueba constructiva y

explicita es el siguiente resultado:
Teorema 8.2. Sea P C V un poliedro. Si P es acotado, entonces ®(1p) es una funcion entera.

Vamos a definir algunos objetos que nos haran falta para demostrar el teorema enunciado.
Sea Rly] = R[y1,...,y4) €l anillo de polinomios con coeficientes reales en las d variables

Y1, Y2, -, Ya- Sea M un mddulo sobre R[y].

Definicién 8.2. Se define el localizado de M sobre el anillo R[y] como el conjunto:

M) = {% . m € M,q € R[y\{0}}

. . / .
identificando a los elementos % = % sim-¢ =m'-q.

Con las operaciones de fracciones usuales, el localizado M es un R[y]) = R(y) médulo, y
por tanto, M) es un R(y) espacio vectorial.

También con las operaciones naturales, cada homomorfismo de médulos M — M’ sobre
R[y] induce un homomorfismo de R(y)-espacios vectoriales localizados M) — M. Es fécil
comprobar que si el homomorfismo M — M’ es inyectivo, entonces el homomorfismo inducido
My — M(/o) también lo es.

Ya se ha estudiado el papel del ejemplo H gy, en el que H es el R[y]-mddulo de las funciones
enteras.

Denotaremos SP = R][y]] el R-dlgebra de las series de potencias con coeficientes en R en d
variables y SC' C SP el R-algebra de las series de potencias que convergen en un entorno del
origen.

Como los polinomios son también series de potencias convergentes se tiene que SC' y SP

son R-médulos. Consideramos la siguiente cadena de homomorfismos inyectivos de R[y],
Rly] = H — SC — SP (8.6)

donde el primer y el tercer homomorfismo son inclusiones y el segundo es la aplicacién que
envia cada funcién entera h en su desarrollo de Taylor Tj, en el origen (se trata de una serie de
potencias convergente en todo R™). Localizando esta cadena de homomorfismos, se obtiene la
cadena:

R(y) = H) — 5C0) == SF)- (8.7)
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Esta segunda cadena nos permite identificar los elementos de uno de estos mddulos con
sus imagenes en los siguientes de la cadena. Esta identificacién es la que se ha hecho en los
ejemplos de cdlculo de volimenes del capitulo 6 cuando se ha tomado el desarrollo de Taylor

del numerador de las funciones ®(1;cono(pyv))-

Algo que nos va a interesar mas adelante es tener una caracterizacion de los elementos de
SC' que son imagen del segundo homomorfismo de la primera cadena. Esto es, nos gustaria
caracterizar las series de potencias que son el desarrollo de Taylor en el origen de una cierta
funcién entera.

Para el caso en una variable tenemos el la férmula de Cauchy-Hadamard ([8]) para el radio
de convergencia p de una serie de potencias >~ a,2", con coeficientes rales o complejos, dada
por:

1 . 1/k
— = limsup |ag|"/".
1% k—o0
Es decir, la serie 2 a,z" es el desarollo de Taylor de una funcién entera si y solo si el

radio de convergencia es infinito. Es decir si y solo si lim sup |a,|"/" = 0.
n—oo

Para el caso en d variables se tiene el siguiente lema ([11]).

Lema 8.1. La serie de potencias ), \» a2 €5 absolutamente convergente para todo z € R"
(o C) si y solo si
pti= h’msup(z lao)* =0

k—o0 la|=k

Demostracion. Supongamos primero que el limite superior es igual a 0 y tratemos de demostrar

la convergncia absoluta en el interior de todo poliintervalo de radio < p, es decir, para el conjunto

{z: ||2]]oo < p} donde ||z]|eec = méx{|z1],]|22],---,|24|}, para el que se tiene
S Jaaz] < S Jaal) 1211 (58)
acNd kEN |a|=k

Tomamos p; y po tales que ||z]|c < p1 < pa < p. Entonces como ||z]|%, < pf y como,
por las propiedades del limite superior, solo una cantitidad finita de términos de la forma
(>t =k |a|)* son mayores que p,*, y por tanto se tiene que en la serie 8.8 todos, salvo una
cantidad finita de términos, son menores que (;’—;)k . Como £+ <1 la serie 3 (5%) converge se

deduce de 8.8 que la serie ZainNd a,2% converge absolutamente.

Para demostrar la otra implicacién supongamos que existe un w = (wy, wy, ..., w,) tal que
la serie ) yn Gaw® converge absolutamente siendo w; > p para todo i = 1,2, ...,d. Veamos

que entonces se verifica que imsup (-, |ao|)F < p~L.
k—o0
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Por la condicién necesaria para la convergencia se tiene que |a,|w® — 0 para |a| — oco. Asi,
|aawa’ > |a’04| : p|a\ = |acx| : p|a\ — 0.

De modo que dado € > 0, para |a| lo suficientemente grande se tiene que |a,| < € - p~1°.

d+k—1
d—1

la] = a3 + az + ... + ag = k. Entonces tenemos

d+k—1 .
Z\%!S( g1 )-e-p "

laf=k

Por combinatoria sabemos que existen ( ) elementos o = (v, @, ..., ag) € N tales que

d+k—1
d—1

grado d — 1. De modo que se puede deducir

Si observamos el niimero ( ) como un polinomio en la variable k, se tiene que es de

limsup( D Jaqa|)/* < p!

R0 o=k
como queriamos ya que se tiene que ((dzﬁl) - €)Y/% — 1 cuando k — oo. Por hipétesis, esto
sucede para todo p > 0y si limsupy_,.. (32, ||@al]) = 0 como querfamos. O
Se introduce otro lema que nos sera de utilidad para probar el teorema.
Lema 8.2. Sea P C V' un politopo,entonces 0 € intP°.

Demostracion. Recordamos que si P es un politopo, con conjunto de vértices VertP, entonces
se tiene que

P°={zeV: (x,v) <1VYveVertP}.

Como (0,v) = 0 y hay una cantidad finita de vértices, entonces por continuidad se tiene

que (z,v) <1 en un entorno de 0. O

Recordamos la formula de Brion que se presentaba en el capitulo 6 para un poliedro P:

[e.e]

o1)= Y hm= Y (O ) (89)

para los y en intP°. Donde las funciones f,(y) son funciones racionales, suma de cocientes de
una constante entre un polinomio homogéneo de grado d, que ademas es producto de d formas
lineales.

Asi, aplicando el lema 8.2, se tiene que ®(1p) esta definida y es analitica en un entorno
de 0. Por lo tanto, ®(1p) tiene un desarrollo de Taylor Tp en 0. Visto asi, la férmula 8,9 nos
proporciona una igualdad en el médulo localizado S Py del médulo de series de potencias SP
en el conjunto R[y]\{0}.



Capitulo 8. Comparaciones y conclusiones 91

Aqui se observa un paralelismo con el caso de la férmula de Brion para el niimero de puntos
reticulares. En el caso de la férmula de Brion reticular se tiene una suma de funciones racio-
nales que curiosamente se simplifica en un polinomio, pues desaparece el denominador. En este
caso, se tiene una suma de elementos de SP) que se simplifica en una serie de potencias de
SP, es decir, vuelve a desaparecer el denominador. En otras palabras, en ambos casos se tiene

una suma de elementos del anillo localizado, que se simplifica en un elemento del anillo original.

Vamos ahora con la demostracion del teorema.

Consideramos m(y) el minimo comun multiplo de los denominadores de todas las funciones
fo(y). Entonces m(y) es producto de formas lineales distintas.

Entonces en 8,9 podemos escribir ®(1p) = % donde h(y) es una funcién entera por ser
suma de productos de funciones exponenciales y polinomiales. Asi, multiplicando por m(y) y

considerando los desarrollos de Taylor, se tiene en SP la igualdad:

m(y)Tp(y) = Tn(y) (8.10)

donde T,(y) es el desarrollo de Taylor en el origen de la funcién entera h(y).
Si consideramos e el grado del polinomio homogéneo m(y) entonces la férmula 8.10 implica

que:

= los términos de grado < e del desarrollo de Taylor de h se anulan
= el término de grado e es exactamente vol(P)/m(y)

= los términos de grado > e son todos multiplos del polinomio m/(y)

igual que sucedio en los ejemplos del capitulo 6.

Por lo tanto, volviendo a dividir la ecuacién 8.10 entre m(y) se obtiene:

h(y término de grado n de 7T,
Tp(y) = hly) _ vol(P) + Y D) h

~ m(y)

n>e

que es una expresiéon del desarrollo de Taylor de Tp(y) en el origen.
Por ejemplo, para el triangulo que vimos en el capitulo 6 esta expresion era:
yi+ye | (i +y2)’

1
Telye) = 5+ g g

A priori, solo sabemos que para un politopo P, ®(1p) es una funcién analitica en intP°.
Sin embargo, el lema 8.1 nos permite deducir que si h es una funciéon entera en d variables,

tal que todos los monomios de su desarrollo de Taylor » aay® en el origen son multiplos

aeN”
de la variable y; entonces h/y; estd bien definida y es también una funcién entera.
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En efecto, si denotamos b, = 3, [aa|, entonces si h es entera se tiene que

lim sup b,i/k =0.

k—o0

Para poder aplicar el criterio a la funcién h/y; necesito que limsupy_, . b,lcfrkl = 0 pues bgi1

es la suma de los moédulos de los coeficientes de los términos de grado k del desarrollo de Taylor

de la fucién h/y;. Como by > 0, aplicando logaritmos se tiene que:

1
lim sup b,lﬁ/k = 0= limsupb, ' = 0.
k—o0 k—o0
Como ya hemos sabemos que los factores de m(y) son formas lineales, podemos considerar
una a una sucesivamente esas funciones lineales y en cada etapa, realizar cambios de variable
lineales que transformen las variables y; en dichas fromas y, aplicando sucesivamente el razo-
namiento que acabamos de hacer, se concluye que Tp es el desarrollo de Taylor de una funcién

entera, como queriamos demostrar.

Observacion 8.3. Este resultado sobre el cardcter analitico de ®p(y) para el caso de un politopo
P no es sorprendente pues, al ser P acotado, la integral exponencial | P e dx estd definida
para todo y € R? y no solo para intP°. Sin embargo, esta demostracién es interesante pues est4
basada en el cédlculo algebraico y en la formula de Brion y nos da una expresién mas explicita

sobre el desarrollo de Taylor Tp(y).

Para finalizar este capitulo de comparaciones y conclusiones, y como analogo al célculo para
el nimero de puntos reticulares realizado en la introduccion, se presenta el calculo del volumen

del intervalo [1,5] a partir de la férmula de Brion.

(I)[l,5} (y) = (I)tcono([l,5],1) (?/) + (I)tcono([l,5],5) (y)

oo 5
:/1 eyr d.flf‘{‘/_oo eV dx (811)

e — ¥
:T:4(1+12y+--~).

Asi hemos obtenido ®p; 5(y), la funcién “volumen generalizado”del intervalo [1,5] y, eva-

luando en y = 0,

Pp.5(0) =

se obtiene el volumen usual del intervalo.
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