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1. Introduccion

La dependencia entera es un concepto habitual en el dlgebra conmutativa que extien-
de el concepto de elemento algebraico sobre un cuerpo a anillos. Un elemento entero es
aquel que es anulado por un polinomio ménico con coeficientes en el anillo. El concepto
de dependencia entera estd intimamente ligado con los conceptos de multiplicidad, valo-
raciones, funcién de Hilbert y las dlgebras de Rees, entre otros temas. La dependencia
entera se utiliza también en otras dreas como la geometria algebraica o la teoria de nume-

ToS.

La clausura entera de un anillo, o de un ideal, serd el conjunto de elementos enteros

sobre el anillo, respectivamiente el ideal.

Se puede comprender la clausura entera de un ideal de varias formas. De manera
intuitiva, es un ideal que contiene al original pero que ’crece’ de manera parecida. Don-
de entendemos el crecimiento de un ideal I de un anillo R como el crecimiento de las
longitudes de R/I", cuando n € N. Estas longitudes son las que definen la funcién de
Hilbert-Samuel, como veremos en la seccién 5. También la clausura entera de un ideal se
puede calcular utilizando valoraciones. Estas caracterizaciones son equivalentes y la més

sencilla es la de dependencia entera que usaremos en este trabajo.

El objetivo del trabajo es definir la clausura entera de anillos e ideales, explicar sus
propiedades, tratar las valoraciones (y su relacion con la clausura entera), las dlgebras de
Rees y demostrar el teorema de Rees. Para ello vamos a seguir principalmente [HS06],
empezando en el capitulo 3 con las clausuras enteras de anillos en extensiones de los
mismos. Ademds de la definicién, hablamos de los teoremas del ascenso y del descenso
que son en si mismos una aplicacion de la clausura entera y unas fuertes herramientas que
se usardn implicitamente a partir de entonces. Estudiaremos también la clausura entera en

anillos graduados.

En el capitulo 4, hablamos de la clausura entera de un ideal en su anillo y ademads de
la definicion y propiedades hablamos de la importante relacién que hay entre la clausura
y las reducciones, de cémo se comporta la clausura entera de un ideal monomial en un
anillo de polinomios (que serd de hecho otro ideal monomial) y de algunos resultados mas
que sera de utilidad posteriormente. Para estos dos capitulos también usamos resultados
de [AM69], [Mat70] y [Mat89].

El capitulo 5 trata las valoraciones, un concepto importante del dlgebra conmutativa,
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que sera de utilidad para calcular la clausura entera de un ideal. Ademads de las propieda-
des bésicas, se tiene que los anillos de valoracidn son integramente cerrados y que si R es
un anillo e [ un ideal de R, la clausura de I son los elementos de R que estdn en la imagen

de I en cada valoracién contenida entre R y su cuerpo de fracciones.

Para el capitulo 6 se estudian las dlgebras de Rees, que son extensiones del anillo que
permiten calcular las clausuras enteras de las potencias del ideal y que ademds serdn utiles

en la demostracion del teorema de Rees.

El capitulo 7 trata los elementos superficiales, concepto técnico que se utilizard para

demostraciones importantes de los siguientes capitulos.

El capitulo 8 demuestra que la funcién de Hilbert es un polinomio para potencias
grandes del ideal y con ello define la multiplicidad de un ideal sobre un médulo. También
hemos usado [HIO88] en esta seccion. Finalmente el ultimo capitulo se centra en la de-
mostracion del teorema de Rees, que concluye que, bajo ciertas condiciones, dos ideales

tienen la misma multiplicidad si y solo si tienen la misma clausura entera.

Otras referencias utilizadas a lo largo de este trabajo han sido [Stal8] y [Vas05].



2. Conceptos previos

Definicion 2.1. Sea R un anillo, una R-dlgebra o dlgebra sobre R es un R-modulo (S,-)

con una operacion asociativa y R-bilineal.

Definicion 2.2. Sea R un anillo, W C R el conjunto de todos los elementos de R que no
son divisores de cero. Al anillo K(R)=W 'R se le llama anillo total de fracciones. Si R
es un dominio, K(R) es un cuerpo y se denomina cuerpo de fracciones de R. Para todo P

primo de R, se denota por k(P) al cuerpo de fracciones de R/P (que es un dominio).

Definicion 2.3. Sea R un anillo. Un primo P se dice que es minimal si el tinico ideal

primo que contiene es él mismo.
Teorema 2.4. (Teorema chino del resto) Sea R un anillo.

1. Si I1,b,...,I, son ideales tal que I; +1; = R si i # j. Entonces 1 "L N...N1l =
1112...IryR/(11[2...Ir) %"R/Il XR/12 Xoee XR/I,.

2. Simyg,my,....m. son ideales maximales distintos entonces wm; +m; = R si i # j (y se
tiene (1)).

Los siguientes lemas son variantes del lema de evitacién de primos. Se incluye de-

mostracion del primero.

Lema 2.5. Sea R un anillo noetheriano N-graduado. Sean Py, P, ..., P ideales primos
homogéneos en R. Si I es un ideal homogéneo generado por elementos de grado positivo
y no contenido en ningiin P, entonces existe un elemento homogéneo x € I de grado

positivo y tal que x & P; para todo i.

Demostracion. Sir =1, existe unx €I\ P;. Como I es homogéneo, todas las componentes
homogéneas de x (que son de grado positivo) estdn en I pero no todas pueden estar en P,
ya que x ¢ Py. Luego el resultado es cierto.

Se supone entonces que el resultado es cierto parar - 1. Si hubiera alguna inclusion entre
los P; se irfa al caso r - 1, asf que se puede suponer que no las hay. Por la hipétesis de
induccioén existe un x € I homogéneo de grado positivo tal que x € Py parai = 1,2,...,r— 1.
Si x ¢ P, se tendria el lema. Se supone entonces x € P.. Como [ & Py, IP\P;...P,_1 € P,,
asi que sea y € IP|P>...P,_1 \ P, que al igual que antes se puede suponer homogéneo de

grado m. Entonces y” +x™ cumple los requerimientos del lema. ]

Lema 2.6. Sea R un anillo, sea P\, P>, ..., P, ideales primos de R. Sil C P,UP,U...UP,

entonces I C P, para algiin i.

Lema 2.7. Sea R un anillo noetheriano N-graduado tal que Ry tiene cuerpos residuales
infinitos. Sean Py, P, ..., P, I ideales homogéneos de R, con I generado por elementos de
gradon con I C PLUP,U...UP,. Entonces I, C P, para algiin i € {1,2,...,s}.
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Definicion 2.8. Sea R un anillo y M un R-modulo. Un ideal primo P de R se dice que
es un primo asociado de M si P = Anng(m) para algiin m € M distinto de 0. Los primos
asociados de M minimales para la inclusion se denominan primos aislados y el resto de

primo asociados se denominan primos inmersos.
Definicion 2.9. Un mddulo M es fiel sobre R si Ann(M)={r € R |rM =0} = (0) .

Definicion 2.10. Sea R C S una extension de dominios. Se dice que un elemento s € S
es trascendente sobre R si s no anula ningiin polinomio con coeficientes en R distinto de
0 (y es algebraico si anula algiin polinomio distinto de 0). Se dice que s1,52,...,5, € S
son algebraicamente independientes sobre R si no anulan f(X), donde f es un polinomio
en n variables con coeficientes en Ry distinto de 0. Sea {s;}ic; un subconjunto de S, se
dice que es una base de trascendencia sobre R si todo elemento de S es algebraico sobre
KR[silicr.

Es conocido que las bases de trascendencia existen y tienen el mismo cardinal. De
esta forma si es R C S una extension de dominios, se define el grado de trascendencia de

S sobre R y se denota por trdeggsS al cardinal de las bases de trascendencia de S sobre R.

Definicion 2.11. Un anillo R es reducido si no tiene elementos nilpotentes distintos de
0. Para un anillo en general, se define el anillo reducido asociado a R como R,.q = R/N
donde N = \/(0) es el conjunto de nilpotentes (el nilradical), por lo que R,y es un anillo

reducido.

Definicion 2.12. Sea R un anillo y M un R-mdédulo. Decimos que M es una plano sobre
R si al tensorizar cualquier sucesion exacta de R-modulos por M también se tiene una
sucesion exacta. Decimos también que M es fielmente plano si cualquier sucesion de R-

modulos es exacta si 'y solo si al tensorizarla por M es exacta.

Ejemplo 2.13. Si R = R| X Ry, entonces R; es un R-mddulo plano, pero no fielmente

plano. Por otro lado, R[x,xy, ...,x,| si que es fielmente plano.

Definicion 2.14. Sea R un anillo e I un ideal del anillo. Se considera R} = R/I x /I x
I /P x ... y se define el completado I-ddico de R como el conjunto de los elementos a =
(ap,ai,az,...) de R} que cumplen que para todo a;, su imagen en I’ /'™ es a; para todo
j < i. Este conjunto se denota por R; y si (Rm) es un anillo local se dice que es completo
si R = Ry

El completado /-ddico de un anillo (R,m) local y noetheriano es una extension fiel-
mente plana y en particular lo es R.

Definicion 2.15. Un anillo local noetheriano R es equidimensional si para cada P primo
minimal de R, dim R/P = dim R.



Definicion 2.16. Un anillo noetheriano R es formalmente equidimensional si para cada
Q ideal primo de R se tiene que @ el completado de la localizacion en Q de R, es

equidimensional.



3. Extensiones enteras de anillos

3.1. Elementos enteros sobre un anillo

Empezamos dando algunas nociones bésicas de clausura entera de anillos.

Definicion 3.1. Sea R un anillo y S un R-dlgebra, se dice que s € S es entero sobre R si
dneN, q; €R,i=1,..,ntal que

S"tars"  tas" + . +a,_1s+a, =0

Esta ecuacion se denomina ecuacion de dependencia entera de s sobre R (de grado n).

Decimos que S es entero sobre R si para todo s € S, s es entero sobre R.

Definicion 3.2. Sea R C S una extension de anillos. El conjunto de elementos de S enteros
en R se denomina clasura entera de R en S. Si S es el anillo total de fracciones de R, se
denomina la clausura entera de R. Si R es igual a su clausura entera, se dice que es

integramente cerrado.

El concepto de clausura entera también se define para ideales aunque los coeficientes
de la ecuacion de dependencia entera deberdn estar en potencias del ideal. Ese concepto
se usard a partir del capitulo 4, para el resto de este capitulo usaremos la conocida como
clausura débil y diremos que un elemento de S es entero sobre un ideal / C R si existe una

ecuacion de dependencia entera con coeficientes en .
Proposicion 3.3. Un dominio de factorizacion vnica es integramente cerrado.

Demostracion. Sean a'y b € R con § en el cuerpo de fracciones de R, entero sobre R y
supongamos ademds que no tienen factores en comiin que no sean unidades. Multiplican-
do por »" una ecuacién de dependencia entera de grado n se tiene que a”* € (b), pero como
es un dominio de factorizacién tnica se tiene que b debe ser una unidad y § € R. U

Ejemplo 3.4. Si R = 7, su cuerpo de fracciones de Q y como Z es un dominio de facto-

rizacion unica, es integramente cerrado en Q.

Lema 3.5. Sean R C S, con S entero sobre R. Sea Q € {P C S |P es un ideal primo}. Q
es maximal si'y solo si Q N R es maximal en R. Si Ry S son dominios de integridad, R es

cuerpo si y solo si S es cuerpo.

Demostracion. Si Q es primo en S, se tiene que Q N R es primo en R, y por lo tanto,
se tiene que R/(Q N R) C S/Q son dominios de integridad asi que si se prueba la dltima
afirmacidn del lema se tiene que R/(Q N R) es cuerpo si 'y solo si lo es S/Q, asi que se tiene

que (Q N R) es maximal en R si y solo si Q lo es en S. Para probar la dltima afirmacién
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del lema, si R es cuerpo y s € S, se tiene una ecuacion de dependencia entera:

ST s T s+ =0

(s"_l +ais" s T+ Fn—1)S = —1y
1 . 3 B
r_(sn L s 24 ms" 4 4 r)s =1
n
Luego s—! € 5, ya que ;—nl € R por ser R un cuerpo.
Ahora, si Ses cuerpoyr € R, seas = r~1 €S, con s entero sobre R tenemos la siguiente

ecuacion de dependencia entera:

S tars a4 ap1s+a, =0
Multiplicando por 7/~ !:

stajt+ar+...+a, 17" 2 +a,” =0

Y se tiene que s = r~! € R, luego R es un cuerpo. O

Lema 3.6. Sea R un anillo y M un R-médulo finitamente generado, ¢ : M — M un ho-
momorfismo e I un ideal de R tal que ¢(M) C IM, entonces existen r; € I' y n € N tal
que:

9"+ 110" 29" P A1+ =0

Si ademds R C S es un R-dlgebray s € S es tal que sM C M, entonces si M es un R[s]-

modulo fiel se tiene que s es entero sobre R.

.. . Cen
Demostracion. Sean my,m,...m, generadores de M y escribamos ¢ (m;) = Y. i aijmj,

con a;j € I. Sea A la siguiente matriz:

¢o—an —axy - —ap
—ap ¢—axp - —ap
_ _ " =1, — A" (1)
—Aln —a, T ¢ —dpn

Entonces el producto de A por el vector columna (my,m,, ..,m,) lleva al vector 0, y multi-
plicando por la matriz adjunta de A ambos lados se tiene que det(A)I, lleva (my,m,, ..,m;,)
al 0 y por lo tanto det(A) lleva M a 0. Entonces el determinante de A serd el polinomio
caracteristico de A* tomando ¢ como variable, det(A) = ¢" +c1¢" ! +... + ¢,, donde c;
es suma de los menores principales de orden i de A* y por tanto ¢; € I'.

Para la segunda parte, tomando I=R y como ¢ la multiplicacion por s, se deduce al evaluar

det(A)en 1 que s" + 718" ' +rs" 2 +...+r,_15+r, =0y se tiene que s es entero sobre
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R. L]

Lema 3.7. (Lema de Nakayama) Sea R un anillo, M un R-médulo finitamente generado,

1 un ideal contenido en J el radical de Jacobson. Entonces IM=M implica M=0.

Demostracion. Tomando en 3.6 ¢ igual a la identidad, I como el ideal del enunciado y
x=1+r+nr+..+r,tememos que xM =0y quex=1+yparaalginy el C J. Si
x no fuera unidad, entonces estaria en algin ideal maximal m de R, pero comoy € J Cm,
entonces se tendria 1 = x —y € m que es absurdo. Finalmente se llega a que x es unidad,
con lo que M = x~'xM = 0. O

Lema 3.8. Si M es un R-modulo finitamente generado, N C M es otro submodulo y M =

N +IM para algiin I contenido en el radical de Jacobson, entonces M = N.

Demostracion. Es consecuencia de aplicar en lema de Nakayama a M/N, ya que cocien-
tando M = N +IM por N tenemos M /N =I(M/N). N

Lema 3.9. Sea R C S una inclusion de anillos y sean x1,x3,..,x, € S. Son equivalentes:

1. Los x; son enteros sobre R.
2. R[x1,x2,..,x,] es un R-submddulo de S finitamente generado.

3. Existe un R-modulo M C S distinto de 0 y finitamente generado tal que xiM C M
para todo iy tal que M es un R[x,x;,..,x,]-modulo fiel.

Demostracion. Si (1) es cierto, existe una ecuacion de dependencia entera sobre x:
-1 -2
XX T 4 X 1 =0

Luego,
—x] = rlx’{’_l - rzx’ln_2 F et X1+

y se tiene que R[x;] es finitamente generado (por {1,x; ,x%, ...x’I"_l} ). Aplicando sucesi-

vamente este razonamiento cambiando R por R[xy,x;,..,x;—1] y R[x{] por R[x1,x2, .., xi]
se concluye que R[x[,x2, .., x,] también es finitamente generado.
(3) es inmediato de (2) tomando M = R[x1,x2,..,x,] y con el lema anterior aplicado a cada

x; se ve que (3) implica (1). []
Proposicion 3.10. La clausura entera de un anillo R en otro S es un anillo.

Demostracion. Sean x, y € S enteros sobre R. Por el lema anterior, R[x,y] es un R-
submodulo de S finitamente generado, pero R[x,y]=R[x+y,x-y]=R[X,y,xy], luego x+y, xy

son enteros sobre R y la clausura entera es un anillo. ]

Proposicion 3.11. Sea R C S una extension de anillos y W C S un conjunto multiplicativo.

Sea R la clausura de R en S, entonces la clausura de W 'R en W18 es W—IR.
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Demostracion. Sea s entero sobre R y b € W. Entonces tenemos las ecuaciones:
s"tais" '+ ... +a,=0

(s/b)"+ay /b (s/b)" '+ ... 4+a,/b" =0,

luego s/b es entero sobre W~!R y W~!R estd contenido en su clausura entera.

Ahora si s/b € W~1S es entero sobre W~!R, entonces:
(s/b)"+ay /by (s/b)" ' +...+a,/b, =0,
donde a; € Ry b; € W. Entonces quitando denominadores, para un b’ de W:

(b'by...bps)" + (D' babs...b,) ay (B'b1bs...b,s) 1+
((b')?*b3bab3...b2) ay (W'byba...bys)" > + ...+ bIbs..b" "L a, =0,

y se llega a que (b'by...b,s) es entero sobre Ry s/b € W—IR. I
Proposicion 3.12. Sea R C S una extension de anillos y s € S, son equivalentes:

1. s es entero sobre R.
2. Para cualquier conjunto multiplicativo W C R, | es entero sobre W—IR
3. Para cualquier ideal primo P de R, 1 es entero sobre Rp

4. Para cualquier ideal maximal M de R, % es entero sobre Ry

Demostracion. (1) implica (2) porque R C W~'R y una ecuacién de dependencia entera
sobre R 1o es sobre W~ 'R.
(2) implica (3) ya que si se tiene P primo, Rp = W~ 'R, con W = R\ P conjunto multipli-
cativo, luego si s es entero sobre W 'R también lo es sobre Rp.
Los maximales son primos luego (3) implica (4) y solo queda ver que (4) implica (1). Para
cada M maximal, tenemos una ecuacion de dependencia entera de %
Sy AL Syt Gn

(1) +b1(1) +"‘+bn7
donde b; estd en R\ M para todo i. Multiplicando en cada g—i numerador y denominador
por los b con j # i, se tiene b como denominador comtin. Multiplicando la ecuacién por

b" se tiene la siguiente ecuacion en R:
(bs)" +d (bs)" ' +abb(bs)" >+ ... +d,b" =0

Asi que bs es entero sobre R. Entonces para cada maximal M existe un by, ¢ M tal que

bys es entero sobre R. Si I =< by > (p1 maximal)> c0mo I no estd contenido en ningtin
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maximal debe ser I=R y existen M|, M>,....M tal que 1 = Zﬁ-‘:O ciby, con ¢; en R, luego s

= Zéc:o ciby;s que serd entero sobre R porque la clausura entera es un anillo. [

Observaciones 3.13. Como consecuencia directa de 3.12, se tiene que es equivalente
que S sea la clausura entera de R o que lo sea después de localizar en cada conjunto

multiplicativamente cerrado, cada primo o cada ideal maximal.

Proposicion 3.14. Sean R C S C T, T es entero sobre R si 'y solo si T es entero sobre S'y

S es entero sobre R.

Demostracion. Si T es entero sobre R es inmediato que lo es sobre S y que S es entero
sobre R.
Si S es entero sobre R y T sobre S, sea t € T, como es entero sobre S:

st ot sy 1t + 5, =0

Conlos s; € S, que son enteros sobre R. Por 3.9, R[s1, s, ..., 5,] s un R-mdédulo finitamen-
te generado y también R[sy,s2,...,5,,t] esun R[sy, 57, ..., s,]-mdédulo finitamente generado
y por lo tanto un R-médulo finitamente generado y de nuevo por el lema 3.9, t es entero
sobre R. ]

Lema 3.15. Sean R; C S; anillos y sean R; las clausuras enteras de los R; en S; con
i=1,2,...,t. Entonces (s1,s,..,5;) es entero sobre Ry X Ry x .. x R; si y solo si s; € R;

para todo i=1, 2,.., t.

Demostracion. Si (s1,s3,..,85;) es entero sobre Ry X R X .. X R;, entonces tomando la
coordenada i-é€sima en la ecuacion de dependencia entera se tiene una ecuacién de s;
sobre R;.

Sisetiene s; € R;parai=1,2,..,t, entonces Vi I n;, ri, j € R; tal que se tienen t ecuaciones
de dependencia entera:

. 1 ) .
s?’ —I—r,-’ls?’ +r,-’2s?’ +otrig—1Sitrig=0,i=12,..t

ahora, elevando cada ecuacion a [[;.;n;, se tienen t ecuaciones con grado N = []n; (los
coeficientes pueden ser distintos que en las anteriores pero siguen siendo elementos de R;

y el coeficiente de mayor grado sigue siendo 1), asi que se tiene:

N-2

(sl,sz,...,st)N—l—(r'lyl,ril,...,rgyl)(sl,sz,...,s,)N_l + (M 2750, 112) (51,82, 00,8) 7
"'+(r/l,N—lvrIZ,N—lv"'7r;,N—1)(s17827"'7Sl‘)+(r/1,N7r/27N7--'7r1{,N) =0
y se tiene que (sy,52,...,8;) €s entero sobre R} X Ry X .. X R;. O
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Lema 3.16. Si R es un anillo reducido con ideales primos minimales Py, P, .., P;, enton-

ces.

R)= ﬁQ(R/Pi),

donde K(R) es el anillo total de fracciones de Ry Q(R/P;) el cuerpo de fracciones de
R/P.

Demostracion. Por construccion, los elementos de K(R) son o bien unidades o bien divi-
sores de cero, por lo que cualquier ideal propio de K(R) estd contenido en el conjunto de
divisores de cero de K(R). Como R es reducido, el conjunto de divisores de 0 de R es la
unién de los primos minimales de R, por lo que el conjunto de divisores de 0 de K(R) es
la unidn de los ideales que generan los P; en K(R). Por 2.6, I tiene que estar contenido en
algin P,K(R), por lo que se tiene que los ideales P,K(R) son los maximales de K(R) y por
tanto los tinicos primos, asi que su interseccion es el conjunto de elementos nilpotentes
que es (0). Por el teorema chino del resto 2.4 aplicado a K(R) se tiene:

= HK )/BK(R
Sea W el conjunto de no divisores de 0 de R, se tiene:
K(R)/PK(R) =W~ 'R/PW~'R=W"(R/P),

que es un cuerpo que contiene R/P; por lo que debe ser Q(R/P,). n

Proposicion 3.17. Sea R un anillo reducido y sean Py, P;, .., Py sus primos minimales. Sea
R/P; es la clausura entera de R/P; en su cuerpo de fracciones, entonces R/P; X R/ P X

.. X R/P; es la clausura entera de R en su anillo total de fracciones.

Demostracion. El anillo total de fracciones K(R) es el localizado del anillo en los ele-
mentos que no estin en ningin primo minimal. Por ser R reducido y tener un nimero
finito de primos minimales, se tiene que K(R) = k(R/P;) X k(R/P3) X ... X k(R/Ps).

Se tiene que R/P; X R/P, X ...R/P; C K(R) es un R-médulo finitamente generado fiel
(porque al ser reducido, N!_, P; =0y el anulador de R/P; X R/P> x ...R/P; es (0)) luego es
entero sobre R por 3.9. Ademas, Iﬁ X m X X W es entero sobre R/P; X R/ P, X
...R/P; por 3.15 y por 3.14 también lo es sobre R, luego estd contenida en su clausura.
Si se ve que es integramente cerrada, serd su clausura: Sea k = (ky,k,...,ks) € K(R),
entero sobre R/P, X R/P; x ... x R/ P,, entonces restringiendo la ecuacién de dependencia
entera a cada coordenada se tiene que k; € Iﬁ = R/P, luego R/P, xR/P, x ... X R/P;
es integramente cerrado y la clausura entera de R en K(R). [
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Proposicion 3.18. Sea R un anillo noetheriano integramente cerrado en su anillo total
de fracciones. El conjunto de primo asociados de un ideal principal generado por x no

divisor de cero es exactamente el conjunto de primos minimales sobre (x).

Demostracion. Todos los ideales primos minimales sobre (x) estdn asociados a (x). Sea P
un primo asociado a xR. Por 2.5, existe un y € R no divisor de cero tal que P = xR g y.
Localizando en P podemos asumir que R es noetheriano con ideal maximal P. Por la
eleccién de P, *P C R. Si 2P C P, entonces por 3.6, 2 € R=R, asique y cxRy P =
XR :g y = R, que es absurdo. Entonces %P = R (es estrictamente mds grande que el ideal
maximal P), asi que existe un z € P tal que ﬁz = 1. Entonces P =xR :g y=yzR:r y = ZR,
por lo que P es un ideal primo de altura 1 y por tanto minimal sobre xR. ]

3.2. Teoremas del ascenso y descenso

Esta seccion tratard los teoremas del ascenso y del descenso, que permiten elevar o

bajar primos entre dos anillos, manteniendo las inclusiones entre ellos.
Lema 3.19. Sean R C S anillos con S entero sobre R, se tiene:

1. SiJesunidealde S el =JN R, entonces S/J es entero sobre R/I.

2. Si W es un conjunto multiplicativo de R, entonces WS es entero sobre W™ R.
Demostracion.

1. Si tenemos una ecuaciéon de dependencia entera de un elemento de S sobre R, sus
coeficientes serdn elementos de R y al hacer médulo J serdn elementos de R/(R N

J) =R/l'y el polinomio seguird siendo ménico.

2. Six/s € S, dividiendo por s” una ecuacién de dependencia entera de x sobre R, nos

queda una ecuacién de x/s con coeficientes en W IR que sigue siendo ménica.
]

Teorema 3.20. Sean R C S anillos, S entero sobre Ry P un primo de R. Entonces existe
un ideal Q primo de S tal que QN R = P.

Demostracion. SeaW =R\ P, por 3.19 W 1S es entero sobre Rp. Sea N un ideal maximal
de W18, entonces por 3.5 M = N N R es maximal, el dnico del anillo local Rp. Sean o y
B los morfismos de localizacién respectivos de R y S. Entonces Q = B! (n) es primo y Q
NR=B"'nNRp)NR=0a"(m)=P. O

Teorema 3.21. ("Teorema del ascenso"). Sean R C S anillos, S entero sobre R. Sea P; C
P, C ... C B, una cadena ascendiente de ideales primos de Ry Q1 C Q> C ... C Q,, una
cadena de primos de S, con m <ny tal que Q; "R = P; para 1 <i < m. Entonces se puede
extender la cadena de los Q; hasta n, Q1 C Q> C ... C Q, y tal que Q; "R = P; para
1<i<n
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Demostracion. Supongamos m = 1, n = 2. Entonces R/P; C S/Q; y S/Q; es entero sobre
R/P; por 3.19. Sean oo : R — R/P; y B : S — Qi las aplicaciones de paso al cociente.
Entonces por 3.20, existe otro primo Q) de S/Q; tal que Q5 N R/P; = P}, la imagen por
« de P, en R/P;. Entonces se tiene que B~ !(Q5) es un primo de S que contiene a Q.

Aplicando las veces que haga falta este resultado se generaliza para m y n arbitrarios. [

Lema 3.22. Sean R C S anillos e I un ideal de R. Sea R la clausura de R en S. Entonces
la clausura entera de I en S es VIR.

Demostracion. Sear € S entero sobre 1. Entonces tenemos la siguiente ecuacion:
S"tais" ' +...+a,=0,

donde a; € I para todo i, luego s € Ry s" € IR asi que s € VIR.

Ahorasi s € VIR, s" € IR para algin n, es decir s = Y a;s; donde a; € y s; € R. Como los
s; son enteros sobre R, por 3.9 M = R][sy,s2, ..., 5] es un R-mddulo finitamente generado
y como x"M C IM y tomando en 3.6 ¢(z) = sz, se tiene que s” es entero sobre / y por
tanto también lo es s. O

Lema 3.23. Sean R C S dominios, con R integramente cerrado y sea s € S entero sobre un
ideal I de R. Si s es algebraico sobre el cuerpo de fracciones de R entonces los coeficientes

de su polinomio minimo estdn en V1.

Demostracion. Por ser s entero es algebraico sobre K, el cuerpo de fracciones de R. Sea
L una extension de cuerpos de K que contenga sy, s2,...,5; los conjugados de s. Los s;
cumplen las mismas ecuaciones de dependencia entera que y, luego son enteros sobre /. Se
tiene entonces que los coeficientes del polinomio minimo son polinomios en las s;, luego
también son enteros sobre / y estdn en R porque es integramente cerrado. Finalmente, por
3.22 deben estar en /7. [

Teorema 3.24. ("Teorema del descenso”). Sean R C S dominios con S entero sobre Ry
con R integramente cerrado. Sean Py O P, O ... O P, una cadena descendiente de ideales
primos de Ry Q1 2O Oy O ... O Qp, con m <n, una cadena de ideales primos de S tal
que QiNR = P, para 1 <i < m. Entonces se puede extender la cadena de los Q; hasta n,
012022...20nytal que QiNR =P, paral <i<n.

Demostracion. Al igual que en el teorema del ascenso, basta demostrarlo param =1y n
= 2, y aplicar repetidamente el resultado. Hay que ver que P es contraccion de un ideal
primo de Sy, , es decir que P>Sp, N R = P, ya que un ideal primo es contraccién de un

primo si y solo si al extenderlo y contraerlo se vuelve al mismo ideal.
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Seax € P,Sp,. Entonces x =y/scony € SP,, s € S\Qj. Por 3.22, y es entero sobre I

y por 3.23 su ecuacién minima sobre K, el cuerpo de fracciones de R es:
Y4y P gy +ra =0, (2)

con los r; en P».
Ahorasix €e RN Sp P, s= yx_l, conx ! eK, luego el polinomio minimo de s sobre K

serd obtenido al dividir (2) por x¢:
Sd+l1Sd_1 +I2Sd_2+l‘d_1S+l‘d 3)

Con t; = rilx', luego tx'=r, € Py

Como s € S, es entero sobre R y por 3.23, cada v; € R. Ahora si x ¢ P,, por (3) se tiene
que v; € P», luego por (2), st e SP, C SP; C Qy, que es absurdo. Se tiene entonces que x
estien P, y que Sg, » N R = P, (la otra implicacion es inmediata). ]

3.3. Graduacion y clausura entera

La clausura entera de un anillo graduado no es necesariamente graduada, pero en
este capitulo veremos algunos resultados que garantizan que la clausura es graduada bajo

ciertas condiciones.

Definicion 3.25. Un monoide es un conjunto no vacio con una operacion binaria asocia-
tiva y con unidad. El monoide es conmutativo si lo es la operacion. Sea G es un monoide

conmutativo (abeliano), un anillo R es G-graduado si se cumple:
1. Para cada g € G, existe un subgrupo aditivo R, C R.
2. R = ®gei Rg (como subgrupos de R).
3. 8ig 8 €G ReRy C Ry

De forma parecida se dice que un R-moédulo M es G-graduado si:
1. M = ®gec My, siendo los My Ry-submddulos de M.
2. 8Sig g €G RMy C My, o

Un elemento de R (o de M) se dice que es homogéneo de grado g si pertenece a R,
(respectivamente a M,). Un ideal I de R se dice que es homogéneo si para todo x € 1, si

escribimos x =) gcGXg donde xg € Rg para todo g € G, entonces xg € I para todo g.

Ejemplo 3.26. Sean G = N, R = Z[x]. Entonces Ry = Z y si se toman € N, R, = x"Z.
Estd claro que R = ®,cN R, y si tenemosnyn’, XX = (lez)x”J“”/.
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Teorema 3.27. Sea G = N¢ x 7¢, y sea R C S anillos G-graduados. Entonces la clausura

entera de R en S también es G-graduada.

g .. .
i—joSj» §j € § entero sobre R, con
Jo,J1 € Z. Hay que ver que cada s; es entero sobre R.

Demostracion. Supongamos d +e = 1, sea s =

Sea r una unidad arbitraria de Ry, entonces la aplicacién ¢, : S — S que multiplica los
elementos de S; por 7 es un automorfismo graduado (también restringido a R) y es la
identidad en Sy. Por tanto ¢,(s) = 5:1:.,'0 r/s; es entero sobre R.

Se supone ahora que Ry tiene al menos n = j; — jo + 1 unidades distintas r; cuyas restas

son también unidades en R. Sea b; = ¢,,(s), que son enteros sobre R. Se tiene lo siguiente:

I+jo—1 2+jo—1 n+jo—1 ) )

sl r N Sjo bj,
I+jo—1 24jo—1 n+jo—1 . .

" ) N Sjo+1 | bjy+1 @)
1+jo—1 2+ jo—1 n+jo—1

I'n rn R S bj,

Como la primera matriz A es de Vandermonde porque los r; son distintos, es invertible y

se tiene:
Sjo bjo
Sjo+1 1 bj0+l
=A i (5
S i bjl

Es decir, cada s; son combinacion lineal de los b; luego son enteros sobre R. Veamos
ahora que podemos reducir al caso en el que hay como minimo n unidades distintas.

i,j=Jo,Jjo+ 17"-7jl]7i 7é.]
y sea R/ = R[tj,tj_l,(tj —t;)7 i, j = jo,jo+1,...,j1] € S’. Se consideraen R’ y S’ la

Sean #jy,tj,+1,-..,¢j, variables. Sea §' = S[thj_l,(tj —1;)7 !

G-graduacién de R y S dando a las variables #; grado 0. Entonces R’ y S’ son anillos
G-graduados, R’ tiene n unidades distintas r; = ¢; de grado O (cuyas restas son también
unidades en R”). Luego los s; son enteros sobre R’. Se considera la siguiente ecuacion de
dependencia entera de un s;:

itz st =0

donde los z; son elementos de R[z;, i = jo, jo+ 1,..., j1] divididos por productos de ele-
mentos de la forma t; o t; —t;,i # j y quitando los denominadores queda:

POSIJC'erls_I,C-_l +..+pr1sj+pe=0

una ecuacién en R[t;, i = jo,jo+ 1,...,j1] y donde pg es un polinomio en las #; con al
menos un coeficiente C de un multigrado o siendo unidad de R, que justificaré posterior-

mente. Tomando solo la parte homogénea de multigrado « debe ser 0 y diviendo por Cy
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tenemos una ecuacion de dependencia entera de s; en R.

Cosl;ta+clsljc~_1la+... -l-Ck_lSjl‘a-i-Ckl‘a =0

C()S];—i-clsljc-_l +.o.+C1sj+ G =0
s’}+Cis’]‘-_1 +..+Cy5;+C,=0

Para ver que en el polinomio de las #; al menos un coeficiente es unidad, voy a probar
que dado cualquier subconjunto de variables y cualquier orden léxicografico entre ellas,
al menos un término con grado méximo en ese orden tiene coeficiente unidad. Nétese que
el polinomio estd formado por productos de #; y de t; — t, luego es homogéneo de grado
L, sobre el cual voy a hacer induccién. Si L = 0, el coeficiente es 1. Si el resultado es
cierto para L, y el polinomio P es de grado L+1 entonces o bien se puede extraer un z;,
en cuyo caso el resultado es cierto para P/t; y dado cualquier subconjunto de variables y
orden léxicografico, el mismo coeficiente que era unidad en P/¢; seguird siendo coeficiente
de un término de grado méaximo en P, o bien se puede extraer (f; — ;) y se tiene:

( Z cata)(tl o tk) - Z [c(ahaZv“»ai_lr'fan) - c(alﬁa27“7ak_l7"7all)j|ta - P (6)
|a|=L |ot|=L+1

Entonces dado un subconjunto de las variables y un orden, anadiendo #; y #; final si no
estaban entre las variables (se supone t;>t;, pero si no es asi basta intercambiar i y k
en la siguiente parte), se tiene que en Y q|—r cqt® hay un término de grado maximo f
en ese orden (y por tanto en el original) con un coeficiente unidad U y el coeficien-
te de grado B’ = (B1,B2,...Bi + 1,..,B,) en P serd c(g, g, .., = U por (7), ya que
C(By1.Bofit 1, fi—1,....0,) = 0. Con esto se prueba que al menos un coeficiente del polino-
mio que acompaiia a s/ es una unidad.

Sigamos ahora haciendo induccién sobre d +e. Si e = 0, sea G’ = |\t ysie >0, sea
G' = N? x 7¢7!. Sea T la clausura entera de R en S. Se tiene la G’-graduacién en R C
S consistente en ignorar la dltima componente. Entonces por induccion se tiene que T =
Y acc T, siendo Ty la parte homogénea de grado . Sea s € Ty, luego s € S que es G-
Ul
J=Jo
los s; son enteros sobre R.

graduadoy s = sj,conloss; € S4 ;). Aplicando ahora el casoenel que d +e =1,

]

Lema 3.28. Sea G un monoide abeliano totalmente ordenado, sea R un anillo G-graduado
vy M un médulo G-graduado. Sea x € My P un primo tal que P = (0 :g x)(los elementos

que anula x). Entonces P es G-homogéneo.

Demostracion. Sear # 0enP. Sear =Y ,r; donde r; son homogéneos de grado R y
razonando por reduccion al absurdo podemos suponer que ningtn r; estd en P (basta res-

tarle los que estan en P). Reindexando podemos asumir también que deg(r) > deg(ry) >
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... > deg(ry). Escribiendo x = Y7 | x; para x; homogéneos distintos de 0 de M y de nuevo
reindexando podemos suponer deg(x;) > deg(xz) > ... > deg(x,). Como r € (0:g x), rx=0
y mirando el grado deg(rx;) tenemos rjx; = 0. Como hipétesis de induccién podemos

suponer que para i = 1,2,....m—1, rix; = 0. Entonces.

n o m nom n
o= = £ E o £ o~ fot

i=1j=1 i=

_
~
Il

—_
~
I

—_

asi que mirando la componente de grado deg(r|'x,,) se tiene que {"x,, = 0 y se concluye

que r{"x; = 0 para todo i. Esto implica que r € (0 :g x) = P, lo cual es absurdo. [

Lema 3.29. Sea G un monoide abeliano totalmente ordenado, R un anillo Noetheriano
G-graduado y M un modulo finitamente generado G-graduado. Entonces todos los sub-
modulos G-graduados de M tienen descomposicion primaria G-homogénea y tal que los

primos asociados son G-homogéneos.

Demostracion. En un anillo noetheriano, los primos asociados de médulo finitamente ge-
nerados son anuladores de un elementos. Por el lema anterior, los primos asociados de
G-homogéneos. Si N es un submoédulo G-graduado de M, también se tendrd que los pri-
mos asociados de M/N son homogéneos. Sea P = Anng(f), con f € M /N distinto de cero,
un primo asociado de M/N que sea maximal entre los primos asociados. Si P es el tnico
primo asociado de M/N, entonces N es P-primario y G-graduado asi que se tiene el lema.
Supongamos entonces que P no es el tinico primo asociado de M/N. Como P es maxi-
mal, podemos tomar un r € P homogéneo que no estd en algin otro primo asociado, por
ejemplo P’ = Anng(f’), con f € M/N distinto de cero. Como M es noetheriano, la ca-
dena ascendente N C N 3y r C N 1y r> C ... debe acabar. Entonces existe un e tal que
Ny re=Nzreth,

Veamos que N = (N 13y r) N (N +r°M). La inclusion N C (N :pr r¢) N (N +r¢M) es evi-
dente. Six € (N :p r*)N(N+r°M), entonces x =n+r’m paran € Ny m € M y ademas
r’x € N, por lo que rx = r’n+r*m € N, luego r**m € N y, por la eleccién de e, r’m € N
con lo que también se tiene x € N.

Como r es homogéneo también lo son N 1y ¢ y N +r°M. Por la eleccién de r, fr =0y /y
(es decir fr € N), con lo que fr¢ € Ny f €N :y r°. Esto implica que f vale 0 en
M/(N :p r¢) asi que P no estd asociado a M /(N :py r¢) y por las contenciones de pri-
mos asociados debe ser que N :j; r¢ estrictamente mds grande que N. Por otro lado, si
* = 0, entonces *f' = 0y r* € P', pero como es primo se tendria que r € P’ que es
absurdo, por lo que se tiene que r no es nilpotente y como ¢ ¢ N, N + r’M es también
estrictamente mds grande que N. Finalmente, si seguimos repitiendo el proceso con estos
nuevos submoddulos tendremos cadenas de contenciones estrictas que como M es noet-
heriano tienen que acabar todas en M (o podriamos anadir mds médulos) que cumple el

resultado y por induccién podemos suponer que (N + rM) y (N :p r¢) tienen descom-
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posicién primaria G-homogénea con primos homogéneos. La interseccién de todos los
modulos primarios de las dos descomposiciones serd una descomposicion primaria de N
(quitando los componentes redundantes). [

Proposicién 3.30. Sea G = N¢ x Z¢ y sea R un anillo G-graduado reducido y noethe-
riano. Sea A su anillo total de fracciones y Py, P, .., Ps; sus primos minimales. Sea S la
localizacion de R en el conjunto de los homogéneos no divisores de 0 de R. Es equivalen-

te:
1. El anillo S es integramente cerrado.
2. La clausura entera R de R es un anillo G-graduado de S. (heredando el grado)
3. Los idempotentes de R son homogéneos de S de grado 0.
4. Parai=1,2,...;s, F;+N;4;P; contiene un homogéneo no divisor de 0.

Demostracion. Se supone (1) , entonces como S es integramente cerradoy R C S C A,
R est4 contenida en S y es la clausura entera de R en S. Por 3.27, R es Z4*°-graduado.

Ahora, sea la siguiente ecuacién de dependencia entera sobre R:
S s+ =0

Si suponemos que s=a/b est4 en una componente homogénea de R con una entrada de las
d primeras del grado negativa (-k con k>0), entonces s” tendrd en esa misma entrada del
grado -kn, pero como el grado de los r; es positivo para las d primeras entradas se tiene
que el resto de términos de la suma estan en otra componente homogénea y s = 0 luego
existe un ¢ homogéneo no divisor de 0 tal que ca” = 0, luego ca es nilpotente en R y como
es reducido debe ser a=0 y se tiene una contradiccién. De esta forma se llega a que R es
G-graduado y se tiene (2).

Supongamos cierto (2) y veamos que se tiene (3). Sea e idempotente de R. Como es
G-graduado, es suma de elementos homogéneos de R, ¢ = Y | ¢;. Dando un orden lexi-
cografico a Z4te, podemos suponer salvo renombrar gr(e;)>...>gr(e,). Si el gr(e;)>0, la

parte homogénea de ¢ — e de grado 2gr(e;) es e% y como e?

— e = 0 (por ser idempo-
tente) y R es reducido (el unico nilpotente es 0) entonces se tiene una contradiccién. De
la misma forma si gr(e,)<0 también se tiene una contradiccién. Entonces debe ser n=1 y
gr(e)=0 con e homogéneo.

Se supone ahora (3). Basta probar (4) parai=1. Seae = (1,0,...,0) € R = m X ... X m,
igualdad que se tiene por 3.17. Entonces e € S es homogéneo y existen a, b € R homo-
géneos, con b no siendo divisor de 0y e = a/b = (1,0, ...,0), luego la clase de a en R
es (b,0,...,0) y esto significa que b-a € Pj, a € Pjsi j# 1y setiene que b = (b-a)+a
€ P+ P, N...NP; es homogéneo y no divisor de 0.
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Finalmente se supone cierto (4) y veamos que se tiene (1). Sea i; = . + p un homogéneo
no divisor de 0 en P; +N;;P;. Sea h = [];_; h; € R, que es homogéneo, no divisor de 0
y para todo i, & = ri(hy...hi_1hit1...hs) + pi(hy...hi—1hit1...hs) = ri + p;, donde r; € P,
pi € Nj4;iPj. Como por 3.29 todos los F; son homogéneos, podemos tomar r; y p; homo-
géneos y por tanto del mismo grado que h. Sea e; = %. Como p;r; € NjP; que es 0 por
ser el anillo reducido, se tiene que e¢; = eiw = e?, luego e; es homogéneo idempotente
de grado 0. Sii # j, pip; € N;P; luego vale 0 y se tiene que e;e; = 0. Como e = }; p; no
pertenece a ningiin primo minimal, por ser los p; del grado de h y ser el anillo reducido
(NP = (0)), Y;e; es unidad en A y ademds (¥ ¢;)> = Y;e? = ¥, e; luego también es idem-

Ien e? = ¢). Como S contiene

potente y por lo tanto ) ;e; = 1 (basta multiplicar por e~
los idempotentes ortogonales e; y es una localizacion homogénea de R, los isomorfismos
S/PS ~SeiyS=S8/PSxS/P,S x ... xS/PS conservan el grado y S no tiene ideales
primos minimales no homogéneos. Si vemos que S/P;S es integramente cerrado, también
lo serd S por 3.17.

Sea T = §/P.S. Es un dominio Z¢*¢-graduado donde no hay ideal primos homogéneos
distintos de 0. Se tiene que Ty es un cuerpo, y todos los elementos homogéneos (distin-
tos de 0) son unidades de T. Sea M el Z-mddulo generado por los grados de elementos
homogéneos distintos de cero de T. Entonces M C 74t Sime M, m= Y jzjmj con
zj € Z'y mj el grado de elementos homogéneos r; distintos de 0 en T. Entonces, rj.j es de
grado zjm; y homogéneo y []; rj;f'(;é 0 por ser T un dominio) también es homogéneo y
tiene grado m, luego si m € M, es grado de un elemento homogéneo distinto de 0. Ahora,
como M es un Z-modulo libre finitamente generado, existen homogéneos distintos de 0
t1,t,...,t. en T de forma que si g; = gr(#;), {g1,42,--.,&c} €s una base de M. Como los g;
son linealmente independientes en Q, los #; son algebraicamente independientes en 7.
Tenemos que To[tl,...,tc,tl_l,...,tc_l] C T. Sea x € T homogéneo distinto de 0 y sea
gr(x)=Y; mygy con my € 7. Se tiene que X y [ t;"k son ambos homogéneos de T con el
mismo grado, luego su cociente es un elemento distinto de grado 0, es decir en 7p y X
€ Doltr,....te 1] 1, cola 1]. Como todos los elementos de T son suma de homogéneos, se
llega a que T = Tp[rg, oyt ! N 1], y como T es un dominio de factorizacion tnica y
los #; son distintos de 0, se llega a que Ty[ty,...,7.] y también Tp[t;, ...7tc,t1_1,...,tc_1] =T

son dominios de factorizacidn tnica y por tanto T es integramente cerrado. ]

Proposicion 3.31. Sea R un anillo reducido N-graduado, no necesariamente Noethe-
riano, tal que si r (# 0) € Ry, r no es divisor de 0 en R. Entonces la clausura entera de

R es N-graduada.

Demostracion. Sea o € R. Poniendo o = ’q—’, con pyqenR,y tomando todos los su-
mandos homogéneos de p, q y de los coeficientes de una ecuacion de dependencia entera,
existen una cantidad finita de homogéneos xi,..,x, en R tal que si R’ es un subalgebra de

R generada por el subanillo primitivo A de Ry por los x;, entonces & estd en el anillo de
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fracciones de R’ y es integral sobre R’. Basta con probar que la clausura entera de R’ es
G-graduada.

Se tiene que R’ es Noetheriano, sea R” la localizacién de R” en Ry \ {0}, que es N-
graduada, y por 3.27 basta probar que la clausura entera de R” es N-graduada. Como R”
es Noetheriano, tiene solo una cantidad finita de ideales primos minimales P, ..., P; y son
homogéneos. Como el localizado de Ry es un cuerpo, estos ideales primos estdn generados
en grado positivos. Para cadai € {1,...,s}, P4 M;-;P; es un ideal homogéneo generado
en grado positivo y no contenido en la unién de los P;. Entonces por 2.5, F; +M;.;P; tiene
un elemento homogéneo no divisor de cero y por 3.30, la clausura de R” es N-graduada y
lo mismo se tiene para R’ y R. ]
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4. Clausura entera de ideales

Hablamos en este capitulo de la clausura entera de ideales empezando por algunos
conceptos bésicos parecidos a los de la clausura entera de anillos.

4.1. Elementos enteros de ideales

Definicion 4.1. Sea R un anillo, I un ideal de R. Se dice que r € R es entero sobre I
sidneN,aq; €I'i=1,..,n tal que

P tra " far" va, r+a,=0

Esta ecuacion se denomina ecuacion de dependencia entera de r sobre I (de grado n). El
conjunto de elementos de r que son enteros sobre I se denomina clausura entera de 1 y se
denota por 1. Si I=I se dice que I estd integramente cerrado.

Si para todo n > 1, I" estd integramente cerrado, se dice que I es normal.

Al igual que con la clausura de anillos tenemos el siguiente resultado que vincula la

clausura del ideal con la clausura de la localizacion de los maximales.

Proposicion 4.2. Sea R un anillo e I un ideal en R. Si w C R es un conjunto multiplicati-

vamente cerrado, W I = W=11. Y son equivalentes:
1 1=1I
2. VY W multiplicativamente cerrado de R, W—'I = w11
3. Y PprimodeR, Ip=1Ip
4. Y M maximal de R, [yy = Iy

Demostracion. Para ver la primera implicacién, sea r € W~!7. Entonces r = 5 parabe W

y a € I. Entonces tenemos una ecuacién de dependencia entera de a sobre I:
d'+ed '+, =0,

donde ¢; € I'. Dividiendo por b" se tiene una ecuacion de dependencia entera de r:

o
]
=
o,
(¢
Salls
m
=
|
~
~.
o
N
e
o
(¢}
~
I
SHE
m
|
~

22



Si en cambio r € W11, entonces r = ¢ para b € W y a € R y tenemos una ecuacion
de dependencia entera de r sobre W~ !T:
Cc1,a

n—1
—(= +.+—=0
!1( ) )

) +-G

donde Z—é € (W=1I)i. Podemos suponer que b; = b para todo i, multiplicando los ¢; y a por

elementos adecuados. Entonces, multiplicando la ecuacion por 5" se llega a:
(rb)" +c1(rb)" ' + bey (rb)" 2 + ...+ 5" e, =0,
con lo que a = rb es entero sobre I y se tiene el resultado.

Supongamos entonces que (1) es cierto, entonces W11 = W17 = w11 por el resul-
tado anterior y se tiene (2).
Si (2) es cierto, entonces (3) también, porque el localizado de cualquier primo P en I es
igual a W' paraW = R\ P,asi que [p = W' I = W] =Tp.

Si se tiene (3) entonces (4) es inmediato ya que los maximales son primos.
Finalmente si (4) es cierto y r es entero sobre I, una ecuacién de dependencia entera
de r sobre I es también una ecuacién de dependencia entera de | sobre Iy, con lo que
1€ Iy = Iys. Escribamos © =% paraa€l,beR\M.Estosignifica que existe un b’ € R\ M
tal que b’ (rb—a) =0, es decir rb” € I paraun b” € R\ M. Entonces para cada M maximal
existe un by € R\ M tal que br € I. Sea J el ideal generado por estos by, que serd el
total ya que J no estd contenido en ningin ideal maximal M porque contiene a by,. Se
tiene entonces para unos by, , by, , ..., by, con M; maximal para todo 1, se puede escribir
1 =Y, ciby;, con c; € R. Multiplicando por r la igualdad se tiene r = Y'; | c;by, 7, donde
los sumandos estdn en I y por tanto r también. Como I C [ se tienen las dos inclusiones y
se tiene (1). []

Proposicion 4.3. Sea R un anillo y N su nilradical. Sea I un ideal en Ry sea I la clausura

entera de I en R.

1. IR,,q es la clausura entera de IR,.q en R,.q, por lo que la elevacion natural en R de

la clausura de I en R,y es 1.

2. Un elemento r € R estd en I si y solo si para todo primo minimal de R, la imagen
de r en R/P estd en la clausura entera de (I+P)/P en R/P.

Demostracion. Sea IR,qq la clausura de IR,.q en R,.4. Es inmediato que IR,y C IR,.q.
Para la otra inclusion, sea r +N € IR,.4, para alguin r € R. Entonces para algunos a; € [ i
se tiene (r+N)"+ai(r+N)""'+...+a, = 0+N, por lo que se tiene s = r* +a;r* ! +
...+a, € N. Por estar en N, existe un m € N tal que s = 0, pero eso da una ecuacion de
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dependencia entera de r sobre I de grado nm y se tiene (1).

Al igual que antes, ver que la imagen de I en R/P est4 contenida en la clausura entera de
(I+P)/P en R/P para todo P es inmediato. Para ver la otra implicacién, supongamos que
7+ P es entero sobre (I -+ P) /P paratodo P minimal y sea W = {r"" +a;”" "' +...+a, |n €
N>o,a; € I'}. Si 0 € W, hay una ecuacién de dependencia entera de r sobre Iy se tendrfa el
enunciado. Supongamos que 0 € W, como W es un subconjunto de R multiplicativamente
cerrado, existe un Q primo de R con interseccién vacia con W. Sea P un primo minimal
contenido en Q, entonces hay una ecuacion de dependencia entera (es decir un elemento
de W) que se anula en R/P, luego ese elemento de W estd en P. Pero también se tenia
WNPCWNQE =0, que es absurdo, con lo que debe de ser r entero sobre I y se tiene
(2). [

4.2. Clausura entera y reducciones

Una propiedad clave de la clausura entera de ideales es que un ideal es reduccién de
su clausura. Veremos en esta seccion que es asi y algin resultado que se deriva de esto,
como que la clausura de un ideal es otro ideal integramente cerrado.

Definicion 4.4. Sean J C I ideales. Se dice que J es una reduccion de I si existe unn € N
tal que I"t! = JI".

De la definicién de sigue que si m > n, """ = J™]", utilizando la igualdad m veces.

Proposicion 4.5. Sea R un anillo, r € R e I ideal C R. Entonces r € I si y solo si existe un
entero n tal que (I+ (r))" = I(I+ (r))" L

Demostracion. Se supone r € 1. Sea una ecuacién de dependencia entera de r sobre I
de grado n: ¥ +a;”" '+ ... 4+a, =0, con a; € I', y se tiene que a;”" " € I'(r)"~' C
I(T+ (r))"!, luego " € I(T+ (r))" 'y (T4 (r))* CI(I+(r))*"!. Ademds, como I C I
+ (1), se da siempre que I(I + (r))"~! C (I+(r))" y se tiene la igualdad.

Si ahora se supone cierta la igualdad, " = a7~ +... +a, para algunos a; € I' y se tiene

una ecuacion de dependencia entera de r sobre 1. O

Corolario 4.6. Sea R un anillo, J un ideal de R. Entonces r € R es entero sobre J si y solo

si J es una reduccion de J + (r).
Corolario 4.7. Sea I un ideal de R y r € R. Son equivalentes:

1. rel

2. Existe un R-modulo M finitamente generado tal que rM C IM y tal que si aM = 0,
a € R, entonces r € /0 : a.

Ademds si I es finitamente generado y contiene un elemento no divisor de 0, r es entero
sobre I si'y solo si existe un R-mddulo M fiel tal que IM = (I + (r))M.
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Demostracion. Se supone (2). Se escribe M = Rby + ...+ Rb,, y paracadai=1,...,m,
rbi =37, aijbj, cona;;j en 1. Sea A la matriz:

r—ai a1 vt ap
ajp  r—ay v app
=A*—rl,.
alm a2 m o F—Admm

y b= (by,bs,..,b,;)T. Por construccién Ab = 0, luego det(A)b = Adj(A)Ab=0y det(A)b;=0
paratodo i = 1,...,m, luego det(A)M=0 y se tiene que det(A)r* = 0 para algiin k.

Entonces el determinante de A serd el polinomio caracteristico de A* en las r. det(A) =
"+’ 4 ..+ ¢, donde ¢; es suma de los menores principales de orden i de A* y
por tanto ¢; € I'. Finalmente al multiplicar por *, 0 = det(A)rk = "t 4 ¢ Pmth=1 4

.. +cmr®, que es una ecuacién de dependencia entera de r sobre L.

Se supone ahora (1), sea r' +a; 14 ...+ a, = 0 una ecuacién de dependencia entera
de r sobre 1. Cada a; € I', es decir es suma finita de productos de elementos de I, luego
sea J el ideal (finitamente) generado por todos esos elementos. Entonces r es entero sobre
J y por 4.5, existe un m tal que J(J + (r))"~! = (J + (r))™. Entonces M = (J + (r))" !
es finitamente generado 'y rM = r(J + (r))" ' C (J+(r))" CI(J +(r))" ' =JM C IM.
Ademds, siaM =0, ar"~! =0.

Si I es finitamente generado, se toma J =1y se tiene que IM = (I+(r))M. Y siItiene
un no divisor de 0, Ann(M) = (0) y es fiel. []
Proposicion 4.8. Sean K C J C I ideales de un anillo R.

1. Si K es reduccion de J y J es reduccion de I, K es reduccion de I.

2. Si K es reduccion de I, J también es reduccion de 1.

3. Siles finitamente generado, J = K + (ry,...,rt) y K es reduccion de I, K es reduccion

de J.

Demostracién. 1. Existenn, m € Ntal que KJ" =J"!y JI" = "+ luego I+ =
JELm = kg C K C L luego todo son igualdades y K es reduccién
de L.

2. Existe n € N tal que I"T! = KI" C JI" C I""! y de nuevo las contenciones son

igualdades y J es reduccion de 1.

3. Existe un entero tal que KI" = "1 Por (2), K + (r1,...,ri) es reduccion de I para
todoi=1,....,k. Como r; € I, r;I" C "' = KI" C (K + (r1,r2,..,ri_1))I". Ademés
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sial” =0 paraalgina € R, ar" =0y r € /0 : a. Finalmente, como I" es finitamente
generado, usando 4.7 con M = I" debe r; es entero sobre K + (r1,r2,..,ri—1) para
i=1,..,kypord.5K+(ry,r,..,ri—1)esreduccion de K + (ry,ry,..,r;). Aplicando
ahora (1) k veces se llega a que K es reduccion de J.

]

Corolario 4.9. Sean K C I ideales, I finitamente generado. Entonces K es reduccion de |

si'y solo si1 C K.

Demostracion. Si K es reduccién de I, por 4.8, para todo r € I, K es reduccién de K
+ (r), luego por 45 r € K. Ahorasi I = (r1,7,...,1;) C K, rj es entero sobre K para
j=1.....k, luego sobre K + (r1,72,...,rj_1). Por 4.5, K C K+ (r;) C K+ (r,r2) C ... C

K+ (ry,ra,...,r) = I son reducciones una a una y por (1) en 4.8 K es reduccién de I. [

Corolario 4.10. La clausura entera de un ideal K en un anillo R es un ideal integramente

cerrado en R.

Demostracion. Sia,r € R, r entero sobre K, tomando una ecuacién de dependencia entera
de grado n de r sobre K y multiplicandola por a” tenemos una ecuacién de dependencia
entera de ar sobre K, luego es cerrado para el producto por elementos de R.
Sir, s € R, ambos enteros sobre K, tenemos una ecuacién de dependencia entera de r
sobre K:

Pk k=0

con k; € K'. Entonces si k; = Z?:o H3~:1ai,j,la donde q; ;; estd en K para todo i, j, 1,
y tomdndolos todos tenemos un ideal finitamente generado K’ C K y tal que k; € K.
Entoncesr € K’y de forma similar con s se tiene un K” entre K’ y K finitamente generado
talquer, s € K".Sea] =K’ + (r) e I =T + (s). Por 4.5, K” es reduccién de J que es
reduccién de I, luego por 4.8 K es reduccion de I. Como J e I son finitamente generados,
de nuevo por 4.8, K" C K" + (r,s) C I son reducciones y 4.5 implica que r+s es entero
sobre K”, luego sobre K, y se tiene que K es un ideal.

Finalmente para ver que K es integramente cerrado, sear € K. Entonces al igual que antes
existe un K’ contenido en K finitamente generado conr € K'. Sea K' = (ki,k2, ... kn),
entonces por el mismo motivo existe un K” finitamente generado tal que cada k; es entero
sobre K”. Por 4.8, K es reducciéon de K” + K’ que es reduccién de K” + K’ + (1), luego
K" es reduccion de K” + (r) y por 4.5 r es entero sobre K” (y por tanto sobre K). ]

4.3. Ideales monomiales

Los ideales monomiales son un caso particular que permite calcular la clausura entera
de forma mads sencilla, aunque con muchas variables los algoritmos no son muy eficientes.
Es importante para esto ver que la clausura de un ideal monomial es también un ideal

monomial.
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Definicion 4.11. Sea K un cuerpo. Un monomio del anillo de polinomios K|ty ,t3,...,14] es
un elemento que se puede escribir como kt}'ty - - -t} para k € K,n1,ny,....ng € Zy. Un
ideal del anillo de polinomios se dice que es monomial si estd generado por elementos

monomiales.

Para la N¢ graduacién natural del anillo de polinomios se tiene que los ideales homo-
géneos son exactamente los monomiales que se tiene porque los elementos homogéneos

son exactamente los monomios.

Proposicién 4.12. Sea I un ideal monomial y sea r = kt}'t3* - - -ts“ un monomio entero

sobre I. Entonces 3 ¢; € I' para algiin i € N tal que r' + c¢; = 0.

Demostracion. Sea ' + a1 + ...+ a, = 0 una ecuacién de dependencia entera de r
sobre I. Como I es monomial, es homogéneo bajo la graduacion natural y cada parte ho-
mogénea de g; estd también en I'. En particular, mirando la parte de grado n(ny,ny,...,ng)
en la ecuacion tenemos:

b b, =0,

donde b; es la componente de grado i(nj,ny,...,ny) de a;, asi que es una ecuacién de
dependencia entera de r sobre 1. Sea i tal que b;”"~* # 0. ENtonces " y b;7" ' son ele-
mentos de grado n(ny,ny, ...,ng). Pero el conjunto de elementos de grado n(ny,ny,...,ny)
de K[t1,13,...,14] es un subespacio vectorial de dimensién 1, asi que para un u € K \ {0},
se debe tener 7" + ub;r* ' = 0y, dividiendo por 7"/, tenemos que ' + ¢; = 0 donde c; es
producto de i monomios de I. ]

Proposicion 4.13. Sea K un cuerpo. La clausura entera de un ideal monomial I en un

anillo de polinomios K|t,ty, ...,t5] es un monomial ideal.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que I no es mono-
mial y por lo tanto tampoco homogéneo. Entonces existe un f € I tal que alguna de sus
componentes homogéneas no estd en I, y restandole las que si que estén podemos suponer
que ninguna de sus componentes homogéneas esté en I (esto implica también que no es
monomial). Escribamos f = ¥,,c4s f» donde M es un subconjunto finito de N y con f;,
homogéneo de grado m. Sea N € M tal que fy # 0.

Probemos primero el resultado para el caso en el que K es algebraicamente cerrado. En
ese caso, cualquier automorfismo ¢ lleva una ecuacién entera de f sobre I en una de ¢ (f)
sobre ¢ (). En particular, si tenemos uj,us,...,uy unidades de K 'y ¢, es el automorfismo
que lleva ; a u;t; para todo i, entonces ¢,(I) =1y ¢,(f) es entero sobre I. Ademds, ¢,
cumple que la f,, es distinto de 0 si y solo si ¢, (), es distinto de 0 para un m € N¢. Como
K es algebraicamente cerrado y f no es multiplo por un escalar de un monomio entonces

existen uy,uy,...,ug € K tal que ¢,(f) no es f multiplicado por un polinomio. Como f y
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¢.(f) son integrales sobre I, y la clausura entera de un ideal en un anillo es otro ideal,
g1 = u]lv ! -ullv" f — 0,(f) también es entero sobre I y es distinto de O porque ¢,(f) no es f
por un polinomio. Por la construccién de g, su componente homogénea de grado N vale
0, y si una componentes de g; que no tiene grado N es distinta de 0, la componente de ese
grado de f también es distinta de 0. Con esto se tiene que g tiene estrictamente menos
componentes homogéneas distintas de 0. Repitiendo este proceso sobre g; se obtienen
22,83, -.-,&, polinomios de I cada vez con menos componentes homogéneas distintas de 0
y se llega a un monomio de I que evidentemente tiene sus componentes homogéneas en .
Pero escribiendo f = g¢ se tiene que para i = 1,2, ..., h, cada componente homogénea de
gi es una componente homogénea de g;_; multiplicada por una unidad asi que al menos

1 de las componentes de g; 1 estd en I y se llega a una contradiccién por la eleccién de f.

Ahora sea K es un cuerpo que puede no ser arbitario y sea K’ su clausura algebraica. Por lo
visto antes, como f € IK'[t], 1, ...,t4] entonces cada monomio de festd en IK'[ty,1,...,1,4].
Ademads, como vimos antes, cada monomio r de f satisface una ecuacién entera del tipo
r—a =0 para a; un producto de i monomios de IK'[t},1,, ..., 4], asi que cada a; también
es producto de i monomios de I y se tiene que r es entero sobre .

]

Veamos que no se tiene lo mismo para ideales binomiales, es decir la clausura de un
ideal binomial no tiene por qué ser binomial (un ideal es binomial si estd generado por
binomios). El siguiente ejemplo se describe en profundidad en [CHV9S, p. 13]:

Ejemplo 4.14. Sea K un cuerpo de caracteristica O (por ejemplo Q) y sea R = K|x,y,z,w|.

2

Sea I = (x* —xy,y* — xy,7%> — zw,w? — zw) que es un ideal binomial. La clausura de I en R

es (x> —xy,y* —x9,2% — 2w, W* — 2w, x2 — yZ — xw+yw) = [ + (xz—yz—xw+yw), que tiene
que no es binomial (se tendria que ver que los generadores forman una base de Grobner

y el ideal no es binomial por no serlo la base).

Definicién 4.15. Sea K un cuerpo y sea R = K[t|,12,...,t5]. Sea r = kt}'t3* - - - 1) un

monomio. El vector de exponentes de r es (ny,na,...,ng) € N¢. Para un ideal monomial
I, el conjunto de los vectores de exponentes de los monomios de I se llama el conjunto de

exponentes de 1.

Ejemplo 4.16. Si estamos en R = K|x,y| para un cuerpo K y tenemos un ideal monomial
1= (f1,/2) = (x3y,xy*) podemos representar el ideal en el plano donde cada coordenada

entera equivale a un vector de exponentes:

28



Los puntos rojos corresponden a los generadores de 1y la zona oscura se corresponde
a todos los puntos que tienen al menos una ordenada mayor que los generadores. Cada

coordenada entera de esa zona se corresponde con un monomio de I (salvo producto por
unidad).

Proposicion 4.17. El conjunto de exponentes de la clausura entera de un ideal monomial
es igual a los vectores de exponentes de N de la envolvente convexa del conjunto de
exponentes del ideal.
Demostracion. Sean como antes R = K[ty,1,,...,t4] e I un ideal monomial de R. Sean
il n2
J J
t2 *
entero sobre I. Como hemos visto por 4.12, existe un 7 natural tal que ' —a; = 0 con

L n njd s ) nq .
mj=t, ~t;7,1=1,2,..., 8, los generadores de I. Sea r = kt|'#,* - - -, un monomio
a; producto de i monomios de I. Se tiene que un producto de i monomios de I es de
ki k» k . .

la forma bm}'my’---mj*, donde b es un monomio y Z}‘:l ki = 1 (puede haber mas m;
i ki ko k _ . ok

en b). Entonces r' = bm|'my" ---m" y paral =1, 2, ..., d se tiene que n; > ijl TJnﬂ.

Entonces encontrar monomios enteros sobre I se reduce a encontrar ¢y, ¢3, ..., ¢y racionales

no negativos que suman 1 y tal que:

N
(n1,n2,...,nq) > Y. cj(nji,nj,...;njq)
j=1
Por otro lado, se supone que tenemos cy, ¢z, ..., Cs racionales no negativos que suman 1y
para los que se tiene la desigualdad anterior. Escribiendo ¢; = I% parakj,i € Nconi# 0,
tenemos ' = bm’f1 m’f e mf‘ para alglin monomio b, asf que se tiene que r € I. Con esto se
prueba que encontrar monomios r = kz}'y* - - -tsd enteros sobre I es equivalente a encontrar
los racionales no negativos, que suman 1 y que cumplen la desigualdad anterior, pero los
vectores de exponentes que cumplen eso son exactamente los que estdn en la envolvente

convexa del conjunto de exponentes de L. O
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Ejemplo 4.18. Si R e I son como 4.16, por el resultado anterior se puede calcular la
clausura entera de I calculando la envolvente convexa del conjunto de exponentes del
ideal, que en el caso de dos variables es sencillo de calcular pero con mds variables es

poco eficiente. Grdficamente se traduce en lo siguiente:

=1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

Como f3 es el inico punto con coordenadas enteras que estd en la envolvente convexa, la

clausura de I en R estard generada por (f1, f2, f3).

Proposicion 4.19. Sea K un cuerpo, sea R = K|[t1,12,...,t4] y sea I un ideal monomial de
R. Si N es una cota superior para los grados de los generadores minimales monomiales
de I, entonces los generadores minimales monomiales de la clausura entera de I tienen

como mucho grado N + d - 1.

Demostracion. Sea m = kt}'ty* - - -1,* es un generador de 1. Sea ¢y, ¢z, ...,c; nimeros
racionales que cumplen 4.3 y que suman 1. Se supone que para algini € {1,2,...,d}, n; >
1+ Z§:1 c;jn;i. Entonces el vector de exponentes de 7+ también satisface la desigualdad,

asi que ' estd en I y m no es un generador minimal. Entonces n; < 1 + Zj.:l cjnji para

1

todo i, asi que Y&, n; < ):le(l—l—Zj-:lcjnji) =d+N. ]

Lema 4.20. Sea n un entero positivo y vi,va,...,vy € (R>0)". Sean a; € R>g y sea v =
Y.;a;vi. Entonces existe un subconjunto linealmente independiente {v;, ,vi,,...,vi.} y unos

bjeRxg, j=1, 2, .., s, tal que:
v= Y vE b > Y
i j i

Demostracion. Si los vectores vi,Vva,...,v, son independientes el resultado es cierto. Se

supone entonces que existen ¢; € R que no son todos 0 y tal que Y ;c;v; = 0. Algunos ¢;
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tienen que ser positivos y algunos negativos, asi que multiplicando por -1 todos los ¢; si
Y.;ci >0 (y dejandolos igual si no es el caso) y reindexando podemos asumir ) ;c; <0y
c1 > 0. Por induccién sobre r, basta probar que v puede ser escrito como combinacién
lineal de » — 1 de los v;, con coeficientes no negativos y tal que su suma es mayor o igual
que Y ;a;.

Supongamos que no se puede y razonemos por contradiccién al absurdo, porlo que a; # 0,
o0 se podria quitar v; y estariamos en el caso r — 1. Nétese que si ¢; > 0, entonces v =
Yjzila; —ai%{)"j y que Zj;éi(aj_ai%) = (Ljziaj) = (ELjzic)) = (Lja)—(LLXjcj) >
Y. jaj, porque a;,¢; > 0y },;c; < 0. Por la suposicion de que el resultado era falso y
usando en lo anterior i = 1, no puede ser que todos los coeficientes sean mayores que 0,
por lo que tiene que ser a; — ai% <0 para algtn j >1, que solo se puede darsi ¢c; >0,y
reindexando se puede considerar j = 2. Repitiendo este razonamiento para i = 2 se tiene
¢3 > 0y continuando con el proceso se llega a que todos los ¢; son mayores que 0, que es
absurdo. ]

Teorema 4.21. Sea R = R[t,12,...,t4] y sea I un ideal monomial de R. Se supone que
L2, ...1%" son integramente cerrados. Entonces todas las potencias de I son inte-

gramente cerradas.

Demostracion. Sea n > d, podemos suponer que las potencias anteriores a I" son inte-
gramente cerradas. Basta ver que si un monomio es entero sobre /" entonces estd en I”.
Sea {t¥1,*2,...,%} un conjunto de generadores de I y sea r = #]'1y> - - -} entero so-
bre I". Se tiene entonces existen c; racionales no negativos tal que };_,¢; =n 'y tal que
(n1,ny,...,ng) es componente a componente mayor que Y. c;v;. Por 4.20 y reindexando
los generadores de I, existen racionales no negativos by, by, ...,b, y un conjunto de ge-
neradores con exponentes linealmente independientes {#1,*2 ... "1} con fozo bi >ny
tal que (n1,ns,...,ny) es componente a componente mayor que Y. b;w; (al ser los vectores
Wi, W,,...,w; linealmente independientes, h no puede ser mayor estrictamente que d). Co-
mo n > d > h, existe un j tal que b; > 1, asi que (n1,n2,...,nqg) —w; > ¥.;(b; — &;;)wi, por
lo que el monomio correspondiente a (71,13, ...,14) —w; s entero sobre I"~!. Pero por la
suposicién, I"~! es integramente cerrado asi que ese monomio estd en I”~!. Finalmente
se tiene que 71! -+ -1 € [~ C I" y llega al resultado. ]

4.4. Otros resultados de la clausura entera de ideales

Finalmente demostramos algunos resultados que se usardn mds adelante en el trabajo.

Proposicion 4.22. Sea R un anillo integramente cerrado en su anillo total de fraccio-
nes. Entonces para cualquier ideal I y cualquier no divisor de cero f € R, fI = fI. En
particular, cualquier ideal principal generado por un elemento no divisor de 0 en R es

integramente cerrado.
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Demostracion. Sir es entero sobre fI, tenemos una ecuacién de dependencia entera:
P b b f" =0,

con b; € I'. Diviendo por f”" tenemos una ecuaciéon de dependencia entera de ? sobre R:

rn yn—1

]—c +b1? +...+b,=0.
Como ]—C estd en el anillo total de fracciones y R es integramente cerrado, entonces % estd
en R y la ecuacién anterior es también una ecuacion de dependencia entera de }é sobre I,
por lo que r € fI'y se tiene que fI1 C fI.
Si ahora r € fI, r = sf para s € I. Multiplicando una ecuacién de dependencia entera de s

sobre I de grado n por f”, tenemos una ecuacién de sf = r sobre f1, asi que f1C fI. [

Proposicion 4.23. Sea R C S una extension entera de anillos y sea I un ideal de R. En-
tonces ISR =1.

Demostracion. Evidentemente I C IS y los elementos de 1 estdn en R asi que I C ISNR.
Sea r € ISN R, entonces satisface una ecuacién de dependencia entera sobre IS, asi que
recopilando los elementos de I y S que aparecen en los coeficientes (que es un ndme-
ro finito) y sea J el ideal finitamente generado por los elementos de I y T el R-dlgebra
finitamente generado por los de S, tenemos que r es entero sobre JT. Si tuvieramos el re-
sultado sobre ideales finitamente generados y R-dlgebras finitamente generados entonces
r€JTNR CJ C1y se tendria la proposicion.

Asumamos entonces que I es finitamente generado y S es un R-moédulo finitamente ge-
nerado. Entonces si r € ISNR, IS es reduccién de I+ (r)S, asi que existe un n tal que
I(I4(r))"S = (I+(r))""1S. Sea M = (I + (r))"S que es un R-médulo finitamente gene-
rado y se tiene que rM C IM y que si aM = 0 para algdn a € R, entonces (ar)" = 0. Por
4.7 se tiene que r € 1. O

Proposicion 4.24. Sea R un anillo y S un R-dlgebra fielmente plana. Para cualquier ideal
Ide R, ISNR =1. En particular si (Rm) es local y noetheriano, para cualquier ideal I de
R se tiene que IRNR =1.

Demostracion. Al igual que antes se tiene 7 C ISNR. Si r € ISNR, existe un n tal que
e (T4 ()" S = I(1 + (r))"S. Pero "1 € I(I+ (r))"SNR = I(I+ (r))" (por ser S
fielmente plana), asi que I es reduccién de I+ (r) y r es entero sobre 1. [

32



5. Valoraciones

Las valoraciones son homomorfismos entre un cuerpo (por ejemplo el cuerpo de frac-
ciones de un dominio) y un grupo abeliano totalmente ordenado, que intuitivamente per-
miten 'medir’. Las valoraciones estdn relacionadas con los anillos de valoracion, que co-

mo veremos se pueden utilizar para describir la clausura entera de un ideal.

5.1. Valoraciones

Definicion 5.1. Un grupo abeliano totalmente ordenado es un grupo (G,+) con un orden
total definido "> "que es consistente con la estructura de grupo, es decir, si para todo a,

b, c € Gcona> b setienequea+c>b+c.

Definicion 5.2. Sea K un cuerpo. Una valoracion sobre K (K-valoracion) es un homo-
morfismo v de grupos del grupo multiplicativo Kx = K\ {0} en (G,+) un grupo abeliano

totalmente ordenado, tal que si x, y € K*,

v(xy) =v(x) +v(y) (se tiene por ser homomorfismo),
v(x+y) = min{v(x),v(y)}.

Como propiedades inmediatas se tiene que v(1) =0, y que v(x) = —v(—x).
Si R es un dominio, G como en la definicion anterior y v una aplicacién de R\ {0} en G

tal que:
v(xy) = v(x) +v(y) )

v(x+y) = min{v(x),v(y)} ®

entonces v se puede extender de forma tnica a K*, siendo K el cuerpo de fracciones de R,
definiendo v(i) = v(x) — v(y). para x,y distintos de 0. De esta forma también se llamara
valoracién a una aplicacién de R\ {0} en G que cumpla 7 y 8. También se extiende a
v:K — GU{e} con v(0) =0y usando co+ g = g+ 00 = o400 = oo y g < oo para todo
geG.

Definicion 5.3. Sea K un cuerpo, dos valoraciones v: K* — G yV' : K* — G’ son equiva-

lentes si existe un isomorfismo de grupos ¢ : Im(v) — Im(v') que mantenga el orden tal
que para todo f € K*, 9 (v(f)) =V'(f).

Definicion 5.4. Una valoracion del cuerpo de fracciones del anillo k[X, ...,X,| siendo k

un cuerpo es monomial con respecto a Xy, ...,Xy si para todo polinomio f =Yg c, X",

v(f) = min{v(X*)/c, # 0}.

Si una valoracién es monomial, basta dar los valores de v(X;) para definirla:
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Ejemplo 5.5. Sea R = k[x,y| donde k es un cuerpo 'y sea K el cuerpo de fracciones de R.
Definiendo la valoracion monomial v por v(x) =nyv(y) = m paran,m € Z, si f(x,y) =
Yo Z?io ri x'y/, entonces v(f) = min{v(x'y’) | ri j # 0} = min{in+ jm) | r; ; Zé 0}, de
donde igualando in+ jm a 0 se deduce que los elementos del subcuerpo k(’;i,,) tienen

imagen 0 por la valoracion.
No todas las valoraciones son monomiales:

Ejemplo 5.6. Sea R = k[x,y| donde k es un cuerpo y sea K el cuerpo de fracciones de
R. Sea t un elemento de xk[[x]] trascendente sobre k[x]. Escribamost = ¥ t;x' y sea
v:R\ {0} — Z, definida por:

v(f(xy)) = max{n| f(x1) € X"k[[x]]}.

Se tiene que v es una valoracion en R, ya que si tenemos f,g € R con f(x,t),g(x,t) €
x"k[[x]], entonces (f +g)(x,t) € x"k[[x]] y v(fg) es mayor que el minimo de v(f) y v(g) y
si ademds f(x,t) € X"k[[x]],g(x,1) € x"k[[x]], entonces fg € X" "k[[x]], por lo que v(fg) =
n+m=v(f)+v(g). Al extender v a K también serd valoracion, pero no serd monomial,
ya que si n es el entero mds pequeiio tal que t, # 0y m es el siguiente entero tal que

tm # 0, entonces v(Y) = n, v(tyx*) = ny v(y — t,x") = v(t,yx™) = m > n.

5.2. Anillos de valoracion

Definicion 5.7. Sea K un cuerpo y v una K-valoracion. La imagen de K* por v, que es
un grupo abeliano totalmente ordenado, es el grupo de valores de v. Si K es el cuerpo
de fracciones de un dominio V 'y satisface que para todo x € K, o bienx € V ox~' €
V, se denomina un anillo de K-valoracion (también se denominard anillo o dominio de

valoracion si no hay confusion).

Para los anillos de valoracién, la inclusién de ideales es un orden total. Si Iy J son dos
ideales de V se tendrd que o bien / C J o bien J C . Veamos que es asi:
Seanx € I\J #0ey € Jdistinto de 0. Entonces o bienxy ™' € Voyx~' e V.Sixy~l €V,
entonces x = xy~ 'y € J, que es una contradiccién. Si yx~! € V, entonces y = yx " !x € I.
Se concluye que o bien I\ J =0 o J C I, y debe ser que los ideales de V estan totalmente
ordenados con la inclusién.
Otra propiedad de V es que tiene un tnico ideal maximal my = {x € Vlx=00x"' ¢ V}.

Finalmente, dada una valoracién se puede construir un anillo de valoracién

R, ={f e K*v(f) = 0} U{0},

que es un subanillo de K cuyo tnico ideal maximal es m, = {f € K*|v(f) >0} y ademads

es anillo de valoracién. R, se dice que es el anillo de valoracién de v. Si dos valoraciones
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son equivalentes tienen el mismo anillo de valoracion.

Proposicion 5.8. Sea V un dominio de valoracion con cuerpo de fracciones K. Sea
I'v = K*/V*, donde V* C K* son grupos multiplicativos de unidades y seav: K* — Ty
el homomorfismo de paso al cociente. Entonces I'y es un grupo abeliano totalmente or-

denado y el grupo de valoracion de v que es una K-valoracion.

Demostracion. T'y es abeliano porque lo hereda de K*. Se define el siguiente orden: Sean
a,benTy yx,yen K" tal que v(x) =ay v(y) = b. Entonces a < bsi yx_! € V. Es un
orden total porque al ser V anillo de valoracién, o bien yx~! € V o bien xy~! € V. Ademds
es compatible con la estructura de grupo, yaque sia, b,c € I'y y X, y, z en K* los tienen
como imagenes por v, con a < b, entonces (yz)(xz) ™! = yx~! € V luego ac < be.

Veamos que v es una K-valoracion. Sean x, y en K, se tiene que v(xy) = v(x)v(y) por ser
homomorfismo. Para la otra propiedad, por ser V dominio de valoracién, o bien xy~! € V

o bien yx~! € V, se supone lo primero. Entonces xy~! 4+ 1 = (x + y)y~!

€V, asi que
para el orden anterior, v(x+y) > v(y) > min{v(x),v(y)}. El otro caso es igual. Como v es

sobreyectiva, I'y es el grupo de valoracion de v. 0

Definicion 5.9. Sea I' un grupo abeliano totalmente ordenado. Decimos que T es arqui-
mediano si para todo g,h € I con g > 0, existe un n € 7 tal que ng > h (en el sentido de

sumar n veces g).

Teorema 5.10. Sea I" un grupo abeliano totalmente ordenado y arquimediano. Entonces

I" es isomorfo a un subgrupo de R.

Demostracion. Paracadar= - € Q,conn,m¢&Zym>0diremos que ra < b si na < mb
(no depende de la representacion de r como cociente).
Seaa>0enI'yparacadab>0enI sea Q,={rc€Q|ra<b}.ComoTI esarquimediano,
para cada b existe un n € 7Z tal que b < na, asi que Q) tiene cota superior. Se define
¢ : T — R como:

0 x=0
¢(b) = { sup(Qp) b>0
—o(—b) b<0

Veamos primero que es un homomorfismo, para lo que basta ver que ¢(b+c) = ¢(b) +
¢(c). Seanr,s € Qconr < @(b) ys < ¢(c), es decir que ra < by sa < c, pero entonces
a(r+s) <b-+cconloquer+s<¢(b+c)y se tiene que ¢(b)+ ¢(c) < ¢(b+c).
Supongamos ahora que ¢ (b) + ¢ (c) < ¢(b+c). Entonces existen r,s € Q con r > ¢(b),
s> ¢(c)yconr+s < ¢(b+c). Entonces (r+s)a <b+cconra>bysa>clocuales
absurdo asi que debe ser ¢ (b+c¢) = ¢(b) + ¢(c)y¢ es homomorfismo.

Si ademads ¢ conserva las desigualdades se tendrd que es inyectiva. Sea b > 0, entonces
existe un n € N tal que a < nb, por lo que % € Qp asi que ¢(b) > % > 0. Por ser ¢ ademas
homomorfismo se concluye que preserva todas las desigualdades. O
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5.3. Mas propiedades

Proposicion 5.11. Un dominio de valoracion es integramente cerrado (en su anillo total

de fracciones).

Demostracion. Sea V un dominio de valoracién, K su anillo total de fracciones y r € K
entero sobre V. Entonces " 4+a;r* ' +...+a, =0paraa; €V.Sir ¢V, entonces r ' €V,
asi que multiplicando la ecuacién anterior por 7" se tiene 1 +a;r! + ... +a,# " =0, con

1

loque 1 € 771V, asi que ¥~ es unidad en V y r € V, que contradice r ¢ V. [

Lema 5.12. Sea V un dominio de valoracion. Sea I un ideal de V y sea G un conjunto
generador finito de 1. Entonces existe un g € G tal que gV = I (esto significa que la

valoracion correspondiente a V'y restringida a I\ {0} alcanza un minimo en z).

Demostracion. Sea G = {x,xa,...,x,}. Si n = 1 el resultado es inmediato. Supongamos
entonces que existe un i € {2,3,...,n} tal que x;V =1I' = (x2,x3,...,x,). Como V es de
valoracién, entonces o bien xjx; 10 bien xl_lx,- estdn en V. En el primer caso, x| € x;V,
luego I = x;V. En el segundo caso, x; € x;V, con lo que x;V C x1V asi que debe ser x|V =1.

]

Lema 5.13. Sea R un dominio con cuerpo de fracciones K. Sea m un ideal primo de R.
Para todo x € Kx, o bien mR[x] # R[x] o bien mR[x~1] # R[x].

Demostracion. Podemos localizar en P y suponer que R es local con ideal maximal m= P.
SimR[x~!] = R[x~'], entonces 1 = ag+ajx~' +... +a,x " para algunos a; € m, por lo que
multiplicando por x”, se tiene (1 —ag)x" = a1x"~' + ... +a,, donde (1 —ag) es unidad de
R porque ap € m. Entonces x es entero sobre R y R[x] es una extension entera de R, luego
por 3.20, mR[x] "R = my mR[x] no puede ser igual a R[x]. Si mR[x] = R[x! se llega a la otra
conclusion. [

Teorema 5.14. Sea R un dominio, sea K el cuerpo de fracciones de Ry P un ideal primo
de R distinto de (0). Entonces existe un dominio de valoracion V entre R y K tal que

my NR = P, donde my es el ideal maximal de V.

Demostracion. Localizando en P podemos suponer que R es local con ideal maximal m=P.
Sea A el conjunto de anillos locales (S,mg) tal que R C Sy mS C mg, en el que definimos
un orden parcial <: (S,mg) < (8, mg) sis C S ymsS C mg. Cada cadena ascendente tiene
una cota superior, asi que por el lema de Zorn, A tiene un elemento maximal (V,my ).

Veamos que V es un dominio de valoracién. Si x € K, entonces por el lema anterior, si
my no es un ideal propio al extenderlo a V[x] lo es al extenderlo a V[x~!] (y viceversa).
Supongamos que tmy'V [x] es propio. Sea M un maximal de V[x| que lo contenga y sea
(S,mg) = (V[x]ar, MS). Entonces (S,mg) es un elemento de A que contiene V que es ma-
ximal asi que debe ser (S,mg) = (V,my). Como x € S, se tiene que x € V. En el caso que
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considerdramos que iy V [x_l] es propio se llegaria a x~! € V, por lo que V es un dominio
de valoracion.

Finalmente, por construccion nty N R = my se tiene el teorema. L]

5.4. Valoraciones y clausura entera

Proposicion 5.15. Sea R un dominio con cuerpo de fracciones K, I un ideal de Ry V un

anillo de valoracion entre R y K. Entonces IV =1V =1V.

Demostracion. Como I C 1, IV C IV. Ademas como I C IV, también IV C IV. Sea en-
tonces r € IV. Tenemos " +a;r* ' +...4a, =0 paraa; €1 'V . Entonces existe un ideal
J C I finitamente generado y tal que a; € J'V para todo i. Por 5.12, existe un j € J no
divisor de cero tal que JV = jV, asi que r satisface una ecuacion entera de grado n sobre
JjV.Pord22 re jV CJV C IV, porlo que v=Iv y se tienen todas las igualdades. [

Proposicion 5.16. Sea R un dominio, I un ideal de R y K el cuerpo de fracciones de R.
Entonces:

I1=IVNR,
Vv

donde V varia en los dominios de valoracion tal que RCV C K.

Demostracion. Por el resultado anterior, I C (), IV NR =y IV NR. Para probar la otra

inclusion, sear €y IVNR.Sea S =R [5], que tiene el mismo cuerpo de fracciones que R.

Para todo V entre Sy K, r € IV, asi que para cada V, el ideal §S de S se extiende al ideal

unidad en V. Supongamos que §S es propio en S y sea m un maximal de S que contiene

a §S. Por 5.14 existe un (V,my) dominio de valoracién entre S y K tal que mV C my.

Como (§S W=V Zuy, %S no puede estar contenido en nty se tiene que %S = S. Podemos
no g

escribir entonces 1 = )" | 7 para a; € I'. Multiplicando esto por 7 tenemos una ecuacion

de dependencia entera de r sobre I, luego r es entero sobre 1. ]
Proposicion 5.17. Sea R un anillo, I un ideal de Ry r € R. Son equivalentes:
1 rel
2. para cualquier P primo minimal de R y para todos los anillos de valoracion 'V entre
R/Py«k(P), relv.
Demostracion. Se tiene como consecuencia del resultado anterior y 4.3. ]

Corolario 5.18. Sea R un anillo e I, J ideales de R. Entonces, I-J C 1J.

Demostracion. Sean r, s € R enteros sobre I y J respectivamente. Por la proposicién an-
terior, para cualquier P primo minimal de R y cualquier V anillo de valoracion entre R/P
y K(P) se tiene que r € IV y s € JV, con lo que rs € IJV. Como esto se tiene para todo P
primo minimal de R y V anillo de valoracion entre R/P y x(P) de nuevo por el resultado

anterior se tiene que rs € 1J. [
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6. Algebras de Rees

Las 4lgebras de Rees de ideales son ideales del anillo de polinomios que funcionan
bien con la clausura entera ya que, como veremos, la clausura del dlgebra de Rees de un
ideal es el dlgebra de la clausura de ideal y se pueden utilizar para calcular la clausura de
potencias de ideales.

Definicion 6.1. Sea R un anillo, I un ideal de R y t una variable. El dlgebra de Rees de |
es el subanillo de R[t] definido por:

n
RIf)={Y) rit'|[neN,riel'}
i=0

Se define también el dlgebra de Rees extendido que es el siguiente subanillo de R[t,t~"]:

n
RIt,t 71 ={ Y rit'|neN,rell,

iI=—n
donde I' =R si i < 0.
SiJ es un ideal de R, se tiene la siguiente cadena de contenciones:

J CJR[It] CJR[It,t ' NR CJR[t,t ' |INR =1,

luego todas son igualdades y todo ideal de R es contraccién de uno de R[It] y de R[Iz,t~].

También se tiene que:

R R[I1] R[It,t71] R[t,t7 1]
— C ,
J T JR[t,t=YNR[It] T JR[t,t ) NR[It, 1] T JR[t, 1]
donde Rl es isomorfo al dlgebra de Rees de laimagen de I en R/J ___Ritit]
TRt R[] 51 geor 1mag Y IRl R 1]

es isomorfo a su dlgebra de Rees extendida. En particular si J = P es un primo minimal de
R, JR[t,t Y NR[It] y JR[t,t "' N R[It,t~'] son primos minimales en sus respectivos ani-
llos. Ademds, cualquier nilpotente de R[It] o de R[I¢,¢~!] es también nilpotente en R[z, ']
asi que pertenece a Npepink PR [t,t’l]. Entonces cualquier primo minimal de cualquiera
de las dos dlgebras de Rees es contraccién de un primo minimal de R[¢,#~!] que son de la
forma PR[t,~'] con P minimal de R. En conclusién, se tiene:

dimR{It] = max{dim(g [%r}) |P e MinR) ©)
dimRlIt,1~"] = max{dim(l—;[l%})t, 1) | P € Min R} (10)
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Lema 6.2. Sea R C S una extension de dominios noetherianos. Sea Q un ideal primo de
Sy P=(QNR. Entonces:

htQ +trdeg,p)k(Q) < htP +trdeggs.

Demostracion. Localizando en P podemos suponer que R es local y P es su ideal ma-
ximal. Tenemos una cadena de ideales primos en S: Qg C Q1 C ... C Oy = Q, donde h
=ht Q. Para cada i = 1,2,....,h, sea y; € 0; \ Qi—1. Ademds, si t = trdeg,(p)k(Q), exis-
ten 71,22,...,2 € S algebraicamente independientes tal que su imagen en k(Q) es tras-
cendental sobre k(P). Sea S' = R[y1,y2, .-+, Y1,21,22, -, %) C S. Si se tuviera el resultado
para dominios finitamente generados sobre R, se tendria que ht O’ -l—trdegK(P)K(Q/ ) <
htP +trdeggS’ < htP +trdeggS'y se tendria el resultado.

Entonces podemos suponer que S es finitamente generado sobre R. Escribamos enton-
ces S = R[x1,x2,...,x,). Sin =1y x| es trascendente, entonces Q = PS o tiene altura
igual a ht(PS) + 1 = ht(P) + 1. En el primer caso, trdeg,(p)k(Q) = 1 y en el segun-
do trdegyp)k(Q) = 0 asi que en ambos casos se tiene la desigualdad del enunciado
porque trdegrS = 1, que ademds serd también igualdad. Si x; no es trascendente, en-
tonces trdegrS = 0. Sabemos entonces que S = R[X]/I para I un ideal primo distinto
de cero de R[X]. Como R C §, localizando en los elementos de R distintos de cero se
tiene que ht I = 1. Sea Q' el ascendido de Q en R[X]. Entonces Q' "R = P. Como X
es trascendente sobre R, por el caso trascendente se tiene que htQ' + trdegy(p) k(Q) =
htP+trdeggR[X] = htP+ 1. Pero como htQ+ 1 =htQ+ htl <htQ'y x(Q) = x(Q'), se
tiene htQ +trdeg,p)k(Q) < htP.

Se supone ahora que el resultado es cierto parai = 1,2,...,n — 1. Entonces se tiene:

htQ + trdegK(QmR[xl]) k(Q) < htP+ trdegR[xl]S,
ht(QNR[x1]) +trdeg,pyk(QNR[x1]) < htP +trdegrR[x;].
con lo que aplicando dos veces la hipétesis de induccion se tiene el resultado. [

Teorema 6.3. Sea R un anillo Noetheriano e I un ideal de R. Entonces dim R es finita si

y solo si la dimension de alguna de las dos dlgebras de Rees es finita y ademds:

dim R si I P para algiin P primo con dim(R/P) = dim R,
1. dim R[I]

dimR+1 sino ocurre.
2. dimR[It,t" '] =dimR + 1

3. Sim es el tinico ideal maximal de R e I C m entonces mR[It,t~'] + ItR[It,t7'] +
t~'R[It,t™"] es un ideal maximal en R[It,t~"] de altura dim R + 1.
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Demostracion. Para ver cudnto vale dim R[/t], primero hay que notar que vale probarlo
para el caso en que R es un dominio y la dimensién de la de R si I = (0) y dim R +
1 en el resto de casos. Si se tiene este resultado e I Z P para P primo con dim(R/P) =
dim R, entonces R/P es un dominio y la imagen de I en R/P no es el ideal (0) y por la
férmula para la dimension de 9, dim R[It]= dim %[%t] =dmR/P+1=dmR+ 1. Si
se tiene que I estd contenido en todos los primos P tal que dim R/P = dim R, entonces
para estos primos dim(%[1L] = dim R y para el resto &[5L] C X[¢] cuya dimensién es
como mucho la de R. Entonces se puede suponer que R es un dominio. Si I es el ideal cero
entonces claramente dim R[It] = dim R. Se supone I distinto de (0). Por 6.2, para cualquier
Q primo de R[It], itQ < ht(QNR)+ 1 < dimR+ 1, asi que dimR[It] < dimR+ 1. Sea P =
ItR[It]. Se tiene que PN R = (0), It C P, htP > 0y R[It]/P = R, con lo que P es primo y
dimR[It] > dimR + 1, asi que se tiene (1).

Al igual que antes pero por 10 se supone que R es un dominio y por B2.5, dim R[Jz,t '] <
dimR + 1 y como dim R[It,t~!] > dim R[It,t7'],-1 =dim R[t,t '] =dim R + 1 y se tiene
(2).

Ahora sea Py C P; C ... C P, = muna cadena saturada de ideales primos distintos en R
con h =htm. Sea Q; = PR[t,t '|NR[It,t~']. Como Q;NR =P, Qy C Q1 C ... C Qp es
una cadena de ideales primos distintos de R[It]. Q, = mR[t,t | NR[It,t '] = mR[It,t ]+
ItR[It,t~'] que estd contenido en el ideal maximal Qj, +¢~'R[It,t~!] cuya altura serd dim
R + 1y se tiene (3). [

6.1. Clausura de las algebras de Rees

Proposicion 6.4. Sea R un anillo, I un ideal de R y t una variable. La clausura de R[It]

en R[t] es igual al siguiente anillo graduado:
ReTto PP olre...
También se tiene que la clausura de R[It,t~"] en R[t,t™'] es igual a:
~ORTZOR T ORETIOP S ..

Demostracion. Por 3.27, la clausura entera de R[It] en R[t] es un submédulo N-graduado
de R[t]. Sea esta S y sea Sj la parte de gradok € N. Sis € Sy, s = sptX, con s; € R. Como

s entero sobre R[It], tenemos la ecuacién de dependencia entera:

n—1_k(n—1)

Sztkn +apsh e n—2 k(n—2)

+aps 2t + o tap15it" 4 a, =0,

donde a; € R[It], luego a; = Z';.": 0dijt/, con a; j € I/. Juntando el coeficiente de %", se
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tiene:

k ~1 —2 :
sk T aresy a2usy T e g -1k + dnk) = 0

,donde a; j € I ik asf que sy es entero sobre IX y S C I¥¢*. Para ver la otra inclusién, si s
= 532X con sy entero sobre I*, tenemos una ecuacién entera de grado n y al multiplicarla
por X se tiene una de s sobre R[It]. De forma similar se prueba R[I7,t~]. [

Corolario 6.5. Sea R un anillo G-graduado con G = 7 x N e I un ideal homogéneo de

R. Entonces I es también G-graduado.

Demostracion. Si R es G-graduado, entonces R[It] es G @ N-graduado. Por 3.27, la clau-
sura entera de R[It] en R[t] es G © N-graduada y por el resultado anterior cada I" es
G-graduada y en particular 1. O

Proposicién 6.6. Sea R un anillo y R su clausura entera en su anillo total de fracciones.

Entonces la clausura entera de R[It] en su anillo total de fracciones es:
ROIRtOPRPGIPRE @ ...
Ademds la clausura entera de R[It,t "] en su anillo total de fracciones es:
ORToR T OROIR O PR ® ...

Demostracion. Se tiene que para todo n, ﬁ = I”:R Ademas, como R estd contenido en la
clausura entera de R[It], también lo estd IR y por lo tanto I_Q[II_Q]. Por el resultado anterior,
la clausura entera de R[IR] en R[] es R IRt ® IRt ® PR® & ... Pero como R[(] es
integramente cerrado, la clausura de R[It] es la de arriba. De nuevo de forma similar se

prueba el resultado para R[It,t~!]. O

6.2. Clausura entera de potencias de ideales

Los élgebras extendidas de Rees son importantes para ver las propiedades de las po-
tencias de ideales ya que
tT"R[It,t I NR=1".

Proposicion 6.7. Sea R un anillo e I un ideal. Se gradiia R[It, t_l] dando at grado 1 (y por
lo tanto R[It,t™"], la clausura de R[It,t~'] en Rt,t~'] también es graduado). Entonces:

1. Elideal t7"S es Z-graduado y la componente de grado t =S es (It N\ I"™)t™.

2. t718 también es Z-graduado y la componente de grado m es "1™

Demostracion. t~"R[It,t] es Z-graduado por 6.5. Los elementos de grado m de R[/z,¢ ']
son de la forma rt”, r € I'. Si rt"" € t—"R[It, t—l], entonces tenemos una ecuacion de de-
pendencia entera:

(rt"™* +ay (™ 4 a =0,
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con a; € t~"R[It,t '], luego a; = b;t " para b; € R[It,t~']. Entonces cada sumando es de
la forma bi(t_(mJF”)i)t”’k entonces los términos que quedan al fijarse solo en la ecuacién
en los que tienen grado mk en t son los de la forma c;r"" ") con ¢; € I+ es decir r es
entero sobre I y se tiene que r € I [,
Por otro lado si r € I N [ tenemos la ecuacién de dependencia entera k4 clrk_1 +
...4¢x =0, con ¢; € I Multiplicando por %, tenemos (r1™ K + ¢yt (rt™ )1 ... +
cxt"™ =0 con cit™ € t7"R[It,t~] luego '™ € S y como r € I" estd en su componente
de grado m, lo que prueba (1).
De nuevo por 5.2.3, t‘"m es Z-graduado. Sea rt" homogéneo de grado m en
Im entero sobre ¢ "R[It,t~']. Tenemos la siguiente ecuacién de dependencia en-
tera:

(rt™  + byt (™ b =0,

con b; € IW Tras multiplicar la ecuacién por ¥, cada sumando queda bz —/("+")
por lo que al fijarse en la parte de grado 0 de la ecuacidn, solo quedan los elementos de la
forma c; € W, re ﬁ = [rtm y rt" e Jmtngm  Ahora sir € 1", estd la ecuacion
de dependencia entera r* 4+ c1% 1 + ...+ ¢; = 0 con ¢; € I'"t") y al multiplicarla por ¢
se tiene una ecuacién de dependencia entera de rt"" € IWW, sobre t‘”my se
tiene (2). ]

Proposicion 6.8. Sea R un anillo e I un ideal de R. Para todo n € N,
tT"R[It,t ) NR=1"yt "R[It,t"'|NR=T"

Ademds si R es reducido entonces t "R[It,t ' N R[It,t '] = t—"R[It,t1].

Demostracion. Es inmediato que I" C r"R[It,t |NR y I" C t"R[It,t '|NR. Sire
t"R[It,t ')NR, r =t""(rt"), con rt" € R[It,t 1], con lo que r € I'". La segunda igualdad
se tiene del apartado (1) de la anterior proposicién con m=0.

Si R es reducido, lo es R[It,t~!]. Como ¢t "R[It,t '] es integramente cerrado por 4.22, se
tiene que t—"R[It,r=1] C t~"R[It, =\ NR[It,t~']. La otra inclusi6n se tiene de 4.23.  [J

Proposicion 6.9. Sea R un anillo noetheriano e I un ideal de R. Sea S el dlgebra de Rees
de I, R[It] y T un anillo N-graduado que contiene S. Entonces T es un modulo finitamente

generado sobre S si 'y solo si existe un entero k tal que para todon > k, T, = S, Ij.

Demostracion. Supongamos primero que T es finitamente generado sobre S. Entonces
existe un nimero finito de generadores de T sobre S que podemos suponer homogéneos
de grado menor o igual que un entero k. Entonces para todo n > k, T, = S,,_i I.

Por otro lado, si suponemos que existe un k entero tal que para todo n > k, T,, = S,,_¢ I,

entonces 7' = STy + ST + ... + ST, asi que T es finitamente generado sobre S. [l
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Del resultado anterior, si T es la clausura entera de S en R[t], por 6.4 se tiene que T es
N-graduado y 7, = I"". Como existe un k tal que para todo n > k, I¥t! = [I* se llega a que
T, = I"*T}, para todo n > k.
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7. Elementos superficiales

Este capitulo desarrolla algunos resultados, como el lema de Artin-Rees o la existencia
y propiedades de los elementos superficiales, que aunque son interesantes en si mismos
solo los trataremos para demostrar resultados de multiplicidad y el teorema de Rees.

Definicion 7.1. Sea R un anillo, I un ideal y M un R-mddulo. Se dice que una sucesion de
submodulos M = My D My D My D ... es una filtracion de M por I si IM,, C M, y se dice
que es estable si IM,, = M, | para n suficientemente grande. Si tenemos una filtracion de
M por se define BIM = @;,_y M, que es un R[It]-médulo graduado.

Lema 7.2. Sea R un anillo, I un ideal y M un R-médulo y M =My D My D Mp D ... una
filtracion de M por I. Entonces B{M es finitamente generado como R[It]-modulo si y solo

si la filtracion es estable.

Demostracion. Si la filtracién es estable, existe un k tal que B;M estd generado por
Moy, My, ..M, los cuales estdn finitamente generados y por tanto Bl también.
Ahora si BjM esta finitamente generado por elementos de @’]‘-ZOM,, que se pueden su-

poner homogéneos, entonces si n > k, cualquier m € M,, se puede poner de la siguiente

manera:
k
m = Z rimi,
Jj=0
donde r; € I"™J 'y m; € M;, asi que m € I""*My, es decir la filtracion es estable. [

Proposicion 7.3. ("Lema de Artin-Rees") Sea R un anillo Noetheriano, I un ideal, M un
R-modulo finitamente generado y N un submédulo de M. Entonces existe k € N tal que si
n>k,

I"MNN =I""*((I*M)|nN)

Demostracion. Sea M,, = I"M, entonces M = My D M; D M, O ... es una filtracién es-
table. Por el lema anterior, BfM es finitamente generado sobre R[It], que es un anillo
noetheriano por serlo R. Entonces ByM es un médulo noetheriano y cualquiera submoédu-
lo de B;M es finitamente generado sobre R[It]. En particular, si N,, = M,, N N, tenemos
una filtracién de N por I y BN es finitamente generado sobre R[It] luego la filtracién es

estable y se tiene el lema. ]

7.1. Elementos superficiales

Definicion 7.4. Sea R un anillo, I un ideal y M un R-médulo. Sea x € I, decimos que
es un elemento superficial de I respecto a M si existe un ¢ € N tal que para todo n > c,
("M :pp ) NIEM = "M (I"M C (I"'M 3y x) NI°M se tiene siempre para cualquier
xdel).
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Proposicion 7.5. Sea R un anillo, I un ideal y M un R-modulo. Sea x € I y no divisor
de cero en M. Entonces es un elemento superficial de I respecto a M si y solo si para n

suficientemente grande, I'"M :p; x = "' M.

Demostracion. Si se tiene I"M :p; x = I"~'M para n suficientemente grande, entonces x
es superficial de I respecto a M (basta tomar c¢=0 en la definicion).

Si x es superficial, por el lema de Artin-Rees, existe un k entero tal que para todo n > k,
I"NxM = I"*(I*"M N xM) C xI"*M. Se tiene que I" NxM = x(I"M :y x) y como X
no es divisor de cero I"M :p; x C I" %M asi que para todo n > k+c, I'M C "*m y
I'"M :yp x = (I'"M =3y x) N I°M = I""'M por ser x superficial. O

Proposicion 7.6. Sea R un anillo noetheriano, I un ideal de R y M un R-modulo finita-
mente generado. Si Ny (I"M) = 0 e I contiene un elemento que no es un divisor de cero

en M. Entonces ningiin elemento superficial de I con respecto a M es divisor de cero en
M.

Demostracion. Sea x un elemento superficial de 1. Sea ¢ € N tal que para todo n > c,
("M 25y x) NIM = I"M. Entonces como (0 137 x)I¢ C (I""'M 0y x) N IM = I"M ¥ n
(si n<c es inmediato) y N;;(I"M) = 0, se tiene que (0 :p7 x)I° = 0. Finalmente como I tiene

un elemento r que no es divisor de 0y (0 :37 x)r = 0 debe ser (0 :p7 x) = 0. O

Proposicion 7.7. Sea R un anillo noetheriano, I un ideal de R, M un R-mddulo finitamente
generado y x en R. Se supone que o bien x no es divisor de cero en M o que para algiin
ideal J conI C /Ty Ny J"M x es un elemento superficial de J con respecto a M. Entonces

existe un e € N tal que sin > e,
"M pp x C(0:p x)+1"My(0 0 x) N IEM = 0.

Si x es superficial de I con respecto a M, para todo n grande, I"'M :py x = (0 ;37 x) + 1" 'M.

Demostracion. Por 7.3, existe un k € N tal que para todo n > k, INMNxM C xI"*M y
en particular:
I"M :ppx C (0 iy x)+ 1" M.

Si x no es divisor de cero en M, (0 13 x) = 0 asi que (0 37 x) NI*M = 0y se tiene el
resultado.
Si x es superficial para un J como el del enunciado con respecto a M, existe un c€ N tal
que para todo n > ¢, (J" ;37 x) NJM = J""'M. Como I C +/J, existe un m € N tal que
I" C J. Sea e=cm+k, como I"* C "¢, por 7.1, I"M 3y x C (0 13y x) +I""°M. Ademis,
como ¢ C J€ se tiene:

O:yx)NIM C ("M iy x)NI°MC ("M =0,
n=0 n=0
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y se tiene el resultado.
En el caso en el que x es superficial de I respecto a M, existe un ¢’ tal que sin > ¢/, (I"M
X) NI'M =I'M ,asiquesin>c +e, "¢ C I y usando lo probado anteriormente se

tiene:

"M pp x =((0 23 %) + 1€ M) O (I"M 2y X)
=(0 1 X) + (I MO (I"M 231 x))
=0y x)+1""'M.

Definicion 7.8. Se define el anillo graduado asociado de I por:

gri(R) = @ /1"t = R[] /IR[If]) = RIt,t~ "]/t 'R[It,¢ '],

n>0

donde I° = R. Estos isomorfismos se tienen porque si’y € I" \I”“, entonces su imagen
en los otros anillos son y"t" +I"R[It] y y" + 1t~ 'R[It,t '] asi que los morfismos son

sobreyectivos e inyectivos.

Lema 7.9. Sea R un anillo noetheriano e I un ideal tal que gr;(R) tiene un elemento de

grado positivo que no es divisor de 0. Entonces para n grande, I't' : I = I".

Demostracion. Sean x y m como en la primera parte del lema anterior y al igual que
en la demostracién supongamos que h = x + I”"T! no estd en los primos P; con i > s
y ¢ = 0. Est4 claro que I" C I"*! : [ y para la otra inclusién, si y € I"*! : I, entonces
yx € y[™ = (yI)(I" —1) C "™ luego y € (I"t™ : x) = I" por el lema anterior. O

Lema 7.10. Sea R un anillo noetheriano, I un ideal, J el conjunto de elementos positivos

de gri(R) (es un ideal) y M un R-mddulo finitamente generado. Entonces:

1. Existe un entero m tal que I" tiene que elemento superfcial respecto a M y ademads

existe un entero c tal que sin > m, ¢, (I"M :py x) NI°M =T""M
2. Si R tiene cuerpos residuales, se puede tomar m = 1.

3. Si (Rm) es un anillo local noetheriano con cuerpo residual infinito, cualquier ideal
I tiene un elemento superficial respecto M. Ademds si existe un subconjunto U de
J/mJ no vacio, tal que J/mJ \ U es union de subespacios vectoriales y si la imagen

de r € I en J/mJ estd en U, entonces r es superficial de I respecto M.

Demostracion. Sea gr(M) = @ (I"M /"1 M) que es un gr;(R)-médulo finitamente
generado (con gry(R) noetheriano por serlo R). Sea 0 = Ny NN, N... NN, una descomposi-

cién primaria del submddulo O en gr;(M). Sea P, = \/N,- ‘g (R) &T1(M) parai=1,2,....r,

‘8
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que son ideales primos de R. Se puede suponer que cada primo de {Py, P»,...P;} contiene
todos los elementos de J y que P4 1, ..., P- no. Entonces como los N; son primarios, existe
un entero c tal que ICM/IC“M esta contenido en NV; con i = 1,2,3,...,s. Por 2.5, usando
como ideal J, existe un h homogéneo (de grado positivo) que no estd contenido en ningin
P; para i > s. Escribamos h = x + I""*! para un x en I"*. Si R tiene cuerpos residuales
infinitos, por 2.7 se puede tomar m = 1.

Supongamos que para algin n > ¢,y € (I"M :py x) NI°M pero y & I"™. Sea k el mayor
natural tal que y € I*M, que deberd ser ¢ < k < n—m. En gry(M), (x+I"")(y + ¥+ M)
=xy+ 1" pero xy € I"'y k+m+1 < n asi que xy+ "1 = 0. Asi que por la
eleccién de x + I, y + I*''M € Ny,; N...NN,. Por otro lado, como I*M /I**'M C
IM /It "M C N; parai=1,2,...,s, también se tiene que y + I¥*'M € Ny N...NN; asf que
debe ser y + I*T! = 0 que contradice que k sea el mayor natural tal que y € I*M con lo
que se prueba (1) y (2).

Ahora se supone que R es local y notheriano con ideal maximal nt y cuerpo residual in-
finito R/m. Sea M’ = J /Jm. Sean N! = (P;NJ)/mJ para cada i > s, submédulos de M. Si
M’ = N! para algin i, entonces J = (P,NJ) +mJ = (P;NJ) +mgr;(R), luego como por ser
R noetheriano sus ideales son finitamente generados, por 3.8 se llegaa J = (P;,NJ) que es
absurdo. Se tiene entonces que los N/ son (R /m)-subespacios vectoriales propios de J /mJ.
Como R/m es infinito la unidn finita de subespacios vectoriales propios no puede ser el

total, asi que su complementario U es no vacio y cumple con el enunciado. L]

Proposicion 7.11. Sea (R,m) un anillo local noetheriano con cuerpo residual infinito. Sea
I un ideal de R y P\, P>, ..., Pg ideales de R que no contienen a 1. Entonces si M es un
R-modulo finitamente generado, existe un elemento superficial de I con respecto a M que
no pertenece a ningiin P.. En particular, si I contiene un no divisor de cero en M, existe

un elemento superficial de I con respecto a M que no es divisor de cero en M.

Demostracion. Por 7.10, existe un conjunto U no vacio contenido en J/mJ tal que su
complementario en J /utJ es unién de subespacios vectorial y six € I y x+m/ € U entonces
x es superficial de I respecto a M.

Sea W; = ((P,N1)+ml)/ml, un subespacio vectorial de J/mJ. Como P, no contiene J, por
3.7 como en el lema anterior, (P, 1)+ ml tampoco contiene I asi que es un subespacio
vectorial propio de J/mJ. Sea U’ = U N (I/ml \ (W) UW,)), que también cumple que su
complementario es unién de subespacios vectoriales de J/mJ. Como es un subconjunto
de U, si x € I es tal que x +ml € U’, entonces x es superficial de I respecto M. Ademads
por construccion, si x + mJ € U’, entonces x € P; para todo i. Lo tltimo es consecuencia
de 7.6. L]
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8. Multiplicidad

El teorema de Rees del que hablaremos en el siguiente capitulo establece que, bajo
ciertas condiciones, si dos ideales tienen la misma multiplicidad entonces tienen la misma
clausura entera. En este capitulo definimos la multiplicidad, que estd determinado por el
coeficiente lider de la funcién de Hilbert (ya que, como veremos, es un polinomio para
valores grandes).

Lema 8.1. Sea P(t) € Q[t] de grado d y distinto de 0. Entonces son equivalentes:

1. P(n)eNYn>> 0.

2. Existen enteros tinicos ay,as, ...,aq tal que ag >0y P(t) =Y a; (t_}_i).

Demostracion. (2) implica (1) porque los nimeros combinatorios son nimeros naturales
y por tanto es una suma de nimeros enteros y ademds como el coeficiente lider es mayor
que 0 el polinomio es mayor que 0 para t suficientemente grande y P(n) serd natural si n

es suficientemente grande.

t—1+i
i .

existe una tnica representacion en esa base de P(r) = Z?:O a; (t _i_l), conlosa; € Q.

Para ver que (1) implica (2), teniendo en cuenta que ( ) forma una base para Q(7),

Para ver que los a; son enteros, sea ng tal que P(n) € N Vn > ng. Entonces:

(n—|-2)!a2+ (n+d)!

Pn+1)=ap+ (n+1)a; + Tl R M T

aq =D n) € Z.
Seab(j ) =Db(j—1a+1) —b(j—1,0) Paran > ng, j € N. Probamos por induccion que:

(n+j+2)! (n+d)!

A el AP PPT
21(n+ )1 2 d—j)nt))

b(jvn)zaj+(n+1+j)aj+1—|— agq,

cierto para j = 0. Supongamos entonces es verdad para j-1 y veamos que se cumple para j:

e P A T @ D
(n+j+1)! ntj (n+d)! n+j

bij—1n) =aj-1+(n+jla;+ TR

a a
N+ j—)int )’ d—j+ D ntj—Din+j ¢

bijn = bii—1 1) —b(j-1n) (11)
n N!((n N—(n+j n ((n —(n+j

= aj I e T e (12)

- ajt (et Dagp o+ o+ CHGUER T ag. (13)

(14)

Ahora b, ,y = aq € Z, y por induccion recorriendo los b(j,n) desde d hasta 0 se ve que

todos los a; son enteros por ser suma de enteros. [
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Lema 8.2. Sea R un dominio que contenga Q, y sea Q(n) un polinomio de gradod > 0
con coeficientes en R. Sea j entero y sea P(n) = Y.i_ ; O(i). Entonces P(n) es un polinomio
de grado d + 1 y con coeficientes en R. Si el coeficiente lider de Q es c, el de P es ﬁ.

Demostracion. Se supone que Q # 0, asi que reindexando y salvo sumarle una constante
(Z‘i]:_ol Q(i)), hay que probar que el enunciado se cumple para P'(n) =Y, 0(i). Sea Q =

d (n—14j . : .
Yi_pa il F ), para a; racionales con a4 # 0. Entonces:

P'(n)=iQ(i)=]goaj§<i_lj+j> :iaj<’;j:{>, (15)

i=0 j=0

d)(n+d—1)...(n—1)! .
y como ay (Zi(f) = q,"F 2((11+1)!(n)_1§7 )= (didl)! (n+d)(n+d —1)...(n) queda un poli-
nomio de grado d+1 con coeficientes en R y coeficiente lider %~ [

@+n'

La igualdad de nimeros combinatorios de 15 se puede demostrar por induccioén.
Paran =0, (j;l) = ( J )=0.

j+l o , o , .
Si se tiene hasta n-1, entonces Y, (’_ljﬂ )= ("_;-J” )+Y, (’_ljﬂ )= (n_;-ﬂ )+ (n;rf’ )
(']li{ ) por induccién y por la férmula para sumar nimeros combinatorios.

Definicion 8.3. Sea (R,m) un anillo local Noetheriano y X una variable sobre R. Se denota
R(X)=R[X]ug[y-

Se tiene que el cuerpo residual de R(X) es un cuerpo infinito, ya que estén todas las

potencias de X.

Lema 8.4. Sea (Rwm) un anillo local Noetheriano e I w-primario, entonces A(R/I) =
A(R(X)/IR(X)).

Demostracion. Si tenemos una filtracion de R/I como R-médulo tal que los cocientes de
los submédulos son isomorfos a R /m (y por tanto de longitud igual a A (R/I)), como R(X)
es una extension fielmente plana de R podemos tensorizarla por R(X) y nos da una filtra-
cién de R(X)/IR(X) de la misma longitud en la que también se tiene que los cocientes de
los submédulos adyacentes son isomorfos a R(X) /mR[X| y por tanto su longitud es igual
alade R(X)/IR(X). N

Teorema 8.5. Sea (R,m) un anillo local, I un ideal m-primario y sea M un moédulo dis-
tinto de 0 finitamente generado. Sea d = dim(R). Entonces existe un polinomio P(n) con

coeficientes racionales tal que para un n suficientemente grande,
P(n)=Ag(M/I"M).

y ademds el grado de P(n) = dim M <d.
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Demostracion. Usando 8.4 podemos asumir que el cuerpo residual de R es infinito (sus-
tituyendo R por R(X)). Hacemos induccién sobre 1 = dimM = dim(lﬁ(M)).

Sit= dim(f%w)) =0, f%(M) es artiniano y J(Iﬁw)
tente luego existe un n’ tal que (m+Ann(M))" = (0) y como I es potencia de M, (I +
Ann(M))"" = (0) para otro n”, entonces para n > n”, I"M = 0y P(n) = A(M), el polino-
mio constante. Ademas el grado del polinomio es 0 como la dimensién de M.

Si t >0,

Para n > 0, tenemos la secuencia exacta:

) =m+ Ann(M) que es nilpo-

InM:Mx,i) M EN M X M R
n—1pm 'y "M xM+1I'M

0— 0,

donde i es la inclusidn, x el producto por X y r la aplicacién de paso al cociente. De esta
secuencia tenemos el siguiente resultado para la longitud de médulos:

M M M I"M :p x

M) ~ M) = MxMHnM) ~ Ay

). (16)

Porel lema 7.11, existeunc € Ntalquesin > ¢, "M :pyx=0:y x®M"1m, luego
I"M:prx
=M

l(%) por el obtenido en la misma ecuacién pero cambiando n por n-1 y repitiendo

con n-2, n-3, ..., hasta llegar a c, se obtiene:

=0 :y x y la longitud de ambos mddulos es igual. Sustituyendo en 16 el valor de

M M
mar) = em

b+ Y (A(L) (0 :Mx)> |

i=c+1 xM + IIM

Como x no estd en ningtin ideal primo minimal de I#(M), dim(M/xM)=dim (M) - 1, luego
por la hipétesis de induccion se tiene que para n grande, A (M /xM + I"M) es un polinomio
Q(n) de grado t-1, con coeficientes racionales. Si fuera Q(n)=A(0 :j; x) para n grande,
entonces por la formula, A(M/I"M) = A (M /I°M) constante para n grande, se sigue que
A(I"M /I"'M) = 0 luego los médulos son iguales, se tiene que I(IM) = I"V'M = IM y
por el lema de Nakayama 3.7, I"M = 0 y dim M = 0 como antes, absurdo. Entonces Q(n)
debe ser distinto de A (0 :j7 x) para infinitos n y como es no decreciente, debe ser distinto
de A (0 :ps x) para todo n grande. De esta forma por el lema 8.2, para n grande, A (M /I"M)

es un polinomio de grado t = dim M con coeficientes racionales. [

Definicion 8.6. Sea (Rm) un anillo local noetheriano de dimension d, sea I un ideal
m-primario, y sea M un R-modulo finitamente generado. Se define la multiplicidad de 1
en M, er(I;M), como d! veces el coeficiente de Py p(n) de grado d, donde Py p(n) es el
polinomio del teorema anterior. Alternativamente y sabiendo que la funcion de Hilbert,
A(M/I"M), es un polinomio para n grande, se tiene que e(I;M) = lim,_scd (M /I"M)d! /n.

Para calcular eg(I; M) podemos usar que A(M/I"M) es un polinomio P(n) para n
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suficientemente grande con coeficiente lider % oque A(I"M/I""'M) = P(n+1) —
P(n) también es un polinomio pero con coeficiente lider e(’fi(ﬁ‘;[ ,) y de grado d-1.

Ejemplo 8.7. Si R = K|[[x,x2,...,Xr]] para un cuerpo K, tenemos que es local con ideal
maximal m = (x1,x),...,x,). La dimension de R es r y la potencia n-ésima de m es el
ideal generado por los monomios de grado n, asi que tenemos la siguiente cadena de

R-maodulos:
R/ CR/((¥ My CR/(( x4 ) C .. CR/m ' C...CR/mCO,

donde se afiade un monomio de grado menor que n en cada paso (por lo que es la cadena
, . -1 .
mads larga que se puede hacer). Como existen ("J’: ) monomios de grado menor que n,

tenemos que A(R/m") = ("J“:_l) = ("+r_1)(":r_2)”'(") y mirando el coeficiente de n" este

serd % por lo que eg(m;R) = 1.

Alternativamente podemos fijarnos en A (' /1), donde se tiene la cadena:

n T C ot/ (Y C ) (e C L C ot/ = 0,

donde afiadimos monomios pero solo de grado n. El total de estos monomios es ("’::1),

con lo que A(w* w1y = ("7 1) = ("+r_1)(?:r1_)!2)”'("+1) y mirando el coeficiente de n’~!
1

tendremos —y; v de nuevo obtenemos eg (m;R) = 1.

Lema 8.8. Sea (Rwm) un anillo local noetheriano de dimension d, sea I un ideal m-
primario, x € I, y sea M un R-mdédulo finitamente generado de dimension d. Sea M’=M/xM,
R’=R/xR 0 R’=R/ann(M’) e I'=IR’. Entonces:

1. Si dim M’=d-1, entonces el coeficiente lider de (d — 1)!Py py es mayor o igual
que el coeficiente lider de d\Py y, y para todo n > 0, L((I"M :p x) /1"~ M) es un

polinomio en n de grado menor o igual a d-1 con coeficientes racionales.

2. Si dim R’=d-1, entonces eg/(I';M') > eg(I;M) y la igualdad se tiene siy solo si
A((I"M 231 x)/I""'M) es un polinomio en n de grado menor o igual a d-2 para n

grande.

Demostracion. Se supone dim M’ = d-1. Por el teorema del polinomio de Hilbert, el
polinomio Py yy tiene grado d-1 y Py tiene grado d. Entonces la siguiente secuencia

corta exacta:
I"M 2y x M L M M

= — —
i M T M M+ M
dice que A((I"M :py x) /I""'M) = A(M [xM +I"M) + A (M /I"~'M) — L(M/I"M). Enton-
ces para n grande, A ((I"M :p x)/I""'M) = Py p(n) — Pry(n) + Py (n — 1) que tiene la

0— 0
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siguiente forma:

e(I,aM/)nd—l
d—1)!

e(I,M)
(d)!

Con lo que es un polinomio racional de grado d-1 (el coeficiente de grado d se va) y

n+cnt 4 O(nd_z)) + —e({é;‘?)

+0(n?%)—( (n—1)4+Cn—1)4"1+0((n—1)4"2

desarrollando el de grado d-1 se tiene:

()0

e(I'M") e(I,M)

d—1! (d—1)!

y como el coeficiente lider de este polinomio debe ser mayor o igual que 0 (A es no nega-
tiva asi que su coeficiente lider debe ser no negativo) y se tiene que e(I’,M") > e(I,M).

Si dim R’=d-1, entonces también dim M’=d-1 (para ambas opciones de R’), asi que tam-
bién se tiene la desigualdad que serd igualdad si y solo si el polinomio tiene grado d-2
para n grande. [

Proposicion 8.9. Sea (Rm) un anillo local noetheriano, sean J e I ideales m-primarios

con la misma clausura entera y M un R-mddulo finitamente generado. Entonces e(I; M) =
e(J;M).

Demostracion. Como J = I, basta ver que e(I;M) = e(I;M) para cualquier I ideal m-
primario. Existe un entero k tal que 7" = I7*. Entonces para todo n > k+ 1, 1" = I' 1"
y se tiene que A (M /I"M) > A(M/T'"M) > A (M /I"*M) para todo n > k. Sea d=dim R,

entonces para n grande, A(M/I"M) = L(;—I,VI) +0(nd=1, AM/T'M) = L(jd—l,v[) +0(n% 1)

yA(M/I"*M) = % +0(n?1), siendo esta tltima porque (n — k)¢ = n? +O0(n?1).
Finalmente tomando el limite cuando n — oo en las tres multiplicidades divididas por n?,

queda e(I; M) > e(I;M) > e(I; M) luego son iguales. N

Teorema 8.10. Sea (Rm) un anillo local noetheriano y sea I un ideal w-primario. Si
0— K — M — N — 0 es una secuencia corta exacta de R-modulos finitamente generados
entonces e(I;M)=e(l;K)+e(I;N).

Demostracion. M@ R/I" es isoformo a M /I"M (tomando m® 1 — m+I"M se tiene con
las propiedades del producto tensorial), asi que si se tensoriza la secuencia por R/I" se
obtiene K/I"K — M /I"M — N/I"N — 0, luego se tiene que A (M /I"M) < A(N/I"N) +
A(K/I"K). Por otro lado, por el lema de Artin-Rees, existe un entero q tal que para todo
n>q, I"MNK CI" 9K y en particular A(K/(I"MNK)) > A(K/(I""?K)). Ademds, la
secuencia 0 — K/(I"MNK) — M/(I"M) — N/(I"N) — 0 es exacta y se tiene:

A(N/I'N) + A(K/I"K) < L(M/I"M) < A(N/I"N) + A (K/I"K).
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Como limy, oA (K/I"K)d!/n = lim, A (K/I""?K)d!/n? se tiene que para n grande
deben ser iguales y e(I;M)=e(I;K)+e(I;N). []

Teorema 8.11. Sea (Rm) un anillo local noetheriano, I un ideal w-primario y M un R-
modulo finitamente generado. Sea A el conjunto de primos minimales P de R tal que
dim(R/P)=dim(R). Entonces:

e(IM) =Y e(I;R/P)A(Mp).
PEA
Demostracion. Por el teorema anterior, la multiplicidad es aditiva para secuencias cortas
exactas. SeaQ) = My C M, C ... C M, = M una filtracion prima de M, con M /M; = R/P,,
P, primo para todo 0 <i < n— 1. Como se tiene que e(I;R/Q) vale 0 si dim(R/Q)<dim(R),
la multiplicidad valdra O en los primos que no estén en A (dim(R/Q)<dim(R) se da siempre
si Q no es minimal). Entonces e(I;M) serd suma de las multiplicidades de los primos P de
A, contado cada P tantas veces como R/P sea isomorfo a algin M, /M;. Localizando la
filtracion en P, tenemos una filtracién de Mp de forma (M;1;/M;)p se hace 0 salvo en los

casos donde M;;1/M; = R/P que ocurre exactamente A (Mp) veces. N
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9. Teorema de Rees

Antes del teorema, hablaremos de unos resultados cortos previos necesarios para la

demostracion.

9.1. Dominios de Krull

Definicion 9.1. Un dominio R es un dominio de Krull si:

1. Para todo P primo de R con ht(P)=1, Rp es un dominio noetheriano integramente

cerrado.

2. R=(p)=1 Rp

3. Six € R\ {0}, entonces x estd contenido en una cantidad finita de ideales primos

de R con altura uno.

Proposicion 9.2. Sea R un dominio de Krull y x € R\ {0}. Sean Py, P,, ..., P los ideales
primo de R de altura uno y que contienen a x. Entonces xR = ()i_;(xRp NR) es una
descomposicion primaria minima de xR y en particular los dominios de Krull no tienen

primos inmersos.

Demostracion. Seal=(\_;(xRpNR)ey el Entonces € Rp parai=1,2,...,r. Ademis
para cualquier otro P primo en R de altura uno, como no contiene a X, % € Rp. Entonces
)XC € ﬂht(P): 1 Rp = R por ser R dominio de Krull asi que y € xR con lo que se tiene | =
xR. Ademds, como cada P; tiene altura uno, Rp, es noetheriano y xRp, es primario asi que
xR =(Ni_; (xRp N R) es una descomposicién primaria minima de xR y como los P; tienen
altura 1, R no tiene primos inmersos. ]

Proposicion 9.3. Un dominio noetheriano integramente cerrado es un dominio de Krull.

Demostracion. Sea R un dominio noetheriano integramente cerrado. La propiedad (1)
de los dominios de Krull es inmediata por ser R integramente cerrado. La (3) también
es inmediata porque un anillo noetheriano tiene un nimero finito de primos minimales.
Veamos que se tiene (2):

Como 7 estd en Rp para todo r € R, P primo, R C (,(p)— Rp. Sea ahora & € (,,(p)—1 Rp,
y escribamos o = i—/‘ para algunos x,y € R con y # 0. Sea J = yR :g x. Para cada primo
P de R de altura 1, § € Rp, luego JRp = Rp, asi que J no estd contenido en ningutn ideal
primo de R de altura 1. Los primos asociados de J estdn contenidos en el conjunto de los
primos asociados de yR y por 3.18, estos primos tienen altura 1, por lo que J no tiene
primos asociados y J debe ser el ideal unidad, por lo que x € yRyo € R. [
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9.2. Lemas Previos

Definicion 9.4. Un anillo local noetheriano (Rm) es analiticamente no ramificado si su

completado m-ddico es reducido.

Si un anillo es completo, basta sea reducido para que sea analiticamente no ramifica-
do. En particular, si R es un dominio completo es analiticamente no ramificado (esta idea
se usard en el teorema de Rees, ya que se podra reducir a un dominio completo).

Los siguientes enunciados los enuncio sin demostrar porque sen queda fuera de los obje-

tivos del trabajo aunque si que se utilizardn en el teorema de Rees.

Proposicion 9.5. Sea (R,m) un anillo local noetheriano no analiticamente ramificado e 1

un ideal de R. Entonces:

1. Sea S = R[It] el dlgebra de Rees de I. Entonces la clausura entera de S en R[t] es

un modulo finitamente generado sobre S.

2. Existe un entero k tal que sin > 1,

[k =[]k y ([K)" = [kn,

Lema 9.6. Sea (R,m) un dominio local formalmente equidimensional y sea I un ideal de

R. Para todo ideal primo minimal P de gri(R) se tiene que dim(gr;(R)/P) = dimR.

9.3. Teorema de Rees

Teorema 9.7. Sea (R,m) un anillo local noetheriano formalmente equidimensional y sean

I C J dos ideales w-primarios. Entonces J C I si y solo si e(I)=e(J).

Demostracion. SiJ C I entonces J = I y por 8.9, e(I)=e()).

Se supone ahora que e(I)=e(J). Hacemos induccién sobre la dimensién de R. Si dim R=0,
cualquier ideal propio es nilpotente y por tanto cualquier ideal propio es reduccién de
cualquier otro y sus clausuras coinciden. Se supone entonces que dim R >0.

Ahora se reducird al caso en el que R es un dominio local completo con cuerpo resi-
dual infinito y tal que las potencias de I, J son integramente cerradas. Al igual que en se
considera S = R[X ]mR[X], y se tiene e(IS)=e(I)=e(J)=e(JS) y por 4.24 si JS y IS tienen la
misma clausura también la tendrdn J e I. Entonces probando el teorema para S se tendra
para R y se puede suponer que R tiene cuerpo residual infinito. De la misma forma, como
IRAR=1 por la proposicion 4.24, entonces podemos suponer que R es completo. Para

reducirlo a un dominio, sean P;, P, ..., P,, por la férmula de 8.11:
n
6(1) = Ze(],)l(Rpi),

i=1
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donde ; es imagende Ien R; = R/P;. Y de lamisma forma e(J) = Y7, e¢(J;)A(Rp,). Como
I CJ, e(J;) < e(l;) para todo i, pero como e(J)=e(I) debe ser e(J;) = e([;) para todo i. Si
se ve que el teorema es cierto para dominios completos, se tendrd que J; C I; para cada i
y por 4.3 se tiene que J C I, luego se supone que R es dominio.

Ahora como R es un dominio completo, es analiticamente no ramificado y por 9.5 se tie-
ne que existe un entero k y uno / > k tal que para todo n > 1, (I_kn —[kn) y (ﬁn — Jin).

I¥ C J¥ y sus multiplicidades coinciden. Si se prueba que JKI C I entonces J

Ademads
estd en la clausura entera de I, asi que se puede suponer que ambos ideales son normales
(que sus potencias son integramente cerradas).

Sea x un elemento superficial de I. Por 7.5 existe un entero c tal que para todo n > c,
I":x=I""!y por tanto I°* : x°* = I°®"1)_ Al igual que antes podemos reemplazar I por
Iy J por J¢, ademds de x por x° y por tanto suponer que I” : x = I"~! para todo n > 1.
Sean I’ y J’ las imégenes de Iy J en R/Rx. Por 8.8, e(J') > ¢(J) y como I" : x/I""' =0
e(I') =e(I). Ademas como I' CJ', e(I') > e(J') > e(J) = e(I), luego todas son igualda-
des.

Veamos que la imagen x* de x en gry(R) es no divisor de cero en gry(R) de grado 1. Cla-

n—2

ramente x estd en I C J. Si x estd en J2, entonces A ( ((Jj:fi))) > A ((jn—_l)) que para n grande

es un polinomio de grado d-1 y por 8.8 no podria ser e(J*)=e(J). Entonces x no estd en J2

y x* tiene grado 1 en gry(R). Ahora sea 0 : xx C gry(R). La parte de grado n de este ideal
serdn los elementos de J"~! que caen en J"*! al multiplicarse por x* cocientado por J".
Como e(J)=e(J’), por 8.8 su longitud estd acotada por un polinomio en n de grado d-2.
En particular, 0:x* tiene dimensién d-1 como gry(R)-mddulo, asi que la dimensién de
gr7(R)/(0:(0:x%)) es como mucho d-1. Para cualquier primo minimal Q de gr;(R), dim
gr7(R)/Q = d por 9.6. Se sigue que (0 : (0 : x*)) no estd contenido en ningtin primo mi-
nimal de gr;(R). Pero gry(R) no tiene primos inmersos porque gry(R) = R[Jt,t']/(t~ 1)
y si gry(R) tuviera un primo inmerso se podria subir a un primo de (~') inmerso en el
4lgebra extendida de Rees R[J¢,t~!], pero como por las reducciones anteriores R[Jz, ']
es un dominio integramente cerrado y los ideales principales no tienen primos inmersos
(9.2). Entonces tiene que ser 0:x*=0 y x* no es un divisor de cero.
Como x no es divisor de cero (ya que no lo es x*) no estd en ningtin ideal primo minimal
y la dimensién de R/xR es una menos que la de R, luego por la hipétesis de induccion
J' C Ty existe un entero n tal que (J')" = I'(J')"~!. Llevando esta igualdad a R tene-
mos J" = I(J)"~! +RxNJ". Como x* no es divisor de cero y tiene grado 1 en gr;(R),
RxNJ" = xJ" 1, luego J* = 1J" 1 +xJ" 1 = 1J""1, luego I es reduccioén de J y se tiene
el teorema.

H
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