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Capitulo 1

Introduccion

La geometria computacional es un area de la geometria fuertemente ligada al procesamiento
de datos en computadores. Su desarrollo tardio, en comparacién con el de la geometria clasica,
se debe a la reciente necesidad de resolver los problemas geométricos buscando algoritmos
que sean computacionalmente eficientes. No basta con la construccién de soluciones en base a
resultados tedricos, sino que se busca que esa solucién pueda implementarse en un ordenador y
resolverse en el menor tiempo posible. A lo largo de esta memoria se hard una revisién de los
problemas bésicos, aportando resultados tedricos, pero también buscando algoritmos eficientes
para su resolucién. Como base para este documento, se ha trabajado con el libro Discrete and
Computational Geometry [1].

En términos de computacion, los datos con los que se ejecutan los diversos procesos y
operaciones deben ser discretos, es por ello que los problemas presentados en esta memoria se
realizan sobre nubes o conjuntos finitos de puntos. Por otro lado, se estudiaran solo resultados
aplicables para valores tomados en R2, porque realizar estas construcciones en tres dimensiones
aumentaria considerablemente el alcance del problema, excediéndose la carga de la asignatura
Trabajo Fin de Grado (12 créditos).

En esta memoria se estudiaran algunos problemas clasicos dentro de esta disciplina. Por un
lado, se trabajara con el problema de triangulacién de nubes de puntos que, en otras palabras,
es la construccion de tridangulos mediante la unién de los puntos que forman la nube. Este tipo
de problemas se presentan en aquellas areas de la cartografia centradas en la representacion de
regiones de la Tierra en tres dimensiones, puesto que es necesario tomar un conjunto finito de
valores reales para realizar el mapa. La idea es aproximar el resto de valores uniendo esos puntos
de los que se conoce la altitud mediante segmentos. Lo que propone la geometria computacional
es que esas uniones sean ademds en forma de tridngulos. Pero no solo eso, sino que esos tridngu-
los cumplan también alguna condicién anadida, que veremos en su capitulo correspondiente.
Otra aplicacién de las triangulaciones en esa misma linea es el calculo de areas de superficies
irregulares, tanto si la regién posee montafias o valles (problema en tres dimensiones), como si
el poligono que la delimita posee muchos vértices (problema en dos dimensiones). En cualquiera
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de los casos, la idea es dividir la regién en tridngulos y calcular el area de dichas figuras. De
esta forma, el célculo del area global se transforma en una simple suma de dreas de tridngulos.
Como ejemplo, en la Figura 1.1, se muestra un mapa del siglo XIX en el que aparece una region
triangulada.

Figura 1.1: Ejemplo de regién triangulada

Por otro lado, se presentara el problema de dividir el plano en regiones que delimiten las
zonas mas cercanas a unos puntos que a otros, conocido como diagrama de Voronoi. Este campo
de la geometria computacional tiene una gran importancia en el campo de la robética y de la
cartografia para el trazado de caminos de circulacién. La idea en ambos casos es similar, pero
lo ejemplificaremos con el caso de un robot que trate de superar un circuito de obstaculos. El
objetivo que debe buscar el algoritmo es que el robot no colisione con ningin objeto. Una de las
soluciones propuestas por la geometria computacional es maximizar la distancia con todos los
objetos en la trayectoria a recorrer, es decir, circular sobre el diagrama de Voronoi del conjunto
de objetos (ver Figura 1.2)

Figura 1.2: Ejemplo de camino para evitar colisionar con obstédculos (puntos rojos)



Pero este tipo de soluciones se utilizan también en el sector urbanistico porque, a la hora
de determinar donde situar determinados comercios o servicios, es tremendamente 1til conocer
la distancia existente entre locales similares ya situados. Si, por ejemplo, se desea ubicar un
nuevo hospital en una ciudad, serfa logico intentar situarlo en una zona en la que no exista ya
un centro médico cerca. Los diagramas de Voronoi participan en la generacion de la solucion
6ptima como puede verse en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Ejemplo de ubicaciéon éptima para un servicio urbano utilizando diagramas de
Voronoi

Ademds, se abordard un tercer problema relacionado con rodear una nube de puntos me-
diante una curva que una a esos puntos y que, ademds, sea de longitud minima. Esta es la
idea intuitiva de la construcciéon geométrica a realizar, denominada envolvente convexa, que se
presentara con mas detalle en la seccién correspondiente. Este tipo de construcciones se utili-
zan frecuentemente en el campo de la visién artificial. La idea es agrupar nubes de puntos con
caracteristicas similares. Calculando la envolvente convexa de esos puntos se obtiene una figura
que se debe identificar y, a partir de ahi, se podrian calcular diferentes parametros del objeto.
Por ejemplo, podriamos agrupar un conjunto de puntos del mismo color y formar una figura
al delimitar la envolvente convexa para, posteriormente, identificarla como una puerta. De esta
forma, un robot podria calcular las dimensiones de la misma y determinar si puede cruzar a la
siguiente habitacién o no.

Concluiremos la introduccién presentando la estructura de la memoria. El documento se
divide en cinco capitulos, el primero de los cuales es esta introduccién. A continuacion, en el
Capitulo 2, se presentan algunos conceptos previos, en concreto un apartado de grafos y otro
de triangulaciones en poligonos, necesarios para introducir los temas centrales del trabajo. En
el Capitulo 3 se presenta el problema de la envolvente convexa mostrando especial énfasis en
la parte algoritmica. Posteriormente, en el Capitulo 4, se trabajara con triangulaciones sobre
conjuntos finitos de puntos y, en particular, con triangulaciones de Delaunay que presentan pro-
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piedades de gran interés. Finalmente, en el Capitulo 5, se estudian las propiedades y algoritmos
relacionados con los diagramas de Voronoi y la dualidad que guardan estas construcciones con
las triangulaciones de Delaunay ya mencionadas.



Capitulo 2

Conceptos previos

Presentaremos en esta seccién una introduccion a algunos conceptos que se utilizaran en el
desarrollo de la memoria. El capitulo se dividira en dos apartados. En primer lugar, se mostraran
algunos conceptos y propiedades basicas sobre grafos, que se utilizaran en los Capitulos 4 y 5y,
posteriormente, se presentara una introduccion a triangulaciones en poligonos, que servira de
base para trabajar en el Capitulo 4 con triangulaciones en nubes de puntos.

2.1. Grafos

Comencemos definiendo esta estructura y algunas de sus caracteristicas principales.

Definicién 2.1. Llamamos grafo G a un par de conjuntos finitos V, A, donde V es no vacio y
A es un conjunto de pares de V. Denominamos al conjunto V. como el conjunto de vértices o
nodos de G y a A como el conjunto de aristas.

Los grafos pueden representarse graficamente de la siguiente forma:

= Un nodo v se representa como un punto.

» Una arista {v1,v2} se representa como una curva que une los nodos vy y va.
Definicién 2.2. Sea G un grafo. Decimos que dos nodos vi y ve son adyacentes, si existe la
arista {v1,va} en A.

Cuando existe una arista {vq,vo} diremos que vy y vo estdn conectados por una arista.

Definicién 2.3. Sea G un grafo. Un nodo v de G tiene grado n si existen n aristas conectadas
av.
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Definicién 2.4. Sea G un grafo. Un camino de G es una sucesion de nodos adyacentes,
(v1,v2,V3, ..., V). A los nodos vy y vy, se los denomina extremos del camino.

Definicién 2.5. Sea G un grafo y ¢ un camino de G decimos que el camino tiene longitud n
si la sucesion que lo define tiene n + 1 nodos.

Definicién 2.6. Sea G un grafo. Definimos el diagmetro de G como la mayor longitud existente
entre dos nodos del grafo.

Definicién 2.7. Sea G un grafo. Decimos que G es conexo si para cualquier par de vértices
v1, Ug existe un camino en el cual vy y vy son extremos.

Definicién 2.8. Sea G un grafo. Decimos que G es plano si puede ser representado en dos
dimensiones sin que ninguna de sus aristas se cruce.

Figura 2.1: Ejemplo de grafo plano

Definicién 2.9. Sea G un grafo. Decimos que G es dirigido si los pares de aristas, (v1,v2),
son ordenados. Decimos que es no dirigido en caso contrario.

Concluiremos esta seccién con un resultado que relaciona los grados de los vértices de un
grafo con el nimero de aristas del mismo.

Proposicién 2.1 (Handshaking). Sea G un grafo con n vértices y a aristas. Si denotamos a
los vértices por v;, i =1,2,...,n, se verifica la siguiente ecuacion:

n
E v; = 2a
i=1

Demostracion. Por un lado, el grado de un vértice es el nimero de aristas incidentes al mismo.
Por otro lado, cada arista esta definida por dos vértices simultaneamente, por lo que si determi-
namos el numero de aristas en funcién del grado de los vértices estaremos contando dos veces
cada una de las aristas. De esta observacién se deduce el resultado. O



2.2. TRIANGULACIONES EN POLIGONOS 11

2.2. Triangulaciones en poligonos

Comenzaremos definiendo el concepto de poligono.

Definicién 2.10. Un poligono P es una region acotada del plano delimitada por un nimero
finito de segmentos que forman una curva simple y cerrada.

Denominaremos aristas a los segmentos que definen el poligono, y vértices a los puntos en
los que intersecan aristas adyacentes. Por otro lado, denominaremos frontera del poligono P,
denotada por OP, al conjunto de vértices y aristas.

Ademds, denominaremos diagonal de un poligono a un segmento que une dos vértices no
consecutivos y que, a excepcion de esos dos vértices, estd contenido en su interior. Se dice que
dos diagonales no se cruzan si no comparten puntos en el interior del poligono.

Continuaremos definiendo el concepto de triangulacién.

Definicién 2.11. Denominamos triangulacion de un poligono P a la division de P en tridngu-
los mediante un conjunto maximal de diagonales que no se cruzan.

Figura 2.2: Ejemplo de una triangulacién sobre un poligono

Estudiaremos a continuacion la existencia y unicidad de las triangulaciones, asi como el
nimero de triangulaciones diferentes para un mismo poligono. Pero antes veamos un pequeno
resultado previo.

Lema 2.1. Todo poligono P con mds de tres vértices tiene, al menos, una diagonal.

Demostracion. Sea v el vértice de P situado mas inferiormente en el plano. En el caso de haber
mas de uno, sea v el que estd més a la derecha. Sean a y b los vértices adyacentes a v. Si el
segmento que une los vértices a y b es una diagonal concluimos con la prueba. Si no, dicho
segmento sera exterior al poligono o intersecard con su frontera.

Podemos suponer entonces que no existe un tercer vértice c alineado con a y con b y situado
en medio de ellos, pues de existir utilizarfamos ¢ junto con aquel vértice (a o b) con el que no
forma una arista y el proceso seria analogo.
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Continuando con el razonamiento del parrafo anterior, en ambos casos, como P tiene mas
de tres vértices, el triangulo formado por v, a y b contendrd, al menos, un vértice de P ya que:

= Si el segmento que une a y b es exterior a P es claro que debe existir dicho vértice.

= Si el segmento que une a y b interseca con la frontera del poligono lo hard con una arista
(por suponer que no existe otro punto alineado). Por definicién una arista es un segmento
que define el poligono y une vértices del mismo. Por tanto, si se produce dicha interseccién,
debera existir un vértice en el interior del tridngulo delimitado por v, a y b.

Sea entonces L una linea paralela al segmento que une a con b y sea x el primer vértice
intersecado por L al desplazarse desde v hacia el segmento que une a y b (ver Figura 2.3).
Entonces el tridngulo delimitado por la linea L sobre x y el vértice v no posee mas vértices en
su interior y, por tanto, el segmento que une v con x es una diagonal, pues estd contenido en P
y, ademads, no interseca ningun otro punto de su frontera.

Figura 2.3: Ejemplo calculo diagonal determinada por la recta L

Continuaremos con un resultado que garantiza la existencia de las triangulaciones.

Teorema 2.1. Todo poligono P admite una triangulacion.

Demostracion. Probaremos el teorema por induccién. Sea un poligono P con n vértices.
Si n = 3, el poligono formado es un triangulo y hemos terminado.

Sin > 3, supongamos la propiedad cierta para todo P’ con un niimero de vértices menor que
n. Veamos que, entonces, el poligono de n vértices también admite una triangulacién. Usamos
para ello el lema previo, como P tiene més de 3 vértices tendra una diagonal. Esa diagonal
divide el poligono en dos poligonos @ y R, ambos con un nimero de vértices menor que n.
Por tanto, @ y R admiten triangulacién por hipétesis de induccién. Ademads, por el teorema
de la curva de Jordan [2], el interior de R estd en el exterior de @ y viceversa, por lo que las
diagonales de ambas triangulaciones no pueden cruzarse. Obtenemos entonces P dividido en
tridngulos mediante diagonales que no se cruzan. O
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Observacién 2.1. El teorema de la curva de Jordan garantiza que toda curva simple y cerrada
en R?, divide al plano en dos componentes conexas y disjuntas, de forma que una de esas
componentes serd acotada (la correspondiente al interior de la curva), y la otra serd no acotada
(la del exterior).

Continuaremos determinando el nimero de diagonales y tridngulos.
Teorema 2.2. Sea un poligono P con n vértices. Toda triangulacion de P tendrd n—2 tridngu-
los y n — 3 diagonales.
Demostracion. Probaremos el resultado por induccién.

Si n = 3, el resultado es trivial.

Sin > 3, suponemos la propiedad cierta para los poligonos con un nimero de vértices menor.
Por el Lema 2.1, P tiene, al menos, una diagonal que divide el poligono en dos poligonos @
y R con ny y ne vértices respectivamente. Como la diagonal es comun a ambos poligonos, se
cumplira la siguiente igualdad: ny + no — 2 = n.

Utilizando la hipétesis de induccién se obtendra que P posee:
(n1 —2) + (n2 — 2) = (n1 + n2) — 4 = n — 2 tridngulos.
(n1 —3)+ (n2 —3) + 1= (n1 + n2) — 5 =n— 3 diagonales.
O
Finalmente, determinaremos el ntimero de triangulaciones distintas que admite un mismo
poligono. En este caso, trabajaremos solo con poligonos convexos porque son los que cumplen

la propiedad de existencia de diagonales como veremos a continuacién. Introduzcamos algunos
conceptos para ello.

Definicién 2.12. Sea P un poligono. Decimos que un vértice v de P es convezxo si el dngulo
que forman sus aristas es menor o igual que w. En caso contrario, se denomina vértice refiejo.

Definicién 2.13. Un poligono P es convexo cuando todos sus vértices lo son.

Observacion 2.2. En el Capitulo 3 definiremos la convexidad en conjuntos como una propiedad
que garantiza que el segmento que une dos puntos cualquiera de ese conjunto estd contenido en
el conjunto. Como veremos ahora, esa definicion es equivalente a la propuesta.

Lema 2.2. Sea P un poligono. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. P es convexo

2. Sea R la recta obtenida por la prolongacion de una arista de P. Entonces P estd contenido
en uno y solo uno de los lados de R.

3.V x,y € P el segmento que une x ey estd totalmente contenido en el interior de P.
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Demostracion. 1 < 2

1 => 2 Probaremos el resultado por un razonamiento de induccién sobre el ntimero de
vértices n del poligono.

Si n=3 el poligono es un tridngulo y el resultado trivial.

Suponemos la propiedad cierta para poligonos con n — 1 vértices. Sea P un poligono con n
vértices y a una arista de P definida por los vértices v1 y v2. Denotamos por R a su prolongacién.
Sea x el vértice adyacente a vy (z # v2). Realizamos la contraccién de la arista que une z con vy,
obteniendo un poligono de n — 1 vértices sobre el que podemos aplicar la hipétesis de induccion.
El resultado queda probado puesto que, ademas, el vértice v; es convexo y, por tanto, la arista
que lo une con x no puede situarse al otro lado de R.

2 => 1 En este caso, probaremos el enunciado por contrarreciproco. Supongamos que un
vértice v de P es reflejo. Entonces es claro que la prolongacién de cualquiera de sus aristas
intersecara con el interior del poligono, dividiéndolo de forma que existan regiones de P a
ambos lados de la recta.

23

2 => 3 Razonamos el reciproco. Supongamos que existe una arista a cuya prolongacién R
divide a P. Existira entonces, al menos, un vértice a cada lado de R. Elegimos uno de cada lado,
en concreto, aquellos con mayor distancia a R, denotados por x; y x2. Veamos que al menos
una de las uniones de estos vértices con los vértices de a debe ser parcialmente exterior a P.
Si no fuera asi, formarfamos un cuadrildtero contenido en P del cudl a seria diagonal. Esto es
absurdo porque se habia supuesto que a era una arista.

3 => 2 Trabajaremos nuevamente con el resultado reciproco pero, en este caso, diferen-
claremos casos. Supongamos que existe un segmento s parcialmente exterior a P que une dos
puntos del mismo, z1 y xo.

1. Si x1 y x5 son interiores a P, el segmento que los une intersecard con la frontera del
poligono en dos puntos y; e y2, de forma que el segmento que une y; e yo serd también
parcialmente exterior a P. Razonar segun caso 3, 4 o 5.

2. Si solo uno de los puntos es interior a P, supongamos z; sin pérdida de generalidad, el
segmento que los une intersecard con la frontera del poligono en un punto y. De esta
forma, el segmento que une y con xs serd también parcialmente exterior a P. Razonar
segun caso 3, 4 o 5.

3. Si 1 y x2 estdn ambos contenidos en una arista de P, a; y as, entonces es claro que
cualquiera de ellas separa a P puesto que las aristas forman parte de la frontera del
conjunto.

4. Siuno de los puntos, supongamos 1, estd contenido en una arista y el otro en un vértice,
entonces por un razonamiento andlogo se obtiene que la arista a la que pertenece x
dividira el poligono.
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5. Finalmente, si los dos extremos del segmento parcialmente exterior son vértices de P,
realicemos una rotacién del plano que sitie a s paralelo al eje de las abscisas. Denotemos
por z1 al extremo con un mayor valor en el eje de las abscisas (es inico por cémo se sitiia
el segmento). Entonces la arista de x1 que posea valores menores en el eje de las abscisas,
denotada por a1, separard puntos de P porque, por un lado, el punto x5 se situara a la
izquierda de a; y, por otro, la otra arista de x; se mantendra a la derecha.

O

Observacion 2.3. En concreto, de este resultado puede extraerse que dado un poligono P,
existirda siempre la diagonal entre dos vértices no consecutivos de P si y solo si P es convezo.

Introduciremos un ultimo concepto previo al teorema.

Definicién 2.14. Sea P un poligono y T una triangulacion del mismo. Decimos que un vértice
v de T tiene grado n si existen n aristas o diagonales incidentes a v. Lo denotamos por 6(v).

Teorema 2.3. El numero de triangulaciones de un poligono P convexo con n + 2 vértices es

el numero de Catalan:
C, — 1 ( 2n )
n+1 n

Demostracion. Denotemos a los diferentes vértices de P desde 1 hasta n + 2 en sentido antiho-
rario.

Sea T, 2 el conjunto de triangulaciones de P. Denotaremos su cardinal por t,,42. Denomi-
nemos P’ al poligono resultante de contraer la arista determinada por los vértices 1 y n+ 2 en
un solo punto. Sea 7,41 el conjunto de triangulaciones de P’ y t,,4+1 su cardinal.

Definimos la aplicacion ¢ entre los conjuntos 7,42 y Tn+1 como la contraccion de la arista
determinada por 1 y n + 2 de una triangulacién del primer conjunto. Es importante ver que,
dada una triangulacién 7' de 7,41, el nimero de elementos de 7,42 que tienen como imagen
a T se corresponde con el grado del vértice 1 en T por cémo estd definida la aplicaciéon. Esto
puede garantizarse porque existen todas las diagonales al ser T convexo. Obtenemos la siguiente
igualdad:

lnta = Z 6(1)

TETnt1

Pero también podemos escribir la ecuacién considerando los grados de todos los vértices:

n+1 n+1

thra(n+1) =Y Y 8= > > ()

i=1 TET 41 TeTn41 =1
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Utilizando la Proposicién 2.1 y teniendo en cuenta que T' tendrd n + 1 aristas (porque tiene
n + 1 vértices) y n — 2 diagonales (por el Teorema 2.2), llegamos a:

tnr2(n+1) =2((n +1) + (0 — 2))tns

Resolviendo la ecuacion recursiva se obtiene:

:Cn

n2n—12n—-1)—-1 1 (2n)! 1 2n
tn+2:2 T = =
n+1 n 2 (n+Dn! n+l\ n



Capitulo 3

Envolvente convexa

Trabajaremos en esta seccién con conjuntos finitos de puntos en el plano. La principal
diferencia con el caso de los poligonos es que, en este caso, los puntos no estdn ni unidos
ni ordenados. Puede ser interesante entonces, antes de realizar otro tipo de tareas, como por
ejemplo la triangulacién del conjunto (Capitulo 4), hallar su envolvente convexa.

En el capitulo anterior se introdujo el concepto de convexidad en poligonos. Ahora, exten-
deremos esa definicién a conjuntos del plano.

Definicién 3.1. Un conjunto A de R? es convero si para todos x,y € A, el segmento que une
ambos puntos estd totalmente contenido en A, es decir, si tx+ (1 —t)y € A para todo t € [0, 1].
El siguiente paso es definir la envolvente convexa de un conjunto de puntos.

Definicién 3.2. Sea S un conjunto de n puntos de R%. Definimos la envolvente convexa de S
como la interseccidn de todos los conjuntos convexos que contienen a S. Se denota por conv(S).

Figura 3.1: Ejemplo de la envolvente convexa de un conjunto de puntos

17
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En otros términos, la envolvente convexa de S se corresponde con el menor conjunto convexo
que contiene a S. Ademds, como su propio nombre indica, esta construcciéon sera convexa.
Veamoslo en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. La interseccion de conjuntos converos es un convexo.

Demostracion. Sean Ap, As, As, ... conjuntos convexos. Veamos que NA,, es también convexo.

Sean z,y € NA,. Queremos ver que tz + (1 — t)y € NA, para todo ¢t € [0,1]. Sabemos
que z,y € A, Vn € {1,2,3,...}. Como, por hipétesis, cada A,, es convexo, se cumplird que
te+(1—t)ye A, ¥Vt €[0,1], Yn € {1,2,3,...} y, por tanto, la interseccién serd convexa. [

Mostraremos un ultimo resultado tedrico que se utilizara en las construcciones algoritmicas.

Proposicién 3.2. Sea S un conjunto de puntos de R?. La envolvente convera de S es un
poligono convexo P que contiene a todos los puntos de S y cuyos vértices son puntos de S.

Demostracion. En primer lugar, se probard que P C conv(S). Como conv(S) es convexo y
contiene a S, contendra también a todos los segmentos que unen puntos de S. Entonces cualquier
poligono formado por la unién de vértices de S pertenecerd a conv(S), en particular P C

conv(S).

Por otro lado, como conv(S) es el menor conjunto convexo que contiene a S debe cumplirse

P = conv(S) O

3.1. Algoritmos

Continuaremos mostrando algunos algoritmos para el célculo de la envolvente convexa de
un conjunto de puntos. En concreto, para conocer la forma que tiene esta construcciéon, bas-
tarfa con conocer su frontera, lo que serd el objetivo central de los métodos que se expondran
a continuacién. Como es frecuente expresar la regién correspondiente a la envolvente convexa
definiendo tinicamente su frontera, histéricamente se ha denominado también a ese subconjun-
to como envolvente convexa, produciéndose asi un abuso de notacién. Hasta el final de esta
memoria nos referiremos, por tanto, como envolvente convexa a la frontera de ese conjunto.

Intuitivamente, es facil observar que los puntos extremos, es decir, los que poseen una mayor
y menor coordenada en ambos ejes perteneceran a la envolvente convexa del conjunto. Lo que no
es tan claro es qué otros puntos los acompanaran. Veamos algunos métodos para determinarlos,
pero primero introduzcamos algunos conceptos que utilizaremos posteriormente.

Definicién 3.3. Sea P un poligono convexo y x un punto de su frontera. Decimos que una
recta R a la que pertenece x, es tangente a P si R no interseca con el interior de P, es decir,
si P permanece a un lado de la recta.
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Definicién 3.4. Sea E la envolvente convexa de un conjunto de puntos del plano S, y p un
punto exterior a FE. Decimos que una arista de E es vistble para p si la recta que prolonga a la
arista separa a p de E. En caso contrario, se dice que es invisible.

Observacion 3.1. No definimos el caso en que la recta que prolonga a la arista pase por
p porque a la hora de estudiar la visibilidad consideraremos conjuntos que no contengan tres
puntos alineados.

\ /
\ /
\ /

Figura 3.2: Ejemplo arista visible / arista no visible

Ademas, planteamos el siguiente resultado que formalizara la idea de que los puntos extremos
perteneceran a la envolvente convexa del conjunto.

Lema 3.1. Sea S un conjunto de n puntos de R? y conv(S) su envolvente conveza. Sea x el
punto de S con un mayor valor en la coordenada de las abscisas, que suponemos unico. Entonces
x debe pertenecer a la envolvente convexa de S.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que = (21, 23) no pertenece
a conv(S). Entonces deberd pertenecer a su interior (porque si fuera exterior, conv(S) no
cumplirfa la definicién). Existird por ello una bola abierta, con radio » > 0 y centrada en
x, contenida en conv(S). Pero entonces, deberd existir un punto y = (y1,¥y2), y € conv(S),
cumpliendo y; > =1 + r, llegando a absurdo. O

Observacion 3.2. En este caso el resultado solo se prueba para el punto que posee un mayor
valor en el eje de las abscisas, sin embargo, aplicando un razonamiento similar, se obtiene que el
punto con menor abscisa, el punto con mayor ordenada y el punto con menor ordenada también
pertenecerdn a la envolvente conveza.
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3.1.1. Algoritmo incremental

La idea fundamental de este algoritmo es obtener la envolvente convexa de k + 1 puntos a
partir de la de k puntos. Para ello tomamos un conjunto de puntos S = {s1, s, ..., 8, } € R?
y lo ordenamos por el valor de dichos puntos en el eje de las abscisas. Podemos suponer que
no existen dos o més puntos con el mismo valor en esa coordenada, ya que si eso ocurriese
podriamos rotar el plano de forma que fuesen distintas porque el conjunto de puntos es finito
(entonces el nimero de segmentos que unen todos esos puntos entre si serd también finito y
podremos encontrar una rotacién en R? que no deje a ninguno de estos segmentos con pendiente
vertical ya que el nimero de posibles pendientes es infinito).

Ademds, suponemos que no existen tres o mas puntos alineados, porque si existiesen consi-
derariamos solo los puntos extremos y despreciariamos los interiores. De esta forma, todos los
puntos estarian contenidos en el segmento que une ambos puntos extremos y, por tanto, per-
tenecerian a la envolvente convexa o a su interior, sin necesidad de realizar ninguna operacion
adicional.

Comenzamos entonces construyendo la primera frontera, F3, que contendra los tres primeros
puntos del conjunto (Figura 3.3) de manera que el tridngulo formado con su unién se construya
en sentido antihorario.

% e ofs ofs
)
o
) PG e PG
?& [ )
?\‘ ® e‘ (]

Figura 3.3: Ejemplo del paso 1 del algoritmo incremental

El proceso se repite iterativamente de la siguiente manera: partimos de la frontera de la
envolvente convexa de los primeros k puntos, Fy, = {p1,p2, ..., Pk}, ordenados de forma que la
curva obtenida por su unién se construya en sentido antihorario. Construiremos Ej; anadiendo
el siguiente punto de la lista, p. Como el conjunto estd ordenado segtin los valores de la primera
coordenada, p serd un extremo en esa direccién, y por tanto, pertenecerd a Fjy4; por el lema
anterior. Sin embargo, esta adicién podria suponer que algunos de los puntos que pertenecian
a la frontera del conjunto pasasen a su interior. El siguiente paso es, por tanto, anadir p en la
posicién correcta en Ej1 y eliminar los puntos de Ej que pasen ahora a pertenecer al interior
del conjunto. La idea es encontrar los vértices que cumplen la siguiente propiedad: una de sus
aristas es visible para p y la otra es invisible. Esto es equivalente a trazar todos los segmentos
desde p hasta los vértices de Ej y seleccionar aquel que tiene mayor y menor pendiente con
respecto al eje de las abscisas, que se corresponderan con las tangentes a Fy.



3.1. ALGORITMOS 21

Una vez encontrados esos puntos de tangencia afadirfamos el punto p entre p; y p;, eli-
minando los puntos que se situasen en medio de los mismos porque pasaran a pertenecer al
interior del conjunto. Se obtiene de esta forma que Ex11 = {p1, ..., pi, D, pj, ...} (ver Figura 3.4).

Observacion 3.3. Para comprobar si una arista es visible o no visible tomariamos las coor-
denadas del punto p = (x1,y1) y las de un vértice cualquiera del poligono que no esté sobre
la arista que queremos comprobar, v; = (x2,y2), y calculariamos por otro lado, la funcion que
define la recta que pasa por la arista, f(x) (que nunca puede ser vertical porque suponemos
que no existen dos puntos con el mismo valor de abscisa). La idea es entonces comprobar si
f(z1) < w1, en cuyo caso p se encontrard por encima de la recta, o si f(x2) > y1, y se situard
por debajo. El proceso se repite con v; para determinar la visibilidad de la arista.

Figura 3.4: Ejemplo del paso iterativo del algoritmo incremental

Se obtiene de esta forma un poligono convexo por construccién, que contiene a S y cuyos

vértices son puntos de S. Utilizando la Proposicién 3.2 concluimos que es la envolvente convexa
de S.
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Calculemos ahora la complejidad del algoritmo. En primer lugar, debemos ordenar el con-
junto S, lo cual tiene una complejidad de O(nlogn) utilizando algoritmos como Quicksort [10].
A continuacién, para cada punto pi se comprueba cudles de los bordes de la frontera de Ej_1
son visibles. Es decir, se consideran k — 1 bordes. Esto supone:

2

3+4—|—...—|—(n—1):?—g—3

operaciones. Por tanto, la complejidad es del orden O(n?).

Este algoritmo no es muy eficiente porque considera todos los puntos del conjunto en vez
de considerar algunos més importantes que otros.

3.1.2. Algoritmo de Graham

La propuesta desarrollada por Ronald L. Graham en 1972 [3] mejora la complejidad de los
algoritmos anteriores, rebajandola a O(nlogn).

Para un conjunto de n puntos S € R?, seleccionamos aquel que posee una coordenada menor
en el eje de las ordenadas. En caso de que dos o més coincidan elegiremos aquel situado mas a
la derecha, y lo denominaremos p;. Etiquetaremos el resto de puntos como ps, ps3, ... ordenados
de mayor a menor segtn el dngulo que forman con la horizontal (ver Figura 3.5).

N \\ I/
~M\,7
~
[
fy
Figura 3.5: Ejemplo de la ordenacién de puntos en algoritmo de Graham

La idea es tomar entonces pi,p2 y ps y comprobar si el vértice ps es convexo o reflejo
(considerando el giro de p; a p3 en sentido horario). En caso de que sea reflejo, el punto po
no pertenecerd a la envolvente convexa. Sin embargo, si el vértice es convexo, si que lo hard
y deberemos considerarlo en el conjunto de la envolvente. El proceso se repite iterativamente
utilizando los dos 1ltimos puntos que hayamos utilizado en el paso anterior y anadiendo el
siguiente segun el orden establecido. Cuando completamos el caso que incluye al punto inicial,
p1, hemos finalizado con el proceso, obteniendo un poligono que une puntos de .S con todos los
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vértices convexos. Como ademds ese poligono contiene a S, se corresponde con la envolvente
convexa que buscdbamos (ver Figura 3.6).
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[ [ 8
L4 o
P P2 % P, 1] fy |3
[ ° [ [ ]
Py
Re
® P Rs Py
Q$ P's K ke
Ry, ° o ¢
P 3 %
P P
° o
R
%
€

Figura 3.6: Ejemplo del proceso iterativo en el algoritmo de Graham

Como ya se menciond, la complejidad de este método es O(nlogn), que viene dominada por
la complejidad requerida al ordenar un conjunto de puntos, ya que, por otro lado, la complejidad
de determinar qué puntos pertenecen a la envolvente convexa es del orden O(n).

Ademas, no podemos encontrar un algoritmo con una complejidad menor como probamos
con el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea S un conjunto de n puntos, S € R%. La complejidad dptima requerida para
calcular la envolvente convexa de S en orden (de forma que se pueda recorrer la curva) es
O(nlogn).

Demostracion. Probaremos el teorema presentando un caso en el que el minimo de operaciones
requeridas se corresponde al orden de complejidad que buscamos probar. Sea S = z1, 9, ..., Ty,
un conjunto no ordenado de puntos tomados sobre la pardbola y = 22 en su rama positiva, es
decir, z; = (z,2%),r > 0. Como las parabolas son convexas, cada vértice de S serd convexo y,
por tanto, segun el algoritmo de Graham, pertenecera a la envolvente convexa. Obtenemos por
tanto que S es la envolvente convexa de S sin realizar ninguna operaciéon y solo faltaria ordenar
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el conjunto para poder recorrer la curva. Como ya hemos visto esto supone una complejidad de
O(nlogn) que serfa el minimo de operaciones requerido para obtener el conjunto en el estado
solicitado. O

Mencionaremos finalmente que en 1985 Franco Preparata y Michael Shamos [5] probaron
que esa era la mejor cota para encontrar la envolvente convexa aunque no se incluya la condicién
de orden de los puntos. La prueba del resultado no se incluye por su complejidad.



Capitulo 4

Triangulaciones

En este capitulo, realizaremos construcciones similares a las presentadas en la introduccion,
pero en este caso trabajaremos con conjuntos finitos de puntos S en lugar de con poligonos.
Como se verd posteriormente, los resultados que se plantearan en esta seccién tienen un gran
conjunto de aplicaciones en diferentes sectores en la realidad actual, por lo que este problema
ha ganado cada vez mas importancia dentro de la geometria computacional.

Comenzaremos introduciendo algunos conceptos. A diferencia del caso de los poligonos, en
este caso denominaremos arista a cualquier segmento que una dos puntos de S. Es decir, en
este caso una arista denota independientemente a una arista o a una diagonal. La definicién de
triangulacion también cambia ligeramente, aunque la idea sigue siendo la misma: descomponer
el plano en tridngulos uniendo los puntos del conjunto. Veamos cémo se define formalmente.

Definicién 4.1. Sea S € R? conjunto finito. Una triangulacién de S es una division de la
envolvente convexa de S mediante un conjunto mazimal de aristas que no se cruzan y que unen
los puntos de S.

Figura 4.1: Ejemplo de triangulacién sobre un conjunto de puntos

25
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Intuitivamente los puntos del conjunto que pertenezcan a la envolvente convexa definida en
el capitulo anterior deberian pertenecer a todas las triangulaciones del conjunto, puesto que
determinan el “borde”de la regiéon. Veamos esto de manera formal.

Proposicion 4.1. Las aristas que forman la envolvente convexa de un conjunto de n puntos
S estardn en todas las triangulaciones de S.

Demostracion. Como ya se mencioné en el capitulo anterior, por envolvente convexa nos re-
ferimos a la frontera del menor conjunto convexo que contiene a los puntos de S. Sea a una
arista de conv(S). Veamos que no puede existir otra arista a’ que se cruce con a. Si existiese
tendriamos dos posibilidades:

= En primer lugar, que uno de los extremos de a’ esté en el interior de a. Esto no puede
ocurrir porque en dicha interseccidon deberia existir un punto de S y a no seria una arista.

= La otra posibilidad es que exista un punto p de S que sea exterior a conv(S) de forma que
a’ una p con otro punto ¢ interior a la envolvente. Esto tampoco puede suceder puesto
que en ese caso p no estaria contenida en el interior de la envolvente llegando a absurdo.

Por tanto, ninguna otra arista puede intersecar a a. Como adem&s a une puntos de S, por
definicién deberd estar en cualquier triangulacién de S, porque si no ese conjunto no seria
maximal. O

Es importante notar que, a diferencia del caso de los poligonos, la definicién de triangula-
cién no menciona en ningin momento que las divisiones del plano se hagan en tridngulos. Sin
embargo, esto se obtiene de la condicion de maximalidad como veremos a continuacién.

Proposicion 4.2. Los conjuntos obtenidos por una triangulacion sobre un conjunto S de n
puntos son tridngulos.

Demostracion. Probaremos el resultado por reduccién al absurdo. Supongamos que alguna de
las regiones obtenidas por la triangulacion no es un tridngulo. Tendriamos por definicién un
poligono P de n > 3 vértices. Utilizando el Lema 2.1 concluirifamos que existe al menos una
diagonal, que en este caso se denomina arista, que no se cruza con ninguna otra porque se
construye en el interior de P. Por tanto, se obtiene que el conjunto de aristas que definia la
triangulacién no era maximal llegando a contradiccion. O

Continuaremos presentando mas propiedades de las triangulaciones de conjuntos. De la
definicién, se puede intuir que existen distintas maneras de triangular una misma nube de
puntos. Sin embargo, todas ellas poseeran el mismo numero de tridngulos como veremos a
continuacion. Presentaremos previamente la formula de Euler sobre poligonos.
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Teorema 4.1 (Férmula de Euler). Sea P un grafo plano y conexo con V vértices, A aristas y
C caras. Se cumple que V — A+ C = 2.

Observacion 4.1. Al hablar de caras nos referimos a las diferentes regiones coneras que se
obtienen en el plano por las divisiones realizadas por la union de aristas y vértices del grafo. Ob-
tendremos por ello, un numero finito de caras acotadas y una no acotada, que se corresponderd
con la region exterior al grafo.

Demostracion. Probaremos el resultado por induccién sobre el niimero de aristas.

Si A = 0, entonces tendremos un unico punto y V = 1. Ademas, tendremos una tnica cara
y C=1.Portanto, V-A+C=1-0+1=2.

Supongamos el resultado cierto para A < n y veamos si se cumple para A = n. La idea es
realizar una contraccion sobre una arista a para poder utilizar la hipétesis de induccién. Pueden
ocurrir dos cosas:

= Que a conecte dos vértices, en cuyo caso la contraccién supondra la reduccién en una
unidad del nimero de aristas y del nimero de vértices pero no del niimero de caras (porque
el grafo es conexo). Se obtendria entonces V,,— A, +C,, = (Vp—1+1)—(4p_1+1)+Cpr_1 =2

= Que a solo conecte con un vértice por ser una curva cerrada sobre si misma. En este caso
es importante notar que el teorema de la curva de Jordan afirma que a divide el plano en
dos componentes conexas, una interior a la curva y otra exterior. Por tanto, en este caso
la contraccién supondra la reduccion en una unidad del niimero de aristas, pero también
de una cara. Por otro lado, el nimero de vértices se mantiene constante. En este caso
Vn_An+Cn: n—1 _<An71+1)+(cn71+1) =2

Ahora ya podemos plantear el resultado mencionado.

Teorema 4.2. Sea S un conjunto de n puntos, no todos alineados, de R? con a puntos perte-
necientes a la envolvente convexa y b en el interior de la misma. Cualquier triangulacion del
conjunto tendrd 2b + a — 2 tridngulos y 3b + 2a — 3 aristas.

Demostracion. Como hemos mencionado utilizaremos la formula de Euler para probar el resul-
tado puesto que una triangulacién puede verse como un grafo plano y conexo.

Dada una triangulaciéon de un conjunto de puntos S, denotemos por ¢ el niimero de tridngulos
de la misma. Entonces tenemos:

s Caras: C'=t+ 1, una por cada tridngulo y la exterior.

= Vértices: V =a +b.
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= Aristas: A = 3’5;'“, porque:

e Por un lado, las caras interiores estan delimitadas por tres aristas cada una. Entonces
tenemos 3t aristas.

e Por otro lado, la cara exterior se delimita por a aristas, las correspondientes a la
envolvente convexa.

e Pero ademaés, como cada arista delimita dos caras simultdneamente, debemos dividir
ese valor entre dos, obteniendo asi el nimero total de aristas de la triangulacion.

Entonces sustituyendo se obtiene

3t+a

V-A+C=(a+b)—( )+ (t+1)=2

Si despejamos t obtenemos que el nimero total de tridngulos es
t=2b+a—2

Y sustituyendo en A concluimos
A=3b+2a—-3

O

Por otra parte, para conjuntos de puntos no podemos determinar el nimero exacto de
las diferentes triangulaciones posibles porque depende de la distribucién de los puntos. Sin
embargo, en 2010, Micha Sharir y Adam Sheffer establecieron una cota superior [8] para este
valor. Enunciaremos el resultado pero no lo probaremos por su complejidad.

Teorema 4.3. Sea S un conjunto de n puntos en R%. No existen mds de 30" triangulaciones
diferentes.

4.1. Algoritmos

Continuaremos presentando algunos de los algoritmos maés utilizados para la triangulacién
de nubes de puntos.

4.1.1. Algoritmo basico de division

Supondremos que no existen tres o mas puntos alineados por simplicidad y trataremos al
final este caso.

Sea S un conjunto de n puntos de R2. El algoritmo comienza determinando la envolvente
convexa de S por cualquiera de los métodos descritos en el Capitulo 3 para, en un segundo
paso, triangular este conjunto como el caso de los poligonos tratado en el Capitulo 2. La idea
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es utilizar el procedimiento descrito en el Teorema 2.1: como estd garantizada la existencia
de una diagonal, dividimos el poligono P por esa diagonal, generando dos poligonos de menor
numero de vértices, P, y P». El proceso se repite iterativamente con cada uno de estos poligonos
hasta obtener construcciones de solo tres vértices, momento en el que habremos completado la
triangulacién del poligono inicial.

Por otro lado, el resto de puntos interiores a la envolvente, estaran contenidos en el interior
de alguno de los triangulos por haber supuesto que no existen tres o mas puntos alineados. Por
ello, se deben unir dichos puntos interiores a los tres vértices del tridngulo que los contiene. De
esta forma se obtiene una divisién de la envolvente convexa de S en tridngulos, con aristas que
no se cruzan entre si y que unen los puntos de .S. Se concluye asi con el proceso de triangulacién
(ver Figura 4.2).

Figura 4.2: Ejemplo de triangulacién con el algoritmo basico de division

Se tratara ahora el caso en el que existan tres o méas puntos alineados. Se diferencian dos
situaciones:

= En el caso de que los puntos alineados pertenezcan a la envolvente convexa no hay con-
flicto, puesto que la triangulacién del poligono se realiza de manera regular como se vio
en capitulos anteriores.

= Pero si alguno de los puntos alineados se sitia en el interior de la envolvente debemos
realizar un tltimo paso en el caso de que pertenezcan a alguna de las aristas ya construidas.
La idea es que dicha arista pertenecerd simultaneamente a dos tridngulos, la solucion es
entonces unir ese vértice con el vértice opuesto en cada uno de los tridangulos, de forma
que se anadan dos aristas mas.

Calculemos la complejidad de este algoritmo. Se divide en tres partes:

= En un primer paso, el célculo de la envolvente convexa del conjunto. Como vimos en el
Capitulo 3, podemos encontrar algoritmos con complejidad O(nlog(n)).

= Por otro lado, la triangulacién de la envolvente convexa. Aunque el método utilizado en
la explicacién del algoritmo es el presentado en el Teorema 2.1, en la practica podemos
encontrar otros mas eficientes (que no desarrollaremos en esta memoria puesto que nos
centramos en nubes de puntos) con complejidad O(nlog(n)) [9].
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= Finalmente, la construccion de triangulos utilizando los puntos interiores. Para ello se
debe determinar a qué tridngulo de los existentes pertenece el nuevo punto. Denotemos
por n al nimero de puntos de S y por m al nimero de puntos de S que pertenecen a la
envolvente convexa. En un primer paso tendremos m — 2 tridangulos. Se debe determinar a
cual de ellos pertenece el nuevo punto y, posteriormente, realizar una serie de operaciones
de complejidad constante para realizar las divisiones oportunas. Esto incrementara en
una o dos unidades el nimero de tridngulos del poligono (en funcién de si los puntos
estaban alineados o no). En el siguiente paso deberemos realizar entonces como mucho m
comprobaciones. Iterativamente:

(m—2)+m+(m+2)+..+Q2n-—m-4)=Y m-4+2i=
=1

_nom)(m =24 Crom =), gy m)

La complejidad de este tltimo paso serd del orden de O(n?) y, por ello, la complejidad
global del algoritmo serd también O(n?).

Observacion 4.2. Las operaciones requeridas para comprobar si un punto pertenece o no a un
tridngulo concreto son similares a las realizadas en la Observacion 3.3, utilizando en este caso
las tres rectas del tridngulo, y comprobando si el punto se sitia en el mismo lado de la recta
que el vértice restante en todos los casos.

4.1.2. Algoritmo incremental

Utilizando la idea desarrollada en el algoritmo incremental para el cdlculo de la envolvente
convexa y modificando alguno de sus pasos se obtiene este algoritmo.

Sea S = {s1,82,..., 8, } un conjunto de puntos de R%. Comenzamos ordenando los puntos
segln su primera coordenada y uniendo los tres primeros. Estos determinardn un tridngulo (ver
Figura 4.3) o un segmento con tres vértices en el caso en que estén alineados. Denominaremos
a esta figura Pj.

Figura 4.3: Ejemplo del caso base en el algoritmo incremental de triangulacion
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A continuacidn, se considera el siguiente punto segin el orden establecido, s4, y se comprue-
ban que aristas de P3 son visibles para s4. Se une el nuevo punto con los vértices de las aristas
visibles formando nuevos tridngulos. El proceso se repite iterativamente hasta concluir con s,,.

Como los puntos se van anadiendo de izquierda a derecha y, ademds se tiene en cuenta la
visibilidad de las aristas, se definen tridngulos cuyas aristas no se cruzan y unen puntos de S.
Definimos asf una triangulacién de S (ver Figura 4.4).

Figura 4.4: Ejemplo del caso recursivo en el algoritmo incremental de triangulacién

En este caso, para calcular la complejidad del algoritmo se debe tener en cuenta que, por un
lado, la complejidad necesaria para ordenar el conjunto de puntos es O(nlog(n)) (como se vio en
el capitulo anterior) y, por otro lado, comprobar la visibilidad de las aristas tiene complejidad
O(n?) (como se vio en el Algoritmo incremental para el cdlculo de la envolvente convexa). Por
tanto, la complejidad de este algoritmo es O(n?).

4.2. Grafo de rotaciones

Las diferentes triangulaciones que pueden realizarse sobre un mismo conjunto de puntos
pueden guardar una cierta relacion por ser muy similares. En ocasiones diferirdan solo por la
rotacién de una arista. Estas relaciones pueden recogerse en un grafo, que denominaremos grafo
de rotaciones. Introduzcamos primero el concepto de rotacion.

Definicién 4.2. Sea QQ un cuadrildtero convexo en el plano dividido en dos tridngulos por
una diagonal d. Definimos como rotacion de la diagonal de @ al intercambio de d por la otra
diagonal del cuadrildtero.

Observacion 4.3. Es claro que la rotacion solo podrd realizarse en el caso de que el cuadrildtero
sea convexo, puesto que en otro caso no existird la otra diagonal.

Definicién 4.3. Sea S un conjunto de n puntos en R2. Dos triangulaciones de S, que deno-
minaremos Ty y Ts estdan relacionadas, Ty RTs, st al rotar una de las diagonales de Ty podemos
obtener Ts.

Observacién 4.4. Como las diagonales estdn definidas sobre cuadrildteros, podemos realizar
nuevamente la rotacion de la diagonal sobre Ts y obtendremos Ti. De esta forma se obtiene
también que ToRTy y la relacion es simétrica.
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La idea es entonces construir un grafo en el que los nodos sean las diferentes triangulaciones
T1,T5, ..., T} del conjunto de puntos S y en el que dos nodos estén unidos cuando sus triangu-
laciones estén relacionadas (ver Figura 4.5). Ademds, como la relacién que define esas uniones
es simétrica, obtenemos un grafo no dirigido.

Figura 4.5: Ejemplo de un grafo de rotaciones

Este grafo posee varias propiedades interesantes como veremos a continuacion. Entre ellas
que es conexo, es decir, podemos obtener una triangulacién T, a partir de otra T; realizando
un numero finito de rotaciones de sus diagonales.

Introduzcamos primero el concepto de estrella.

Definicién 4.4. Sea S un conjunto de n puntos y T una triangulacion de los mismos. Sea v
un vértice de T'. Denominamos estrella de v a la union de todos los tridngulos que tienen a v

como vértice.

Figura 4.6: Ejemplo de estrella de un vértice v
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Probaremos también un pequeno lema que utilizaremos en la prueba de la propiedad.

Lema 4.1. Sea C un cuadrildtero con dos de sus vértices opuestos convezos y tal que la diagonal
que los une estd contenida en C. Entonces los otros vértices son también convezos y, por tanto,
el cuadrildatero es convezo.

Demostracion. Probamos el resultado por reduccién al absurdo. Denotemos por p; y ps los
vértices opuestos convexos. Y sean py y py los otros. Supongamos que py es un vértice céncavo,
es decir, su dngulo es mayor de 7 radianes. Entonces, como sus aristas unen este punto con p; y
p3, llegariamos a que la diagonal que une p; y p3 seria exterior al poligono llegando a absurdo.
Se razona de manera andloga con py. O

Ahora ya podemos probar el resultado mencionado.

Teorema 4.4. Sea S un conjunto de puntos en R%. El grafo de rotaciones de S es conezo.

Demostracion. Sea T una triangulacién cualquiera de Sy sea T” la triangulacién obtenida con
el algoritmo incremental explicado anteriormente. Probaremos el resultado demostrando que
podemos obtener T’ realizando algunos giros de aristas sobre T'. La idea de esto es aprovechar
el hecho de que el algoritmo incremental genera poligonos convexos en cada iteraciéon por como
se construyen los nuevos tridngulos. Ademés, una vez probado ese resultado obtendremos que
el grafo es conexo, porque dadas dos triangulaciones T} y T5 podriamos encontrar un camino
en el grafo que las uniese de la siguiente forma:

» Primero encontrando un camino ¢; de T} a 17"

= Y posteriormente encontrando otro camino cp de To a T”. Adem4&s, podemos obtener el
camino inverso, ¢y L porque el grafo es no dirigido.

Entonces el camino buscado serfa la unién de ¢; con ¢y 1.
Veamos entonces que podemos transformar T en T". Realizaremos para ello un proceso de
induccién sobre el nimero de puntos de S, denotado por n.

» En primer lugar, para n = 3, el conjunto posee una tnica triangulacién, luego T' = T".

= Suponemos la propiedad cierta para un nimero de puntos inferior a n. Sea S = {p1,p2, ..., Pn}
un conjunto de n puntos en R? ordenados segin el valor de su primera coordenada. La
idea es ver que la estrella de p,, en T puede transformarse en la de p, en T’ realizando
una serie de giros de sus aristas. De esta forma, si consideramos el conjunto de puntos
resultante a eliminar p,, S\{p,}, podriamos aplicar la hipétesis de induccién y concluir
el resultado.

Veamos entonces que podemos transformar la estrella de p, en T en la de T”. Como ya
hemos mencionado, el algoritmo incremental produce poligonos convexos en todas sus
iteraciones. Por ello, la estrella de p,, en T’ tendré tres vértices convexos, p, y los dos
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adyacentes al mismo en la frontera del conjunto, a y b. El resto serdn reflejo si consideramos
el angulo que presentan en el interior de la estrella. Esto es facil de ver puesto que el
poligono complementario a la estrella, el construido en la iteracion n — 1 sin el punto p,,
debe ser convexo por lo ya mencionado.

La idea es entonces realizar una serie de giros de aristas en T' para obtener la misma
estructura: que solo los vértices exteriores de la estrella sean convexos. Es importante
notar que los vértices p,, a y b de T siempre seran convexos sea cual sea la triangulacion,
porque pertenecen a la envolvente convexa (p, pertenece por ser extremo en el eje de
las abscisas y a y b por ser adyacentes al mismo en la frontera de la triangulacién). Sin
embargo, debemos conseguir que el resto de vértices de la estrella de T sean reflejo. Para
ello tomaremos los vértices convexos y rotaremos la arista que le une con p,, de la siguiente
forma: sea v un vértice del interior de la estrella de T convexo. Entonces la arista que
une v con p, divide un cuadrildtero convexo por el lema anterior y, por ello, podemos
rotarla obteniendo una nueva triangulacion, ya que la nueva diagonal pertenecera también
al interior de dicho cuadrilatero. A pesar de que el movimiento es local, y no afecta a
regiones externas al cuadrildtero, la rotacion supondra que v y el vértice de la estrella ya
no estén unidos y, por ello, disminuira el grado de p,, en una unidad. Repetimos el proceso
eligiendo nuevamente vértices convexos hasta concluir. Estd garantizada la finalizacion del
proceso puesto que el grado de p, disminuye en cada iteracién y en ningin caso puede
ser menor que dos.

Una vez obtenido en T que todos los vértices de la estrella de p,, son reflejo a excepcién
de pn,a y b veamos que las estrellas son iguales. Es claro que, si consideramos el conjunto
resultante de eliminar los tridngulos de la estrella de p,,, denotandolo por C', podemos
concluir que es convexo porque:

e Los vértices de C que se encontraban en el interior de la estrella eran reflejo hacia el
interior de la estrella y, por tanto, serdn convexos hacia el interior de ese conjunto.

e Por otro lado, los vértices que no pertenecian a la estrella pero que pertenecen a la
frontera de la triangulacién de C' junto con a y b, pertenecen a la envolvente convexa
y por tanto seran convexos.

Por ello podemos concluir que C' serd igual al poligono delimitado por la triangulacion del
algoritmo incremental en el paso n — 1. Al ser iguales estos conjuntos, podemos concluir
que las estrellas también lo son, porque se definen de manera unica uniendo el vértice p,
con los vértices de las aristas visibles, que serdn las mismas en ambos casos.

O

El hecho de poder obtener una triangulaciéon cualquiera a partir de otra mediante giros en

sus aristas es una propiedad muy importante que servira de base para otros algoritmos centrados
en la triangulaciéon de un conjunto de puntos como se verd posteriormente.

Continuaremos analizando algunas propiedades mas del grafo de rotaciones como la longitud

de su didametro, la cual acotaremos utilizando el resultado anterior.
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Corolario 4.1. Sea S un conjunto de n puntos. El didmetro de su grafo de rotaciones es menor
o igual que (n — 2)(n — 3).

Demostracion. Probaremos por induccién sobre n que podemos realizar la transformacién de
una triangulacién cualquiera, 7%, a una obtenida con el algoritmo incremental, T”, en, como

n
mucho, (

2
triangulacién T en, 77 en ese mismo ntmero de rotaciones y, por tanto obtendriamos que
podemos hacer la transformacion e T7 en T en un niimero menor o igual a

n—2 n—2)! n—2)(n—3
2( ) ):2~M=2-()2(>:(n—2)(n—3)

rotaciones. De esta manera, podriamos transformar igualmente una segunda

rotaciones.

Comencemos entonces con el proceso de induccion.

s En primer lugar, para n = 3 tenemos que solo existe una triangulacién posible, luego
Ty, =T =Ty y se usan 0 rotaciones.

= Suponemos la propiedad cierta para un nimero de puntos menor que n. Razonando segun
el procedimiento descrito en la demostracion del teorema anterior sobre cémo transformar
una triangulacién en otra, es facil ver que, como mucho se deberian realizar n — 3 rotacio-
nes. Ese niimero se obtiene del hecho de que el vértice p,, tendrd como mucho grado n — 1.
Como ademas los vértices a y b no se consideran en las diferentes iteraciones, se obtendria
que el grado de p,, solo podria reducirse hasta 2, completando un total de n—3 iteraciones.
Por otro lado, aplicando la hipétesis de inducciéon se concluye que podemos transformar la

triangulacién de los puntos S\p, de T'a T" en ( " ;

> rotaciones. Entonces, sumando
ambos valores:

(n_3>+(n_3) (n—3)<n—4>+<n—3>_<n—3><(n—4>+2>:<n—z)

9 - 2 2 2 2

O

Obtenemos asi una cota superior para el diametro del grafo. La siguiente cuestién a resolver
es, dadas dos triangulaciones T} y 15 , ;cudl es la longitud del camino méas corto entre ellas
en el grafo de rotaciones? Podemos utilizar como cota el didmetro del grafo, pero normalmente
esto no serd suficiente. Aunque el problema sigue estudidandose, la mejor cota establecida hasta
el momento fue hallada en 1996 [4] por Sabine Hanke, Thomas Ottman y Sven Schuierer.
Plantearemos el resultado pero no lo probaremos por su complejidad.

Teorema 4.5. Sea S un conjunto de n puntos tales que no existan tres o mds alineados. Sean
Ty y Ty triangulaciones de S. Sea T15 el resultado de superponer Ty y Ty en el plano. Entonces
la longitud del camino mds corto en el grafo de rotaciones entre ambas triangulaciones serd
menor o igual que el numero de intersecciones entre aristas en Tio.
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4.3. Triangulaciones de Delaunay

Trabajaremos ahora en la bisqueda de cierto tipo de triangulaciones que son mejores que
otras a la hora de realizar algunas operaciones. Un ejemplo de ello son los mapas de la Tierra
en tres dimensiones, para los cuales son tremendamente ttiles las triangulaciones de Delaunay
que definiremos posteriormente. La idea es que, en muchas ocasiones este tipo de mapas se
construyen utilizando un conjunto finito de puntos sobre el plano a los que se asigna un valor
numérico, que se corresponde con la altura de ese punto en el terreno. Con esos puntos se
intenta hacer una aproximacién de la altura de las zonas cercanas a ellos. Para ello se triangula
el conjunto de puntos y se “levantan” esos triangulos al situar sus vértices en el valor de la
tercera coordenada que poseen. Se obtiene asi una aproximacién del terreno real (ver Figura
4.7).

10 10 10

Figura 4.7: Ejemplo de la aproximacion de una zona terrestre

Sin embargo, existe un problema, las diferentes triangulaciones posibles sobre el conjunto de
puntos afectan en una medida importante sobre el valor asignado a los puntos que se aproximan
como se puede ver en la Figura 4.8. La intuicién nos indica que en esa zona existird una montana
en la diagonal que une el punto 10 con el 12. Sin embargo, en funcién de la triangulacién escogida
obtendremos una montaiia o un valle.

La experiencia afirma que, aunque no es posible saber cual de las triangulaciones es mas fiel
a la realidad, aquellas que tienen menos angulos con valores pequenos proporcionan, en general,
mejores resultados. El objetivo es entonces encontrar las triangulaciones que maximizan el valor
del angulo mas pequeno.

Compararemos entonces listas de angulos ordenadas de menor a mayor. Como ya hemos
probado anteriormente, todas las triangulaciones sobre un mismo conjunto de puntos tiene
el mismo niimero de tridngulos, denotemos ese valor por t. Entonces todas las triangulaciones
tendran también el mismo niimero de dngulos y, por tanto, las listas tendran la misma longitud,
que serd 3t. Sea S un conjunto de puntos en R? y T} y Ty dos triangulaciones distintas de S.
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3

Figura 4.8: Ejemplo del problema de la triangulacion escogida

Denotamos por Ly = (g, g, ...,ast) y La = (51, o, ..., B3¢) a las listas de dngulos ordenados de
menor a mayor de 77 y T, respectivamente. Utilizaremos para compararlas el orden lexicografico
definido a continuacion.

Definicién 4.5. Sean Ly = (aq, 9, ..., a3t) y Lo = (B1, Ba, ..., P3t) listas con el mismo nimero
de elementos. Decimos que Lo es mayor que Ly segun el orden lexicogrdfico si existe un valor
k, 1 <k < 3n que cumpla B, > ay y que a; = B; para todo i < k. Se denota Ly > L.

Utilicemos este concepto para relacionar triangulaciones.

Definicién 4.6. Sea S un conjunto de puntos en R? y T) y Ty dos triangulaciones distintas de
S. Denotamos por L1 = (a1, aa, ...,as:) y Lo = (B1, B2y .-y B3t) a las listas de dngulos ordenados
de menor a mayor de Ty y T respectivamente. Decimos que Ts es mas gruesa que Ty si Ly > L4
segun el orden lexicogrdfico. Se denota Ty > T.

Definiremos un 1ltimo concepto antes de comenzar a desarrollar el procedimiento que per-
mite encontrar las mejores triangulaciones para el caso que tratamos.

Definicién 4.7. Sea S un conjunto de puntos y 11 una triangulacion de S. Sea a una arista
interior de Ty y Q el cuadrildtero de T resultante de la unidon de los tridngulos que comparten a
a como arista. Si Q) es convexo, definiremos una nueva triangulacion, Ts, resultante de rotar la
arista a en Q. Diremos que a es una arista legal si Ty > Ts. En caso contrario se dird que a es
una arista ilegal. Por otro lado, consideraremos que las aristas exteriores son siempre legales.
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Una vez introducidos estos conceptos bésicos, definiremos el concepto de triangulacién de
Delaunay.

Definicién 4.8. Sea S un conjunto de puntos de R?. Definimos como triangulacion de Delaunay
de S a una triangulacidn que cumple que todas sus aristas son legales. Se denota por Del(S).

El siguiente paso es ver si cualquier conjunto de puntos admite una triangulacién de Delau-
nay. Haremos una prueba por construcciéon basada en un algoritmo.

Proposicién 4.3. Sea S un conjunto de R? que no contenga cuatro puntos cocirculares. S
admite una triangulacion de Delaunay.

Demostracion. Sea T una triangulacion cualquiera de S. Realizaremos la demostracién trans-
formando esta triangulacién mediante rotaciones de aristas, moviéndonos por nodos adyacentes
del grafo de rotaciones. La idea es tomar las aristas ilegales y rotarlas de forma que se obtenga
una arista legal. Como ya se menciond, el giro de aristas en un cuadrilatero es una transforma-
cién que solo afecta al propio cuadrilatero como puede verse en el grafo de rotaciones. Se repite
el proceso con las demas aristas ilegales hasta concluir. Es importante notar que las listas de
adngulos crecen de manera estricta en cada una de las iteraciones, es decir, nos movemos por el
grafo sin repetir nodos. Como ademaés el grafo tiene un nimero finito de nodos la finalizacién
del proceso estd garantizada y obtendremos una triangulaciéon con todas las aristas legales. [

Sin embargo, existe una forma mas sencilla de comprobar si una arista es o no legal. Co-
mencemos con un resultado que utilizaremos para probar el teorema de Tales.

Lema 4.2 (Teorema de Euclides). Sean P,Q y B tres puntos sobre una circunferencia y sea
O el centro de la misma. Supongamos que By O se sitian al mismo lado de la cuerda PQ.
Entonces el dngulo POQ es dos veces el angulo PBQ.

Figura 4.9: Apoyo grafico de la demostracién del Teorema de Euclides
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Demostracion. Notemos en primer lugar que los segmentos BO y PO son de la misma longitud
por ser radios de la circunferencia. Por ello el triangulo PBO es isésceles y sus dangulos PBO y
OPB son iguales. Denotemos por a3 a la porcién de angulo POQ que queda en la semicircun-
ferencia del lado del tridngulo con el que estamos trabajando y por $; a la misma porcién en
el angulo PB(@. Como la suma de los dngulos del tridngulo tiene que ser 7, debe cumplirse que
a1 = 2f;. Razonando de manera andloga con el tridngulo QO B, que también serd isosceles, se
obtiene el resultado.

O

De este resultado se concluye que, independientemente de donde se encuentre el punto B
sobre la circunferencia, el angulo que formara con los puntos P y @ serd el mismo ya que el
angulo POQ@ no variara.

Presentaremos ahora una extension de un teorema clasico que utilizaremos posteriormente.

Teorema 4.6 (Teorema de Tales). Sean P,Q y B tres puntos sobre una circunferencia. Sea
A un punto interior a la circunferencia y C un punto exterior. Supongamos que A, B y C se
situan al mismo lado de la cuerda PQ. Entonces se cumplen las siguientes desigualdades entre
angulos:

PAQ > PBQ > PCQ

Demostracion. Denominamos O al centro de la circunferencia. Veamos primero que PB@Q >
PC@Q. Como hemos mencionado anteriormente, el angulo PB(Q sera el mismo aunque desplace-
mos el punto B por la circunferencia. Por ello, supongamos que B es la interseccién del segmento
CP con la circunferencia y veamos que la propiedad se cumple en este caso.

Denotemos por « al dangulo PCQ y por § al angulo PB(Q. Como la suma de los angulos de
un tridngulo debe ser 7, obtenemos que 5 = a + BQC' y de ahi se concluye la propiedad.

Figura 4.10: Apoyo gréafico de la demostracién PBQ > PC(Q del Teorema de Tales

Por otro lado, veamos que PAQ > PBQ. En este caso, el punto B se tomard como inter-
seccion de la prolongacién del segmento PA con la circunferencia. Denotamos por S al angulo
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PBQ y por v al formado por PAQ. Como la suma de los dngulos de un tridngulo debe ser , se
obtiene en este caso la siguiente ecuacion v = 8+ AQB, de la que se sigue la propiedad pedida.

Figura 4.11: Apoyo grafico de la demostracién PAQ > PBQ del Teorema de Tales

Presentaremos un pequeno lema.

Lema 4.3. Sea T una triangulacion de un conjunto de puntos S de forma que no existan 4
cocirculares. Sea a una arista interior de T'. Denotemos por A y C' los vértices que une y por B
y D los otros dos que forman los dos triangulos a los que pertenece a. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. D es interior a la circunferencia definida por A, B y C.
2. C es exterior a la circunferencia definida por A, B y D.
3. A es exterior a la circunferencia definida por B,C y D.

4. B es interior a la circunferencia definida por A,C y D.

Demostracion. 1 < 2.

= 1 = 2. Por el teorema de Tales sabemos que ADB > ACB. Si definimos la circunfe-
rencia determinada por A, B y D, para mantener esa desigualdad de angulos, utilizando
nuevamente el teorema de Tales, deberd ocurrir que C' sea exterior.

= 2 = 1. Se razona de manera inversa. Por el teorema de Tales sabemos que ADB > ACB.
Si definimos la circunferencia determinada por A, B y C', para mantener esa desigualdad
de angulos, utilizando el teorema de Tales, deberd ocurrir que D sea interior.
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1 & 3. Se razona de manera andloga al caso anterior.

3 & 4. Se razona de manera similar. O

Veamos la nueva forma de ver si una arista es legal.

Teorema 4.7. Sea T una triangulacion de un conjunto de puntos S de forma que no existan
4 cocirculares. Sea a una arista interior de T'. Denotemos por A y C' los vértices que une y por
B y D los otros dos que forman los dos tridngulos a los que pertenece a. Entonces a es legal si
el vértice D es exterior a la circunferencia que contiene a A, B y C e ilegal si es interior.

Observacion 4.5. Como suponemos que no existen 4 puntos cocirculares en S, el punto D
nunca podrd encontrarse sobre la circunferencia determinada por los otros tres puntos.

Demostracion. Probaremos el caso en el que D se sitiie en el interior de la circunferencia
delimitada por A, B y C. El otro caso se prueba con un razonamiento similar.

Utilizaremos el teorema de Tales probado anteriormente para ver que, efectivamente, la
arista a es ilegal bajo estas condiciones. Consideraremos para ello las dos triangulaciones posibles
para el cuadrilatero ABC D. Denominemos a1, as, a3 y a4 a los dngulos definidos por a y by, by, b3
y by alos definidos por la otra arista (ver Figura 4.12).

Figura 4.12: Representacion de los angulos definidos por las aristas en el Teorema 4.7

Ademas, como D estd dentro de la circunferencia definida por A, B y C, sus dngulos mas
pequetios seran aq, .., a4 por el teorema de Tales. Veamos que existen dngulos definidos por el
corte de la otra arista mas pequenos.

En primer lugar, considerando la circunferencia que contiene los vértices A, B 'y D dejard
al punto C fuera de la misma por el lema previo. Utilizando el teorema de Tales, se concluye
que by > ay.
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Por otro lado, como A es exterior a la circunferencia delimitada por B,C y D, concluimos
que bs > as.

Finalmente, considerando la circunferencia delimitada por A,C' y D, el vértice B queda en
el interior. Entonces, utilizando el teorema de Tales, es facil ver que bg > a3 y que by > a4. Por
tanto la arista definida por A y por C' es ilegal. O

Utilizando este resultado, podemos establecer una nueva forma de comprobar si una trian-
gulacion es o no de Delaunay.

Teorema 4.8. Sea S un conjunto de puntos de R2, de forma que no existan 4 o mds puntos
cocirculares. Una triangulacion T de S es de Delaunay si y solo si dada una circunferencia
cualquiera definida por los vértices de un tridngulo de T, ningin punto del conjunto S es interior
a la misma.

Demostracion. Si ningiin punto de S es interior a cualquier circunferencia definida, utilizando
el resultado anterior se obtiene que todas las aristas son legales y por tanto la triangulacién es
de Delaunay.

Probaremos el resultado reciproco por reduccién al absurdo. Supongamos que la triangula-
cién T es de Delaunay y que existen circunferencias de tridngulos de T que contienen vértices
en su interior. Escojamos aquella que minimice la distancia del punto interior P con una de
las aristas del tridngulo, cuyos vértices denotaremos por A y B. Denotaremos a esa distancia
minima por h. Como la triangulacién es de Delaunay, el tridangulo formado por A, B y P no
puede existir por la proposicién anterior (porque la arista AB no seria legal). Denominemos D
al punto que forma el otro tridngulo con A y B, que debe existir porque, por las condiciones
establecidas la arista no puede ser exterior. Ademas, el punto D es exterior a la circunferencia
porque T es de Delaunay. Se cumple entonces que P estd en el interior de la circunferencia
definida por A, B y D porque por el teorema de Tales debe ocurrir ADB < AP B. Obtenemos
entonces un absurdo porque hemos encontrado un tridngulo que contiene en el interior de su
circunferencia al punto P y cuya distancia con una de sus aristas es menor que h. O

Figura 4.13: Apoyo visual de la demostracién del Teorema 4.8
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4.3.1. Algoritmo para construir la triangulacion de Delaunay

Concluiremos la seccién mostrando un algoritmo para calcular la triangulacién de Delaunay
de una nube de puntos.

Sea S un conjunto de puntos de R? que no contenga cuatro puntos cocirculares. Supongamos
que ya hemos construido la triangulaciéon de Delaunay de los k primeros puntos pi,ps2,...,Pr ¥
calculemos la de los k+ 1 primeros a partir de ella. Supongamos que el punto pg41 se encuentra
dentro de la envolvente convexa de los k primeros puntos, trataremos posteriormente el caso
contrario. Como vimos en el Teorema 4.8 que toda circunferencia que circunscriba un triangulo
de Delaunay no puede contener ningtin otro punto de S, calcularemos qué tridngulos se ven
afectados por la adicién del punto pg11. Solo serd necesario modificar estos tridngulos puesto
que los otros seguirdan cumpliendo esa propiedad.

La idea es entonces considerar la unién de esos triangulos, que sera un poligono P, y volverlos
a triangular de forma que se satisfaga la condicién necesaria y suficiente para que la triangulacién
sea de Delaunay. Para ello uniremos todos los vértices de P con p. Veamos que, efectivamente,
esta triangulacion es de Delaunay razonando que la construccién de otro tipo de triangulos no
lo es (sabemos que Del(S) debe existir porque no existen 4 puntos cocirculares). Supongamos
que existe un tridangulo ¢ de la nueva triangulacién de Delaunay que no tiene a p como vértice
(por tanto, es diferente a los considerados en la triangulacién de los k primeros puntos). Como
es de Delaunay, la circunferencia que circunscribe sus vértices no contiene ningin otro punto de
S, ni el borde ni en su interior. Pero, ademas, t seria un tridngulo vélido en la triangulacion de
Delaunay de los k primeros puntos por el Teorema 4.8. Llegamos a absurdo puesto que, como
veremos en el Corolario 5.4, la triangulaciéon de Delaunay es tinica y, entonces, ¢ deberia ser un
tridangulo de la triangulacién de Delaunay de los k primeros puntos y contener en su interior a

p-

En el caso de que el punto pyy1 sea exterior a la envolvente convexa de los k primeros
puntos se unira este nuevo vértice a los vértices de las aristas visibles de la triangulacién de
Delaunay de los k primeros puntos. Tras esto, se razonara de manera analoga al caso anterior,
comprobando qué tridngulos de la triangulacién de Delaunay de k& puntos se ven afectados por
la adicién de pi41 v modificandolos de manera similar.

La complejidad de este algoritmo es O(n?), valor obtenido por un razonamiento similar a
los anteriores considerando el nimero de comprobaciones a realizar y despreciando las uniones
entre vértices por ser de orden menor.
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CAPITULO 4. TRIANGULACIONES



Capitulo 5

Diagramas de Voronoi

En este ltimo capitulo continuaremos trabajando con conjuntos de puntos finitos, S, en el
plano. En concreto, para cada punto p € S, se estudiard qué subconjuntos de R? estdn mds
préximos a p que a ningun otro punto de S. Este concepto se denomina diagrama de Voronoi,
del que se introducirdn algunas propiedades y algoritmos para su calculo. Ademads, como se
vera al final de la seccién, estas representaciones guardan una cierta relacién de dualidad con
las triangulaciones de Delaunay vistas anteriormente.

Comenzamos introduciendo este concepto.

Definicién 5.1. Sea S un conjunto de n puntos en R%. Dado un punto cualquiera p € S,
definimos como regidn de Voronoi de p, Vor(p), al conjunto de puntos del plano que estdn mds
proximos a p que a ningun otro punto de S, es decir,

Vor(p) ={z e R*: [lz = p|| < [lz —q|| Vg € S, ¢ #p}
considerando la distancia euclidea entre dos puntos.

Observacion 5.1. Existiran puntos del plano que no tendrdn un unico punto cumpliendo la
condicion anterior. Es decir, estardn igual de proximos a mds de un punto de S. Estos puntos
serdn precisamente aquellos que formen la frontera entre las diferentes regiones de Voronoi.

Definicién 5.2. Sea S un conjunto de puntos en R?. Definimos como diagrama de Voronoi de
S, Vor(S), al conjunto de puntos del plano que pertenezcan a dos o mds regiones de Voronoi
distintas, es decir,

Vor(S) = {:z: €ER?>:3pqgeS, pF#q:xzeVor(p),z € Vor(q)}

45
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Figura 5.1: Ejemplo de diagrama de Voronoi sobre un conjunto de puntos

Ademaés, haremos una tltima diferenciacién.

Definicién 5.3. Sea S un conjunto de puntos en R2. Definimos como aristas de Voronoi al
conjunto de puntos de Vor(S) que pertenezcan a exactamente dos regiones de Voronoi distintas,
es decir,

Aristas(S) = {z € R*:3p,qge S, p#q:x€Vor(p),z € Vor(q),Vr € S;r #p,r#q,z ¢ Vor(r)}

Por otro lado, definimos como vértices de Voronoi al conjunto de puntos de Vor(S) que perte-
nezcan al menos a tres regiones de Voronoi distintas, es decir,

Vertices(S) ={z € R*:3p,q,r €S, p#q#r:zVor(p),z € Vor(q),z € Vor(r)}

Alternativamente, los vértices se podrian definir como las intersecciones de las adherencias de
las aristas de Voronoi de S.

Es facil ver con los resultados que presentaremos posteriormente que, si el conjunto S posee
Unicamente dos puntos, p y ¢, el diagrama de Voronoi sera la mediatriz del segmento que une
ambos puntos. De esta forma, se obtienen dos regiones de Voronoi, correspondientes a los dos
semiplanos definidos por la recta, denotados por H(p,q) vy H(q,p). La regién de Voronoi de p
serd entonces el semiplano que contiene a dicho punto, es decir,

Vor(p) = H(p,q) = {z € R*: o = p|| < [l — q]|}
La regién de Voronoi de g se define de manera analoga.
Pero, ;qué ocurre si S posee més de dos puntos? ;Podemos definir también las regiones de
Voronoi como semiplanos? Veamoslo con la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1. Sea S un conjunto de puntos de R%. Sea p € S. La region de Voronoi de p,
Vor(p), es la interseccién de todos los semiplanos H (p, q), para todos los puntos q € S diferentes
de p.

Demostracion. El resultado es inmediato utilizando las definiciones introducidas, ya que los
puntos x € Vor(p) deben cumplir la ecuacién de la Definicién 5.1. Esto es equivalente a exigir

que z € H(p,q) V ¢ € S, luego = € (5 42, (P, 0)- O
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Ademaés, podemos deducir la convexidad de las regiones.

Corolario 5.1. Las regiones de Voronoi son conjuntos convecos.

Demostracion. Por la proposiciéon anterior, podemos describir una region de Voronoi como la
interseccion de semiplanos. Ademds, como un semiplano es convexo, por la Proposicién 3.1 se
obtiene que la regién de Voronoi es convexa. O

Analizaremos ahora qué ocurre con las regiones, y en concreto con los vértices, cuando
tenemos tres o mas puntos.

En primer lugar, si S posee tres puntos no alineados, p,q y r, el diagrama de Voronoi se
compondré de tres semirrectas que separaran los tres puntos en tres regiones diferentes. Ademaés,
el teorema de Euclides, garantiza que dichas semirrectas intersecaran en un mismo punto por
ser las mediatrices de las aristas del triangulo formado por p,q y . Y no solo eso, sino que dicho
punto serd el centro de la circunferencia que contiene a dichos puntos (por ello se denomina
circuncentro del tridngulo). En conclusién, tendremos un tnico vértice de Voronoi de grado 3.

Sin embargo, en el caso de que el conjunto S posea n > 3 puntos existen mas posibilidades.
Analicemos el caso n = 4 sin pérdida de generalidad. Puede ocurrir que:

= Los cuatro puntos sean cocirculares, en cuyo caso aplicando nuevamente el teorema de
Euclides concluimos que los cuatro intersecan en un solo punto dividiendo el plano en
cuatro regiones. Se obtiene un tnico vértice de Voronoi de grado 4.

= Que los cuatro puntos no sean cocirculares. En este caso no podemos aplicar Euclides y
concluir que las aristas confluirdn en un mismo punto. De hecho, no lo harédn. Se obtendran
en este caso dos vértices de Voronoi de grado 3.

Figura 5.2: Ejemplo de construccion del diagrama de Voronoi con 4 puntos cocirculares frente
a 4 puntos no cocirculares
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A lo largo del capitulo consideraremos en la mayoria de ocasiones conjuntos de puntos que
cumplan que no existan cuatro o mas puntos cocirculares para tratar este caso mas genérico.

Trataremos, a continuacion, de caracterizar de otra forma los vértices de Voronoi para un
conjunto de puntos.

Teorema 5.1. Sea S un conjunto de n puntos de R% y Vor(S) su diagrama de Voronoi. Un
punto p del plano es un vértice de Voronoi de Vor(S) si y solo si podemos encontrar una
circunferencia centrada en p que contenga tres o mds puntos de S y tal que no exista ningin
punto de S en su interior.

Demostracion. Supongamos que p es un vértice de Voronoi. Por definicién, debe pertenecer
simultdneamente a al menos tres regiones de Voronoi distintas, Vor(qi), Vor(g) y Vor(gs).
Esto quiere decir que p es equidistante a ¢q1,g2 v g3, es decir, ||p — ¢1]| = |lp — ¢2|| = |lp — g3l
Por ello, podemos definir una circunferencia centrada en p y con un radio r > 0 de forma que
contenga a q1,q2 y gs. Falta ver que ningtin otro punto de S es interior a la circunferencia.
Razonamos por reduccién al absurdo. Si existiese un ¢4 en el interior de la circunferencia,
cumpliria
Ip = aall <llp = &1ll = llp — q2ll = llp — gs]|

y, por tanto, el punto p no perteneceria a las regiones Vor(q;), Vor(gz) ni Vor(gs), sino que
perteneceria a Vor(qs) llegando a contradiccion.

Por otro lado, supongamos que podemos encontrar una circunferencia centrada en p que
contenga al menos tres puntos de S, denotados por ¢i,q2 ¥ g3. Ademds, suponemos que no
existen puntos de S en el interior de la misma. Por definicién, p pertenecera a las regiones de
Voronoi de estos puntos y por ello sera un vértice de Voronoi. O

Realizaremos a continuacién una caracterizacién similar para las aristas de Voronoi. Co-
mencemos con el siguiente teorema.

Teorema 5.2. Sea S un conjunto de puntos de R? y sea Vor(S) su diagrama de Voronoi. Sea
a un subconjunto de las mediatrices que separan dos puntos cualquiera p y q. Entonces a es una
arista de Voronoi de Vor(S) si y solo si para cada punto x de a la circunferencia de centro x
que pasa por p Yy por q no contiene ningin otro punto de S (ni sobre la circunferencia ni en su
interior).

Demostracion. Razonemos la primera parte del resultado por reduccién al absurdo. Suponga-
mos que a es una arista de Voronoi y z un punto de la misma. Supongamos también que la
circunferencia de centro x que pasa por p y g contiene otro punto de S que denotaremos por r.
Independientemente de que r se encuentre sobre la circunferencia o en su interior, obtendremos
que, por definicién, = pertenecerd a Vor(r) y, como ya pertenecia a Vor(p) y Vor(q) también
por definicién, concluiriamos que x es un vértice de Voronoi llegando a absurdo. Por tanto, la
circunferencia no puede contener a ningtin otro punto de S.

Supongamos ahora que la circunferencia centrada en un punto x € a que pasa por p y por ¢
no contiene ningin otro punto de S. Entonces se cumple que ||[z—p|| = ||z—q]| < ||z—7| Vr € Sy,
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por definicién, concluimos que z pertenece al diagrama de Voronoi de S. Ademas, por el teorema
5.1, no puede ser un vértice y por tanto, pertenecerd a una arista. O

Podemos encontrar diferentes tipos de aristas de Voronoi, que se clasificarian en:

= Segmentos determinados por dos vértices de Voronoi.
= Semirrectas con un unico vértice de Voronoi.

= Rectas sin vértices de Voronoi.

Con el siguiente teorema podemos determinar en qué casos tendremos rectas sin vértices.

Teorema 5.3. Sea S un conjunto de puntos de R? y Vor(S) su diagrama de Voronoi. Vor(S)
presentard aristas del tipo rectas sin vértices de Voronoi si y solo si todos los puntos de S son
colineales.

Observacion 5.2. Como se verd en la demostracion del resultado, en el caso de que un dia-
grama presente alguna arista del tipo recta sin vértices, no podrd presentar aristas de otro tipo.

Demostracion. Supongamos que todos los puntos de S son colineales. En el caso de que la
colinealidad sea vertical, los denotaremos por pi, pa, ..., P €n orden ascendente segiin su coor-
denada en el eje de las ordenadas. En caso contrario los ordenamos de forma ascendente segtiin
su coordenada en el eje de las abscisas. Tomamos los dos primeros puntos p; y p2. Veamos
que la recta mediatriz entre p; y po es la arista de Voronoi que separa ambos puntos. Sea x
un punto de la recta. Determinamos la circunferencia centrada en x que pasa por p; y p2. En
primer lugar, no puede existir ningtin otro punto p; en medio de p; y ps por como los hemos
ordenado, luego como los puntos son colineales, no puede existir un punto distinto contenido
en el interior de la circunferencia ni tampoco en su borde puesto que la intersecciéon de una
recta (la de los puntos de S) con una circunferencia es de, a lo sumo, dos puntos, que son p; y
p2. El proceso se repite andlogamente para los otros puntos de S, obteniendo siempre rectas de
Voronoi sin vértices.

Probaremos la implicaciéon contraria por contrarreciproco. Supongamos que los puntos no
son colineales y veamos que entonces se presentaran aristas diferentes al tipo rectas sin vértices
de Voronoi. Denotemos por R a la recta que separa dos puntos p y ¢ de S. Es decir, R pertenece
simultdneamente a Vor(p) y a Vor(q). Sea r € S un punto no colineal con p y ¢ y supongamos sin
pérdida de generalidad que r € H(p, q). Por no ser colineal, la mediatriz entre p y r intersecard
con R en un punto v que pasard a ser un vértice de Voronoi por pertenecer a Vor(p), Vor(q) y
Vor(r). Ademds, la interseccién de la recta R con el semiplano H (r, p) no serd arista de Voronoi,
por no pertenecer a Vor(p) al estar mas préxima a r. De esta forma tendremos una arista de
Voronoi R con, al menos un vértice. O

Utilizando este resultado podemos concluir algo mucho maés interesante.
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Corolario 5.2. Sea S un conjunto de puntos de R* y Vor(S) su diagrama de Voronoi. Vor(S)
es no conexo si y solo si todos los puntos de S son colineales.

Demostracion. En primer lugar, si todos los puntos son colineales, las aristas serdn del tipo
rectas sin vértices de Voronoi, paralelas por tanto, y el diagrama serd no conexo.

Por otro lado, si suponemos que Vor(S) es no conexo, podremos escribirlo como unién dis-
junta. Deberd existir por tanto una regién de Voronoi, Vor(p), que separe ambos subconjuntos.
Como ademas todas las regiones de Voronoi deben ser convexas por el Corolario 5.1, la fron-
tera de Vor(p) deberd estar formada por dos rectas paralelas y por el teorema anterior deberd
cumplirse que todos los puntos de S sean colineales. O

Observacion 5.3. Una vez planteados estos resultados, es importante notar que podemos tener
tres tipos de diagramas de Voronoi:

= Diagramas con aristas del tipo rectas sin vértices.
= Diagramas con aristas del tipo semirrectas con un vértice.

= Diagramas con aristas del tipo segmentos con dos vértices. En este caso, deberdn pre-
sentarse también semirrectas con un vértice puesto que R? no es una region acotada y
debemos clasificar en regiones todos los puntos del plano.

Aligual que en el caso de las triangulaciones, podemos acotar también en este caso el niimero
maximo de vértices y aristas como se prueba en el siguiente resultado.

Teorema 5.4. Sea S un conjunto de n > 3 puntos y Vor(S) su diagrama de Voronoi. Entonces
Vor(S) tiene, como mucho, 2n — 5 vértices de Voronoi y 3n — 6 aristas de Voronos.

Demostracion. Denotaremos por v al ntimero de vértices de Vor(S) y por a a su nimero de
aristas.

Diferenciaremos dos casos. En primer lugar, si los puntos son colineales y tenemos, por
tanto, aristas del tipo rectas sin vértices es trivial observar que se cumple la afirmacién, pues
tendremos 0 vértices de Voronoi y n — 1 aristas, que es menor que 3n — 6 para n > 3.

Si los puntos no son colineales realizaremos una prueba andloga a la del caso de las trian-
gulaciones utilizando el Teorema 4.1. Para ello necesitamos un grafo conexo de R?. La idea de
la demostracién es anadir un punto auxiliar X en una de las regiones que no estan acotadas y
unir todas esas semirrectas con el punto X formando curvas y generando asi un grafo. Sobre
este grafo si que podemos aplicar el teorema de Euler que afirma que se cumple la relacién
V — A+ C = 2. En este caso:

= El grafo tiene un vértice mds que Vor(S), es decir, V. =v + 1.

= El grafo tiene el mismo nuimero de aristas que Vor(S), luego A = a.
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= En cuanto al nimero de caras C, el grafo poseerd una regién de Voronoi por cada punto
de S. En este caso no se considera la cara exterior porque en el diagrama hay regiones no
acotadas que ya consideran esos puntos exteriores al grafo. Entonces C' = n.

Sustituyendo se obtiene la siguiente ecuacién
(v+l)—a+n=2

Ademads, podemos extraer otra relaciéon utilizando la siguiente observacién: cada vértice de
Voronoi tendra grado al menos 3 por definicién, es decir, en cada vértice intersecan al menos
3 aristas. Por otro lado, cada arista conecta con dos vértices, entonces contando las aristas
por el nimero de vértices existentes contariamos dos veces cada arista. Tenemos entonces que
3(v+ 1) < 2a. Sustituyendo en la ecuacién anterior se obtienen los resultados pedidos:

324+a—-n)<2a=a<3n-06

3v+1)<2(Bn—6)=>v<2n-5

5.1. Algoritmos

En el inicio del capitulo se introdujo una primera idea sobre cémo construir este tipo de
diagramas: como intersecciéon de hiperplanos. Sin embargo, la alta complejidad computacional
del mismo supone el uso de métodos distintos para su cédlculo en la practica. Describiremos
algunos de ellos.

5.1.1. Algoritmo incremental

Utiliza una idea similar a la utilizada en los algoritmos incrementales presentados para
construir la envolvente convexa o realizar triangulaciones. La idea es suponer que poseemos el
diagrama de Voronoi para los primeros k puntos, denotados por p1, ps, ..., pr y construir a partir
de este el diagrama de Voronoi de k 4+ 1 puntos. Veamos cémo funciona.

Partimos del diagrama de Voronoi de los k primeros puntos. Anadiremos un nuevo pun-
to denotado por pgy1. Supondremos que este punto se afiade en el interior de una regién de
Voronoi acotada y trataremos posteriormente el resto de casos. Supongamos sin pérdida de
generalidad que dicha region se corresponde con la regién de Voronoi del punto p;. Conside-
remos la mediatriz del segmento pipr11, que intersecard con Vor(py) en dos puntos por ser
un conjunto convexo y acotado. Llamemos 1 y x2 a dichas intersecciones de manera que el
triangulo formado por los puntos pg, 1 y T2 se recorra en sentido antihorario. El segmento z1x-
dividird a Vor(p1) en dos regiones, una que seguird perteneciendo a la regién de Voronoi de p;
y otra que pertenecera a la de pi41. Continuamos con el punto x4, que ahora serd un vértice
de Voronoi por pertenecer a Vor(py), Vor(pg+1) v también a la regién adyacente a Vor(py) por
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esa arista, que denominaremos Vor(pz). Trazamos la mediatriz entre ps y pr11, que intersecara
en dos puntos de la region, x5 y otro denotado por x3. Nuevamente el segmento zsxs divide la
regién en dos, una que pertenecerd a Vor(pg+1) v otra que continuard en Vor(pz). El proceso se
repite iterativamente hasta que un segmento interseque con x1, momento en el que tendremos
la regién de Voronoi de pg41 delimitada. El tltimo paso serfa eliminar los restos del diagrama
de Voronoi del caso anterior (el diagrama de los k puntos) del interior de Vor(pg4+1) (ver Figura
5.3).

Figura 5.3: Ejemplo de construccién del diagrama de Voronoi con el algoritmo incremental

Trataremos finalmente los casos excluidos en las primeras lineas, que requieren solo alguna
adaptacion del proceso.

= En primer lugar, en el caso en el que el punto piy1 esté situado sobre un vértice pertene-
cerd simultaneamente a, al menos, tres regiones. El proceso se realiza de manera similar
eligiendo una de las regiones como regién inicial para comenzar con el algoritmo.

= Kl caso en que el punto esté sobre una arista es similar, teniendo en cuenta que en este
caso solo se puede escoger una de las dos regiones a las que pertenece.

= Finalmente, si el punto pertenece al interior de una regiéon no acotada, el algoritmo se
ejecuta de manera similar pero teniendo en cuenta que es posible que en alguna iteracién
las mediatrices no intersequen con dos puntos del diagrama de Voronoi de la region en que
se encuentre sino solo con uno, generando una arista de tipo semirrecta con un vértice. En
ese caso, habria que regresar al punto x; y continuar realizando el proceso con la regién
adyacente a Vor(p1) en ese punto, hasta repetir la citada anomalia. De esta forma podria
obtenerse bien que Vor(x41) es acotada, bien que es no acotada con dos semirrectas con
un vértice.
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Este algoritmo posee complejidad O(n?) por un razonamiento similar al utilizado en el algo-
ritmo incremental para la triangulacién. En primer lugar, comprobar a qué regién de Voronoi
pertenece un punto p tiene una complejidad O(n?) (caso andlogo al del triangulo). Por otro lado,
las operaciones requeridas para trazar la mediatriz y hallar las intersecciones son un ntmero
constante. Lo que no es constante es el nimero de veces que hay que realizar ese proceso, que
dependera del ntimero de regiones adyacentes al punto. A medida que avanza el proceso iterativo
aumentara el nimero de esas regiones y, en el peor de los casos, si el punto que se incluye recae
siempre sobre la misma regién, el numero de regiones adyacentes aumentaria en una unidad
por iteracién, obteniéndose nuevamente una complejidad de O(n?). Por tltimo, la eliminacién
de los restos del diagrama anterior, supone la misma complejidad, O(n?), razonando como en
el paso anterior.

Algoritmo divide y venceras

Veamos ahora un algoritmo de tipo “divide y venceras”, que presenta complejidad O(nlogn)
[6]. La idea es dividir cada conjunto de puntos en dos subconjuntos més pequenos iterativamente,
de forma que se construyan diagramas de Voronoi de dichos subconjuntos para, posteriormente,
integrarse en uno solo. Es un algoritmo recursivo. Veamoslo mas detalladamente.

Sea S un conjunto de n puntos en R?. Podemos suponer que no existen dos puntos con
la misma coordenada en el eje de las abscisas, porque en ese caso podriamos encontrar una
rotacion que si cumpliese esta propiedad. Ordenamos el conjunto segin su coordenada en dicho
eje, denotando los puntos por pi,pa,...,pn. El siguiente paso es dividir este conjunto en dos

n

subconjuntos. Para ello se calcula el valor [%] y se definen dos nuevos conjuntos:

= S1={p1,..,pr21}
n SQ = {p]—%-|+17 apn}

Este proceso se repite iterativamente con cada subconjunto hasta obtener cardinales infe-
riores o iguales a 3.

El siguiente paso es calcular el diagrama de Voronoi de cada subconjunto de la siguiente
forma:

= Cuando tenemos en el subconjunto dos puntos, p; y p2, el diagrama de Voronoi se corres-
ponde con la mediatriz del segmento que une ambos puntos.

= En el caso en que el subconjunto tenga 3 puntos, p1,p2 y p3, el diagrama de Voronoi se
calculara utilizando las mediatrices de los segmentos p1ps, p2ps v p3p1, que intersecaran
en un punto como vimos en un resultado anterior. Se obtienen asi tres aristas del tipo
semirrectas con un vértice.

Una vez planteado el caso base, desarrollaremos el caso recursivo: partiendo de dos sub-
conjuntos S; y Sj, de los que ya conocemos su diagrama de Voronoi, hallar el diagrama de
S;US;.
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Figura 5.4: Ejemplo de diagramas S; y S;

Para ello debemos calcular una linea poligonal que forme parte de Vor(S; U S;) v que
integre ambos diagramas. Esto se hace de la siguiente manera. En primer lugar, se sitia un
punto auxiliar en medio de ambos conjuntos a una altura superior a sus puntos. Dicho punto
pertenecerd a una regién de Voronoi del primer subconjunto, denotada por Vor(p), y a una
regién en el segundo subconjunto, denotada por Vor(gq). La idea es calcular la mediatriz del
segmento pq, y extenderla hasta que interseque con el diagrama de Voronoi de uno de los
subconjuntos.

= Siinterseca con Vor(S), actualizamos el valor de Vor(p) al de la nueva regién que estd en
contacto con dicha interseccion, y por tanto, actualizamos también el valor de p. En el caso
de que la interseccién se produzca en una arista de Voronoi solo existe una regién posible
a la que actualizar, sin embargo, si la interseccién se produce en un vértice se deberia
elegir entre dos posibles, en cuyo caso debe escogerse la que sea no acotada porque es en
la que se debe “cerrar”.

= Si interseca con Vor(Ss), actualizamos el valor de Vor(q) y ¢ de manera andloga.

El proceso se repite iterativamente calculando la mediatriz entre pq y actualizando la regién
correspondiente tras la intersecciéon de la mediatriz con uno de los diagramas. Este paso se
reitera hasta que p y ¢ pertenezcan a regiones no acotadas, momento en el que la mediatriz no
intersecara mas veces con ninguno de los diagramas.

Observacion 5.4. FEsta condicion de “salida” implica que al menos se realice una iteracion
antes de hacer la comprobacion. Esto es necesario porque inicialmente, las regiones a las que
pertenecerd el punto auziliar serdn también no acotadas.

Finalmente, se eliminan las lineas de Vor(S1) y de Vor(S3) situadas al otro lado de la linea
calculada.
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Figura 5.5: Ejemplo de construcciéon de un diagrama de Voronoi con el algoritmo divide y
venceras

Puede probarse que la complejidad que presenta este algoritmo es la éptima alcanzable
utilizando un razonamiento similar al realizado en el caso de la envolvente convexa [7]. Sin
embargo, este algoritmo presenta algunas dificultades a la hora de ser implementado.

5.2. Dualidad

Analizaremos en esta subseccion el grafo dual de los diagramas de Voronoi para un conjunto

de puntos Sy, posteriormente, probaremos que se corresponde con la triangulacién de Delaunay
de S.

Definicién 5.4. Sea S un conjunto de puntos y Vor(S) su diagrama de Voronoi. Definimos
como grafo dual de Vor(S) a un grafo que posee como nodos los puntos de S y conecta aquellos
nodos que comparten una arista de Voronoi.

Estos arcos del grafo seran curvas cualesquiera que unan los puntos del conjunto S, no deben
seguir ningun tipo de regla. Sin embargo, en este caso afiadiremos una condicién mas para que
sean Unicos.

Definicién 5.5. Definimos como grafo dual geométrico de Vor(S) al grafo dual de Vor(S) que
une los nodos mediante segmentos.
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Figura 5.6: Ejemplo de grafo dual geométrico de un diagrama de Voronoi

Ademas, estudiaremos a continuacién una propiedad interesante que poseen estos grafos:
son planos. Pero primero presentemos un pequenio lema.

Lema 5.1. Sean A y B dos circunferencias. Sea a una cuerda sobre A y b una cuerda sobre
B. Ademds, supongamos que a y b se cruzan entre si en un punto diferente a sus extremos.
Entonces al menos un extremo de una de las cuerdas estd contenido en el interior de la otra
circunferencia.

Demostracion. Si una circunferencia estd contenida en la otra el resultado es trivial.

Si no, rotamos el plano hasta que los centros de ambas circunferencias se encuentren sobre
el eje de las abscisas. En primer lugar, es claro que para que las cuerdas se crucen en un punto
diferente a sus extremos las circunferencias deben intersecar en dos puntos. Denominamos A— B
a la parte de la circunferencia A que no esta contenida en el interior de B 'y AN B a la parte
que si lo estd. Andlogamente, denotamos por B — A a la parte de la circunferencia B que no
estd contenida en el interior de A y AN B a la que si. El tltimo subconjunto lo denotamos
igual que en el caso de la primera circunferencia puesto que es trivial que se corresponde con
la misma regién del plano.

Figura 5.7: Circunferencias Ay B
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Denotemos por a1 y a2 a los extremos de la cuerda a eligiendo como a; al que tenga un valor
menor en el eje de las abscisas en el caso de que tengan coordenadas diferentes. Denotamos por
b1 vy by a los extremos de b ordenandolos de la misma forma. Por otro lado, denotemos por L
al segmento que une los puntos de interseccién de las circunferencias.

Si aq y ag estuviesen contenidos ambos en A — By by y by en B — A, entonces se cumpliria
la siguiente desigualdad en las coordenadas en el eje de las abscisas:

a;1 <ap <L <by <by

y por tanto, las cuerdas no podrian cruzarse en un punto distinto a sus extremos al no poder
compartir sus puntos interiores coordenada en el eje de las abscisas. Por tanto, alguno de los
cuatro extremos debe no cumplir esa condicién. Supongamos que es a;. Entonces a; perteneceria
a AN B y por tanto estarfa contenido en el interior de B. El resto de casos se razonan de manera
analoga. O

Teorema 5.5. El grafo dual geométrico de Vor(S) es plano, es decir, sus arcos no se cruzan.

Demostracion. Razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que dos de los arcos del
grafo se cruzan. Denotemos sus extremos por p1, p2, 3 ¥ P4, siendo los arcos los segmentos p;ps
v p3ps. Por el Teorema 5.2, existird un punto x en la arista de Voronoi que separa las regiones
p1 y p2 tal que la circunferencia C, centrada en z y que pasa por p; y por pz no contiene ningtin
otro punto del conjunto S. Razonando igual, existird un punto y en la arista de Voronoi que
separa ps de p4 tal que la circunferencia Cy centrada en y y que pasa por ps y ps no contiene
ningin otro punto de S. Sin embargo, el lema anterior afirma que si esos segmentos (cuerdas)
se cruzan, entonces al menos uno de los extremos debe estar contenido en la otra circunferencia
llegando a un absurdo. O

En un primer paso hasta probar la dualidad descrita, veamos que el grafo es una triangula-
cién del conjunto de puntos.

Corolario 5.3. Sea S un conjunto de n puntos de R? que no contenga cuatro puntos cocircu-
lares. Entonces el grafo dual geométrico de Vor(S) es una triangulacion de S, que se denomina
triangulacion dual.

Demostracion. Utilizando el teorema anterior sabemos que el dual es un grafo plano. Ademas,
como no existen 4 puntos cocirculares tendremos vértices de Voronoi de grado 3 que dividiran
el plano en tres regiones de Voronoi distintas, Vor(p1), Vor(ps) y Vor(ps). De ahi se concluye
que, en el grafo dual, existird un arco uniendo p; y ps, otro uniendo ps y ps y otro uniendo p3
y p1. Asi se obtiene una divisién del plano en tridngulos mediante aristas que no se cruzan y
que unen los puntos de S. O

La dualidad establecida asocia, por tanto, un vértice de Voronoi a un tridngulo y una regién
de Voronoi a un vértice de la triangulacion. Ademads, esta triangulacién es de Delaunay como
veremos a continuacion.
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Teorema 5.6. Sea S un conjunto de puntos de R? que no contenga cuatro puntos cocircula-
res. Sea Vor(S) el diagrama de Voronoi de S. Entonces la triangulacidn dual de Vor(S) se
corresponde con la triangulacion de Delaunay de S.

Demostracion. Por el Teorema 5.1 sabemos que dado un vértice de Voronoi v de Vor(S), existe
una circunferencia centrada en v que pasa por exactamente tres puntos de S, p1,p2 y p3 y que
ningin otro punto de S se encuentra en el interior de la misma. Precisamente la unién de esos
puntos, p1peps formard un tridngulo en el grafo dual de Vor(S) porque esos puntos comparten
aristas en comun, las tres que salen de v. Luego la circunferencia definida circunscribira a dicho
tridngulo. Entonces, el Teorema 4.8 garantiza que dicha triangulacién serd de Delaunay. O

De este resultado, se puede concluir la unicidad de las triangulaciones de Delaunay.

Corolario 5.4. Sea S un conjunto de puntos de R? que no contenga cuatro puntos cocirculares.
Entonces la triangulacion de Delaunay de S es unica.

Demostracion. Por cémo se construye el grafo dual de Vor(S): estableciendo los puntos de
S como nodos y uniendo con un segmento aquellos que comparten una arista de Voronoi, es
claro que el grafo dual es tnico, puesto que solo existe un segmento que una dos puntos. Como
ademas el diagrama de Voronoi es también tnico porque un punto siempre pertenecerd a la
misma regién por definicién, independientemente de como se construya, se concluye que la
triangulacién de Delaunay de S es unica. O

Para finalizar, realizaremos una demostracion mas sencilla del Teorema 4.4 utilizando la
dualidad descrita.

Corolario 5.5. Sea S un conjunto de puntos en R? de forma que no existan 4 cocirculares. El
grafo de rotaciones de S es conezxo.

Demostracion. Sean Ty y T5 triangulaciones de S. Podemos transformar 77 en la triangulacion
de Delaunay, T’, mediante el algoritmo descrito en la Proposicién 4.3. Podemos hacer lo mismo
con Ty. Como la triangulacién de Delaunay es tnica por el corolario anterior, obtenemos por
un lado un camino ¢; desde el nodo 77 a T" y, por otro, un camino cs desde T5 a T”. Entonces
el camino buscado serd c;c, L O]
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