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Capitulo 1

Introduccion: la integral de caminos
en mecanica cuantica

1.1. Justificacién y contexto

La integral de caminos surge como una formulaciéon de la teoria cudntica alternativa a las que
tradicionalmente se introducen a nivel de grado, comunmente fundamentadas en la ecuacién de
Schrédinger o de Dirac, para mecdnicas no relativistas y relativistas, respectivamente, y en la cuan-
tizacién candnica para las teorias cuanticas de campos. Sin embargo, la formulacién de la integral de
caminos desarrollada inicialmente por Richard Feynman ha sido, practicamente desde su nacimien-
to, un estandar en el estudio de la teoria cudntica, especialmente en teorias cuanticas de campos.
Esto es debido, en primer lugar, a que conceptualmente ofrece una generalizacion del principio de
minima accion clasico de la que se obtiene una clara interpretacion fisica de los procesos cuanticos y
su naturaleza, que contribuye a un mayor entendimiento de los mismos. No quedandose ahi, a nivel
de cédlculo permite introducir de forma natural técnicas matemédticas tomadas del analisis funcio-
nal, asi como del estudio de procesos estocésticos. Por ejemplo, los métodos basados en funcionales
generatrices y funciones de Green son ampliamente utilizados en el estudio de las teorias gauge,
pues permiten un més facil tratamiento de las teorias no abelianas [24], como la cromodindmica
cudntica, que el proporcionado por la cuantizacion canodnica. La integral de caminos, originalmente
una formulaciéon de la mecanica cuantica, puede también extenderse a la fisica estadistica o a la
Optica, las cuales pueden formularse en los mismos términos. De hecho, tal y como se estudia en
este trabajo, es posible crear un unico formalismo que unifique a la fisica estadistica y a la mecanica
cuantica a través del andlisis en variable compleja. Ademas de una gran variedad de aplicaciones en
fisica como el estudio de instantones [8] o el calculo de aproximaciones semicldsicas de procesos de
scattering, su relacién con los procesos estocdsticos permite extender el uso de integrales de caminos
a contextos no fisicos como son, por ejemplo, los mercados financieros [22].

A pesar de su importancia y abanico de aplicaciones, el formalismo de la integral de caminos no suele
ser cubierto en los planes de estudio a nivel de grado por falta de tiempo y créditos. Es aqui donde
encuentra su justificacion el presente trabajo: completar la formacion del estudiante de fisica con el
aprendizaje de un formalismo que permite profundizar en la comprension y establecer conexiones
entre importantes asignaturas del grado como son Mecanica Cuantica, Fisica Estadistica, Mecdnica
Tedrica, Simetrias, Campos y Particulas, u Optica, asi como los varios Métodos Matematicos.



1.2. Objetivos, plan de trabajo y metodologia

En este contexto, este trabajo pretende ofrecer una introduccién al formalismo de la integral de
caminos que resulte comprensible y sin que requiera mas conocimientos previos que los aprendidos
de matemadticas y fisica cudntica y cldsica en un grado en fisica. Todo ello sin caer en la sobre-
simplificacién y tratando de introducir con el debido rigor los distintos aspectos de la definicién y
primeras aplicaciones de una mecanica cuantica fundamentada en la integral de caminos.

Con este fin, el plan de trabajo partird de una construccion de la integral de caminos rigurosa desde
el formalismo de la mecdnica cudntica no relativista, como expresion explicita del resolvente de la
ecuacién de Schrodinger, pues es la formulacion de Schrodinger con la que el estudiante de fisica
estard mas familiarizado tras completar el grado. Obtenida asi una primera nocién del objeto a
tratar a lo largo del trabajo, se continuard con una introduccién histérica del mismo siguiendo el
trabajo de Dirac y Feynman hasta proponer una formulaciéon axiomatica de la mecanica cuantica
no relativista basada en la integral de caminos, desde cuya novedosa perspectiva se volverd sobre as-
pectos de la mecanica cuantica previamente estudiados en el grado, revisitando asi la particula libre,
relaciones de conmutacion, el régimen semiclésico y la aproximacién WKB, el oscilador arménico y
la teoria de perturbaciones. A continuacién, se introduce otra de las aplicaciones mas importantes
y directas de la integral de caminos: su aplicaciéon en la mecénica estadistica cudntica, dentro del
formalismo de la matriz densidad. El estudio de la integral de caminos en mecédnica estadistica es
de particular interés y belleza, pues surge de la identificacién puramente formal (matemédtica) que
puede establecerse, utilizando la variable compleja como puente, entre la ecuacién que gobierna
la fisica de una colectividad canodnica y la ecuacién de Schrodinger. Esta identificacién permite,
no obstante, la traduccién directa de resultados entre ambas teorias y la introducciéon de técnicas
matematicas y conceptos que se emplean de igual modo en teoria cuantica de campos: rotaciéon de
Wick, férmula de Feynman-Kac y funcién de particién. Abordado esto, se procede a extender la
integral de caminos a la teoria cuantica de campos, donde ésta encuentra su mas relevante aplicacion
y donde se ha desarrollado mayoritariamente su metodologia matemaética. De especial importancia
serd la generalizacién de la teoria de perturbaciones y los diagramas de Feynman introducidos con
anterioridad para la mecdnica cudntica, pues se desarrollaran ademaés en el marco de las funciones
de Green, en el cual se trabajan normalmente las teorfas cudnticas de campos (especialmente en
cuestiones de mayor complejidad que procesos de orden cero). Finalmente se cerrara el trabajo con
las conclusiones extraidas.

Metodologicamente se realizard el desarrollo correspondiente al primer bloque considerando, por
simplicidad, mecénica cuantica no relativista y, en general, considerando particulas de espin 0 en
una dimensién espacial (1D). La consideracién de un mayor nimero de dimensiones espaciales no
alteraria el procedimiento de los desarrollos a seguir pero podria oscurecer el significado fisico de las
nociones a estudiar. Asimilada la intuicién fisica de la integral de caminos, y tras la introduccién
de varias aplicaciénes, se pretende establecer conexiones entre lo recién aprendido con distintas
materias con las que el alumno ya se encuentra familiarizado: fisica estadistica, optica, etc. Para
finalmente extender lo aplicado para poder tratar teorias cuanticas de campos. Por su naturaleza
y facil implementacion, el desarrollo de este 1iltimo bloque serd explicitamente relativista. Ademas,
se introducirdn también aqui el espin y el tratamiento de particulas fermiénicas, cuya inclusién es
estrictamente necesaria en el contexto de las teorias cuanticas de campos.



1.3. Construccién de la integral de caminos: el resolvente de la
ecuacion de Schrodinger

Siguiendo el desarrollo de Schulman [27], resulta ilustrativo a ojos del lector familiarizado con la
formulacién convencional de la mecédnica cudntica deducir, partiendo de la misma, la formula de la
integral de caminos. Esta no seria otra cosa que el resolvente o nicleo de la ecuacién de Schrédinger.
Asi, considerando una particula sin espin no relativista, el problema se reduce a encontrar una
expresion del mismo en representacién de coordenadas. La ecuacién de Schrodinger es, para un
hamiltoniano H:

oY

H = ih - (1.1)

El nicleo de la ecuacién anterior se define como la funcién K (xy, ty; 24, t,) satisfaciendo:
o
w(l'batb) = / K(l'batb;l'aata)d)(l'a’ta) dz,
—00

donde 1 (xp,tp) es solucién de la ecuacién (1.1) y ademés:
K(l‘b, te; Ta, ta) = 5($b - xa)

Asi pues, el objeto de interés es el elemento de matriz del operador de evolucién temporal.

Y(@p, ty) = (olbs ty) = (@p| U(tp, ta)[h5 ta) = /dl‘a<$b|u(tb7ta)|xa>¢(maata)

K(xp, ty; xa,ta) = (x| U(tp, ta)|z4e) es el llamado propagador en mecdnica cudntica y su significado
fisico es el de la amplitud de probabilidad de que una particula se encuentre en un estado (s, tp)
partiendo de un estado (z,,t,). Su expresién es conocida para un hamiltoniano independiente del
tiempo [7]:

K (2p, th; Tay ta) = (zp] Oty — to)e H etz )
Donde 6(t) es la funcién de Heaviside. Hecho esto, el primer paso del desarrollo parte de considerar
el teorema de Trotter. Este establece que, para dos operadores A y B, y N un ntmero natural:

eAJrB = lim (GA/NeB/N)N
N—o00

Definiendo ¢ = (t, — to)/N, y suponiendo ademas que t, > t,, y que H toma la forma H =T + V,
donde T representa la parte cinética y V' la potencial:

K(l‘b, th: Ta, ta) — ]\}f_r)noo<$b| .e—iaT/he—ia\//h L e—iaT/he—iaV/h. ‘$a>

N veces
N
— ]\}1/—13(1)0 dxy dzy - dey_q H<l‘k+1’ 6—15T/h6—ze\//h|xk>
k=0

Donde se han introducido N — 1 relaciones de cierre entre cada pareja de exponenciales y se ha
renombrado xg = x4, TN = Tp.

Por otro lado, suponiendo un potencial dependiente tinicamente de la posicién como funciéon de
operadores, e insertando entre las exponenciales la relacién de cierre en la base de momentos:

(] e e M) = / dp (x| €72 p) play et

_ i —iep? /2mh+ip(zpi1—zk) /B, —ieV (zg) _ m E [ﬂ(ﬂﬁkﬂ - -Tk)z }
= orh / dpe ° =\ 2rhie TP L2 c Vier)
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Figura 1.1: Representacién grafica de la interpretacion de la integral de caminos como suma de
todas las posibles trayectorias.

Sustituyendo en la expresion original:

N/2 N — 2
Kozt = i fdo s (7)o S (=)
(1.2)
El conjunto de puntos {zj} se puede interpretar como las sucesivas posiciones de la particula en
su trayectoria desde x(y hasta x ), siendo la integral sobre todos los x; conceptualmente equivalente
a integrar sobre todas las posibles trayectorias. La anterior interpretacién se presenta graficamente
en la Figura 1.1. Por otro lado, dado que € — 0 cuando N — oo, seria esperable que el argumento

de la exponencial (el cual toma la forma de una suma de Riemann) tendiera a la integral:

2

S ] s [T () [ oo
k=0

Donde L es el lagrangiano de la particula y S la accién. Finalmente, si se utiliza una notacién menos
restrictiva (1.2) se puede escribir:

K(b,a) = / Dar(t) eSO/ (1.4)

Para el caso particular anterior:

— lim 1 dl‘l d.%'g ”‘de—l
/Dm(t)—]\}_m A(é_)/A(&_) A0 AE (1.5)

Siendo A(e) = (m/2mhic)'/? un factor de normalizacién. Esta serfa una primera construccién rigu-
rosa de la integral de caminos de Feynman.

1.4. De Dirac a Feynman: el nacimiento de la integral de caminos

La integral de caminos asi deducida no hace justicia a la importancia de sus aplicaciones y conse-
cuencias en la reciente historia de la fisica. Incluso su descubrimiento se remonta a la bisqueda,



por parte de Dirac, de una conexion mas profunda entre la formulacién lagrangiana de la mecanica
clasica y la entonces recién desarrollada mecédnica cudntica. En su histérica publicacién [18] (ex-
celentemente analizada y contextualizada por N.D. Hari [36]), Dirac propone la existencia de una
funcién compleja S(qi,,qt,), siendo ¢, y ¢, autovalores del operador porsicién en dos instantes
diferentes t; y to, tal que:
(Gzla,) = e!s/h

Entonces, trabajando con la no conmutatividad de las variables en mecéanica cudntica, llega a la
conclusién que de existir tal funcion, ésta desempenaria un papel analogo a la funcién principal de
Hamilton en mecédnica cldsica como funcién generatriz de la evolucién temporal. Es por ello que
Dirac escribe [18]:

to
(qt,|qt,) corresponde a expi/ Ldt/h
t1

(Qt+dt|qe) corresponde a expiL dt/h

La ambigiiedad de tal relacién desperté la curiosidad de Feynman, quien reemplazé el corresponde a
por un es igual a y consiguié derivar la ecuacion de Schrodinger para una particula en un potencial
tras haber introducido previamente un necesario factor de convergencia A(dt):

ciLdt/h
<Qt+dt |Qt> = m

La recuperacién de la ecuacién de Schrodinger se estudiard en la Seccién 1.6.

1.5. Los postulados de la formulacién de Feynman

En el libro que Feynman escribié con Hibbs [23] desarrollan una formulacién alternativa a la con-
vencional de la mecéanica cuantica no relativista. Comienzan para ello desarrollando el concepto
de amplitud de probabilidad, con el que el lector especializado deberia encontrarse suficientemente
familiarizado. La amplitud de probabilidad es una cantidad compleja que se le asocia a un suceso
de forma que la probabilidad de que dicho suceso ocurra sea el cuadrado de su médulo. Estas am-
plitudes se dotan de propiedad aditiva, de modo que cada una de las formas en que un suceso puede
ocurrir tenga a su vez asociada una amplitud propia, siendo la suma de todas ellas la amplitud
total de que el suceso ocurra. Es esta propiedad aditiva la que da pie a los frecuentes fenémenos de
interferencia de la fisica cuantica.

Dicho esto, el postulado del que parten Feynman y Hibbs es el siguiente [23]: la amplitud de
probabilidad de que un sistema que se encuentre en una posicion x, en un tiempo t, evolucione a
una posicién xp para un tiempo t, > t, es la suma de las amplitudes ¢[z(t)] de cada una de las
trayectorias x(t) que conectan ambos puntos:

K(b,a) =Y éla(t)]

A su vez, la contribucién de cada trayectoria tiene una fase proporcional a la accién a lo largo de

la misma:
etS[(t)]/h

Plz(t)] = 1

A lo largo del resto del capitulo se explorardn aspectos ya conocidos de la mecdnica cuéntica en la
formulacion tradicional desde este nuevo punto de vista.



1.6. Cuantizacién por integral de caminos: de vuelta a la ecuacién
de Schrodinger

Refiriendo a los trabajos originales [23, 29], se comprueba en este apartado cémo la formulacién
de Feynman permite regresar a la de Schrodinger. La integral de caminos se ha postulado como la
amplitud de probabilidad de que una particula vaya de un punto a a otro b posterior en el espacio-
tiempo. Es por ello que estd estrechamente relacionada con la funcién de onda v (z), definida como
la amplitud de probabilidad de que una particula se encuentre en un punto x en un instante ¢,
cumpliéndose por definicién:

0 (0, ty) = / K (5, t; 0y ta) t (20 ta) dira

De modo andlogo a como se hizo en (1.3), para un instante t; infinitesimalmente posterior a t,
(ty =ty +€), la accion es eL. Reescribiendo xp = xp y Tf—1 = Z4:

Y(xg,t+¢) = fll/oo exp {;EL <xk_;k_1,x*> } Y(zp—1,t)drK_1 (1.6)

Si bien tomar (z;—xk—1)/c como la velocidad resulta intuitivo, no es trivial la eleccién de la posicién
a evaluar en el lagrangiano, pues bien podrian tomarse: z* = xy, (€ +xg11)/2 6 xp_1. Tal problema
aparece al evaluar integrales de caminos por discretizacién del espacio-tiempo, y para su discusion
se toma aqui un lagrangiano linealmente dependiente en la velocidad, como es el de una particula
libre en un campo electromagnético [17] (se consideran en este caso tres dimensiones espaciales):

mv2

L=+ %v CA(x,t) — qV(x, 1)
La ecuacién (1.6) inicamente se cumple en el limite ¢ — 0. Esto permite considerar como validas
aproximaciones de la integral tales que difieran en un orden de € mayor que uno. Por otro lado, tal
y como se demuestra mediante el uso de integrales gaussianas (véase [27]), x — xx—1 es de orden
~ ¢!/2, Esto implica que el producto v - A llevara a términos del tipo (zj, — zx_1)A(z*) que, para
distintas elecciones de x*, diferirdn entre sf en un término de orden (xj — x_1)? ~ € (expandiendo
A(z*) en potencias de x*), afectando asi al resultado del limite. Tal y como indica Feynman [29],
en este caso resulta suficiente utilizar la regla del trapecio:

o) 5L ) (P ) - e (B Bt o

Tomando entonces x* = (xx + Xx_1)/2, y renombrando X = Xy = Xp, € Yy = Xk_1 = Xa.

P(x,t+e) = /dgy (%Thg)mexp{i; [T; (X;y>2 - V(x) +%(X—Y)-A (x;y>}w(y,t)

El motivo por el que se ha evaluado el potencial electrostatico en x sigue los mismos argumentos:
siendo el término dentro de la exponencial proporcional a £V, distintas elecciones diferirdn en un
factor de orden mayor que uno en €.

De acuerdo a la aproximacién de fase estacionaria, debido a la dependencia cuadratica |x — y|? en
la exponencial imaginaria, la contribucion a la integral serd mucho menor en las regiones lejanas
a x, en las cuales la exponencial oscilard muy rapidamente cancelandose la contribucién neta a la
integral. Por ello, se realiza el cambio de variable & = y — X, para hacer una expansion en serie




de Taylor entorno a & = 0, donde las oscilaciones seran mas lentas y permitiran contribucién a la
integral:

3/2 , o
9%

cexp {1 e A0+ 5(€ VA | Lot +€ Vit P g e

mnl

A continuacién, las exponenciales pueden expandirse en potencias de € reteniendo tnicamente los
términos hasta primer orden, teniendo en cuenta que & ~ £'/2. Los términos supervivientes con-
tendran integrales de tres tipos:

“+o00 “+00 “+00
2 T 2 _ 1 /m
/ dee™ ™ = \/7, / dexe " =0, / dox?e " = — [~

Realizando las integrales resultantes y teniendo en cuenta que:

Y(x,t+e) —P(x,t) = 8?;5

se obtiene, tras agrupar términos (todos los de orden cero se cancelan):

azp h2 ihe ihe
hy = =5V + (A V)Y + gV A

2mc2 - % (p B SA> Qw +Vy

Demostrandose asi que la integral de caminos es el propagador de la ecuaciéon de Schrédinger.

1.7. Relaciones de conmutaciéon

La mecénica cuantica es una teoria de naturaleza probabilistica en la que las magnitudes fisicas
medibles pueden encontrarse en estados de superposicién. Es por ello que estas magnitudes, que
podrian ser dependientes del tiempo o la posicién, se estudian en términos de valores esperados
o valores promedio. En el contexto de las integrales de caminos,se considera en particular valores
esperados de magnitudes fisicas medibles de una particula entre dos estados de coordenadas definidas
ZTq V Xp. Para su tratamiento resulta de gran utilidad la introduccién de funcionales, los cuales son
aplicaciones que asocian funciones, como podria ser una trayectoria x(t) (posicién como funcién del
tiempo), con un nimero real o complejo. Un ejemplo ya introducido es la accién S[z(t)].

Asi, dado un funcional F[z(t)] y el papel de /" como amplitud de probabilidad o peso a lo largo
de cada trayectoria, se define el valor esperado de F' en el contexto de las integrales de caminos

Ccomao:
Flg = / Dalt i O)/n

Aplicadndose una traslaciéon x(t) — x(t) + n(t) la cantidad asi definida no varia, dado que Dz(t) =
Dlx(t) + n(t))]. Sin embargo, es posible expandir integrandos de modo que:

Fg = / Dar(t) Fla(t) + n(t)]e/MSkz@-+nt / Da(t Je(i/MSl(t)]

/Dx / ds[ oF + ﬁF[x(t)] 05 eW/MS®] 4 ...
z




El primer orden coincide para ambos lados de la igualdad, por lo que el resto de 6rdenes deben
anularse, teniéndose las ecuaciones [23, 29]:

)= il el = (o)™ o)

Donde la segunda igualdad se ha escrito en términos del espacio discretizado, sobre el cual un
funcional pasa a ser una funcién de las variables x;.
Tomando F' = xj, para una particula en un potencial dependiente de la posicién (véase (1.3)):

(1)g = ~ <mxk [zk“ L "””’“‘1} +exy, V! (:ck)>

h € € g

Y despreciando los términos de orden e:

T — Tk—1 Li4+1 — Tk . _ .

) m —m z ) =(ih) = (vepr) — Prr17k) = ik
€ € S

Si se identifican los operadores posiciéon y momento con las magnitudes de las particulas tomadas en

el instante k-ésimo, se recuperan las relaciones de conmutacion canénicas de la mecanica cudntica

en su formulacién tradicional, correspondiendo el orden de aplicacion de los operadores con el orden

cronologico.

1.8. La particula libre

Se presenta a continuaciéon un primer ejemplo del cédlculo directo de la integral de caminos para la
obtencion de probabilidades, siendo el caso de la particula libre el mas sencillo. La accién para una
particula libre (en ausencia de potencial) viene dada por la integral de la energia cinética:

Solz(t)] = /t "t %m:’cz (1.7)

Recurriendo a la contruccién de la integral de caminos, ésta puede ser facilmente evaluada como:

K()(:I}b,tb;wa,ta) :il/_rf(l) 27T2h<€ /d$1 /d{L‘N 1exp 2h Z( —xi_l)z} (1.8)

La primera integral a realizar es en la variable x;. Dado que es de tipo gaussiano se resuelve
inmediatamente haciendo uso de (4.1) [23]:

< = )Q/Q/dxl eXp{% [(22 = x1)® + (a1 —xo)z]} -

2mihe
mo\2/2
= ( : ) /dml exp { ST (23 + 227 — 2(zo 4 z0)x1 + xo]}

2mihe
_( m )1/2 m (22 — )2
~ \ominze)  “Popg\ 2T M0

Repitiendo de manera recursiva se encuentra que tras la integral en la (N — 1)-ésima variable se
obtiene:

2

m 1/2 im m m (xb - xa)
K oy Ty, tp) = 1 (7) { - 2}: omib(ty — t,) {77}
0(@as tas @y, 1) = Mm (5 ) expy 5o (2 —20) 2mih(ty —ta) V2Rt — 1

(1.9)
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Tras los cambios X = x, — x4 y T = t, — ta, una férmula 1til resulta de escribir el nucleo de la
particula libre en términos de su transformada de Fourier con p y E/h como variables conjugadas
representando el momento y la energia de la particula. La justificacién de lo ultimo se encuentra en
la formula general:

K(p, E;p,E') = /d:cdtdx/dt/e_i(pm_Et)/hK(a:,t; x/,t')ei(p/m/_E/t/)/h’

A obtener a partir de la funcién de onda en el espacio de momentos y energia (la cual permite
interpretar e??*/" como la amplitud de que una particula con momento p se encuentre en la posicién

x):

dpdE ~
vie.t) = [ e E (. )

Y la definicién de la integral de caminos en el espacio de momentos y energia:

J(p, E) = / dpdE'R (p, By B, )

Asi, para una particula libre con momento definido:

Ko(p, E) = /dTe ET/h/dXer/h1/2mT exp{ 5T }H(T)

O(T) es la funcién de Heaviside o funcién escalén, anteriormente introducida para hacer explicito
que el resolvente es nulo por definicion para t, < t,. La integral sobre la variable espacial es una
gausiana cuya solucion es:

~ . 1 1
Ko(p, E) = [ dT (T)e~"(-F+p*/2m)T/h — _
o(p, £) / (T)e i —E + p?/2m —ic

Donde se ha tenido en cuenta que la transformada de Fourier de la funcién escalén es:

F(k) = F{6()} = lim ~—*

e—=0t 1 k —ie

Finalmente:

1 400 +o0 eipX/h—iET/ﬁ
O(xba bs La, CL) (27Th)2Z u/—VOO ploo —F —|—p2/2m—ZE

1.9. Teoria de perturbaciones en integral de caminos

La teoria de perturbaciones parte de la expansion en serie:

2

i [ i [T i to 2
exp{—h/ta dtV(x,t)}:l—h/ta dtV(x,t)JrW[/ta dtV(x,t)} .

la cual permite a su vez expandir la integral de caminos:

K(b,a) = Ko(b,a) + Ki(b,a) + ...

11



donde:

. t
Ky = /Dm(t) exp{;/ dt%i2}
la

] i b U’ o
Kl——h/D:L‘(t)exp{h/ta dt 5% } ) dtV(z(t),t)

a

K es el kernel asociado a la particula libre.

Una manipulacién cuidadosa de los K; revela el significado fisico de cada término asociado a la
expansion perturbativa. Partiendo de K7, es posible intercambiar la integral en ¢ con la integral
sobre los posibles caminos x(t).

i [t i [t RUSY:
K, __h/ta dt/px(t)exp{h/t dt' i }V(x(t),t)

a

Reescribiendo t. = t por conveniencia, en el integrando V' depende tinicamente de la posicién de la
particula en dicho instante z. = z(t.) = z(t), por lo que para tiempos anteriores y posteriores la
integral de caminos es la de una particula libre. Extrayendo la integral sobre z. se obtiene:

K (b a) = 7%' / / daedt, Ko(b, &)V (¢)Ko(c, a)

Se puede interpretar entonces que la interaccion de la particula con el potencial V' se produce a pri-
mer orden en teoria de perturbaciones a través de una tnica dispersién de la particula libre, teniendo
asociada una amplitud de dispersién por unidad de volumen y tiempo —iV/ki. De igual modo, de
un analisis similar se observa que el término de segundo orden contribuye con dos dispersiones:

Kb, a) = (—2)2/dtd/dtc/dxd/dmcl(o(b, AV (d)Ko(d, o)V (¢) Ko(c, a)
_ —% / dt, / dae Ky (b, ¢)V (€) Ko (c, a)

En general, el n-ésimo término es de la forma:

7

Kn(b,a) = — / dt, / dze Kno1(b,0)V(c)Ko(c,a),  K(ba) =Y Kn(b,a)

Con esta interpretacion la integral de caminos exacta es entonces la suma de todas las posibilidades:
que la particula no sea dispersada, que lo sea una vez, dos veces...

1.10. Reglas y diagramas de Feynman

Basados en la interpretacién fisica asociada a la teoria de perturbaciones, es posible asociar diagra-
mas graficos a cada uno de los términos junto con una serie de reglas que faciliten los célculos a
realizar, lo cual es de especial utilidad en teoria cuantica de campos. Estos son los diagramas y las
reglas de Feynman, respectivamente, nombrados en honor a su inventor.

12



Partiendo de ahi, resulta intuitivo asociar al propagador Kg(xyp, tp; T4, t,) una linea recta entre los
puntos (x4, tq) v (xp,tp):

Ta,te ® o 1y, ty = Ko(za,ta; T, ty) (1.10)

La ecuacién (1.10) es la primera regla de Feynman en el espacio de coordenadas.
Adicionalmente, el propagador K7 implica que la particula libre sea dispersada en un punto, por lo
que se le asocia el siguiente diagrama:

Za,ta \/ T, Ty

z,t
Del mismo modo, el diagrama asociado a K5 tendra 2 vértices y, en general, el diagrama asociado
a K, tendré n vértices. Dado que cada punto de dispesién tiene una densidad de amplitud —iV/h
que debe ser integrada sobre todo el espacio tiempo, la segunda regla de Feynman en el espacio de

coordenadas es: ‘
1
~ - /dt/dm [—%V(x,t) (1.11)
T,t

Reglas analogas, si bien no tan sencillas, son derivables también en el espacio de momentos. Si la
transformada de Fourier del potencial es v(q, Q):

V(wt) = [ dgdQ exp{ oz - Q0 }o(a.Q)

Entonces, haciendo uso de (1.8), y teniendo en cuenta las integrales:

/dw exp{—%(k—p—q)w} =2mhé(k—p—q) (1.12)
/dt exp{%(F—E—Q)t} = 2h §(F — E — Q) (1.13)
La expresion de Ki(xp, tp; Tq,ta) en términos de momento y energia es:
. i er{e g - B Q) exp{ (e - Bt}
i ’a)_(27rh)4h/ b 444 —(E4+Q)+ (p+¢*)/2m —ic v(.Q) —E +p?/2m —ic

Las deltas de Dirac que resultan en las ecuaciones (1.12) y (1.13) hacen manifiesta la conservacién
de momomento y energia: el momento y energia finales de la particula tras la dispersiéon k y F' son
la suma de los valores incidentes p y E con los transmitidos por el potencial ¢ y Q.

Los diagramas y reglas de Feynman correspondientes son entonces:

1 1 ~
. Crhy (B + 2 am—ie) o0 E)

~ / dE / dp [—%v(p, E) (4 conservacién del momento y la energia)
pE

Posteriormente se introducirdn de manera semejante las reglas y diagramas de Feynman en teoria
cuantica de campos, donde resultan fundamentales.
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Capitulo 2

La aproximacion WKB en integral de
caminos. El oscilador armonico.

2.1. La aproximacion WKB en mecanica cuantica

Siguiendo en esta seccién a Goldstein [17], se pretende dar una introduccién al limite semicldsico
de la mecéanica cuantica.

En primer lugar, la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una particula en un potencial independiente
del tiempo es:

1

Donde W es la funcién caracteristica de Hamilton, la cual se relaciona con la funcién principal de
Hamilton S mediante:
S(z,pa,t) = W(x,p,) — Et (2.2)

Si se consideran por tanto superficies de igual S en el espacio de fase, éstas coincidirdan para un
instante t con superficies de W — Et constante. Esto implica una propagacién de las primeras, la

cual viene dada por:
dS=dW —FEdt=0 = dW = Edt

Esto es, una superficie con un valor fijo S que coincida en un tiempo ¢ con una de valor W se
propagard un instante dt més tarde hacia una con valor W + dW, con dW = Edt. Ademss, el
gradiente cuya direccion se corresponde con la de propagacion es, por la teoria de Hamilton:

VW =p

Es decir, las superficies de S constante se propagan en la direcciéon en que lo hace la particula, pero

con una velocidad:
1 dW FE

T vwldt  p

Al lector familiarizado con el estudio de la éptica éste comportamiento facilmente le recordara
a la propagacién de las superficies de igual fase de una onda (con vector de onda y frecuencia
proporcionales a p y E, respectivamente). De hecho, no podria ser de otra manera dado que la
ecuacion (2.1) es formalmente idéntica a la ecuacién eikonal de la 6ptica geométrica:

u

(VL)? = n?
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Correspondiéndose W con el camino 6ptico L'y 1/2m(E — V) con el indice de refraccién. Es esta
igualdad formal la razén de que ambas teorias sean derivables de un principio de minima accién (de
Hamilton y de Fermat, respectivamente). Sin embargo, es un resultado conocido que la ecuacién
eikonal es una aproximacién de la ecuacién de onda en medios en los que el indice de refraccién
varia lentamente en distancias del orden de la longitud de onda, condiciéon que permite ignorar los
fénomenos ondulatorios y da paso a la éptica geométrica. Cabria entonces preguntarse si la ecuacién
de Hamilton-Jacobi es entonces una aproximacién de otra ecuacién de onda. Aunque todo lo aqui
comentado ya era sabido por Hamilton en el siglo XIX, no fue hasta que Schrédinger publicé el
desarrollo correspondiente en 1926 en su articulo An Undulatory Theory of the Mechanics of Atoms
and Molecules [1], conduciéndole a la ecuacién que ahora lleva su nombre:

o __ R

5 _ [
! ot 2m

v2+v}¢

Tal y como hace Sakurai en [26], si partiendo de esta ecuacién se reutiliza la letra S para nombrar
a la fase de 1 como nimero complejo de modo que:

b = ho(x, 1)e St/ (2.3)

Sustituyendo en la ecuacién de Schrodinger se obtiene:

1 ) oSy /1 1 20, 0o Lo, 2
Vo (5= IVSE+V +52) —i(5- Voo VS + 5 —4oV2S + T2 )h— s —V2yh? = 0

Tomando el orden cero en i — 0, se obtiene la conocida ecuacion de Hamilton-Jacobi:
! |VS2+V = (2.4)
2m N '

Identificandose de nuevo S con la funcién principal de Hamilton. Dada su relacién con la accién, no
resulta sorprendente su aparicion en fase de la funcién de onda (2.3) tras el estudio de la integral
de caminos de Feynman.

2.2. La aproximacion WKB en la teoria de Schrodinger

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para un potencial V(z) puede escribirse,
definiendo una nueva variable p(x):
d*  p*(w)

@z T2

P(x) =0

Donde:

—iy/2m(V(z) — E) E <V(x)

Tal y como propone Griffiths en [33], propuesto el cambio de variable:

(@) = { om(E —V(z)) E>V(z)

P(x) = @/ (2.5)
La anterior ecuacion se reduce a otra en W (z):

d>wW (diw

ith—s — T )2 +p*(x) =0 (2.6)

dx?
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Se pretende estudiar el limite clasico de la fisica cuantica, para lo cual se puede tratar de resolver
(2.6) en series de potencias de . De este modo, la fisica cldsica deberia verse recuperada en el limite
h — 0. Ast:

W (x) = Wo(z) + Wi (z)h+ Wa(z)h? + ...

Sustituyendo en la ecuacién para W (x), se obtiene una ecuacién para cada orden:

<%>2:2’ AWo AWy W, Wy dWo AWy <dW1>27m

dx dz?2  ~ dr dz’ ! dz?2  ~ dr dx dx

La relacién entre la ecuacién de orden cero (régimen clasico) y la ecuacién de Hamilton-Jacobi (2.4)
es evidente. Esta resulta también de considerar en (2.6) la aproximacién:

d*w dW |2

| < |5 2.7

dz? dx 27)

Cabe destacar que dada la forma de la ecuacién (2.5), si V(x) = 0 y la particula tiene un momento

definido, su funcién de onda corresponderia a una onda plana con W (zx) = pz. Si se supone ademés

un potencial que varie lentamente en x en comparacién con la longitud de onda de la particula,

cabe suponer que se cumplira la anterior aproximacién. Es la condicién de validez del limite clésico.

De hecho, la soluciéon de orden cero es entonces:

dWo(SC)
==
o p(x)
Por lo que la relacién (2.7) se traduce en:
dk () 2
’ 7| < [k(2)]

Donde k(z) se define como k = p/h. En términos de la longitud de onda de de Broglie A = 27 /k
[26]:
21h An[E — V (z)]
<
2m[E — V(2)] |dV/dz|
Con la solucién de orden cero puede calcularse la de orden uno, y asi sucesivamente. Esta es la
aproximacién WKB. La funcién de onda resultante a primer orden es [26]:

1 x
b(x) ~ exp{:ti / da’ k:(x’)} (2.8)
Cabe destacar que aplicacion de evolucion temporal a la anterior funcién de onda y las relaciones
(2.2) y (2.3) permiten identificar la fase de (2.8) con la funcién caracteristica de Hamilton.

2.3. El régimen semiclasico en integral de caminos

La conocida aproximacion WKB en mecéanica cudntica o, equivalentemente, la aproximacion de limi-
te semicldsico [26], se traduce en la integral de caminos a una aproximacién de tipo fase estacionaria
[9].

Heuristicamente cabria pensar que en la ecuacién (1.4) la exponencial imaginaria oscilard suficien-
temente réapido en la mayor parte de las trayectorias dado que S > h, proporcionando asi una
contribucién nula a la integral, a excepcién de aquellas trayectorias en las cuales la accién presente
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un punto critico. Ahora bien, para un sistema con accién S[z(t)] del cual se supone existe una
trayectoria clésica, entonces el principio de minima accién de Hamilton establece que S[x(t)] pre-
senta un punto critico en dicha trayectoria Z(t) = Teasica(t). Asi, se antoja conveniente introducir
la variable y(t) = x(t) — Z(t) y realizar una expansién de S[z(t)] alrededor de Z(¢):

Sl(t) +y(1)] = /dtL(gz,i»)Jr/dt {‘(gf;y+f;f;y]+

1 9L L 9*L I R
+ = dt[ o+ 2y + 2l 4. =85+65+ 3525+ ...
2! / o327 az0z 7 " 6527 2!

El principio de Hamilton [17] no implica sino: §S = 0, relacién de la cual se derivan las ecuaciones de
Euler-Lagrange. En trayectorias suficientemente cercanas a la cldsica, la contribucién mayoritaria a
la integral de caminos serd entonces la dada por el término de segundo orden en y: 625. Despreciando
términos de orden superior, la integral a resolver es:

K(b,a) ~ eS/" / Dy(t) 0°5/2h (2.9)

Es importante destacar que, para lagrangianos con potenciales cuadréticos los términos de orden
mayor que dos en la acciéon también son automaticamente nulos, volviéndose la aproximacion WKB
exacta y la ecuacién (2.11) una igualdad. Un caso particular es el del oscilador arménico, cuya
solucion exacta se obtendra en la siguiente seccion mediante el uso del método a desarrollar. En
general, la aproximacion WKB es exacta para todo sistema cuya accién clasica sea de variacién
tercera funcional nula §2S. Esto es, para acciones cuadréiticas tanto en su dependencia con la
posicién como con la velocidad. Este punto es fundamental a la hora de extender el procedimiento
al estudio de teorias cudnticas de campos, pues es la base de muchos célculos dado que las mismas
parten en el fondo de una generalizacion del oscilador arménico cudntico. Un ejemplo importante
del uso de WKB en teoria cudntica de campos no perturbativa es el que hace Coleman en [10] para
el calculo de la correccion a la masa de un solitén al orden de un lazo.

Prosiguiendo con el desarrollo, para facilitar las préximas manipulaciones se renombran las funcio-
nes:

9L - 9*L L(e) — 9*L

e ()_656892 ()= 0x?

Donde se asume m constante. Esto permite escribir:

m

525*/2!:/:b dt [ gb(0)iy k(1)) :/ttb dty[—gb(‘)f—k(t);rb(ﬂ}yzrg/ttb dt y(—P—w(t))y
’ ’ ‘ (2.10)

K(b,a) ~ e/ / Dy(t) ¢ 5t I vt -0z —w(®)y(t) (2.11)

La segunda igualdad en (2.10) se obtiene tras integrar por partes en los dos primeros sumandos
del integrando inicial, recordando que y(t,) = 0. Para mayor simplicidad se ha definido una nueva
funcién w(t) = (k(t) + b(t))/m. Se revela tras este resultado que la aproximacién a segundo orden
se puede escribir como una integral gaussiana, cuyo inico inconveniente es que en lugar de contener
una matriz simétrica definiendo una forma cuadratica, la exponencial contiene en su argumento un
operador diferencial. Para una integral gaussiana cuyo argumento consta de una forma cuadratica
definida por una matriz simétrica A (el cdlculo explicito se presentard mas adelante en la seccién
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4.1.1 dedicada a integrales gaussianas):

Lo A 27)™
i o smiAes _ | 2.12
/ Lreme det(A) (2.12)

Resultaria cuanto menos satisfactoria la posibilidad de resolver (2.11) en términos del determinante
del operador diferencial —(8? + w(t)), definiendo el mismo como el producto de sus autovalores.
Estos vendrian definidos por la ecuacién y condiciones de contorno:

(_at2 - w(t))yn(t> - )‘nyn<t)7 yn(ta) = yn(tb) =0

Para el caso de una particula libre (w(t) = 0), la solucién es:

. [t —tq) n2m2
n = re— I n = = 21
Yn(t) sm[ P— } A 0= 1)? (2.13)
Por lo que:
0 2,2
9 nem

Por otro lado, para una particula libre la accién clasica viene dada por:

5 m @ =r?
2ty —tp

Definiendo formalmente una medida ﬁx(t) sin normalizar:

1 R .
/Dx(t) = ]\}finooM/Dx(t) = /Dx(t) = lim [ dzidzs...dxy

N—o00
Y resolviendo la integral gaussiana (2.11) de acuerdo a la férmula (2.12) con el nuevo determinante
definido:

. 1 m —1/2 im (zp—2a)?
K(ba)= lim 7y 27rih(78t2)> ettt

El determinante (2.14) es claramente divergente. Sin embargo, si el planteamiento seguido es co-

rrecto la constante de normalizacién AN también infinita resuelve la indeterminacién de modo que,
comparando con el conocido resultado (1.9):

<det

1 m —-1/2 m
lfim —— (det —o? =
Neo AN ( e S 8t)) 2mih(ty — to)

Tal y como desarrolla M. Blau en [35], a la hora de abordar casos con w(t) # 0 uno debe ser
cuidadoso con posibles problemas de convergencia, de modo que lo que en la practica se hace es
el cdlculo de determinantes “normalizados” con respecto al de —9?, de modo que la integral (2.11)
tome la forma:

m ( det —0? >1/26ig/"

K(b,a) = 2mih(ty — to) \det —0? — w(t)

(2.15)

Un importante resultado desarrollado por I.M. Gel'fand y A.M. Yaglom [4] es la férmula que lleva
su nombre (férmula de Gelfand-Yaglom):
det —0f —w(t)?  Fu(t)
det -0}  tp—t,
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Siendo Fy,(t) la solucién a la ecuacién del oscilador arménico dependiente del tiempo:
(0F +w(t)) Fu(t) = 0

Con condiciones iniciales:

Fw(ta) =0, Fw(tb) =1 (2'16)

A este resultado puede llegarse de varias formas (presentes en la bibliografia [27, 35]). Una particu-
larmente rapida y elegante, aunque ligeramente alejada del posible significado fisico presente, es la
dada por Coleman [8]. Esta parte de que, dada una funcién F,, ) definida por:

(=0F —w(t)) Fun = A Fox
Y cumpliendo ademads las mismas condiciones iniciales que la anterior F,(t) = F,, o (2.16), entonces:

det =07 —w(t)> =X Fya(tp)
det —(9152 - A N F07)\(tb)

Para todo A € C. En particular, para A = 0. En efecto, el cociente de determinantes como funcién
compleja de A es una funcién meromorfa con ceros simples en cada valor propio de —9? —w(t)?, y un
polo simple en cada valor propio de —9?. Asimismo, la funcién F,, , es autofuncién de —9} — w(t)?
cuando X toma sus valores propios. En ese caso, cumple las condiciones de Dirichlet y se anula para
t = tp. Ademads, ambas funciones tienden a 1 cuando |A| — oo, por lo que se concluye que deben ser
las mismas.

Otro resultado aun mas sorprendente resulta tras el estudio de la teoria del calculo de variaciones,
con la que es posible establecer la relacién [16, 27]:

_om 9%S
Fw(t) - 8xb8xa

Y escribir entonces el elegante resultado:

| i 028 5
K(b _ v iS/h
(b,a) 21h ambaxae

Este fue primeramente demostrado por Morette-DeWitt [3]. Su forma generalizada a n dimensiones

es:

i 0?5 iS/h
K(b,a) = \/det(ME)Xbaxa)e /
Holstein y Swift demostraron en [9] la equivalencia formal entre el método aqui presentado con la
aproximacion WKB mostrado en la seccién anterior en el marco de la formulacién de Schrodinger.
Finalmente cabe destacar que, dada la estrecha relacion formal antes comentada entre la mecénica
cuantica y la Optica ondulatoria, es posible plantear una formulacion de la dltima fundamentada
igualmente en la integral de caminos, siendo ésta en este caso el resolvente de la ecuacién de onda.
En tal caso, la aproximacion de fase estacionaria darfa el paso a la Optica geométrica, la cual resulta
una buena aproximacién cuando las longitud de onda es grande en comparacién a la variacion
del indice de refraccién y el camino con mayor contribucién serd aquel que cumpla el principio de
Fermat. Esto es, el que minimice el camino éptico. Tal formalismo ha sido desarrollado y aplicado
por varios autores [6, 14, 30].
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2.4. El oscilador armonico

El oscilador arménico es uno de los potenciales mas importantes en fisica cudntica no sélamente
por ser de los pocos que presentan una solucién analitica a la ecuacién de Schrédinger, si no por
su gran aplicacién dado que todo sistema en régimen de pequena perturbacién entorno a puntos
estables es localmente un oscilador armdnico. Ademads, la cuantizacién de campos bosénicos como
es el electromagnético se hace tras identificar sus ecuaciones con las de un oscilador arménico
(forzado en presencia de fuentes). Existen varios métodos para su solucién, siendo los méds comunes
la resolucién directa de la ecuacién diferencial (1.1) y el método algebraico que hace uso de los
operadores de Bose [7, 26]. Sin embargo, la integral de caminos no se queda atrds, presentdndose en
esta seccion una solucién que hace uso de tal método.

El lagrangiano de una particula en un oscilador armoénico y la ecuacion de movimiento que se deduce
de €l vienen dados por:

2
m . mw e _

L =
2 2 Euler-Lagrange

Para facilitar calculos posteriores es posible mover el origen de tiempos de modo que t, — 0
yt, = 1 = t, —t,, debido a que el potencial es independiente del tiempo y sélamente habra
dependencia en las ecuaciones de la diferencia temporal con respecto al origen tomado. La solucién
de la ecuacién anterior, para las condiciones iniciales tomadas, es:

Xy — Tq cos(wT)
sin(wT)

Z(t) = x4 cos(wt) + sin(wt) (2.17)

Por otra parte, la accién clasica es la integral del lagrangiano sobre Z:

_ . ._|b N ._|b
5= ?/dt (7% — w?z?) = %[m —/dt(zx—wzﬁ)} =2iz

5 (2.18)

a a

Derivando (2.17) y sustituyendo en (2.18), se obtiene la accién clédsica para el oscilador arménico:

- mw

S = m[(flf% + .’I]CZL) COS(UJT) — 2$b$a]
Calculada la accién clésica, inicamente resta calcular el determinante det —9? —w(t)2. En este caso:

9°L 9’L

bt)=——-=0 k(t)=-—75 =mw’ = w(t)=
") = 350z ()= ~Gg =m W) =w
Si A\, es un autovalor de —9?, A\, — w? lo es de —9? — w? con la misma funcién propia (2.13),
resultando:
det —0? —2w2 _ ﬁ<n2772 B w2> n2m? _ ﬁ(l B T2w2) _ sin(wT)
det —0; AN T T2 - n2m? wT

Sustituyendo todo lo anterior en la ecuacién (2.15):

mw { rmw
ex
2mihsin(wT) P12 sin(wT)

K(b,a) = [(x7 4 22) cos(wT) — 2xbma]} (2.19)

Resulta ilustrativo comprobar que se llegaria al mismo resultado a partir de la derivada segunda de
la accion cléasica, dado que:

928 mw

dxydr,  sin(wT)
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Capitulo 3

Integral de Caminos y Fisica
Estadistica

En este capitulo se explora el uso de integrales de caminos en el contexto de la mecéanica estadistica.
En particular, dentro del formalismo candnico, cuya ecuacién de gobierno es formalmente equivalente
a la ecuacion de Schrodinger. Se estudiard ademés que esta equivalencia permite ademas hacer de la
integral de caminos de Feynman un marco capaz de unificar mecénica cuantica y fisica estadistica
en un unico formalismo, a través de la variable continua y el uso de continuaciones analiticas.

3.1. Breve resumen de mecanica estadistica cuantica

La mecdnica estadistica cudntica se basa en el formalismo de la matriz densidad, desarrollado
inicialmente por J. von Neumann. Esta describe una colectividad de sistemas fisicos, encontrandose
cada fraccion del mismo ¢; (con ), ¢; = 1) en un estado |¢;) [7, 26]:

p= Zci’¢i><¢i|

En el espacio de coordenadas:

p(z,2') = (2’| plz) = Z cigi() 85 (

De este modo, siendo {|u;)} una base completa del espacio de Hilbert, el valor medio de un operador
A que se observara, promediado cudntica y estadisticamente, sera:

(A) = cilel Algi) = ZQZ Gilu) (us| Alug) Curlds) =Y (url plug) (uj] Alug) = Tr(pA)
% i ik
(3.1)
Ademas, los elementos de matriz de p son:

Pnn = <un| p|un> = Zcz’<¢z|un>|2v Pnm = <un‘ p ’um> = ch<un|¢l><¢2‘um>

Esto es, los elementos de matriz diagonales representan las poblaciones del sistema o probabilidades
de ocupacion de cada uno de los estados, mientras que los no diagonales representan las coherencias
o correlaciones.
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Tal y como se puede consultar en los textos de mecédnica estadistica [31, 32|, una colectividad
canodnica estd definida por el nimero de particulas IV, volumen del sistema V y temperatura T
(por contacto con un sistema mayor con el que intercambia energia ejerciendo de bano térmico). La
probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado con energia E,, es proporcional a e #Fn,
con = 1/kgT y kp la constante de Boltzmann. La constante de proporcionalidad es el inverso
de la funcién de particién Qn(B8) = >, e PFnde modo que, si |¢;) son los estados propios del

hamiltoniano H:
R o—BH

La ecuacién (3.1) permite obtener magnitudes mecanicas. Sin embargo, para la obtencién de mag-
nitudes termodindmicas basta con conocer la funcién de particién, a través de las relaciones [15]:

8anN 61I1QN) p— 181HQN o 181HQN
op B

U=— I -
3oV F="3"aN
Donde U es la energia interna, S la entropfa, P la presion y u el potencial quimico.

S = k(anN By

3.2. La integral de caminos en mecanica estadistica

El operador de evolucién temporal ofrece una expresion fundamental para el resolvente de la ecuacién
de Schrédinger. Para un hamiltoniano H independiente del tiempo con estados propios |¢,), y para
un tiempo inicial ¢ = 0:

K(x,t;2',0) = (z|U(t)|z') = (x| e |2 Z% e Ent/h 5 (3.3)

El parecido con la matriz densidad en el formalismo de una colectividad candnica es evidente. De
hecho, tomando el cambio de variable: t = —ih/3, se recupera la matriz densidad sin normalizar [23]:

K(z,a',8) = Z% e hn

Esta nueva integral de caminos pasaria a ser el resolvente de la ecuacién [32]:

oK
op
Tal y como lo hace el numerador de (3.2). A pesar de haber tomado un “tiempo imaginario”, el
papel de ¢ en los postulados de Feynman no desempena otro que el de una constante, siendo por ello
aun validos los desarrollos mateméaticos que los acompanan. En particular, su calculo como suma

de amplitudes sobre las posibles trayectorias. Sin embargo, el argumento de la exponencial que las
pondera pasa a ser, renombrando la variable muda de integracion it — t = Sh, idt — dt:

%S[a:(t)] _ —% /Oﬁh dt [%(%)2 +V(@)] = —% /Oﬁh it H = —%SE[a:(t)]

Donde se define la accion euclidea Sg. Resulta asi la nueva integral de caminos:

K(z,a', ) = /Dx —~Spla(t)/h

HE(B) = -
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Con esto, tanto la matriz densidad como la funcién de particiéon candnica se pueden escribir en
términos de integrales funcionales:
/
_ K(LU, xz, B)
f dx" K(l‘", x//’ B)

Qw(p) = / e K(z,2,0)  ple )

Aplicacién directa de lo expuesto seria la obtenciéon, por integrales de caminos, de la matriz densidad
canénica para un oscilador arménico. Tomando en (2.19) el cambio de variable adecuado:

N 1 mw mw
p(fc,:v)—QfN me"p{*m

Y normalizando la expresién anterior (resulta una integral gaussiana):

[(22 + 22) cosh(Bhw) — me]}

Qn(8) = 5 sinb™! (Bhw/2)

3.3. Rotacion de Wick y continuacién analitica.
Foérmula de Feynman-Kac.

El cambio de variable empleado en la anterior seccién para pasar de un tiempo real a uno imaginario
es la llamada rotacién de Wick. Tal y como comenta Polyakov en [11], este procedimiento puede
generalizarse mediante el uso de continuaciones analiticas estudiadas en el contexto de la variable
compleja para la solucién de muchos problemas relativos al cdlculo de la integral de caminos, por
ejemplo, a través de la toma de contornos en el plano complejo para la variable temporal ¢. Es asi
como puede establecerse la equivalencia, estudiada en el apartado anterior, entre el sistema formado
por una particula cuantica y una colectividad canénica o, tal y como podria plantearse, entre una
teorfa cuantica de campos y una colectividad grancanénica o macrocandnical.

La continuacién analitica puede emplearse asi, con mucho ingenio, para el estudio del espectro y los
estados propios de un hamiltoniano. Una primera relaciéon de interés para el estudio del espectro
de un sistema cuantico surge de escribir la transformada de Laplace del propagador tal y como se

expresa en la ecuacién (3.3):
o0 oo * /
f( / _ dt izt/ﬁ,K 'ty = / dt —i(zt/h+En) " “(2) = ik ¢n($)¢n(l')
oty = [ =3 [ are o) (o) = 30 G

Se observa que la funcién resultante presenta polos simples en las energias de los estados ligados,
siendo los residuos las funciénes de onda de los mismos. La rotacion de Wick proporciona, de hecho,
un método para el cdlculo de la energia del estado fundamental de un espectro. Tomando el limite
B — oo en la funcién de particién se obtiene [27]:

lim [ dz K(z,z,8) = lim e PEn — lim e PFo
B—00 [B—00 - B—00

Lo cual lleva a la ecuacién de Feynman-Kac, que permite el calculo de energias de estados funda-
mentales conociendo el comportamiento asintético de la integral de caminos euclidea:

1
Ey= lim —log/de(x,x,ﬁ)
B—00 ﬂ

'De hecho, un campo sin autointeraccién puede ser definido con todo rigor como una colectividad grancanénica de
particulas idénticas. Esta definicién da paso de forma directa a la interpretacién fisica que se deduce de la segunda
cuantizacién.
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En teoria de campos cudnticos, esta formula permite obtener la energia cuantica del vacio y la fuerza
de Casimir haciendo célculos de mecdanica estadistica. En particular, resulta de especial utilidad la
regularizacién por funciones zeta generalizadas (véase el método de Bordag [21]).

Una relaciéon que permite el estudio del resto del espectro se puede obtener, tal y como desarrolla
Zinn-Justin en [19], a partir de la transformada de Laplace de la funcién de particién:

G(E) = [~ asePQu(p) = [ aset P =
l )4

La cual puede ser extendida analiticamente a todo el plano complejo. Si a continuacién se introduce:

E
L(E) = / G(E')dE' =) In(E, - E)
=0

Donde se toma la rama principal del logaritmo. Esto es, con su discontinuidad en el semieje real
negativo. Entonces se calcula:

1 1
AL (Ey) = — lim L(Ey+ie)—L(Ey —ic) = — lim (In(Ey — By, + ie) — In (Ey — E), — i¢)]

1T e—=04 29 e—04 s

Suponiendo Ey < Fy < Es < ..., las singularidades con 0 < [ < k contribuiran con el salto del
logaritmo 27¢, mientras que la singularidad con [ = k contribuird con:

In (B — E+ic) — In(Ey — E —ie)|p_p, = In(ie) — In(—ic) = im
Finalmente se obtiene la relacién:

AL (Ep) =k+ % (3.4)

En la aproximacién semiclasica la evaluacién explicita de AL(FE) se reduce a la famosa condicién
de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld:

/dqm:fm(HD
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Capitulo 4

Integral de Caminos en Teoria
Cuantica de Campos

4.1. Preludio matematico: integrales gaussianas

Debido a su importancia en la teoria cuantica, muchos autores comienzan sus textos introduciendo
la teoria relativa a las integrales gaussianas y sus generalizaciones. Un desarrollo muy cercano al
aqui expuesto puede encontrarse en los textos de Zinn-Justin [19, 37].

4.1.1. Integral Gaussiana Generalizada

La integral gaussiana en R es de solucién popularmente conocida y se puede resolver por varios
métodos, a pesar de carecer el integrando de primitiva:

/Oo do e~ 300+ _ \/%eﬂ/% (4.1)
a
)

Por otro lado, dada una matriz real simétrica n x n A y el vector J € R", se define la siguiente
integral gaussiana generalizada:

Z(AN) = [ draeSo e
Donde A y J definen una forma cuadratica en el exponente. Las matrices simétricas son diagonali-
zables (con autovalores reales) y, en particular, existe una matriz ortogonal O tal que ODO~! = A,
donde D es diagonal. Sustituyendo en la anterior integral y tomando el cambio de variable y =
O~ 'x, dado que el determinante de una matriz ortogonal es de médulo unidad:

Z’(A7 J) _ / dny eZij %yiDijijrZij Ji0;5y; — / dny eZi %Diiy%+zij JiOi5y; _ @e%JTA—U
n n det(A.)
(4.2)

La tiltima igualdad sigue como aplicacién directa de (4.1) y de la identidad JTO'D~10J = JTA~1J.
Una variacién de esta integral con exponencial imaginaria es:

i T 2w i -
Z(A,J) = /ndnx ek 3% AT 1T (gezr(lg)e_zJTA R (4.3)
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4.1.2. Valores esperados y contraccion de Wick

Dada una distribucién de probabilidad €(x) con x € R", se define el valor esperado de una funcién
f(x) como:

) = / 2 Q(x) f(x)

Estando la distribucién normalizada de modo que (1) = 1.
Por otro lado, denominando Z(J) a la transformada de Fourier de Q(x):

Z(J) = /dnx Q(x)ei']'x7 J. - x=Jiz1 + ...+ Joxo

Se observa que la expansion de Z en serie de potencias de J tiene por coeficientes valores esperados:

1 n
Z(J) = Z oo Z Ty Tkg Tk, (Thy Thog - Xk, )
m " ki, km

Esto es, Z(J) es la funcién generatriz de los valores esperados de las funciones monomiales. Dichos
valores esperados son a su vez calculados a partir de Z(J) mediante la férmula:

g 0 0
(rtts 1) = | 5555 5 2]

Para una distribucién gaussiana normalizada €)(x) = y/det(A)/(2mi)" exp{}>_ ;. 1xjAjkwi}, el an-
terior resultado se traduce en:

J=0

) B, 1
Z(A,J = —-.. E}JiAilJ-
( 9 ):| ‘J_O 6Jkl aJk‘Z eXp Z] 2 (] J

<$k1xk2 . :L‘kz> =

(2mi)» [ 0 0
det(A) {a,},ﬂ O,
J=0
Cada vez que se deriva la exponencial se obtiene un factor J multiplicativo. Este factor debera ser
derivado de nuevo para no anularse al evaluar finalmente J = 0. Por calculo directo se obtiene el
teorema de Wick:

_ -1 -1 _
({Bkl .. .xké> = E AkPlkPQ - AkPZ—lkPe = E <xkl”1 ka2> - <xkpﬁflxkpﬁ>
toda posible pareja toda posible pareja
P de {ki...k¢} P de {ki...k¢}
(4.4)

Por ejemplo:
41
(Thy Ty) = Akle
-1 41 141 141
(k) Tho Ths Thoa) = Apy by Akks T Ak ks Abaks T Ay ks Ak

La generalizacién funcional de las integrales anteriores es inmediata y de enorme aplicacién en teoria
cuantica de campos.

4.2. Introduccion. El propagador libre.

Las teorias cudnticas de campos empezaron a aparecer a partir de que Dirac consiguiera explicar la
absorcion y emisién de fotones en dtomos utilizando una teoria en la que el campo electromagnético
habia sido cuantizado [2]. Tal cuantizacién permitia entender el campo electromagnético como un
conjunto infinito de osciladores armoénicos cuyas excitaciones eran entendidas como particulas, los
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fotones. El éxito de esta teoria promovié la busqueda de una descripcién del resto de particulas
elemeentales en términos de campos que permitieran igualmente su creaciéon y aniquilacién, lo cual
permitiria ademds casar (heuristicamente al menos) el principio de incertidumbre de Heisenberg
asociado a la energfa AEAt > h/2 con la famosa ecuacién de Enstein E = mc? (donde hay energia

hay masa).
Los campos se definen entonces como funciones escalares o tensoriales dependientes de la posicion
y el tiempo ¢4 (), donde z = (x,t). Ejemplos de campos asociados a particulas ya eran

considerados en mecanica cudntica no relativista como son las funciones de onda. De su cuantizacién
resulta, de manera andloga a como le sucede al campo electromagnéntico, una teoria de muchas
particulas.

La cuantizacién en cuestiéon puede llevarse a cabo igualmente a través de integrales de caminos.
Siguiendo el desarollo de Zee [25] y Veltman [5], se considera inicialmente el caso de una particula
libre relativista sin espin ni carga, el cual es solucién de la ecuacion de Klein-Gordon:

(0% = m*)¢(x) = (9,0" — m*)p(z) = 0

Donde, siguiendo el convenio de Einstein, la repeticion de indices implica sumacion sobre los mismos.
Notese que en este caso x no es una magnitud fisica medible, sino una etiqueta en el espacio-tiempo.
Es por ello que el papel que ejercia anteriormente el lagrangiano L con el tiempo como parametro
lo ejerce ahora la densidad lagrangiana del campo L(z). La ecuacién de Klein-Gordon se deduce,
mediante de las ecuaciones de Euler-Lagrange, de la lagrangiana:

Lo(x) = 0,0 ¢ —m’¢* = —(89)” —m®¢’

Lo cual conduce autométicamente a la integral de caminos (comunmente denotada por Z en teoria
de campos):

7 =(F|I) = / D i/ (=092 -m2e?

Como estados inicial |I) y final |F') se suelen tomar ambos el estado fundamental o de vacio |0) en
tiempos t; — —o0o y ty — 00. Este es el estado en que el campo tiene la minima energia, utilizada
como referencia. Cabe destacar, tal y como muestra Ryder [13], que cualquier estado es proyectado
sobre el vacio bajo evolucién temporal tras aplicar una rotacién de Wick (tomar el cambio de
variable it = 7):

T—00

lim e /g = 3 Tim e ) (nf) = )

Donde {|n)} son los autoestados del hamiltoniano. El anterior resultado es debido a que |0) es el
estado de menor energia y por tanto, aquel cuyo coeficiente se ve menos amortiguado. Asi pues,
cambiando a tiempos imaginarios en el cdlculo de Z siempre se obtendrd una amplitud de vacio a
vacio. El mismo resultado se obtendria si, en su lugar, se afiadiera un factor ic¢? a la lagrangiana.
Este término ademads permite asegurar la convergencia de la integral.

Las perturbaciones al vacio cudntico se realizan a través de un campo J(z) que puede actuar como
fuente o como sumidero de particulas, y que se introduce en la lagrangiana como:

L(z) = Lo(z) + J(x)9(x)

La integral de caminos se considera entonces un funcional de la fuente J:

Z(J) = /Dqﬁ ot/ [ dz[=5((0¢)>—m>¢*)+J¢] _ /Dqﬁ ot/ [ dz[=5$(82—m?)p+J ¢]
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Donde la segunda igualdad se obtiene tras integrar por partes y considerar que los campos decaen
suficientemente rapido como para anularse en el infinito. Andlogamente a las integrales Gaussianas
generalizadas (4.3), el resultado de la integral es:

Z(J) = Z(0)e~2 [ 4= [ dy J(@)D(a=y)J () (4.5)

Donde D(x—y) es el operador inverso del operador diferencial —(82—m?), conocido como propagador
libre. Si se incluye ademés el factor de convergencia ic¢? a la lagrangiana, D debe cumplir:

—(0% —=m® +ie) D(z — y) = 6(z — y)

Trabajando en el espacio de Fourier, se obtiene la siguiente expresién para D(z — y):

dk etk(z—y)
D — =
(x=9) / 2rh)A k2 —m2 + e

En la ecuacién (4.5) se observa que las amplitudes asociadas al campo y la asociada a la fuente se
encuentran desacopladas. Este facilita tomar amplitudes de probabilidad normalizadas con respecto
a Z(0), esto es, que no suceda nada. Si ademds se expande dicha ecuacién en potencias de J, es
posible introducir (tal y como hace Veltman [5]) unas primeras reglas de Feynman, de manera
analoga a como se introdujeron para la teoria perturbativa de la mecdnica cuantica no relativista.

Z(J) i

Z0) =1 5 /dxdy J(x)D(x —y)J (y)+
;2

+222!/d$1d$2/dy1dyz J(22)D(x2 — y2)J (y2)J (21)D(21 — y1)J (y1) + ... (4.6)

Aunque el significado fisico aparece tras la cuantizaciéon de los campos resulta més claro con la
cuantizacién canénica, la notacién aqui empleada sugiere interpretar J(z)D(z — y)J(y) como (pro-
porcional a) la amplitud de que una particula sea creada o producida por una corriente externa .J
en un punto del espacio tiempo x y se propague hasta otro punto y donde es aniquilada o absorbida
por J(y).

Por otro lado, en el espacio de momentos:

eik(z—y)+iger+iqyy

~5 [ dudy @D~ 4)I) = 5 [ dodydkda, da, I (o)

1
2i(2n)
i2(2m)® 1
it | 00 g

La segunda igualdad sucede tras integrar sobre x e y, obteniéndose (27)*5(q, + k) y (2m)*6(qy — k),
y posteriormente sobre g, y g, = ¢. Se introducen entonces las siguientes equivalencias:

k2 —m? +ic T)

1 1
q  (2m)tig? +m2? 4 e
J o——— = (2n)*iJ(p)
p
ey = e
p
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Se sobreentiende ademas la conservacién del 4-momento, obtenida gracias a las funciones § de Dirac.
El espacio de momentos resulta de mayor interes porque la gran mayoria de experimentos que se
realizan en fisica de particulas son de scattering, por lo que particulas son incididas y detectadas
con momentos definidos. Con las reglas anteriores, en el espacio de momentos:

Z(J) joe——e 1 ° ‘
*—e

4.3. Teoria perturbativa. El1 modelo \¢?.

El modelo presentado en la seccién anterior es completamente resoluble debido a la simplicidad
de la integral de caminos a resolver (gaussiana). Sin embargo, resulta bastante limitado ya que no
incluye interaccién entre particulas. En términos del lagrangiano, esto se consigue anadiendo un
término de interaccién Lint:

£:£0+£int+t]¢

La forma més sencilla de interaccién que se puede introducir en una teoria es la autointeraccién. Un
modelo muy destacable en la teoria cldsica por la cantidad de informacién que se puede obtener de
él de forma analitica es el que incorpora un potencial U(¢) = —Lin, = A¢* /4!, resultando la integral
de caminos:

Z(J) = /'Dqﬁ ei/ﬁfdm[—%¢(82—m2)¢—%¢4+J¢]

Una solucién cerrada de la integral no es esta vez posible, siendo necesario recurrir a una expansién
perturbativa. En primer lugar cabe expandir la anterior integral en J:

,I:S

Z(J,\) = Z(0,0)) P /da;ldxg...deJ(:L‘l)J(wg)...J(xs)G(S)(:1:1,xg,...,xs) (4.7)
s=0 ’

Donde G son las funciones de Green de s puntos:

GO 1,23, ) = i [ DM AT D301 o)) = (0] o) )]0

Expandiendo a continuacién en potencias de A:

s —iA\ 7 : L4022
6 = i 2o w(Gr) " [ iy, [ Do BT 0). ()0 (0) 0l
’ n=0 :

Cada una de las integrales en ¢ tiene también su andlogo gaussiano, siendo su solucién de la forma:

Z(é,o) /qu ei/ﬁfdx[—%¢(32—m2)¢]¢($i)¢(xj)¢(xk)¢($l) —
= l)(éb'Z - x])D(mk — .I'l) + D(.%'Z - a:k)D(:c] — .%'l) -+ D(a:, — ml)D(a;j — l'k> (4.8)

Esto es, se suman las posibles combinaciones de {z;, Tj, Tk, x1} en parejas sin repeticién, cominmente
llamadas en este contexto permutaciones de Wick. Esta es la generalizacién funcional del teorema
de Wick (4.4). Nétese que aplicando este resultado en (4.7) para A = 0 se recupera la ecuacién
(4.6). Manteniendo el significado de D(x — y) como propagador de una particula libre, el ejemplo
anterior (4.8) mostrarfa las posibles propagaciones que podrian darse entre cuatro puntos por dos
particulas que no interactian entre ellas.
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Por otro lado, el término G con orden uno en lambda n = 1 sera:
GP(n=1)=—ix / dy(D(x2 — 11)D(y — y)* + D(z2 —y)D(y —y)D(y — 1)) (4.9)

Esto es, se observa interaccion, asi como creacién y destruccién de particulas. Notese que el factor
4! elimina las posibles repeticiones obtenidas en las permutaciones de Wick. A la anterior expresion
se len puede asociar entonces los siguientes diagramas:

. A, 00
GPo=1 = o0 + o ———

Y

Se observa entonces que a un término de (4.7) orden s en J y de orden n en A le corresponden,
debido a las permutaciones de Wick, todos los diagramas posibles con s vértices externos (particulas
entrantes y salientes), n vértices internos (puntos de interaccién) y (4n+s)/2 lineas. Asi, el término
con s =4, n = 1 asociado a la producciéon de dos particulas tras la colisién de dos incidentes sera:

i\ / dy D(x4 — y)D(zs — y)D(y — 12)D(y — 11) = xl>§<x

En el espacio de momentos cada propagador toma la forma mostrada en (4.2):

_ dy eik]'(mjfy)
Dz —y) = / (2m) k3 —m? +ie

(4.10)

Integrando en la variable y para el anterior ejemplo se obtiene, de nuevo, la conservacién del mo-
mento:

/ dy eikaths=ka=k0)y — (90 \45(ky + k3 — kg — ky)

Finalmente, las reglas de Feynman en el espacio de momentos para el cdlculo de amplitudes de
probabilidad se resumen en las siguientes [25]:

1. Dibujar el diagrama del proceso.
2. Cada linea es etiquetada con un momento k; y contribuye con una amplitud i/(k? — m? + ic).

3. Cada vértice interno contribuye con —i\ y conservacion del momento o, equivalentemente,
4
con (271-) 5(Z:out k — Zin k)

4. Cada linea interna debe integrarse con peso [ dk/(27)*. Esto corresponde a la suma sobre
todas las posibilidades.

5. Anadir un factor numérico dividiendo igual al nimero de simetrias que presenta el diagrama,
correspondiendo a las repeticiones encontradas en las permutaciones de Wick.

Asi, la amplitud correspondiente al proceso de scattering de dos particulas a primer orden (una sola
interaccién) es, de acuerdo a las reglas anteriores:

4
1
= —i\ —_— ki +ko=ks+k
M Zjllk?—m2+i57 1+ ko 3 1+ k4
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Capitulo 5

Espin y fermiones en integral de
caminos

5.1. Variables no conmutativas. Algebra de Grassmann.

Una introduccién del tratamiénto de fermiones en teorias cudnticas de campos, y en particular, en
aquellas formuladas partiendo de la integral de caminos, se puede encontrar en muchas textos. En
este caso se siguen principalmente la dada por Coleman en sus lectures [34], asi como a Faddev y
Slavnov en [12].

A la hora de tratar particulas o sistemas bosénicos, las variables clasicas que los describen conmu-
tan y sus operadores cuanticos asociados tienen impuestas reglas de conmutacion. Tal y como se
propone al partir de la cuantizacién canénica (véase [24]), estas reglas de conmutacién pasan a im-
ponerse sobre la anticonmutacién para sistemas fermiénicos. Su tratamiento en integral de caminos
requiere consecuentemente de la introduccién de niimeros no conmutativos como son las variables
de Grassmann. Con este fin, se introducen las variables anticonmutativas:

N, &

Tales que, por definicidn:

{n, &} =nE+&n=0, (&} =n*c+&n* =0,...

En particular, anticonmutan consigo mismas:
2 %2 2 ¥
=T =8=8"=0

Eso implica que cualquier posible expansién analoga a la de Taylor de una funcién de variables
de Grassmann tendra a lo sumo primeras potencias de las mismas. En particular, se define la
exponencial como:

1 1
n— 2 o3 =
e"=1dnt o+ gnt =140

En general, para una funcién de dos variables f(n,n*):

fn,n") =a+bn+cn* +dnn* (5.1)
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La integracién con respecto a variables anticonmutativas debe construirse, para lo cual se imponen
las propiedades de linealidad:

[ nlaFiw) + 3R] = £a [ dnFa( =5 [ dFa(o)
/dndn* [aF1(n,1") + BFa(n,n")] = a/dndn*Fl (n,m") + ﬁ/dndn*F2(n,n*)

Invariancia traslacional:
/an(n) = /an(n + &)
Y normalizacién:

/dndn*e”*” =1

Las anteriores propiedades permiten calcular la integral sobre cualquier funcién obteniéndose las
integrales sobre cualquiera de los términos de (5.1). En primer lugar:

/dnf(n)—/dn(a+bn)—/d77f(77+€)—/dn(a+bn+b€) — /dn—O

Utilizando la normalizacién:

! :/ dndiye” " = / dndn* (1 + 1) = / dndn* =y = U dnn} [/ d”*”*}

Tomando el valor positivo para la integral se obtiene, finalmente:

/dnnzl, /dn**zl, /dnzO, /dn*zO

Alternativamente, estas cuatro integrales podrian haberse impuesto como definicién para construir
la integracion. Las dos ultimas implican que la integral de una diferencial total es, en este caso,
nula. Se observa ademas que la integracién sobre variables de Grassmann es la misma operacion
que la diferenciacién. En el contexto de la integral de caminos, resulta de mayor interés el cdlculo
de la integral gaussiana:

/ dndn*e™" = / dndn*(1+ an*n) = a

Para a un niimero conmutativo. Contrastando con el resultado de su version conmutativa, la variable
a se encuentra en el numerador. De este modo, el andlogo no conmutatico de la integral gaussiana
en varias variables es:

/d"nd”n*ezﬁ m A = det A

Donde A es una matriz compleja con determinante no nulo. El resultado asi obtenido es el inverso
del que aportaria la misma integral en términos de variables conmutativas z, z*:

F A 2mi)"
/dnzd”z*ezw 2 Aijzi _ (deﬂ:z&

Donde el coeficiente (27i)™ aparece por la diferente normalizacién de las integrales. Esta diferencia
en los resultados introducird en el clculo perturbativo un factor (—1)*, donde L es el niimero de
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lineas fermidnicas cerradas (a introducir en la siguiente seccién). Para el caso fermiénico, resultard
util el estudio de la integral gaussiana generalizada:

2t = [ PEae expd 3 A€+ 3 (i Eim) g = detAexp = 3 gty

ij=1 i=1 ij=1

Donde todas las variables son Grassmann y el calculo es andlogo al caso conmutativo. No obstante,
los valores esperados son ahora de la forma:

(€G58 = g [ EE Sa g e | Y e

1,j=1

O, equivalentemente:

1 a 0 g 0
<§;kl’£j1§;;£j2 T gz*ngjn> [

Z(n, n*)]

~ det A |9y Omi, Oy, Oms, 0
o 0 o 0 - 1
— . e — *AT .
n 1,7=1 ot —
n=n*=0
Derivando se obtiene el teorema de Wick para dlgebras de Grassmann:
* * —1 * : —1 -1 —1
(6.8, - &6,y =det AT L =det (& &,) = > signo(P) A, A7, AL
permutaciones P
de {]111]”}

5.2. Fermiones en teoria cuantica

En la naturaleza se encuentra una conexién entre la estadistica que cumple cada tipo de particulas
y su espin, siendo todas las particulas de Fermi encontradas de espin semientero, mientras que las
particulas cumpliendo estadistica de Bose son de espin entero. Esto introduce la necesidad de utilizar
campos vectoriales (eespinoriales) en las teorias de campos. Asi, los campos relativistas asociados
a particulas de espin 1/2 cumplen la ecuacién de Dirac:

(iff — m)pp(z) = (i 0y — m)ip(z) =0

Donde ~* son las matrices gamma 4x4 cumpliendo y#4" + v”~v* = 0, y ¢(z) es un eespinor de
Dirac. Esto es, un campo de cuatro componentes, correspondiendo a los eespines s, = +£1/2 de
una particula y su correspondiente antiparticula. La ecuacién de Dirac se deduce de la densidad
lagrangiana [24]:

L=9@) i@ —m)p(e),  d(z) =Pl ()’
Teniendo esto en cuenta, resulta automético proponer la integral de caminos asociada. En este caso
habra fuentes eespinoriales (Grassmann) tanto de particulas como de antiparticulas 77,7 [25]:

Z(n,1n) = / Doy Dipet | 4 i@—mybtni+n]

La metodologia aplicada para el caso escalar es inmediatamente aplicable al caso fermidnico, repi-
tiéndose los célculos perturbativos tras expandir en funciones de Green (en este caso en series de
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las fuentes 7 y n). Las funciones de Green de esta teoria se escribirdn en términos del propagador
de Dirac S(z), verificando:

d4p Z‘efipw d4p ,L'e—ipx(p+m)
id—m)S(z) =0W(@2) = iS:U:/ E/
(id )5 (@) (z) (z) (2m)tp —m +ice (2m)* p? —m? +ie

A partir del cual se pueden escribir también diagramas de Feynman y reglas de calculo asociadas.
Asimismo, se pueden proponer teorias que involucren particulas bosénicas y fermidnicas interac-

tuantes. Un ejemplo seria partir de la densidad lagrangiana:
- . 1 _
L=9 ("0 —m) ¥ + 5 [(09)° — p*¢°] = A¢" + fov

La cual involucra un campo fermidnico v con particulas de masa m en interaccién con el anterior-
mente estudiado campo escalar de masa j y autointeraccién A¢*. Ambos interaccionarfan, mediante
el Ultimo término, con una constante de acoplamiento f. La integral de caminos serfa:

Z(777 T_]a J) = /DQ[)D&D@@iA(?ﬂﬂ/Jm)-‘rifd4m(J<p+ﬁ¢+wn)

Y las funciones de Green se obtendrian expandiendo en potencias de J, 7 y 1. Para esta teoria, las
reglas de Feynman que se obtendrian repitiendo el procedimiento seguido en la teoria A¢?*/4! son:

1. Convencionalmente se representa una linea fermiénica con una linea continua con una flecha
en la direccion de avance si corresponde a una particula, o en direccion contraria si corresponde
a una antiparticula. Los bosones escalares en esta teoria se representarian con una linea
discontinua. Todas ellas se etiquetan con su momento.

2. A cada linea fermidnica se le asocia el propagador:
{ . ptm

=i
p—mtic  p?—m?+ic

3. A cada vértice correspondiente a la interaccién entre particulas fermiénicas y escalares se le
asocia if0(D ;, p — D out P) (conservacién del momento)

4. Las lineas interiores se integran sobre todos los momentos posibles [ dp/(2m)%.

5. Al igual que sucede en la electrodindmica cuédntica tratada desde la cuantizacién canénica (y
aunque la justificacién de esta regla se escape del objetivo del presente trabajo), para obtener
amplitudes de procesos se deben amputar las lineas externas para sustituirlas por los siguientes
factores [24]:

a) Para cada fermion inicial: u,(p)
b) Para cada fermién final: u,(p)
¢) Para cada antifermién inicial: o, (p)

d) Para cada antifermién final: v, (p)

Donde u(p) y v(p) son eespinores de Dirac constantes satisfaciendo:

(p — mc)ur(p) =0, (p+mc)v.(p) =0, r=1,2

Denotando 7 el estado de espin.

6. Debido al uso de variables Grassmann y la consecuente variacién del teorema de Wick, se debe
asociar un factor (—1) a cada linea fermiénica cerrada, y el indice del eespinor correspondiente
debe estar contraido toméandose asi la traza de cada linea fermidnica cerrada.
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo de recopilacién bibliografica se ha realizado una introduccién completa
y autocontenida a la formulaciéon de Feynman de la mecdnica cudntica y de las teorias cuanticas
de campos. Para ello ha sido necesaria tanto la discusion de aspectos conceptuales que permitieran
el entendimiento y la familiarizacion con el formalismo, como la introduccién de metodologias y
técnicas con caracter mas matematico para su aplicacién y puesta en practica.

El analisis conceptual no se ha restringido a la introduccién axiomatica de la integral de caminos
y la descripcién de sus propiedades, sino que se ha seleccionado cuidadosamente un conjunto de
temas a tratar que maximicen la comprension del formalismo asumidos conocidos los conocimientos
impartidos en el grado de fisica. Por ello, se han revisitado cuestiones clave de la mecanica cuantica
aportando una nueva perspectiva desde la formulacién de la integral de caminos, y se ha invertido
mucho esfuerzo en reobtener, por medio de la nueva formulacién, resultados conocidos de diferentes
areas de la fisica estudiadas en el grado, con el fin de adquirir una m&s profunda comprensién de
las mismas. Asi, se ha puesto especial énfasis en el gran abanico de campos en el que la integral de
caminos contribuye no solo como herramienta calculistica, sino con aporte tedrico y estableciendo
valiosas conexiones entre los distintos formalismos en que se desarrolla. En este contexto, destaca
la integral de caminos como generalizacién del principio de minima accién de la mecanica clasica y
su paralelismo en la relacién entre éptica ondulatoria y geométrica, o la posibilidad estudiada de
unificar la mecanica cuantica con la fisica estadistica en un tinico marco formal dado por la integral
de caminos y el uso de la continuaciéon analitica tomada del anélisis en variable compleja. Se ha
visto ademads que la extensién a la teoria cudntica de campos es metodolégicamente inmediata, si
bien el significado fisico facilmente interpretable de la cuantizacién candnica se encuentra aqui mas
oscurecido.

Metodolégicamente se han presentado ademas numerosas técnicas novedosas para la resoluciéon de
problemas: la discretizacién del espacio tiempo se ha utilizado para la construccién de la integral
de caminos y para su cdlculo explicito en el caso de la particula libre, asi como para la deduccion
de la ecuacién de Schrédinger y otras propiedades; el andlisis funcional se ha presentado en el
tratamiento de la aproximaciéon WKB generalizando el principio de fase estacionaria (donde ademaés
se ha introducido el calculo de derminantes de operadores diferenciales), pero a lo largo del estudio
de las teorias cuanticas de campos es donde se ha visto su maxima utilidad al permitir generalizar
resultados propios del estudio de las integrales gaussianas: funciones de Green, valores esperados,
teorema de Wick, etc. Incluyendo también variables no conmutativas o de Grassmann y una breve
introduccién a su dlgebra y cédlculo, se ha podido llegar a la deduccién de reglas de Feynman para
el calculo de amplitudes de probabilidad mediante diagramas de Feynman de procesos en teoria
perturbativa, los cuales son fundamentales en teoria cuantica de campos y fisica de particulas.

En cuanto a las limitaciones de la integral de caminos es preciso destacar que, si bien su formalismo
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es especialmente potente en el estudio de problemas de scattering, resulta muy dificil su uso para
el tratamiento de problemas con estados ligados. Igualmente, la formulacién de Feynman tiene
enormes dificultades para el estudio de sistemas cuanticos definidos en dominios con borde ya
que, asi como ciertas condiciones de contorno clasicas pueden ser implementadas, hay toda una
coleccién de condiciones de contorno piramente cuanticas que no emergen de imponer condiciones
sobre trayectorias cldsicas en la integral de caminos, tal y como estudian M. Asorey, J. Clemente-
Gallardo y J.M. Mutioz-Castanieda en [20, 28|, y como se estd estudiando en la investigacién en
curso asociada a la beca de colaboracién del Ministerio de Educacion y Formacion Profesional de
la que he sido beneficiario.
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