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Abstract

The aim of the study we are about to conduct is to go in depth in the proper-
ties of integrable low dimensional systems by the construcction, factorization, and
resolution of the Morse 1-dimensional one. In this way, we will begin with a review
of the basics that justify and define this analysis. Here, we will discuss about the
Algebra, the Lie groups, and other mathematical notions closely linked with the
symmetries that characterize this systems.We will remember also, the standart ele-
ments typical of the hamiltonian mechanic, from the classic point of view as well as
the quantum one, which we will work with in our following factorization. Then, we
will delve into this integrable systems, showing his properties, relating them with
the superintegrable ones and suggesting a general method to build them. After this
introductory parragraph, we will fix this notions to our Morse potential offer. In the
next sections, we will use the Hamiltonian built to split it with a classical and quan-
tum factorization, considering the interchange operators, the obtaining and ploting
of eigenstates, and the determination of the symmetry relations and their group
behavior. Finally, we will conclude our study with a few considetations about the
whole proces, the techniques applied, etc.

Resumen

El estudio que se va a llevar a cabo tiene como objetivo indagar en las propie-
dades y técnicas de andlisis aplicabels a sistemas integrables en bajas dimensiones
por medio de la construccion, factorizacién y resolucion de un potencial de Morse
1-dimensional. Para ello, comenzaremos haciendo un repaso de la fundamentacion
que justifica y enmarca este analisis, donde hablaremos acerca de grupos y algebras
de Lie y otras nociones matematicas intimamente relacionadas con las simetrias que
caracterizan estos sistemas. Recordaremos, de igual manera, los elementos estandar
en la formulacion hamiltoniana tanto de sistemas clasicos como cuanticos, estructu-
rando las bases de nuestra posterior particularizacién. Seguidamente, ahondaremos
en estos sistemas integrables, exponiendo sus propiedades particulares, relacionando-
los con los superintegrables y proponiendo un método general de construccion para
ellos. Tras esta etapa introductoria, procedemos a concretar todas estas nociones
para nuestro sistema en estudio: el potencial Morse. A continuacién, usaremos la
forma hamiltoniana obtenida para diseccionarla desde un esquema clasico y cuanti-
co, deteniéndonos en la factorizacién del hamiltoniano, construccion de operadores
intercambio, obtencién de los estados propios y su representacion grafica, y, por
ultimo, la obtencién del grupo dindmico de simetrias que determinan los operadores
mencionados. En la siguiente etapa estudiaremos el sistema clasico correspondiente
utilizando unas técnicas similares al caso cuantico, aunque ahora trataremos con
funciones en vez de operadores y obtendremos las constantes de movimiento y las
trayectorias del sistema. Finalmente, concluiremos el estudio mediante una serie de
consideraciones acerca de estos sistemas asi como del método de estudio empleado.



1. Introduccidon

Este trabajo se enmarca en el analisis de los sistemas integrables y superin-
tegrables, ambos de gran interés y aplicacién en Fisica tanto histéricamente, por
ejemplo en el problema de Kepler, el oscilador armoénico y el potencial de Coulomb
o mas modernamente el atomo de Hidrégeno o modelizandando el potencial de una
molécula de hidréogeno H,. Al margen de su capacidad practica para representar
configuraciones naturales, también suponen una contribucion al campo de la Fisica
tedrica asentando bases y principios en el formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano,
cuyas implicaciones se extienden de manera generalizada sobre todos los campos de
la Fisica, tanto clasicos como cuanticos.

La propiedad particular de estos sistemas integrables y superintegrables es ad-
mitir una solucién exacta para las ecuaciones diferenciales que rigen la dinamica de
las particulas que lo integran. Esta caracteristica no es general, sistemas como el
péndulo doble o el problema de tres cuerpos son sensibles a las condiciones inciales,
mostrandose incluso, para ciertas configuraciones, como sistemas fisicamente caoti-
cos, por lo que no poseen una resolucion anélitica. Estos, al igual que ocurre en la
mayoria de planteamientos reales, precisan aproximaciones. Por su parte los siste-
mas que poseen una resolucién exacta exponen ventajas tales como la versatilidad
de los métodos de resolucion propuestos, los cuales presenteran un mayor grado de
adaptacion a variaciones en la forma de los potenciales etc. Concretamente encon-
tramos la posibilidad de factorizar el Hamiltoniano, método estandar para brindar
una solucién analitica y que expondremos separadamente para el caso cudntico y
cldsico en los capitulos [ y [5] respectivamente.

Por otra parte, los sistemas integrales y superintegrables deben su condicion
a las simetrias continuas que presentan y a la relacion constatada por medio del
Teorema de Noether entre estas y la conservacion de magnitudes. Dicho teorema
puede ser considerado como uno de los fundamentales en nuestro paradigma de
compresion del entorno por medio de la Fisica, pues en esencia conecta la estructura
algebraica o geométrica de un sistema con su comportamiento. La dindmica de estas
configuraciones integrables y superintegrables, de acuerdo a esta relacion, partiran de
la abstraccion de sus ligaduras individuales a una estructura colectiva, determinada
por las simetrias que presente. Dichas simetrias, tal y como comentaremos en el
primer capitulo, podran determinar un grupo de Lie. La exigencia de que este sea de
Lie responde a la necesidad de considerar simetrias continuas, precisado este adjetivo
por el Teorema de Noether. En este sentido ahondaremos en qué entendemos por
un grupo de Lie y como podemos equiparlo con una aplicacion bilineal, corcherte de
Lie, para construir un algebra de Lie.

Concretamente, seran estos elementos del grupo de Lie aquellos que asociaremos
a operadores de simetrias pues al actuar sobre el sistema lo dejaran invariante. La
cantidad de estos, y por ende de magnitudes que se conservan, distinguira con qué
tipo de sistema estamos tratando tal como se relata en el capitulo [3] Los sistemas
hamiltonianos integrables, vendran caracterizados por presentar N constantes del
movimiento, siendo N el niimero de grados de libertad que posee dicho sistema, y
aseguraran la posibilidad de resolver analiticamente el sistema, o lo que es equiva-
lente, determinar las trayectorias, en el caso clasico, o espectros de energias, en el



caso cuantico. Por su parte los sistemas hamiltonianos superintegrables, requieren
mas de N constantes del movimiento y aseguran una resolucion algebraica. Si estos
expresan el maximo nimero de simetrias, y por tanto constantes del movimiento, po-
sibles para ese sistema, hablaremos de maximalmente integrables, mostrando 2n — 1
constantes del movimiento.

La necesidad de presentar dichas constantes del movimiento, las cuales son las
verdaderamente cruciales en la determinacién de la dindamica de un sistema, por
medio de simetrias se debe a la facil escalabilidad e identificacién que tienen estas
por medio del algebra de Lie correspondiente. Por el contrario, las magnitudes que se
conservan no seran en general triviales o conocidas, si bien hay excepciones como la
particula libre en la cual, como es bien sabido, la energia y el momento son constantes
del movimiento. Como ejemplo opuesto podemos considerar el problema de Kepler
con la conservacién de la energia pero también del vector de Laplace-Runge-Lenz.
A pesar de ello, si adoptaremos como premisa la conservacion de la energia, en
la medida que esta viene dada por invariancias en las traslaciones temporales, y
asociada a esta la existencia de un Hamiltoniano, configurado como constante del
movimiento.

Gracias a la caracterizacién por grupos de simetrias surgiran propuestas de cons-
trucciéon de este tipo de sistemas tales como la expuesta en el capitulo heredando el
desarrollo de reduccion de Marsden—Weinstein. En nuestro caso, trabajaremos so-
bre como emplearlo en la obtencién de un potencial Morse 1-dimensional, el cual,
a pesar de su sencillez, presenta utilidad practica por ejemplo en la modelizacion
del enlace quimico de ciertas moleculas dipolares tales como el H,. Dicho estudio,
asi como el posterior analisis que llevaremos a cabo por medio de la factorizacién,
se estructura como la aplicacién de metodologias estandar para los sistemas inte-
grables y superintegrables a nuestro caso particular. El interés de trabajar en bajas
dimensiones radica en dos consideraciones, la sencillez y la extendibilidad. Sencillez
pues, ademas de que en bajas dimensiones los sistemas integrables y superintegra-
bles estan perfectamente definidos, el tratamiento de las variables se ve reducido
a un numero limitado de grados de libertad, en nuestro caso uno tnicamente. Por
otra parte, las diferencias en el desarrollo al realizar el anélisis en sistemas de mayor
dimensiéon son simplemente formales, lo que permite comprender dichos sistemas y
dindamicas a partir del propuesto. En este sentido, cuando brindemos un método de
construccién de este tipo de sistemas, lo cual tendra lugar en el capitulo preten-
deremos exponerlo con la mayor generalidad posible dentro de la particularizacion
unidimensional.

Por 1ltimo senalar algunos de estos ejemplos de otros potenciales superintegra-
bles y de gran relevancia y aplicacion tanto en la fisica como en otros campos son
Poschl-Teller o Calogero-Morse. Estos como se comentaba podran ser construidos y
factorizando siguiendo las pautas expuestas en nuestro desarrolloﬂ

'Puede constatarse esta relacién formal en la construccién de estos sistemas en [2], y en [6] para
la factorizacién clésica.



2. Primeros conceptos

Vamos a comenzar este estudio haciendo un repaso de la terminologia esencial
que usaremos en siguientes capitulos. Dividiremos esta en dos bloques, donde el pri-
mero corresponderd a conceptos propios del grado en Fisica, los cuales si bien seran
familiares al lector, han sido incluidos persiguiendo la completitud del documento.
Este se recogerd en el apéndice [A] El segundo bloque por su parte, concreta térmi-
nos mas especificos acerca de los grupos de Lie y las MASAs, protagonistas en el
desarrollo que nos ocupa, y constituye el primer capitulo de nuestra discursion.

2.1. Algebra de Lie

En esta seccién, tras plantear las nociones base recogidas en el anexo, vamos
a exponer los objetos que propiamente intervendran de forma directa en nuestro
plantemiento. Comenzaremos, por el algebra de Lie

Definicién 1. Algebra de Lie Sea V un espacio vectorial que consideraremos
para nuestros propositos de dimension finita N. Definimos el dlgebra de Lie finito-
dimensional g, como el espacio vectorial V equipado con el corchete de Lie como
aplicacion V. x V. — V. Entenderemos por tanto la dimension del algebra de Lie
como la dimension del espacio vectorial subyacente.

Ahora bien, dado que nuestro objetivo es trabajar con el corchete de Lie, ya
sea en su forma como corchete de Poisson o como conmutador, por medio de su
representacion sobre un espacio vectorial, nuestro interés se enfoca en escalar dicha
representacion al propio algebra de Lie. El concepto que mejor recoge esta idea es
el denominado algebra de Lie matricial.

Definicién 2. Algeb'ra de Lie matricial Sea G un grupo de Lie matricial y
denotemos por la exponencial de una matriz X, €' X, a su desarrollo en serie de

potencias dado por:
o0

XM
X _
et = EO pl (2.1)

Entonces podemos definir el dlgebra de Lie de G, denotada por g, como el conjunto
de todas las matrices X tales que e'* estd en G para cualquier nimero real t.

La caracteristica notable de las algebras de Lie, y por la cual participan como
pieza fundamental en nuestro estudio, serd la posibilidad de recoger transformaciones
de los parametros infinitesimales, representadas por matrices del grupo matricial de
Lie “muy proximas” a la identidad. A estas transformaciones infinitesimales les
asociaremos generadores infinitesimales, elementos basicos en la teoria de grupos de
Lie.

Generadores infinitesimales
Consideremos una coleccion de variables x; como funciones f; de ciertos parametros
(7%

;= fi(x,0q, ..., qp) .



Introduciendo ahora una alteracion en estos parametros, da, esta se vera reflejada
en una variacién de z;, la cual si es infinitesimal podremos desarrollar en serie de
potencias en torno a la transformacion identidad, I, que dejaria invariante x;,

}:zys )oa, + O(5a)?, Aw(x)::éj%flglh,

A
donde podemos despreciar los términos de orden dos o superiores. Si ahora estu-
diamos la accién del grupo de Lie en funciones ¢(z) y recogemos la transformacion
introducida por medio de campos vectoriales X, podremos identificar estos con los
generadores infinitesimales del grupo:

X, = Z Ais(z axl (2.2)

Estos generadores infinitesimales, como veremos mas adelante, seran ttiles para
definir transformacién finitas como repetida aplicacién de las infinitesimales.

Por otra parte, es interesante tener en cuenta que, una vez propuesta una base de
elementos del espacio vectorial asociado a este algebra, se podra definir univocamente
el resultado de evaluar el corchete de Lie para cada pareja de ellos. Esta posible
descripcion, a la cual cominmente se refiere bajo el nombre de reglas de conmutacion,
se especifica con un caracter un poco méas formal en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1. Sea g un dlgebra de Lie finito-dimensional, y sea X, ..., X, una
base de g (como espacio vectorial). Entonces, para cada i, j, [X;, X;] se puede definir
de manera unica como:

X, X;] Z k. X, (2.3)

donde c;ji, son las denominadas constantes de estructura de g expresadas en la base
elegida.

Demostracion 1. La justificacion de este es directa tras observar el espacio imagen
de la aplicacion del corchete de Lie. Esta, por construccién, segtin la definicién |13,
devuelve un elemento en el mismo espacio vectorial del que toma las entradas. Es por
ello que, fijada una base en el espacio de partida, sabemos que cualquier elemento
perteneciente al espacio vectorial se podra descomponer como combinacion lineal
de los elementos de la base y dichos coeficientes serdan tnicos, como resultado del
Algebra Lineal.

Concretando, consideremos una realizacion del algebra de Lie g sobre un espacio
vectorial V, donde fijada una base de vectores podremos identificar las matrices
como operadores, y para la cual la aplicaciéon corchete de Lie viene definida como el
conmutador usual de operadores,

X,Y] = X(Y) - Y(X) .



Entonces dada una eleccién de la base dual, X7, ..., X,,, se tiene aplicando el criterio
de sumacién de Einstein P

0 0 0 0
B, (Ajv(x)a—xj) - Aiu(ﬂﬁ)a—zi (Aju(flf)a)
- oA, VAN’

= (B 0 ) 5

=, X, m€L,2,.,n,

[Xuv X,,] = Am(.’lj)

de donde podemos obtener la forma concreta de dichas constantes para un tipo
particular de aplicacién bilineal.

Algunos de los grupos de Lie matriciales mas frecuentes, por el dlgebra asociado
que presentan, son SO(n), grupo ortogonal especial cuyas matrices verifican ser
ortogonales y presentar determinante unidad, y las SU(n), grupo unitario especial
caracterizadas por determinante unidad y ser unitarias. El primero esta asociado
con las rotaciones en el espacio de dimension n en geometria euclidea. SU(n) por
su parte, y aparceciendo en la forma SU(p,q) se relaciona con las rotaciones en
una geometria hiperbdlica, donde la notaciéon hace referencia a la forma cuadratica
que conserva el grupo, en concreto, definida una métrica G = diag(p, ¢), siendo los
primeros p coeficientes 1 y los ¢ siguientes —1, la condicién de pertenencia a U(p,q)
viene dada por:

UGU' =G, UcU(pq) (2.4)

donde el superindice 7 denota conjugacién hermitica. Por su parte, pertenecer a
SU(p,q) significa pertenecer a U(p,q) y ser unitario. El caso que abordaremos en
nuestro desarrollo es el dado por U € SU(1,1). En esta situacién los requisitos sobre

U implicarian,
U= (7“_‘ “) e M(2,C),

v U

donde la barra superior denota complejo conjugado, la forma conservada es ut—vv =
1 y la representacion de dicha geometria, puntos, rectas, etc, suele darse por medio
del llamado disco de Poincaré.

Relacionado con estas dlgebras, y en general de cualquier algebra de Lie, es
importante considerar un elemento de especial interés a la hora de construir bases,
el denominado elemento Casimir. La utilidad de este se debe a que conmuta con
todos los elementos del élgebraﬂ Un ejemplo de su aplicacion lo podemos encontrar
a la hora de estudiar el grupo de rotaciones tridimensional por medio de operadores
momento angular, L,, L,, L.; en mecanica cudntica. En este paradigma es usual a
la hora de plantear una base, tomar uno de dichos operadores, en particular L., y
el operador momento angular cuadratico, elemento Casimir de este dlgebra.

?Este indica que debe extenderse la suma para todos los valores posibles de los indices repetidos
en un producto.

3Propiedad que hereda de pertenecer al centro del recubridor universal del dlgebra de Lie. A
pesar de que otros elementos pueden también pertenecer a este centro, la condicién de elemento
Casimir en base a otras caracteristicas, que no tienen lugar en este estudio, es tnica para cada
recubridor universal.



Antes de finalizar este apartado sobre nociones del dlgebra es importante recor-
dar el concepto de subélgebra y hacer mencién a los casos de particular interés.
Derivado de un algebra que lo contiene, esta subcoleccién de elementos sera, por
construccién, cerrada bajo las operaciones heredadas y dlgebra con la ley de compo-
sicién heredada. Como ejemplos a destacar encontramos el objeto de MASA, de sus
siglas en inglés Maximal Abelian SubAlgebra, que protagonizara la presentacién de
un modelo de reduccion para obtener sistemas integrables y superintegrables, y el
Nilpotente, el cual concretard aun mas la especificacién del MASA para finalmente
alcanzar la forma del potencial deseada.

MASA

La MASA de un algebra de Lie es una subalgebra abeliana, i.e, donde cualquier par
de elementos pertenecientes a dicho grupo conmutan, que presenta la mayor dimen-
sién posible.

Nilpotente
En un sentido similar a la categorizacién de nilpotencia para matrices, en la cual una
matriz adquiere el adjetivo de nilpotente si su serie de potencias se anula a partir
de un exponente, un algebra de Lie, L., es nilpotente si L™ = 0 para algin ntmero
natural n, donde

[L;, L] = L"*" . (2.5)

Podemos entender esta operacion como las sucesivas reordenaciones que genera la
aplicacion del algebra sobre si misma. Estas reordenaciones no conservaran la dimen-
sion del algebra inicial, pues el comportamiento esperado de un &dlgebra nilpotente
en este caso es disminuir el nimero de elementos no nulos en cada iteracién de forma
que se alcance el algebra cero, el cual solo contiene el elemento nulo, en un nimero
finito de pasos.

Pasamos, ahora si, al siguiente apartado de esta etapa introductaria, en el que se
abordara las principales magnitudes que tendremos en cuenta a la hora de plantear
una formulacién hamiltoniana de la mecanica.

2.2. Formulacion hamiltoniana y cuantica de la mecanica

Anadida a estas consideraciones por simetrias y grupos, un sistema fisico podra
ser estudiado por medio del andlisis de las fuerzas y energias que intervienen en este.
Estos analisis nos llevan a la construccion de funciones escalares de gran relevancia
en el campo, como son el Lagrangiano o Hamiltoniano, que permiten sintetizar las
ecuaciones que determinan la evolucién temporal del sistema. Dada su importancia y
utilidad, recogemos a continuacién los resultados principales que permiten hacer un
seguimiento de este segundo enfoque, el cual, predominantemente en este documento,
adoptaremos como desarrollo principal y el cual complementamos con la visién de
simetrias expuesta.

Tomaremos como base previa la formulacién lagrangiana limitandonos a exten-
der sus resultados a la hamiltoniana. Consideremos pues un sistema de particulas y
su Lagrangiano, L =T — V, siendo T la energia cinética y V la potencial de dicho
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sistema, describiendo ambas en términos de sus coordenadas y velocidades genera-
lizadaf] y el tiempo, L = L(q,q,t). Siendo asi, podemos asociar a cada velocidad
generalizada un momento conjugado que denominaremos p; v el cual vendra dado
por:
oL
9q;
Consecuentemente, involucrando estos nuevos parametros en la descripcion del sis-
tema, los cuales aparecen sustituyendo la presencia de las velocidades generalizadas,
podemos plantear el Hamiltoniano del sistema, H, como H =T + V', donde ahora
ambas energias reflejardan este cambio de variables, T' = T'(q, p,t), V = V(q, p, t).
Fijemos ademads la forma para la energia cinética,

Di (2.6)

1,
Tzémg’]pz’pj,

donde se ha aplicado el criterio de sumacién de Einstein sobre los indices, los cua-
les recorren todas las particulas del sistema y, “m”, “g**”denotan la masa de la
particula y la métrica del espacio usada respectivamente. Esta es la forma estandar
que adopta la energia, homogénea de segundo grado respecto de los momentos.

Ademas, en esta linea se puede llegar a las ecuaciones de Hamilton-Jacobi,

. OH .  9H

Q—a—pa P:—g—q- (2-7>

Estas son una herramienta fundamental en el desarrollo hamiltoniano. Un resultado
que es importante senalar aqui es el principio de correspondencia, el cual conecta
las descripciones de elementos cldsicas y cuanticas y serd tomado como hipétesis de
cuantizacion. La forma concreta que adopta para el caso de los momentos conjugados
constituye la propia definicion de operador momento en mecanica cuantica,

0

p=—ih— 2.8

ar 7 ( )
Otra conexion interesante es la que se da entre la formulaciéon hamiltoniana y la-
grangiana. Se puede entender el Hamiltoniano como la transformada de Legendre
del Lagrangiano,

H(qapat) = Z%pz - L(q7 éb t) ) (29>

expresion a la que recurriremos para obtener una funcion a partir de la otra. Formula-
ciones méas abstractas permiten definir el Hamiltoniano por si mismo, configurandolo
como una funcién escalar intrinseca del sistema, usando espacios simplécticosﬂ En
base a estas ecuaciones del movimiento, surgen una serie de relaciones expresadas
por medio del corchete de Lie. En concreto, dada una funcién f = f(q,p,t), que
opera en el espacio de fases, podemos describir su evolucion temporal como:

d B of

4Las velocidades generalizadas, ¢;, vendrén determinadas por la derivada total del las coorde-
nadas generalizadas, ¢*(t), respecto del tiempo ¢; = ddqti.
®Puede verse apartado 1.5 de [5] para ello.
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Demostracion 2. Para probar esta igualdad basta desarrollar en cadena la deri-
vada total de f respecto del tiempo, sustituir teniendo en cuenta las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi, finalmente agrupar los sumandos para construir el corchete
de Poisson en virtud de su definicién [A1] concretamente:

d _9f 9fdg Of dp _
Pt =5+ 5 e T apadi
_O0f  0foH Of0H _ of
=t Ty g apog LI TG

Dentro de este esquema en el que se analiza la evolucién temporal de los parame-
tros del sistema, es natural interesarnos por indentificar aquellas magnitudes que se
mantengan constantes en el tiempo. En este sentido, denominamos constante del
movimiento o integral del movimiento en un sistema a aquella funcion del espacio de

fases y el tiempo, A = A(q, p,t), o equivalentemente A = A(q, q, 1), cuya derivada
total respecto del tiempo es nula,

d  0Adg  0Adp  0A

) ks ] = _
aMaP) =5t e T

donde se ha aplicado otra vez el criterio de sumaciéon en el indice repetido. Teniendo
ahora en cuenta la igualdad y la antisimetria del corchete de Lie se obtiene la
siguiete proposicion.

Proposiciéon 2. Constante del movimiento en sistemas hamiltonianos.
Una funcion f(q,p) serd constante del movimiento de un sistema hamiltoniano si el
corchete de Poisson {H, f}, siendo H el hamiltoniano del sistema, es nulo. De igual
manera en el caso cudntico, consideraremos que un observable A, sin dependencia
explicita del tiempo, es constante del movimiento si conmuta con el hamiltoniano,

i.e, [H, A] = 0.

Esta nos permite abstraer el sistema por medio del dlgebra presente, sinteti-
zando las ecuaciones de Hamilton-Jacobi. Finalmente es necesario en este punto
distinguir un tipo particular de coordenadas, las ciclicas, por las implicaciones que
estas tendran en el desarrollo posterior. En mecéanica tedrica, denominaremos coor-
denada ciclica o ignorable de un sistema hamiltoniano a aquella que no aparece
explicitamente en el Hamiltoniano. El resultado principal que utilizaremos acerca de
estos se recoge en la siguiente proposicion.

Proposicion 3. Sea g; una coordenada ciclica del sistema. Entonces su momento
conjugado asociado p; es constante del movimiento.

Estamos ahora si en condiciones de pasar al préximo capitulo donde introdu-
ciremos los sistemas ingegrables y superintegrables en Fisica, para posteriormente
proponer y sintetizar uno de ellos, el potencial Morse, objeto principal de estudio en
este documento.
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3. Sistemas integrables y superintegrables

3.1. Introduccion

En Fisica, campo que pretende modelizar las leyes naturales por medio de una
descripcion matematica, es habitual el uso de aproximaciones que permitan adaptar
el problema a las herramientas y metodologias de las que disponemos. Si bien la
aplicacion de dichas aproximaciones se justifica por si misma en base a la utilidad
de sus resultados y predicciones, existen una serie de problemas que poseen la pe-
culiaridad de ser resolubles de manera exacta, los llamados sistemas integrables. Si
ademas de exacta dicha resolucién es algrebraica tendremos entonces los denomi-
nados sistemas superintegrables. Ambos sistemas, debido a su condicién, se pueden
caracterizar complentamente de forma analitica lo cual supone una gran motivacion
para su estudio, destacando su relaciéon tan estrecha con las simetrias del sistema. El
objetivo de esta seccion es por tanto definir qué restricciones se deben satisfacer pa-
ra poder anticipar si un sistema sera o no integrable o superintegrable, y transmitir
su conexién con los elementos invariantes. Posteriormente se propondra un método
de construccion para este tipo de sistemas y finalizaremos concretando la obtencion
de un sistema integrable para nuestro caso particular, tipo Morse. Este dara pie al
estudio que tendra lugar en el préximo capitulo.

3.2. Primeras nociones

Comenzamos este apartado orientados en la busqueda de sistemas que puedan
ser resueltos analiticamente. La forma de garantizar esta propiedad puede darse en
términos del Teorema de Liouville-Arnold pero, antes de proceder de esta manera,
introduzcamos la idea sobre la que se estructura este.

Partimos de un sistema con un cierto nimero de grados de libertad. Entendere-
mos por resolver el sistema a conocer la evolucién temporal de todas estas variables
a partir de una configuracion inicial, lo cual se pretende conseguir gracias a una serie
de ecuaciones o relaciones que deben verificar cada una de ellas. Se podra también
en general, asociar a cada una de estas relaciones la conservacién de un cierto objeto
en el tiempoﬂ En particular nuestro Hamiltoniano sera una de estas formas inva-
riantes, presente en cualquier tipo de sistema. Por lo tanto, considerando un niimero
m de ecuaciones podremos encontrar m objetos invariantes. Para saber si son sufi-
cientes para fijar el sistema, determinarlo univocamente, debemos tener en cuenta
que cada una de estas ecuaciones, o equivalentemente constantes del movimiento,
supone una ligadura adicional para el conjunto solo cuando estas restricciones sean
independientes y compatibles. Independientes y compatibles son nociones vagas que
exigen una descripcién més formal para poder implicarlas en estas consideraciones.
Es por ello por lo que definimos a continuacién bajo qué criterio consideraremos un
cierto conjunto de funciones, que seran la forma en que se presentaran las ligaduras
o constantes del movimiento del sistema, como independientes.

5Los conceptos expuestos en esta seccién son, en su mayorfa, un sumario del capitulo II de [7],
pero pueden también encontrarse en el capitulo IT de [5] en lenguaje intrinseco.

6Dada una igualdad basta aislar todos los elementos que dependan del tiempo, el objeto resul-
tante serd en conjunto invariante.
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Definicién 3. Funcionalmente independientes. Sea F = (fi(q,p), ..., fn(q, P))
un conjunto de N funciones definidas y localmente analiticas en alguna region del
espacio de fases 2n dimensional. Diremos que F es funcionamente independiente si la

matriz N X 2n (g—f, %) tiene rango N en la region. El conjuto serd funcionalmente
J

dependiente si el rango es estrictamente menor que N en la region.

Por ltimo deberemos asegurar que estas condiciones sean compatibles, lo cual
denotaremos por estar en involucién. De esta manera, parece logico pensar que un
sistema que presente n grados de libertad quedara totalmente especificado a partir
de m = n ligaduras independientes y en involucién. Este planteamiento es en esencia
la definicion de sistema integrable dada por el Teorema de Liouville-Arnold, y que
se puede presentar equivalentemente como sigue.

Definicién 4. Sistema integrable. Un sistema regido por un Hamiltoniano, H,
es integrable si admite n constantes del movimiento Py = H, Py, ..., P, tales que:

I. Py,..., P, estin en involucion

1. Son funcionalmente independientes

Establecida esta descripcion se hace patente la relacién con las simetrias que se
anticipaba pues podremos plantear una eleccion de coordenadas en las cuales a cada
una de estas integrales del movimiento le corresponderd, en virtud de la proposicion
Bl una coordenada ciclica. Las transformaciones, variaciones, en estas coordenadas
seran precisamente las simetrias del sistema.

Derivada de esta nocién surge el concepto de sistema superintegrable. En estos
la cantidad de restricciones, m, que deben satisfacer las coordenadas del sistema son
superiores al propio numero de coordenadas generalizadas, n. Esta caracteristica es
posible en la medida en la que estas m—n relaciones nuevas se traducen en poder fijar
como constantes del movimiento, no solo los momentos conjugados si no también
las posiciones de las particulas. De esta manera el limite teérico de estas ligaduras
se establece en 2n — 1 funciones independientes, n de ellas en involucién, restando
solamente un parametro libre. A estos sistemas los denominaremos maximalmente
superintegrables y manifestaran el méaximo nimero de simetrias posibles.

Comprendiendo de esta manera la conexiéon intrinseca que conecta los sistemas
integrables y superintegrables con las simetrias que presenta, cobra sentido la pro-
puesta de método de construccién que expondremos en el préximo apartado.

3.3. Obtencién de sistemas maximalmente superintegrables

De la particular propiedad que caracteriza estos sistemas integrables y superinte-
grables, poseer una solucion exacta, se deriva el interés de encontrar y, si es posible
construir este tipo de sistemas. Como respuesta, entre otras, a esta busqueda surje
la reduccién de Marsden—Weinstein, la cual estudia un Hamiltoniano librd| en un

"El concepto de libre lo asociamos a presentar un potencial nulo en las coordenadas inciales. En
la practica no serd completamente libre pues se estructura sobre una serie de restricciones sobre la
topologia del espacio vectorial.
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espacio homogéneo N-dimensional configurado sobre un grupo de Lie y, por medio
de una transformaciéon de coordenadas asociadas a la eleccién de una subélgebra,
asegura la integrabilidad o incluso superintegrabilidad de este. En el desarrollo que
serd llevado a cabo, vamos a centrarnos en la obtencién de estas familias de sistemas
por reduccion a un MASAEL concepto que presentabamos en el punto .

Comenzamos describiendo la estructura del método. A grandes rasgos, este con-
siste en tomar un hamiltoniano libr(ﬂ en un algebra y con un grupo de Lie asociado,
ambos determinados al identificar el Hamiltoniano en ese espacio vectorial con el
elemento Casimir de un algebra. Conocido este dlgebra podremos considerar una
de las posibles MASAs que presenta y su respectiva base de elementos. Estos seran
los que den forma a los posteriores generadores infinitesimales, pues conmutan con
el Hamiltoniano por ser este proporcional al elemento Casimir. Esta caracteristi-
ca, hace que las variaciones infinitesimales generadas por los elementos del MASA
sean simetrias del sistemam. Ligados a cada una de estas tranformaciones tendre-
mos una constante del movimiento, su momento conjugado en base a la proposicion
. Ademas el hecho de que los elementos del grupo de Lie pertenezcan al MASA
también nos garantizara que estas integrales primeras sean funcionalmente indepen-
dientes y que aparezcan en involucién. Por todo ello, si el niimero de elementos que
caracterizan una base de esta subalgebra es igual o superior a la dimension del espa-
cio de configuracion, diremos que nuestro sistema serd integrable o superintegrable
respectivamente, por aplicacién directa de la defincién (4)).

Establecidas estas lineas generales deberemos en cada caso particular especificar
el Hamiltoniano, algebra y MASA elegido, y a partir de estos maquetar un cambio
de coordenadas que se ajuste al comportamiento deseado, es decir, manifestando las
simetrias del sistema de acuerdo a la eleccién de subdlgebra realizada. Veamoslo en
detalld™]

Partimos de un sistema hamiltoniano libre definido sobre el espacio hermitico
hiperbdlico. Dicho sistema vendra caracterizado por el Hamiltoniano que podemos
expresar en términos de coordenadas complejas y* € C,

n
H=CY g" pupv , (3.1)
[,V
siendo C una constante real, la barra superior denota complejo conjugado, ¢g"” la
métrica expresada como un tensor contravariante de grado 2 y donde se ha usado
el criterio de sumacion de Einstein para n coordenadas generalizadas. Consideremos
dentro de este espacio una pseudoesfera compleja en C?, dada por la ecuacién:

guwyry’ =1, pv=0,...,n—-1 . (3.2)

En nuestro caso, unidimensional, tomaremos n=1. Fijemos ademas la represen-
tacion de la métrica por medio de la matriz K=diag(1,-1),

8Esta metodologia viene descrita més extensamente en las referencias [2] y [1], literatura en la
que se basa esta seccién.

9Vamos a considerar el hamiltoniano pues tanto en la formulacién hamiltoniana de la mecani-
ca como en la cuantica esta magnitud se puede usar para determinar la evolucién del resto de
parametros

1073, relacién expuesta es precisamente la nocién que recoge el Teorema de Noether.

HE] desarrollo que se va a llevar a cabo estd referido al estudio realizado en [2] y [1],
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k=(5 Y (33)

Dada esta configuracion nuestro trabajo se va a resumir en confeccionar un sistema
que venga caracterizado por presentar N constantes del movimiento para que, en
virtud de la definicién [4] pueda considerarse integrable o incluso superintegrable.
Para ello, y dado que las constantes del movimiento vienen regidas por dicho Hamil-
toniano en la medida de la proposicion [2| nuestra busqueda se centra en la obtencion
de un conjunto de operadores que conmuten entre ellos y con él, ya sea respecto del
corchete de Poisson para la descripcion clasica, como respecto del conmutador en
la formulacion cuéntica. Es ante esta demanda donde cobra sentido el empleo de
la subalgebra MASA de un sistema pues, por definicion, sus elementos conmutaran
dentro del subgrupo y ademas presentara el mayor tamano posible.

En la medida en que nuestro objetivo para este punto es presentar un método
genérico de construccién, no pretendemos concretar el MASA escogido, esto queda
reservado para la siguiente seccion. A pesar de ello si que nos limitaremos a tratar
el caso unidimensial, lo cual nos permite conocer, fijada una métrica, la forma del
algebra y la dimensién de las subalgebras MASA, facilitando significativamente su
expresién por medio de generadores infinitesimales.

Comencemos por especificar nuestro Hamiltoniano dentro de los margenes es-
tablecidos, resultado de aplicar en , restringiéndonos a una dimensién
compleja, n =1,

H = C (popo — p1p1) - (3.4)

En este punto y en lo relativo al comentario realizado, nuestro interés radica en
escoger una subdlgebra y en base a él determinar el cambio de coordenadas apropia-
do. Esta condicién se concretara en la ignorabilidad de ciertas coordenadas nuevas.
Orientados en este sentido, buscamos un cambio de coordenadas en el cual interven-
gan los elementos de la subdlgebra introduciendo las transformaciones en el sistema
por medio de los generadores infinitesimales que proponifamos previamente. Para
ello consideremos los generadores X, Xo, X3 del algebra su(1,1), junto al generador
Yo de u(1) que por el tipo de métrica que conservan dejan invariante la variedad
de la pseudoesfera. Dentro del dlgebra su(1,1) podremos proponer un elemento Y;
como base de la MASA?| la cual ampliaremos a MASA de u(1,1) por medio del
generador Yy. En consecuencia podremos establecer un cambio de coordenadas que
establezca como ignorables dos de estas, las cuales denominaremos “z”, apareciendo
el resto explicitamente en el Hamiltoniano, que llamaremos “s”. Consideremos con
estos propositos el siguiente cambio de coordenadas:

y*(z,s) = B(z)h s, B(x) = exp(z"Y),) , (3.5)
siendo sg, s; un par de coordenadas reales tales que (s9)*—(s1)? = 1. En nuestro caso
tanto Y),, como B por consiguiente, se pueden expresar por medio de matrices 222
a concretar para una eleccion de la subalgebra MASA y de la base de este. Ademas,
exigiremos que su representaciéon matricial se dé por medio de matrices definidas

12Es importante notar la reduccién de los grados de libertad, de 3 a 1, que tiene lugar al restrin-
girnos a un MASA de este algebra.
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imaginariaﬁ, que reproduciran las transformaciones en xg y x; bajo repetida apli-
cacién, de dichos generadores. A efecto de esclarecer los elementos que interviernen
evaluémoslo para nuestro caso unidimensional:

(1) = eoptetireapteays (3)

En este contexto, las coordenadas x seran coordenadas ciclicas de nuestro siste-
ma, lo cual se puede entender con las consideraciones de simetria expuestas o sim-
plemente atendiendo al cambio de signo que tendra lugar en la exponencial en
al conjugarse, compensando ambos exponentes. Estas coordenadas materializaran
de esta manera una pareja de simetrias del Hamiltoniano bajo traslaciones en zy 6
x1. Por otra parte, serd preferible que todas ellas, tanto las x como las s, se definan
como parametros reales, pues asi podremos distinguir mas facilmente la contribu-
cién compleja. Esta pretension obliga a que, para realizar un cambio de coordenadas
entre espacios de igual dimension, n — n, debamos desglosar las coordenadas com-
plejas antiguas en coordenadas reales, pasando en nuestro caso unidimensional de 2
a 4 coordenadas. Dicho desdoblamiento se relaciona con el médulo y argumento de
cada componente complejal'ﬂ Hay muchas formas de llevar a cabo esta operacion,
por nuestra parte se hara considerando la conjugacién compleja de los parametros
antiguos, lo cual se resume como:

Yo S0
o=y, (3.6)
n To
(1 Ty

donde J es la representacion por medio de una matriz cuadrada del Jacobiano de
la transformacion. Ahora bien, dado que nuestra intencion es caracterizar la forma
en que se transforman todos los los elementos que intervienen en al cambiar
a estas coordenadas nuevas, precisamos especificar la forma que adopta la métrica,
tras desdoblar las coordenadas imaginarias, asi como presentar el Jacobiano y su
inversa pues estos recogen la forma en que se transforman los objetos bajo el cambio
de coordenadas. Comencemos pues por la métrica. Esta venia dada porpara
las coordenadas yg, y1, cuya forma cuadratica asociada al producto genérico de dos
vectores resultaba:

9wy (F") = Yoyo — Y1y - (3.7)
Nuestra pretension para la nueva métrica, adaptada al espacio 4-dimensional en el
que participan ahora nuestros vectoreﬁ, es que esta replique dicha forma cuadratica.

13Esta representacién no serd posible de manera general y, para poder llevar a cabo este pro-
cedimiento de reduccién, deberd exigirse que la subdlgebra MASA admita una representacién en
términos de estas matrices imaginarias.

14Basta considerar cualquier representacién de un ntimero complejo como un punto en el plano
real, R2.

15Cabe sefialar que esta modificacién de la métrica responde tinicamente a la redimensién exigida
por descomponer nuestras 2 coordenadas complejas en 4. Para que esta transformacién reflejara
ademés el cambio de coordenadas necesitariamos evaluar el producto J'KJ. Por nuestra parte,
recurriremos a una descripcién equivalente determinando como cambian de coordenadas los ele-
mentos en lugar de la métrica.
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Denominando K’ a la nueva métrica imponemos que:

Yo
_ U1 _ _
(%0, Y1, Yo, 1) K’ gy | = Yoo =iy (3.8)
W
Esta expresion nos indica que elementos, k; ; de la matriz seran nulos, cuales uno
y cuales menos uno. Concretamente se tiene que koo = koo = 1, k13 = k13 = —1
y el resto nulos. De esta manera el objeto que conserva la métrica serd, salvo una
constante. la matriz K’ con una estructura de cajas definida como:

CK’:%([O( [o() | (3.9)

Observemos como la constante, el factor %, compensa el duplicado de la forma
cuadréatica que efectua K'. Este duplicado por su parte, nos permite considerar
una forma simétrica para K’, condicién requerida en las métricas.

Continuamos con la determinacion del Jacobiano. Para ello primero se construyen

objetos que recojan la dependencia de las variables antiguas respecto de las nuevas,

" B i

Bi= % ey By =
PP VP T .

V:axl,_(lf)py V:aiL'V’

y en base a estas, finalmente establecer el Jacobiano como:

_ 0.y (A B
JZ@(x,S) — <A B) . (3.11)

Como se adelantaba, la inversa de este Jacobiano también serd un elemento
primordial en este cambio de coordenadas, en la medida en que expresa la trans-
formacion a la que se veran sometidos los momentos conjugados, tal y como se
comentaba en la proposicion . Por consiguiente, debemos exigir que tanto la elec-
cién de coordenadas antiguas como nuevas sean canonicas. De esta manera, podemos
recoger como se transforman los momentos conjugados como:

_ 9 9 ~1 ~1 ~1

(py’py)a(y’gD - 8(95,3)J - PJ - (px7ps)J ) (3'12)
donde el hecho de hacer actuar los momentos a la izquierda del Jacobiano inver-
so viene determinado por la condicion covariante de los momentos conjugados, los
cuales representamos en esta notacion como “vectores fila”. Teniendo esto presente,
debemos ahora especificar la expresién que adopta J~!. Para ello, detengdmonos en
los constituyentes que participan en el Jacobiano , los cuales vienen dados por
. Si bien aun no conocemos la eleccion concreta de elementos Y, si podemos
anticipar que serdan matrices puramente imaginarias. Esta caracteristica en el caso
de B supone la relacién B = B~!, pues B estd constituida como serie de potencias
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de una matriz puramente imaginaria. Por su parte A, y considerando esta propie-
dad que acabamos de enunciar acerca de B, verificard, A = —Y,,uB~'s, agrupando
ambas como:

B=B"' B1A=-B'A. (3.13)
De esta manera es facil comprobaﬂ que la forma que adquiere la inversa del Jaco-
biano sera:
1 /A AT
—1 _ i
J = 5 (B‘l B‘1>' (3.14)

Estamos, ahora si, en condiciones de transformar idénticamente la expresion
, la cual tras hacer intervenir la nueva métrica y expresando los momentos
conjugados antiguos por medio de los nuevos, involucrando la inversa del Jacobiano,
se estructura de la siguiente forma,

H = C(Dags Pars Poos s )T K (T T | P | (3.15)

donde el subindice T denota traspuesta y responde al hecho de actuar el Jacobiano
inverso sobre los momentos conjugados expresados como “vector columna” en lugar
de su forma natural covariante “vector fila”. Es importante notar que el producto
de las tres matrices que aparecen en esta igualdad, J *K’(J~1)T, es ficil de operar
y simplificar gracias a su estructura por cajas, como evidenciamos en el desarrollo
explicito en [B] De este se obtiene como resultado:

Pxo
1 ATTK (AT 0 Pay
H — g(pmoapzppanpsl) ( O B_IK(B.I.>_1 pSO =
Ps,
1
H = C (5psobso = sibss) TV (s), V(s) = ps (ATKA) p, (3.16)

Esta expresién supone la verificacion de la ignorabilidad de las coordenadas x pues
estas no aparecen en el término cinetico pero tampoco en el potencial en base a la
identidad . Dicha condicién asegura, para nuestro caso unidimensional, la exis-
tencia de dos integrales del movimiento, p,, y p.,. Este hecho entra aparentemente
en contradiccion con lo comentado en el capitulo anterior, en el cual indicabamos
que el nimero maximo de simetrias y por ende integrales del movimiento funcional-
mente independientes era 2n-1, siendo n los grados de libertad. La compatibilidad de
ambas afirmaciones radica en el detalle de funcionalmente independientes. En nues-
tro caso las restricciones del espacio considerado, una esfera en el espacio Hermitico
Hiperbdlico, relacionaran las ligaduras haciéndolas dependientes entre siﬂ.

16Basta hacer el producto explicito de JJ~! el cual, dada la estructura de cajas del Jacobiano,
es trivial determinar.

17La relacién concreta que estas guardan con el Hamiltoniano se recoge a lo largo del documento
[2] para cada eleccién de la MASA concreta.
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En un nuestro caso el maximo de magnitudes conservadas es una, el propio
Hamiltoniano. A pesar de ello, este proceso asienta las bases sobre cémo presentar
un sistema que exprese el mayor nimero posible de simetrias, pudiendo escalar el
desarrollo para otros procesos. Por nuestra parte, continuaremos el estudio para un
sistema unidimensional particularizandolo, como veremos en el siguiente capitulo,
para una elecciéon de una MASA particular.

3.4. De su(1,1) al potencial de Morse

Tal y como se mencionaba en la seccion anterior, iniciamos nuestro estudio con un
algebra unidimensional sobre el dlgebra de Lie su(1,1) y su respectivo grupo de Lie
SU(1,1). Una representacién de este dlgebra, en base al espacio vectorial asociado,
puede darse por medio de la siguiente base de matrices 2x2 complejas,

oo (om0 )x- (%0 e

Por otra parte, para este algebra en particular, y en una dimension, se disponen
de tres elecciones de MASAs diferentes, Subalgebra Cartan Compacta, Subédlgebra
Cartan No compacta y la subalgebra nilpotente maximal Abeliana. Si bien todas
ellas se pueden desarrollar con la misma metodologid®] en este documento nos li-
mitaremos a estudiar la ultimo, la cual, como veremos a continuacion, restringe el
potencial genérico al de Morse. Como base de dicha MASA en su(1,1) tomamos la

matriz Nilpotente,
Tt
Y, = <—i —i) . (3.18)

Es importante destacar que las condiciones de simetria necesarias para configurar
una subélgebra abeliana en su(1,1) limitan la libertad de sus elementos a un solo
grado de libertad. Si ahora queremos obtener una MASA de u(1,1) debemos proponer
otra matriz para complementar la base, tomamos la determinaciéon de escogerla

como,
1 0
e (1) a9

Esta matriz a pesar de no ser Nilpotente, conmuta con Yj, lo que nos permite
completar la base el algebra u(1,1). Especificada esta base, pasamos a estudiar la
forma explicita de nuestro Hamiltoniano. Esta viene de la particularizacién de las
expresiones presentadas en el apartado previo. Comenzamos pues por el calculo de
las nuevas coordenadas, las cuales, atendiendo a la expresién [3.5], adoptaran la

forma, | o 0
() =enfrally e (0 DG

18Para un desglose con mayor nivel de detalle consultar seccién II de [2].

20



de donde operando las exponenciales de matrices como serie de potenciaﬂ se llega
a:

(1 + ix1)s0 + iz181)e"™

(3.21)

10

(1 —dmq)sg — ixys1)e”

(

(—ixyso + (1 — ixy)sy)e™
@ (
y' = (iz1so + (14 iw1)sy)e ™ .
En esta expresion, tal y como se indicé que hariamos en el desarrollo general de la
reducciéon por MASA, se han desdoblado las variables complejas en sus conjugados.
De esta manera el cambio realizado se estructura equivalentemente al que se daria

para R* — R* admitiendo la transformacién, ahora sf, un Jacobiano. A partir de
estos cambios podemos determinar A de [3.10],

. ( i((1 + ixq)so + ixlsl)ei"“io (159 + isl)eifo ) (3.22)
i(—iz1so + (1 —ixq)sy)e"™  (—isg —isy)e™™ | '
Estamos ahora si en condiciones de evaluar .16l Para ello basta sustituir nuestra
forma de A para nuestras coordenadas en la expresion del potencial. El calculo de
este queda reservado para el anexo @
En este punto, tomamos como resultado el obtenido de esta discursion, ,
para determinar la forma del potencial,

- 0o 1
1 — ;

V(s)=pL (ATKA) " po = Dugope) | 1 X3’ <p0> _
(so+s1)?  (so+s1)* Py

_ _pgzl +9 PzoPzy , (323)

(80 + s1)* (50 +51)?
donde el potencial solo depende de las coordenadas s tal como anticipabamos, pues
las coordenadas x, que anticipabamos serian ignorables, efectivamente no aparecen
en el Hamiltoniano. De acuerdo con los comentarios realizados, [3] sus momentos con-
jugados seran integrales del movimiento. Evidenciando este hecho podemos reescribir

el Hamiltoniano sustituyendo su presencia por constantes, mg := py,, M1 = Day

W2, —p2) 4 V(s)], V()= 20 ML 39y

1
H=C[=
[ (80 + 81)2 (S() + 81)4

2

En esta expresion las constantes mg, m;, vienen como mencionabamos, de los mo-
mentos asociados a xy y x7 pero, puesto que concretarlas no modifica la matemati-
ca del problema estas seran especificadas en el siguiente capitulo para aligerar los
calculos. Comprobamos de esta manera que efectivamente las coordenadas x son
ignorables pues no aparecen en el Hamiltoniano, quedando este definido en funcion
de la pareja de variables sg, s;.

9Ge ofrecen en el Anexo |C|los célculos explicitos de dicho desarrollo. Ademés puede consultarse
2.2 de [9] para una explicacién con mayor detenimiento de este tipo de operacién asi como de la
relacién de dichas potencias con los generadores uniparamétricos del dlgebra de Lie.
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Ahora bien, si tenemos en cuenta la restriccién [3.2], la cual ahora adopta la
forma,

2 2 _

: (3.25)

el nimero de parametros libres se reduce en uno, quedando uno restante como ya se
anticipo. Este, dada la naturaleza de la pseudoesfera hiperbdlica, puede tomarse de
forma que parametrice s como,

sg = coshg, s1 = sinho .

Finalmente, se expone a continuacién la estructura final del Hamiltoniano, resultado
de todas estas apreciaciones y tomar C=1, la cual es considerada tipo Morse unidi-
mensional y por tanto sera la expresion que daré pie al estudio que se llevara a cabo
en el préximo capitulo,

1

H(¢) = ipi +m2e ™ — 2memie? . (3.26)

4. El potencial Morse: tratamiento cuantico

En esta seccion vamos a abordar el estudio del potencial Morse 1-dimensional
desde la formulacion cudntica, donde las magnitudes observables se estructuran como
operadores en un espacio de Hilbert de los estados, configurando los posibles resul-
tados experimentales en base a los estados propios de estos. El andlisis y resolucion
del Hamiltoniano nos permitira determinar los espectros de presenciaFE], definiendo
la evolucién tanto posicional como temporal del sistema y definiendo una ecuacién
en autovalores, la Ec. de Schrodinger, para estados estacionarios. Bajo esta perspec-
tiva, nuestro interés radicara en descomponer nuestro Hamiltoniano como producto
de dos operadores, los cuales y como veremos mas adelante, identificaremos con los
operadores intercambio, objetos que nos permitiran variar discretamente la forma
del potencial y por ende estados asociados. Ddebido a las propiedades particulares
que los caracterizan, emplearemos para variar el parametro asociado al potencial,
modificando la forma del sistema. Presentesentamos este desarrollo introduciendo
unas nociones basicas que estructuran la factorizacion.

4.1. Factorizacion de un Hamiltoniano

En este punto, vamos a realizar una introduccion tedrica a la factorizacién que
tendra lugar en el proximo apartado. Para ello consideremos una familia de Hamil-
tonianos, H,, los cuales se diferencian en el valor discreto que adopta un parametro
natural, n, contenido en el potencial de estos. Cada Hamiltoniano de este tipo po-
seera multiples estados propios que satisfagan la ecuacién en autovalores:

H,¢, = E, ¢, . (4.1)

20A diferencia de un estudio clésico, el cual arroja como resultado trayectorias, la metodologia
cuantica trabaja con funciones de onda deslocalizadas cuyo cuadrado se relaciona con la probabi-
lidad de presencia y que, salvo modelizaciones de potenciales infinitos, presentan un valor no nulo
en cualquier punto del espacio.
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En esta, ¢!, denota el estado propio i-excitado del Hamiltoniano enésimo. Por tanto,
el subindice discrimina el Hamiltoniano concreto dentro de su familia y el superindice
el estado propio dentro de todos los posibles. Para referirnos a la coleccion de estados
propios asociados a un Hamiltoniano H,, simplemente omitiremos el superindice, ¢,,.

En un sistema fisico, tal como el de potencial de Morse, en el cual podemos
identificar el autovalor con la energia asociada a cada estado propio, o funcién de
estado, se distinguiran dos tipos de estados, los estados ligados, con £ < 0, y los
de scattering, con E > 0. Por nuestra parte nos interesaremos tnicamente por los
primeros, pues son aquellos que estan cuanticamente confinados y discretizados, en
relacién a la perspectiva clasica dichos estados se corresponden con trayectorias
cerradas.

Procedemos a continuacién a definir una serie de operadores que, por medio de
su accién, nos permitirdn cambiar de estado y/o de Hamiltoniano, lo que en nuestra
notacién se traduce como variar los indices. Comenzamos por el operador escalera.

Definicién 5. Operador escalera Denominaremos operador escalera (o del inglés
ladder) a aquellos operadores LT cuya accion sobre un estado propio v de un Ha-
mailtoniano H, verifique:

LEYE o piEr (4.2)

Estos por tanto, mantendran invariante el Hamiltoniano pero modificaran el
nivel de energia de cada estado propio. De manera complentaria encontramos los
operadores desplazamiento o shift.

Definicién 6. Operador desplazamiento Consideraremos como operador des-
plazamiento a aquel cuya accion sobre un estado propio ¢, de H, quede descrita
como:

SEy o Yy - (4.3)

De esta manera podemos reproducir cualquier transformacion en los indices por
medio de la accion conjunta de ambas parejas de operadores. De hecho podemos
plantear un ultimo operador, el operador intercambio, que construido por combina-
cién de los dos presentados y se configurara como el protagonista en la propuesta de
factorizacionacion que ofrecemos.

Definicién 7. Operador intercambio Denominaremos operadores intercambio a
. + ., . i . .
la pareja de operardores M~ cuya accion sobre un estado propio ¢., satisfaga:

o 1
Mn+1¢;z X WLH

My v o

n—1 *

(4.4)

El coeficiente de proporcionalidad queradara fijado al definir el modo en el que
intervienen los operadores intercambio en la factorizaciéon como veremos a continua-
cién. Conviene indicar también que en lo sucesivo, y por consonancia con lo estandar
para los operadores escalera, denominaremos operador creacion y aniquilacion al ope-
rador M* y M~ respectivamente. Por tltimo, antes de finalizar la presentacién de
estos objetos, es importante destacar dos aspectos de estos operadores intercambio,
que si bien desarrollaremos posteriermente, en particular en esta fase introductoria
y en la seccion sobre casos concretos, anticipamos para fijar ideas:
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= Su accién sobre un estado propio del Hamiltoniano deja invariante E, el auto-
valor asociado a dicho estado. Esto quiere decir que, si bajo la accién de M*

pasamos de 1! — ¥%} | el autovalor asociado a cada uno de los estados serd
igual, E! = E'%!. De manera intuitiva se puede entender este hecho observan-

do que al modificar el pozo de potencial la energia de cada nivel de excitacién
de este lo hard en consecuencia.

= Su accion sobre un Hamiltoniano no se puede distinguir a priori de la realizada
por los operadores desplazamiento, lo cual es evidente pues el Hamiltoniano no
viene representado por un autovalor concreto. Para diferenciarlos, deberemos
describir su accién sobre estados.

Es la primera propiedad, generar con su accion familias de estados que compartan la
misma energia, en la que radica nuestro interés. Antes de poder probar esta carac-
teristica y dado que viene motivaba por el tipo de factorizacion que emplearemos,
vamos a introducir dicha factorizacion, la cual en su forma mas general se expresa
como:

donde p,, es una constante que solo depende del parametro natural “n”. Dada esta
estructura y la accién de los operadores intercambio sobre un estado propio del
Hamiltoniano, podemos presentar una importante proposicion, la cual da pie al
analisis que realizaremos.

Definicién 8. Consideremos una sucesion de Hamiltonianos H,, factorizados segin
(4.5) por medio de operadores intercambio y tales que admite una sequnda factori-
zacion de la forma:

Hy = My M, + pp = M My + o (4.6)

Entonces los Hamiltonianos H,, forman lo que se denomina una jerarquia de facto-
T2aC10Nes.

Presentada la estructura de nuestra factorizacién, podemos ahora determinar su
accién no sobre un estado propio si no también sobre el Hamiltoniano, tal como
narra la siguiente proposicién.

Proposicién 4. Los Hamiltonianos H,, y H,_1 de la jerarquia (4.5) verifican
H, = MM + i, H, 1= M, M+ pu, (4.7)
Entonces los operadores M= relacionan H, y H,_, de la forma
M H,=H, 1M,
(4.8)
MtH, = H,M"

y actian como operadores de intercambio/desplazamiento entre estos dos Hamilto-
nianos.

Probémoslo.
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Demostracion 3. Para probarlo basta evaluar ambas operaciones desarrollando el
Hamiltoniano en operadores intercambio. A modo ilustrativo tomemos la primera
igualdad:

M, Hy = My M M, + pn M, = Hy oy M,

en la cual han interviniendo, tanto al expandir como al reagrupar, las factorizaciones
recogidas en ({4.6]).
Probemos que M, lleva un estado propio ¢,, con valor propio E, de H,:

Hngbn = n¢n

en otro B

tal que &n es estado propio de H,,_; con el mismo valor propio F,,_1 = E,:
anl(M;(bn) = M;Hn¢n = En(Mrj(bn) - {M;(ﬁn X ¢n717 Enfl = En}
De la misma forma si ¢,_1 es funcion propia de H,,_;

anl(bnfl = En71¢n71
entonces M lo lleva en otro )
Mrj¢nfl = gbnfl

tal que ggn_l es estado propio de H,, con el mismo valor propio E, = F,_1:

Hn(M:¢n—l) - En—l(Mn_gbn) — {M:d)n—l X ¢n; En - En—l}

En resumen, dados H, ; y H, los operadores de factorizacion Mf hacen el
siguiente intercambio de funciones propias:

M+¢n—1 x d)n» M_an X gbn—l

manteniendo la energia: E, = F,,_;.

Sin extender més estas consideraciones generales, damos paso al siguiente apar-
tado, el cual tiene como objetivo particularizar y emplear los objetos presentados en
la elaboracién de un analisis por factorizacién del Hamiltoniano tipo Morse.

4.2. Factorizacion del potencial de Morse

Comenzamos, como se ya se habia anticipado, con la forma hamiltoniana de un
potencial tipo Morse unidimensional dada por (3.26]), que recuperamos a continua-
cion,

1
H(8) = 51 08+ V(6) (19)
con
V(p) =mie* —2momie (4.10)
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en la cual se ha tenido presente la relacién entre el operador momento conjugado de
una variable y la derivada parcial respecto de una variable actuando como operador
dada por el principio de correspondencia, ([2.8)).

Podemos asignar valores a las constantes mg y my, dado que no modifican la ma-
tematica del problema pero aligeran los calculos significativamente. Concretamente
modificando la variable ¢ mediante una traslacion ¢ — ¢ + ¢y podemos cambiar ar-
bitrariamente el valor de m: adoptaremos m; = h v/2. En cuanto a mg cambiaremos
su notacién y lo expresamos de la forma mg = h \/5(3 + %), con lo que el potencial
se modifica a:

V(p) = 2h% e — 4h*(s + %) e 2. (4.11)

En aras de adoptar una forma con la que sea maés facil operar introducimos un cambio
de variable 2¢p — x, donde este parametro  no guarda relaciéon con el expuesto en
el capitulo anterior,

1
H(z) = —2h%0? — 4h* <$ + §> e "+ 2h%e™H (4.12)

para finalmente aplicando un cambio de escala, por medio de un factor global # se
llegue a la expresion habitual del Hamiltoniano de Morse,

H(x) = —02+V(z), V(z)= -2 (s + %) et e (4.13)

cuya accién sobre una funcién f(z) genérica sera:
Hf(z)=—f"(z)+ (e = (1+2s)e”") f(z) . (4.14)

Buscamos ahora si una factorizacion con la estructura propuesta en . De
esta manera, estamos exigiendo que el producto de operadores M= sea equivalente
al Hamiltoniano salvo quizas una constante que hemos llamado p. Proponemos para
ello un modelo genérico de factores que satisfagan dos condiciones, poder generar la
dependencia funcional con x del hamiltoniano Esta obliga a introducir un término
proporcional a la parcial respecto de “x” y al menos otros dos sumandos, uno cons-
tante y otro que aporte la dependencia con la exponencial. De esta forma al realizar
el producto de ambos factores se generan coeficientes para e, e~2* y una constante,
los tres sumandos presentes en el hamiltoniano. La forma general que adoptan por
tanto ambos serdZ1t

M* =50, +ae™" +b (4.15)

[P

con “a” y “b” constantes reales a determinar y donde hemos impuesto que el coefi-
ciente de la parcial sea de médulo unidad, real y de signos opuestos. Para obtener
dichas constantes debemos desarrollar la accién del operador M™ sobre el M~ y

21E] cambio de signo entre el operador y el coeficiente de la parcial permite que, como veremos
mas adelante, el estado fundamental con significado fisico sea el que aniquila el operador M, lo
cual es simplemente convenio. De igual manera el hecho de hacer operar M ™ sobre el M ™, y no al
revés, unicamente determinard el sentido en el que recorremos la jerarquia de hamiltonianos que
estableceremos en la préxima seccién.
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ajustar el valor de “a” y “b” para mostrar la dependencia funcional del Hamilto-
niano. La accién conjunta, y en el orden indicado, de ambos operadores sobre una
funcién f(z) resulta:

(a*e™ +a(l+2b)e™" + %) f(z) — f"(2) (4.16)
De esta manera, comparando coeficiente a coeficiente con (4.14]) obtenemos a = £1
con b = —s—1 06 b = s para el valor positivo o negativo de “a” respectivamente.

Por lo tanto, como es natural en este tipo de factorizaciones, encontramos dos po-
sibles conjuntos de valores para los parametros, lo que corresponde a dos posibles
factorizaciones. Recogemos ambas a continuacion,

M* =750, —e " +s (4.17)
PEr=F0,+e " —(s+1), (4.18)

donde tomaremos como principal la primera debido la interpretacion referente a
dichos operadores que detallaremos al final del capitulo. Por tltimo, buscamos una
definicién de p, v en su equivalente para P*, que satisfaga . Para ello, evaluamos
la diferencia del Hamiltoniano y la acciéon conjunta de operadores,

p=H— MM =-s . (4.19)
v=H— PP~ = —(s+1)° (4.20)

En este punto hemos obtenido dos factorizaciones por operadores del Hamilto-
niano pero no se ha evidenciado ain que estos se correspondan con los operadores
intercambio, previamente mencionados, ni fijado la relacion que el Hamiltoniano
debe guardar respecto al indice natural “n”. Ambos puntos serdan abordados en el
proximo apartado dando como resultado la generalizacion de los elementos propues-
tos a colecciones indexadas.

4.3. Jerarquia de Hamiltonianos y operadores

En esta seccion, vamos a considerar una expresién mas general de la factorizacion
, la cual contempla el parametro natural,“n”, que originard una jerarquia de
hamiltonianos que incluyen al anterior como caso particular con n = 0. Como se
anticipd, dichos hamiltonianos estaran conectados por parejas de operadores inter-
cambio, que constituirdn a su vez una generalizacién de los M* o P* propuestos.

4.3.1. Las dos factorizaciones de los Hamiltonianos H,,

Comenzamos por extender la nocion de Hamiltoniano mediante una formulacion
similar a la que presentabamos en la secciéon anterior,

Hy,=M'M; +p,, H,=PIP-+u,, (4.21)

donde cada elemento pertenece a una coleccion etiquetada por el indice “n”. Es por

[139%))

este motivo por el cual el término que involucre “n” en el Hamiltoniano presentara un
coeficiente con dicha dependencia, configurando la expresién general de este como:

1
H,=—-0%-2 (s +n+ 5) et e, (4.22)
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De igual manera a como ya se hizo, antes obtenemos en este caso:

M* =50, —e "+ (s +n)

4.23
Pf=F50,+e "~ (s+n+1) (4.23)

Generalizando la definicién de p y v en el mismo sentido que el Hamiltoniano y los
operadores intercambio se llega a:

Mn:_(n+8>2

(1 +nts) (4.24)

Es preciso destacar que, como se puede observar en todas las formulaciones propues-
tas para objetos que involucran el parametro natural “n”, dicho parametro aparece
con la misma estructura funcional que “s”, i.e, los elementos en los que intervienen
“n” y “s” se pueden describir mediante la suma s + n, prescindiendo de una de las
dos constantes tras una reparametrizacién. Esta propiedad es particular del Hamil-
toniano propuestﬂ, permitiendo identificar s con s + n y usar indistintamente las

expresiones para el cason =0y n # 0 E

4.3.2. La jerarquia H, y los operadores intercambio

Si nos fijamos en los dos tipos de operadores de la seccion anterior observamos
que
Py =-M', Pf=-M, Vp = lni1 (4.25)

n n n+1»

Por lo tanto, con esta identificacién las dos factorizaciones (4.21)), se escriben
Hy, = M, M+ i = My M+ pag (4.26)

Lo que indica que los Hamiltonianos H,, constituyen una jerarquia ya que verifican
la relacién (4.6), mediante la realizacién ([£.23)-(4.24) y la identificacién (4.25).

Como hemos visto, la propuesta formal de la factorizacién en sintonia con la si-
metria del Hamiltoniano nos lleva a obtener dos posibles descomposiciones en térmi-
nos de operadores. En este apartado vamos a profundizar en la relacién que liga
ambas parejas de operadores y que manisfiesta la conexién entre los elementos de
cada jerarquia. Por tanto, nuestro interés radica en encontrar una expresion que
vincule dos objetos de diferente indice, involucrando por consiguiente los operadores
intercambio. Aparece de esta manera la nocién de socio supersimétrico que proce-
demos a presentar a continuacion.

Definicién 9. Socio supersimétrico Denominamos socio supersimétrico al ob-
jeto resultado de hacer actuar los operadores que determinan una factorizacion del

22Basta considerar otros Hamiltonianos, también de tipo Morse, tales como H = —§% +
1 _ 2
((s+3)—e™)
23E]l desarrollo realizado, a pesar de poder omitirse si se considera desde un primer momento
la expresion del Hamiltoniano como general, se ha detallado en aras de asegurar que “s” es el
parametro que mapea las colecciones de elementos, es decir, que efectivamente la variacién de
[1pb

s”se identifica con la variacién que experimentan los objetos bajo la acciéon de los operadores
intercambio.
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Hamiltoniano en sentido opuesto, i.e, los Hamiltonianos H, y H,_1 que verifican
la relacion se denominan socios supersimétricos. Dada una factorizacion del

Hamiltoniano segin (4.5)),
H, = MM + i, (4.27)

podremos definir el socio supersimétrico como el operador H,_1 como
H, =M, M+ u, (4.28)

Por lo tanto, una jerarquia de Hamiltonianos H,, esta constituida por una suce-
sion de pares de socios supersimétricos. Tendremos la siguiente sucesion de estados,
partiendo de uno

Hn¢n = Enwn

obtenemos por aplicacion de los operadores de intercambio:

" My M,
M l/Jn a 1/%1-0—1 —+> wn+2 e (429)

M,
g Py <

Todas las funciones obtenidas de este modo por los operadores intercambio tendran
el mismo valor propio E, que la funcién propia inicial 1),,.

4.4. Estados fundamentales de los Hamiltonianos H,,

Una vez presentada una coleccién de hamiltonianos ordenados por un pardametro
natural “n” y operadores intercambio que nos permiten recorrer dicho indice, uno
puede tratar de hallar estados que determinen el inicio o fin de estas coleccioneﬂ
los llamados estados fundamentales. Estos estados, de gran utilidad en la mecanica
cuéntica®], debido a la exigencia de constituirse como estados limite de toda su fa-
milia, no podran modificar el indice en uno de los dos sentidos y por tanto han de
anularse bajo la accién de uno de los operadores intercambio. Podemos, por consi-
guiente, considerar dos tipos de estados fundamentales, los estados fundamentales
aniquilados por el operador M, 1", y los aniquilados por el operador M, , ¥~.
Para hallar estos estados basta imponer,

a) M, ¢, (z) =0 o b) Mty (z)=0 (4.30)

donde 1= (z) es la funcién aniquilada. Se puede comprobar que las funciones 1= (x)
en estas condiciones vienen dadas por:

Yo (x) = e T(nte)e (4.31)

() = e HntoT (4.32)

24Como veremos a continuacién realmente solo sera posible encontrar uno de los dos pues las
condiciones que deben satisfacer ambos estados para ser fisicamente aceptables son incompatibles.

25En este marco de comprensién la existencia de estados fundamentales es inherente a la cuan-
tizacion de la energia.
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A pesar de que ambas soluciones son correctas desde un perfil matematico, debe-
mos exigir que satisfagan una serie de condiciones para ser fisicamente aceptables,
estas condiciones sonfok

I. Ser finita en todo su dominio
II. Decaer cuando x tiende a oo
1. Ser de cuadrado integrable

(i) Se verifica de forma obvia para cualquier valor de x.

(ii) Si tomamos los limites para +oo se llega a

T —00 Tr— — 00
Y (x) — e~ (He)(e) () = e (4.33)
Ut (z) — el ) Y (x) = e

donde se puede observar que ¥, () no puede ser fisicamente aceptable dado que toma
valores arbitrariamente grandes para uno de los limites. Por su parte, ¢, (x) precisa
que n+ S sea positivom que la funcién decaiga a medida que x crece indefinidamente.

(iii) Por 1ltimo, vamos a comprobar si esta funcién estado, ¢, (x), la tnica de las
dos susceptible de tener significado fisico, verifica (iii). Para ello evaluamos,

oo oo
/ (@Z);(x))2 dr = / (e‘ez_("+s)x>2 dr =T(n+s)—T(n+s,1), (4.34)
—00 —0oQ

donde en esta 1ltima expresion, la primera y segunda funcién son la funcion Gamma
y funcion Gamma incompleta@ respectivamente. Més alla del valor numérico de
esta diferencia, lo que nos interesa es que la integral converge lo cual implica que
efectivame 1), (x) es fisicamente aceptable y por ello la tomaremos como funcién
estado fundamental de cada sector.

Obsérvese que el Hamiltoniano inicial H, tiene un parametro s y n = 0; los
Hamiltonianos siguientes se obtienen con n = 1,2,.... Para que v, (z) en (4.34)
sea de cuadrado integrable es necesario que s > 0. Puesto que podemos anadir los
valores n = 1,2, ... esto significa que podemos partir de un valor

0<s<l1

En lo sucesivo asumiremos que s en una jerarquia H,, toma uno de esos valores para
todos los Hamiltonianos.

26Se puede demostrar que no se implican necesariamente. Ejemplos de distribuciones que veri-
fiquen (3) pero no (1) es la delta de Dirac. Que verifiquen (3) pero no (2) funciones definidas con
valor uno en regiones de progresivamente menor extensién y nulas fuera de ellas (extisten también
adaptaciones para hacerlas continuas o incluso C°°). Un andlisis de estas situaciones y otras se
presentan y desarrollan detenidamente en [§].

27E] caso n = —s queda excluido pues harfa que la funcién fuese constante.

ZEsta funcién, T'(z,a) se define como faoo t*~le~tdx, la misma expresiéon que para I'(z) pero
alterando el limite inferior de la integral.
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Ahora trataremos de calcular el valor de la energia del estado fundamental ¢, (x)
Observemos que, debido a las dos factorizaciones de H,,

Hy = MM+ iy = My M+ po (4.35)

n

Si aplicamos la primera factorizacién a 1, (x),

Hyhy (€)= MM 4y () + pnty, (@) (4.36)
Debido a (4.30) a), obtenemos:
Hyy () = patdy () = —(s +n)*¢y (2) (4.37)

Es decir que el estado fundamental v, (x) tiene energia fundamental:
Yy (x) =e ¢ Tt O = (54 p)? (4.38)
De ahora en adelante utilizaremos la notacion:

Uy (2) = 4y (2)

ya que el subindice indica el Hamiltoniano y el superindice el nivel de dicho estado
propio: el nivel fundamental.

4.5. Sectores

En este apartado vamos a detenernos un poco mas en el concepto de sector
que habiamos anticipado, estudiando los elementos que lo conforman, cémo nos
desplazamos entre y dentro de ellos, para finalmente concretar algunos casos por
medio de representaciones. Comenzamos recogiendo y definiendo los conceptos.

Definicién 10. Sector. Tomemos el estado fundamental 2 , n € N, de uno de los

Hamiltonianos H,. Entonces, el conjunto de estados obtenidos mediante la aplicacion

de los operadores de intercambio M,;t se denomina sector de estados de la jerarquia
{H,} basado en °.

Veamos primero que el conjunto de estados del sector basado en 2, son los
estados ¢}, ;, iN. Partimos de la sucesién de estados (4.29)), pero ahora teniendo en
cuenta que comenzamos en 90

_ + + +
My, 0 My 1 Mo 2 Mn+i 3
0 < Uy, > U ——— V... ——— (4.39)

Podemos ver una serie de propiedades sencillas relacionadas con los sectores de
funciones propias.

1. Los estados del sector basado en ? se obtienen por aplicacién de los operadores
M;". En particular el estado genérico ¢}, ; viene dado por
. : 0
;L+’L' =G, Mn++i cee Mn++2 Mn++1 (o

en donde C! es una constante de normalizacién que se puede calcular.
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2. Todos los estados 9}, de un sector tienen la misma energfa con respecto a
su Hamiltoniano correspondiente, y dicha energia es EY, la energfa del estado
fundamental del sector

Hytpy = B, Hositngy = Egtnyy, oo Hogthy o = By,
Es decir, teniendo en cuenta el valor obtenido en (4.38]):

nti

En efecto, esta propiedad es inmediata ya que los estados estan relacionados
mediante operadores de intercambio.

3. La energia de un estado propio w;f, siendo k£ < p de cualquier sector se calcula
de la forma siguiente

E
10
5
— V(x), n=0
] X
N———— V(x), n=1
— V(x), n=2
-5
_-:fol 1 1 1 |
-4 -2 0 2 4 ]

Estados fundamentales, s=0.5

Figura 1: Potenciales asociados a Hy, H1 y Hs.

Para fijar conceptos, procedemos, en lo que resta de capitulo, a comentar la apa-
riencia que adoptan las expresiones expuestas asi como los elementos que intervienen
por medio de algunos ejemplos graficados.

Comencemos pues por la diferencia funcional que distingue los operadores esca-
lera de los de intercambio. Para ello, podemos cotemplar tres eslabones consecutivos
de la jerarquia de Hamiltonianos, los cuales vienen representados por tres pozos de
potencial con el pardmetro “s” comun y “n” tomando valores sucesivos. A modo de
ejemplo se han graficado en las figuras [2] 3 [ los tres primeros, ie, los correspon-
dientes a s = 0,5y n =0, 1, 2 respectivamente. Superpuestos a dichos potenciales
se han considerado también todos los excitados ligados que se presentan para cada
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1.5
1.0
0.5 V(x)
0
0 _ W f(#)g. E> V(x)
- 0
""" f(#)g. E < V(x)
-0.3
=1
-1.0
_‘\‘5 1 L 1 !

-2 0 2 4 6
Estado, s=0.5 n=0

Figura 2: Potencial asociado a Hy y su estado fundamental ¢).

potencial, limitados superiormente por los estados de scatteringiﬂ. Tal y como se
puede apreciar, la cantidad de estados ligados estara limitada en cada caso al valor
de n de dicho potencial. A la vista de los comentarios realizados podemos estructurar
dichos estados en grupos atendiendo a dos criterios: aquellos que posean el mismo
pozo de potencial o aquellos caracterizados por la misma energia.

1.

II.

Mismo pozo de potencial. Esta es la discriminacion que caracteriza las
graficas senialadas. Cada una de estas familias de funciones estardn compuestas
por los estados excitados de uno fundamental donde, el paso de un elemento
de esta a otro podra llevarse a cabo mediante la accién de los operadores
escalera. Este cambio acarreara la modificacién del superindice pero, dado que
el potencial, y por ende el Hamiltoniano, se conserva invariante, el subindice
también permanecera constante.

Mismo valor de la energia. Este es el criterio escogido a la hora de repre-
sentar dos estados con el mismo color en 5] En este caso las funciones poseerdn
la misma energia pero, puesto que dichos estados corresponden a diferentes
formas del pozo de potencial, figura [T} se identificardn como correspondientes
a niveles de energia distintos.

El ”desplazamiento”de un elemento de la jerarquia a otro podré expresarse por
medio de la accién de los operadores intercambio, cambio que corresponde a
la pronunciacién del pozo de potencial y la excitacion del estado considerado.
En materia de indices, como ya se anticipd, el momimiento por medio de
los operadores intercambio conlleva la variacién tanto del subindice como del
superindice pero de tal forma que la diferencia de ambos se conserva.

Podemos apreciar la distribucién de funciones propias (estados) y valores propios
(energias) en la siguiente tabla de la jerarquia de Hamiltonianos H,,.

29Estos vienen caracterizados por poseer més energia que la expresada por el potencial. De esta
manera, las funciones estado de las particulas no se extinguen fuera del potencial, siendo en este
sentido “libres” y perdiendo el, ya no estricto en cudntica, confinamiento que pudieran presentar.
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V(x)

f(#)], E> Vv(x)
f(#)], E < V(x)
E(#)]

f(#)], E > V(x)

..... f(#)], E < V(x)

- E(#)]

-2 0 2 4 6
Estados, s=0.5 n=1

Figura 3: Potencial asociado a H; y sus estados: fundamental ¢ y primer excitado

1.

H H, H, Hs. .. E

i |t > | 2 3 . |E=E=—¢

P —2 | ) > | 2 ... |E=E)=—(s+1)

V) —= | —— ... | E=E)=—(s+2)?

W) s | E=E)=—(s+3)?

Es importante notar que, comparando otra vez los estados 13, ¥ y 49 o los ¢ y
Y1, que aparecen en |5 son muy similares en forma pero estos solo comparten el nivel
de excitacién que les atribuimos, pues difieren en energia y forma del Hamiltoniano.
Dichos estados se podran obtener bajo la aplicacién de los operadores desplazamiento
sobre el anterior. Podemos visualizarlos en conjunto en [@] donde se ha representado
el trio de estados fundamentales citado. Tal y como se observa en dicha figura,
todos ellos verifican la forma Gaussiana que debe caracterizar las funciones estado
fundamentales, es decir sin cortes con los ejes y un solo extremo relativo.

Desde una perspectiva general, la configuracién de estas funciones seguira unas
pautas globales que podemos comentar en la grafica [f} En ella es facil constatar
que las funciones-estado de estados ligados presentan un nimero de cortes con el
eje horizontal igual al nivel de excitacién correspondiente, siendo cero para el caso
fundamental, como comentdbamos, uno para el primer excitado, etc. De igual ma-
nera, la cantidad de extremos relativos en estos serd el niimero de cortes con los
ejes mds uno, p.e 4 para el estado 13 por pertenecer al tercer nivel de excitacién.
Este resultado, que no procede demostrar aqui, es caracteristico de la formulacion
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10

-10 I 1 1 I

Estados, s=0.5 n=2

Figura 4: Potencial asociado a Hy y sus estados: fundamental ¢9, primer excitado
#3 v segundo excitado ¢3.

cuantica para estados ligados y permite tanto proponer como refutar intuitivamente
formas funcionales para los estados propios. Vistas esta serie de ejemplos, damos
por finalizado este estudio cuantico.

4.6. Algebra

En esta seccién vamos a analizar el dlgebra al que estan asociados nuestros ope-
radoreﬂ. Tal y como se puede ver en la proposicién [1], si queremos que el &lgebra
que encierran sea un algebra de Lie, debemos exigir que, para una cierta base, el con-
mutador de cada par de estos operadores pueda expresarse como combinacion lineal
de los elementos de dicha base. Dado que por el momento solo contamos con dos
operadores, M;I y M comenzamos por evaluar su conmutador y lo hacemos ana-

lizando su acciéon sobre un estado propio v, de un Hamiltoniano H,, de la jerarquia
con un valor propio F,. De acuerdo con la segunda factorizacién de H,,:

M7:+1M:+11/}n = (Hn - ,un—&—l)wn = (En + (3 +n+ 1)2)1/}71 (4'40)
De acuerdo con la segunda factorizacion de H,:
M;Mn_% - (Hn - ,U"n>¢n - (En + (S + n)2)¢n (441)

Si restamos las dos igualdades obtenemos el “conmutador”

(Mn_+1Mr—:_+1 - MJME>% = (Nn - /Ln—l-l)wn = 2((8 + n+) + 1/2>¢n (442)

30Estos actuardn como elementos de la base del dlgebra que tomemos, pues definen las trans-
formaciones que podemos aplicar sobre las funciones estado. En términos de grupos de simetria
definen precisamente las simetrias del grupo y en los grupos de Lie corresponden a los generadores
infinitesimales.
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25
—_—V
o X (x)
— 1)}
-25 Eg
f(o);
-50 E;j
—_— f()
s (2)z
Ey
~10.0 ——

-10 -5 0 5 10
Estados relacionados por operadores infercambio, s=0.5

Figura 5: Estados relacionados por los operadores intercambio, con E=0,25.

De forma simbdlica este “conmutador” lo escribimos asi:
(M, M*] = 2M; (4.43)

en donde definimos la accién de M? sobre cualquier funcién propia 1, de un Hamil-
toniano de la jerarquia H, de la forma:

Mgty = ((s + 1 +1/2)¢,

Es decir, M3 es un operador diagonal cuando actia sobre funciones propias .
Ademés podemos escribir el conmutador de los operadores M* y M; cuando actiian

sobre estas funciones:
[Ms, M*] = £ M* (4.44)

En efecto, por ejemplo, si M, = i), 1:
MM *th, — M* Mythy = Mzo(ps1) — Ma(s +n+1/2)¢,
=a(s+n+1+1/20p1 —als +n+1/2)p1 = ahpn = M7,
En definitiva hemos visto:
i) Los operadores M*, M, cierran las reglas de conmutacion
(M=, MT] =2Ms [Ms, M*] = +M* (4.45)

Se identifican con las de un algebra de Lie su(1, 1). Por lo tanto hemos regre-
sado al dlgebra del que partimos.

ii) Los operadores M*, M3 dejan invariante cada sector de estados de la jerarquia
H,,. Se puede decir por lo tanto que cada uno de estos sectores es una repre-
sentacion irreducible de su(1,1) que se caracteriza por un valor comin de la
energia.
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1.0
0.8
— (o)
0.6
4 (&)
0.4 — (o)
0.2 —_ f(ﬁ‘}g
0 \

i 0 2 4 6
Diferentes estados fundamentales
Figura 6: Estados fundamentales ¢, ¢, ¢9; asociados a los hamiltonianos Hy, H; y
Hj; respectivamente.

iii) Si tomamos el sector de estado fundamental 12, la energia de todos los estados
es:
E=E’=—(s+n)?

Si calculamos el valor del operador Casimir del su(1,1), cuando actia sobre

Y0 resulta ser

Cippy = (MM~ =My(M3—1))¢py = (0—(nt+s+1/2)(n+s—1/2)¢y, = —(s+n)*+/14

En definitiva el valor del Casimir y el valor de la energia en cada sector difieren
en 1/4.

Concluimos la presentacion de este elemento destacando esta relacién, la cual ve-
rifica la conexién con el dlgebra anticipada en la propuesta general del capitulo [3.3]y
justifica llevar a cabo la obtencion de estos sistemas integrables por medio de MA-
SAs, pues en esencia los operadores que conmuten con el Casimir seran constantes
del movimiento.

5. Morse Potential, tratamiento clasico

Persiguiendo la descomposicién y resolucion del Hamiltoniano, nuestro trabajo se
orienta ahora, y en la medida de lo posible, en trasladar tanto la metodologia como
los objetos utilizados en el tratamiento cuantico para dar lugar a una factorizacion
en el mismo sentido que se ha hecho. No obstante, no nos limitaremos a convertir
directamente nuestros elementos ya calculados, lo cual exigiria en el caso general
realizar previamente las cosideraciones cudnticas sino que propondremos un método
independiente aunque con un desarrollo en paralelo al visto. Utilizaremos para ello
los resultados expuestos en [6], comentando los més relevantes para nuestro estudio
en el siguiente apartado.
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5.1. Marco teorico

Damos comienzo a este capitulo en la misma linea que en otras secciones mediante
una introduccion en la que presentaremos las nociones que estructuran el analisis
que tendra lugar a continuacion. En el caso que nos ocupa, estas son referentes
a la relacién entre los elementos que configuran una factorizacion clasica de un
Hamiltoniano, describiendo los posibles coeficientes que pueden intervenir en los
factores, asi como la relacion global de estos con el Hamiltoniano por medio de las
propiedades que emergen al utilizar el corchete de Poisson como aplicacién entre
ellos. Toda la formulacién que va a ser llevada a cabo se hereda de la literatura [6],
donde se realiza un estudio mucho mas detallado y el cual admite una gran variedad
de formas hamiltonianas. Por nuestra parte, nos limitaremos a reproducir algunos de
los resultados mas importanteﬂ Empecemos por plantear un Hamiltoniano general,

H=p+V(x), (5.1)

y A* dos funciones complejas conjugadas entre si, todos ellos descritos como funcio-
nes suaves en términos de las coordenadas generalizadas, x, y momentos conjugados,
p, en el espacio de fases. Consideremos la clase de factorizacion de H,

H=A"A"+~(H) . (5.2)

Esta expresion viene a ser la contrapartida clasica de con la salvedad de que la
constante puede ahora depender del propio Hamiltoniano. Las funciones A* son de
esta manera las equivalentes a los operadores intercambio y, exigiendo su linealidad
respecto de los momentos conjugados p, adoptan la forma general,

A* = Fif(x)p + VHg(z) + p(x) + ¢(H) (5.3)

donde f(x), g(x), ¢(x) v ¢(H) son funciones cuya expresién particular dependera
del tipo de Hamiltoniano que deseemos conseguir. Construido asi el espectro de
posibles formas que puede adoptar es muy amplia, incluyendo como caso particular
al potencial Morse que nos ocupa. Como ultimo requisito para esta factorizacién
precisamos que H y AT formen un algebra deformada dotada del corchete de Poisson
como aplicacién tal que:

{H, A*} = +ia(H)A*
{A+7A_} - _lﬁ(H) s

con a(H), B(H) funciones auxiliares a determinar para cada Hamiltoniano. La ga-
rantia de existencia de tales funciones A* que satisfagan estas caracteristicas pro-
viene de la libertad de eleccién en las funciones que participan como sumandos de
estas. De hecho, se puede determinar las restricciones que suponen estas relaciones
en la configuracién de f(z), g(z), p(x) y ¢(H), asi como del potencial V' (z). Para

(5.4)

31Concretamente se utilizardn las expresiones del cépitulo II de [6], establecidas para un Hamil-
toniano genérico, y los resultados de 5.1.2 del mismo documento, en los cuales se ha particularizado
para un potencial tipo Morse.
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ello sustituyamos en (5.2), p> = H — V(z), por lo que tendremos A* = A*(x, H),
al considerar “x” y H variables independientes. Reescribiendo [5.2]

H = P)H = V(@) + (VEg) + 6(H) + o)) +9(H),  (55)

lo cual nos permite relacionar la forma particualar de nuestro potencial con su ex-
presién por medio de estas funciones genéricas. Por otra parte, el corchete de H con
A* es equivalente, en virtud de la proposicion 2.10} a evaluar su diferencia entre la
derivada total y parcial del tiempo,

dAT QA% B 0AT dx  0A* dH
@ ot o dt | OH dt

donde se ha tenido en cuenta que los operadores intercambio no dependen explici-

tamente del tiempo. Ademés, H es una constante del movimiento, {H, H} = 0, por

lo que solo sobrevive el primer sumando de la iltima igualdad, el cual desarrollado
adquiere la forma:

{Hv Ai} = (5.6)

0Adx
Ox dt

. ! . 1 / \/_ ! / (57)
<:FZ\/ H—V(x)f'(z) £ va () + VHg'(z) + ¢ (90)) P,

donde las primas denotan derivacion respecto de su argumento y en la que hemos
identificado la derivada total de x respecto de t con el momento conjugado, p = ‘fl—f, en
virtud de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi aplicadas a nuestro caso. Gracias
a estas dos identidades, y , estamos en condiciones de especificar el primer
corchete de [5.4] Igualando entre sf los términos reales y los complejos por separado
e identificando la derivada total de x respecto de t con el momento conjugado,

obtenemos las siguientes dos relaciones,

VH (@) +¢/(@) = alH)f ()
— /@) (H = V() + 3 @)V (2) = a(H) (VEg(e) + o) + o))

Ambas seran usadas en la préxima seccién para, bajo una serie de consideraciones,
especificar las funciones desconocidas para construir un potencial tipo Morse.

Por otra parte, podemos estudiar el comportamiento y evolucién temporal de los
operadores intercambio como objeto, sin entrar en las funciones que lo estructuran.

Volviendo a las expresiones (5.4) y (5.6)), de las cuales conclufamos,
d
{A* H} = EAi = Fia(H)A* (5.9)

se obtiene la forma de la derivada total de A* respecto del tiempo. Tenemos por tanto
las herramientas suficientes para evaluar la integral primera de estos operadores,

Q:I: — A:te:tia(H)t 7 (510)

(5.8)

31Esta facilidad, como veremos en el tltimo apartado de este capitulo, se traducird en poder
identificar el valor de ciertas constantes y funciones generales.
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donde los parametros QT serdn por construccién constantes del movimiento. Probémos-
lo.

Demostracion 4. Para comprobarlo basta evaluar la derivada total de dicho parame-
tro y verificar que es idénticamente nula,

dQ 0Q _

i oQ
={Q H} + 57 = {A Hyer ' 4 258 =
:FZOé(H)Ai :I:za( )t + ZO[( )A:t tia(H)t _ 07

donde en esencia se ha usado (5.4) para determinar los corchetes {H, A} y (5.10)
para la expresar la forma de los pardametros Q*. Ademds se ha tenido en cuenta la
regla de Leibniz’s para el corchete {Q, H}, la se reduce a:

{Q H} = {A, H}e Ut 4 {e=olD8 [} A%,
siendo el 1ltimo corchete nulo puesto que dicha exponencial es una funcién de H.

Esta condicion, como ya se ha mencionado a lo largo del documento, no solo es
interesante en la medida en que refleja las simetrias del sistema, evidenciando asf las
relaciones con el algebra de Lie, también es 1til pues las simplificaciones que acarrean
nos permiten, en ultima instancia, resolver las trayectorias de manera analitica, tal
y como se pretende evidenciar en el ultimo apartado de este capitulo.

Indagando en la forma de estas integrales del movimiento podemos expresarlas,
dado que contienen dependencia de H, en términos de los valores de sus energias,

gt = cet? (5.11)

siendo ¢ y 0y constantes. La primera de ellas, ¢, se corresponde con el médulo de
estos objetos, se puede relacionar con el Hamiltoniano gracias a su conexién con el
producto de funciones intercambio, y por ende con la factorizacion de H,

A(H)=Q Q™ = Atetiott g=e=iel)t — B (7). (5.12)

donde E es el valor de la energia del Hamiltoniano. Por su parte 6, serd una constante
a determinar por las condiciones iniciales. Expuesta esta introduccién teodrica a la
factorizacion clasica que va a ser llevada a cabo damos paso a la siguiente seccién
en la que particularizaremos los resultados.

5.2. Particularizacién a potencial Morse

Continuamos nuestro planteamiento concretando las formas generales que hemos
expuesto en el punto anterior. Empezamos por describir nuestro Hamiltoniano en
términos de los parametros del espacio de fases, posiciones y momentos conjugados
que denotaremos como x; y p; respectivamente. De esta manera, y puesto que esta-
mos considerando un sistema unidimensional y en él solo participa una coordenada
generalizada, podemos recuperar la forma obtenida por el método de reduccion
por MASA.

H(x) = pi+V(x)
Viz) = 2 ( i %) I (5.13)
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Este serda comun para ambas formulaciones pues, en lo referente a las factorizacio-
nes, consideraremos la estructura hamiltoniana como el problema comiin a resolver.
Ahora, como menciondbamos, uno podria calcular el equivalente clasico de los ope-
radores intercambio sin mas que adaptar el coeficiente de las derivadas parciales que
presentan en su forma cuantica al esquema de momentos, por medio del principio de
correspondencia. El problema es que, de esta forma, estariamos replicando la facto-
rizacion ya llevada a cabo, exigiendo su determinacion previa. Ademas, en este caso
particular, resulta interesante comparar el tratamiento del algebra de Lie brindado
por medio de conmutadores y el que ofrecen los corchetes de Poisson.

Por todo ello, tomamos la determinaciéon de plantear una factorizacién inde-
pendiente a la anterior, presentado una pareja de funciones A*, A~, de manera
que garanticen la mayor generalidad posible al Hamiltnoniano. La apariencia de
estas funciones sera la anticipada por la expresion , por lo que nuestro pa-
pel ahora es determinar cada una de las funciones genéricas que las constituyen
(f(x), g(x), v(x), ¢(H)) y los pardmetros que determinan el dlgebra (a(H), B(H)).
Esto se puede conseguir, como anticipabamos, gracias a las identidades pode-
mos obtener dichos valores. Mostramos a continuacién su forma asi como la del
potencial en base a estas, reservando el desarrollo de obtencion al anexo :

H <0, op(x)=0, o(H) =

o2 5.14

WH) =0+ H+ D alH)= 0o/~ H | o1
o) = e, fla) = e®=,

V() = 200”27 — 5pe 70" (5.15)

siendo «q, Yo y dg constantes aun por especificar. De hecho podemos identificar sus
valores por comparacién con nuestra expresion del potencial [5.13] resultando:

a0:2, Yo = —1, 60: —(8+1/2> (516)

De esta manera basta sustituir en para finalmente construir nuestras funciones
intercambio,

s+ %
Vi
Conocidas estas funciones podemos comprobar que se verifica la descomposicion del
Hamiltoniano sin mas que operar e introducir el valor de v dado por y
el de 79 que acabamos de exponer. Estas constantes también nos permiten dar una
expresion para c, el médulo de nuestras integrales del movimiento segin ([5.12)):

A(E) = /E —~(H) = \/1 - % (5.18)

donde se ha tenido la precaucion de sustituir la accién del Hamiltoniano por el valor
de su erergia asociada, E. Damos pie ahora si al proximo apartado en el que analizare-
mos mas detalladamente como estas integrales nos permiten obtener algebraicamente
las trayectorias cerradas de una particula, como es nuestro caso unidimensional.

A* = Fie"p + v/ —He" — (5.17)
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5.3. Constantes del movimiento y trayectorias

1.5
[]
1.0 M
:
0.5 '
1 ™ L
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0 T 1 T — x(t), E=-1
' M ]
: ' : x(t), E=-3
-0.5 o 1l
' ! “ — x(t), E=-6
: [ : 0 gt
-1.0 " R '\/\/\/\
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Oscilaciones de la posicion en el tiempo para
diferentes energias

Figura 7: Oscilaciones de la variable x como funcién del tiempo para diferentes

energias.

v(x)
' —-"" e V(x)
E=2
— —— E=0
' —— E=-2
; —— E=-10
'_' — E=-20

Niveles energéticos Potencial Morse s=5

Figura 8: Diferentes niveles de energia para un mismo potencial, s=5

Damos comienzo a esta seccion en la que pretendemos concluir la aplicacion de
una factorizacién clasica en el desarrollo de un sistema Hamiltoniano tipo Morse,
brindando una descripcién detallada de la dinamica del sistema.

Tal y como se introducia en el anterior apartado, resulta interesante contemplar
la pareja de integrales del movimiento Q*. Conocido su médulo, el cual viene dado

por (5.18), y la forma de los factores A*, (5.17), si consideramos ahora la ecuacién
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pit)

p(t), E=2
xt) — plt), E=-2
) T omin
— pl1), E=-20

Espacio de momentos diferentes energias, potencial s=5

Figura 9: Espacio de momentos asociadas a particulas de diferente energia en un
mismo potencial, s=5.

(5.10) se llega a:
s+ 1 1—(s+1/2)%,
X —Fet — 2 _ i(6oF2v—Et
Fe'p+ v e \/ﬁ 5 e ,
donde recordamos E denotaba el autovalor de H y 6, una constante a imponer

como condicion inicial. Separando ahora esta tltima igualdad en la parte real e
imaginaria obtenemos ecuaciones algebraicas para las posiciones, X, y los momentos,

p, respectivamente,
—(s+1/2) = /(s + 1)2+ E cos (6o + 2v/—Et)
7 , (5.20)

(5.19)

x(t) = log

VE? = (s + 1)2E sin (6 + 2V=F1)
—(s+1/2) = /(s +3)* — E cos (6o + 2v/—El) ‘

Cabe senalar que para obtener trayectorias periédicas deberemos exigir en el caso
general 0y < 0y 70 < 0 o lo que es equivalente para un rango de energias 62 /vy <
E < 0, condiciones que en nuestro caso suponen —(s + 3)? < E < 0.

De esta manera hemos alcanzado el objetivo inicial del capitulo, resolver analiti-
camente un Hamiltoniano tipo Morse. Vamos por tanto a completar este estudio
comentando el comportamiento del sistema para algunas configuraciones de “s” y
“E”.

Tomemos para este primer ejemplo un parametro del potencial s = 2, simple-
mente para fijarlo, y representemos la evolucién de x en el tiempo para diferentes
valores de energia, —1, —3 y —6, tal y como se recoge en la figura[7]

Se puede percibir el caracter periddico de las oscilaciones, el cual da indefinida-
mente entre dos extremos. Este movimiento vendra descrito por la ecuacion [5.20

(5.21)

pt) = —
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observando que, para valores de la energia suficientemente pequenos, la raiz del
numerador serda compleja. Este es el caso excluido por las restricciones menciona-
das y el cual se puede apreciar en la tendencia del sistema en las proximidades de
(s + %)2 = 5,25 unidades de energia. En la imagen podemos ver como efectivamen-
te al aproximarnos a dicha cota el movimiento se extingue progresivamente, como
esperarfamos intuitivamente. Ademds tal como se evidencia en la imagen [§, donde
hemos recuperado la representacion de un potencial Morse, el pozo de potencial es
pronunciado, caracter exponencial, lo que se traduce en variaciones de la posicion
en zonas relativamente localizadad®]

Desde otra perspectiva podemos considerar el espacio de momentos expresado
en funcién de la posicién, como se expone en la figura [0 Esta representacién por su
parte, permite ilustrar el comportamiento para energias superiores al limite estable-
cido, E = 0. Observando la imagen, podemos identificar estas con figuras “abiertas”,
cuyos extremos no coinciden. Por otra parte se estructuran las formas cerradas, ca-
racterizada por presentar dos uniones en el eje x. Estos puntos representan posiciones
concretas de inflexién, donde el momiento continua en sentido opuesto, periddica-
mente. Como caso singular se presentan los sistemas con energia nula, £ = 0. Estos
muestran una aproximacién asintotica al eje “x”, lo cual denota una unién en el
infinito, siendo el punto de transicién de los otros dos.

Es interesante también considerar la similitud entre el esquema recogido y el que
encontrariamos para un problema de Kepler. Este, como es sabido, viene caracteri-
zado por un potencial inversamente proporcional a la distancia V (r) = %, asociado a
la fuerza gravitatoria. La correspondiente representacion del esquema de momentos
realizada para este potencial exhibe la dindmica de un cuerpo en gravitacion. En
su equivalente, nuestros sistemas con £ < 0 corresonden a orbitas cerradas, en los
cuales los objetos describen elipses pues el potencial es capaz de “confinar” el movi-
miento de este. Por su parte los sistemas con £ > 0 responden a objetos en orbitas
hiperbdlicas, los cuales poseensuficiente energia como para escapar del potencial sin
caer a orbitas periddicas. Por ultimo, las trayectorias parabdlicas de Kepler, que en
nuestro caso suponen £ = (0, exponen un movimiento continuamente desacelerado
al alejarse el cuerpo orbitante, disminuyendo su momento hasta el punto limite de
detenerse en el infinito.

Finalizamos con esta comparacion el desarrollo clasico y con este el cuerpo de
este estudio dando paso a las conclusiones obtenidas a lo largo del proceso.

32Esta caracteristica, reflejada en ciertos enlaces quimicos que son gobernados por este tipo de
potencial, determina el porque la longitud de dichas uniones presenta poca dispersién.
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6.

Conclusiones

Este trabajo se puede estructurar en tres partes en la medida en que persigue cu-
brir tres objetivos diferentes: retomar y ahondar en los conceptos propios del algebra
y formulaciéon hamiltoniana, introducir y familiarizar al lector con las peculiarida-
des de los sistemas integrables y superintegrables, exponiendo cémo el empleo de
herramientas matemaéticas abstractas brindan la posibilidad de construir y modelar
este tipo de sistemas y finalmente comprender por medio de un caso particular cémo
las propiedades que hereda de su condicion de superintegrabilidad se expresan en el
proceso de determinaciéon de las funciones de onda o trayectorias.

I. El primero de ellos ha venido de la mano de la formacién propia del grado
en Fisica, por medio de asignaturas que van desde el algebra impartido al
inicio de nuestros estudios, hasta la mecénica tedrica y cuantica o el estudio
de grupos y simetrias. Vemos cémo este catalogo de conocimientos nos ha
permitido afrontar cuestiones, que extralimitan los casos propios de la carrera,
reivindicando el papel que esta tiene en el alumno como herramienta a futuro.

II.

Por su parte la segunda seccién, permite recuperar la perspectiva mas analiti-
ca de la fisica, aquella que no precisa adoptar aproximaciones al considerar
sistemas que admiten soluciones exactas. Estos reflejan la conexion tan intima
que existe entre las simetrias y la conservacion de magnitudes, relacion que
gobierna a cualquier escala como concebimos y modelamos la naturaleza.

a)

También hemos estudiado cémo dichas magnitudes se estructuraban como
ligaduras del sistema que restringian la libertad del sistema y de manera
reciproca cémo esas restricciones determinaban la simetria que debia de
presentar el espacio de configuracion.

Apoyéandonos en esta idea hemos estudiado los sistemas integrables y
superintegrables, sistemas en los cuales las ligaduras nos permitian espe-
cificar analiticamente la dinamica del sistema, desarrollando a su vez un
método de obtencion para estos.

En esencia este se ha concretado en identificar las simetrias en el espacio
de configuraciones de un sistema, de que manera relacionar estas con
un algebra conservado por un grupo de Lie y en tltima instancia, cémo
obtener constantes del movimiento a partir de las transformaciones que
describen estos elementos del grupo.

Ademads hemos particularizado todo este proceso para el caso de una
pseudoesfera hiperbdlica en el espacio complejo, verificando que esta es
un espacio homogéneo de SU(1,1). De esta manera, hemos comprobado
como un estudio abstracto de las propiedades de un algebra nos permite
construir perfiles de potenciales y sistemas Hamiltonianos que modelan
la experiencia practica.

1. En los siguientes apartados hemos afrontado la factorizaciéon desde una pers-
pectiva tanto clasica como cuantica del potencial considerado que nos ha per-
mitido por una parte, y en la linea del objetivo anterior, completar de principio
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a fin un andlisis espcifico, particular, constatando las capacidades y posibili-
dades reales adquiridas durante esta etapa de aprendizaje.

Por otra parte, persiguiendo una de las pretensiones mas bésicas de la Fisica,
se mostraba la compatibilidad de ambas perspectivas. Como ambas visiones
conviven y se puede recuperar expresiones equivalentes para ciertas condiciones
es uno de los grandes logros que exponen estas dos formulaciones.

a) En concreto para el caso cudntico, se han obtenido las familias de es-
tados propios de los Hamiltonianos de forma analitica, evidenciando su
integrabilidad.

b) De igual manera, hemos presentado los operadores intercambio, los cuales
manifestaban la conexion entre estos estados por medio de su accién, para
finalmente mostrar como dichos operadores se relacionaban con el algebra
de partida, expuesto previamente.

¢) Asi mismo, nos hemos familiarizado con los sectores, familias de esta-
dos con valor propio comun, para finalmente describirlo como espacio
homogéneo de su(1,1).

d) Por su parte en el estudio, se ha propuesto un método de factorizacion
clasica que si bien no corresponde al usual, pues de forma estandar se
realiza cuanticamente, presenta una perspectiva complementaria.

e) En este proceso, se ha profundizado en la utilidad de las constantes del
movimiento y como estas nos permiten resolver el sistema determinando
trayectorias cerradas.

Por todo ello y resumiendo, podemos comprobar que cada seccion de este estudio re-
fleja aspectos que, en mayor o menor medida, estan presentes tanto en la concepcion
del mundo que aporta la Fisica, como en la configuracién mental con que nosotros
la entendemos, siendo este el fin ultimo del trabajo expuesto.

Appendices

A. Primeros conceptos y definiciones

A.1. Concepto de grupo

La Fisica, en su empeno por recoger las particularidades de la naturaleza por
medio de modelos que abstraigan sus propiedades, ha enfocado histéricamente el
analisis de esta en la busqueda de patrones y elementos invariantes, ambos estrecha-
mente ligadas con el concepto de simetria. El culmen de esta relacién se expresa por
medio del Teorema de Noether, el cual idenfica dichas simetrias con la conservaricion
de una magnitud. El interés de este resultado, ademas de la infinidad de aplicaciones
que presenta, en mayor o menor medida, en todos las areas de la Fisica, se debe a
la capacidad de sintetizar la conexién entre la estructura formal de los objetos en
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estudio con el comportamiento dindmico y cinético que deben presentar. Como con-
tribucién a esta vision, este articulo expone un caso concreto de su manifestacion
para el analisis de un sistema fisico. En este sentido pretendemos, a continuacién,
plantear una serie de nociones previas a fin de entender las implicaciones de dicho
teorema tanto en lineas como en ultima instancia para el caso que nos ocupa.

Iniciamos por tanto este apéndice abordando el concepto de simetria menciona-
do. Consideraremos simetria de un sistema a aquellas transformaciones sobre este
cuyo efecto no lo cambien. Podemos pensar por ejemplo, en objetos de revolucion,
pongamos un cilindro, como un cuerpo con simetria bajo rotacién sobre el eje. El
objeto matematico para estudiar las simetria es el de grupo, cuya definiciéon, aun-
que conicda, la enunciaremos a continuacion por completitud de la memoria y por
uniformar la notacion.

Definicién 11. Grupo. Se entiende por grupo una estructura algebraica conforma-
da por un conjunto de elementos, G, y una operacion, o, que denominaremos ley
de composicion interna, la cual es cerrada en G, o : G X G — G, y satisface las
siquientes propiedades:

1. Es asociativa en G.
11. Posee un elemento neutro e € G tal que goe = eog =g,V g € G.

1I. Para cada elemento de G existe un elemento ¢/ € G tal que go g/ = g/ o g =
e, considerando a este g/ como el inverso de g en el grupo.

A fin de trabajar con los grupos de una forma mas familiar, estos se pueden
expresar por matrices. Concretamente en algebra abstracta, se denomina represen-
tacion de un grupo G al homomorfismo de grupos de G en el grupo linear general
GL(n,C) de las matrices cuadradas, complejas e invetibles n x n. Cuando consi-
deremos un sistema, donde usualmente sus elementos, particulas, vienen descritas
por sus posiciones y velocidades, podremos identificar cada configuraciéon posible de
valores para cada uno de los parametros con un estado, vector del espacio. Ademaés,
las transformaciones entre estados podran darse en términos de la aplicacion de un
elemento del grupo. En consecuencia surge la necesidad de especificar correctamente
las transformaciones que pueden desencadenar estos grupos, contenido que presen-
tamos en la seccién [2.1] asi como los espacios vectoriales y pardmetros mencionados,
las cuales abordaremos en el préoximo apartado.

A.2. Espacios y variedades

Como comentidbamos, podremos referir la informacion de las particulas a una
serie de coordenadas, las coordenadas generealizadas. Estas se definen en mecanica
para un sistema fisico como un conjunto de coordenadas en un cierto sistema de
referencia tales que permiten describir univocamente la situacién de este a partir de
una configuracion dada. Entendiéndolas asi, para un sistema dado se pueden pro-
poner de una infinidad de formas, siendo unas mas convenientes que otras en cada
caso particular. Parace logico en este sentido, distinguir las diferentes elecciones en
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funcion del nimero de coordenadas necesarias para determinar el sistema. De es-
ta manera contemplamos el término grado de libertad. En Fisica se entiende por
grados de libertad al nimero minimo de parametros independientes necesarios para
determinar simultaneamente la posicion de cada particula de este. La magnitud de
esta cantidad correspondera a los grados de libertad que presentan cada una de las
particulas por separado menos las ligaduras, restricciones, que incorpora el conjun-
to de ellas. En este sentido los grados de libertad seran consideradas propiedades
emergentes, es decir, que surgen de la estructura que gobierna el colectivo de las
particulas pero no propiamente de cada particula individual. Teniendo esto presen-
te podremos considerar las coordenadas independientes, las cuales responden a la
eleccién que involucre una menor cantidad de coordenadas generalizadas.
Continuamos nuestro desarrollo describiendo ahora el conjunto de espacios a
los cuales vendran referidas nuestras representaciones de grupos, en la medida en
que aplicaremos esta estructura a sistemas de particulas con interpretacion fisica.
Partiendo de la base comenzamos por el concepto de variedad de configuracion.

Definicién 12. Espacio o variedad de configuracion. En mecdanica cldsica, se
define el espacio de configuracion de un sistema fisico como el conjunto determinado
por las coordenadas generalizadas de dicho sistema. En este espacio, los parametros
pueden satisfacer una serie de ligaduras matemdticas de tal forma que limiten las
posibles configuraciones reales del sistema constituyendo estas ultimas como conjunto
la variedad de configuracion.

Por otra parte, es preciso destacar la incapacidad de este espacio para describir
las velocidades de los elementos del sistema, lo cual es necesario para realizar un
estudio de la dinamica de este. Surge entonces, de manera natural, la necesidad de
expandir el espacio de configuracion a lo que denominaremos espacio de fases el cual
si contempla la representacion de estos parametros. Este viene descrito formalmen-
te como el fibrado cotangente de una variedad de configuracion, donde el término
fibrado cotangente hace alusién a la unién, con estructura de fibrado, de espacios
que contienen todos los posibles momentos asociados a cada particula y a cada po-
sicion de un sistema, lo cual equivale a un punto en el espacio de configuracién.
Estos espacios asociados se corresponderan con el espacio cotangente{ig], al espacio
de configuracién en el punto indicado. De esta forma, cada punto de este fibrado
especificard un estado particular del sistema. Esta descripcién no es la mas precisaf®|
pero nos permite hacernos una idea global. Damos por finalizado este punto concer-
niente a los espacios en los que se define nuestro sistema dando pie a la siguiente
seccién en la cual consideraremos una serie de aplicaciones con las que podremos
equipar nuestras variedades para dar lugar a ciertas algebras de Lie, por ejemplo.

33Se entiende por espacio cotangente el espacio dual del espacio tangente, el cual se puede
demostrar contendrd a las velocidades por ser derivadas primeras. Por su parte, V*, de un espacio
vectorial V es el conjunto de todas las transformaciones lineales V' — R.

34Descripciones més rigurosas pueden ser llevadas a cabo por medio de 1-formas, conceptos en los
cuales no se pretende entrar en este articulo pero se pueden encontrar en el capitulo introductorio

de [B].
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A.3. Corchete de Lie

En este punto, donde ya poseemos una idea global de como podemos representar
los elementos que integran estos grupos y dénde viven estas representaciones, esta-
mos en disposicién de presentar algunas de las diferentes expresiones que pueden
adoptar las operaciones que los ligan, es decir, las leyes de composicién interna. Si
bien estas pueden manifestarse de muy diversas formas, nosotros nos centraremos
en abordar aquellas que nos permitan construir las dlgebras que precisemos, aco-
modandose estas a la simetria de nuesto sistema. Por tanto, comenzamos por definir
el corchete de Lie,concepto capital en el desarrollo que tendra lugar, como iremos
viendo mas adelante.

Definicién 13. Corchete de Lie. Sea V un espacio vectorial. Se define el corchete
de Lie, [ ], como una aplicacion bilineal antisimétrica V.x V. — V que satisface la

identidad de Jacobi,
[[w, v], w] + [[v, w], u] + [[w,u],v] =0 Vu,v,w eV .

La importancia de esta aplicacién radica en permitirnos trabajar simultanea-
mente en los dos paradigmas, clasico y cuantico, por medio de dos realizaciones
diferenciadas del Corchete de Lie, el Corchete de Poisson y el conmutador respec-
tivamente. Ahora si vamos a proceder a detallar las dos aplicaciones mencionadas:
Corchete de Poisson y conmutador.

Definicién 14. Corchete de Poisson. Consideremos el espacio fdsico de un sis-
tema fisico con un nimero de grados de libertad finito. Sean f, g y h funciones suaves,
o infinitamente diferenciables (es decir pertenecientes a C*), que operan en dicho
espacio fasico y el tiempo. Entonces, podemos definir el corchete de Poisson como
la aplicacion bilineal, {}, en las funciones diferenciables satisfaciendo las siguientes
propiedades:

1. Anticonmutitividad, {f,g}=-{g.f}
11. Regla de Leibniz, {fg,h} = {f,h}g+ f{g,h}

1. Identidad de Jacobi {f,{g,h}}+{g,{h.f}} +{h.{f.9}}=0
para cualquier f, g, hﬁ.

Una descripcién mds concreta del corchete de Poisson {f, g} de f, g dos de las
funciones mencionadas puede darse en térmicos de las coordenadas candnicas, q, p

CO1mo. af 9 af 9
9 9
— L2 22T Al

i
donde las coordenadas canénciaﬂ son un tipo de coordenadas generalizadas que
deben satisfacer las relaciones fundamentales de Poisson,

35Estas propiedades son consecuencia de la correspondencia entre el corchete de Poisson para
funciones suaves y el corchete de Lie en campos vectoriales coexactos, aquellos en los que la accién
de dicho campo vectorial sobre una funcién coincide con la derivada externa de la funcién.

36En general, se podran considerar diferentes colecciones de coordenadas canénicas, definiendo
inclusive transformaciones canoénicas que lleven de una eleccién particular a otra.
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{¢.dy=0 Apipi} =0 A{d'p;j} =0 (A.2)
coni,j € 1,2,...,N donde N es el nimero de coordenadas generalizadaﬂ. Podemos
considerar un nuevo tipo de cambio de coordenadas, las denominadas transforma-
ciones candnicas que preservan la caracteristica candnica de sus coordenadas tras el
cambio. Estas coordenadas y transformaciones poseen propiedades ttiles en muchos
aspectos pero nosotros nos centraremos en la referente a la transformacion de sus
momentos, la cual recogemos a modo de proposicién como sigue:

Proposicion 5. Dado un sistema expresado por medio de coordenadas canonicas,
los momentos conjugados vienen regidos por un comportamiento covar’mntﬂ es

decir:
0
r X =,
P ox

siendo p, el momento canonico conjugado asociado a la coordenada canonica x. De
igual manera, bajo una transformacion canonica los momentos conjugados varian de
forma covariante.,

x? piﬂ % xl? p;’ = Jx,? pr - J_lp,xJ
donde el primado denota cambio de variable y J es el Jacobiano de la transformacion.

Esta proposicion supone una introduccion a la forma que adoptara la relacion
de correspondencia clasica-cuantica para los momentos, tal y como enunciaremos
en la préxima seccién. Por su parte, puede ser probada atendiendo a la ligadura
impuesta por la tercera igualdad en para los sistemas de coordenadas canoéni-
cos. Relacionara las variaciones que experimentaran las coordenadas generalizadas
y los momentos conjugados bajo un cambio de coordenadas. Por tltimo si tenemos
en cuenta que las coordenadas generalizadas son consideradas contravariantes por
definicion, se concluyen ambas ecuaciones para los momentos conjugados.

Por otra parte, el hecho de considerar el corchete de Poisson como una realizacion
del corchete de Lie viene de constatar que ambas son aplicaciones bilineales, como
se desprende de , y de comparar, tal y como comentabamos en el pie de pagina,
las propiedades que deben satisfacer ambas, destacando que el primero de ellos debe
verificar las del corchete de Lie y ademés la identidad de Jacobi. Esta aplicacion
como hemos visto opera con funciones y nos permitira equipar nuestro algebra en el
tratamiento clasico de la mecanica. Por el contrario, en mecanica cudntica los objetos
que participaran en esta descripcion del algebra serdn los denominados operadores.
Estos operadores, ya familiares para el lector, se definirdn como una aplicacién entre
espacios vectoriales V. — V', donde usualmente los elementos de estos espacios

37Se puede realizar una formulacién més abstracta de las coordenadas canénicas por medio de
formas simplécticas y 1-formas, de manera que no se dé esta recursividad, como la que se realiza
en el apartado 1.3.1 de [5].

38Tsta descripcién es tomada en referencia a cémo se ven alterados los pardmetros al redimensio-
nar los ejes. Si los objetos se transforman de igual manera, proporcionalmente, a la variaciéon que
experimentan los ejes, los consideraremos covariantes. Si lo hacen inversamente proporcional los de-
nominaremos contravariantes. Por consiguiente, el comportamiento de un elemento contravariante
o covariante podra expresarse bajo la aplicacion del Jacobiano o de su inversa respectivamente.
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corresponderan a funciones, construyendo de esta manera funciones que tomen a
otras como argumentos. Partiendo de esta idea, proponemos la segunda aplicacion
a la que se hacia mencién: el conmutador.

Definicién 15. Conmutador. Sean V, V dos espacios de Hilbert, y A y B dos
operadores que actian como una aplicacion V. — V. Se define en mecdnica cudntica
el conmutador como la aplicacion entre operadored™)

(X, Y] = X(Y) - Y(X) (A.3)
donde A(B) denota el operador A actuando sobre la accion de B.

Es evidente, dada esta definicién, que el propio conmutador tendra estructura de
operador. Antes de dar paso al siguiente apartado, en el que introduciremos el algebra
de Lie y algunos de los elementos que aparecen en relaciéon con él, vamos a cerrar
este punto probando que el conmutador constituye efectivamente una realizacién del
corchete de Lie.

Demostracién 5. Basta comprobar que el conmutador verifica las propiedades del
corchete de Lie. En concreto, es una aplicacion bilineal atendiendo al pie de nota
que se acaba de exponer, esta es alternativa pues se anula para dos entradas iguales,
(X, X] = X(X) — X(X). Ademas satisface la identidad de Jacobi,

14, B,Cf +[[B,C), Alf + [[C, A}, BIf = [A(B) — B(A),Cf + .
— A(B(C))(f) — BIAC)(f) — CLAB)(f) + CBA)(f) + .. = 0,

donde dichos operadores, campos vectoriales, actuan sobre funciones diferencia-
bles f.

B. Producto J'K'(J71)!

Primero se realizara el producto y posteriormente se indicaran las simplificaciones
que llevan al resultado. Comenzamos diseccionando el producto,

1A AN\ /0 K\ 1[/A'K A'K
—lgr _ — A _ - -
SR _S(B‘l B‘l) (K o) 4(3—1K B—lK) ' (B.1)

Aplicamos ahora el iltimo término del producto,

P LA S (4 ).

BflK(Afl)T—{—BilK(/_lfl)T B—lK(B—l)T + BilK(Bfl)T (B'2)

Ante esta expresion podemos proponer una serie de relaciones que reduzcan al mini-
mo el nimero de coeficientes que intervienen. Para ello primero nos detenemos en la

(AlK(Al)T + AflK(Afl)T AflK(Bfl)T + AlK(Bl)T)

39Dicho conmutador se puede considerar una aplicacién [ ] : V x V — V' pues los operadores
involucrados vienen descritos por su accién entre espacios vectoriales.
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estructura de las matrices B. Estas deben pertenecer al dlgebra su(1,1) en la medida
en que las matrices Y, que intervienen en su construccion, pertenecen al grupo de
Lie SU(1,1), tal como se evidencia en la proposicién [2l Esta condicién supone, por
definicién, la unitariedad de las matrices B respecto a la métrica K = diag(1, —1),

BKB' =K | (B.3)

donde el superindice 7 denota conjugacion Hermitica. Ademds, la inversa de B,
B! también pertenecerd a dicho dlgebra y por ende también satisface la relacién
expuesta.

También podemos considerar propiedades asociadas a las matrices A, las cuales,
y de acuerdo a la definicién A=Yy =Y,B (a:)ﬁs“, contendran el producto
de matrices Y B. Como notamos de su construccién, ambos elementos Y y B estaran
definidas por medio de formas matriales puramente complejas. Ademas estas ma-
trices conmutaran, puesto que la segunda se obtiene como desarrollo en serie de las
primeras y las matrices Y conmutan entre ellas por ser elementos de la MASA. En
este sentido, parece logico buscar construcciones cuya conjugacion compleja guarde
una relacién de signo con la original. Consideremos con estos propésitos el producto
A'K(B")™! descomponiendo A en sus integrantes como hemos indicado

ATK(BY) ™ = (Y, B(x)s") T K(BY) ™ = (Bz)pY,s") T K(B) ™, (B4

donde hemos aplicado precisamente que Y y B conmutan. Denominemos entonces
Ys a las matrices Y, hos", las cuales poseeran por columnas los vectores Y,s. De esta
forma, podemos reescrbir el inverso de A~! en esta expresion,

AT'K(BNY ™ = (Ys) ' B(o) ' K(BNY ™ = (V) YB'KB)™ = (Ys)" 'K, (B.5)

habiendo usado en la tltima igualdad la identidad (B.3|) sobre la inversa de B. Si
ahora consideramos la conjugacion de este producto observamos que se traducira en
el cambio de signo de Ys, por lo que podemos establecer:

AT'K(BNY ' + A-IK(BH)-1 =0, (B.6)

En esencia esta propiedad se puede entender como la compensacion de los factores
B que aparecen a ambos lados de la métrica, dejando restante tinicamente la con-
tribucién de Y. Dicha compensacién se da tambien en el producto ATK A, el cual
podemos expresar como:

ATKA = (Ys)'K(Ys), (B.7)

obteniendo el término de la derecha del igual mediante una simplificacién equivalente
a la vista. Ademés podemos notar que contrariamente al caso anterior, el segundo
miembro de esta igualdad no se ve alterado bajo conjugacién compleja, pues el
signo cambia dos veces. De igual manera, el inverso de este producto, (ATKA)~t =
ATTK~Y(A")~!, presentard también esta simetria. Teniendo en cuenta que K es una
matriz involutiva, K = K~!, introducimos finalmente nuestra tltima relacién,

ATTK (AN = A-TK (A1 (B.8)
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En base a estas reescribamos (B.2)),

Jpeyr - L (ATEATTATR(AN T ACKB 4 ATK(BY Y
T 16 \BIK(A YT + BIK (AN BUK(BY '+ BUK(BY) L) T

1 2A'K(AD 0
_E( 5 W)= (B.9)

donde, en esencia, hemos aplicado y para el primer y segundo elemento
de la diagonal respectivamente, y para el resto. Este resultado coincide, tras
evaluar el producto en (3.15) con los vectores momento, con el propuesto en [I]
ecuacién (3.20).

C. Desarrollo en serie de potencias de exponen-
cial de matrices, ([3.20

Partiamos de la expresién,

(W) =em (7, Dem[= (G N (). v

la cual involucra exponenciales donde aparecen matrices como exponente. Para tra-
bajar con ellas, desarrollamos la exponencial en serie de potencias como si se tratara
de exponentes numeéricos, con la garantia de que esta serie convergerd, y de hecho
lo hard a una matriz perteneciente al grupo matricial de Lie, para cualquier matriz
real o compleja X, por pertenecer X al algebra de Lie,
Xy X
— m)!

Para el caso que nos ocupa, estas adoptan una forma especialmente simple, pues la
primera de ellas es nilpotente y por definicién se anulara a partir una determinada
potencia, y la segunda es diagonal lo cual determina que todas sus potencias y
ademas se puedan expresar de acuerdo a:

d 0 -+ 0 et 0
0 dy --- 0O 0 e ... 0
p=|. 2 | =] R (C.2)
: 0 R : 0 .. :
0 0 d, 0 0 ein

En concreto:



donde se aprecia que la matriz nilpontente es de orden 3 (la identidad corresponete
a la pontencia 0). Podemos finalmente evaluar la suma de ambas contribuciones,

-2 ) (6 D0

_ (A +idmy)so + dxisy )™
(im0 + (1 —imy)sy)e™ | 7

donde se ha recuperado el resultado esperado.

(C.5)

D. Expresion matricial del potencial como pro-
ducto (ATK A)

Partiendo de la expresién eqn: A nuevas variables podemos sustituir en [3.16]
Vamos a comenzar realizando el producto de las tres matrices que intervienen en
dicho potencial para posteriormente evaluar la inversa del resultado. Empezamos de
izquierda a derecha

ATK _ _Z((l - i$1)30 — iZElSl)e*mO _i(il‘lSO + (]. + iﬂfl)Sl)@*ifEO 1 0 B
B —<i50 + 7;81)6_”0 (iSQ + Z'Sl)e—ixo 0 -1/~

_ (_z(u—ml)so—z‘azlsl)e‘m i<i$150+(1+m)51)6_m> : (D.1)

—(iSo + 2'81)6_“0 —(’iSo + isl)e_m’
Completamos el producto multiplicando ahora por A,

A A — g [ iz)so +ias)e™  (iso+isy)e™
Z.<_Il'x150 + (1 - 'i.ﬁlfl)sl)elx() (—7:80 _ ,l’sl)ewzo

2 2 2
sg—s7 (So+s1) D
= ) 2

((So + 81>2 0 ) ( )
Finalmente evaluamos la inversa de dicha matriz,

-1 L 0 b
(ATKA) = ) 2lh ) = . (so+s)® | (D.3)

(so+s1)2  (so+s1)% (so+s1)?  (so+s1)?

donde en la ultima igualdad hemos impuesto la restriccién de esfera hiperbdlica,
2.2
s5—s1 = 1.

E. Obtencion explicita del potencial: caso clasico
de (.14

Para el potencial que buscamos, tipo Morse, debemos asumir las siguientes pre-
misas sobre las funciones a determinar:

H<0= VH—+/—H, ¢H)= %

, 9(x) #0, ¢x) =0. (E.1)

1
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De esta manera podemos reescribir (5.8 obteniendo la relacién entre f(z) y g(z),

VoI iy (E2)

fz) =

donde a( H) es la tinica varible que depende del Hamiltoniano y por ende la tinica que
puede compensar la constante /—H. Siendo asi podemos fijar la forma estrutural
de a salvo quizas una constante ay,

a(H) = apvV/—H . (E.3)

Por su parte, la segunda expresion se configura como:

H= ) (1 - Vi) + (VoHg(o) + 2 ) bt . (B

A la vista de los factores que intervienen podemos proponer una forma para v como:

1
V(H) 570+71H+7—1E (E.5)
donde para que se igualen los términos con % en esta segunda ecuacién se estable
que:
Vo1 =05 (E.6)

Repitiendo las consideraciones sobre la dependencia funcional pero esta vez con H
se llega a:

1= f*2) - g*(x) + v , (E.7)
y sustituyendo de (E.2]),
4

1=—
2
Qg

(¢'(2))* = ¢*(x) +m - (E.8)

La solucién de esta ecuacién diferencial para g(x) puede darse en términos de dos
constantes C; y C'_; como sigue,

g(x) = Cre# "+ Cyem 27, (E.9)
y trasladando este resultado a f(g) mediante (E.2|) y (E.7))
f(z) = Cre?® — C_je 2%, (E.10)

De esta manera se puede concretar ~y; al desarrollar otra vez (E.7)),
1= 4010_1 + T, (Ell)
reflejando una forma final para v como suma de todas estas contribuciones,

(52
7:70+(1—4010_1)H+H°. (E.12)
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Conocidas estas funciones, salvo las constantes que se identificaran por compa-
racion en un caso concreto, podemos obtener la forma final del potencial a partir de

(©-3),
— A (@)V (@) +29(x) + 7% =0, (E.13)

resultando,

26, (Ole%% + 0_16—%) + %
Vi(z) =

(Cle?z - 07167%> (E.14)

Esta expresion incluye dentro de su generalidad al potencial Morse. En concreto

tomando C; = 1, C_; = 0 recuperamos la estructura formal de nuestro potencial
(13.26]),

V(x) =200 2% — ype” 0" . (E.15)
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