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Resumen

El teorema de Church demuestra que la cuestion de la validez o no de férmulas de primer
orden no es resoluble por maquinas de Turing ni procedimientos equivalentes, lo que a
partir de la tesis de Church-Turing significa la inexistencia de métodos efectivos de

decision para determinar si una férmula de primer orden es valida o no.

El método deductivo de arboles para la légica proposicional si que es un método de
decision para esta l6gica, porque el &rbol siempre se termina tanto si se cierran todas las
ramas del arbol como si no. Por el contrario, en légica de primer orden el método de
arboles no es un método efectivo, puesto que en algunos casos no se acaban nunca. A
tenor de lo dicho mas arriba, tampoco podria nunca serlo, aun cuando intentasemos
complementarlo de alguna manera. A partir de ahi intentaremos desmenuzar las razones
que hacen que los arboles de primer orden no sean ni puedan ser un método de decision

y las implicaciones que eso tiene.

Palabras clave: maquinas de Turing, halting problem, método de decision, método

deductivo de arboles.
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Introduccion

La importancia de los teoremas de incompletitud de Gddel es evidente a la hora de enfocar
el presente trabajo. Los teoremas de Godel vienen a decir, respectivamente, que en todo
sistema formal para la aritmética existen proposiciones formalmente indecidibles y que
es imposible encontrar una prueba de consistencia de un sistema, suponiendo que tal
sistema sea consistente, dentro del propio sistema. Pero hay que ir mas alla de esto, ya
que los teoremas de incompletitud de Godel supusieron la debacle del programa
formalista de Hilbert.

No olvidemos que Hilbert se propuso fundamentar las matematicas, al igual que hizo con
los fundamentos de la geometria, pero se dio cuenta de la imposibilidad de tal proposito,
por lo cual se limito a presentar de manera sistematica los problemas que consideré mas

cruciales.

“Who of us would not be glad to lift the veil behind which the future lies hidden; to
cast a glance at the next advances of our science and at the secrets of its development
during future centuries? What particular goals will there be toward which the leading
mathematical spirits of coming generations will strive? What new methods and new
facts in the wide and rich field of mathematical thought will the new centuries
disclose?”” (Hilbert, 1900).

Nuestro interés y objetivo del trabajo se dirigira a uno de estos grandes problemas
planteados por Hilbert: el problema de la decisién, o Entscheidungsproblem, cuya
solucion no puede discernirse de la identificacion de un sistema para definir un
procedimiento de calculo dado de manera algoritmica o mecénica.

Por tanto, dicho trabajo tendra como punto de partida estos dos pilares que se anudan en
lo que se conoce como la crisis de los fundamentos de las matematicas, y es justo donde
Alan Turing empezara a moverse y teorizar, echando las bases de lo que serd la teoria de

la computabilidad.

Con sus resultados sobre la incompletitud, Godel no acab6 simplemente con el suefio
hilbertiano de poder tratar a todas las matematicas como un sistema formal; sino que, con
la definicidn de las funciones primitivas recursivas, el descubrimiento de proposiciones
formalmente indecidibles y la imposibilidad de demostrar la consistencia de un sistema
con un procedimiento mecanico, el trabajo de Gddel fue un fuerte estimulo para obtener

una definicion precisa de la nocion de algoritmo.



A partir de los teoremas de incompletitud y del problema sin resolver de Hilbert, el
Entscheidungsproblem, que podriamos formular del siguiente modo: ¢existe algun
método por el cual se pudiera decidir, para cualquier proposicién matematica dada, si
dicha proposicién es 0 no demostrable en una teoria axiomatica dada?, vemos como la
principal dificultad de esta pregunta radica en dar una definicion formal y general de lo

que se entiende por expresiones como “método” o “procedimiento efectivo”.

El presente trabajo constara de tres partes. En el primer punto analizaremos la necesidad
de una caracterizacion precisa del concepto de algoritmo para poder responder al
problema de la decision. En el siglo XX, el concepto de algoritmo se formaliz6 para
resolver el problema matematico de la decision (Entscheidungsproblem), establecido por
David Hilbert en 1928, y otras formalizaciones posteriores llegaron con el desarrollo de
los conceptos de “calculabilidad efectiva” y “método efectivo”. Las formalizaciones
matematicas méas famosas son las funciones recursivas de Godel, de Herbrand y de
Kleene; el calculo lambda de Church; y, finalmente, las maquinas de Turing. A pesar de
esto, todavia falta una definicion del concepto de algoritmo que sea formal y no técnica
y, por lo tanto, nos vemos obligados a seguir aceptando y usando una idea intuitiva de lo

que es un algoritmo, por ejemplo:

“una secuencia ordenada y finita de pasos elementales (operaciones o instrucciones) que

conduce a un resultado definido en un tiempo finito”.

De estos resultados, entre otras cosas, surgio la tesis de Church-Turing, que establece que
cualquier algoritmo se puede calcular con una maquina de Turing. En otras palabras, esta
tesis argumenta que es esencialmente imposible tratar de imaginar un modelo de
algoritmo mas poderoso y, en consecuencia, que ninguna maquina puede resolver
problemas que una maquina de Turing no pueda resolver en principio. Este no es un
teorema probado matematicamente, ya que la tesis establece la igualdad de dos conceptos,
el de algoritmo y el de la maquina de Turing, pero el primero no tiene una definicion
formal. Actualmente, la tesis es aceptada y compartida.

Se expondra como dicho concepto, el de algoritmo, esta enlazado con el concepto de
maquina de Turing, que sin “querer” es ¢l mismo un algoritmo. Turing introdujo estas
maquinas en el contexto de la investigacion sobre los fundamentos de las
matematicas. Concretamente, utilizd estos dispositivos abstractos para demostrar que no

existe un método o procedimiento general efectivo para resolver, calcular o computar



cada instancia del Entscheidungsproblem. Ademas, presentaremos otros conceptos que
han resultado ser equivalentes tanto al concepto de maquina de Turing como al mismo
concepto de algoritmo. Esta equivalencia es lo que se conoce como la Tesis de Church-
Turing, que sera determinante para el desarrollo de dicho trabajo. Y el ultimo punto de
este primer apartado estara dedicado a explicar los problemas indecidibles que surgen a
raiz de la respuesta negativa al problema de la decisién. Un ejemplo de problema

indecidible sera el problema de la parada y como Turing lo detecto.

El problema de la parada guarda una estrecha relacion con la demostracion de la
indecidibilidad de la légica de primer orden, que es lo que tratara el segundo apartado del
presente trabajo. En éste explicaremos detenidamente dicho problema de indecidibilidad
demostrandolo por medio de maquinas de Turing, mostrando que un método de decisién
para la validez de formulas de la I6gica de primer orden conllevaria un método de decision
para el problema de la parada, cosa que, como hemos dicho, Turing demostré que es
imposible. Y que nos lleva directamente al Gltimo apartado del trabajo, el método de

deduccidn por arboles.

En este Gltimo apartado presentaremos el funcionamiento del método de arboles tanto en
el caso de la logica proposicional como el caso de la légica de primer orden, para
detenernos en los arboles infinitos que se dan en la I6gica de primer orden, en los cuales
es fundamental la comprension de las reglas de los cuantificadores. El caso de los arboles
infinitos nos llevara a presentar las similitudes que guardan éstos con el problema de la
parada y con la demostracion de la indecidibilidad de la I6gica de primer orden. Veremos
que la analogia entre arboles infinitos y maquinas que no se paran es muy estrecha, con
lo que mostramos que, incluso desde un punto de vista puramente intuitivo, es patente
que el problema de la parada y el de la decision en logica de primer orden son

esencialmente el mismao.



1. Teoria de la computabilidad
1.1 La nocidn de algoritmo y el Entscheidungsproblem

En general, un algoritmo es un método para resolver un problema. Un algoritmo
consiste en un conjunto finito de instrucciones que se pueden aplicar de forma
determinista; ademas, la solucion, si existe, debe poder obtenerse en un nimero finito de
pasos. Por lo tanto, los algoritmos (también llamados métodos efectivos) son
procedimientos que permiten resolver un problema de una manera completamente
mecanica, sin recurrir a ninguna forma de creatividad o intuicion.

Vinculada a la nocidon de algoritmo tenemos la nocidon de funcion efectivamente
computable. Se dice que una funcion (en el sentido matematico del término) es calculable
(o computable) de una manera algoritmica, o incluso efectivamente calculable

(computable), syss hay un algoritmo que, para cada argumento, calcula su valor.

Por tanto, un proceso de célculo consiste en la idea de identificar un método para
obtener un cierto resultado, la cual ya se habia manifestado en los origenes del
pensamiento cientifico, y la descripcion de como resolver un problema matematico tiene
raices igualmente antiguas. En el siglo XIX, las matematicas experimentaron un
desarrollo notable, y una especializacion posible gracias a la aplicacion sistematica de
modelos, que la hizo ser percibida como la ciencia exacta por definicién e indujo una
formalizacion creciente basada en estrictas reglas logicas, algoritmos y en el método
axiomatico deductivo: a partir de conceptos asumidos como conocidos a priori, a través

de reglas bien definidas llegamos a la demostracion de otras proposiciones.

Hasta la mayor parte del siglo XIX, los algoritmos, como el de Euclides o
Fibonacci, parecian satisfacibles, ya que permitian replicar los procedimientos descritos.
Pero a principios del siglo XX, los matematicos comenzaron a pensar que estos
procedimientos eran solo una aproximacion que no deberiamos dar por satisfechos.
Russell y Whitehead publicaron los Principia Mathematica, en el que se afirmaba la
posibilidad de que todas las matematicas podrian tratarse con reglas formales l6gicas.
Afos mas tarde, Hilbert y Ackermann lanzaron el desafio del Entscheidungsproblem, es
decir, plantearon el problema de la decision: ¢dada cualquier declaracion de la l6gica de
primer orden —que son las proposiciones generalmente utilizadas en matematicas- existe
un procedimiento capaz de establecer si es demostrable o refutable, es decir, si en realidad

es derivable de un conjunto dado de proposiciones que se supone gque son verdaderas? En



otras palabras, se trataba de identificar un algoritmo que, al menos en teoria, siempre

conduciria a un resultado.

La pregunta fue de gran interés, ya que las diferentes ramas de las matematicas
pueden presentarse a través de sistemas axiomaticos, de los cuales se derivan los teoremas
a través de pasos logicos. Resolver el problema de la decision habria permitido a los
matematicos concentrarse en la formulacién de axiomas, dejando la tarea de demostracion
a un algoritmo.

La necesidad de definir, para cada teoria matematica formalizada, cuales son las
caracteristicas que debe tener para considerarse consistente y completa, se convirtio en
una de las principales urgencias: desde principios de siglo XX, el descubrimiento de

antinomias habia planteado el problema en términos precisos.

Turing hizo algunas contribuciones fundamentales a esta teoria naciente. En 1935
conocio el Entscheidungsproblem y decidi6 estudiarlo, obteniendo una respuesta negativa
al problema que planteaba. Al mismo tiempo, de una manera completamente
independiente, el mismo resultado negativo también fue obtenido por Alonzo Church.
Sin embargo, en comparacién con el enfoque de Church, Turing siguié un camino
diferente y original: para analizar el concepto de proceso algoritmico, definid una clase
de maquinas abstractas — las que hoy en dia se conocen como “maquinas de Turing”-. El
enfoque de Turing tiene la ventaja de abordar el problema de manera extremadamente
directa, sin presuponer nociones o herramientas matematicas preexistentes. Ademas, las
maquinas de Turing desempefiaran mas tarde un papel importante en el estudio del calculo
automatico, ya que pueden interpretarse como modelos idealizados de las calculadoras
digitales actuales. Cada algoritmo se presta, al menos en principio, para ser automatizado,
es decir, para ser ejecutado por una maquina adecuadamente disefiada.

1.2 Las maquinas de Turing y la Tesis de Church-Turing
1.2.1 Las maquinas de Turing

Intuitivamente, tenemos un algoritmo (o un método de decision) para resolver un

problema syss tenemos una lista finita de instrucciones tales que:

1. A partir de los datos iniciales, las instrucciones se pueden aplicar de una manera
estrictamente determinista, es decir, que en cada paso siempre es posible
establecer de forma inequivoca cudl es la instruccién que se debe aplicar en el

siguiente paso;



2. Existe un criterio Unico para determinar cuando se ha alcanzado un estado final,
es decir, cudndo el proceso debe considerarse terminado y el resultado, si lo
hubiera, se ha obtenido;

3. Un estado final siempre debe ser alcanzable en un numero finito de pasos.
Llamaremos input a los datos de inicio del célculo; y output, su resultado. Se dice
que una funcion es calculable de forma algoritmica (o calculable de manera
efectiva, o realmente calculable) si existe un algoritmo que permite calcular los

valores para todos los argumentos.

Turing introdujo las méaquinas de Turing en el contexto de la investigacion sobre los
fundamentos de las matematicas. Concretamente, utilizé estos dispositivos abstractos
para demostrar que no existe un méetodo o procedimiento general efectivo para resolver,
calcular o computar cada instancia del Entscheidungsproblem, a saber, el problema para
decidir para cada enunciado en la I6gica de primer orden si es decidible o no en esa légica.

Para abordar este problema, se necesita una nocion formal de “procedimiento
efectivo” y las maquinas de Turing estaban destinadas a hacer exactamente eso. Para ello,
Turing se enfrentd al problema de proporcionar un equivalente riguroso del concepto
intuitivo de algoritmo, definiendo un modelo de la actividad de un ser humano que esta
realizando un célculo algoritmico. De hecho, en el articulo On computable numbers with
an application to the Entscheidungsproblem Turing propone su definicion de “maquina

de computacion™®:

“We may compare a man in the process of computing a real nhumber to a machine
which is only capable of a finite number of conditions q1,q2, ..., gr Which will be
called “m-configurations”. The machine is supplied with a “tape”, (the analogue of
paper) running through it, and divided into sections (called “squares”) each capable
of bearing a “symbol”. At any moment there is just one square, say the r-th, bearing
the symbol &(r) which is “in the machine”. We may call this square the “scanned
square”. The symbol on the scanned square may be called the “scanned symbol”.
The “scanned symbol” is the only one of which the machine is, so to speak, “directly
aware”. However, by altering its m-configuration the machine can effectively
remember some of the symbols which it has “seen” (scanned) previously. The
possible behaviour of the machine at any moment is determined by the m-
configuration g, and the scanned symbol &(r). This pair gn, S(r) will be called the
“configuration”: thus the configuration determines the possible behaviour of the
machine.” (Turing 1936-7: 231)

! Las “maquinas automaticas™ de Turing, como las denomin6 en 1936, fueron disefiadas especificamente
para la computacion de numeros reales. Pero fueron nombradas “maquinas de Turing” por Alonzo Church
en su revision del articulo de Turing (Church 1937).



Las instrucciones de las MdT unas veces se presentan como quintuplas y otras como
cuadruplas®. En ambos casos, los dos primeros elementos son el estado g en que esté la
maquina y el simbolo s que esta escrutando. Los otros dos o tres indican lo que hay que

hacer. En la version de quintuplas, o sea, la version de Turing, los tres restantes dicen

1. el simbolo que hay que escribir;
2. hacia donde hay que moverse, si a la izquierda o a la derecha;

3. el nuevo estado.

En la version de cuadruplas uno de los dos elementos indica o bien el simbolo que se
escribe (y la maquina no se mueve de casilla) o bien hacia donde se mueve (y en este caso
no hay cambio de simbolo). En ambos caso el cuarto elemento de la instruccion indica el
cambio de estado interno. Lo que en la versién de quintuplas se hace en un paso, en la de
cuédruplas se hace en dos, pero en todo caso da igual presentar las maquinas de una u

otra formas: con mas 0 menos pasos, se hacen exactamente las mismas cosas®.

Claramente esto no influye en la formalizacion de una méaquina de Turing, que podemos

definir del siguiente modo:
M=(Q,T,ZX,3,A,qo, F), donde

o Q es conjunto finito de estados, do, q1, ..., Ji.

o X es conjunto finito de simbolos, el “alfabeto de la maquina”.

o I es conjunto finito de simbolos, el “alfabeto de la cinta”. Por definicion, X S T'.

o 0 es la funcion de transicion. Indica el movimiento de la maquina.
5:QxI' > QxTIx{LR}

o Aes el simbolo para indicar la casilla vacia. Por tanto, AET AA & X

o (o es el estado inicial de la maquina. Por tanto, qo € Q.

o F es un subconjunto finito de los estados finales, o configuraciones finales de la

maquina. Por tanto, FEQ.

2 La version original, es decir, la propuesta por Turing, esta en quintuplas, pero Emil Post las estandariz6
en cuadruplas. Es importante apuntar esto, para que no haya ningln problema de entendimiento, porque en
el presente trabajo, usaremos las MdT con instrucciones cuadruplas.

3 Volvemos a sefialar la decision de usar instrucciones cuadruplas porque también la demostracién del
teorema de Church es a base de cuédruplas.
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Por tanto, si mandamos ejecutar a la maquina la siguiente instruccion cuadrupla go 1 R g1

1: R
—_ e =

La méquina en estado go ejecuta la instruccion y se desplaza a la derecha, R, escribiendo
el simbolo 1 en la nueva casilla. La instruccién se da por terminada con la maquina que

asume un nuevo estado, q1.

Dado que cada casilla puede contener un Unico simbolo, al escribir uno nuevo, el simbolo
presente en dicha casilla debe considerarse borrado. Al realizar un célculo, un ser humano
tiene en cuenta las operaciones ya realizadas y los simbolos escaneados previamente a
través de su memoria, es decir, cambiando su “estado mental”. Para simular esto,
supondremos que una maquina puede asumir, dependiendo de los eventos anteriores del
proceso de célculo, un cierto nimero de estados internos (uno y no mas de uno a la vez),
que corresponden a los “estados mentales” del ser humano. Dichos estados seran finitos
en numero, ya que “if we admitted an infinity states of mind, some of them will be
‘arbitrarily close’ and will be confused” (Turing 1936-7: 250). Sin embargo, limitarse a
un numero finito de estados no constituye un limite, ya que “the use of more complicated

states of mind can be avoided by writing more symbols on the tape” (Turing 1936-7: 250).

Ademas, es importante tener en cuenta que la existencia de al menos una configuracion
final es una condicién necesaria, pero no suficiente, para que el calculo de una MdT
termine. De hecho, es facil construir una MdT que, aunque en su tabla de instrucciones
aparezca una o mas configuraciones finales, de lugar a un calculo que avanza hasta el

infinito para algunos inputs posibles.
1.2.2 La Tesis de Church-Turing

Como se ha explicado, las maquinas de Turing originalmente estaban destinadas a
formalizar la nocion de computabilidad para abordar un problema fundamental de las
matematicas. Independientemente del trabajo de Turing, Alonzo Church dio una
formulacion diferente pero l6gicamente equivalente. Hoy en dia, la mayoria de la
comunidad cientifica-informatica estd de acuerdo en que la nocion formal de Turing
captura todos los problemas computables, a saber: para cualquier problema computable,
hay una méaquina de Turing que lo computa. Esto se conoce como la tesis de Church-
Turing. Implica que, si se acepta, cualquier problema no computable por una maquina de

Turing no es computable por ningdn medio finito. De hecho, dado que la ambicién de
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Turing era capturar “[all] the possible processes which can be carried out in computing a
number.” (Turing 1936: 249), se deduce que, si aceptamos el analisis de Turing:

e Cualquier problema no computable por una méaquina de Turing no es

“computable” en sentido absoluto (al menos, absoluto relativo a los humanos).

o Para cualquier problema que creamos que sea computable, deberiamos poder

construir una maquina de Turing que lo calcule.

Por lo cual, la tesis de Church-Turing se refiere al concepto de un método eficaz o
sistemético o mecanico en la logica, las matematicas y la informatica. Un método, o
procedimiento, M, para lograr el resultado deseado se llama “eficaz”” (o “sistematico” o

“mecanico”) Syss:

1. M se establece en términos de un numero finito de instrucciones exactas (cada
instruccion se expresa por medio de un namero finito de simbolos);

2. M, si se lleva a cabo sin errores, producira el resultado deseado en un nimero
finito de pasos;

3. M puede (en la practica o en principio) ser llevada a cabo por un ser humano sin
ayuda de ninguna maquinaria, excepto el papel y el lapiz;

4. M no exige ninguna vision, intuicién o ingenio por parte del ser humano que lleva

a cabo el método.

Turing demostro que, dada su tesis, no puede haber un método eficaz en el caso del
calculo completo de primer orden: ninguna maquina de Turing puede decir, de cada
férmula del célculo de primer orden, si la formula es o0 no un teorema del calculo (siempre
que la maquina se limite a un ndmero finito de pasos al probar una formula para la

teorema).

Tesis de Turing: That LCMs (Logical Computing Machines) can do anything that could
be described as ‘rule of thumb’ or ‘purely mechanical’. (Turing, 1948)

Pero, ¢por qué se conoce como Tesis de Church-Turing?

Church también se intereso en este problema hilbertiano y declaro lo siguiente: “By the
Entscheidungsproblem of a system of symbolic logic is here understood the problem to

12



find an effective method by which, given any expression Q in the notation of the system,
it can be determined whether or not Q is probable in the system” (Church, 1936b: 41).

Unos meses antes del trabajo de Turing, Church lleg6é al mismo resultado negativo.
Descubrieron este resultado de forma bastante independiente el uno del otro. Church
empleo el concepto de definibilidad lambda donde Turing utilizaba la computabilidad por
un L.C.M. Se dice que una funcion es definida por lambda si los valores de la funcion se

pueden obtener mediante un determinado proceso de sustitucion repetida.

Cuando Turing habla de lo «puramente mecénico», Church habla de lo
«efectivamente calculable» para indicar que existe un método eficaz para obtener los
valores de la funcion. Ademas, Church propuso: “define the notion, [...] of an effectively
calculable function of positive integers by identifying it with the notion of a recursive
function of positive integers”. (Church, 19362 356)

Después de enterarse de la propuesta de Church de 1936 para identificar la
efectividad con la definibilidad lambda (mientras preparaba su propio documento para su
publicacién) Turing establecié rapidamente que el concepto de definibilidad lambda y su
concepto de computabilidad son equivalentes, demostrando que “the theorem that all
effectively calculable sequences are computable and its converse” (Turing, 1936: 263).
Por lo tanto, en la propuesta de Church, las palabras “funcion definible de enteros
positivos” (e igualmente las palabras “funcion recursiva de enteros positivos™) pueden ser

sustituidas por “funcién de enteros positivos que es computable por la maquina Turing”.
Esta es, pues, la “hipétesis de trabajo” que, en efecto, Church propuso:

Tesis de Church: Una funcidn de enteros positivos es efectivamente calculable solo si

es lambda-definible (o, equivalentemente, recursivo).*
Aunque se podria reformular del siguiente modo:

Tesis general de Church: Toda funcion efectivamente calculable es recursiva general.

4 La implicacién inversa, que cada funcién lambda-definible de enteros positivos es efectivamente
calculable, se conoce cominmente como la inversa de la tesis de Church, aunque Church no hizo tal
distincién, ya que agrup6 ambas tesis en la definicion que propone.
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Si la atencién se limita a las funciones de los enteros positivos, la tesis de Church y la
tesis de Turing son extensionalmente equivalentes, es decir, que calculan sobre una misma
clase de funciones, aunque la manera de aplicacion sea diferente, pero ambas calculan
sobre lo mismo: la clase de funciones definidas por lambda (de enteros positivos) es
idéntica a la clase de funciones recursivas (de enteros positivos) y a la clase de funciones
computables (de enteros positivos). Téngase en cuenta, que si bien las dos tesis son
equivalentes en este sentido, sin embargo tienen significados distintos y por lo tanto son

dos tesis diferentes®.

Pero al ser equivalentes es lo que lleva a que se conozca como Tesis de Church-

Turing.

Tesis de Church-Turing: Cualquier calculo realizado de manera efectiva es

computable.

En su repaso de la obra de Turing, Church mismo reconoci6 la superioridad del andlisis
de la eficacia de Turing: “computability by a Turing machine [...] has the advantage of
making the identification with effectiveness in the ordinary (not explicitly defined) sense
evident immediately” (Church 1937: 43).

Si bien se ha puesto numerosas veces en tela de juicio la validez de la tesis de
Church-Turing, el resumen de la situacion que Turing proporciond en un articulo de 1948
sigue siendo cierto incluso hoy en dia: “It is found in practice that L.C.M.s can do
anything that could be described as‘rule of thumb’ or ‘purely mechanical’. This is
sufficiently well established that it is now agreed amongst logicians that ‘calculable by
means of an L.C.M.” is the correct accurate rendering of such phrases” (Turing, 1948:
414).

1.2.2.1 Razones para aceptar la Tesis de Church-Turing
Podemos proporcionar tres razones suficientes para aceptar la Tesis de Church-Turing:

e (1) Todas las funciones efectivamente calculables que han sido investigadas en

este sentido han resultado ser computables por la maquina Turing.

® Una diferencia importante entre las dos es que la tesis de Turing se refiere a las maquinas de computacion,
mientras que la de Church no.
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e (2) Todos los métodos u operaciones conocidos para obtener nuevas funciones
efectivamente calculables a partir de funciones efectivamente calculables se
ajustan paralelamente a los métodos para la construccién de nuevas maquinas
Turing a partir de maquinas Turing dadas.

e (3) Todos los intentos de dar un analisis exacto de la nocidn intuitiva de una
funcion efectivamente calculable han resultado ser equivalentes, en el sentido de
que cada andlisis ofrecido ha demostrado caracterizar la misma clase de funciones,

a saber, las que son computable por la maquina Turing.

Estas razones son similares a las que Kleene enuncia para validar la Tesis de Church, que
como sabemos es equivalente a la de Turing. Kleene proporciona tres evidencias, a saber:
(A) la evidencia heuristica; (B) la equivalencia de distintas formulaciones, y (C) el

concepto de maquina computable proporcionado por Turing. (Kleene, 1952)

1.3 Problemas indecidibles

El analisis del concepto de algoritmo propuesto por Turing tiene importantes
consecuencias desde el punto de vista tedrico. En particular, se desprende de la existencia
de problemas indecidibles, o sea, problemas que no pueden ser resueltos por ningun

algoritmo.

En particular, Turing demostré que no es efectivamente decidible el problema de
la parada (halting problem) para las MdT. EIl problema de la parada pregunta si siempre
es posible, descrito un algoritmo y un determinado input finito, establecer si el algoritmo

en cuestion finaliza o continda la ejecucion sin parar hasta el infinito.

Por lo tanto, el halting problem consiste en establecer si, dada una MdT My una entrada
n, M con input n da lugar a un célculo que termina o no. A esto le sigue una respuesta
negativa para el Entscheidungsproblem de Hilbert: el problema de la parada puede ser
formulado como un problema aritmético; sea L un sistema logico que formaliza la
aritmética (por ejemplo, un sistema formal basado en axiomas de Peano formalizados en
la 16gica de primer orden), se demuestra que L no puede ser decidible, porque si lo fuera,

el problema de la parada también deberia ser decidible.

La indecidibilidad del problema para una MdT significa que no existe un
algoritmo que, dada una MdT genérica y dado un input genérico para ello, siempre

permite establecer si el calculo de esa maquina con esa entrada termina o no.
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La demostracion de la indecidibilidad del problema de la parada para las MdT
tiene muchas consecuencias a nivel tedrico. De ello se desprende la indecidibilidad de
otros problemas, y esta estrechamente relacionada con los resultados limitantes de la
I6gica matematica, incluidos los teoremas de la incompletitud de Godel.

En informética, el resultado significa que hay problemas que no pueden, incluso en
principio, ser resueltos por una computadora; por ejemplo, no puede haber un programa
que siempre pueda establecer si un programa escrito en un lenguaje determinado con una

determinada entrada terminara o no terminara su céalculo.
1.3.1 Demostracion del problema de la parada

Supongamos que existe una maquina M’ tal que aplicada a una maquina M y un
input n, M’ (M,n) devuelve 1 si M se para cuando se aplica al input n'y devuelve 0 si M
no se para al aplicarse al input n. En particular, M’ (M,n) devuelve 1 syss M(n) se para.

Podemos asumir que las maquinas computan con nimeros, asi que cuando decimos que
M’ se aplicaa M y n en rigor se aplica a dos nimeros, el nimero de M (representémosle

con [M]) y an, asi que lo que tenemos es (1) M’ ([M],n)=1 syss M(n) se para.

Entonces podemos construir una segunda maquina M’ afiadiendo a M " instrucciones que

se ejecutarian antes y después del procesamiento de M’ de tal manera que

o Primero se afiaden instrucciones que duplican el input dado.

o Después se ejecutan las instrucciones de M.

o Finalmente, se afiaden instrucciones tales que si la ejecucion de las instrucciones
de M’ acaba en 1, las instrucciones adicionales llevan a M’ a un bucle, de forma

que donde M’ da 1, M’ no se para.

Tomemos ahora una maquina cualquiera M, y apliquemos M’ al input [M].

o Lo primero que hara M’ es duplicar el input [M], produciendo el par de nimeros
idénticos [M],[M].

o Después se ejecutaran las instrucciones de M’ sobre el par de nimeros [M],[M]
obteniendo como resultado 1 si M([M]) se para 'y 0 si no se para.

o Finalmente, si el resultado anterior era 1, M’’ se metera en bucle y si era 0 se
parara.

o Asi pues, para cualquier maquina M tenemos que
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(*) M([M]) se para syss M’([M],[M])=1 syss M "’([M]) no se para.

Ahora, veamos que pasa si aplicamos M’ a su propio numero, [M’’]. De acuerdo con (*),
tendremos M ”’([M’"]) se para syss M”’([M’]) no se para. Pero eso es una contradiccion,
asi que no puede existir tal maquina M”’. Puesto que, si existiera M’ seria fécil construir

M’, la conclusién es que M’ no puede existir tampoco.

No existe una maquina de Turing capaz de resolver el problema de la parada y asumiendo

la Tesis de Church-Turing, no existe ningun método efectivo para ello.
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2. La indecidibilidad de la l6gica de primer orden
2.1 Demostracion de la indecidibilidad de la l6gica de primer orden
2.1.1 La formalizacion de las maquinas de Turing en un lenguaje de primer orden

Basandonos en la demostracién y en el resultado de la indecidibilidad del
problema de la parada, veremos como es indecidible también el problema de decision de
la I6gica de primer orden, es decir, queremos demostrar que no hay una maquina de
Turing que puede decidir si una determinada férmula es o no un teorema de la I6gica de
primer orden®. Dada una MdT My un input i cualesquiera, podemos construir una formula

de primer orden Fwmi que es valida syss M se para cuando se aplica al input i.
Recordemos que:

o Una férmula vélida es una férmula que siempre es verdad, es decir, en al
caso de primer orden, que es satisfecha por todos los modelos y
asignaciones.

o Una férmula A es deducible de un conjunto de férmulas I' (en un sistema
deductivo dado) en simbolos T'HA, si usando las reglas del sistema se
puede deducir A a partir de I'. T" puede ser un conjunto de formulas finito
o infinito (y, como caso particular de conjunto finito, puede ser el conjunto
vacio).

o Unaformula A es consecuencia de un conjunto de formulas I, en simbolos
T'EA, si no existe ninguna interpretacion (es decir, un modelo y una
asignacion) que satisfaga todas las férmulas de I pero no satisfaga A.

Como antes, I" puede ser un conjunto de formulas finito (vacio o no).

Ademas, por el teorema de la deduccion sabemos que cuando I" es un conjunto finito de
férmulas, el hecho de que A sea deducible, o consecuencia, de I equivale a que la férmula
A=A es una formula valida, donde AT representa la conjuncion de las formulas de T (en
un ejemplo, B,C,DEA equivale a que BACAD—A es una formula valida. Por eso, todos
los casos de consecuencia (y de deducibilidad) con conjuntos de premisas finitos se
reducen a validez de férmulas. Si el conjunto de premisas es infinito entonces no existe

la conjuncidn de todas las premisas y no se puede aplicar el teorema de la deduccion.

® Seguiremos las notaciones y la demostracion propuesta en [Boolos, 2007]
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De hecho el teorema de indecidibilidad de Church dice que el conjunto de férmulas
validas de primer orden es indecidible, esto es, que no existe ningun algoritmo (o ninguna
maquina de Turing, si aceptamos la tesis Church-Turing) que permita decidir si una
formula de primer orden es valida o no. Por eso, la decision sobre
consecuencia/deducibilidad con finitas premisas finitas equivale a decision sobre validez
de férmulas, asi que se podria decir que el teorema de Church establece la indecidibilidad

de la deducibilidad/consecuencia de primer orden con finitas premisas.

Por tanto, para demostrar este resultado, mostraremos que dada cualquier maquina de
Turing My cualquier nimero natural n podemos describir un conjunto finito de formulas
de primer orden I' y una férmula A tal que " implica A syss la maquina M se detiene
cuando encuentra el nimero n en la cinta. La idea base que nos hard de guia en la
busqueda del conjunto finito de férmulas I' y la formula A serd que las formulas en I’
describiran en las instrucciones de la maquina M y el input n dado’.

Entonces, si fuera posible resolver el problema de la decision de la consecuencia ldgica,
es decir, si fuera posible decidir si la formula A es deducible de las formulas en I', también
podriamos decidir sobre el problema de la parada. Como vimos en los apartados 1.2.2 y
1.3, por la tesis de Church-Turing, el problema de la parada no es decidible, por lo cual,
siempre por la tesis de Church-Turing, el problema de decision de la l6gica de primer

orden no es decidible, de lo que se sigue que la lbgica de primer orden sea indecidible.

Como en el caso de las maquinas de Turing tenemos que empezar introduciendo
simultaneamente el lenguaje en el que las formulas en I' y la formula A estaran descritas

y su interpretacion estandar 7. El lenguaje de interpretacion dependera de qué maquina

y qué entrada n estemos considerando. ElI dominio de 7/ sera en todos los casos el de los

nimeros enteros. Se usaran enteros no negativos para numerar los instantes en que la
maquina esta funcionando: la maquina inicia en el momento 0. Los enteros también se
usaran para numerar las casillas en la cinta: la maguina comienza en la casilla 0, y las

casillas a la izquierda y a la derecha son numeradas como sigue.

7 Pero, sobre todo, hay que sefialar que intuitivamente T+A significa que de la aplicacion de las
instrucciones al input n se deduce que la maquina se para. Ademas, por lo dicho mas arriba, I'-A equivale
a que la formula A T—A es vélida. Por lo tanto, si la validez de primer orden fuera decidible, podriamos
saber si A T—A es valida o no y con ello, si M aplicada a n se para o no, lo que resolveria el problema de
la parada.
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Habra una constante 0, cuya denotacion en la interpretacion estandar sera ser cero,
y predicados binarios S y <, cuyas denotaciones seran la relacion de ser sucesor (la
relacion que un entero n tiene con n + 1y nada mas) y la relacion de orden de los enteros,
respectivamente. En cuanto a los otros predicados, tendremos para cada uno de los
estados, que no son de parada, de la maquina, numerados, digamos, desde 1 (el estado
inicial) hasta k, un predicado unario. En la interpretacion estandar, Qi denotara el conjunto
de t > 0 tal que en el momento numerado t la méaquina esta en el estado numerado i. A
parte de esto necesitamos otros dos predicados binarios @ y M. La denotacion del
primero seré el conjunto de pares de enteros t > 0 y X, de modo que en el tiempo numerado
t, la méquina esté en la casilla numerada x. Y la denotacion del altimo predicado sera el
conjunto de t> 0 y x de tal manera que en el tiempo t, la casilla x esta “marcada”, es decir,
contiene un simbolo en lugar de estar vacio®. Formalmente, la funcién de una variable se

sefiala por su posicién en el primer o segundo lugar del predicado @ o M).

A continuacion, debemos describir las formulas que se van a introduciren T' y la
formula A. Las formulas en I' se agruparan en tres grupos. El primero contiene cierta
“informacion basica” sobre S y < que sera la misma para cualquier maquina y cualquier
input. El segundo grupo consiste en una sola sentencia especifica que describe el input n
que estamos considerando. Y el tercero y ultimo grupo consiste en una formula para cada
instruccion “normal” de la maquina especifica que estamos considerando, es decir, para

cada instruccion excepto aquellas que nos dicen cuando se pararia la maquina.

La “informacidn bésica” esta formada por las siguientes formulas:

(1)  Yuvvwww(((Suv A Suw) = v =w) A ((Svu A Swu) = v = w))

(2)  Yuwv(Suv - u<Vv) AVUYWW((U<VAV<W)—=Uu<w)

(3) Vuvv(u<v-ou#v)

Estas formulas nos dicen que un numero tiene solo un sucesor y solo un predecesor, que
un numero es menor que su predecesor, y asi sucesivamente, y todos son igualmente

verdaderos en la interpretacion estandar.

Es oportuno, también, introducir abreviaturas para la relacion de m-sucesor

8 Usamos t como la variable para indicar el tiempo, instancia, o momento en el que se encuentra la maquina,
y con x e y la numeracion de las casillas.
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Souv  parau=v

Siuv  para Suv

Souv  para 3y(Suy A Syv)

Sauv  para Fy13y2(Suy1 A Sy1 Y2 A Syav)

y asi sucesivamente. (En Sy, y puede ser cualquier variable distinta de u y v; del mismo
modo para Ss.) Las siguientes formulas son verdaderas en la interpretacion estandar.

(4)  Yuvwww(((Smuv A Smuw) = v =wW) A ((Smvu A Smwu) = Vv = w))

(5)  Yuvv(Smuv—su<v) sim#0

(6) VYuvv(Smuv-ou#v) Sim#0

(7)  Yuvwww(((Smwu A Suv) = Sxwv)  sik=m+1

(8)  Yuvvww(((Skwv A Suv) = Spwu)  sim=k-1

De hecho, estas son consecuencias logicas de (1) — (3) y, por tanto también de I', y son
verdaderas en cualquier interpretacion donde I es verdadero: (4) se sigue de la aplicacién
repetida de (1); (5) se sigue de la aplicacion repetida de (2); (6) se sigue de (3) y (5); (7)
es inmediato a partir de las definiciones; y (8) se sigue de (7) y ().

Pero todavia necesitamos algunas notaciones adicionales antes de escribir el resto
de féormulas de I'.
Aunque oficialmente nuestro lenguaje contiene solo el namero 0 y no los nimeros 1, 2, 3
o—1,-2, -3, es conveniente escribiry =1,y =2,y =—1, y para S1(0, y), S2(0, y), S-1(0,y),
y asi sucesivamente. Razonando un poco podemos mostrar que con las convenciones
anteriores (6)-(8) (aplicando el 0 a w) nos daria lo siguientes en donde p, q, y Sucesivos,
representan las expresiones genéricas del metalenguaje para los nimeros p, q, y asi

sucesivamente:

(9 p#q sip#g
(10) wv(Smv ->v=Kk) sik=m+1
(11) Vvu(Suk-u=m) sim=k-1

Estas abreviaturas nos permiten escribir las restantes formulas de I'.

El Unico miembro de T perteneciente al input n es la configuracion inicial en el tiempo O:

(12) Qo0 A @00 A MOOAMOLA ... AMON A
VXXZOAX£ELIA ... AX£EN-1) > =aMO0X)
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Esta es verdadera en la interpretacion estandar, ya que en el instante 0 la maquina esta en
el estado 1, en la casilla 0, con las casillas desde 0 hasta n marcados para representar el

input n, y todos las demas casillas estan vacias.

Para completar T', habra una formula para cada instruccion de no-parada, o sea,
para cada instruccién de la siguiente forma, en donde j no es el estado de parada:
&) Si esté en el estado i y esta escaneando el simbolo e,
entonces —— Yy pasa al estado j.
Al escribir la formula correspondiente de I', usamos una notacion adicional, a veces
escribiendo M como M1y =M como Mo. Por lo cual Metx significa, en la interpretacion
estandar, que en el tiempo t, la casilla x contiene el simbolo e (donde e = 0 significa el

espacio en blanco, y e = 1 significa el simbolo marcado). Entonces la férmula
correspondiente a (*) tendra la siguiente forma
(13) VIVX((Qit A @tx A Metx) = Ju(Stu A —— A Qju A

Vy((y # x A Mity) = Mauy) A Vy((y # X A Moty) = Mouy)))
Las dos ultimas sentencias dicen que la marca de casillas distintas de x permanece sin
cambios desde un tiempo t al proximo tiempo u.

Lo que estaria en el espacio *

> en (13) depende de lo que esté en el correspondiente
espacio en (*). Si la instruccion es (permanecer en la misma casilla x pero) imprime el

simbolo d, la conjuncion que falta en (9) sera
@ux A Mgux

Si la instruccién es moverse una casilla a la derecha o a la izquierda (dejando el simbolo

de la casilla x como era), seria
Ay(S+1xy A @uy A (Mux & Mix))

(con el signo menos para la izquierda y el signo mas para la derecha). Si completasemos
la formula de esta manera, (13) corresponde exactamente a la instruccion (*), y sera

verdadera en la interpretacion estandar.

Esto completaria el conjunto I'". Por tanto, lo siguiente sera describir la formula A
y para obtener dicha formula, consideremos una instruccion de parada, es decir, una

instruccion intuitiva del siguiente tipo

() Si estd en el estado i y esta escaneando el simbolo e, debe pararse.

22



Para cada una de esas instrucciones, necesitariamos escribir la siguiente formula
(14) FtAX(Qit A @tX A Metx)

Esta seré verdadera en la interpretacion estandar syss en el curso de sus operaciones la
maquina finalmente llega a una configuracion donde la instruccion a aplicar es (T) y se
detiene por esta razon. Sea A la disyuncion de todas las férmulas que tengan como forma
(14) para todas las instrucciones de parada (1). Dado que la maquina finalmente se
detendra syss finalmente llega a una configuracion donde la instruccién aplicable es
alguna instruccion de parada u otra, la maquina eventualmente se detendré syss A es

verdadera en la interpretacion estandar.

A partir de esto, queremos mostrar que I" implica A syss la maquina dada, que
comenzd con el input dado, finalmente se detiene. La parte “solo si” es facil de demostrar.
Todas las formulas en I" son verdaderas en la interpretacion estandar, mientras que A es
verdadera solo si la maquina dada comenz6 con el input dado finalmente se detiene. Si la
maquina no se detiene, tenemos una interpretacion donde todas las formulas en I' son

verdaderas y A no lo es, entonces I' no implica A.

Para la parte ““si” necesitamos afiadir una nocion mas a nuestro lenguaje. Sia >0
es un instante de tiempo en el que la méaquina no se ha detenido (todavia), nos referimos
con descripcion del tiempo a la formula que hace para a lo qué (12) hace para 0,
diciéndonos en qué estado se encuentra la maquina, donde estd y qué casillas estan
marcadas en el instante a. En otras palabras, si en algun instante a la maquina esté en el
estado i, en la casilla p, y las casillas marcadas son gz, gz,..., Om, €entonces la descripcién

del tiempo a es la siguiente formula:

(15) Qia A @ap A Magi A Maga A ... A Magm A
VX(XZQuAX#Q2 A ... AX#(Qm)—= aMax)

Es importante tener en cuenta que (15) proporciona, directa o indirectamente, la
informacion de que la maquina esta escaneando un espacio en blanco o un simbolo en el
instante a. Si la maquina esta escaneando un simbolo, entonces p es uno de los qr para 1
<r<m,y Miap, que es Map, en realidad es el conjunto de los elementos de la conjuncion
de (15). Si la maquina esté escaneando un espacio en blanco, entonces p es diferente de
cada uno de los diversos nimeros g. En este caso Moap, es decir =Map, estd implicito en
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(15) y en I'. En pocas palabras, la razén es que (9) da p # gr para cada qr, y la ultima

conjuncion de (15) proporciona =Map?.

Si la maquina se detiene en el momento b = a + 1, eso significa que en el instante
a teniamos una configuracion para la cual la instruccion aplicable sobre qué hacer a
continuacion era una instrucciéon de parada de tipo (1). En ese caso, Qia y @ap seran
conjunciones de la descripcion del tiempo a, y Meap también serd una conjuncion de la
descripcion (si e = 1) o una implicacion logica de la descripcion y de I" (si e = 0). De
modo que (14) y, por lo tanto, A serd un implicacion Iégica de I" junto con la descripcion

del tiempo a. Pero, ¢qué pasa si la maquina no se detiene en el tiempo b =a +1?

Lema. Sia>0yb=a+1esun instante en el que la maquina no se ha (todavia)

parado, entonces I' y la descripcion del tiempo a implican la descripcion del tiempo b.

Demostracion: la prueba es ligeramente diferente para cada uno de los cuatro tipos
de instrucciones de la maquina de Turing (imprimir un espacio en blanco, imprimir un
simbolo, moverse hacia la izquierda o hacia la derecha); asi que nos detendremos en la
instruccion de imprimir un simbolo, que a su vez se subdivide en el caso inusual donde
ya hay un simbolo en la casilla escaneada, de modo que la instruccion es solo para cambiar
el estado, y el caso més habitual donde la casilla escaneada esta en blanco. Consideramos

solo este Gltimo caso.
Entonces la descripcion del tiempo a seria la siguiente:

(16) Qia A @ap A Mag: A Maga A ... A Magm A
VX(XZQuAXZ#Q2 A ... AX#(Qm)— aMax)

donde p # qr para cualquier r, entonces I" implica p # gr por (9) y, por el argumento dado
anteriormente, I" y (16) juntos implican =Map. La féormula en I' correspondiente a la

instruccion aplicable seria la siguiente:

® Dicho de manera menos breve pero mas precisa, lo que abrevia el adjunto de (15) seria
Y (9) se aplica a las abreviaturas de p y gr es

—3IX((Spx A SqrX).
Estos juntos implican

—3t3Ix(SOt A SOX A Mtx)
que equivale a lo que abrevia =Map.
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a7 Vivx((Qit A @tx A =-Mtx) —
Ju(Stu A @ux A Mux A Qju A VY((y # X A Mty) = Muy)
A VY((y # X A =Mty) - =Muy)))

Mientras que, la descripcion del tiempo b seria la siguiente:

(18) Qjb A @bp A Mbp A Mbgi A Mbgz A ... A Mbgm A
YX(XEPAXZEQIAXEQ2 A ... A X # (Qm)— =MbX)

Con lo cual (18) es una consecuencia de (16), (17) y I'°.

Ahora bien, la descripcion del tiempo 0 es una de las formulas en I'. Por el lema
anterior, si la maquina no se detiene en el tiempo 1, la descripcion del tiempo 1 serd una
consecuencia de T, y si la maquina no se detiene en el momento 2, la descripcion del
tiempo 2 serd consecuencia de I' junto con la descripcion del tiempo 1, y asi
sucesivamente hasta el ultimo instante a antes de que la maquina se pare, si alguna vez lo
hace. Si se detiene en el momento a + 1, hemos visto que la descripcién de tiempo a, que
ahora sabemos que es una consecuencia de I', implica A. Por lo tanto, si la maquina se
detiene, I implica A.

Hemos establecido que si el problema de decision para la implicacién logica
tuviera solucién, el problema de la parada también la tendria, pero, por la tesis de Church-
Turing, sabemos que no lo es. Por lo tanto, siempre por la tesis de Church-Turing el
problema de decisidn para la implicacion ldgica de primer orden es insoluble (Teorema
de Church).

La l6gica de primer orden es indecidible.

10 Sustituyendo a por ty p por x en (17), obtenemos

(Qia A @ap A =Map) —
Ju(Sau A @up A Mup A Qju A
vy((y # p A May) - Muy) A vy((y # p A “May) - ~Muy))

Por (16) y I' implica (Qia A @ap A ~Map) y obtenemos

Ju(Sau A @up A Mup A Qju A
vy((y # p A May) > Muy) A Vy((y # p A -May) - ~Muy))

Y por (10), Sau es u = b, donde b = a + 1, obteniendo
@bp A Mbp A Qjb A VY((y # p A May) - Mby) A Vy((y # p A -May) - =-Mby)
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3. Sistema deductivo de arboles
3.1 El método de arboles
3.1.1 Deducciones de arboles en légica proposicional

El sistema deductivo de arboles es un conjunto de reglas a partir del cual, dados
un conjunto de formulas (premisas) I' y una formula A (conclusién) podemos construir
un arbol de formulas. Segun lo que ocurra en ese arbol diremos que A se deduce de I" (en
cuyo caso el arbol es una deduccion de A a partir de I') 0 no. Por tanto, un arbol comprueba
si un conjunto dado de férmulas es satisfacible o no; ademas, se puede utilizar para
verificar la validez de las formulas.

El objetivo principal de los arboles en l6gica proposicional es intentar “dividir”
formulas complejas en otras mas pequefias (atdbmicas) hasta que se produzcan pares

complementarios de literales o que no sea posible una mayor expansion.
3.1.1.1 Ejemplo de érbol de ldgica proposicional

pv(, p—>(rAS), g—-rAS - S

S

pvq

P—>(rAS)

g—>-IAS
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3.1.2 Deducciones de arboles en légica de primer orden

El planteamiento y elaboracion de los arboles en l6gica de primer orden es el
mismo que el de la légica proposicional. Lo unico es que hay que extenderlo por la mayor
capacidad expresiva que tiene la l6gica de primer orden en comparacion con la

proposicional.

Para poder extender este método a la l6gica de primer orden es necesario afiadir
las reglas correspondientes a los nuevos tipos de formulas que tenemos, es decir, las
formulas con cuantificadores y con identidades!?. Por tanto, lo que necesitamos ahora son
cuatro reglas nuevas que nos indiquen que hay que hacer en una rama del &rbol cuando
aparecen férmulas de cada uno de los cuatro nuevos tipos con los que nos podemos

encontrar, esto es, de los tipos VXA, -VxA, IxA, -3xXA.

3.1.2.1 Explicacion de las reglas para las férmulas cuantificadas

Cuantificador Universal

En el caso del cuantificador universal, YxA, la aplicacion de su regla consiste en
que ante una formula del tipo YxA debemos afiadir al final de cada una de las ramas en
las que estd esa formula todas las formulas del tipo A[t/x], donde t es un término que
estaba ya en la rama y, a continuacion, repetir la férmula VXA, con vistas a afiadir mas
adelante las formulas A[t/x] correspondientes a los nuevos términos que puedan ir
apareciendo en la rama (hay que precisar que si en la rama no aparece ningin termino
libre, debemos afiadir al menos una formula del tipo A[t/x], en cuyo caso da igual cual sea
t). Por tanto, cuando nos encontramos con una férmula de la forma VXA afiadimos a la
rama todas las formulas del tipo A[t/x] para todos los términos t que estaban previamente
en la ramay cada vez que aparezca una constante nueva en la rama afiadimos la formula
correspondiente. Esto significa que, a diferencia de lo que ocurria hasta ahora, que una
vez que se habia aplicado a una formula del arbol la regla correspondiente nos podiamos
olvidar de esa formula, de las formulas universales no podemos olvidarnos nunca: una
vez que aparecen hay que tenerlas presentes una y otra vez hasta que se terminen todas

las ramas en que aparecen.

Mientras que, en el caso de la negacién del cuantificador universal para que una

formula del tipo -VXA sea satisfecha es necesario que algun objeto del dominio no

11 En el presente trabajo nos limitaremos a presentar y utilizar un lenguaje de primer orden sin identidad.
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satisfaga A, o sea que algin objeto del dominio satisfaga -A. Eso corresponde a la
satisfaccion de alguna férmula del tipo -A[t/x], y por tanto es una formula de este tipo la
que debe aparecer en la rama. La cuestion ahora es que, para que se satisfaga -VxA debe
haber algin objeto que satisfaga -A[t/x], pero no sabemos cual y, en particular, no
podemos afirmar que sea ningun objeto conocido, puesto que podria ser cualquiera.
“Conocido” en términos de una deduccidn, significa simplemente que aparece en alguna
formula de la deduccion, asi que la cuestion es que no podemos afiadir una formula del
tipo -A[t/x] donde t sea un término que ya aparece en la rama o en alguna premisa (incluso

si esta premisa todavia no esta en el arbol): debe ser un término nuevo.

Cuantificador Existencial

Por lo que se refiere al cuantificador existencial, necesitaremos también dos reglas
que, como es de esperar, seran similares a las del universal, teniendo en cuenta la
interdefinicién entre ambos cuantificadores. Asi, una formula del tipo IxA equivale a
VXA, -Vx-A, mientras que -3xA equivale a Yx-A. Ademas, en el caso de la negacion del
cuantificador existencial debemos tener la misma precision que en el caso de las formulas
del tipo VxA: si en la rama no aparece ningun termino, debemos afiadir al menos una

férmula del tipo -A[t/x], da igual cual sea el termino elegido).

Cuantificador Existencial Negaci6on del Cuantificador Existencial
—dxd
|
1
dx4 !
1 '
| —A[t/x] (D
1
' 1
g . 1
Alt/x] 3) :
-Vxd @
(3) t es un término que no aparece libre ni en las (1) Para todos los términos f que aparecen libres
premisas ni en la rama en la rama

(2) la repeticion es superflua; sélo tiene un valor
mnemotécnico.
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3.1.2.2 Ejemplo de arbol de légica de primer orden

VX(PXAQX—>RxX), IX(PXAQX) F IXRxx

=3IXRxx

VX(PXAQX—>RxX)

AX(PxAQX)

ParQa

(PanQa—Raa)

-Raa
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3.2 Arboles infinitos en ldgica de primer orden y su problematica

VX3yPxy + -~3yPay

(1) -—3yPay
(2) Vx3yPxy

(3) 3dyPay DN 1
(4) Pab V33 (y:b)
(5) 3dyPay VV 2 (x: a)
(6) 3yPby VV 2 (x: b)
(7) Pac V35 (y: c)
(8) 3JyPcy VV 2 (X: C)
(9) Phbd V36 (y: d)
(10) 3yPdy VV 2 (x: d)

ARBOL INFINITO

Si observamos detenidamente este arbol inconcluso nos damos cuenta en seguida de que
la aplicacion de las reglas no acabaria nunca en él. Los pasos (1) y (2) son,
respectivamente, la negacion de la conclusion y la premisa. En el paso (3) se aplica la
regla de eliminacion de la doble negacidn. (4) sale de (3) sustituyendo y por una constante
nueva b. La aparicion de b nos obliga a aplicar la regla a la formula (2), lo que da lugar a
(6). (5) también es la aplicacion de la regla a la formula (2), porque en el arbol tenemos
también la constante a. Por tanto, (5) a su vez, exige otra constante nueva (7), que a su
vez nos lleva a una nueva instanciacion de la férmula original (8), lo que nos llevara a
otra constante nueva y asi indefinidamente. Lo mismo ocurre con (6) dando lugar a (9) y
(10). De esta manera, la aplicacion de reglas puede ser infinita incluso aunque partamos

de una Unica formula.
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VXx3ayPxy + 3yvxPxy

(1) -3yvxPxy

(2) vx3yPxy
(3) ~VvxPxa Fal(y:a)
(4) 3yPay VV 2 (x: a)
(5) -Pba Fv 3 (x: b)
(6) Pac V34 (y:c)
(7) ~VxPxb F31(y:b)
(8) ~VvxPxc Fal(y:c)

(9) 3IyPby VV 2 (x: b)
(10) 3yPcy VV 2 (x: €)
(11) -Pdb Fv 7 (x:d)
(12) -Pec Fv 8 (x:e)
(13) Pbf V3o (y:f)
(14) Pcg V3 10 (y: 9)

ARBOL INFINITO
(1) y (2) son la negacion de la conclusion y la premisa. (3) procede de (1) reemplazando
y por a, una constante cualquiera, puesto que no hay ninguna en la rama. (4) procede de
(2), usando la constante que ya tenemos. (5) procede de (3), y (6) de (4) usando constantes
nuevas, como corresponde a la regla de la negacion del cuantificador universal y del
cuantificador existencial. Pero la aparicion de esas dos constantes nuevas nos obliga a
volver a usar las formulas (1) y (2), cada una de ellas con las dos constantes nuevas, lo
que da lugar a (7), (8), (9) y (10), que, a su vez, dan lugar respectivamente a las formulas
(11), (12), (13) y (14), en cada una de las cuales aparece una nueva constante como
consecuencia de la aplicacion de la regla correspondiente. Obviamente, esas constantes
deben usarse en una nueva aplicacion de las reglas de la negacion del cuantificador
existencial y del cuantificador universal correspondientes a las formulas (1) y (2), y asi
indefinidamente. Esta claro que el arbol no se acabara nunca, pues las reglas nos obligaran

a introducir mas y mas constantes nuevas.
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Lo mismo ocurriria si nos encontrasemos con una Unica formula del tipo Yx3yQxy.
(1) vx3yQxy

(2) 3dJyQay VV 1 (x:a)

(3 Qab V32 (y: b)
(4) 3JyQby VV 1 (x:b)
(5) Qbc V34 (y: c)

(6) 3JyQcy VV 1 (x:cC)
(7) Qcd V36 (y: d)

ARBOL INFINITO

Como vemos aun partiendo de una sola formula tendriamos una rama infinita. Por tanto,
podemos concluir que son las reglas de los cuantificadores la “causa” de esto, ya que en
el caso de que haya un cuantificador existencial en una formula por regla hay que
introducir siempre una constante nueva, mientras que en el caso del cuantificador
universal sabemos que toda constante nueva que aparezca en el arbol tiene que volver a

utilizarse en la formula sobre la que cuantifica.

Esto constituye una diferencia importante con lo que ocurria en logica
proposicional, donde, salvo en caso de que partiéramos de un conjunto infinito de
premisas, los arboles siempre se acababan, tanto si se cerraban todas sus ramas como si
no. Ahora ya no es asi: un arbol en el que no todas las ramas se cierren puede ser infinito,
incluso si partimos de un conjunto finito de premisas. Esto tiene que ver, como ya se ha
dicho y demostrado en los dos apartados anteriores, con el hecho de que la Idgica de
primer orden es indecidible. Se dice que una l6gica es decidible cuando existe un método
que sirve siempre para establecer, dada cualquier formula (de esa logica) si es valida o
no. En la logica proposicional, el método de arboles es un método de ese tipo (esto es, un
método de decision): basta construir un arbol a partir de la negacion de la formula en
cuestion; si se cierran todas las ramas, la formula era valida y, si no, no lo era. EI método
funciona porque el arbol, en légica proposicional, siempre se termina, tanto si se cierran
todas las ramas como si no, asi que tenemos la seguridad de que en algin momento (al

terminar de construir el arbol) sabremos la respuesta acerca de la formula que nos interesa.
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Lo que acabamos de ver respecto a los arboles en légica de primer orden indica que no
sirven como método de decision, pues en algunos casos no se acaban nunca, con lo que
no siempre nos dan una respuesta. Esto no muestra que la légica de primer orden no sea

indecidible, sino simplemente que los arboles no son un metodo de decision para ella.
Pero, ¢qué relacion guarda esto con todo lo expuesto anteriormente?

3.3 ¢Por queé los arboles no son un método de decision para la l6gica de primer
orden?

Sabemos que debido a la indecidibilidad no existe ningun procedimiento que nos
diga si una formula de primer orden es valida o no. Claramente por medio del método de
arboles podemos saber si esa formula es valida: realizamos el arbol, negando esa formula
y si todas las ramas del arbol se cierran podemos concluir que dicha formula es valida. Si
una de las ramas se quedara abierta y, por tanto, no se cerraria el arbol significa que la
formula no es valida. Esto implicaria que si todos los arboles se tuviesen que cerrar

entonces si que tendriamos, efectivamente, un método de decision.

Esto Gltimo, como hemos dicho anteriormente, queda bien reflejado en el caso de la l6gica
proposicional. Al realizar un arbol vamos aplicando una serie de reglas que nos indican
como prolongar las ramas del arbol. Una rama esta cerrada cuando contiene a la vez una
formula y su negacion. Mientras eso no ocurre, la rama estd abierta. Un &rbol est4
terminado cuando todas las ramas estan cerradas, o se han aplicado ya todas las reglas
posibles a todas las formulas del arbol. Por tanto, A es deducible de I" cuando al hacer el
arbol correspondiente todas las ramas se cierran. No lo es si el arbol correspondiente, una

vez terminado, tiene alguna rama abierta.

Pero, la cuestion es que sabemos, como hemos visto en el caso de la ldgica de primer
orden, que hay arboles que pueden no cerrarse, simplemente porque no se acaban nunca,
como es el caso de los arboles infinitos. ;Qué ocurre en el caso de que no se cierren las

ramas de un arbol?

1. Se han aplicado ya todas las reglas posibles a todas las formulas del arbol. Por lo
cual, sabemos que A no es deducible de T'.

2. Se han aplicado todas las reglas posibles a las formulas y en caso de no cerrarse
todas las ramas, tendremos un arbol infinito en el que ya se han introducido todas
las premisas en todas las ramas y se han aplicado todas las reglas posibles a todas

las formulas, con lo que tendriamos un arbol terminado pero infinito. Sin
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embargo, nunca sabriamos si la formula es valida o no, porque solo la rama
infinita nos da una respuesta, y la rama completa no la tenemos en ningln

momento finito.

Este segundo punto es el que nos interesa, porque si existiese algun método o alguna
regla que nos permitiera reconocer a partir de un trozo finito de arbol, que ain no esta
acabado, que tal arbol va a ser infinito, entonces el problema de la decision estaria
resuelto. Pero simplemente con un trozo de ese arbol, o de una rama, no podemos saber
de manera sistemética que vaya a ser infinito, porque no puede existir ninguna instruccion
que nos permita detectarlo. Curiosamente, de forma intuitiva nosotros en muchos casos
podemos saberlo ya que al realizar el arbol y aplicando las respectivas reglas, nos damos
cuenta de que nos estamos metiendo en algun tipo de bucle o de proceso repetitivo que
no va a terminar, como ocurre en los ejemplos que hemos visto. El problema es que no
disponemos de una “herramienta” que reconozca, por medio de reglas, que esa rama, o
arbol, va a ser infinita, de forma que podamos afirmar que teniendo estas condiciones, la
rama se quedaria abierta, lo que nos permitiria dar por terminado el arbol, y tener asi una
respuesta negativa a la validez de la formula.

Esto es lo que, al final, afirma el teorema de Church: no hay ninguna manera que nos
permita saber que una rama del arbol vaya a ser infinita a partir de un trozo finito del

mismo.

¢Cémo podemos detectar que ese arbol seré infinito? Hemos visto en el punto 3.2
que basicamente para que una rama sea infinita debe haber una formula que esté formada
primero por un cuantificador universal y luego por un cuantificador existencial.
Volvemos a proponer uno de los ejemplos. Si nos fijamos en esta formula vx3yQxy,
vemos como ésta es un claro ejemplo de todo lo que hemos expuesto hasta ahora. Lo
primero que tendriamos que hacer es aplicar la regla del cuantificador universal para
sustituir x por un término libre y luego aplicar la regla del existencial que nos daria una
constante nueva. Teniendo dicha constante tendriamos que volver a usar la regla del
universal para sustituir todos los términos sobre los que cuantifica y asi recursivamente.
Esto se debe Unicamente a las reglas de los cuantificadores porque, como sabemos,
cuando nos encontramos con una férmula del tipo VxA tendremos que afiadir a la rama
todas las formulas del tipo A[t/x] para todos los términos t que estaban previamente en la
rama y cada vez que aparezca una constante nueva en la rama afadimos la formula

correspondiente.
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Cada vez que apliqguemos la regla del cuantificador existencial tendremos una constante
nueva y por la regla del cuantificador universal tendremos que usarla para sustituir los
otros términos. Pero, para que esto no ocurra, no podemos cambiar, sin mas, unas reglas

ya establecidas. Simplemente es asi.

3.4 Comparacion de los arboles infinitos con el halting problem

Con este “problema” de las reglas de los cuantificadores que generan arboles
infinitos se podria establecer una relacion con el problema de la parada. Recordemos que
éste planteaba que si dada una MdT My un input n la maquina se pararia 0 no. Podemos
ver como esto podria aplicarse al caso de los arboles infinitos, o sea, saber si el arbol se

cerraria o no.

En el caso de las méquinas de Turing si una maquina no se para es porque hay, al
menos, una instruccién que se aplica de manera infinita. Es decir, si tuviéramos una
cantidad finita de instrucciones la maquina las iria aplicando hasta acotarlas. Pero, si la
maquina no se para tiene que haber una instruccion que se aplica un nimero infinito de
veces. Mientras que, en el caso de los arboles, si un arbol no se cierra es porque hay
alguna regla, o férmula, que tiene que aplicarse un nimero infinito de veces, como es el

caso de la regla del cuantificador universal.

Ademas, una maquina de Turing puede no pararse por una serie de motivos, como
hemos visto en el punto 1.3. Uno de ellos es porque la maquina entra en bucle, es decir,
que haria lo mismo uno y otra vez. Esto implica que hay una configuracién de la maquina
que aparece continuamente, 0 sea, Si en una maquina una misma configuracién aparece
dos, 0 mas, veces a lo largo de una ejecucién, significa que el programa va a ser infinito:
en el momento en que la maquina vuelve a estar en el mismo estado que al principio,
volverd a hacer lo mismo otra vez y, claramente, aparecerd de nuevo la misma
configuracién. Lo cual implica que lo que ocurre en esa configuracion se va a repetir
indefinidamente.

Ocurre lo mismo en el caso de los arboles al tener los dos cuantificadores en un orden
establecido, como se ha visto en los ejemplos propuestos. La diferencia con la MdT es
gue no tenemos la misma férmula una y otra vez, pero son férmulas totalmente idénticas:
si sustituimos las constantes unas por otras se volvera a repetir la aplicacion de las reglas

infinitivamente.
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De hecho podemos establecer con todos los ejemplos propuestos de los arboles infinitos
una similitud con la configuracion del problema de la parada. En el caso del halting
problema se debe a la configuracion de la maquinay en el caso de los arboles por el orden
de los cuantificadores de las formulas propuestas. Lo que nos importa aqui es destacar la
analogia que se da entre arboles con ramas infinitas y maquinas de Turing que no se paran:
en ambos casos podemos ver ejemplos clarisimos de procesos que no van a terminar, lo
que nos lleva a tener una vision intuitivamente clara del tipo de proceso que se da en una
rama infinita de un arbol y en un proceso computacional que no se acaba, la existencia de
algun tipo de instruccion que vamos a aplicar una y otra vez en condiciones similares. Y,
sin embargo, las demostraciones de indecidibilidad nos ensefian que es imposible

transformar esa intuicion en una instruccion sistematica, en una regla fija.
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Conclusioén

Nos gustaria disponer de un procedimiento que nos permitiera determinar si una
formula cualquiera de l6gica de primer orden es valida o no, es decir, que el conjunto de
esas formulas fuera decidible. EI problema de determinar si existe un procedimiento que

nos dé una respuesta concreta, si 0 no, se la conoce como problema de la decision.

La l6gica de primer orden seria decidible syss fuera posible proporcionar un
método que nos permitiera establecer la validez o no validez de una férmula cualquiera.
Ahora bien, el procedimiento proporcionado por tal método de decision para la l6gica de
primer orden deberia poder establecerse de manera mecanica sin ningun tipo de elemento

intuitivo.

Podriamos decir que una de las claves para abordar el problema reside en cémo
debemos entender el término “método” y como €ste nos ayude a establecer la validez de

una formula.

Esa cuestion es la que nos ha llevado a la presentacion de las maquinas de Turing,
como forma de andlisis del concepto de método mecéanico, o de resolucion de problemas
por medio de algoritmos y a su vez, a la tesis de Church-Turing, como justificacion de la
generalidad y suficiencia de dicho analisis para dar cuenta de la idea intuitiva de
procedimiento de decision. Hemos abordado ademéas el problema de la parada,
presentando no una demostracion formal completa, sino una descripcion lo mas clara
posible de la estructura basica de dicha demostracion que permita comprender la idea
basica que subyace a ella. Y algo similar hemos hecho a propdésito de la demostracion de
indecidibilidad de la I6gica de primer orden, presentando también en este caso la idea
general y la estructura basica del razonamiento que demuestra que una solucién al
problema de la validez de las férmulas de primer orden conllevaria una solucion al
problema de la parada. La consideracién del método de arboles, que en ldgica
proposicional constituye en si mismo un método decision, en logica de primer orden no
lo es ni, a la luz del resultado de indecidibilidad, podria serlo, nos lleva a una reflexién
acerca del concepto de indecidibilidad. Efectivamente, hemos tratado de ver la
similaridad entre procesos computacionales que no terminan y arboles con ramas
infinitas, y hemos visto que ambos casos nos suscitan la misma perplejidad: por una parte
vemos que parece que entendemos claramente por qué ocurre eso y por otra los resultados

formales nos dicen que no podemos describir con absoluta precision ese por qué. Parece
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que, de alguna forma, entendemos qué clase de cosa puede dar lugar a un proceso infinito
(computacién o construccion del arbol) o a una entidad infinita (la computacion infinita
completa o el arbol infinito completo, considerados como entidades infinitas en acto) pero
no podemos sin embargo describir exactamente el tipo de procesos que generan eso
porque, si pudiéramos, podriamos reconocerlos cuando se presentan (en una computacion
0 en un arbol) y por tanto, resolver los problemas de decision. Quiza podriamos concluir
diciendo que lo que se pone de relieve es el problema de dilucidar nuestra comprension

de la infinitud.
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