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Presentacion

La memoria que presentamos para optar al grado de doctor en Ciencias tiene como
objeto de estudio los métodos de P-series para la integracién numérica de sistema
Hamiltonianos de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Cada método de un paso para integrar un sistema diferencial # = f(z) viene
expresado por un aplicacion 1, y que hace avanzar la solucion numérica k unidades
de tiempo. Por ejemplo ¥ s(z) = = + hf(z) corresponde al método de Euler. Es
bien conocido que para métodos Runge-Kutta, métodos de Taylor, etc., el desarrollo
de vy, s es lo que Hairer y Wanner [15] denominan una B-serie: Cada término de
una B-serie es de la forma ch?F, donde p es un nimero entero no negativo, c es un
niumero real, y F es una funcién de z construida a partir de f. Hay un término ch?F
para cada 4rbol con raiz. En este sentido se dice que los métodos Runge-Kutta, los
de Taylor, etc, son métodos de B-series. '

Por otro lado, la literatura matematica y fisica reciente ha dado una gran re- -
levancia a la integracién de sistemas Hamiltonianos mediante métodos numéricos
simplécticos, vease por ejemplo Sanz-Serna y Calvo [25] y Hairer-Ngrset-Wanner [12].

Los sistemas Hamiltonianos son de la forma

dp; _ _0H(p,q) dpi _ _0H(p,q)
dt 8¢ ' dt o¢: '

donde H(p,q) es la funcién Hamiltoniana. Aparecen muy frecuentemente en las

i=1,...,d,

aplicaciones, pues pueden modelar cualquier situacién donde la friccién o la disipacién
sea despreciable. La principal propiedad de los flujos Hamiltonianos es su caracter
simpléctico y es recomendable integrar los sistemas Hamiltonianos mediante métodos
simplécticos, es decir, métodos tales que, para sistemas Hamiltonianos, ¥, 5 sea una
trasformacién simpléctica (o en otras palabras, una trasformacién que conserva la
forma diferencial dp A dq). -

En los sistemas Hamiltonianos las variables dependientes aparecen divididas de
modo natural en dos grupos, p y g. Por ello es atractivo integrarlos con métodos
particionados, esto es, con métodos que traten de modo diverso las distintas ecua-
ciones del sistema. Cuando se usan métodos particionados el concepto de B-serie no

es adecuado y debe sustituirse por el de P-serie introducido por Hairer [17}]. Una




P-serie tiene un término para cada arbol con raiz con P tipos distintos de vértices,

donde P es el nimero de partes en que se descompone el sistema. Siguiendo la termi-
nologia stardard, llamamos P-arboles a tales grafos, y P-series a las series formales
correspondientes al desarrollo de Taylor de métodos particionados.

En este trabajo dedicamos nuestra atencién a la familia de los métodos de un.
paso desarrollables en P-series. Dicha familia muy general de métodos incluye a los
métodos Runge-Kutta, Runge-Kutta particionados, Runge-Kutta-Nystrom, Runge-
Kutta multiderivada, Runge-Kutta multiderivada particionados, etc. Estamos prin- -
cipalmente interesados en estudiar los métodos de la familia que sean simplécticos.

Esta memoria comprende dos capitulos, divididos en varias secciones. El Capitulo
1 esta dedicado a aspectos generales de los métodos de integracién desarrollables en
P-series, mientras que el Capitulo 2 se centra en los métodos simplécticos.

Las Secciones 1.1-1.4 son de caracter preliminar; presentan el concepto de P-serie
y algunos resultados basicos. El tema central de la Seccién 1.5 es la composicion
de P-series; aunque el resultado principal de esta secciéon no es nuevo, la forma de
demostrarlo es completamente original. También son nuevas las formulas recursivas
que obtenemos en relacion con la composicion de P-series. En la Seccion 1.6 llegamos
a la formulacién tradicional de la composicién de P-series (Hairer-Ngrset-Wanner
[12]) a partir de la formulacién alternativa obtenida en la secciéon anterior. En la
Seccion 1.7 estudiamos el andlisis regresivo del error de métodos desarrollables en P-
series, demostrando de forma novedosa resultados aparecidos en la literatura reciente
[18]. En la Seccién 1.8 introducimos una familia general de métodos desarrollables en
P-series que incluyen a los métodos Runge-Kutta multiderivada particionados.

Tras dar una breve introduccién a los sistemas Hamiltonianos y métodos
simplécticos en la Seccién 2.1, dedicamos la Seccién 2.2 a una teoria general en torno
a los métodos desarrollables en P-series que son simpléticos para sistemas Hamil-
tonianos generales. En la Subseccién 2.2.1 obtenemos condiciones necesarias y su-
ficientes para que una P-serie dada sea simpléctica, condiciones que generalizan un
resultado anilogo anteriormente obtenido por Calvo y Sanz-Serna [7] para el caso no
particionado (B-series). En la Subseccién 2.2.2 introducimos un nuevo tipo de grafos

orientados, los H-drboles, los cuales juegan, para métodos particionados simplécticos,




un papel analogo al que juegan los P-arboles para los métodos particionados gene-
rales. Seguidamente, se obtienen férmulas recursivas que permiten contar el nmimero
de condiciones independientes necesarias para asegurar un orden de consistencia dado
para métodos particionados simplécticos. Este niimero es mas bajo que para métodos
particionados generales, pues como ocurre en otras situaciones, el caricter simpléctico
actua como una hipotesis simplificadora de las condiciones de orden. En la Subseccién
2.2.4 se introducen los Hamiltonianos elementales de H-arboles y las H-series, que jue-
gan un papel fundamental en las subsecciones restantes. El estudio regresivo del error
de los métodos de P-serie simplécticos se acomete en la Subseccién 2.2.5. El resultado
principal es que, para tales métodos, la solucién numérica coincide con la solucion
exacta de un problema Hamiltoniano vecino del que se estd resolviendo. En la Sub-
seccion 2.2.6 desarrollamos una teoria de composicion de H-series con P-series, la
cual esta intimamente relacionada con la composicién de P-series. Como es sabido,
cada transformacién simpléctica puede ser descrita por medio de una funcién escalar,
llamada funcién generatriz. En la Subseccidn 2.2.7 estudiamos como sacar partido
de las funciones generatrices de los métodos simplécticos a la hora de estudiar sus
condiciones de orden. La Subseccién 2.2.8 concluye la Seccién 2.2 mediante la apli-
cacion de la teoria general desarrollada al caso particular de que el método fuese no
particibna,do, es decir tratase igual a las variables p y q. Las Seccién 2.3 y 2.4 son
andlogas a la 2.2, pero referida;s a dos casos en que el sistema Hamiltoniano que se
integra es de un tipo particular, o bien separable H(p, ¢) = T'(p)+ V(q) o bien de tipo
‘Nystrom® H(p,q) = pTp/2 + V(q). Finalmente, en la Seccién 2.5 se estudian, tanto
para el caso de sistemas Hamiltonianos generales como para sistemas Hamiltonianos
separables, los métodos de P-serie multietapa introducidos en la Seccién 1.8 que sean
simplécticos. Como caso particular, se estudian las condiciones para que los métodos
Runge-Kutta multiderivada particionados sean simplécticos, demostrandose la inexis-
tencia en el caso de sistemas Hamiltonianos generales de tales métodos, generalizando

el resultado anilogo para el caso no particionado publicado recientemente junto con

otros autores [11].




Indice

1 Meétodos desarrollables en P-series

1.3
1.4

1

1.1 Introduccidm . . . . . . . . . i i it e e e e e e e e e e e e 1
1.2 Conceptos previos de teoriade grafos . . . . . .. ... ... ..... 2
1.2.1 Grafos ... .. .. e e e e e e e e e 2
1.2.2 Arboles etiquetados libres y arboles etiquetados . . . . . . .. 4
1.2.3 Arboles libresy arboles. . . . . . ... ... ... ....... 7
~1.2.4 P-arboles etiquetados . . . . ... ..o oL 9
1.2.5 P-arboles . .. .. . .. . e e e e 11
1.2.6 Funciones especiales sobre P-arboles . . .. ... ... .... 14
Diferenciales elementales y P-series . . . . . v v vt v v v e e e o 17
Condiciones de oTden . . « « v v v v vt b e e e e e e e e e e 19
Composicién de P-series . . . .. . .. ... o o oo 23

1.5

1.6

1.7
1.8

1.5.1 Diferenciales elementales generalizadas y P-series generalizadas 23

1.5.2 Resultados previos . . . . ... .. ... oL 24
1.5.3 Teorema de composicion de P-series . . . . . .. .. ... ... 27
1.5.4 Propiedades de los coeficientes ) .. 29
Enfoque alternativo de la composicién de P-series . . . .. ... ... 34
1.6.1 Pares etiquetados de P-arboles y pares de P-arboles . . . . . . 34

1.6.2 Formulacién alternativa del teorema de composicion de P-series 39

Andlisis regresivo de métodos de integracién desarrollables en P-series 42

Métodos de P-series multietapa . . . . .« oo oL 48

1.8.1 Condicionesdeorden . . . . .« oo v oo 48

1.8.2 Métodos Runge-Kutta multiderivada particionados . . . . . . 50
1




2 Métodos simplécticos desarrollables en P-series

2.1
2.2

2.3

2.4

2.5

Introduccion

--------------------------------

Métodos simplécticos particionados para sistemas Hamiltonianos ge-

nerales . . . . . L L L e e e e e e e e e e e e e e
2.2.1 P-seriescandmiCas . . . . . . . . . v 4 v e e e a e e e e e
2.2.2 H-drboles . . . . . . i i e e
2.2.3 Numero de condiciones de orden de métodos particionados

BN oF: % o T o & oo - T
2.2.4 Hamiltonianos elementales de H-arboles y H-series . . . . . . .
2.2.5 Analisis regresivo de métodos canénicos . . . . . ... ... ..
2.2.6 Composicion de H-series con P-series . . . . ... ... ....
2.2.7 Funciones generatrices . . ... ... .. e e e e e e e e
2.2.8 Métodos simplécticos no particionados . . . . ... ... ...

Métodos simplécticos particionados para sistemas Hamiltonianos sepa-

Y ) =S
2.3.1 PS-seriescandnicas . . . . . . . . ¢ vt et e v e e
2.3.2 Simplificacién de las condiciones deorden . . . ... ... ..
2.3.3 Hamiltonianos elementales de arboles bicolores . . . . . . ...
234 HS-series. . . . . . v i i it et e e e e e e
2.3.5 Analisis regresivo . . .. .. .. ... e e e e e e e
2.3.6 Composicién de HS-series con PS-series . . . . . ... ... ..
2.3.7 Teoria candénicadelorden . .. ... ... ... ...
Métodos simplécticos para sistemas Hamiltonianos de tipo Nystrom .
9.4.1 SN-Series CandniCas . « « « « « « o+ o = = v 0 o v e e e
2.4.2 Simplificacién de las condiciones de orden . . . . ... .. ..
9.4.3 Hamiltonianos elementales de SN-arboles libres . . . ... ..
944 HSN-SEIES . « v v v v v v v vt s e v e e st e e
945 Teoria candénicadelorden . ... ... . ...
Métodos de P-serie multietapa canonicos . e e e

251 Condiciones de canonicidad suficientes para métodos de P-series

MUIIEtaPA . v« v v v e v e e e e e e

53
53




2.5.2

2.5.3

2.5.4

Inexistencia de métodos Runge-Kutta multiderivada particio-
nados canlniCos . . . . . . . . . i .t e e e e e e e e e e e 143
Condiciones de canonicidad suficientes para métodos de P-series
multietapa aplicados a sistemas Hamiltonianos separables ... 150
Métodos Runge-Kutta multiderivada particionados simplécti-

cos para sistemas Hamiltonianos separables. . . . . .. .. .. 153




Capitulo 1

Métodos desarrollables en P-series

1.1 Introduccién

Dado un sistema diferencial de dimension D

y' = f(y)'» (1)

vamos a estudiar métodos que lo integren de forma particionada, esto es, que traten
de modo distinto las D ecuaciones escalares que lo forman. Tales métodos son de
interés si, por ejemplo, en (1) coexisten ecuaciones stiff con otras que no lo son ([13]
p. 171).

Dada una particién Ji,...,Jp, P = 1, de J = {1,..., D}, reescribimos el sis-

tema (1) en la forma

ayf___af(y)’ a=11"'3P1_ (2)

donde, para cualquier vector v = (v1)P_, de RP, denotamos %v = (vDies,- SiP=1
estamos en €l caso no particionado. Por sencillez supondremos que f esta definida y
es indefinidamente derivable con continuidad en todo RP.

Estudiaremos métodos para resolver el sistema particionado (2) que se puedan
desarrollar formalmente como P-series. La teoria de P-series fue introducida por

Hairer en [17], y es una generalizacién de la teoria de B-series, introducida a su vez

por Hairer y Wanner en [15].




1.2 Conceptos previos de teoria de grafos

En esta seccion introduciremos una serie de conceptos generales de la teoria de grafos,
prestando especial atencién a los aspectos de los cuales haremos uso mas adelante.
En particular, revisaremos los conceptos de arbol y P-arbol.

El uso del concepto de arboles como herramienta de estudio de las condiciones de
6rden de métodos de integracién de sistemas de ecuaciones diferenciales es debido a
Butcher [3].

El concepto de P-arboles fue introducido por Hairer en [17], en el contexto del

estudio de las condiciones de orden de métodos de integracién de sistemas diferenciales

particionados.

1.2.1 Grafos

Un grafo etiquetado es un conjunto finito V junto con un subconjunto E del conjunto
de pares (no ordenados) de elementos distintos de V. Los elementos de V son los
vértices del grafo etiquetado, y los pares de E son las aristas. Una arista adyacente
a un vértice 7 del grafo etiquetado es toda arista de la forma {i,7}. Se dice que un
grafo etiquetado es de orden n si tiene n vértices.

Por ejemplo, (V, E), donde V = {1,2,3,4} y E = {{1,2},{2,4},{3,2},{4,1}}, es
un grafo etiquetado de orden 4.

Los grafos etiquetados son representados graficamente por medio de un diagrama
en el que a cada vértice se le asocia, por medio de una etiqueta, un punto, al cual
llamaremos nodo, y donde cada arista {i,;} es representada por una linea que une el
nodo correspondiente al vértice i con el correspondiente al vértice j. En la Figura 1
puede verse la representacién grafica del grafo etiquetado del ejemplo anterior.

Se dice que dos grafo etiquetados (V3, E1) ¥ (Va, E,) son equivalentes, si son del
mismo orden y existe una biyeccion $ : V, — V4, tal que se verifica que {z,7} € Eysiy
solo si {s(i),s(j)} € E;. Un grafo es una clase de equivalencia de grafos etiquetados.
Gréficamente, dos grafos etiquetados son equivalentes si puede obtenerse del diagrama
correspondiente a uno de ellos el correspondiente al otro cambiando las etiquetas. De

este modo, un grafo es representado graficamente de forma natural por medio del
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Figura 1: Representacion gréfica de un grafo etiquetado

diagrama que se obtiene al suprimir las etiquetas en la representacién grafica de
cualquier grafo etiquetado que lo represente.

Se dice que el grafo etiquetado (V’, E’) es un subgrafo etiquetado del grafo etique-
tado (V,E), si V' C V y E' C E. En particular, si E' = {{i,j} € E [ i,j € V'}, se
dice que (V', E') es el subgrafo etiqguetado de (V, E) inducido por V'.

Dos vértices 1,5 de un grafo etiquetado (V, E) son contiguos si {¢,5} € E. Un
circuito del grafo etiquetado es una secuencia de aristas {i1,%2},...,{in-1,in} € E
que son distintas dos a dos; y se dice que dicho circuito conecta a los vértices i, y
in. En ese caso, se dice que los vértices #; y 2, del grafo etiquetado estan conectados
entre si. Un ciclo es un circuito que conecta un vértice consigo mismo. En el ejemplo
de la Figura 1, las aristas {1,2}, {2,4}, {4,1} forman un ciclo.

Se dice que un grafo etiquetado es conezo, si para cada par de vértices distintos,

existe al menos un circuito que los conecta. Es claro que el grafo etiquetado de la

Figura 1 es conexo.
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Figura 2: Ejemplo de arbol etiquetado libre

1.2.2 Arboles etiquetados libres y arboles etiquetados

Un drbol etiquetado libre es un grafo etiquetado conexo que no tiene ciclos, es decir,
tal que para cada par de vértices distintos existe un nico circuito que los conecta.

Por ejemplo, el grafo etiquetado de la Figura 1 no es un arbol etiquetado libre, y,
sin emba.rgo,lel de la Figura 2 si lo es. En particular, el grafo etiquetado de orden 0
es un arbol etiquetado libre.

Un drbol etiquetado es un arbol etiquetado libre en el que se destaca un vértice,
llamado raiz. Es decir, (V, E, 1) es un arbol etiquetado, si (V| E) es un arbol etiquetado
libre e i € V. En ese caso, se dice que (V, E) es el arbol etiquetado libre inducido por
(V, E,i). Asi, los conceptos definidos para grafos etiquetados en la subseccién anterior
seran aplicables para arboles etiquetados a través de los arboles etiquetados libres
inducidos correspondientes. Incluimos dentro del conjunto de arboles etiquetados un
arbol etiquetado de orden 0, al que llamamos arbol etiquetado vacio, y cuyo drbol
etiquetado libre inducido es el rbol etiquetado libre de orden 0.

Sea [t un arbol etiquetado cuya raiz es el vértice 1, y j # ¢ un vértice de lt. Por
definicién de arbol etiquetado libre, existe un tnico circuito que conecta ¢ con j. Se

dice que el vértice k es padre de j si {j,k} es una arista del circuito que conecta
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Figura 3: Representacion grafica de arboles etiquetados

aty j. En ese caso se dice ﬁue el vértice j es hijo del vértice k. La raiz es por
tanto el dnico vértice que no tiene padre. Por otro lado, llamaremos vértices finales
a los vértices que no tienen hijos. Decimos que un vértice j de un arbol etiquetado
es descendiente de primera generacion del vértice k si es hijo de k, y para r > 2,
decimos que es descendiente de r-ésima generacion de k si es hijo de un descendiente
de (r — 1)-ésima generacién de k. En general decimos que un vértice es descendiente
de otro si es descendiente de r-ésima generacién para algin r > 1.

En cuanto a la representacién grafica de los arboles etiquetados, el procedimiento
mas usual consiste en representar el arbol etiquetado libre inducido de tal forma
que, si el vértice i es padre del vértice j, el nodo del diagrama correspondiente a
¢ se encuentra mas abajo que el correspondiente a j. De este modo, la raiz queda
identificada como el vértice inferior del dia.gra.ma.. En la Figura 3 pueden verse los
diagramas correspondientes a los dos arboles etiquetados que se obtienen a partir del

arbol etiquetado libre de la Figura 2, fijando, por un lado, el vértice 2 como raiz y,

por otro, el vértice 3 como raiz.

Dados un arbol etiquetado it = (V, E,t) y un vértice j de lt, sea V; el conjunto




1t ~ 1t(6)

Figura 4: Construccién de t(6) a partir de It

formado por el vértice j y todos sus descendientes. Se deduce que el subgrafo etique- -
tado de (V, E) inducido por V; es un arbol etiquetado libre. Denotaremos por it(5) al
arbol etiquetado que resulta de identificar al vértice j como raiz en el arbol etiquetado
libre inducido por V;, y diremos que es el subdrbol etiquetado de It correspondiente al
vértice j. En particular, si j es la raiz de {t, se tiene que {{(j) = 1.

En la Figura 4 se ilustra con un ejemplo la construccién de l(j) a partir de un
arbol etiquetado It. ,

Todo arbol etiquetado !t puede ser representado de forma recursiva a partir de
arboles etiquetados de orden menor como sigue: Denotaremos por ‘r al irbol eti-
quetado cuyo unico vértice i es la raiz. Sea It un arbol etiquetado de orden > 2, y
sean t SU raiz y J1,.--,Jm los hijos de 7. El arbol etiquetado {t queda determinado

de forma tnica a partir del vértice i y de la familia de drboles {l¢(51),...,t(jm)}.

Reciprocamente, toda familia de arboles {lt,...,t,} con conjuntos de vértices
W,..., V. disjuntos entre si, determinan, junto con ¢ ¢ V;,...,V,,, un tnico arbol
etiquetado, que denotaremos por ‘[It1, ..., {tm].

6



Por ejemplo, el arbol etiquetado it de la Figura 4 puede ser representado como

it =107, 50, 5], 2] (3)

1.2.3 Arboles libres y arboles

Se deduce facilmente que todo grafo etiquetado equivalente a un arbol etiquetado
libre es asimismo un arbol etiquetado libre. Se dice que un drbol libre es una clase
de equivalencia de arboles etiquetados libres respecto de la relacién de equivalencia
definida arriba. Para cada arbol libre w se define su orden n(w) como el orden de los
arboles etiquetados libres que lo representan, es decir, atendiendo a su representacién
grafica, el nimero de nodos que tiene. Denotamos por FT al conjunto de arboles
libres, y por FT al conjunto de arboles libres de orden > 1.

En la Figura 5 pueden verse representados los drboles libres de orden < 5.

Dos arboles etiquetados (Vi, E1,%1) ¥ (Va, Ea,12) son equivalentes si existe una
biyeccién s : V; — Vo, tal que s(zi) = i2 y {j,k} € E; siy solo si {s(4),s(k)}, es
decir, que transforma la raiz de uno en la raiz del otro y establece una biyeccién entre
las aristas de uno y las aristas del otro. Decimos que el arbol etiquetado vacio es
equivalente sélo a si mismo.

Un drbol es una clase de equivalencia de 4rboles etiquetados.

Cada arbol puede ser representado de forma natural por medio del diagrama que
resulta al suprimir las etiquetas en el diagrama correspondiente a cualquiera de los
arboles etiquetados que lo representan.

Para cada arbol ¢, definimos su orden n(t) como el orden de cualquiera de los
rboles etiquetados que lo representan, es decir, el nimero de nodos que aparecen en
su representacién grafica. Denotamos por @ al drbol de orden 0. Denotamos por T al
conjunto de 4rboles, y por T a T — {0}.

En la Figura 6 se muestran los arboles de T de orden < 4.

Se puede demostrar la siguiente caracterizacion de equivalencia de arboles etique-
tados: Dos arboles etiquetados t = *[lty,...,ltn) ¥y 2= Ilzy,. .., lz,) son equivalentes
si y solo si m = n y existe una permutacion p de {1,...,m} talqueparal=1,...,m

el 4rbol etiquetado [t; es equivalente a Lzp(1)-
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Figura 5: Arboles de orden < 5

Como consecuencia de dicha caracterizacion, se tiene que todo arbol t de orden
> 2 puede ser representado de forma recursiva en términos de arboles de orden menor.
En efecto, dada una familia de arboles {t,,...,%,}, sean lt,,...,lt,, arboles etique-
tados con conjuntos de vertices disjuntos V4, ..., V2 que representan respectivamente
aty...,tm,yseat ¢ VyU...,V,. El arbol etiquetado ‘[lt;,...,It,] representa al
mismo arbol independientemente de la eleccién de tales it,, ..., lt,, y de i; se denota a
dicho arbol por [t;,...%t,]. Ademads, para cada arbol ¢ de orden > 2, existe una unica
familia de arboles {¢j,...,tn} tal que t = [¢4,...,t,,]. Atendiendo a la representacién
grafica de los arboles, los t3,...,%, consisten en los arboles que resultan de suprimir

la raiz de t = [t1,...,tm] ¥ sus arcos adyacentes. Por ejemplo,

RIS

Denotaremos por T al tinico arbol de orden 1. De esta forma, tenemos por ejemplo,
que el arbol ¢ correspondiente al arbol etiquetado It de (3) es [[,[r,[7]]],7]. Nétese
que la representacién de t resulta de suprimir los superindices correspondientes a los
vértices en la representacion de lt.

Para abreviar, se denota por [t7',..., 5] al arbol

ry r2 m
P "

[E1,- 1 bistayenrtayeeeatmyeeealml:
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Figura 6: Arboles de orden < 4

De este modo, los arboles de la Figura 6 pueden ser representados (siguiendo el
orden de lectura) respectivamente como 7, [7], [[7]], [7?], [, [7]], [73], [[72]], [[[7]])-

La siguiente operacién, definida por Butcher, ver por ejemplo [4], permite repre-
sentar de forma muy comoda, aunque no unica, cualquier arbol de orden > 2 en
términos de dos arboles de orden > 1 adecuados: Dados t,z € T se define ¢t - 2z como

el arbol que resulta de conectar las raices de ¢ y z tomando como raiz la de ¢; es decir,

T-t:=[t],y [t1y-eotm] - 2:= [ty ) tm, 2]

1.2.4 P-arboles etiquetados

Fijado un entero P > 1, se dice que un P-drbol etiquetado es un par (it',1t"), donde
It' es un 4rbol etiquetado y 1t” es una aplicacién It” : V — {1,..., P}, donde V es
el conjunto de vértices de It'. Diremos que It’ es el arbol etiquetado inducide por el
P-arbol etiquetado It = (It”,It").

Aplicaremos a los P-irboles etiquetados los conceptos tales como vértices, aristas,

orden, raiz, vértice padre, vértice hijo, vértices finales y descendientes, heredandolos
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Figura 7: Representacion grafica de varios P-arboles etiquetados

de los arboles inducidos correspondientes. Por otro lado, dado un vértice j de un
P-arbol etiquetado It = (It',{t"), decimos que {t"(j) es el tipo del vértice j, o equiva-
lentemente, que el vértice j es de tipo It"(7).

Nétese que el concepto de P-arbol etiquetado generaliza al de arbol etiquetado,
de tal manera que los arboles etiquetados pueden ser considerados como P-arboles
etiquetados para el caso paraticular en que P = 1.

Los P-arboles etiquetados son representados graficamente haciendo uso del dia-
grama del arbol etiquetado inducido correspondiente, en donde los vértices de distinto
tipo (1,...,P) son representados por nodos de distinto color (colory, ..., colorg). En
lo que sigue, representaremos los vértices de tipo 1 con nodos negros, y los vértices
de tipo 2 con nodos blancos.

En la Figura 7 se muestran los diagramas correspondientes a varios P-arboles
etiquetados. :

Dado un P-arbol etiquetado it = (It',{t"), y dado un vértice j del mismo, de
forma andloga que para arboles etiquetados, denotamos por {t(7) al P-arbol etiquetado

(1t(7),1t(5)"), donde It(j)' = It'(j), y la aplicacién {t(j)" es la restriccion de I al
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1t 14(6)

Figura 8: Construccion de [t(6) a partir de it

conjunto formado por el vértice j y todos sus descendientes en lt. En la Figura 8 se
ilustra con un ejemplo la construccién del P-arbol etiquetado [(j) a partir de [t.
Anélogamente que en el caso particular de arboles etiquetados, se tiene que todo
P-arbol etiquetado It con raiz i de tipo a (1 £ a £ P), queda determinado de forma
tnica por la familia de P-arboles etiquetados {it(j1),...,{t(jm)}, donde j1,...,Jm

son los vértices hijos de i en {t. Denotaremos dicho P-arbol etiquetado por It =

i[lt(jl)a et It(jm)]-

1.2.5 P-arboles

Sean dos P-arboles etiquetados It = (It',1t") y 1z = (I2’,12"), donde It' = (4, Ey,41)

y (Va, Eq,13), se dice que It y Iz son equivalentes si existe una biyeccion s : V; — V,

que verifica las siguientes condiciones:
® 8(2:1) = 'ig.

o {j,k} € E; siy solosi {s(j),s(k)} € Ea.
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e Para todo vértice j, It"(3) = 12"(s(3)).

En el caso particular del P-arbol etiquetado de orden 0, decimos que sélo es equiva-
lente a si mismo.

Un P-drbol es una clase de equivalencia de P-arboles etiquetados. Para cada
P-arbol t, se define su orden n(t) como el orden de los P-arboles etiquetados que
lo representan. Denotaremos por § al P-irbol de orden 0. Denotamos por TP al
conjunto de P-arboles, y por TP a TP — {#}. Dado t € TP, denotamos por w(t)
al tipo de la raiz de los P-arboles etiquetados que lo representan. Definimos mismo
TP* (1 < a < P), como el conjunto de P-rboles de TP tales que w(t) = a.

Dado un P-4rbol ¢, decimos que el P-arbol z es un P-subdrbol de t, si dado un
P-arbol etiquetado It representante de t, existe un vértice i de It tal que el P-arbol
etiquetado I£(¢) es un representante del P-arbol z.

Dado un P-arbol ¢, definimos el arbol ¢’ :nducido por t, como el arbol al que re-
presenta el arbol etiquetado inducido de cualquiera de los P-arboles etiquetados que
representan a t. Es claro que dicha definicién es consistente, ya que, si dos P-arboles
son equivalentes, entonces los arboles etiquetados inducidos, también lo son.

En cuanto a la representacién grafica de los P-drboles de orden > 1, se observa
que dos P-drboles etiquetados son equivalentes si puede obtenerse el diagrama corres-
pondiente a uno de ellos cambiando las etiquetas de los nodos en el diagrama del otro.
Por tanto, los P-arboles etiquetados pueden ser representados de forma natural por
el diagrama que se obtiene de suprimir las etiquetas del diagrama correspondiente a
cualquiera de los P-drboles etiquetados que lo representan.

De forma ansloga que en el caso particular de arboles etiquetados, se tiene que dos
P-arboles etiquetados t = i[Ity,...,lt,] y z = g[lzl, ..., 1z,], son equivalentes si y solo
sim =n, a =b, y existe una permutacién p de {1,...,m} tal que paral=1,...,m
el P-arbol etiquetado It; es equivalente a lz,(). De ello, también de forma analoga que
para arboles, se deduce que cada P-irbol ¢ de orden 2 2 puede ser determinado de
forma tinica por el tipo @ = w(t) de su raiz y una familia de P-arboles {t1y-- stm},
tales que, si t es representado por un P-irbol etiquetado t = ‘[, -- ., Ity), para
| =1,...,m, It representa a ;. Se denota por a[t1,-.. ,tm] a dicho P-arbol ¢, que

grificamente consiste en el P-arbol que se obtiene de conectar con sendas aristas,
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un nodo de tipo a, la raiz de t, con la raiz de cada uno de los P-irboles t,,... stm.
Denotamos por 7, (1 < a < P) al P-drbol de orden 1 de tipo a. De este modo, todo
P-arbol puede ser representado de forma recursiva, sin necesidad de recurrir a los
P-arboles etiquetados.

Generalizando la notacién presentada previamente para arboles, podremos escribir _

de forma abreviada el P-arbol

r1 r2 Tm

a[‘ila--'atl‘v'tb-"7t;3"°:tm1"'vtm

como ,[t],...,tm].

Por otra parte, generalizando la notacién de Butcher, dados t,z € TP, definimos
el P-drbol t-z, tal que 7,- 2 = 4[2], y si t = 4[t1,---,tn], entonces t-z = [ty,...,tm, 2].
De este modo, se tiene que t = ,[t;,...,tn] = 7o -t ---1,, donde en ausencia de
paréntesis se entiende que el producto se ejecuta de izquierda a derecha. Es claro
que para todo P-arbol t de orden > 2, existen u,v € TP tales que t = u - v, pero en
general tales u y v no son unicos. Por conveniencia, extendemos dicha operacién a
TP x TP, definiendo para cadat € TP, t-0 :=1t.

Decimos que el P-arbol ¢ incluye @ z, o equivalentemente que z es parte de t, y
escribimos t D z 6 z C t, si se verifica que, t = 2, 0 z = 0, o se puede obtener z
de t suprimiendo a.lgunbs nodos de t distintos de la raiz y todos sus descendientes,
junto con las aristas adyacentes a ellos. Si z no es parte de ¢, pondremos z  t.
Aunque dicho concepto puede ser definido de forma rigurosa haciendo uso de P-arboles
etiquetados, evitaremos los detalles técnicos necesarios para ello. Alternativamente,
dicho concepto puede ser definido, también de forma rigurosa, por medio de la repre-

sentacién recursiva de P-arboles como sigue:

Definicién 1.2.1 Dados z,t € TP, z C t si se verifica alguna de las siguientes

condiciones:
e z=10.
ez=7r,yw(lt)=a(1<a<P)

o z=,[z1,.. .y 2, t = alt1ye o tmjcon m 2,y Ctyparal=1,...,r.
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1.2.6 Funciones especiales sobre P-arboles

Supongamos fijado P < 1. Definimos LT P por el conjunto de P-arboles etiquetados
con conjunto de vértices de la forma {1,...,n}, para algin n > 1. Denotamos
asimismo por LT P al conjunto que resulta de incluir en LT P al P-arbol etiquetado
de orden 0. En el caso particular en que P = 1, LTP es un conjunto de 4rboles
etiquetados, que denotaremos por LT.

Decimos que un P-arbol etiquetado de LT P es un P-arbol monétomente etiquetado
si verifica que, si el vértice i es padre del vértice j, entonces i < j. Denotamos por
M LT P al conjunto de P-arboles moné6tomente etiquetados, y por M LT P, al conjunto
de P-arboles monétomente etiquetados de orden n.

Se define, para cada t € TP, el entero positivo B(t) (respectivamente a(t)) como
el nimero de P-arboles etiquetados (monétomente etiquetados) de LT P que repre-
sentan al P-arbol t.

Dados dos P-irboles t = 4[t1,...,tn] ¥ 2, definimos k(¢,z) como el nimero de
P-arboles idénticos a z que hay en la familia de P-arboles {t;,...,t.}. Por convenio,
para todot € TP, k(¢,8) =1y k(74,t) = 0.

El siguiente lema nos permite calcular los a(t) y 8(t) de forma recursiva:

Lema 1.2.1 Para todo t,z € TP se tiene que

Bt-2) = s ("ff(;)’)) BA(2), (4)

1 n(t-z)—1
a(t . Z) = k_(t—z,z_) ( n(z) ) a(t)a(z)' (5)

Demostracién: Es claro que por cada P-arbol etiquetado (respectivamente, mo-

nétomente etiquetado) de LT P representante de t, cada P-arbol etiquetado (moné-
tomente etiquetado) de LT P representante de z, y cada parte de n(z) elementos de
{1,---,n(t)} (respectivamente {2,--+,n(t)}); se puede generar de forma natural un
P-arbol etiquetado (respectivamente mondtomente etiquetado) de LT P que repre-

sente a - z. En cambio cada arbol etiquetado (monétomente etiquetado) de LT P
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representante de ¢ - z, puede ser generado de ese modo de k(¢ - z, z) formas distintas.
- :

Por otra parte se define para cada t € TP la densidad v(t) de t, de forma que
Y(@) = y(7a) =1, y sit = ,[t1,...,tn], entonces ¥(t) = n(t)y(t1) -+ Y(tm). Se sigue

que

(t-2) A(t)v(2)
n(t) + n(z) - n(t) (6)

lo que implica que B(t) = v(t)a(t). |

Por ultimo, se define para cada t € TP la simetria o(t) de t, como el orden de
su grupo de simetrias ([4], Definicién 140F), es decir, el nimero de permutaciones
distintas de los vértices 1,...,n(t) que transforman un P-irbol etiquetado de LT P
representante de t en si mismo. Es ficil ver que ese nimero de permutaciones es
independiente del P-arbol etiquetado representante de t elegido, de modo que se tiene

que para cadat € TP

(1) = o (1) = o(Halt)r(), ()

De ahi, junto con (4) se tiene el siguiente resultado que nos permite calcular los o(t)

de forma recursiva.
Lema 1.2.2 Para cadat,z € TP
o(t-z)=k(t-z2)0(t)o(z) (8)

En la Tabla 1 se muestran los valores de ¥(t), a(t), B(t),o(t) de los P-arboles de
orden < 4, para el caso en que P = 1, es decir, para arboles. En cuanto al caso en que

P = 2, los valores correspondientes a P-arboles de T P! de orden < 3 se encuentran

en la Tabla 2.
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Tabla 1
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Tabla 2

IV
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n(t) |1
()

a(t) {1

o(t)
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1.3 Diferenciales elementales y P-series

Dado el sistema particionado (2) se define para cada P-irbol t la diferencial elemental
F(t) como una funcién de R” en RP. Paraa,b=1,...,P,elI € J,,

Fl(@®)y) =4,
Fl(n)(y) = bas (%),
Fl([ts, . tm)) @) = bao £3,.0.. (@) [T F% () (%),

=1

donde los subindices J; de f 51 1,,(y) representan derivacién parcial respecto de y™*, y
bas €s la delta de Kronecker. Aquiy en lo que sigue utilizamos el convenio de considerar
sumatorios de 1 a D sobre los indices repetidos. Es de notar que la presente definicién
de diferencial elemental, aunque esencialmente la misma, es formalmente distinta a
la definicién de [17]. En concreto, sit € TP* (a = 1,..., P) la diferencial elemental
definida en [17] coincide con *F(t)(y).

Las diferenciales elementales tienen un papel fundamental en el desarrollo de Tay-

lor de las soluciones del sistema (2), tal como se ve en el siguiente resultado debido a

Hairer (Teorema 10 en [17]):

Lema 1.3.1 Sea y(z) solucion de sistema (2), entonces se tiene para cadan > 0

yW(z)= Y Ft)y(e) = 3 aft) F(t)(y(<)-

IteMLTP teTP
n(it)=n n(t)=n

Por tanto, el desarrollo (formal) en potencias de h de una solucién exacta de (2)

hn(t) hn(t) 1
ot h) = 3 ol T FOWE) = & TP 0@ o

Motivados por esta expresién, (y como veremos mas adelante, con vistas a obtener

el desarrollo formal en serie de Taylor de las soluciones aproximadas de dis.tintos

métodos de integracion del sistema (2)), se introduce la siguiente definicién:
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Definicién 1.3.1 Dada una aplicacién c: TP — R, se define la P-serie asociada al

sistema (2) como la serie formal

B(t) (1)

Ple,y) = 3 2 a(th(eFH)E) = 3 o c(t) F(t)(y), (10)

teTP n(t)! erp (1)
o equivalentemente como
pr(® (D)
P(c,y)= 3 c(t)F(t)(y) = >

rerzp M) erp n(t)!

Bt)e(t)F(2)(y)-
A los c(t) se les denomina coeficientes de la P-serie.

Es claro por el lema anterior que la solucién del sistema (2) con condicién inicial
¥(xo) = yo, puede ser representada como la P-serie P(c,yo) con c(t) = 1/7(t) para
cada t € TP (en el sentido de que los coeficientes de Taylor coinciden).

Por otra parte, es de notar que el concepto de P-serie generaliza el concepto de
B-serie introducicdo en [15], de tal forma que las B-series son P-series asociadas al
sistema (2) sin particionar, es decir, con P = 1. Se denota por B(c,y) a la P-serie

P(c,y) para el caso particular en que P = 1; es decir, dado ¢ : T — R,

n(t) n(it)

Ble,y) = Y X e F()y) = 3 2 ety F(i)().

teT a(t) ItelT n(lt)!

Ademas, toda P-serie cuyos coeficientes son iguales para todo P-arbol que corres-
ponde al mismo arbol es equivalente a una B-serie. Para probar esto iltimo, basta

con observar lo siguiente: Dado un arbol etiquetado It de LT, se tiene que para cada

y € RP

Fit)(y)= > F(z)(),

lzelTP
Ix/=lt

donde para cada Iz € LT P, Iz’ es el 4rbol etiquetado con raiz inducido de (.
Comparada con las definiciones de B-series y P-series de [15, 17], la definicién que
aqui hemos introducido incluye *y(t) como factor de normalizacién, de modo que si los

coeficientes de una P-serie de [17] son ¢(t) los coeficientes de la serie formal definida

en (10) equivalente a la primera son c(t)/7(t).
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1.4 Condiciones de orden

Supongamos que un paso de longitud h, ¥y, — yn41 de un método de un paso para
resolver (2) venga dado por y,4+1 = P(c,y,) para una aplicacién ¢ : TP — R depen-
diente sélo del método. Veremos mas adelante que esto es cierto para los métodos
Runge-Kutta Particionados (PRK) y los PRK multiderivada, entre otros. Dicho

método es de orden de consistencia > n si y sdlo si para cadat € TP con n(t) < n

1
y(t)

La suficiencia de la condicién es obvia de (10). La necesidad se deduce de la in-

VteTP [n(t)<n c(t)= (11)

dependencia de las diferenciales elementales (para el caso no particionado, véase el
Teorema 306B de [4], o el ejercicio 4 de I1.2 de [12]), la cual queda formulada en el

lema siguiente:

Lema 1.4.1 Dado un P-drbol t de orden D > 1 y nimero de partes P > 1, eziste una
funcién (polindmica) f : R® — RP y una particién Ji,...,Jp de J = {1,..., D}
tal que para el correspondiente sistema (2) se tiene que F'(t)(0) #0 y F'(2)(0) =0
para todo P-drbol z # 1.

Demostracién:

Sea It un P-arbol monétonamente etiquetado de M LT P representante de t. Para
cadai=1,...,D, denotamos por M(:) el conjunto de vértices hijos del vértice , por
a; al tipo del vértice i, y por ¢; al P-arbol representado por el P-arbol etiquetado It(7).

Definimos f por

fi(y) = H yj3
JEM (i)
y definimos la particién {J1,...,Jp} de J tal que para todkob=1,...,P, Jp, =
{i € J | a; = b}. Es claro que para todo 1 € J v todo z € TP, Fi(z)(0) > 0. Por

tanto, basta con demostrar que para i € J,z € TP,

Fi(2)(0) >0 <= z =t | (12)
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Por definicién de las diferenciales elementales si i € J, y w(t) = a, entonces
Fi(t)(y) = 0. Por tanto, basta con demostrar que (12) se verifica para todoi€ J y
z € TP*.

Es claro que (12) se verifica si i es un vértice final.

Supongamos que ¢ € J, no es un vértice final, y que (12) se verifica para todo
vértice j > i. Es claro que F*(z)(0) = 0 para todo P-irbol z de orden < 1. Sea

z = 4,[21,...,2m] un P-arbol cualquiera de orden > 2. Se tiene que

FY(2)(0) = £3,,. 0 (0)F " (21)(0) - - - F¥(z1)(0),

y puesto que f5  ; (0) > 0 siy sélosi M(:) = {Jy,...,Jm} (donde |[M(i)| = m),
ya que en ese caso f5 ; (0) = 1, se tiene que todo sumando no nulo de dicha
expresion es de la forma F#()(2)(0)--- F*(")(2)(0) donde ¢ : {1,...,1} — M(:) es
una biyeccién. Puesto que [t es un P-arbol monétonamente etiquetado, i < ¢(l) para
[=1,...,m, y por tanto, por hipétesis de induccién F*U)(z) >0 += z = t4), de
donde se tiene que (12) también se verifica para :. O

Si consideramos métodos especificos para sistemas especiales para los que no todas
las diferenciales elementales son independientes, el nimero de condiciones de orden

se puede reducir de forma considerable:

1. En el caso de sistemas particionados con P > 2 que cumplen que para cada
a=1,..., Plafuncién *f no depende de °y, las diferenciales elementales de todo
P-drbol que tenga dos nodos del mismo tipo contiguos son idénticamente nulas.
Para el resto de P-arboles, que llamaremos PS-drboles, las diferenciales ele-
mentales son independientes, puesto que la funcién f que obtenemos al aplicar -
el lema anterior a un PS-arbol cualquiera es tal que ®f no depende de °y (a =
1,...,P).

Denotamos por TPS al conjunto de PS-arboles, y por TPS* al conjunto de

PS-arboles que tienen raiz de tipo a.

De este modo, un método desarrollable como una P-serie de coeficientes c(t) es

de orden de consistencia > n para todo sistema especial de la forma descrita si
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y solo si

Vi€ TPS [n(t)<n, oft)= — -

Y(t)

. Para sistemas de segundo orden, que son equivalentes a un sistema particionado
(con P =2y |Nh| = |J2|) de la forma

1y 'fCy, %), (13)

2,/ 1
y

Y,

las diferenciales elementales de todos los P-arboles excepto cierto tipo de P-
arboles que llamaremos como en [16] N-drboles, son nulas. Los N-arboles son los
P-arboles Que cumplen que todo nodo de tipo 2 tiene como mucho un solo nodo
hijo y que dicho nodo es de tipo 1. Por otra parte, las diferenciales elementales
de los N-arboles son independientes (Proposicién 12 de [16]), de modo que un
método con desarrollo en P-serie de coeficientes c(t) es de orden de consistencia

> n para todo sistema de la forma (13) si y sélo si

Vte NT [/ n(t) <n, c(t)=,—7'(15a

donde NT es el conjunto de N-arboles.

. Si consideramos sistemas de la forma (13) en los que ' f no depende de 'y,
correspondientes a sistemas z” = g(z), las diferenciales elementales de todo P-
arbol excepto los de SNT = TPSNNT se anulan. Llamamos SN-drboles a los
P-arboles (P = 2) de SNT, y denotamos por SNT! y SNT? respectivamente a
los conjuntos de P-arboles de tipo 1 y de tipo 2.

Puesto que también se verifica que las diferenciales elementales de los SN-arboles

son independientes (Lema 1.1 en [6]) se tiene que todo método con desarrollo

en P-serie de coeficientes c(t) es de orden de consistencia > n para todo sistema
de la forma
Yy o= 1fCy),

!
2y — ly,




si y solo si
1

Vte SNT [ n(t) £ n, c(t)z-'y_(tj'
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1.5 Composicion de P-series

En esta seccién estudiaremos la composicién de P-series con un enfoque distinto al de
Hairer y Wanner [15]. Generalizaremos los resultados sobre composicién de B-series
de [15}, obteniendo nuevas férmulas recursivas para la obtencién de los coeficientes
de las P-series construidas como composicion de dos P-series dadas.

Para ello, como primer paso, generalizaremos los conceptos de diferenciales ele-

mentales y P-series.

1.5.1 Diferenciales elementales generalizadas y P-series ge-

neralizadas

Definicién 1.5.1 Definimos para cada P-arbol t de orden > 1 la diferencial elemen-
tal generalizada con familia de indices {K},..., K} C J como la funcién vectorial

Fik,,..ky(t) siguiente: paraa,b=1,...,P, Ie T,

F(ﬂ{,,...,m)("b)(y) = 6abf}'I{1,...,K;(y)’

Fle seyGltn oot @) = 8as ks @ T FH(t)):

i=1

Por convenio, diremos que F(t) es la diferencial elemental generalizada de ¢ con familia

de indices vacia.

Es inmediato que dado una familia, quizd vacfa, de indices {Ki,..., K} C J,

para todo par de P-arboles t,z de orden > 1,
F(Ilﬁ,....K,)(t - z)(y) = F(IK;,...,K,,J)(t)(y) FJ(Z)(y)- (14)
Las P-series generalizadas las definimos como sigue:

Definicién 1.5.2 Dada una aplicacién ¢ : TP — R con ¢(@) = 0, y una familia

de indices {K1,..., K} C J, sé define la P-serie generalizada con familia de indices

{K,,..., K} como la serie formal

Py, k(€)= D hnmC(t)F(Kl.....m)(t)(y)- (15)

!ETP U(t)
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1.5.2 Resultados previos

Como primer paso para llegar al resultado principal de esta seccion veremos el si- .

guiente lema, que generaliza el Teorema 13 de [17):

Lema 1.5.1 Si c¢(@) = 1, entonces para todo I € J y toda familia de indices
{J1,..-, i} T T (incluida la vacia) se tiene que

B (P(€:9)) = Py, (c's¥)
donde, para cadaa=1,...,P,
() = o,
c'(1e) 1,
c,(a[tla""tm]) c(tl)"'c(tm)'

il

Demostracién: Por la definicién de los coeficientes c’(t) se tiene que para cada

t,z € TP se verifica
c'(t-z) = c'(t)c(z). , (16)

Probaremos por induccién sobre N que para todo N > 1

I hn(t)_l ! I N
fhan(Plew)) = 22 FON c'(t)Fa,...00() @) + O(RT).
teTP
n(t)<N

Para N = 1 se verifica de forma trivial. Sea M > 1, y supongamos que dicha igualdad
se verifica para todo N < M. Para probarlo para N = M, basta con probar que

n(t)—2

Lt Py = 5 nlt) = DO Ry O) + OB

teTP cr(t)
2<n(t)<M

Ahora bien,

d
L aPE) = S (Pl P (),
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y por hipétesis de induccién

d hn(tl) -1
d—hff,,...,J,(P(c,y)) = > =) Fl,, a0t () + O(RMTY)
1LeTP (t )
ﬂ(tl)SM—l
hn(tg)—]
X 3 n(t2)c(t) ¥ (t2)(y).
t,€TP (t2)

Teniendo en cuenta (14), (16) y el Lema 1.2.2, se tiene
d

dh J.(P(csy))
hn(t-] t2)—-1 ,
= Z Z k(tl t2’t2)c (tl t2)F(J1, 'J‘)(tl tg)(y)+0(hM_1)
n(ttll)ij;}; 1t GTP
()2 , ; s
= X~ | Xkt tan(ta) | @R, @) + 0N,
tE_T_F t 2=t

2<n(t)<M

y puesto que la expresion entre paréntesis es igual a n(t)—1, el lema queda demostrado.
a
Por aplicacién de este lema se comprueba que una P-serie y = P(c,yo) con ¢(8) =

1 satisface el sistema diferencial (2) si y sdlo si para cadat € TP con t = ,[t;,...,1n)

n(t)e(t) = c(ty) -+~ c(tm);

el primer y segundo miembros son los coeficientes de h™"~!F(¢)(y)/o(t) en la serie
formal correspondientes a ¥’ y f(y) respectivamente. De aqui ¢(t) = 1/4(t) para cada

t € TP y se obtiene el Lema 1.3.1.

Por otra parte, el Lema 1.5.1 permite obtener el desarrollo en P-serie de las aproxi-
maciones dadas por métodos Runge-Kutta, Runge-Kutta particionados, y Runge-

Kutta-Nystrom. Ver, por ejemplo, [17] paginas 282-284.

El siguiente resultado sera de utilidad para demostrar el Lema 1.5.3 de esta sub-

seccién y el teorema de composicion de P-series.
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Lema 1.5.2 Sean a,b : TP — R. Si a(@) = b(0) = 0, entonces para todo I € J y
toda familia de indices {J1,...,Ji} C J (incluido el vacio) se tiene que

P(IJl,...,J;,K)(a1y)PK(b1 y) = P(IJ, ,,_.,J,)(a *b,y),

donde (a*b)(@) =0, y para cadat € TP

(axb)(t)= > k(t,v)a(u)b(v).

u,veﬁ
u-v=t

Demostracién: En virtud de la definicién de P-serie generalizada, y teniendo en

cuenta las igualdades (8) y (14), se tiene

hn(u-u)
Pl (@y)PE(by)= >

u,veﬁ a’(u ' ‘U)

k(u - v,v)a(u)b(v)Fy, 5 (u-v)(®)-

O

El lema que sigue, permite obtener junto con el Lema 1.5.1 el desarrollo en P-serie
de métodos que hacen uso tanto de f como de f’, como son los métodos de Rosenbrock,
los métodos resultantes de usar un numero fijo de iteraciones de Newton en esquemas
tipo Runge-Kutta y, los métodos simplécticos tipo Miesbach [10], desarrollados en el

contexto de sistemas Hamiltonianos.

Lema 1.5.3 Sean a,c: TP — R. Sia(0) =0, ¢(0) =1, entonces para cada I € J
y cada familia de indices {J1,...,Ji} C J (incluido el vacio), se tiene que

fJI,,...,J,,K(P(C,y))PK(aay) = P({Il ..... J,)(C' *a,y),

donde para e = 1,...,P, se tiene que (c' * a)(0) = (¢’ *a)(r,) = 0, y dado t =
elt1,... tm] con lost; € TP

(@ +a)(t) = 3 alt:) f[c(tz)- a7

i=1 t#i
Por otra parte, si t,z € TP, se tiene que

(' » a)(t - 2) = </(t)a(z) + (¢’ *a)(t)e(2).
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Demostracion: Haciendo uso del Lema 1.5.2, basta con demostrar primeramente
la igualdad (17), de donde se tiene ficilmente la que le sigue.

Si para i = 1,...,m denotamos por ¢! al P-arbol [t;,...,tic1,tis1y-- -5 tm), del
Lema 1.5.2 se deduce que

m

(e *a)(c[tr, -, tm]) = 3 (tDa(ts),

i=1

de donde se.tiene (17) por definicién de c’. O

1.5.3 Teorema de composicion de P-series

El objetivo de esta subseccién consiste en obtener una generalizacién del teorema de
composicién de B-series de Hairer, que formularemos en términos de P-series genera-

lizadas.

Teorema 1.5.4 Dadoc: TP — R con c(0) = 1, para cada z € TP y cada familia

de indices {J1,...,Ji} (incluida la familia vacia)

B2
7 P (2)(Ple)) = P (€®,y), (18)

donde dados z € TP, t € TP

0 st w(t) # w(z),
z _ "t §1 2 = Ty(t),
=4 KO 8 (19

siw(t)=w(z) yz=u-v conu,v€TP,
k(z,v)

donde * denota a la operacion introducida en el Lema 1.5.2.

Demeostracién: Dado z € TP, por definicién de diferencial elemental generalizada
la igualdad (18) se verifica de forma trivial para las componentes I¢ T
En cuanto a las componentes I € Jy(;), se demuestra por induccién sobre n(z)

como sigue: Si n(z) = 1 la validez de la igualdad (18) se deduce directamente del

Lema 1.5.1. Sea z € TP de orden > 2, y supongamos que (18) se verifica para todo
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P-arbol de orden menor. Sean u,v € TP tales que z = u - v; entonces, de (14) y 1.2.2

se tiene que para cada I € Jy(y)

pr() 1 ) hr(o)
mF({]h"_,J‘)(Z)(P(C, y)) = k(z,’u)TU)F(IJ"""J"K)(U)(P(C, y))O'('U) FK(‘U)(P(C, y))a

de donde aplicando la hipétesis de induccién y el Lema 1.5.2 se tiene que

h'n(z) 1
— = () (v)
o(2) Fu,,...)(2)(P(e,y)) k(z,v)P(Jh___,_]‘)(C xc'"y).

Nota: Aunque el resultado de este teorema esta formulada en términos de P-series
formales, que en general no tienen por qué converger, puede ser interpretado en
términos de desarrollos truncados. De hecho, se puede demostrar del mismo modo

que si f es suficientemente diferenciable, para cada z € TP

n(t)
F({Ix,...,.h)(z) ( ; -Z—(tTC(t)F(t)(y) + O(hN+1 ))
n(t)}<N
= > (D) c@(1) F(’Jh___' 1)) + O pN+n(z1HY, (@)

teTP U(t)
n(EN+n(s)

En lo que sigue, dado ¢ : TP — Ry 2 € TP denotaremos por c(®) a la aplicacién
de TP en R que verifica (18), la cual puede ser obtenida de forma recursiva haciendo
uso de las igualdades (19). Por convenio, tomamos c® := ¢, de tal modo que la
igualdad (18) también se verifica en el caso de la familia de indices vacia para z = §.

Del Teorema 1.5.4 se deduce directamente el teorema de composicion de P-series:

Teorema 1.5.5 Dados ¢,b : TP — R con c(§) = 1, entonces pare toda familia de
indices {Jy,..., i} C T

P(Jl,...,-]t) (b’ P(C, y))) = P(-h ----- J:)(Cb7 y)’ (21)
donde para cadat € TP
cb(t) = > b(z) c?(2). (22)

zeTP
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Observacion: Para familias de indices {J;,...,J;} no vacias, dicha férmula sélo

tiene sentido en caso de que b(8) = 0, ya que F(y,,..5)(8)(y) no esta definido para
{J1,..., i} #0.

1.5.4 Propiedades de los coeficientes c(*)(t)

Seguidamente, estudiaremos los coeficientes c(?)(t) definidos en la subseccién anterior,

deduciendo qué propiedades verifican, y obteniendo fé6rmulas recursivas alternativas

a (19).

Lema 1.5.6 Dados z,t € TP yc: TP — R con c(§) = 1, se verifican las siguientes
propiedades:

1. Si z { t, entonces c\®)(t) = 0. En particular, c(?(t) = 0 si w(t) # w(z) o
n(t) < n(z).

2. Si w(t) = w(2), c®(t) no varia si sustituimos el tipo de la raiz de ambos P-

drboles por otro tipo de nodo.
8. Si z =t, entonces c(t) = 1.

Demostraciéon: Las dos primeras propiedades se demuestran facilmente por in-
duccién sobre n(z) a partir de (19) y teniendo en cuenta respectivamente los siguientes

puntos:

1. De la Definicién 1.2.1 se deduce que z; - zz C t si y sélo si existen t,,t; € TP

tales que t =%, - 13, 2y C i1 y 22 C ta.
2. Dados t;,t, € TP, se tiene que w(t; - ) = w(ty).

En cuanto a la tercera propiedad, se deduce directamente de (18). O
La Propiedad 1 de este lema, implica, por una parte que en la férmula 22 del
teorema de composicién de P-series basta con considerar en el sumatorio los z € TP
tales que z C t. Por otro lado, tenemos que si z,t € TP con n(z) > 2
k(t,t2) ¢, ;
C(z)(t) = Z —-(——"ic( ’)(tl)c( 2)(t2).

{-ta=t k(Z, 22)
t1Dz1,2D22
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Por ejemplo, para z = § y ¢t = a» podemos calcular c?(t) del siguiente modo:
Z=2-2C002 =, y2=.,Yyademas k(z,z;) = 1. Por otro lado, los tinicos
ti,t2 € TP talesquet =t;-2, 2, Ct1y 22 C 2, s0n t; = I yt2= o, conk(t,t;) = 2.
Por tanto,

D) = 2¢0 (I) 2c(o) = 2¢’ (i) = 2c(o).- (23)

El siguiente resultado ofrece una forma alternativa de calcular los coeficientes
c?)(t), y a su vez un paso previo para deducir una tercera formula, que presentaremos

en el Lema 1.5.8.

Lema 1.5.7 Dados c: TP — R con ¢(8) =1, y z,t € TP tales que n(t),n(z) > 2
yz Ct Seaa=w(t) =wz), yseant=,lt,...,tw] y 2z = 4[2],...,2["'] (con
z; # 0, distintos dos a dos). Pongamos zjy; =@ yriyy =m—(ry+---47) (riz2 >0
pues z C t), y denotemos por A(t,z) al conjunto de aplicaciones ¢ de {1,...,m}
en {1,...,1} en que para cada j = 1,...,1 4+ 1 la imagen inversa ¢~'(j) tiene r;
elementos. Entonces
m
)= 3 JIe(). (24)
SEA(t,z) =1 4
Demostracién: Demostraremos la igualdad (24) por induccién sobre n(t). Si
n(t) = 2, dicha igualdad se verifica de forma trivial, ya que en ese caso las condiciones
del lema implican z = t. Sean t,z € TP de orden > 3.
Si denotamos, para 1 = 1,...,m, altise--rticiytitls---stm], ¥ Para j =
L...,1, 25 =.[1,-. ,z;’]’,z;’_l,z;i"l’,. ..,2['], teniendo en cuenta que para cada

i=1,...,1 z=2z}-2z; de (19) tenemos que
() = _Ec(z‘)(t yel®)(2)).
Tj i=1
Puesto que, para cada i, n(t]),n(z]) > 2y n(t]) < n(t), aplicando la hipdtesis de
induccion se tiene que

e (1) = — Z Z H C(Ze(k))(tk)c(%)( t).

Tji=1 BE.A(t‘.z‘ :;f
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Fijado j € {1,...,1+ 1}, para cada ¢ € A(t, z) existen r; formas distintas de elegir
unz € {1,...,m} y un 8 € A(#}, z]) de tal modo que ¢ es una extensién de 8 tal que
6(z) = j, y por tanto la anterior igualdad implica (24). O

Como ejemplo de aplicacién de (24), desarrollaremos ¢(*)(t) para z = o, t = P
haciendo uso de dicha férmula: Tenemos que ¢ = 1{,, o, {] ¥ 2 = 1[0, o|. En este caso
se tieneque m =1+ 1=3 y ry =r; = r3 = 1, de modo que A(t, z) es el conjunto de
permutaciones de {1,2,3}. Por tanto, eliminando las permutaciones ¢ tales que para

alglin 1 24,(,') ¢ t.',
™ () = () c@() P (1) + c@(5) () P () = 2(e (). (25)
La formula recursiva que proporciona el siguiente lema sera muy util mas adelante.

Lema 1.5.8 Dadoc:TP — Rconc(B) =1, sit =1, -1, con t;,t; € TP, entonces
para todo 2 € TP

@) =ct)e(ta) + Y, W(t)eH() = 3 B (h)e™)ty). (26)
21,22€TP £1€TP,z2€TP ‘
z1-Z3=z2 z1-13=z2

Demostracién: Si w(t) # w(z) ambos miembros de la igualdad (26) son nulos, ya'
que w(t) = w(t)) y w(z) = w(z).

Supongamos que z,t € TP con w(t) = w(z). Para n(z) = 1, es decirsi z = 7,
para algin a € {1,..., P}, (19) se deduce de (18) y (16). Si ¢,z € TP son de orden
> 2, podemos aplicar el Lema 1.5.7. Sean t = 4[t1,...,tm} ¥ 2 = o[27",..-,2'] (con
z; # @, distintos dos a dos). Siguiendo la notacién del Lema 1.5.7, tenemos que para
i=1,...,m, t =t;-t;,y el conjunto {(u,v) € TP xTP [ u-v =z} es precisamente
{(z5,2;) /15 < 1}, y por tanto, queda por demostrar que, para cada t = 1,...,m,

141
c®(t) = 3 c(t)el) (1),

=1

Del Lema 1.5.7 se tiene que

- (z3) (4% (25) — = N (za(k))(t )C(zj)(t')
Y D)) = X 3 TTe )™ (),
=1 i=10€A(}.2]) ;31
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yfijado ¢ € {1,...,m}, para cada aplicacién ¢ € A(%, z) existe un tnico j € {1,...,1+
1} y un dnico 8 € A(t}, z}) tales que ¢ es la extensién de § que verifica #(z) =3, de

modo que el segundo miembro de la anterior igualdad coincide con

S [Ietat) = o).

PEA(t,z)i=1

Como ejemplo ilustrativo de (26), consideremos de nuevo c®)(t) con z = ap,
t= app: t =11 -1 con t; = ap. t; = §. Ahora bien, por un lado, z ¢ t;, y por
tanto el primer sumando del segundo miembro de la igualdad (26) es (en este caso).
nulo. Por otro lado, los inicos z;,z; € TP tales que z = 21 - 23, 21 C t; y z2 C t3, son

zZ1 =1 Y z2 = . Y por tanto,
™M (@) = O et 1),

y teniendo en cuenta (23) obtenemos el mismo resultado que.en (25).

Las férmulas recursivas y las propiedades que hemos obtenido para los c(?(%),
permiten calcular de forma cémoda los coeficientes cb(t) del Teorema 1.5.5 de com-
posicién de P-series. En la Tabla 3 pueden verse desarrollados los coeficientes cb(t)
de los P-4rboles (para P = 2) con raiz de tipo 1 de orden < 3. Los coeficientes
correspondientes a los P-arboles de T'P? pueden obtenerse por simetria a partir de

los de T'P!, intercambiando los nodos de tipo 1 con los de tipo 2.
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Tabla 3: Desarrollo de los coeficientes cb(t)

cb (s) = b(B)c () + b(s)

cb () =b(@)ec() +b()ec() +b(}

cb () = b(@)c(}) +b(Jec() +b(})

cb () = b(@)c (%) + b()c () +2b (e () + b (V)

Heb() =b@)c(¥) +bc@ec@+bH e +b(c()+b(¥)
cb (%) = b(B)c (%) + b () c ()’ +2b (§) ¢ () + b ()

cb (<) = b@)c (<) +b(e () +b (Y c()+b (<)
cb (<) =b(@¢c (<) +b e () +b (e +b (<)
cb (<) = b(0)c (<) +be () +b () e +b (<)
b(<) =b@c() +bWc() +b (e +b (%)
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1t lz Ip = (It,1z)

Figura 9: Ejemplo de un par etiquetado de P-érBoles Ip=(it,12)

circunferencia. Véase la Figura 9.

Dado un par etiquetado de P-arboles Ip = (It,U)conlt = i[ltl, Lty lyU #0,lp
queda determinado por la raiz r, el tipo a de la raiz, la familia de P-arboles etiquetados
{lt;,...,1tm}, y el subconjunto U de vértices de I/t. Para cada k =1,...,m, sea Uy la
interseccion de U con el conjunto de vértices de lt;, entonces U = {r}UU, U---U Uy,
y Ipi = (Ity,Ux) es un par etiquetado de P-arboles. Por tanto, Ip estd determinado de
forma univoca por r, a, y la familia de pares etiquetados de P-arboles {ipi,...,{pm},
y representaremos a Ip como L{ipi,...,p.].

Se dice que dos pares etiquetados de P-arboles Ip, = (It1,1z1) y Ip; = (It2,123) son
equivalentes, si existe una biyeccion s del conjunto de vértices de It; al de los vértices
de It; que establece la equivalencia de It; y ltp, y transforma el conjunto de vértices
de 12, en el conjunto de vértices de lz; (puede verse que en ese caso la restriccién de
s al conjunto de vértices de 1z, establece asimismo la equivalencia de Iz, y lz;).

Se dice que un par de P-drboles es una clase de equivalencia de pares etiquetados
de P-irboles. Denotaremos por PTP al conjunto de pares de P-drboles.

Es claro que, de acuerdo a’la identificacién de los P-arboles etiquetados It con
(1t,0), la relacién de equivalencia de pares etiquetados de P-drboles generaliza a la

equivalencia de P-arboles etiquetados. Por tanto, podemos identificar al P-arbol
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@ @ O)

Figura 10: Representacion grafica de varios pares de P-arboles

representado por el P-arbol etiquetado It con el par de P-drboles representado por
(1t,0), de tal manera que TP C PTP.

Puede verse que dos pares etiquetados de P-arboles son equivalentes si puede
obtenerse la representacion grafica de uno de ellos cambiando las etiquetas en el
diagrama correspondiente al otro. Por tanto, podemos representar graficamente los
pares de P-arboles eliminando las etiquetas en el diagrama de cualquier par etiquetado
de P-arboles que lo represente. En la Figura 10 pueden verse representados varios
pares de P-arboles.

La representacion recursiva de los pares etiquetados de P-arboles permite, de
forma analoga a la del caso de P-drboles, representar los pares de P-arboles de forma
recursiva. Para los pares de P-arboles p € T P, tenemos ya definida dicha represen-
tacién, y en cuanto a los pares de P-arboles p ¢ T P procedemos como sigue: Por un
lado, denotamos por p = T, al par de P-rboles p representado por (lt,It) donde It es
un P-arbol etiquetado con un sélo vértice de tipo a. Por otro lado, denotaremos por
p = a[p1,-..,pm] al par de P-drboles p representado por [[ipi,...,Ipn], donde los
pares de P-arboles py, ..., pm son respectivamente los representados por Ipy,...,Ipm.

Asi, por ejemplo, los pares de P-arboles de la Figura 10 son, de izquierda a derecha,
2[T1, 721, 1[71, 21l ¥ 172, T[]

Dado un par de P-irboles p, decimos que el P-arbol ¢ es el P-drbol principal
(respectivamente, z es el P-drbol subordinado) de p, si dado un par etiquetado de
P-arboles Ip = (lt,Iz) que representa a p, t representa a t (respectivamente, Iz

representa a z).
Dado t € TP, denotamos por PTP, (respectivamente, PTP') al conjunto de
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pares de P-arboles cuyo P-arbol principal (respectivamente, P-arbol subordinado) es
t. En particular, PTP® = TP. Ademas, dados t,z € TP, denotamos por PT P/} a
PTP, N PTP>,

De la Definicién 1.2.1 y la representacion recursiva de los pares de P-arboles, se
deduce que dados dos t,z € TP, z C t si y s6lo si PTPf # 0.

Extenderemos la operacién - previamente definida para P-arboles a pares de P-
arboles, definiendo p - ¢ para cada p € PTP — TP y cada q € PTP como sigue:
To ¢ =aoal,ysip=.lp,..spmls Pr-g=clpy, .- Pmadl

Dados p € PTP~TP, q € PTP definimos k(p, q) del siguiente modo: k(p,0) =1,
k(Ta,q) =0,ysip=a.lp1,.-.,Pm], k(p, q) es el nimero de pares de P-irboles idénticos
a q que hay en la familia de pares de P-arboles {p1,.-.,pm}- |

Puede verse que, dados t,z € TP y p € PTP,, se verifica

kt-z2)= Y kpopa). (27)
m€PTP,,p2€PTP,
ri'p2=p

Para cada p € PTP, definimos la familia de P-arboles d(p) de forma recursiva

como sigue:

d(p) = @, Si P = Ta,
dip) = dm)Ud(p2), sip€ PTP-TP, yp=pi-ps, (28)
d(p) = {p}, sipeTP.

Atendiendo a la representacién grafica de p, d(p) consiste en la familia de P-arboles
que resulta de eliminar en el diagrama de p los nodos correspondientes al P-arbol
subordinado (los sefialados con una doble circunferencia) junto con sus aristas adya-
centes. Por ejemplo, si consideramos el par de P-drboles p representado por el par
etiquetado de P-arboles Ip de la Figura 9, d(p) = {71, 72,1[72]}

Dado un P-irbol monétonamente etiquetado it de MLT P, (It,{1,.. .,i}) es un
par etiquetado de P-irboles. Por otro lado, todo par de P-arboles con P-arbol subor-
dinado de orden i puede ser representado por al menos un par etiquetado de P-arboles
de la forma (/t,{1,...,%}) con It € MLTP. Para cada p € PTP con P-arbol subor-

dinado de orden i > 0, definimos a(p) como el mimero de P-arboles mondétonamente

37




etiquetados It de M LT P distintos para los cuales (¢, {1,...,1}) es un par etiquetado
de P-drboles que representa a p. Es claro que para el caso particular en quepe TP,
la definicién’ de a(p) coincide con la de la Subseccién 1.2.6. |
Los o(p) pueden ser obtenidos de forma recursiva haciendo uso, por un lado, del
Lema 1.2.1 para los p € TP, y por otro lado, para los p € PTP — TP, del siguiente

resultado, analogo a dicho lema.

Lema 1.6.1 Dados py € PTF;!, p, € PTP;? conty,tz,21,22 € TP, sean p = p; - pa,

t=1,-13, yz =21 29. Se verifica que

alp) = #("(")‘1) ("(”‘”(Z))a(pl)a(m). (29)

k(p,p2) \ n(z2) | \n(t2) — n(2)

Demostracién: Sean n = n(t), n2 = n(t2), ¢t = n(2), 4, = n(z;), e iz = n(z;). Por
cada dos It;,1t; € MLT P tales que (It),{1,...,%,}) representa a p; y (It2, {1,...,%z})
representa a.p,, por cada parte de 2, elementos de {2,...,1}, y por cada parte de n,—i,
elementos de {i +1,...,n}, se puede generar de forma natural un tnico it € MLTP
tal que (¢, {1,...,¢}) representa al par de P-arboles p.

En cambio, cada It € MLTP tal que (It,{1,...,7}) representa a p puede ser
generado de este modo de k(p, p;) formas distintas. O

Asimismo, extenderemos el concepto de simetria de P-arboles a pares de P-arboles
definiendolo para pares de P-arboles de PT'P — T'P como sigue: dado p € PTP, sea
(It,U) un par etiquetado de P-arboles que lo representa, se define la simetria o(p)
del P-arbol p como el nimero de permutaciones distintas de los vértices de It que
transforman a (I¢,U) en si mismo. Dicho nimero es independiente del representante
(It,U ) de p elegido. El siguiente resultado, que generaliza al Lema 1.2.2, permite,
teniendo en cuenta que o(7,;) = 1 para a = 1,..., P, calcular los o(p) de forma

recursiva.
Lema 1.6.2 Para cada p,q € PTP

a(p-q) = k(p-g,9)a(p)ole). (30)
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Dado t € TP con n(t) > 2, existen t;,1, € TP tales que t = t, - t,. Supongamos,
por hipétesis de induccién, que (33) se verifica para t; y t,. Entonces, haciendo uso
de (26), (8) y (30), y teniendo en cuenta que para p;,p, € PTP se tiene c(p; - p;) =
c(p1)c(p2),

c(l)(t) - Z c(ll)(tl)c(zz)(tz)

] ETﬁ.zz eTP

Z) " Zp=2

D DD DRI DA Vi ) FR W

z1€TP,22€TP PTP" PTP" 0(p1 ‘7 (P )

zZ1rzp=2z

— Z Z Z k(Pl 'P2yP2)U(P1 'Pz)c(p1 'Pz)

21€TP,2;€TP PTP'1 }:’:I‘P"2 k(tl : t2s tQ)U(tl . tg)

z1-22=2

Z Z k(p,p2) | o(t)
pePTP \ piePTP, pePTP, K(t:t2) | o(p)
P1°P2=p

c(p),

y de esta ultima igualdad, teniendo en cuenta (27), se llega a (33). O

Ilustraremos la aplicacién de la férmula (33) con un ejemplo, obteniendo c(?(t)
nuevamente para z = o, t = ag»r: El tnico par de P-arboles de PT F} es el par de
P-irboles p de la derecha en la Figura 10, para el cual, d(p) = {., o}, y por tanto
c(p) = (c (). Por otro lado, o(p) = 1 y o(t) = 2, de modo que se tiene

= T Wemy —ae)y.

pePTP? o(p)

A partir de las igualdades (7) y (31) podemos reescribir la férmula (32) como
n(t)
Feb() = ¥ 5 1) ZE T (w)e(u) (34)
2€TP pePTP? n(z) a( ) u€d(p)

que corresponde a la férmula del teorema de composicién de B-series de [15]. Alter-
nativamente, aplicando la definicién de a(p), podemos reescribir dicha férmula (como

en [12]) en términos de P-arboles monétonamente etiquetados como

7(t)cb(t)=r§:)(n(t))-—1—-‘ T w(s(bsiin) I v(wew),  (35)

i—o \n(2) a(t) HeinMLTP u€d;(it)
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donde los It € It N MLTP son los It € MLTP que representan al P-arbol ¢, y si
p = (It,{1,...,1}), si(lt) es el P-arbol subordinado de p, y d;(It) = d(p); es decir,

si(1t) es el P-arbol que resulta de considerar en It los primeros ¢ vértices, y d;(it) es -

la familia de los P-arboles que resultan de eliminar en [t los primeros i vértices y sus

aristas adyacentes.
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1.7 Analisis regresivo de métodos de integracién

desarrollables en P-series

Hairer demuestra en [18] que, dado un método de integracién desarrollable como una
P-serie de coeficientes c(t), si la funcion f del sistema (1) es de clase N, el resultado

y; de aplicar un paso de longitud % a partir de yy verifica
y1 = §(zo + k) + O(RN*), (36)

donde §(z) es la solucion exacta de un sistema perturbado

i = ¥ TIbOF0G) (37)
ol |

con condicién inicial §(z¢) = yo, y da una férmula que permite calcular los coeficientes
b(t) para todo t € TP de forma recursiva haciendo uso del concepto de particiones -
de P-drboles que introduce para tal fin.

En esta seccién haremos uso del Teorema 1.5.5 de composicion de P-series para
dar una demostracién alternativa de dicho resultado, obteniendo nuevas férmulas para

calcular de forma recursiva los coeficientes b(t) de (37).

Teorema 1.7.1 Sea f de clase N, las solucion ezacta §(z) del sistema perturbado

con (zo) = yo verifica para todo r

(1)
§(zo + Th) = Z c,(t)F(t)(yo) + O(RN*1), (38)

teTP ()

n(t)<N
donderpara cadar, ¢, : TP — R es tal que ¢,(0) =1, co(t) = 0, y para cada
teTP

_c,(t) = ¢, b t) = Y b(2)c?(2) (39)
. 2€TP

Puesto que los ¢,b(t) pueden ser calculados en funcién de los b(u), ¢,(u), con
n(u) < n(t), dicha férmula, junto con las correspondientes a la composicién de P-

series, nos permite obtener los c,(t) de forma recursiva. En la Tabla 4 pueden verse
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Tabla 4: Desarrollo de varios coeficientes c,(t)

¢ (5 = rb()
¢ () = rb(o)

¢.() = Zb(f+rb (1

e () = Zb()b()+rb())

¢.(§) = Zb()’+rb()

c.(f) = Zb(b()+rb()
¢, (V) = Tb(F+rb () b() +rb (™) _
(™) = Sh(Pb+5b ()b +5b()b()+rb(w)
¢, (¥) = Sb()b()’+r*b () b() +rb ()

. (%) = Zb(P+r?b()b(}) +rb(<)

e, (<) =.’-'§b(.)2c(o)+§b(.)b(i)+§b (Db () +rb (<)
¢ (%) = Eb()’b+5b(O)b () +Zb () b()+rb (<)
¢, (<) = ZbO)b(’+2b()b (D) +2b({) b()+rb (<)

dichos coeficientes para varios P-arboles ¢, los cuales pueden ser obtenidos facilmente
de forma sucesiva, sustituyendo en el desarrollo de los coeficientes ¢, b(t) las expre-
siones correspondientes a los ¢,(z) (los cuales ya se han obtenido previamente en
funcién de los coeficientes de b), e integrando respecto de r.

Demostracién: Si denotamos

oot rh) =uo+ T TP
Sl

teniendo en cuenta el teorema de composicién de P-series 1.5.5 y la igualdad (39), se

tiene que
pn(e)-1 i : prt)-1 g -
‘g_; ry b(t)F()(#(zo + k) = ‘;_; ) —e(DF(1)(w0)
n()<N , TN
= §'(z0+rh)+ O(k").
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de donde se deduce (38). O

Teorema 1.7.2 Sea f de clase N, y sea y; el resultado de aplicar al sistema (2) un
paso de longitud h desde yo de un método con desarrollo en P-serie de coeficientes
c(t). Entonces existe b: TP — R, y para cadar € R eziste ¢, : TP — R tal que
para cadat € TP, ci(t) = c(t) y se verifica (39), de tal forma que

y1 = §(zo + h) + O(AVH), (40)
donde §(z) es la solucidn ezacta del sistema perturbado (87) con condicidn inicial
¥(z0) = yo.

Demostracién: Basta con demostrar que existen tales b(t) y c,(t). De (39) se
tiene que
1
b(t) = ct)~ 3 b(z) jo D (t)ds,

z€TP
zglt

c. (1) rb(t) + Z;b(z) /0 ' cI(t)ds, (41)

2€TP
z§t

y puesto que los ¢?)(t) pueden ser calculados en funcién de c,(u) con n(u) < n(t)
queda finalizada la demostracién. O
En la Tabla 5 se indica como pueden obtenerse los coeficientes b(¢) de los P-arboles

(para P = 2) con raiz de tipo 1 de orden < 3.

Observaciones:

1. El hecho de que el sistema perturbado (37) sea auténomo implica que para cada
r,s € R, P(c,,P(c,,y)) = P(Cr44,¥). Una consecuencia inmediata de ello es
que, fijado un numero natural r, si y, es la aproximacién a y(zo+rh) que resulta
de aplicar r pasos de longitud h del método con desarrollo en P-serie P{c,yo),

entonces P(c,,yo) es el desarrollo en P-serie de y,.

2. De las féormulas (41) se demuestra por induccién sobre n(t) que si el método de
integracion es de orden de consistencia > N, es decir, si para cada t € TP tal

que n(t) < N se verifica c(t) = 1/7(t), entonces
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Tabla 5: Obtencién de los coeficientes b(t)

b() = (v

b() = c¢() - 1b(.)

b()) = c() - 1b()b()

b(v) = c¢(v)—1b(’-b{l)b()

b(v) = ¢(¥)—3b()’b() - 1b()b() ~1b() b()
b(%) = c¢(%)=1b()b(9’=b () b(y

b(<) = c(<)—2b(:)>-b(Ib (Y

b(<) = c(%)—ib()’c-2bObH) -b()b(
b(<) = ¢(%) = 1b()’b()—1b()b () = ib()b()
b(%) = c(<)—1b(b(H’—1b()b(H) —ib () b()

o b(r)=1(1<e<P),
e b(1)=0,si2<n(t) <N,
o c,(t) =r"M/y(t), si n(t) = N.

De modo que, por una parte, la perturbacién (37) es de orden N, y por otra
parte, para cada r € R fijo, se tiene que y(zo +rh) — §(zo + k) = O(RN*1), lo
cual ya era de esperar.
Ademas, de (41) se deduce que si n(t) = N + 1, entonces

1

b(t) = (t) ~ 7,

de forma que el término principal de A f(y) — hf(y) coincide con el del error

local del método de integracion. Por tanto, el orden de la perturbacién (37)

refleja el orden de consistencia del método.

. Se demuestra por induccién que para cada t € TP, c,(t) es un polinomio en r

de grado n(t). Ademds, si el método es consistente, es decir, si ¢(r;) =1 (1 <
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a < P), para cada t € TP, c,(t) es un polinomio en r, y se demuestra por
induccién sobre n(t) que el coeficiente director de dicho polinomio es 1/4(t).
En efecto, sea t = [t1,--+,tm]a (1 < a < P), y supongamos que el coeficiente
en r de grado n(z) de c,(z) es 1/(z) para todo P-4rbol de orden < n(t). El
coeficiente del término de grado n(t) — 1 de (d/dr)c,(t) es el de

P
> b(r)c™)(t) = e(t) = e(tr) - -~ e(ts),

a=1
que por hipdtesis de induccién es ‘
1 _n(t)
() y(tm)  (8)

. Se puede demostrar por induccién sobre n(t) que, si el método es de orden de

consistencia IV, entonces
rn(t)

¥(t)

d.(t) = e (t) -
es un polinomio en r de grado < n(t) — N.

. Es claro que el sistema pérturba,do correspondiente a la P-serie inversa de P(c, y)
esijf = —f (y). Ademas, puesto que el desarrollo en P-serie del método adjunto
(vease por ejemplo [12], Seccion I1.8) del método correspondiente a P(c,y), se
puede obtener sustituyendo h por —h en la P-serie inversa, los coeficientes b*(t)

del sistema perturbado del método adjunto verifican para cada t € TP
b*(t) = (—1)"*'b(2).

Ello implica que para los métodos simétricos (es decir, aquellos que coinciden
con su adjunto), f(y) sélo contiene potencias pares de h. Por tanto, teniendo
en cuenta la observacién 2, se tiene el conocido resultado segin el cual el orden

de consistencia de los métodos simétricos es siempre par.

. Procediendo de forma aniloga a la observacién anterior, se tiene que los coefi-

cientes ¢3(t) correspondientes al método adjunto de P(c,y) verifican para cada

teTPycadar€R
&1(t) = (~1)" Ve (1)
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Ello implica que en el caso de métodos simétricos, para cada t € TP, c,(t) es
un polinomio en r par (respectivamente impar) si n(t) es par (respectivamente
impar). De ahi, junto con la observacién 4, se puede deducir de nuevo que el

orden de consistencia de todo método simétrico es par.
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1.8 Métodos de P-series multietapa

En esta seccion introduciremos una familia general de métodos de integracién del
sistema particionado (2), que llamaremos métodos de P-series multietapa, que in-
cluye como casos particulares los métodos de RK, RK particionados, y sus versiones

multiderivada.

Definicién 1.8.1 Sean a;;,b; (1 < i < s) aplicaciones de T'P en R tales que a; (1),
b;(t) son nulos excepto para un nimero finito de P-arboles y a;;(#) = b;(@) = 0. El

método
n = Yo+ Pb,Y), ‘ (42)
=1
}/1' = yO+EP(aij1)/j)1 15153,
i=1

es un método de P-series de s etapas o simplemente método de P-series multietapa.

Podemos expresar dicho método de forma alternativa como

n=y+3 3 bi(z)¥;?,
=1 ,¢TP
hn(z)

o(z)
Y=yt i > aij(Z)Yj(z)-

ji=1 zETF

YD = —F(2)(Y), (43)

1.8.1 Condiciones de orden

Se puede demostrar que tanto los ¥; como ¥, admiten un desarrollo formal en P-series.
Sean P(Yi,y0) ¥ P(¥1,%o) dichas P-series; aplicando el teorema de composicién de

P-series 1.5.5 tenemos que, para 1 <1 < s,
y1(0) = Y:(0) = 1,
y,pa.ratETﬁylSiS_s,
ne = ¥ X @Yo,

=1 zET_P-
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Y(t) = E > a(2)YP (),

i=1 zET_P
de forma que junto con las formulas de la Seccién 1.5 podemos calcular recursivamente
los coeficientes de dichas series, y por tanto obtener las condiciones de orden de
consistencia del método.
Como ejemplo sencillo de un método de P-serie multietapa que no pertenece a las
familias clasicas de métodos mencionadas al principio de la seccién, consideremos la

siguiente familia de métodos, no particionados (P = 1).y de una sola etapa:

Y1 = yo+hau() F()(Y1)+ kPan (I)F(I)m)+%3au(~.»)ﬁ'(-»)m)
+ ha, ('C)F('C)(Yl),
h3

yio= yo+hby () FO(Y) + by () F (Y1) + 5ba (W) F(W)()
C+ #2by (%) F (<)(%).

Las condiciones para que un método de dicha forma sea de orden > 3 se tendran, por
tanto, obteniendo los primeros coeficientes del desarrollo en B-serie B(yy,%0) de y:.

Aplicando las férmulas de composicién de P-series, por un lado obtenemos

yi() = bi(9),
vi{) = bOYa(+b:i(Y),
yi) = b)Y () +2b (Y1 () +bi(v),

v1(€) = bi() Y1 (D) + b () Ya () + b1 (<),

y por otro,

Y. () = an(9),
Yi() = an@Yi@+an (),

de modo que las condiciones para que dicho método sea de orden > 3 son

bi () =
by () an () + by (I)

—
-~

it

pof
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by (Jan (97 +2b; (Y ann () + by (V) =
bi () (an () +an () + by (Jan () +b; (<) =

Por ejemplo, si tomamos a;;(t) = 0 para todo ¢t € TP, tenemos que para que el
método sea de orden > 3, los coeficientes b;(¢) han de ser

bi()=1, bi()=7 b(v)= 5 (<) = :
que corresponden al método de Taylor de orden 3.

Por otro lado, sabemos que el orden de consistencia de los métodos simétricos es
siempre par, de modo si elegimos los by(t) y los a;;(t) de forma que verifiquen las
condiciones de orden de arriba y el método sea simétrico, dicho método sera al menos
de orden 4. Puede verse que para que sea simétrico, basta que para cada t € TP
de orden impar se verifique que b;(t) = 2a;,(t), y que para los t € TP de orden
par b;(t) = a;1(t} = 0. Con dichas condiciones los coeficientes del método quedan

determinados de forma unica, y resultan ser

bl (’) = 1’ bl (I) l= 03 bl (V) = 11_27 bl (<) = '_11_2,

an (o) = ';-, a (I) =0, an(Vv)= 21—4, an (<) S

Teniendo en cuenta que en ese caso Y7 = (y1 + yo0)/2, dicho método implicito de

orden 4 puede ser expresada como
I R A L T
yi = Yo +hf +§ZfJKf f _'1_2f.]fkf ) (44)
donde las componentes de f y sus derivadas parciales estan evaluadas en el punto

Y1 = (y1+ yo)/2

1.8.2 Métodos Runge-Kutta multiderivada particionados

Sea el operador diferencial D := f’ (y)(8/8y!) asociado a la funcién f. Es claro que

si y(z) es solucién del sistema (2) se tiene

29— (D)v(e))
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Definicién 1.8.2 Sean %a{),b{) € R (1<i,j <s, 1<e<P, r>1). El método

17 ?
‘Y1 ="Yo + E 2 ebgr)eyy)a
r>1i=1

v = 2oy, (45)

3
GY:' = eyo + z Eeag;)eygf)’
r>1 3=1
donde para cada r mayor que un cierto m todos los coeficientes son nulos, es un método

RK particionado m-derivada de s etapas, o simplemente método PRK multiderivada.

Si el niimero de partes P en que se ha particionado el sistema (2) es 1, se trata de
un método Runge-Kutta multiderivada; en cambio, si m = 1 se trata de un método
Runge-Kutta particionado, y si P =1 y m = 1 al mismo tiempo, es un método de
Runge-Kutta.

Por otra parte, estos métodos son un caso particular de métodos de P-series mul-
tietapa donde,si 1<4,7<s, r>1,1<e<P, z€TP,,

ea(_’_')
a.-,-(z) = 7(;) (46)
En efecto, del Lema 1.3.1 y la férmula (7) se tiene que
T r Y(z)
M= G0 = T s Fa = B
Por tanto, paracadar >1yte TP,
Y

Y= (47)

ZETR— 7(Z)

son los coeficientes del desarrollo en P-serie de Y,-(r)._

En cuanto a los coeficientes del desarrollo en P-serie de Y; y y; se deduce de (45)

que para, 1 <: <s,y1(0) =Y®) =1, yparate TP

vit) = S THYO(), (48)

j=1r21

i) = 3 ey,

=1r2>1
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En cuanto a los coeficientes Y,(-r)(t), se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.8.1 Si ¢ : TP — R tal que c(0) = 1, se tiene que para cadar > 1 y para’
cadat,z€ TP

1 .
et -2) = 30 ~eP(2)e0(2), (49)
i=1
Demostracién: Teniendo en cuenta que
(=2)(¢
c(r)(t) = Z c_()

2€TP, z) ’

y aplicando las férmulas (26) y (6)

c)(t . 2) c® (t)c)(2)

c("') .z = ———

2 = 2 @ T )
r ) (£)c)(2)

=272 2

1=1 T weTP veTP,_, ’)’(“)‘Y(U)

T 1 o
= Z;C(l)(t)c( ‘)(2).

=1

Finalmente, se demuestra por induccidn la siguiente generalizacion a métodos RK

multiderivada particionados del Teorema de Kastlunger [19, 14]:

Teorema 1.8.2 Sic:TP — R tal que c(0) = 1, se tiene que

h )

T(DW)(P(e,y)) = P(c,3),

donde c)(t) =0 sin(z)<r, ysit=[t;,...,tm]e (1<e<P)

r—1 m

c(r)(t) — é E H c(j‘)(t.'). (50)

J1 s Jm=0 (=1
J1+-+im=r-1

Este teorema, junto con las igualdades 48, permite obtener de forma recursiva los
coeficientes del desarrolio en P-serie P(y1,30) de y1, y por tanto las condiciones de

orden del método.
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Capitulo 2

Meétodos simplécticos

desarrollables en P-series

2.1 Introduccion

Consideremos un sistema Hamiltoniano

5= 2H(pa) . OH(p.q)
aq ? q ap b}

donde p = (p*,...,p%)7T, ¢ = (¢*,...,94%)7, y donde H(p,q) es una funcién escalar
(H(p,q) es el Hamiltoniano del sistema y d es el nimero de grados de libertad). Por

sencillez supondremos H definida para todo R*? e indefinidamente derivable. Dicho

sistema puede ser expresado de forma alternativa como

i =1 =2, 61)

0 1
=(7) = (0 %)
q -I; 0
El flujo ¢:x(y) de los sistemas Hamiltonianos esta caracterizado por el hecho

de que para cada t € R, la transformacién ¢y : R* — R es simpléctica. Una

transformacién y™ = ¥(y) es simpléctica si conserva la 2-forma diferencial

donde

d
dpAdg=Y dp' A dq’,
I=1
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0, equivalentemente [25, 24],

W' )T I (y) = J,

donde ¥’(y) representa el jacobiano de ¥ (y) respecto de y.
Un método de integracion de un paso para aproximar las soluciones del sistema
(51) puede ser representado por una transformacién dependiente de la longitud de

paso h y del Hamiltoniano H del sistema,

v = Ynu(y), ‘ (52)

transformacién que trata de aproximar en cada paso a ¢, y(y). Por tanto, parece
deseable que la transformaciéon (52) sea también simpléctica, especialmente si es-
tamos interesados en estudiar el comportamiento cualitativo de las soluciones. Se
dice que un método de integracion (52) es simpléctico o candnico si para cada h y
cada Hamiltoniano H la transformacién (52) correspondiente es simpléctica. Sobre
métodos simplécticos puede verse [25].

A partir de aqui centraremos nuestra atencién en en los métodos simplécticos

desarrollables en P-series.

2.2 Meétodos simplécticos particionados para sis-

temas Hamiltonianos generales

En esta seccién consideraremos métodos desarrollables en forma de P-series que tratan
el sistema (51) de forma particionada con P =2, J = {1,.. 2}, h =1{1,...,d},
J2={d+1,...,2d},de modo que 'y =py?y=gq.

2.2.1 P-series canénicas
Condiciones de canonicidad necesarias y suficientes

Sea la transformacién (52) que admite para h suficientemente pequeiio un desarrollo

en P-serie de la forma (10). En esta seccién demostraremos el siguiente teorema que
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da condiciones necesarias y suficientes para que dicha P-serie sea canénica, es decir,
para que la transformacién ¥ i sea simpléctica para todo Hamiltoniano H y todo
h suficientemente pequefio, condiciones que como veremos seguidamente, genera.lizan.
el resultado sobre B-series canénicas de [7].

Para cada P-arbol ¢ definimos su complementario T como el P-irbol que resulta

de cambiar en t el tipo de nodo de la raiz.

Teorema 2.2.1 La P-serie P(c,y) con c(B) =1 es candnica si y slo si se cumplen

las dos condiciones siguientes:

(a) WteTP, c(t)=c(i)
(b) VteTP,VzeTP, c(t-2)+c(z-t)=c(t)e(z). (53)

En el caso de P-series correspondientes a métodos Runge-Kutta particionados,
dichas condiciones ya son presentadas en [18].

Considei'emés ahora el caso particular en que la transformacién %, g sea desarro-
llable como una B-serie [15, 12] (es decir, una P-serie con nimero de partes P = 1).

Como ya se ha visto, toda B-serie es equivalente a una P-serie cuyos coeficientes
son independientes del tipo de los nodos, de forma que para cada ¢t € T'P, el coeficiente
c(t) de dicha P-serie coincide con el coeficiente de la B-series correspondiente al arbol
inducido por t. Por tanto, como caso particular del Teorema 2.2.1 se tiene el siguiente

resultado, debido a Calvo y Sanz-Serna [7]:

Teorema 2.2.2 La B-serie de coeficientes ¢ : T — R, con c(8) =1 es candnica si y

solo st

Vi.z€T, c(t-2)+c(z-t)=c(t)e(z). | (54)

Resultados Previos

De (51) se deduce que Jf(y) es una matriz simétrica. Por tanto, si definimos

F ) = (Fio ) e
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= S k((u-v)-z,2)k(u-v,0)F'(v)T (F"(u)TJ + JF"(u)) F'(v).
u€TP,z,v€TP )

(uv)-z=t*

Ahora bien, teniendo en cuenta (55), se tiene que esta 1iltima expresién es la opuesta
de la expresién que se obtiene de sustituir en la misma t* por #* (ya que (u_v)—; =
(@-v)-2). O

El resultado que sigue permitird demostrar los Lemas 2.2.6 y 2.2.7, los cuales son
a su vez la base de la demostracién de la necesidad de las condiciones de canonicidad
(53). Ademads, como caso particular de dicho resultado, se tendra la independencia
de las difererenciales elementales para sistemnas Hamiltonianos.

En lo que sigue denotaremos por F(t) a la derivada parcial de F!(t)(y) respecto
de y¥.

Lema 2.2.4 Dada una familia de P-drboles de orden > 1, T = {t1,... b}, ym 21,
seand = n(t))+ - -+n(t)=l+m, h ={1,...,d}, o = {d+1,...,2d}, e T = JhUT:.
Denotemos para cadat € J poriai+dsii € Jy, yai—d sit € J,. Dada una
particib’n P = {Io,Lh,.-., 01} del conjunto {1,...,m,1 +4d,...,m + d}, exziste un
Hamiltoniano polinémico H : R** — R, tal que para el sistema Hamiltoniano (51)

correspondiente se verifica:

1. Para cada i € J, f'(y) es o bien idénticamente nula, o bien eziste un subcon-

junto J' de J tal que

fiy==T1I v

jeg’
2. Siig T, entonces H(y) no depende de y'.

9 Paracadar=1,...,1,si2€TP, i€, yj1,---,J» €T, donde v+ 1 es el
nimero de elementos de I,, entonces F(:j; o (2)(0) + F, 50 @)(0) #0siy

sélo si T, = {8,J1,-- -, Jv} yz=t dz=1,.

Demostracién: Demostraremos los tres puntos del lema por induccion sobre N =

Maz{n(t1),...,n(t)}-
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Para N = 1, se tiene m = d, y tomamos

I
Hy',....y*) =3 I v

k=1 j€Ix

i-----.’iv(y) = +H;; . (y) es nula en el origen salvo en el caso en que,

En ese caso,
para algin r € {1,...,1}, Z, = {i,j1,..-,Ju}, de modo que se verifican 1., 2., y 3.

Para N > 2, supongamos sin pérdida de generalidad que los P-irboles de T
de orden > 2 son t;,...,%,. Para cada r = 1,...,s, existen u,,v, € TP tales
que t, = U, - v,, y tomamos k, = m+rsi wlw,) =1,y k = m+r+d si
w(v,) = 2. Construyamos para cada r = 1,...,s los conjuntos ZI! = I, U {k.},
y I" = {kr}. Sean T* = {u1,...,Us,V1y-..,Vs,lop1,---,01}, m* = m + 5, y
P = {T,4L;,...,2.,1¢,..., I¢, T ,41,...,0;}. Si consideramos ahora T*,m*,P* en
lugar de 7, m, P, el correspondiente valor de d no varia, y por hipétesis de induccién
existe un Hamiltoniano polinémico H(y',...,y??) tal que se verifican los puntos 1., 2.,
y 3. del lema para T",m','P“'. Considerando el mismo Hamiltoniano para 7,m, P,
es obvio que los puntos 1. y 2. se siguen verificando.

En cuanto al punto 3.,sean z € TP, €I, con 1 < r < s (parar = s+1,...,1los
correspondientes ¢, y I, ya pertenecen a las familias 7" y P*), y j1,...,J» € J, donde
v+1 es el niimero de elementos de Z,. Consideremos primero el caso en que n(z) = 1.
Puesto que por hipétesis de induccién F(.‘;h""jmkr)(u,)(O) + F(ley---,jv;kr)(ﬂr)(o) # 0,
teniendo en cuenta la definicion de diferencial elemental generalizada, y el punto 1.,
se deduce que F(Tjh‘__'jy)(z)(ﬂ) + F(;;-h_",jv)(f)(ﬂ) = :I:f(‘_'jh___;jv)(O) ha de ser nulo.

En caso de que n(z) = 2, sean 23,2, € TP tales que z; - z; = 2, entonces

F(Tj],....j.,) (2)(0) + F(?j,,....j.,) (2)(0)

e 3 (B a)O) + Fy s (@)(0) FX()0)
K=1 .

y aplicando la hipdtesis de induccion, primero para u,, I!, y seguidamente para v,, T
se deduce la doble implicacién del punto 3. O
Como caso particular de dicho lema, si para cada t € TP, tomamos T = {t},

m=1,d=n(t),y P={{1}, {1 + d}}, se tiene el siguiente resultado:
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Demostraremos la primera igualdad por induccién sobre n(u), y la segunda de ellas
se demuestra de forma totalmente andloga. Es claro que se verifica para n(u) = 1.
Dado u € TP con n(u) > 2, de (56) y aplicando la hipétesis de induccién se tiene

que

FlK(”)(O) =F(}1()(u)(0)+ Z k(":uz)F(}.g)(Ul)(O)F(;)("z)(0)-

uy ,u2€TP
Uj-uz=u

Los sumandos del sumatorio de dicha expresién son todos nulos, ya que de no serlo,

corresponderian por (58) a J = 2, y por la independencia de H(y) respecto de y2,
P (u)(y) = 0. O

Lema 2.2.7 Dados t € TP',z € TP?, existe un Hamiltoniano polindmico H :
R? — R con d = n(t)+n(z)+1, tal que para el sistema Hamiltoniano correspondiente,
dados u,v € TP, se verifica (F’(u)(O)TJF'(v)(O))1'2+d #0siysolosiu=t yv=2z,
du=z-tyv=0,6u=10 yv=t-z. Ademds, se tiene que

(FOOMFEO),,, = gy FE07)
1 !
= W(-’F (z-2)(0)); 244

1,24+d

Demostracion: Consideremos el Lema 2.2.4 para 7 = {t,z}, m = 3, d = n(t) +
n(z)+ 1, Yy P = {Io,Il,Iz} con Io = {1 +d 2} Il = {2+d 3+d} Ig = {1 3}
Aplicando el Lema 2.2.4, de forma andloga que en la demostracion del lema anterior

se deduce que, existe un Hamiltoniano polinémico, y que siu € TP, K € 7,

FE(u)(0) #0 siysslosi K=3+d, u=z (60)
Fg)(u)(O) #0 siysdlosi K=14d, u=z, (61)
F(§+d)(u)(0) #0 siysolosi K=3, u=t, (62)
F(’§+d)(u)(0) #0 siyslosi K=2, u=t. (63)

Ademas, dicho Hamiltoniano no depende de yl+d ni de y?, y por tanto, para todo

KeJytodoue TP, (2)( u)(y) = (1+d)("‘)(y)
De todo ello, y teniendo en cuenta (57), la validez del lema queda probada de-

mostrando las siguientes afirmaciones:
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1. FE(u)(0) #0 = K=3+dyu=z‘,6 K=2yu=t-z,
2. F{*(2)(0) = F3(2)(0),

3 FR(w)(0)#0= K=3yu=t,6 K=14+dyu=z-t,
4. F3(2)(0) = F3,.4(t)(0),

5. F(t-2)(0) = k(t - 2, 2) FT+4(2)(0) F3,.4(2)(0),

6. F31i(z-1)(0) = k(z - 8, 1) F{*¥(2)(0) F3, 4(2)(0).

Demostraremos 1. por induccién sobre n(u). Si n(u) = 1, dicha implicacién se
verifica, ya que en ese caso F¥(u)(y) = F(’f)(u)(y). En cuanto a los P-drboles u de

orden mayor que 1, tenemos que

Fff (u)(0) = F(’f)(u)(QH > K(u, u) FG)(u1) (0)Fy (u2)(0). (64)

Para q;Je dicha expresién sea no nula, es necesario que, o bien F{§)(u)(0) # 0, en cuyo
caso se tendria que { =3 +d y u = z, o bien alguno de los sumandos del sumatorio
de la derecha sea no nulo. En ese iltimo caso, aplicando la hipétesis de induccién
¥ que Fg)(ul)(y) = 0, tales sumandos no nulos han de corresponder a J =3 +d y
ug =z, y por (63),a K =2y u; =1, de modo que u = u; - u3 = t- 2. De todo ello se
tiene ademads la igualdad del punto 2. .

Las demostraciones de la implicacién de 3. y la igualdad de 4., son totalmente
analogas a las de los puntos 1. y 2. respectivamente.

En cuanto a las igualdades de los puntos 5. y 6., también son analogas, por
lo cual expondremos solamente la demostracién de la primera de ellas: Teniendo
en cuenta la implicacién de 1., y la igualdad (64), se obtiene que F3(t - z)(0) =
k(t-z, z)F(23+d)(t)(O)Ff"'d(z)(O), de modo que basta con demostrar que Fy, ,,(¢)(0) =
F3,4(t)(0). Abora bien, puesto que F(3,4(t)(0) = F{3,4)(t)(0), la anterior igualdad
se sigue del punto 4. O
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Demostracién del teorema de P-series candnicas

Derivando formalmente el desarrollo en P-serie (10) de la transformacién 4 g, se

tiene

, , A ()
Wre) Jory = 3

tacTP o(t) oz )C(t)C(z)F'(t) JF'(2).

La necesidad de las condiciones (53) se sigue de los Lemas 2.2.6 y 2.2.7, considerando
las componentes (1,2) en la expresién anterior.

En cuanto a la suﬁc1enc1a. aplicando la segunda condicién de (53), y teniendo en
cuenta el Lema 1.2.2 y que c(§) =1

n(t)
Ghan Tohn=J = T Toselt) (FOT T+ IF(0)

= 40)
c(z- TJF'(z
4 t;g%PCWt)O(Z)(C(t z)+c(z- 1)) F'(t)TJF'(z)

n(t-z)
=

e z)c(t - 2)k(t, 2) (F'(t)TJF'(z) + F'(2)TJF'(t))
teTP,z€TP

n(t*)
> ;t.)c(t') > k) (FOTIF (2) + F'(2)TIF (1)) .
t*cTP teTP,zeTP

t-z=t*

Bt pn(z)

il

Si sutituimos £* por I* en esta iltima expresién, aplicando la primera condicién de

(53) y el Lema 2.2.3, se deduce que es igual a su opuesto. O

Simplificaciones de las condiciones de orden

En [7] se muestra que en el caso no particionado de métodos desarrollables en B-
series, las condiciones de canonicidad (54) simplifican las condiciones de orden de
tales métodos, de tal forma que el numero de ecuaciones de orden independientes que
deben verificar se reduce de forma considerable. En concreto, se deduce que para
que un método candnico desarrollable en B-serie sea de orden > N, basta con que
verifique una ecuacién por cada arbol libre no superfluo de orden < N. El concepto

de arboles libres superfluos aparece por primera vez en [23]. Son superfluos los arboles

62




Figura 11: Una clase de equivalencia de P-érboles

libres que pueden ser formados uniendo con un arco las raices de dos copias de un
mismo 4rbol. ‘ '

La situacién es similar para métodos particionados candnicos desarrollables en
P-series. Sea un método de integracién del sistema particionado (2) que admite un
desarrollo en P-serie con coeficientes ¢(t) (con c(@) = 1). Supongamos que dicho
método es candnico, y por tanto verifica las condiciones (53). Definimos como en [18]
la relacién de equivalencia ~ sobre TP como la menor relacién de equivalencia que
cumple que Vi€ TP, t ~%, yVt € T_Fl, Vz € T_Pz, t-z~ z-t. En la Figura 11 se
muestra una clase de equivalencia de dicha relacién.

Si un método dado cumple la condiciones (53) y tiene orden de consistencia >
N — 1, teniendo en cuenta que

1 1 1 1
T07@) 2D D

es claro que dados dos P-irboles t ~ z de orden N

c(t) =.-—1— > c(2) = !

7(t) 1(2)’
de modo que las condiciones (53) simplifican las condiciones de orden de tal forma

que para que un método con desarrollo en P-serie de coeficientes c(t) que verifique
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(53) tenga para sistemas generales (no necesariamente Hamiltonianos) de la forma (2)
orden de consistencia > N, basta que se verifique una ecuacién de orden (11) para

un P-arbol de cada clase de equivalencia de TP/ ~.
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2.2.2 H-arboles

Obsérvense los P-arboles equivalentes de la Figura 11. Es claro que los arboles in-
ducidos correspondientes son equivalentes entre si, en el sentido de que sélo difieren
en la localizacion de la raiz. Sin embargo, dicha condicién no es suficiente para que
dos P-arboles dados sean equivalentes, y no parece facil determinar de forma directa
s1 dos P-arboles dados son equivalentes.

En esta subseccion definiremos dos clases especiales de grafos orientados a los
cuales llamaremos H-arboles y H’-arboles. Estableceremos una biyeccién entre el
conjunto de H’-arboles y TP, proporcionando una forma alternativa de representar
cada P-irbol, asi como una forma natural de representar las diferenciales elemen-
tales en funcién de las derivadas parciales del Hamiltoniano. Dicha representacion
alternativa de los P-irboles permitira determinar de forma directa si dos P-arboles
cualesquiera son equivalentes o no. En este contexto, los H-arboles surgirdn como
una forma natural de representar las clases de equivalencia de TP/ ~.

De este modo, si de las condiciones de orden para métodos particionados (una por
cada P-4rbol) eliminamos las redundancias que se producen al imponer las condiciones
de canonicidad (53), tendremos una condicion de orden por cada H-arbol.

Ademds, como veremos mas adelante, los H-arboles serviran asimismo para
obtener de una forma directa los Hamiltonianos elementales definidos por Hairer en

[18] en funcién de las derivadas parciales del Hamiltoniano.

Definicién de H-arboles etiquetados y H-arboles

Se dice que un grafo orientado etiquetado es un par (V,E), donde V es un conjunto
cualquiera, y E es un conjunto de pares ordenados de elementos de E. Los elementos
de V son los vértices del grafo orientado etiquetado, y los elementos de E, los arcos.
Dados dos vértices i, 7, si (¢,3) € E, diremos que el arco (2, 5) sale del vértice t, y que
entra al vértice j. Decimos que el orden del grafo orientado etiquetado es el numero
de vértices que tiene.

Es claro que de un grafo orientado etiquetado podemos obtener de forma natural

un grafo etiquetado abstrayendo la orientacién de los arcos (convirtiéndolos por tanto
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Figura 12: Grafos orientados etiquetados

en aristas). Decimos que dicho grafo etiquetado es el grafo etiquetado inducido por
el grafo orientado etiquetado.

Los grafos orientados etiquetados son representados graficamente indicando, en
el diagrama correspondiente a su grafo etiquetado inducido, la orieﬁtacién de cada
arco (i,j) por medio de una flecha que va del nodo i al nodo j. En la Figura 12 se
encuentran representados varios grafos orientados etiquetados.

Dos grafos orientado etiquetados son equivalentes si existe una biyeccién entre sus
respectivos conjuntos de vértices que establece una biyeccion entre sus conjuntos de
arcos. Se dice que una clase de equivalencia de grafos orientados etiquetados es un
grafo orientado. Llamamos orden del grafo orientado al orden de cualquiera de sus
representantes.

De forma andloga que en el caso de grafos (no orientados) cada grafo orientado es
representado graficamente eliminando las etiquetas en el diagrama correspondiente a
cualquiera de los grafos orientados etiquetados que lo representan.

Por otro lado, es claro que, si dos grafos orientados etiquetados son equivalentes,
los grafos etiquetados inducidos por ellos son también equivalentes, de donde se sigue
de forma obvia la definicién del grafo inducido por un grafo orientado.

Decimos que un H-drbol etiquetado es un grafo orientado etiquetado que verifica

las dos condiciones siguientes:

e (i,7) y (5,%) no son al mismo tiempo arcos del grafo orientado etiquetado.
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Figura 13: H-drboles de orden < 4

e Su grafo etiquetado inducido es un arbol libre.

Por ejemplo, el grafo orientado etiquetado situado en la parte central de la Figura 12
es un H-arbol etiquetado.

Se comprueba que todo grafo orientado etiquetado equivalente a un H-arbol eti-
quetado es también un H-arbol etiquetado. Asi, decimos que un H-drbol es una
clase de equivalencia de H-arboles etiquetados. Es claro que el grifo inducido por
un H-arbol es un arbol libre. En la Figura 13 pueden verse representados todos los
H-arboles de orden < 4. Denotamos por HT al conjunto de H-arboles.

Un H’-drbol etiquetado es un H-arbol etiquetado en el que se destaca un vértice,
llamado raiz, que puede ser de dos tipos, de tipo saliente o de tipo entrante. De
forma alternativa, y para abreviar, identificaremos el tipo saliente con el numero 1,
y el entrante con el 2. Asi, dado un H-arbol etiquetado Aw, y un vértice : de Aw,
denotaremos por (Mw,1,a) (a = 1,2) al H-4rbol que resulta de tomar, en el H-arbol
Aw, al vértice i como raiz de tipo a. Al H-arbol etiquetado Aw se le llama H-drbol
etiquetado inducido por el H'-arbol etiquetado.

Dos H’-arboles etiquetados son equivalentes si tienen la raiz del mismo tipo, y

existe un biyeccién entre sus conjuntos de vértices tal que lleva de la raiz de uno en
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Figura 14: Representacion grafica de H’-arboles

la raiz del otro y establece una biyeccién entre sus coﬁjuntos de arcos. Un H’-drbol
es una clase de equivalencia de H’-arboles etiquetados.

Representaremos los H-arboles etiquetados por medio del diagrama que se obtiene
al afiadir en el del H-arbol inducido, un simbolo en forma de flecha, con un extremo
libre y con el otro extremo en la raiz, el cual estara orientado del extremo libre hacia
la raiz si ésta es entrante, y en sentido opuesto si la raiz es saliente. En cuanto a la
representacion grafica de los H'-arboles, se obtendra, como es de esperar, suprimiendo
las etiquetas en el diagrama de cualquiera de sus representantes. En la Figura 14 se

muestran los diagramas correspondientes a varios H’-arboles.

P-arboles, diferenciales elementales y H’-arboles

A cada P-arbol ¢ tenemos asociada una diferencial elemental distinta F'(t)(y), que para
P-irboles de orden > 1 puede ser expresada como suma de productos de componentes
de f(y) y de sus derivadas. En el caso de sistemas Hamiltonianos, ya que para

I=1,....,d, fi(y) = —Hpa(y), y f*(y) = H(y), dichas diferenciales elementales
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pueden ser expresadas como suma de productos de derivadas parciales del Hamilto-
niano. Veremos que, en ese caso, la representacién en términos de las derivadas
parciales de H(y) de las diferenciales elementales, nos lleva, de forma natural, a asociar
una diferencial elemental a cada H’-arbol. - Ello permitira establecer una biyeccién
entre el conjunto de P-arboles de orden > 1 y el conjunto de H’-arboles.

Veamos el siguiente ejemplo: Consideremos el P-drbol ¢ de la esquina superior

izquierda de la Figura 11. La diferencial elemental de t es tal que para I =1,... ,d,
Fi+t)(y) =0,y

FI()(y) = FI@) @) famra @) FEH () ().

Aqui y en lo que sigue, siempre que no se especifique lo contrario, consideraremos
sumatorios desde 1 a d sobre los indices repetidos. Ahora bien, si f corresponde a un

sistema Hamiltoniano, tenemos que para I =1,...,d,

Flt)(y) = —Hl+d.-’(y)HJ+d,I\’(y)HK+d,L+d,M+d(y)HL(y)H;M(y)-

Observese que cada indice repetido, aparece en dos factores, en uno derivando pai-
cialmex;te respecto de las componentes de p, y en la otra respecto de las componentes
correspondientes de ¢. La difeliencial elemental de cualquier P-arbol de orden > 1
puede ser representada de forma analoga, y la estructura de tales expresiones puede
ser reflejada por medio de un H’-arbol del modo siguiente: A cada factor le correpon-
dera un nodo del H’-arbol, y cada indice del sumatorio serd asociado a un arco, de
tal modo que, para cada nodo, los arcos que entran representaran derivacién parcial
respecto de las componentes de p, y en cambio, los arcos que salen, derivacion parcial
respecto de las componentes de ¢g. Finalmente, el factor correspondiente al indice no
repetido I, es representado por la raiz del H’-arbol, que sera saliente o entrante, si
dicho factor es derivado parcialmente por ¢’ o p respectivamente.

En el ejemplo de arriba, el H'-arbol correspondiente al P-arbol £ es el de la esquina
superior izquierda de la Figura 15.

De este modo, podemos asociar un H’-arbol a cada P-arbol de orden > 1, pasando
de la representacion en funcién de f de la diferencial elemental correspondiente a la

representacién en funcién de H. Por otro lado es claro que se puede proceder en

sentido inverso.
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Figura 15: Clase de equivalencia de H’-arboles

De todo ello resulta una biyeccién entre TP y el conjunto de H-arboles, la cual
puede ser descrita a través de sus fepresentaciones graficas como sigue: Para obtener
el H’-arbol correspondiente a un P-arbol ¢, partimos del arbol inducido por t. La raiz
del H’-arbol correspondera a la raiz del arbol, la cual serd del mismo tipo que el del
P-arbol (teniendo en cuenta que el tipo saliente equivale al tipo 1, y el entrante al
tipo 2). En cuanto a la orientacién de los arcos del H'-arbol, si el nodo mas alejado de
la raiz entre los dos extremos de un arco dado es de tipo 1 (respectivamente, de tipo
2), estard orientado de forma que sale de dicho nodo (respectivamente, entra en dicho
nodo). En la Figura 15 se muestran los H-drboles correspondientes a los P-arboles
de la Figura 11.

A partir de ahora identificaremos TP con el conjunto de H’-arboles y siempre que
no se indique lo contrario, haremos uso de la representacion de los H'-arboles.

Volviendo a la clase de equivalencia de P-drboles de la Figura 11, obsérvese que, en
su nueva representacion en forma de H-arboles, los elementos de la clase sélo difieren
entre si en la localizacién de la raiz y en el tipo (saliente o entrante) de la misma, es

decir, todos inducen el mismo H-arbol.
En general, resulta que dados dos P-arboles ¢,z con distinto tipo de raiz, se puede
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t) tg i3 < ty,%,13 >

Figura 17: Construccion de < t,,13,t3 > a partir de t,, £, y {3

construccion de < t3,...,t, >.

Por otra parte, dados t,z € TP con w(t) # w(z) definimos el H-irbol t * 2, como
el H-arbol que representa a la clase de equivalencia de P-arboles de ¢ - z (y z - t). Es
claro que t * z es de orden n(t) + n(z). Graficamente, podremos obtener un diagrama
del H-4rbol t # z a partir de los diagramas (en forma de H’-arboles) de t y z, fundiendo
pOT sus extremos libres las dos flechas que indican el tipo de raiz de cada una de ellas,
para formar un nuevo arco, que conectara las raices de t y z.

Dado un P-irbol de la forma t = [t;,...,t,],, definimos el peso 8(t) de ¢ como
- 0(t) = Maz{n(ty),...,n(tn)}.

Dado un w € HT, diremos que < t,,...,%,, > es una representacion candnica de
w, si minimiza el peso de {t1,...,tm]s, ¥ se dice que el nodo de w que esta conectado
con todos los nodos iniciales de los t; es un centroide. También diremos en ese caso
que [ty,-..,tm]a (@ = 1,2) es un representante canonico de w.

Dadow € HT,t € wNTP es un representante canénico de w si y solo si para cada
u,v € TP tales que u-v = t se tiene que n(u) > n(v). En efecto, supongamos que u-v
es un representante canénico de un H-arbol w y que n(u) < n(v). En ese caso es claro
que (u - v) > n(v), y sin embargov-u EwNTPy 6(v-u) = Min{n(v) — L,n(u)} <
n(v) — 1. _

Razonando de forma analoga se deduce que w € HT admite dos representaciones
canénicas (es decir, tiene dos centroides) si y sélo si existen t € TP, z € T P? tales

que n(t) =n(z) yt-z €wn TP, en cuyo caso w puede ser representado de forma
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Unica como ¢*z con n(t) = n(z). En caso contrario, w admite una sola representacién

canénica (es decir, tiene un solo centroide).

Funciones especiales sobre H-drboles

Definimos la simetria o(w) de w, de forma analoga a como se define para arboles libres
en [4], como el orden del grupo de simetrias de w; es decir, del grupo de isomorfismos
sobre las etiquetas de un H-drbol etiquetado que representa a w que transforman a
dicho H-drbol etiquetado en si mismo.

Definimos ademds f(w) como el nimero de H-arboles etiquetados distintos que
representan al H-arbol w. Es ficil ver que
n(w)!
o(w)’

Blw) =

Fijadounw € HT yt € wNTP% con 1 < a < 2, sea Aw un H-arbol etiquetado
que representa a w, consideremos el nimero de vértices i de Aw tales que (A\w,i,a)
es un P-arbol etiquetado que representa a ¢. Dicho nimero es independiente del
representante \w de w elegido, y lo denotaremos por S(t).

Se demuestra sin mayor dificultad que
S()B(w) = B(t), o(w)=S(t)a(t). (65)

En la Tabla 6 se muestran los o(w) y f(w) para los H-arboles w de orden < 4.

Por otro lado, dados ¢t € Tpl,z € _T’?z, sea Aw un H-arbol etiquetado represen-
tante de ¢ * z. Fijado un arco (7,7) de Aw, el grafo etiquetado orientado que resulta
de quitar dicho arco en Aw esta compuesto de dos H-arboles etiquetados. Sea de tales
H-arboles etiquetados Aw; el que tiene al vértice: , y Aw; el correspondiente al] vértice
j. Detonamos por R(t,z) al nimero de arcos (i,j) de Mw tales que, los P-arboles
etiquetados (Aw;,,1) y (Awj, 7, 2) representan respectivamente a los P-arboles ¢ y =.

Es claro que dicho nimero no depende del H-arbol etiquetado representante de ¢ * 2.

Por otro lado, se tiene que

R(t,z) = S(t-2)k(t - z,2z) = S(z- t)k(z - t,1). (66)
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Tabla 6: Coeficientes o(w) y f(w) de H-arboles w de orden < 4

w ow) | Bw)
e 1 1

ow) | Bw)
1 24

12
o—o—o0—eo| ! 24
6 4
o—o—o—o| ! 24
6 4

|
AAAA

Ya que, si ¢ es representante candnico de algun H-arbol, S(t) =1, la anterior expresion
nos permite obtener de forma recursiva tanto los S(t) como los R(¢,z) a partir de

distintos valores de k(-,-).

Por otra parte, se puede obtener, tanto directamente como a partir de (8) y (65),
que dados t € TP,z € TP?

o(t* z) = R(t, z)o(t)o(2). (67)

2.2.3 Numero de condiciones de orden de métodos parti-
cionados candnicos

El nimero de condiciones de orden que debe de verificar un método desarrollable en

P-serie para que sea de orden N coincide con el nimero de P-irboles no vacios de

orden < N.

74




Por otra parte, el nimero de condiciones de orden que debe verificar un método
canénico desarrollable en P-serie para asegurar orden de consistencia NN, coincide con
el namero d_e H-arboles de orden < N. .

Sea a,, es nimero de P-drboles t € TP! de orden n. Se tiene de forma aniloga

que en [8] (2.3.4.4) para arboles con raiz, que ([12], ejercicio 1 de I1.14):
' (2al+jl—1) (202+j2—1) (2ak+jk_1)
a, = > _ . ' ... _ ,
A142i2+-+kix=n-1 J1 J2 Jk

y si consideramos la funcién generatriz A(z) = a;z + a;z% + az2® + - - -, entonces!
A(Z) = z(] —_ z)—2¢u(1 _ z2)—2az e (1 _ 23)—203 e,

Sea b, el numero de H-arboles distintos de orden n. Teniendo en cuenta las
consideraciones de la subseccion anterior, podemos obtener b, restando a a, los dos

siguientes numeros:

1. El nidmero de P-arboles ¢ € T P! de orden n que no son representantes canénicos
de ningin H-drbol. Tales P-irboles pueden descomponerse de forma tinica como

u-v, donde u € TP',v € TP y n(u) < n(v).

2. La mitad del nimero de P-arboles t € T P! de orden n que son representantes
canénicos de un H-arbol con dos centroides (es decir, con dos representantes
canénicos de T P!). Tales P-arboles pueden ser representados de forma inica

como u - v, donde u € TP, v € TP y n(u) = n(v).
Por tanto, el nimero de H-arboles de orden n es
by = Gy = (@18n-1 + @26p—3 + -+ + Gn_282 + aq_101).

De este modo, si consideramos la funcién generatriz B(z) = b1z + byz? + byz® .-,

resulta que
B(z) = A(2) — (A(=))".

En la Tabla 7 pueden verse los primeros a5 y bn.

1'Tomando logaritmos en ambos lados de dicha igualdad, se obtiene la siguiente exprfasién de la
funcién generatriz, A(z) = z exp(2(A(z) + FA(2) + 3A(z%) + - --)), igualdad que permite o‘bt.ener
férmulas eficientes para calcular recursivamente los a; (vease por ejemplo, para el caso de arboles
con raiz, el ejercicio 2. de 2.3.4.4 de [8]).
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Tabla 7: N2 de ¢t € T P! de orden n y N2 de H-arboles de orden n

n{l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a, |1 2 7 26 107 458 2058 9498 44947 216598
b, |1 1 3 8 27 91 350 1376 5743 24635
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2.2.4 Hamiltonianos elementales de H-arboles y H-series

El concepto de Hamiltoniano elemental es debido a Hairer [18], y aparece, en el con-
texto del analisis regresivo de métodos particionados, al tratar de encontrar, dada una

P-serie P(b,y), una serie formal de funciones escalares cuyo gradiente sea J P(b, y).

Hamiltonianos elementales

En la subseccién anterior estableciamos la biyeccién entre el conjunto de P-arboles de
orden > 1y el conjunto de H’-arboles a través de la representacién de las diferenciales
elementales de P-arboles en términos de las derivadas parciales del Hamiltoniano
H. Dicha representacién de las diferenciales elementales puede ser formalizada como
sigue: Dado un t € T P° de orden n, sea w el H-arbol que representa a la clase de
equivalencia de P-arboles a la que pertenece {. Sea Aw un H-irbol etiquetado que
represente a w, con conjunto de vértices {1,...,n}, y conjunto de arcos E. En ese
caso, existe al menos un vértice ¢z de Aw tal que (Mw,7,a) = t. Puede demostrarse que

en ese caso, para I =1,...,d,

Flt)e) = =) 3 - ")Hm pq) sia=1,  (68)

Jkr-l

(*)EE vk
¢ OHi(p,
PG = x) 3 TEEU .0 sia=2 (69)
|  (MheE T
donde fijado un 4, si {j/ (4,5) € E} = {j1,..-»a} ¥ {k/ (k,3) € E} = {k1,..., km}
d'+™H(p, q)

Hl(p) Q) = ap_]'-“ .. ap‘)'-jl . anh" . aq.]*ml. b) (70)

y donae x(t) = (=1)*® | siendo §(t) el nimero de vértices distintos de la raiz de
tipo 1 del P-arbol t (en términos de la representacion como H'-arbol de ¢, 5(t) es el
niimero de arcos (7,7) tales que el vértice ¢ es hijo del vértice j). Decimos que (1)

es la paridad del P-arbol i. Se comprueba facilmente que con la paridad asi definida

se verifica
n(t) = =(f) VteTP, (71)
n(t-z) = —=n(z- t) Vte TP' Vz € TP, (72)
7




La representacién de las diferenciales elementales de (68) y (69) sugieren la
definicién de una funcién escalar para cada H-4rbol. Dado un w € HT, definimos el
Hamiltoniano elemental de w como la funcién escalar H(w) : R?® — R definida como
sigue: Si w =< @ >, H(w)(y) = H(y). En cuanto a H-arboles w con n = n(w) > 2,
consideremos un H-drbol etiquetado que represente a w de tal forma que los vértices
estan etiquetados de 1 an, y F es el conjunto de arcos orientados (7, j) correspondiente
(1 <1,7 < n). Se define para cada y € R*

H(w)(y) = Z H Hi(y),

Jk_;_] =1
(k.j)EE

donde los H;(y) representan a las mismas derivadas parciales de H que en (70).

Es claro que dicha definicién no depende del H-arbol etiquetado elegido como
representante de w. Esta definicién de Hamiltoniano elemental es esencialmente la
misma que la introducida por Hairer en [18]. De hecho, puede verse que si w =<
t1ye . ybms 21y- -+, 21 >, donde los t; € TP y los z; € T P?, entonces

. am+IH
H(w) = r(t)anl - OgImOpK - - BpKa

donde se sigue manteniendo el convenio de considerar sumatorios de 1 a d sobre los

FJ’(tl) cee FJ"‘(tm)FKI(Zﬂ e FKl(zl)a

indices repetidos.

Por otra parte, se tiene que, si ¢,z € TP con w(t) # w(z),
H(t+ 2)(y) = = (t- 2) F(1)(y)T T F(2)(y), (73)
o, de forma alternativa, si t € TP!,z € TP?,
H(t * 2)(y) = n(t)n(2) F(t)(y)" F(2)()-
En cuanto a las derivadas parciales de H(w)(y) tenemos el siguiente resultado,
que corresponde al Lema 8 de [18]:

Lema 2.2.8 Sea el sistema Hamiltoniano (51). Dado un H-drbol w, se tiene que, si

1<I<d,

SHWW) _ _. v s@ym@)F ), (74)
aql tewnT Pl

0H(w)(y) _ (O F) ().
507 = ‘Eu%msa) () F*e(t)(y)
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Demostracién: Si w =< @ >, se tiene de forma trivial. Para H-arboles de orden
> 2, demostraremos solamente la primera igualdad (la demostracién de la segunda
es totalmente andloga).

Sea n = n(w). De la definicién de H(w) se tiene que dado un H-irbol etiquetado

Aw que representa a w, con conjunto de vértices {1,...,n} y conjunto de arcos E
oH (w 3 9N; (y)
Hi(y).
; Jg_,z—l llIl
(k.J)EE L

Se observa que el sumatorio interior coincide con —m(¢)F’(t)(y), donde el P-arbol ¢ es
el representado por (Aw,,1). Ademds, por definicién de S(t), dado un t € w N TP?,

(Aw,t,1) representa a t para S(t) vértices ¢ distintos. O

H-series

Dado ¢ : HT — R, decimos que la serie formal

Ho = T 2y Hw))

wE€HT ( )

es una H-serie de coeficientes ¢(w).

Denotamos por H(d,y) a la serie formal que resulta de derivar parcialmente la

H-serie H(¢,y) respecto de h.
Definimos asimismo la P-serie inducida por la H-serie de coeficientes ¢ : HT' — R

como la P-serie de coeficientes ¢* : TP — R tal que ¢"(#) = 0 y para cadat € wNTP,
¢"(t) = m(t)$(w).
Como aplicacién del Lema 2.2.8 tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.2.9 Dada una H-serie H(¢,y), la P-serie inducida cumple que

ey g 9H(ey)
P(¢ ,y)—J ay

79




Por otra parte, definimos los coeficientes b* : HT — R de la H-serie inducida por

una P-serie de coeficientes b : TP -+ R del siguiente modo: para cada w € HT

LS x()S(t)be).

b* = —
) 2n(w) e inrp

Es claro que para todo ¢ : HT — R, se tiene que ¢** = ¢. En cambio, dado un
b: TP — R, en general no se cumple b** = b.

Lema 2.2.10 Dado b : TP — R, si se verifican las condiciones siguientes

b(@ = 0
vte TP, b() = b(1), (75)
Vte TP', Vze€ TP?, b(t-z)+b(z-t) = 0,

se tiene que b** = b.

Demostracién: Dicha identidad si se cumple si b(@) = 0 y = (¢)b(¢) se mantiene

constante para todo P-arbol t equivalente, es decir, si

1. Es independiente del tipo de raiz de ?, que teniendo en cuenta (71) se reduce a

la segunda condicién del lema.

2. Es independiente de la localizaciéon de la raiz de t, para lo cual basta con que
7(t)b(¢) coincida para todo par de P-drboles con raices contiguas y de distinto

tipo, lo cual se traduce aplicando (72) en la tercera condicién.

Todo ello, junto con el Lema 2.2.8, nos lleva al siguiente resultado:

Teorema 2.2.11 Dada una P-serie P(b,y), se tiene que JP(b,y) es el gradiente de
una funcidn escalar si y sdlo si los coeficientes b(t) verifican las condiciones (75).
En ese caso se tendrd en concreto que

19H(b",y)

5 (76)

P(b,y)=J"
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Demostracién: La suficiencia de dichas condiciones asi como la igualdad (76) se
deducen del Lema 2.2.9 y 2.2.10. .
En cuanto a la necesidad, para que JP(b,y) sea el gradiente de una funcién

escalar es condicién necesaria (y suficiente) que su matriz Jacobiana sea simétrica,

que teniendo en cuenta que JT = —J, se traduce en que
8P(b,y)  [8P(b,y)\"
J : : = 0.
By + 5y J=0 (77

Si consideramos el sistema (2) con f(y) = 0, de dicha identidad se deduce que b(@) =
0.

Por otra parte, si dado un ¢ € TP consideramos el sistema Hamiltoniano con-
struido en el Lema 2.2.6, tomando en la identidad (77) la componente (1,2 + d), se
tiene la segunda condicién de (75).

Finalmente, dados t € TTz, z € -ﬁz, si consideramos en (77) la componente

(1,2 + d) del Lema 2.2.7, se tiene la tercera condicién de (75). O

Independencia de los Hamiltonianos elementales

Nos planteamos ahora si los Hamiltonianos elementales H(w)(y) son independientes

en el sentido de que si para todo y € R*, y para todo Hamiltoniano H suficientemente
regular se verifica

W)

2 $(w)H(w)(y) =0,

wEHT ( )
n(w)XN

entonces se tiene que ¢(w) = 0 para todo w € HT / n(w) < N. Si derivamos

parcialmente respecto a y dicha expresién y premultiplica.mos por J~1, obtenemos

2 0
n()<N

At

¢" (1) F(t)(y) = 0.

De este modo, la independencia de las diferenciales elementales para sistemas Hamil-

tonianos, establecida en el Lema 1.4.1, implica la independencia de los Hamiltonianos

elementales.
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2.2.5 Analisis regresivo de métodos canénicos

En esta seccién demostraremos de forma alternativa el resultado principal de [18], es
decir, que si el sistema (2) es Hamiltoniano, el sistema perturbado (37) correspon-
diente a un método candnico es Hamiltoniano. Ello viene a afirmar que la solucién
numérica dada por un método particionado candnico al integrar un sistema Hamilto-
niano, se encuentra muy proxima a la solucién exacta de otro sistema Hamiltoniano
perturbacién del original. Dicha propiedad de los métodos canénicos, hace que tales
métodos resulten muy adecuados para estudiar numéricamente el comportamiento
cualitativo de sistemas Hamiltonianos.

Para que el sistema (37) sea Hamiltoniano, en virtud del Teorema 2.2.11, es
condicién necesaria y suficiente que se verifiquen las condiciones (75). Por otra parte,
si un método de integracién con desarrollo en P-serie P(c,y) es candnico, y por tanto
verifica las condiciones (53), de la observacion 1. de la Seccién 1.7 se deduce que para
todo entero r la P-serie P(c,,y) es también canénica, es decir verifica las condiciones
(53). Y puesto que para todo r € R (c,(t-2) +¢.(z - z) — c.(t)c,(z)) es un polinomio
enr, sé tiene que dicha expresién es también nula para los r no enteros.

El siguiente resultado (que corresponde al Teorema 6 de [18]) nos asegura que
si el método de integracién es candnico (y por tanto, segin el razonamiento arriba
desarrollado también la P-serie P(c,,y)), los coeficientes b(t) verifican las condiciones
(75), lo que aplicando el Lema 2.2.9 implica que el sistema perturbado (37) sera

Hamiltoniano.

Lema 2.2.12 Dados b,c, : TP — R que verifican (39), se tienen las siguientes
implicaciones
Vi € TP, b(t) =b(l) <= Vte€ TP, Vr € R,c,(t) = c.(2), (78)
Vie TP, Vz€ TP? b(t-2)+b(z:-1{) =0 < (79)
Vt € TP, ¥z € TP?, Vr € R,c.(t-z) + c.(z - t) = c.(t)e,(2).

Demostracién: La doble implicacién (78) se tienen directamente de las formulas

(41), ya que ct)(t) = c1(2).
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En cuanto a la implicacién (79), de (39) y (1.5.8) se tiene que

Lieft-) = ¥ blu-o)e(e@) + T bu)e(t)e,(2)

u,veﬁ ueﬁ
B d
= ¥ bu-v)eM(t)ef)(2) + ¢ (2)=c (1),
u,veﬁ d‘l‘

Yy por tanto

Llerlt-2) Herlz )~ e () = 0 (bu-v) +b(o- u)c(Bc(z),
uv€TP
y puesto que co{t) =0 Vi € TP, se tiene directamente la implicacién <=, mientras
que la implicacidn reciproca se tiene de la misma expresién por induccién, ya que en
el sumatorio de la derecha los sumandos correspondientes a u,v € TP/ n(u) > n(t)
o n(v) 2 n(z) son nulos. O

De todo ello, y aplicando el Teorema 1.7.2, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2.13 La solucion numérica y; = (p1,q1) que resulta de aplicar un paso ée
longitud h de un método candnico desarrollable en P-serie a un sistema Hamiltoniano
(51) con Hamiltoniano de clase N + 1, verifica y, = §(zo + k) + O(RN*!), donde
7(z) = (p(z),§(z)) es la solucion exacta del sistema perturbado

L PP T
P = aqp7q3 q—app1q1

y donde el Hamiltoniano perturbado H estd dado por

hn(u)—l

-~

=2 <@
n(w)<N

$(w)H(w)(y),

es decir, hH(y) = H(¢,y), donde

b*(w) n(w)<N
¢(w)={ 0 nw>N’
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2.2.6 Composicion de H-series con P-series

En esta seccién probaremos que la composicién de una H-serie con una P-serie es
asimismo otra H-serie, y obtendremos formulas que nos permitiran calcular los coe-
ficientes de dicha H-serie en términos de los coeficientes de la H-serie y la P-serie

originales.

Lema 2.2.14 Sean a,b: TP — R con a(@) = b(d) =0, entonces
P(a,y)TJTP(b,y) = H(a*b,y),

donde para cada w € HT

(a*b)(w)= >_ R(t,2)n(t- z)a(t)b(2).

t,2€TP

ttz:w

Demostracién: Debido a que si las raices de t y z son del mismo tipo se verifica .
F(t)(y)TJTF(z)(y) =0, y aplicando (67) y (73) se tiene que

n(t) 3n(z)
PlagfT TR0 ) = % AT b P W) TR
t,z€TP
- T R RONEA O TR
S Srats)

n(w
- v M p abe) He)w)
wenr o) | o7p

taz=w

= H(ax*b,y).

O
Lema 2.2.15 Sea c: TP — R con c(@) =1, se tiene que
H(P(c,y) = H(E.)

donde para cada w € HT

o) = () (0) = oy 2 TS | (80)

W) tewnTP
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2.2.7 Funciones generatrices
Funciones generatrices de transformaciones simplécticas

Las funciones generatrices juegan un papel fundamental en la teoria de transforma-
ciones candnicas, pues permiten describir una transformacién canénica en R?¢ me-
diante una sola funcién real en vez de mediante las 2d funciones reales componente
de la transformacion. Se pueden definir muchos tipos distintos de funciones genera-
trices [2, 22, 25]. Aqui consideraremos una familia de funciones generatrices que est3
incluida entre las consideradas en [22].

Dada una transformacién simpléctica

y" = ¥(y),

donde y = (p7,¢7)7, y* = (T, ¢*T)7, fijado un A € R, denotamos z) = A,y* + By,

donde ‘
1-2 0 A 0
A = 3 B = . 84
g ( 0 ,\) g (0 1—,\) (84)

Se demuestra que existe un funcién escalar Sy : R?? — R, tal que se verifica

105:(22)
Bz,\ ’

y reciprocamente, dada una funcién escalar Sy, la igualdad (85) define implicitamente

y =y+J (85)

una transformacién canénica. En [22] se pueden encontrar pruebas de estos resultados
para una clase mas amplia de funciones generatrices.

Es de sefialar que, fijado A, tal funcién S estd definida de forma unica salvo una
constante independiente de z,, ya que % estd definido de forma. tunica a través de
(85). Para cada A € R, diremos que dicha funcién escalar Si(z) es la A-funcidn
generatriz de la transformacién y= = ¥(y). _

En particular, para A =1 se tiene que z; = (p7, ¢"7)T, y 51 es tal que prq"—S1(z1)
es la funcién generatriz de tercera especie considerada en [2, 25]. En cambio, en el
caso de A = 1/2, Syjzesla fun<.;i6n generatriz de Poincaré [22, 25], mientras que para
) = 0 se tiene que q7p" — So(2o) es la funcién generatriz de segunda especie [2]-

Puesto que para todo A se tiene que A,_x = B, de (85) se tiene facilmente el

siguiente resultado:

88




Lema 2.2.18 La A-funcidn generatriz de la transformacidén inversa de una transfor-
macidn canonica dada, es la opuesta de la (1 — )\)-funcidn generatriz de la transfor-

macion original.

En particular, la funcion generatriz de de Poincaré (A = 1/2) de la transfor-

macién inversa es la opuesta de la funcién generatriz de Poincaré de la transformacién -

canonica original.

Funcion generatriz de una familia de transformacién canénicas

Consideremos ahora una familia de transformaciones canénicas suficientemente reg-

ulares

y* = di(y), ' (86)

que dependen regularemente del parametro t € R, y tal que 1)y sea la transformacién
identidad. Para cada t € R, consideremos una A-funcién generatriz Si(z,t) de la
transformacion correspondiente, de tal forma que Sy(z,t) es suficientemente regular
como funcién de z y t. Aunque tal funcién S,(z,t) no estd determinado de forma
unica, si lo estd 35\(z,t)/0z. _

Es claro que, para t suficientemente pequeno, tales transformaciones admiten una
transformacién inversa 1; . Decimos que una familia de transformaciones de la forma
(86) es simétrica, si verifica (para t suficientemente pequefio) que ¥_, = ¥;'. De
lo visto en la subseccién anterior sobre funciones generatrices de transformaciones

inversas, es inmediato el siguiente resultado:

Lema 2.2.19 La familia de transformaciones (94) es simétrica si y solo si para algin
X se tiene que Si(z,—t) = —S1-a(2,1t) (en cuyo caso se verificard para'todo A). En
particular, serd simétrica si y sdlo si la funcidn de generatriz de Poincaré es impar

respecto de t.

Sea el sistema Hamiltoniano (51); si efectuamos un cambio de variables de acuerdo
con (86), obtenemos un nuevo sistema en las variables y* y t. El siguiente resultado
generaliza el resultado cldsico correspondiente a la funcién generatriz de tercera es-

pecie (Seccién 45A de [2], Seccién 11.2 de [25)):

89




Teorema 2.2.20 Fl sistema que resulta de aplicar en (51) el cambio de variables
(86) es el sistema Hamiltoniano (en general no auténomo) cuyo Hamiltoniano viene

dado por

BSA(Z,\,t)

H*(y",t) = H(y) + ETRE

(87)

donde y* = ¥(y), 2» = Axy™ + Bay, ¥ Si(2,1) es la funcion generatriz de la trans-
formacidn (86).

Demostracién: Sea y(t) una solucién del sistema Hamiltoniano auténomo (51), y

sea y*(t) definido de forma implicita como

195, (Axy*(t) + Byy(t),1)
0z )

y*(t) =y(t)+J”

Para simplificar la notacién omitiremos el argumento t en y(¢) e y*(¢t). Sea z), =

A,y* + B,y; de la anterior igualdad, se tiene por un lado que

85,\(2,\,1‘) 85,\(2,\,1‘)

: =z — AyJ!
Bz y=2a=4 9z

y* =2+ B\J™! (88)

y, por otro lado, derivando respecto de ¢ en ambos miembros de dicha igualdad, _

'2 2
B, | 5105

e - -1
y =y+J 022 22 0t0zy

Efectuando en esta dltima expresién la sustitucién zx = Axy* + B\y, reordenando
términos y premultiplicando por J se tiene que

928, " 3?5 . 0%5)
(J ~ o Ax) y© = (J + B3 B,\) Yt 5o (89)

Por otra parte, puesto que A, y B son simétricas y, tal como se comprueba
facilmente, se verifican las igualdades JT=J1Y=—-J,JBy=A)J, Ay+ By, =1,se
tiene de (88) que

T 2
A 95, (9}’_) J=(J+BS*B)
(az,\) 7= (J— 0z} A Oz 822 )’
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De ahi, sustituyendo las expresiones entre paréntesis de (89), y premultiplicando

por (9z/8y*)T se tiene finalmente

. dy\ 0H [(0:\T 8 (88, 8 a5,
Ju* = — el
y (ay') dy + (ay‘) Oz ( ot oy* (H+ 62,\) !

con lo cual queda finalizada la demostracién. O

En particular, si aplicamos el cambio de variables candnico (86) al sistema Hamil-
toniano y’ = 0, del teorema anterior se tiene que la transformacién (86) es la solucién
del sistema Hamiltoniano (en general no auténomo), con Hamiltoniano H(y*,t)

definido de forma implicita como

- _ GSA(Z,\,t)

A1) = 222 (90)

Si (86) es el flujo exacto de un sistema Hamiltoniano auténomo (51) con Hamil-
toniano H, H(y,t) ha de coincidir con H(vy(y)) = H(y), de modo que como caso

particular de (90) se tiene la llamada ecuacién de Hamiiton-Jacobi

05D — Hya)(= HG)), (91)

o de forma equivalente, sustituyendo y* por la expresién correspondiente de (88)

aSA(Z,\,t) _ -1 aSA(z,\,t)
——at =H (z,\ + B)J —az’\ .

Dicha ecuacién nos permite obtener la A-funcién generatriz Sx(zx,t) del flujo exacto
del sistema Hamiltoniano (51) como solucién de una ecuacién diferencial en derivadas

parciales.

Orden de consistencia de métodos simplécticos de integracién de sistemas

Hamiltonianos

Todo método de un paso de integracién de sistemas Hamiltonianos de la forma (51),
puede ser representado como una familia de transformaciones Yy 4 : R¥ o R*
dependientes del Hamiltoniano H y del pardametro h (la longitud de paso), que trata

de aproximar localmente (para A — 0) el flujo exacto én, : R* — R* del sistema
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(51). Asi, un método 1y, g tiene orden de consistencia > N si para cada Hamiltoniano
H ycaday € R™

dun(y) — Yan(y) = O(AN*).

Seguidamente veremos que para el caso de métodos simplécticos, la teoria de funciones
generatrices de transformaciones simplécticas permite obtener distintas caracteriza-

ciones del orden de consistencia.

Teorema 2.2.21 Fijado A € R, sea S,\(z, h) la A-funcion generatriz del flujo exacto
¢ n del sistema Hamiltoniano (51), y sea S\(z, k) la A-funcion generatriz del método
simpléctico Yy . El orden de consistencia de dicho método es > N si y solo si para

cada Hamiltoniano H
Sx(z, h) — Si(z, k) = k(h) + O(RNTY), (92)
donde k(h) no depende de 2.

Demostracién: Sean

dSx(z, k) -1 95x(z, k)
dz ’ : 0z ’

de modo que si denotamos z = Axy™ + Bay y 2 = A\§™ + B,y, se verifican

O(z,h) = J! (:)(z, h) =

y* =y +0(z,h), § =y+0(h).

De dichas igualdades se obtiene ficilmente la siguiente:

B 00 (z, h)A

O(z,h) — B(z,k) = (I Ep

) =7+ 0t 5P
De ahi se deduce que el orden del método es > N si y sdlo si ©(z, k) — O(z,h) =
O(RN*1), afirmacién que es equivalente a la del teorema. O

Dado un método de integracién ¥g ,, definimos para cada A y cada Hamiltoniano

H (de forma anéloga a como se define en [23, 25) para la funcién generatriz de tercera
especie) la funcién escalar I'(y, h) como

35,\(2;,]2)

2B, (53)

I‘(y,'h) =
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donde z) = Ax¥un(y) + Byy, o de forma equivalente, teniendo en cuenta {90)

T(y, ) = H(u(y), h).

De esta tltima igualdad se deduce que I'(y,t) no depende de A. En caso de que el

método sea exacto, en virtud de la ecuacién (91) de Hamilton-Jacobi, I'(y,t) coincide

con H(y) = H(¢ux(v))-

Se dice que el método de integracién adjunto de un método ¥ x , es el método Py 4
tal que ¥y n 0 Py _, es la identidad, es decir, Py, = Vi _y- Se dice que el método
Y, €s simétrico si para cada H la familia de transformaciones dependiente de h
correspondiente es simétrica, es decir, cuando el método coincide con su adjunto.

Considerando €] Lema 2.2.18 para A = 1/2, se tiene ficilmente el siguiente resul-

tado.

Lema 2.2.22 Dado un método de integracion simpléctico con funcion generatriz
Sx(z, k), sea Sx(z, k) la funcidn generatriz del método adjunto. Sea H(y*,t) el Hamil-
toniano no auténomo definido en (90), y sea la funcidn escalar T'(y,t) correspondi-

ente, seqin (93), al método adjunto. Entonces se verifica
r(y': h) = f{(y, _h)

Lema 2.2.23 Dado un método de integracion simpléctico P, ny, sean H(y,h) y
I'(y,h) definidos respectivamente en (90) y (93), entonces, el orden de consisten-

cia del método Yuy es > N si y sdlo si se verifica alguna de las dos condiciones

siguientes:
1. H(y,h) — H(y) = k(k) + O(A"),
2. T(y, h) — H(y) = k(h) + O(h™),
donde k(k) no depende de z.

La caracterizacién 2 es debida a Sanz-Serna y Abia [23], y se hace uso de ella en
[23, 1, 6] para desarrollar la teoria canénica del orden de los métodos Runge-Kutta,
Runge-Kutta particionados, y Runge-Kutta-Nystrom simplécticos respectivamente.

En cambio, MacLachlan adopta en [9] la primera caracterizacion del lema.
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Demostracién:  La caracterizacién 1 se deduce del hecho de que ¥y 4(y)
es el operador solucién del sistema Hamiltoniano no auténomo con Hamiltoniano
H(y, k). En cuanto a la segunda, puesto que, como es sabido, el orden de un método

cualquiera y el de su adjunto son iguales, se deduce de la primera caracterizacién y
del Lema 2.2.22. O

Funcién generatriz de un método desarrollable en P-serie

Sea el sistema Hamiltoniano (51), y sea

¥" = ¥nu(y) (94)

un método candnico que admite un desarrollo en P-serie P(c,y) con ¢(@) = 1 (es decir,
que para h = 0 sea la identidad). Fijado A € R, la A-funcién generatriz dependera
del parametro A, y nuestro objetivo es desarrollar dicha funcién generatriz en serie de

potencias de h. Sea S)(z, k) dicha funcién generatriz, denotemos por O(z,h) a

8Sx(z, h)

_ -1
@(z",h) =J 0z '’

de modo que

Yaa(y) =y + O(Axan(y) + Bay, h).

Es claro que formalmente zy = Ax¢ga(y) + Boy = P(a,y), donde

Ac(?) site TP,

(1 — Ne(t) site TP (95)

a(0) = 1, a(t) = {

Por tanto, P(c,y) = v + ©(P(a,y), k), de donde se deduce que O(z, 2) admite un

desarrollo en P-serie P(b, z) con b(@) = 0, que verificara que
P(c,y) =y + P(b, P(a,y)),
de modo que aplicando el Teorema 1.5.5 se tiene que para cada t € TP

c(t) = ab(t) = > b(z)a(’)(t). (96)

:ET’F
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Dicha formula nos permite calcular de forma recursiva los coeficientes ¢(t) (y por
tanto los a(t)) a partir de los b(?), y viceversa. »

Por definicion de © tenemos que J ©(z, h) es el gradiente de una funcién escalar,
de lo cual, en virtud del Lema 2.2.9 se deduce que los coeficientes b(t) deben verificar
las condiciones (75), y por consiguiente P(b, 2) serd una P-serie inducida por una H-
serie, la cual es unica. Ello implica por un lado, que basta con calcular los coeficientes
b(t) para un P-arbol t € wNT P por cada w € HT. Por otro lado, se tiene que existe
una A-funcién generatriz de la transformacion (94) que admite un desarrollo en H-serie
de la forma H(p, z), donde @™ = b.

En caso de que P(c,y) sea precisamente el desarrollo en P-serie del flujo exacto del
sistema Hamiltoniano auténomo (51), la ecuacién de Hamilton-Jacobi (91) nos per-
mite obtener, de forma mas directa el desarrollo en H-serie de la A-funcion generatriz:
Teniendo en cuenta (88), si suponemos que el desarrollo en H-serie de la A-funcién
generatriz S»(z, h) es H(®, z), la ecuacion de Hamilton-Jacobi se traduce en términos

de H-series y P-series en
H($,2) = H(z + BxP(¢",2)),
o de forma equivalente
H(4,2) = H(P(d, 2)),

donde
Ad (1) sit €TP!

d@) =1, d(t) = {(1 —)\)¢*(t) siteTP?

De ahi, teniendo en cuenta el Lema 2.2.15 llegamos a que

p(<0>) = 1,
Hw) = —— T SO, sinw)>2

2n(w) tewnTP

En la Tabla 8 se muestran los coeficientes ¢(w) para H-drboles de orden < 4 de la
A-funcién generatriz del flujo exacto del sistema Hamiltoniano (51). Observese que

para el caso de la funcién generatriz de Poincaré (A = 1/2), los coeficientes ¢(w)
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Tabla 8: Coeficientes ¢(w) para w € HT de orden < 4

$(w)

1

“A+1/2

(A-1/2)* - 1/12

(A-1/2)*+1/12

(A—1/2)* +1/12

~(A—1/2)°

TR

-(A-1/2)°

*—o—0o—0

—(A=1/2 = A/6 —1/12

—(A=-1/2%*-)2/6-1/12

—(A—1/2° 4+ /12~ 1/24

(A =1/2°+ A/12—1/24

—(A=-1/2+ 1/4~1/8

ALAJALA

= (A=1/2% 4+ 2/4-1/8
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se anulan para los H-arboles de orden 2 y 4. Ello es debido a que el flujo exacto
del sistema Hamiltoniano es una familia de transformaciones simétricas, y por tanto,
del Lema 2.2.19 se tiene que la funcién generatriz de Poincaré es una funcion impar
respecto de h, de modo que ¢(w) = 0 para todo H-arbol w de orden par.
Seguidamente obtendremos el desarrollo en H-serie de la funcién escalar I'(y, h)
correspondiente al método candnico con desarrollo formal P(c,y): Por definicién de

I'(y, k), dicha funcién escalar puede ser representada formalmente como

H(p, P(a,y)),

donde H(p, z) es el desarrollo en H-serie de la A-funcion generatriz del método y
P(a,y) =y + AxP(c,y). Ahora bien, aplicando el Teorema 2.2.17 a la igualdad (96),

se tiene que

I'(y,h) = H(p, P(a,y)) = H(c",y).

Por otro lado, y como consecuencia de la igualdad anterior, en virtud del Lema
2.2.22,si P(T,y) es el desarrollo en P-serie del método adjunto, tenemos que los
coeficientes #(w) del desarrollo en serie H(6,y) de H(y, k) verifican que, para cada
w€ HT 8(w) = (=1)"@)(€)*(w).

De los Lemas 2.2.23 y 2.2.22, junto con lo visto en la Seccién 2.2.1, se obtiene el

siguiente resultado:

Teorema 2.2.24 Consideremos un método candnico de la forma (94), desarrollable
como una P-serie P(c,y). Dado X € R, sean ¢,¢ : HT — R los coeficientes del desar-
rollo en H-serie de la A-funcién generatriz del flujo ezacto del sistema Hamiltoniano

(51) y del método (94) respectivamente, las sigutentes afirmaciones son equivalentes:
1. Dicho método es de orden de consistencia > N.

2. Para cada w € HT | n(w) < N, para al menos un t € w N TP se verifica
e(t) = 1/7(t).

9. c*(<®>)=1ypara cadaw € HT [ 2 < n(w) < N se cumple que c*(w) = 0.
4. Para cadaw € HT [ n(w) < N, o(w) = $(w).
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Observaciones:

1. Las condiciones de orden del punto 3 de arriba son andlogas a las condi-
ciones de orden homogéneas obtenidas por Sanz-Serna y Abia en [23] para el
caso de métodos Runge-Kutta canénicos . Condiciones de orden analogas son
obtenidas para métodos Runge-Kutta particionados para sistemas separables y

para métodos Runge-Kutta-Nistrém respectivamente en [1] y [5].

2. Las condiciones de orden del punto 3 permiten obtener de forma cémoda las
condiciones de orden de métodos candnicos basados en A-funciones generatrices.
Tal es el caso de los métodos desarrollados por Miesbach [10], que hace uso de
la funcién generatriz de Poincaré para obtener métodos simétricos (no particio-

nados) simplécticos.

3. Dados N > 1 y un ndmero real A, sea

hn(w)

S,\.N(z, h) = Z

wEHT ( )
n(w)<N

¢(w)H(w)(2),

donde los ¢(w) son los coeficientes del desarrollo en H-serie dle la A-funcién

generatriz del flujo exacto del sistema Hamiltoniano (51). Para distintos valores

de ), se pueden obtener métodos simplécticos de orden arbitrario N, tomando
como aproximacién numeérica de ¢y a y* definido de forma implicita como

- S\ N(Axy™ + Bay, h)

y=y+ 52 .

Tales métodos fueron desarrollados, para una clase mas amplia de funciones

(97)

generatrices, por Feng en [22]. Es de notar que la familia de métodos (97) son
métodos de P-serie de una sola etapa, ya que la derivada parcial respecto de
z de la H-serie truncada que define a Sy n(2,v), premultiplicada por J~!, es
precisamente la P-serie inducida por la misma, y por tanto, dichos métodos
pueden ser representados como

y=y+ 3

teTP o(t)
n{t)<N

B (P (A" + Bry).
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4. Haciendo uso de la teoria de funciones generatrices puede demostrarse de forma

indirecta el Teorema 2.2.1 a partir del Teorema 2.2.11, y viceversa:

Fijado A € R, para toda familia de transformaciones (94) tal que ¥y es la
transformacion indentidad, existe un dnico ©(z, ) tal que para todo k suficien-

temente pequeno
y* =y +O(Axy" + Buy, h).

Se tiene que la transformacién (94) es canénica si y sélo si JO(z, k) es gradiente
de una funcidn escalar. Por otra parte, si (94) es desarrollable como una P-serie
P(c,y) con ¢(@) = 1, entonces ©(z,h) es asi mismo desarrollable como una
P-serie P(b, z) con b(@) = 0 y viceversa, donde los coeficientes ¢ y b verifican

(96).
Por otra parte, de (96) y (1.5.8) se tiene que si ¢,z € TP,

ct-z) = ¥ blu-v)a®Ba¥(z) + T blu)a®()a(z)

u,uETp w€TP
= E__b(u -v)a(u)(t)a(v)(z) + c(t)a(z).
u,v€TP

Puesto.que por definicién de a se tiene que c(t)a(z) + c(z)a(t) = c(t)c(z) si
t € TP, z € TP?, se deduce que
a(t-z)+a(z-t) —a(t)a(z) = Y (b(u-v)+b(v-u)a(#)a®)(2).
u,ueﬁ .

Por tanto, los c(t) verifican las condiciones (53) si y sélo si los b(t) verifican las

condiciones (75).

Aplicacién al andlisis regresivo de métodos canénicos desarrollables en P-
series

Haciendo uso de las funciones generatrices, puede demostrarse de forma alternativa el

resultado principal de la Seccién 2.2.5, y obtenerse de forma directa el Hamiltoniano
perturbado, asi como el desarrollo en H-serie de la funcién generatriz de la solucion

del sistema Hamiltoniano perturbado correspondiente.
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Teorema 2.2.25 Dado une método candnico 1y 5 con funcion generatriz de Poincaré
desarrollable como una H-serie H(yp, z), fijado h, eziste p : HT — R tal que para el
Hamiltoniano perturbacidn del original formalmente como fI(y) = H(¢,y), si g, es
el flujo ezacto del sistema Hamiltoniano auténomo perturbado correspondiente a H,
entonces Yy n = ¢5 . Ademds, la funcion generatriz S’(z,t) del flujo ezacto ¢, de _

dicho sistema perturbado es tal que
S(z,7h) = H(pr, 2).

donde para cada @, : HT — R (r € R), con (< 0 >) = 1, y para cada H-drbol w

de orden > 2 se verifica

wo(w) = 0, p1(w) = p(w)
Low) = T $(r)d(w), | (98)

dr veEHT

donde para cadar € R d,: TP - Rconc(0) =1, ycadat e TP 2(t) = 2dd, (2).

Demostracion: Supongamos que existen ¢,¢, : HT — R tales que verifican
las condiciones de arriba. Entonces, H(¢,, z) es el desarrollo en H-serie de la funcién
generatriz S(z, rk) del flujo exacto del sistema Hamiltoniano con Hamiltoniano Hy(y)

si y sélo si se verifica la ecuacion de Hamilton-Jacobi (91), es decir

1 __,0H(er,
Ea;H(‘PrsZ) =H (¢1Z + EJ_I—"(‘B%'—z—)) = H(¢1P(dr’z))’

igualdad que es equivalente a las condiciones (98).

Por tanto, basta con ver que existen tales ¢ y .. De las condiciones (98) se tiene

que

B = o) = T 40) [ dwan,

vEHT
n(v)<n{w)

o) =)+ 3 #() [ dP(w)ds.

vEHT
n{v)<n(w)
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Estas igualdades nos permiten obtener recursivamente los coeficientes ¢(w) y ¢, (w).
Ademas, permiten demostrar por induccién que para todo H-arbol w, y.(w) es un
polinomio en r de grado < n{w). O

Aunque en este teorema se ha hecho uso, por comodidad, de la funcién generatriz
de Poincaré, otro tanto podria hacerse sin mayor cambio haciendo uso de la A-funcién

generatriz para cualquier A € R previamente fijado.
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2.2.8 Métodos simplécticos no particionados

Todo método de un paso no particionado que es desarrollable en B-serie es asimismo
desarrollable en P-serie. Por tanto, los conceptos desarrollados y los resultados
obtenidos en las subsecciones precedentes para métodos simplécticos desarrollables
en P-series son también aplicables a los métodos simplécticos no particionados desa-
rrollables en B-series. Ahora bien, asi como en el estudio de los métodos desarrollables
en B-serie se puede prescindir del concepto de P-arbol, limité.ndosé al uso del concepto
de arbol, veremos que, en el caso de métodos simplécticos desarrollables en B-series,
los arboles libres no superfluos pueden jugar un papel analogo al de los H-arboles en

las subsecciones precedentes.

Arboles libres no superfluos. Paridad de arboles y de H-arboles

Se dice que dos arboles son equivalentes si inducen el mismo arbol libre, es decir, si
solo difieren en la localizacion de la raiz. En este sentido, los arboles libres representan
las clases de equivalencia de dicha relacién sobre el conjunto de arboles T'. Asi, dado
un arbol libre w € FT y un arbol ¢t € T, pondremos t € wNT sit pertenece a la clase
de equivalencia correspondiente a w.

Dados dos arboles ¢t y z, denotaremos por t * z al arbol libre w para el cual
t-z € wNT. Todo arbol libre de orden > 2 puede ser construido de dicho modo,
aunque en general no de forma inica. Se dice que un arbol libre w es superfluo si
existet € T tal que w =t * 1.

Dado un arbol ¢, de forma totilmente analoga al caso de P-arboles, se define S(%)
como sigue: Dado un arbol etiquetado (V, E, 1) que representa al arbol ¢, consideremos
el niimero de vértices j distintos tales que (V, E, j) representa al arbol ¢. Dicho nimero
no depende del arbol etiquetado elegido, y lo denotamos por S(t). Por ejemplo,
sea (V,E) el arbol libre etiquetado de la Figura 2, tanto (V,E,5) como (V,E,T)
representan el mismo arbol ¢, mientras que para cualquier otro vértice 7 # 5,7,

(V, E, j) representa a un irbol distinto de . Por consiguiente, S(t) = 2. Puede verse
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que dado t € T se verifica

25(t) = Y S(z), (99).

donde para cada z € TP, denotamos por z’ al arbol inducido por el P-arbol z.

Por otro lado, dado un arbol libre etiquetado se define [4] su simetria como el
numero de permutaciones distintas de sus vértices que lo transforman en si mismo.
Es claro que la simetria coincide para arboles libres etiquetados equivalentes. Dado
un irbol libre w, se define su simetria o(w) como la simetria de cualquier arbol libre

etiquetado que lo represente. Puede verse que, dadoun w € FT yunt€wnT
o(w) = S(t)o(t). (100)

Resulta conveniente definir para cada t € T su paridad w(t) de tal modo que para

cada par de arboles u, v se verifica
7(u-v)=—7w(v-u), (101)

es decir que, si un arbol ¢t puede obtenerse de otro arbol z moviendo su raiz a un nodo
contiguo, entonces m(t) = —w(z). No es dificil ver que dicha condicién implica que, si
w es un arbol libre superfluo, para cada t € wNT se verifica w(t) = 0. Reciprocamente,
si para algin ¢ € w N T la condicién (101) implica que 7(t) = 0, entonces el arbol
libre w es superfluo. Para completar la definicién del concepto de paridad, para cada
arbol libre w no superfluo fijamos un t € wN T para el cual asignamos 7 (t) = 1.
Dado un H-arbol w, denotaremos por «’ al arbol libre que induce. Dado un
H-4rbol w, puede verse que para cada t € w N TP, w(t)r(t) es independiente del
P-arbol t elegido. Para probarlo, basta con ver que, dados u,v € TP, se tiene que

(u- v).’ =’ - v, y por tanto, teniendo en cuenta (72) y (101)
7(u-v)r((u-v)) = x(v-u)r((v- u)).

Asi, definimos para cada w € HT su paridad (w) como n(t)r(t) donde t € wNTP.
Por definicién se tiene que dado w € HT, si w' es un arbol libre superfluo, entonces
m(w) = 0. Por otra parte, es ficil ver que dados dos H-arboles w, v tales que v’ = V',
se verifica que 7(w) = 7(v) si puede obtenerse uno de otro cambiando la orientacion

de un nimero par de arcos, y m(w) = —7(v) si dicho niumero es impar.
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H-series y B-series

Sabemos que podemos interpretar las B-series (es decir, la P-series con P = 1) como
P-series (con P = 2) cuyos coeficientes c(t) verifican que ¢(t) = ¢(¢'). En particular,

ello implica que para cadat € T
o)~

zeTP o(z) ’

z'=t

(102)

donde F(t) es la diferencial elemental del arbol ¢ (definida en la Seccién 1.3, con-
siderando t como un P-arbol con P = 1) y los F(z) son las diferenciales elementales
de los P-arboles z.

En la teoria de métodos candnicos particionados desarrollada en las subsecciones
precedentes, las H-series juegan un papel fundamental. Nuestro objetivo es estu-
diar las H-series correspondientes a los métodos no particionados. Dada una H-serie
H(é,y), nos preguntamos qué deben verificar sus coeficientes ¢(w) para que la P-
serie inducida P(¢*,y) sea equivalente a una B-serie. Para ello, los coeficientes ¢*(t)
han de depender iinicamente del arbol inducido ¢'. Y puesto que dados w € HT y
t € wNTP, se verifica que

() = T()(w) = m(#)r()d(w),

se deduce que para ¢=(t) sdlo dependa de t', 7(w)¢(w) sélamente puede depender del
rbol libre w’ inducido por el H-arbol w. En ese caso, si para cada v € F'T denotamos

por ¢(v) a 7(w)P(w) si w' = v, se tiene que

Hoy) = T B0g0) T w(w) W) (103)

veFT weHT a(w)
w'=u

Observese que en esta serie formal hay una expresién independiente por cada arbol
libre no superfluo (los términos correspondientes a arboles libres superfluos se anulan,

ya que 7(w) = 0 si w’ es superfluo).
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Hamiltonianos elementales de arboles libres

La expresion (103) nos da pie a definir, para cada arbol libre v, el Hamiltoniano

elemental H(v) como la funcidn escalar que verifica

HOW _ s ) H0)).

O'(U) weHT O'(U.J)

w':u

Puede demostrarse que dados ¢,z € T, se verifica

H(t*z)(y) = n(t- 2)F(t)(y) T F(2)(y)-

De esta igualdad se deduce que, dado v € FT,si t = {ty,...,tm]E€vNT,

Hw)(y) = 7 Hapo g @) () - Fm () (1), (104)

En esta ultima igualdad queda claro que el concepto de Hamiltoniano elemental de
arboles libres coincide esencialmente con el de diferencial elemental candnica intro-
ducido por Sanz-Serna y Abia en [23].

En cuanto al gradiente del Hamiltoniano elemental de un arbol libre, se tiene el

siguiente resultado, analogo al Lema 2.2.8:

Lema 2.2.26 Dado v € FT, para cada y € R* se tiene que

2 0H(W)() _ Y x(t)S{E)F(t)(y)-

ay tevnT

Demostracién: En virtud del Lema 2.2.8, se tiene que

L0 HWG) L, 9 H@)()
i e DI P

w'=y

_ " RN A016))
B WEEHT ( )zegx:rp 2 o(t)

w=v

_ Z (t) Z )(y)

tevnT zETP 0'
z'=t
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y teniendo en cuenta (102) y multiplicando por o(v) en ambos miembros de la igualdad
se tiene el resultado requerido. O .

Es de notar que este lema puede ser demostrado prescindiendo de los Hamilto-
nianos elementales de H-arboles, basando la definicién de Hamiltoniano elemental de
arboles libres en la igualdad (104).

En lo que sigue, en general omitiremos las demostraciones de los resultados presen-
tados en esta subseccion, los cuales pueden ser obtenidos, o bien deduciéndolos a partir
de los resultados relativos a P-series y H-series, o bien directamente, procediendo de
forma analoga a las demostraciones obtenidas en las subsecciones precedentes para el

caso particionado.

BH-series

Dado ¢ : FT — R, decimos que la serie formal

An(w)

BH($,y) = 3 $(w)H(w)(y)

weFT o(w)

es una BH-serie de coeficientes ¢(w).

Denotamos por B:H(qS, y) a la serie formal que resulta de derivar parcialmente la
BH-serie BH(¢,y) respecto de k.

Del Lema 2.2.26 se deduce que, dada una BH-serie BH(¢,y),
OBH(¢,y)

Oy
es una B-serie, que denotamos por B(¢",y), y cuyos coeficientes son tales que, (@) =
0y para cadat € wnT conw € FT se verifica ¢*(t) = m(t)¢(w). Decimos que B(¢", y)
es la B-serie inducida por la BH-serie BH(¢,y). ‘

J—l

Teorema 2.2.27 Una B-serie B(b,y) es la B-serie inducida por una BH-serie st y
sdlo si verifica que b(@) = 0 y para cada t,2 € T

b(t-z)+b(z-t)=0. (105)

Las H-series inducidas por P-series juegan un papel fundamental en la com-

posicién de H-series con P-series y en la teoria de funciones generatrices de métodos
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simplécticos particionados. Es de esperar que en el caso de métodos no particionados
podamos asociar a cada B-serie una BH-serie que juegue un papel andlogo al de las
H-series inducidas. Dada una B-serie B(c,y), donde ¢ : T — R, consideremos la
H-serie H(#, y) inducida por dicha B-serie (es decir, la H-serie inducida por la P-serie
P(c,y), tal que para todo t € TP, c(t) = c(t)). En ese caso, es claro que Vw € HT

1
b) =B =g T rSEe(t) = 57_13-00_)‘G‘?pr(w)r(z')sa)c(t'),

y por tanto teniendo en cuenta (99),

TW)w) = —— 3 w(8)S()c(t). (106)

n(w’) tew’'NnT
Se observa por tanto que 7(w)¢(w) sélo depende del arbol libre inducido «’ y, por
consiguiente, podemos reescribir H(¢,y) como una BH-serie, que denotamos por
BH(c",y), y donde para cada v € FT
w1
c(v)=—= Y w(t)S(t)c(t).

n(V) tevnT

Decimos que BH(c*,y) es la BH-serie inducida por la B-serie B(c,y). Se comprueba
facilmente que dada una B-serie inducida por una BH-serie, la BH-serie inducida por

dicha B-serie coincide con la BH-serie original.

Anadlisis regresivo de métodos simplécticos desarrollables en B-series

Dado un método de un paso con desarrollo en B-serie B(c,y), el sistema perturbado
(37) del Teorema 1.7.2 es tal que h f(y) es desarrollable en B-serie. En concreto,
hf(y) = B(b,y), donde los coeficientes pueden obtenerse como se indica en la de-

mostracién del Teorema 1.7.2 (para el caso en que P = 1).

Para el caso en que el método sea candnico, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2.28 La solucion numérica y, que resulta de aplicar un paso de longitud
h de un método candnico no particionado (con desarrollo en B-serie B{c,y)) a un

sistema Hamiltoniano (51) con Hamiltoniano de clase N + 1, verifica
v = §(z0+h) + O(R™H),
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donde §j(z) es la solucidn exacta del sistema perturbado

. _0H(y)
[ — 1
y=J oy

y donde el Hamiltoniano perturbado H estd dado por

hH(y) = BH(¢,y),

donde para cada w € FT tal que n(w) < N, dadot € wNT se verifica p(w) =

7 (t)b(t), mientras que ¢(w) = 0 para drboles libres de orden mayor que N.

Teniendo en cuenta que un método simpléctico es de orden > N si y sdlo si
H(y) = H(y) + O(kV), de este teorema se puede deducir de forma alternativa el
resultado de [7] segun el cual para que un método simpléctico desarrollable en B-serie
sea de orden > N basta con que se verifique una condicién por cada arbol libre no

superfluo de orden < N.

Composicién de BH-sries con B-series

De forma analoga al caso particionado, la composiciéon de una BH-serie con una B-
serie es otra BH-serie. En este sentido, se pueden obtener resultados analogos a todos

los obtenidos en la Subseccién 2.2.6, de los cuales aqui presentaremos la parte mas

relevante.
Lema 2.2.29 Seac:T — R con c(§) =1, se tiene que
H(B(c,y)) = BH(c,y),

donde para cadaw € FT
1

t(w) = () (w) = — x(t)S(t)c'(t). (107)
(w) = (e")( (@) ot
Teorema 2.2.30 Dado ¢ : FT - Ryc:T — Rconc(B)=1,seab:T — R tal
que b = ¢*, se tiene que
BH(¢, B(c,y)) = BH((cb)",y),
donde, siguiendo con la notacién habitual, cb : T — R es tal que B(b,B(c,y)) =

B(cb,y).
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Teoria canénica del orden

Los conceptos presentados en la Subseccién 2.2.7 dedicada a las funcic-)nes generatrices,
permiten obtener distintas formas de verificar el orden de los métodos canédnicos
de un paso. En dicha subseccién, demostrabamos que dado un método candnico
desarrollable en P-serie, fijado un A € R, la A-funcién generatriz del método admite
un desarrollo en H-serie, la cual puede ser obtenida haciendo uso de la composicién de
P-series. En el caso de métodos candnicos desarrollables en B-serie, se deduce de forma
anédloga. que, la funcién generatriz de Poincaré (es decir, A = 1/2) es desarrollable en
BH-serie. Debido a ello, en virtud del Teorema 2.2.21, dado un método canénico
desarrollable en B-serie, pueden obtenerse condiciones de orden para dicho método
comparando el desarrollo en BH-serie de la funcién generatriz de Poincaré del método
con el desarrollo de la funcién generatriz del flujo exacto del sistema, obteniéndose
una condicién por cada arbol libre no superfluo de orden menor o igual que el orden
de consistencia requerido.

En concreto, sea B(c,y) la B-serie correspondiente al método canédnico, se tiene

que el desarrollo en BH-serie de su funcién generatriz de Poincaré es BH(y, z), donde

- 1
B(c,y) =y+B (‘P'ay + -2—B(c,y)) ’

igualdad que permite obtener ios coeficientes p(w) de dicho desarrollo.

De forma anéloga que para el caso particionado, el desarrollo en BH-serie BH(¢, z)
de la funcién generatriz de Poincaré del flujo exacto del sistema Hamiltoiniano (51)
puede ser obtenido de forma alternativa expresando la ecuacién de Hamilton-Jacobi

en términos de series formales, es decir
. 1 an
BH(p,2) = H (z +5B(#, z)) .
De dicha igualdad se deduce como aplicacion del Lema 2.2.29 que

H<0>) = 1,
do) = —— T 2SO, sinw)>2,

n(ch) tewnT
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Tabla 9: Coeficientes ¢(w) no nulos para arboles libres de orden < 6

o(w) $(w)
1 1

w

2

24 —

S
< [{EK

donde d(@) = 1 y para cada t € T, 2d(t) = ¢*(t). Por otra parte, puesto que, como
ya se ha visto, la funcién generatriz del flujo exacto es un funcién impar respecto de
h, se tiene que ¢(w) = 0 para todo arbol libre de orden par.

En la Tabla 9 se muestra para cada arbol libre w de orden 1, 3, y 5, los coeficientes
¢(w) del desarrollo en BH-serie de la funcién generatriz del flujo exacto, junto con los
coeficientes o(w), y un arbol t € w N T para el cual fijamos 7(¢) = 1. Asi, tenemos

que la funcién generatriz de Poincaré-S(z, k) del flujo exacto del sistema (51) verifica

3

S(z,h) = hH(y)+-;%Hu(z)fI(Z)fJ(z)

+r3;—o (8HL(2) fik(2) 72 ()X (2)f*(2)
~4Hpk(2) FL(2) FH) 7 (2) 5 (2)

+Hpxn(2)f1(2) £ (2) X (2) fE(2)) + O(RT),

donde se consideran sumatorios de 1 a 2d sobre los indices repetidos.

Truncando el desarrollo en BH-serie de la funcién generatriz de Poincaré del flujo
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Teorema 2.3.1 La PS-serie de coeficientes c : TPS — R con c(@) =1 es candnica

para sistemas Hamiltonianos separables si y sélo si para cadat € TPS!, z € TPS?
c(t-z) +c(z-t) = c(t)e(z). (110)

El siguiente lema sera de utilidad para demostrar el Teorema 2.3.1 (en lo que

sigue, omitiremos el argumento y de las diferenciales elementales):

Lema 2.3.2 Sea un sistema Hamiltoniano separable. Dado un t* € TPS, se verifica

FEYJ+IF ()=~ 3 kt',2) (F(0)TIF(z) + F(2)TIF(1)) .
t,zeﬁ

Demostracién: Para n(t*) = 1, ello se reduce a F'(7,)TJ + JF'(1,) = 0 (a = 1,2),
igualdad que es satisfecha, ya que para I,J =1,...,d se tiene que

2% oV o*r 0T

0q'0q? — 0q’8q1’ Opldp? — Op’Op'
Es claro que dados dos P-arboles ¢,2,si t- 2 € TPS, entonces t,z € TPS. Ademas,

si t es un PS-arbol de orden > 2, se tiene que £ ¢ TPS. Asi, teniendo en cuenta

que para sistemas separables las diferenciales elementales de P-arboles que no son
PS-arboles son identicamente nulas, el resultado de este lema se deduce del Lema
2.2.3. O |

El siguiente lema permitird demostrar la necesidad de las condiciones (110). En
cuanto a su demostracion, se puede obtener siguiendo la del Lema 2.2.7 (que a su vez
recurre al Lema 2.2.4, cuya demostracion es de caracter constructivo), comprobando

que para el caso en que t y z sean PS-drboles el Hamiltoniano correspondiente es

separable.

Lema 2.3.3 Dados t € TPS*,z € TPS?, eriste un Hamiltoniano separable polind-
mico H : R*® — R con d = n(t) + n(z) + 1, tal que para el sistema Hamiltoniano

separable correspondiente, dados u,v € TPS, se verifica (F'(u)(O)TJF'(U)(O))1,2+d #
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t-z ~ z-t), se deduce lo siguiente de forma totilmente analoga que en el caso de
sistemas Hamiltonianos generales: Si una PS-serie PS(c,y) verifica las condiciones de
canonicidad (110) para sistema separables, y representa una aproximacién de orden
2 N — 1 de la solucién exacta de sistemas separables, entonces, si t ~ z

1 1

c(t) = Tt) < c(2) = .’Tz)

Dicha propiedad, y la consecuente simplicacién de las condiciones de orden para
sistemas separables, ya es estudiada por Abia y Sanz-Serna [1] para el caso particular
de métodos Runge-Kutta particionados.

Respecto a la relacién de equivalencia ~ definida sobre T'P, se tiene que, dados

t,z € TPS tales que n(t),n(z) > 2, se verifica que
t~ zsiysélosit~ z.

Sin embargo, se tiene que 71 ~ 7, y en cambio no se cumple 7; ~ 7. Por tanto,
las clases de equivalencia correspondientes por ~ 6 A a PS-irboles de orden > 2
pueden ser representadas por H-arboles. Los H-irboles w de orden'> 2 tales que
wNTPS # @ tienen una estructura especial, con dos tipos de nodos: los que todos
sus arcos adyacentes entran al mismo, y los que todos sus arcos adyacentes sa.lén de
él. En {1] las clases de equivalencia de T'PS/ ~ son representadas graficamente como
PS-arboles en los que se hace abstraccion de la localizacion de la raiz, a los cuales se
les denomina drboles bicolores. Es claro que podemos identificar cada arbol bicolor de
orden > 2 con un H-arbol w tal que wNTPS # @. Dichos H-arboles son precisamente
los que pueden ser representados como t * z donde t € TPS'y z € TPS% Ea la
Figura 18 se muestran los irboles bicolores w tales que 2 > n(w) > 4 junto con los
correspondientes H-arboles. En cuanto a los arboles bicolores de orden 1, denotaremos
por < @; > al formado por un sélo nodo de tipo 1, y por < ®;> al formado por un

sélo nodo de tipo 2. Denotaremos por BT el conjunto de arboles bicolores.
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Figura 18: Arboles bicolores

2.3.3 Hamiltonianos elementales de arboles bicolores

Los arboles bicolores desempefian para los sistemas Hamiltonianos separables el mis-
mo papel que los H-arboles para los sistemas Hamiltonianos generales, es decir, rep-
resentar las condiciones de orden independientes para métodos canénicos. Por tanto,
parece natural definir los Hamiltonianos elementales de arboles bicolores de forma que
se obténga un resultado analogo al Lema 2.2.8, donde el gradiente del Hamiltoniano
de un arbol bicolor w sea expresado como una combinacién lineal de diferenciales ele-
mentales de los PS-arboles que pertenezcan a la clase de equivalencia correspondiente
aw.

Definimos para cada p,q € R?

H(<bh>)pg) = V(e),  H(<0:>)(pa) = T(p),

y para cada arbol bicolor w de orden > 2, ya que puede ser identificado con un
H-arbol, adoptamos la definicién de Hamiltoniano dada para H-arboles. Asi, dados

t € TPS', z € TPS? tenemos que el Hamiltoniano glementa.l del arbol bicolor t * = es

tal que para cada p,q € R*
H(t* 2)(p,q) = —n(t)n(2) 'F(t)(p,9)" F(2)(p, 9)- (112)

Considerando por un lado los dos casos triviales en que n(w) = 1, y aplicando
por otro lado el Lema 2.2.8, se llega al siguiente resultado (tomamos el gradiente del

Hamiltoniano como un vector columna):
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Lema 2.3.4 Dado un sistema Hamiltoniano separable, para todo w € BT se tiene

0Hw)(p.q) _ _ 3 S(O)n(t) F(t)(p, q),

O0q tewnTPS!
PR _ 5 s P,

tewnTPS2

2.3.4 HS-series

Dado ¢ : BT — R, decimos que la serie formal

n(w)
HS(by)= 3

we€BT (w)

$(w)H(w)(y)

es una HS-serie de coeficientes ¢(w). Denotamos por HS(¢,y) a la serie formal que
resulta de derivar parcialmente respecto de h la HS-serie HS(4, y).

Definimos asimismo la PS-serie inducida por la HS-serie de coeficientes ¢: BT —
R como la PS-serie de coeficientes ¢* : TPS — R tal que ¢*(8) = 0, y para cada
tEwﬂTPS, con w € BT,

¢*(t) = d(w)m(2).

Por otra parte, definimos los coeficientes b* : BT — R de la HS-serie inducida

por una PS-serie de coeficientes b : TPS — R del siguiente modo: Yw € BT

b W)= —— Y =(8)S(t)b(t).

"(‘-‘-’) tewnTPS

Como aplicacién del Lema 2.3.4 tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.3.5 Dada una HS-serie HS(,y), la PS-serie inducidae cumple que

L OHS($,3)

PS(¢™,y)=J" 5y

Es claro que, de forma analoga que para los coeficientes de H-series, por un lado,
se tiene que paracada ¢ : BT — R, ¢** = #, y por otro lado, se demuestra el siguiente

resultado (analogo al Lema 2.2.10):
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Lema 2.3.6 Dado b : TPS — R, si se verifican las condiciones siguientes

b® = o,
b{t-z)+b(z-t) 0, VteTPS' Vze TPS? (113)

It

se tiene que b** = b,
Y de forma analoga al Teorema 2.2.11, se tiene:

Teorema 2.3.7 Dada un PS-serie PS(b,y), se tiene que J PS(b,y) es el gradiente
de una funcidn escalar si y sélo si los coeficientes b(t) verifican las condiciones (113).
En ese caso se tendrd que

— J—l aHS(b-') y) .

3 (114)

PS(b,y)

Demostracién: Tanto la suficiencia de dichas condiciones como la igualdad (114)
se deducen del Lema 2.3.5 y 2.3.6.

En cuanto a la necesidad de dichas condiciones, para que JPS(b,y) sea el gra-

diente de una funcién escalar es condicidn necesaria (y suficiente) que se verifique

T
sE5byy) (aps(b’y)) J=0. (115)

dy Iy
Si consideramos el sistema (109) con H(y) = 0, de la identidad anterior se deduce
que b(#) = 0.
Finalmente, dados t € TPS', z € TPS?, si consideramos en (115) la componente
(1,2 + d), del Lema 2.3.3 se tiene la segunda condicién de (113). O

2.3.5 Anadlisis regresivo

Sea un método candnico de integracién de sistemas Hamiltonianos separables que
admite un desarrollo en PS-serie PS(c,y); consideremos una P-serie P(c,y) tal que
sus coeficientes correspondientes a PS-drboles coinciden con los de PS(c,y). Consi-
deremos el sistema perturbado (37) de la Seccién 1.7 correspondiente a dicha P-serie,
y sea P(b,y) tal que 2 f(y) = P(b,y). Para el caso de sistemas Hamiltonianos sepa-

rables las diferenciales elementales de los P-drboles que no son PS-arboles se anulan,
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Para ¢ =2,...,d -1 denotamos por M(i) al conjunto de las etiquetas correspon-
dientes a nodos nietos (descendientes de segunda generacion) del nodo i. Por otra
parte, denotamos por M(1) al conjunto de las etiquetas correspondientes a los hijos
de la raiz de t.

Elegimos pg, g0 € R? de tal forma que qg =0 paratodo j=1....,d,y

p{; = si j corresponde a un nodo final de t,

= en otro caso.

Construimos V(q) como sigue:

' d—1
Vig=—¢*¢" I ¢->4¢ II ¢.
JEM(1) =2 jEM(i)
De este modo, tenemos que
aV(Q) d i
— = ¢ [ ¢,
¢’ FEM(1)
aV(q) 1 i
- = q¢ J] ¢,
dg* jeM(1)
V) T fee [T 4 siie MQ,
dq JEM(i) JEM(1)—{i}
7 . .
—a‘(?) = Jl ¢+¢& JI &, si2<k<d-1,ieM(k).
Oq JEM(i) jEM(k)—{i}

Es claro que F'(u)(po,q0) > 0 paracada I =1,...,d yue SNT' U {0}.

En caso de que t = 1y, tenemos que d = 2, po, 90 = 0, V(q) = ¢'¢?, y la afirmacién
del lema es satisfecha de forma trivial.

Supongamos pues que n(t) > 2, de modo que M(1) # 0. Paracada: =2,...,d—1
sea t; € SNT! U {0} tal que el SN-subarbol de t formado por el nodo ¢ y todos sus

descendientes es [t;]2. o
Procederemos a demostrar el lema (en realidad, un resultado ligeramante mas

fuerte) probando las siguientes afirmaciones:
1. F}(u)(po, o) = F*(u)(po, g0) = 0, Vu € SNT*U {0}
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1. F(u)(po, 90) = F*(u)(po, g0) = F3(u)(Po, g0) = 0, Yu € SNT.
2. Siue SNT! y 4 <i < dtal que n(u) < n(t)

F'(u)(po,q0) #£ 0 siysélosi u=t.
3. Siue SNT! tal que n(u) < n(t) + n(z)

F("d+z)(u)(Po,QO) #0 siysdlosi i=1, u=

F(id+3)(u)(po,qo) #0 siysdlosi 1=1, u=z.

4. Siu € SNT! tal que n(u) < n(t) + n(z),

Fio(u)(po,qo) #0 siysdlosi i =1,u="t,
Fi3(u)(po,q0) #0 siysélosi i =1,u=z.

DO

Demostracion del teorema 2.4.1: Consideremos una PS-serie que para sistemas

Hamiltonianos de la forma (118) se reduce a la SN-serie SN (c, y).

La igualdad (111) se reduce para el caso de sistemas de tipo la forma (118) a la

siguiente
(OHYTJv' —J =
hn(t)+n(z)

teSNT! U(t)a(z)
1€SNT?

(c(t)e(z) — c(t - z) = c(z - ))(F'()TTF'(2) + F'(z)TIF'(2)).

Ahora bien, todo SN-arbol con raiz de tipo 2 es de la forma [z]; donde z € SNT'U{0}.

Ademds, en ese caso o([z]y) = o(z), y si t € SNT" se tiene que F'(t)TJF'([z],)

F'(+)TF'(z), de modo que si denotamos A(t, z) = c(t)c([z}2) — (2 - [z]2) — c([z]2 - 1),

(‘D')TJ‘I" -J = E h:((t);l (c(t)e(re) —c(t - 1) — c(72 - t)) (F'(t)T - F'(t))
tESNT!
+ ¥ ﬁ;%;((z—:;—lfl(t, z) (F’(t)TF'(z) — F'(z)TF'(t))
t,2€SNT?

130



hnit)+1 ’ ’
= 2 o () — el m) el 0) (P07~ F()
hn(t)+n(z)+1

teesn 2(t)o(z)

+ (A(t,z) — A(z, 1)) F'(t)T F'(2).

De esta ultima expresion se deduce la suficiencia de las condiciones (119), ya que -

[z]2-t = [2,t]2 = [t])2 - 2, y por tanto
A(t, 2) — A(z,1) = c(t)e([2]2) — e(2)e([t]z) — e(t - [2]2) + (2 - [t]2)-

En cuanto a la necesidad, la condicién (a) de (119) se tiene de considerar en
la dltima expresién obtenida para (¥/)TJ¥’ — J , para cada t € SNT!, la funcién
potencial V(q) del Lema 2.4.2, ya que en ese caso se tiene que la componente (1,2d)

de la matriz (¥/)TJU’' — J es en el punto (po, o) de la forma.

hn(t}+1

(@799 = 1), = =2 (lt)elra) — (2 ) = e(rz 1)) FLlt) + O(HO).
Finalmente, para la necesidad de la condicion (b) de (119) basta con considerar,

para cada par t,z € SNT! la funcién potencial V(gq) del Lema 2.4.3. En ese caso se
tiene que en el punto (po, go) ' |

, , hn(t)+n(z)+l , ,
(@I¥ =), s = ety A2 = A (FOTF(),,;

+O(hn(t)+n(z)+1 )
hn(t)+n(z)+l ) )
= i (At 2) = A, ) Fhalt) )

+O(hn(t)+n(z)+l )
(]

2.4.2 Simplificacién de las condiciones de orden

Las condiciones de canonicidad necesarias y suficientes del Teorema 2.4.1, de forma
andloga a las condiciones de los Teoremas 2.2.1, 2.2.2 y 2.3.1, simplifican las condi-

ciones de orden de forma considerable. Definamos en SNT la relacién de equivalencia
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Figura 19: SN-arboles libres de orden < 5

Z, de modo que ¢t < z si difieren solamente en la localicacién de la raiz. Ya que
SNT c TPS, dicha relacion de equivalencia es de hecho la restriccién a SNT de ~.
Es facil ver que, dado un método desarrollable en SN-serie que verifica las condiciones
de canonicidad (119), si dicho método es de orden > N — 1 entonces, para cada dos
SN-aboles t y z tales que ¢t < z, las condiciones de orden correspondientes a dichos
SN-arboles son equivalentes. Dicha propiedad ya es estudiada para el caso particular
de métodos Runge-Kutta-Nystrom en [5, 6].

Las clases de equivalencia de SNT'/ < pueden ser representados grificamente de
forma natural como SN-arboles en los que no se especifica la localizacion de la raiz. A
dichos grafos llamaremos, como en [5, 6], SN-4rboles libres. Denotaremos por FSNT
al conjunto de SN-drboles libres, el cual puede ser considerado como un subconjunto

de BT. En la Figura 19 se muestran los SN-arboles libres de orden < 5.

2.4.3 Hamiltonianos elementales de SN-arboles libres

Consideremos ahora sistemas de la forma (118). Para dichos sistemas el Hamiltoniano
elemental de todo 4rbol bicolor que no corresponda a un SN-arbol libre es nulo. En

efecto, todo w € BT — FSNT puede ser representado como ¢ * z, donde t ¢ SNT', y
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ya que en ese caso F(t)(y) = 0, de la igualdad (112) se tiene que H(t * z)(y) = 0.
En concreto, de (112) se tiene que dados t € SNT?,z € SNT' U {#}

H(t * [2)2)(p, q) = 7(t)m(2) 'F(t)(p, )" F(2)(p, 9).

En el caso de sistemas Hamiltonianos de la forma (118), del Lema 2.3.4 se tiene

de forma directa el siguiente resultado:

Lema 2.4.4 Dado un sistema Hamiltoniano de la forma (118), pa;-a todow € FSNT

se liene

Hw)pg) _ _ 3 S(t)(t) 'F(t)p, q),

Bq tEwNSNT!
BLu;)(plg) = 3 S@t)x(t)*F(t)(p,q).
P tewnNSNT?2

2.4.4 HSN-series

En las Secciones 2.2 y 2.3 se ha visto la importancia de las series de Hamiltonianos
elementales en el analisis regresivo y en la teoria candnica del orden de métodos

canonicos. Dado ¢ : FSNT — R, decimos que la serie formal

pnw)

HSN($,9)= 3. ¢(w)H(w)(y)

weFSNT ¢ (w)

es una HSN-serie de coeficientes ¢(w). De forma andloga que para H-series y HS-
series, denotamos por HSN(#,y) a la serie formal que resulta de derivar la HSN-
serie parcialmente respecto de h. Definimos la SN-serie inducida por la HSN-serie de

coeficientes ¢ : FSNT — R como la SN-serie de coeficientes ¢* : SNT — R tal que
#*(0) =0, ¢°(t) = $(w)r(t) VEEwWNSNT.
Como aplicacién del Lema 2.4.4 tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.4.5 Dada una HSN-serie HSN (¢,y), la SN-serie inducida cumple que

OHSN (¢,y)
Jy '

SN(¢,y)=J""
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de modo que la respuesta es afirmativa, ya que toda HS-serie se reduce en el caso de
sistemas Hamiltonianos de tipo Nystrom a una HSN-serie. Sin embargo, no puede
obtenerse un resultado analogo al del Teorema 2.3.11 que relacione los coeficientes
correspondientes a la composicién de HSN-series con SN-series con los coeficientes de
la composicion de dos SN-series. Ello es debido a que no todos los PS-arboles de la

clase de equivalencia correspondiente a un SN-arbol libre son SN-arboles.

2.4.5 Teoria canonica del orden

Puede verse, de forma analoga al caso general y al caso separable, que la funcién
generatriz de la aplicacion a sistemas de tipo Nystrom de un método canénico y
desarrollable en SN-serie para dichos sistemas, es desarrollable en HSN-serie. Ello
permitira obtener, aplicando el Lema 2.2.23, una condicién de orden por cada SN-
arbol libre, igualando los coeficientes del desarrollo en HSN-serie de la solucién exacta
con los de la solucion aproximada.

En cuanto a las condiciones de orden que se obtienen de considerar la segunda
caracterizacién de orden de convergencia de métodos simplécticos dada en el Lema
2.2.23, seguidamente veremos que, en el caso de la aplicacion a sistemas Hamiltonianos
de tipo Nystrom de un método de integracién simpléctico para dichos sistemas, I'(y, k) -
puede ser desarrollado como una HSN-serie:

Puesto que I'(y, k) es independiente del A considerado en (93), tomaremos por
comodidad A = 1/2. Sea HSN (¢, y) el desarrollo en HSN-serie de la funcién gene-

ratriz de Poincaré de dicho método, entonces, por definicién de I'(y, k), tenemos que

formalmente

D(y,h) = HSN (¢, ¥t 52’(“’”)) .

Extendemos la definicién de ¢ a BT de tal forma que ¢(w) = 0 si w # FSNT, y
definimos a : TPS — R como sigue: a(@) =1, a(t) =c(t)/2sit € SNT,y a(t) =0
sit e TPS — SNT. Asi, es claro que '

HEN (¢, v+ 28 ("’y)) — HS(4, PS(a,)).
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De ahi, ya que ¢*(u - v) + ¢*(v - u) = 0, tenemos que para cada ¢,z € SNT?,

d([z]z - t) = e(t)e([z]z) — e(t - [2]2),

con lo cual podemos determinar de forma sencilla los d(t) correspondientes a los
PS-arboles t de SNT a partir de los coeficientes del método.
Asi, tenemos que para cada w € FSNT

W) = —— Y w()SE)d()
n(w) tewTPS
- _1_i( > S@we®- X Sit)et)- X S(t)d(t))-
Tl(LU) 1eEwnNSNT? tewnSNT?2 tEwnﬁ_{r

Las condiciones de orden asi obtenidas, coinciden con las deducidas por Calvo en [6)

para el caso particular de métodos Runge-Kutta-Nystrom simplécticos.
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2.5 Meétodos de P-serie multietapa candnicos

2.5.1 Condiciones de canonicidad suficientes para métodos

de P-series multietapa

Dado un sistema Hamiltoniano (51), consideremos la aplicacién a dicho sistema de

un método de P-series multietapa (con nimero de partes P = 2) de la forma

= po + E Z bi(z)P.'(z), = qo + z E b; (z)Q(z)
=1 TP TP’
Pi=po+ Y. 3 ay(z)P?, i=qo+ Z Y oa;(2)QY,  (126)
3=1 zeﬁl =1 zETP

donde Y; = (PT,QT)7, y para cada z € T_P

R
a(2)

Teorema 2.5.1 St los coeficientes del método (126) verifican las siguientes condi-

Y = (P("T,Q")T)T F(z)(Y)
ciones

(a) Si€eTP, 1<i<s, entonces bi(t) = bi(t),
(b)) Sil1<i,j<s, t,z€TP tales que w(t)# w(z), (127)
bi(t)b;(2) — bi(t)ai;(z) — bi(2)a;i(t) = &;(bi(t - 2) + bi(z - 1)),

entonces, la aplicacién de dicho método al sistema (51) es simpléctica.

Demostracién: Diferenciando término a término en (126), y eliminando dpp y dgo

a partir de las expresiones que se obtienen para dP; y dQ;, se tiene

dp, Adgy — dpo Adgo = Z 3 (bi(t)dP A dQ; + bi(E)dP: A dQ”)

=1 te’I‘_}sl
+ Y T (bi(t)bi(z) — bi(t)ais(z) — bi(2)au(t)dP A QS
i,j=1 teﬁl
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Ahora bien, si consideramos el Lema 2.2.3 para y = ¥; y multiplicamos en ambos
miembros de la igualdad por A™")/&(t*) se obtiene, teniendo en cuenta (8), y que

F()TJF'(2) = 0 si w(t) = w(z),

v T (1) (7) (¥)
(a‘ ) J+J6Y' +(8Y‘ J+J6Y'_=

aY; oY; dY; aY;
O\ T 50 A\ T (1)
-2 () 5 (%) %
teTP!,zeTP? : i oy, aY;

t-z=t"

"~ t€TPl,zeTP? (

z-t=t*

ovO\" v (avO\T oy
ov; ) “avi T \Tavi ) Taw

Puede verse que dicha igualdad es equivalente a la siguiente:

dPYINdQi+dPAdQP) = — T dPP AdQY

teT P! 2eTP?
t-z=t*

- ¥ dPAd@P,
t€TP!,z€TP?
z-=1*
de donde aplicando las hipotesis del teorema se tiene que dp; Adg; —dpgAdge = 0. O
Extendemos la definiciéon de métodos DJ-reducibles [11] a los métodos de P-series

multietapa como sigue:

Definicién 2.5.1 Diremos que el método (126) es DJ-reducible si existe un subcon-
junto no vacio I C {1,...,s} tal que

bi(t) = 0siiel, teTP

a_,-.-(t) = 0sitel, j¢1, teTP.

En otro caso diremos que es DJ-irreducible.

Puede verse que las etapas ¢ € I de métodos DJ-reducibles no afectan al resultado

numérico del método, y por tanto pueden ser ignoradas.

El siguiente resultado nos permite simplificar las condiciones de canonicidad (127)

de métodos DJ-irreducibles:
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Lema 2.5.5 Para el método RK multiderivada particionado (45), ei # 5 (1 <1,5 <

s), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.

2.

Las etapas 1 y j son equivalentes.
Las etapas 1 y ) son P-equivalentes.

Eziste una particion {Iy,...,Ip} de {1,...,s} cont,j € I, tal que si1 < r,
1<L<M,1<LlI<syll pertenecen al mismo subconjunto de la particion,
entonces se verifica (1 <e < P)

> ) = ¥ el

kely kel

Demostracion:

1.

1. = 2. : Se tiene de la independencia de las diferenciales elementales, ya que
paratodo Ny1<:3<s
hn(t)
Yi-Y;= ) ;(T)(Y-'(t) = Y;(®)F(t)(y) + O(h™*).

teTP
n(t)<N

2. => 3. : Sea {Ih,...,Im} la particién de {1,...,s} formada por las clases
de P-equivalencia, de tal forma que 7,7 € I;,. De la férmula de Kastlunger
generalizada (50) se deduce que para cada r > 1, y para cada t € T'P se verifica
YO = Yf-r)(t). Fijemos &y € I,...,Ip € In y definamos las M etapas de
un método RK multiderivada particionado con coeficientes
Al = 3l 1<LK<M, r>1,1<e<P.
kelx

Sean Z(t) los coeficientes del desarrollo en P-serie de la etapa L (1 < L < M),
se verifica que si I € Iy, entonces para cada P-arbol ¢, Yi(t) = Z(t), y por
tanto, para cada t € TP y cada r > 1 se tiene Y,(')(t) = Z(L’)(t). El método

asi construido no tiene etapas P-equivalentes, y se verifica que si [, € I, (1<

L< M)

M
i) = Yelt) =zz(z=a};’ z=afr,z) 200,
K=1r31

kel kel

de donde aplicando el Lema 2.5.4 se deduce el resultado requerido.
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2. Seant € TP'y z € T P?, si desarroliamos Y1(t-z) haciendo uso de las igualdades
(48) y (49) obtenemos

vilt-z) = S YY)

1=1r>1

-3 > ('+"Y")(t)Y“)(z) + 3T EYO () Yi(2)
i=1 r,1>1 i=1r>1

— Z Z b(r“)Y(r)(t)Y(l) (z) + Z E b(f) (I)Y(r)(t)Y(l)(z)
i=1r, I>1 1,j=1r, >1

Desarrollando de forma analoga y,(z - t) se tiene que

yvi(t-z) + yi{z-t) — yl(t)yl(z) Z Z m(r l)y(r) t)Y_S-I)(Z),

LWy=1ri>1
donde
)

(" n_ b(f) (l)+b(l) (") b(r)b(l)-{-ﬁu —
™

Sea m > 1, tal que Vr > m se verifica
B = 5" = a,(;) = 6,(-;-) =0, 1<¢,j<s,

la anterior igualdad viene a decir, teniendo en cuenta el Lema 2.5.4, que la

(r:d)

aplicacién bilineal de R*™ en R'™ definida por los coeficientes m;;"’ es nula

para todo par de vectores de R*™, lo cual implica la condicién (b) de (135).
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2.5.3 Condiciones de canonicidad suficientes para métodos
de P-series multietapa aplicados a sistemas Hamilto-
nianos separables

Dado un sistema Hamiltoniano separable, con Hamiltoniano de la forma (108), con-

sideremos la aplicaciéon a dicho sistema de un método de P-series multietapa (con

nimero de partes P = 2) de la forma (126), que por la separabilidad se reduce al

siguiente esquema:

ety X bi(z)PY, —w+Y T bi(2)Q,

i=1 z¢TPS1 i=1 zeTPS2
P=p+3 S aij(2)P¥, Qi=gp+Y. ¥ a;(2)QY, (139)
j=1zeTPS! j=1z€eTPS?

( (z)T,Q(Z)T) ( )F(z)(P.,Q)

" Teorema 2.5.7 Si los coeficientes del método (139) verifican que para cada t €
TP, zeTP’, 1<i,j<s,

bi(t)b;(2z) — b;(t)ai;(2) — bj(2)a;i(t) = &;;(bi(t - z) + bi(z - 1)), (140)

entonces, la aplicacidn de dicho método al sistema Hamiltoniano separable (51) es

simpléctica.

Demostracién: Diferenciando término a término, y eliminando dpp y dgo a partir

de las expresiones que se obtienen para dF; y dQ;, se llega a

dpy Adgy = dPo A dgo
+2 Y b t)dp("/\dq.+§j Y bi(t)dP: A dQY

i=1 teTPS5! i=1 tcTPS?

+3 T (bi(t)bsz — bit)aii(z) — bi(=)ai(t)dPY A dQ.

t,7=1 ceTPsl
xETPS

Ahora bien, si consideramos el Lema 2.3.2 para y = (PT,QT)T y t* € TPS* por
una lado, y para t* € TP5? por otro, y multiplicamos por A")/o(t") en ambos
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generalidad que bSm) # 0. Si consideramos (142) parar=m, 1> 1,y j =1, se
tiene

™

—(‘) () %
= Ab;’, donde A =1 b( T (144)

Primeramente demostraremos que 5™ # 0: Si B™ = 0, tomando en (142)

r=1,l=m—1,y 3 =1, teniendo en cuenta la igualdad (144) se puede escribir
B - b —afd)) = o,

lo cual implica que Bﬁ’"'” # 0. Por otro lado, tomando en (142) r = 2, [ = m~—1,

y j =1, se tiene que
‘bS’"“’((l -0 —af) =0,
lo que 1mp11ca. que a =(1- )bm. Finalmente, aplicando {142) para r = 2,

l=m—2,j =1,sellega a que b,( ™ = 0, lo cual es absurdo.

Para terminar con este punto, veremos que no puede ser m > 3: Si consideramos

(142) para l=m,r > 1,y j =, teniendo en cuenta (144) se obtiene
aff) = (1- 28",

A partir de dicha igualdad y de (144), tomando en (142) ¢ = j y r,l 2 1 tales
que 7 4+ | = m, se llega a que rb,(m) + IE,("') = 0, lo cual se contradice con la

hipétesis de que m > 3 y B™ £ 0.

 Sean I = {i | B = 8 =0}, I ={i/ 5" = p® = 0}, demostraremos
que si Iy U I; # B, se verifican las condiciones (143), es decir, el método es
DJS-reducible:

Sea i €I;, considerando (142) para j =¢,1=1,y r =1 por un lado y 7 = 2
por otro, se obtiene que

P =4, ) = o,
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2. Las semietapas P; y P; (Q; y @;) son P-equivalentes.

3. Ezisten dos particiones {I,...,I)}, {J1,---,In} de {1,...,5} con i,j € I
(i,j € Jy) tales que

() Si1< LN, 1<LI<s, yll pertenecen al mismo subconjunto de la

particion {I;,...,Ip}, entonces se verifica

1
Z al(k) = Z af'lk)a
keJy keJy .

(6) Sil<L<M,1<1LlI<s, yl,l pertenecen al mismo subconjunto de la

particion {Jy,...,JIn}, entonces se verifica

> af)= Tafl

kel kel

(c) Sean 1< LN, 1<K<M, r>2 1<,II<s,
e 5i l,l' pertenecen al mismo subconjunto de la particién {I,,.. - Im},
entonces se verifica
> oap= Y afl,
kel nJg kel Ny
o Si l,I' pertenecen al mismo subconjunto de la particion {J,,...,J Iy},
entonces se verifica
_(r) _ (7).
E al(i:) = Z al'rk) .
keignJg keipnJdy
De la tercera caracterizacion de semietapas equivalentes de este lema se puede
deducir que todo método con etapas equivalentes puede ser reducido a un método

que carece de etapas equivalentes y para h suficientemente pequeiio proporciona los

mismos resultados numeéricos que el método original.
De la segunda caracterizacién se deduce que si el método (141) no tiene semietapas

equivalentes, entonces para todo m € N se verifica la implicacién (146) del Lema

2.5.10.
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Teorema 2.5.12 Todo método RK multiderivada particionado (141) simpléctico y
sin semietapas equivalentes, es DJS-equivalente a un método (141) con multiplicidad
m < 2. St ademds el método es explicito, entonces es DJS-equivalente a un método

RK particionado.

Demostracién: Es claro, teniendo en cuenta los Teoremas 2.5.9 y 2.5.8, que
basta con demostrar que las condiciones (135) son necesarias para que el método
sea canoénico.

Sean yi(t) los coeficientes del desarrollo en P-serie del método (141). Si dicho
método es canénico, debe cumplir las condiciones de canonicidad de P-series para
sistemas Hamiltonianos separables (110) del Teorema 2.3.1. Sean Y;(t) los coeficientes
del desarrollo en P-serie de las etapas intermedias Y;: de la demostracion del Teorema

2.5.6, se tiene que

yi(t-2) +ni(z-t) -y Z 3wy @) YO (2),

£,3=11,121
donde
b( r+l) + lb("'”)
r+1

m = 500l + 405 — 5060 + 6

Por tanto, para que el método (142) sea simpléctico, es condicién necesaria que para

cada t € TPS!, z € TPS? se verifique

Z E mIMYO ()Y (z) = 0. (147)

ij=1rl=1
Si consideramos para cada t € TPS vectores Y (t) de R°™ de componentes Ygr)(t),
i=1,...,5,7r=1,... ,m, del Lema 2.5.10 se deduce, que si el método (141) no tiene
semietapas equivalentes, tanto {Y(t) / t € TPS'} como {Y(t) / t € TPS?} son
sistemas generadores de R°™. Por tanto, de la condicién (147) se concluye que la
aplicacién bilineal definida sobre ™ por los coeficientes m( A

f;')—Opa.ra.1<z]<s, IST,ISm.D

es nula, y por tanto
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